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ABSTRACT

In this study, curvature collineations obtained for spherically symmetric static
space-times. Curvature collineation with & vector field has been obtained for
Minkowski, De Sitter, anti-De Sitter, Einstein, Schwarzschild, Reissner-Nordstorm
and Bertotti-Robinson space-times. Also & vector field are obtained for general

spherically symmetric static space-times.

Key Words: Spherically symmetric static space-times; Curvature collineations;
Einstein; Schwarzschild; Minkowski; De Sitter; anti-De Sitter; Reissner-Nordstérm;

Bertotti-Robinson.
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OZET

Bu ¢aligsmada, kiiresel simetrik statik uzay-zaman metriginin 6zel durumlari
olan Einstein, Schwarzchild, Minkowski, De Sitter, Anti De Sitter, Reissner-
Nordstorm ve Bertotti Robinson uzay-zamanlari i¢in egrilik kollinasyonlar1 6ncelikle
belirlenmistir. Ayrica; genel kiiresel simetrik statik uzay-zaman igin c¢ozimler
yapilmis ve 6x6 Riemann tensOr matrisine ait rank argiimani kullanilarak, egrilik

kollinasyon simetrisini doguran vektor alanlar elde edilmistir.

Anahtar Sozcukler: Kiresel Simetrik Statik Uzay-Zaman; Egrilik Kollinasyonlart;
Einstein; Schwarzschild; Minkowski; De Sitter; anti-De Sitter; Reissner-Nordstérm;

Bertotti-Robinson.

Hazirlanan bu Yiiksek Lisans Tezi, TUBITAK tarafindan 106T669 no'lu proje

kapsaminda desteklenmistir.
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BOLUM 1
GIRIS

Izometriler (yani uzunluklarm invaryant kaldigi déniisiimler); metrik tensoriin
Lie tiirevinin, uzay zamanin izin verdigi Killing vektorleri (KV) yonii boyunca sifir
olmasi ile verilir. Her bagimsiz KV, uzay-zaman i¢in bir korunum yasasina yol actgi
bilinmektedir (Katzin ve dig., 1972). Izometriler kullanilarak Einstein alan
denklemlerinin (EFE) ¢oziimlerinin siniflanmasi iizerine bir¢ok c¢alisma yapilmigtir
(Kramer ve dig., 1980). Qadir ve arkadaslarinin (Qadir ve Ziad, 1995) yaklasiminda,
izometrilerle uzay-zamanlar siniflanmakta ve farkli uzay zaman metrikleri ig¢in tam
bir liste verilmektedir. Uzay zamanlarin izometrilerle siniflanmasinin énemli olmast
yaninda; Katzin ve arkadaslar1 (Katzin ve dig., 1969), madde alaninin simetrilerinin
(Ricci tensoriiniin Lie tiirevinin sifir oldugu yondeki) Ricci kollinasyonlar1 (RC) ile
verildigini iddia etmislerdir. Statik kiiresel simetrik metriklerin RC ler cinsinden
siniflamalar1 yapilmistir (Bokhari ve dig. 1992, 1993, 1994).

Einstein tarafindan 1915 yilinda ortaya konulan Genel Relativite Teorisi
(GRT) gergevesinde uzay-zamanlarin egrilik simetrileri incelenmektedir (Bokhari ve
dig., 1992, 1993, 1994, 1996, 1997, 2003). Genel durumda, simetrilerin ¢ok fazla

0zelligi vardir ve bu 6zellikler sonlu boyutlu Lie cebri ile ifade edilebilirler (Hall,

2004). Katzin ve arkadaglari (Katzin ve Levine, 1972), aym zamanda, R®%pq
Riemann egrilik tensoriiniin (Lie tiirevinin sifir oldugu) egrilik kollinasyonlar1 (CC)
denilen simetrilerinin genel relativiteye yeni bakis acis1 sagladigini savunmuslardir.
RC’ler ve CC’ler arasinda bir teorem vermelerine ragmen, uzay-zamanlari CC’lerine
gore siniflamak i¢in herhangi bir tesebbiiste bulunmamaislardir.

Bu tezde; statik kiresel simetrik uzay-zamanlara ait egrilik kollinasyonlar
incelenirken, egrilik tensoriine ait rank arglimani dikkate alinacaktir (Hall ve Costa,
1991). CC denklem sisteminin karisikligi akilda tutularak; statik kiiresel simetrik
uzay-zamanlarin Riemann tensOr matrisine ait rank durumlart belirlenip bu

durumlarda ortaya ¢ikan CC’ler elde edilecektir.



BOLUM 2
EGRILIK SIMETRILERI

Riemanian manifoldu (M,g) Uzerinde; y skaler fonksiyon ve £§ , & vektor
alan1 yoniinde Lie tiirev operatorii olmak tizere,

EEQ=21//Q+K (2.1)
Q ve K simetri kosulunu saglayan ve ayni tiirden olmayan geometrik veya fiziksel

. oz 0 ) g " .
nesneler olsun. Burada simetriyi & :éaF vektor alan1 dogurur. En 6nemli ve
X

yaygin simetriler Q ’nin Riemann geometrisi ve Einstein Teorisinde ortaya ¢ikan

temel tensor alanlarindan birisi oldugu durumdaki simetrilerdir.
2.1 Metrik Tensorin Simetrileri

Einstein alan denklemleri (EFE); uzay-zaman koordinatlarinda, 10 tane ikinci
mertebeden lineer olmayan kismi diferansiyel denklemden olustuklari i¢in bu
denklemlerin kesin ¢Oziimlerini elde etmek olduk¢a zordur. Metrik tensoriin bazi
geometrik simetri Ozellikleri oldugunu kabul edilirse, ¢6ziim bir dereceye kadar

kolaylagabilir.
Eger (2.1) denkleminde Q=g ve K=0 ise & konformal killing vektor

alanmdir. Konformal hareketler, g, metrik tensorii bileseni cinsinden

£.04 =200, (2.1.1)
veya

£.9% =2ypg” (2.1.2)
denklemleri ile ifade edilir (Katzin ve ark, 1969). Burada v, #Oise E vektor
alanma proper konformal killing vektér (CKV) alani; y.,, =0ve ., #0 ise Ozel

konformal Kkilling vektér (SCKV) alan1 denir. Bunlar matematiksel fizik ve

kozmolojide bir¢ok uygulamaya sahip olduklari i¢in fiziksel agidan ¢ok dnemlidirler.

Eger v, =0 ve y =0 ise 5 sirastyla, homotatik vektdr (HV) alan1 ve Killing vektor



(KV) alan1 adin1 alir. Metrik tensoriin invaryant oldugu simetrilere, hareket veya
izometriler denir. Izometri, bir vektdriin uzunlugunu korudugu igin kati hareket
olarak adlandirilir.

Killing denklemlerinin bir ¢cézimi varsa uzay-zaman bir hareket simetrisine
ya da izometriye sahip denir. Einstein alan denklemlerinin farkli simetri yapilarinda
bir¢ok ¢oziimii vardir (Petrov, 1969). Ayrica bu ¢oziimler, 6zelliklerine ve onlarin

izin verdigi hareket gruplarina gore siniflandirilmiglardir (Kramer ve ark., 1980).

2.2 Egrilik Kollinasyon Simetrileri

Riemann geometrisinde uzay-zaman metriginin yan: swra I'y_,R, ve R? ,

gibi tensor bilesenlerinin de cebirsel 6zellikleri, uzay-zamanin geometrik yapisinin

anlasilmasinda 6nemli rol oynarlar.

a _ l ab
£§-rbc = E g [(Eggbd );c +(£§—ng );b _(£§—gbc );d j| (221)
seklindedir. (2.1.1), (2.2.1) de kullanilirsa
£l =00 o +0cW 5 — Gpe¥ (2.2.2)

denklemi elde edilir. (2.2.2) denklemini saglayan bir f vektor alani varsa; uzay-

zaman bir konformal kollinasyona izin veriyor denir. Riemann egrilik tensorti,

Rabcd = Fabd,c - Fabc,d + Faecrebd - raed Febc (2-2-3)
bilesenlerinden;
£§Rabcd = (£gr3d );c _(Egrgc );d (2.2.4)

olur. Boylece (2.1.2), (2.2.4) de kullanilarak

ER ey = 200y + 205 ) (2.2.5)
elde edilir. (2.2.5) in a ve cindislerine gore kontraksiyonu alinirsa

E:Rp =-20 3 — Q0¥ (2.2.6)
olur, burada ay = g®y.,, dir (Laplace operatori). R egrilik skalerine £, Lie tirev

operatorii uygulanir ve (2.1.2) ve (2.2.6) kullanilirsa

EER:—ZI//R—6|:!,// (2.2.7)



bulunur. G, Einstein tensériiniin & vektor alan yéniindeki Lie tiirevi

£:Gyp =—20 0 + 20,y (2.2.8)

dir. Eger w., =0 ve w =0 ise (2.2.2) denklemini saglayan E vektor alanina Affine
kollinasyon (AC) denir. Eger v, =0 veya v, =0 veya w =0 ise (2.2.5) ve (2.2.6)

denklemlerini saglayan & vektor alani sirastyla egrilik kollinasyon (CC) ve Ricci

kollinasyon (RC) adi verilir.

Egrilik kollinasyonlarinin ¢aligilmasinda 6nemli bir kavram, egrilik tensoriine
aitrank’dir. Herhangi bir noktada egrilik tensorii 6x6 matris seklinde gosterilebilir.
Bir p noktasindaki egriligin rank’1, p deki bu 6x6 matrisin ranki’t yani p deki biitiin
bivektorlerin vektdr uzayinikendisine tasiyan lineer f doniisiimiiniin rank’1 olarak

tanimlidirg f lineer doniistimii, her bir F bivektord igin

fiF, > R, F”
seklinde verilmektedir. Bu doniistim

Ropeek® =0 (2.2.9)
kosulunu saglayan, p noktasinda M manifolduna teget T,M uzaymin S alt uzayi ile
yakindan iligkili olup k, T'M nin elemanidir. p deki egrilik tensori, asagidaki

cebirsel siniflardan birini kesin olarak saglar (Hall ve Costa, 1991):

(i). Rank 2 oldugunda S nin boyutu sifir yani dimS_ =0 dur.

(i1). Rank 2 veya 3 oldugunda (2.2.9) denkleminin yalniz bir tane k ¢ézimdi

mevcuttur. Dolayisiyla ve S, nin boyutu dimS =1 dir.

(ii1). Egrilik tensoér matrisinin rank’t 1 olup (2.2.9) denklemi iki bagimsiz

¢Ozume izin verir. Bu durumda dim S =2 alinmaktadr.

(iv). Egrilik tensér matrisinin rank’t 0 olup (dolaywsiylaR, , =0)
dimS =4 dur.

(v). Yukandaki (i), (i1), (ii1) ve (iv) kosullar1 saglanmiyor yani rank 6,5,4 veya

rank 3 iken dim Sp =0 ise Riemann tensori bu sinifa aittir denir.



BOLUM 3
KURESEL SIMETRIK STATIiK UZAY-ZAMANLARIN EGRILIK
KOLLINASYON SiMETRILERI

3.1 Egrilik Kollinasyon Denklemleri

Statik kiresel simetrik uzay zaman metrigi,
ds? = —e"dt* + e*dr® +e”(d0° +sin” 6 d¢?), (3.1.1)
ile verilmektedir. Burada v =v(r), 2=A(r), p=p(r) dir. (1) metrigine ait R*ucq

Riemann egrilik tensor bilesenleri asagidaki gibi bulunmaktadir:

R, =—e7B Rz =—sin?@e” "B Rl =" A
R:nz =B R:323 =sin?6C R:ozo =D (3.1.2)
R13 =B R°23 =-C R0 =D
R%0 = A R% =e”D R%s3 =sin®@e”'D
Burada A,B,C ve D
AE%(zvuv'z v (3.1.3)
1 ” 12 rqr
BEZ(ZP +p' = p'A") (3.1.4)
1 12 —A
C 52(4—;) e’™) (3.1.5)
l 1o v—A4
D Ezp ve (3.1.6)

seklinde tanimlanmustir. 6x6 simetrik matris olarak yazilabilen R, , Riemann tensor
bilesenleri

Ryo; = €A, Ry, =€°D, Rygys =Sin° 07D,

R, =—€°B, Ry, =-sin’0e”B, R,,, =sin’0e’C

esitlikleri ile verilmektedir. Tiim indisleri kovaryant olan bu Riemann tensorii matris

olarak



e’'A O 0 0 0 0
0 e’D 0 0 0 0
RO_R. - 0 0 sin?0e’D O 0 0
Vom0 0 —e’B 0 0
0 0 0 0 —sin?0e’B 0
0 0 0 0 0 sin? 0e’C

seklinde yazilabilir. Burada 1J €{01,02,03,12,13,23} dir. Eger E vektor alam

yoniinde R®ueq *nin Lie tiirevi alinir ve sifira esitlenirse

£.R =0 (3.1.7)
CC denklemi elde edilir. Bu denklemi daha agik sekilde kismi tiirevli haliyle soyle
yazabiliriz;
R%cdel® + R%ca&®, +R%ea &%, +R e,y —R beaE?,, = 0 (3.1.8)
(3.1.8) ile verilen CC denklem sistemi, dort-boyutlu uzayda 256 tane denklemden

olusmaktadir. Kiiresel simetrik ve statik (3.1.1) metrigi i¢in 45 tane sifir olmayan

bagimsiz CC denklemi vardir. Bu denklemler asagidaki sekilde kisa olarak

yazilabilir.
f&%a =0 (3.1.9)
f&%0 =0 (3.1.10)
hé“s =0  a=p (3.1.11)
h,, (Ae )&  + (Ae™)E hy, =0 (3.1.12)
h, . (Ce )&  +(Ce”)E h,, =0 (3.1.13)
G, (Be™)E" +(Be™)E,G,, =0 (3.1.14)
e (De™)'E +(De™)E, G, =0 (3.1.15)
Aggo&p +Bggé Pi =0 (3.1.16)
Adgel'p —DgyéPr =0 (3.1.17)

Bg,,EN s £CQEPr =0, (p=2 igin "-"; p=3igin "+") (3.1.18)
Dg,,E% s £Cg,EP: =0, (p=2 igin "+"; p=3 igin "-") (3.1.19)

D&%, +BEL =0 (3.1.20)



Burada f, h, hluv’ thq) gap ve gmn’

Be’ — De”, “1 i
f:{ ©THe @=t Kn (3.1.21)

A-B veya C+e”"D, a =23 i¢in
h=Be’” +C veya Ae"™, {(a.8)} ={(1.2).(2.1),(1.3),(3.1)} icin (3.1.22)

h,, =diag(-e",e*), u,v=01 (3.1.23)
h,,, =diag(e”,sinee”),  p,q=23 (3.1.24)
g,, =diag(e*,e”,sin” &”), a,f =123 (3.1.25)
., =diag(-e",e”,sin’* ge”), m,n=0,2,3 (3.1.26)

olarak tanimlidirlar. Bu uzay zaman ig¢in

0

4 = (3.1.27)
£% =sin (;5i+cos¢cot6?i (3.1.28)
T o0 o .

o cos0-0- sindcotd -

s _cos¢69 sm¢cot08¢ (3.1.29)
o_0

4 =% (3.1.30)

seklinde minimum dort tane bagimsiz Killing Vektor vardir.
3.2 Egrilik Kollinasyon Denklemlerinin Bazi1 Coziimleri

Bu bélimde CC denklemleri; Einstein, Schwarzschild, Reissner-Nordstrom,
De Sitter, Anti De Sitter ve Bertotti Robinson metrikleri i¢in belirlenecek ve bu

denklemlerden simetriyi doguran CC vektdr bilesenleri elde edilecektir.
3.2.1 Einstein Uzay-Zamani

Einstein uzay-zamani igin (3.1.1) metriginde;
R2
A= R T e’ =r?, (3.2.1.1)

alinmaktadir. Boylece (3.1.3)-(3.1.6) kullanilarak;

e’ =1, e




1 r?
A=0, B=-rp-—. C=rp D=0 (3.2.1.2)

elde edilir. A ve D’nin sifir olmast bize rank(R,;)=3 durumunu verir. Boylece;

(3.1.9)-( 3.1.20) denklemlerinden Einstein metrigi icin CC denklemleri:

%, =0, ¢%,=0, &°,=0 (3.2.1.3)
&,=0, &%,=0, &, =0 (3.2.1.4)
E%,,+8in”0&°%,,=0 (3.2.1.5)
&+ré’,=0 (3.2.1.6)
ret+(R?—r?)é, =0 (3.2.1.7)
g +r(cotfE? +£°%,,)=0 (3.2.1.8)
51,9+r2(1—;—22)§2,r=0 (32.1.9)
§l,¢+r2(1—;—22)sin20§3,r:0 (3.2.1.10)

seklini alir. (3.2.1.3)- (3.2.1.4)denklemlerinden;
EO=£%), E*=&(r0,¢), =123 (3.2.1.11)
olur. (3.2.7) denkleminden,

2

&= 1—%F(9,¢) (3.2.1.12)

bulunur. Burada F(6,¢) integrasyon fonksiyonudur. Simdi elde edilen £"’in @ ya

gore tiirevini alip (3.2.1.9) denkleminde yerine yazar ve ¢dziim yaparsak,

r2

1——
52 — R2

F(0.4).,+G(0.9) (3.2.1.13)

elde edilir. Burada G(0,¢) integrasyon fonksiyonudur. Boylece; &' ve &2 (3.2.1.6)

denkleminde yerine yazilirsa,

r.2

1-—3
L ROIF(0.0).0+F (0.9)]+ G(0.4),, = 0 (32.1.14)

olur. Bu esitligin saglanmasi igin,



G(0,9),,=0, F(0,4),,+F(0,8)=0 (3.2.1.15)
olmalidir. Bu denklemlerin ¢oziimii,

G =G,(9), F =F(¢)cosé + F2(¢)Sin9 (3.2.1.16)
seklinde bulunur. Burada G,(¢), F(¢) ve F, (¢) integrasyon fonksiyonlaridir.

(3.2.1.16), (3.2.1.12) ve (3.2.1.13) de kullanilip elde edilen &' ve &2 ler (3.2.1.10)

denkleminde yerine yazilir ve ¢ézlim yapilirsa;

r2
-7

£ =1 R [cos0F, (9),,+sinOF, (9),]+ H(0.9) (32.1.17)
rsin‘ @

elde edilir. (3.2.1.16) sonucu dikkate almarak £* ve &2, (3.2.1.5) denkleminde yerine

yazilir ve gerekli islemler yapilirsa;

R0 HO.9,--= G, (3.2.1.18)

seklinde bulunur. Bu denklemin ¢Ozimunden; c, sabit ve E(¢)integrasyon
fonksiyonu olmak Gzere

F =c, H(9,¢) = cot0G,(¢),, +E(¢) (3.2.1.19)
elde edilir. (3.2.1.16) ve (3.2.1.19) denklemleri dikkate almarak &', &2 ve &°
bilesenleri (3.2.1.8) denkleminde kullanilirsa;

F, =c,cos¢+c,sing

E=c, (3.2.1.20)
G, =c,Ccos¢+cC;sing

bulunur. Burada c,,c,,c,,C;,C integrasyon sabitleridir. Bdylece; (3.2.1.16),

(3.2.1.19) ve (3.2.1.20) sonuglar (3.2.1.12), (3.2.1.13) ve (3.2.1.17) ile verilen &,



£2 ve &  ifadelerinde yerlerine yazildiginda, CC vektor Dbilesenleri,

&"=&(1)
&=, /1—|;—22(cl cos & +sin O(c, cos ¢ + ¢, sin @)
r2

,/1—? (3.2.1.21)
&2 =1 —"—[-c,sin0+c0os0(c, COS ¢ +C, Sing) ]+, cos g+ C; sin @

.
1-—7

=1 RH [—c,sing+c, cos¢]+cotf[—c, sin ¢ +c; cosg]+c;
rsin

j,

olur.

3.2.2 Schwarzschild Uzay-Zamani

Bu uzay-zaman igin (3.1.1) metrik katsayilari;

-1
ev =1 2™ e* :(1—2—”‘) , e’ =r?, (3.2.2.1)
r r
alinmaktadir. Bu esitlikler, (3.1.3)-(3.1.6) dikkate alindiginda;
2
Ao M g M o.M M (1—%} (3.2.2.2)
R

’ : =
r3(1—2—mj r3(1—2—mj r r
r r

ifadelerini verir. Burada hicbir Riemann tensor bileseni sifir olmadigi igin, Riemann
tensor matrisine ait rank 6 olmaktadir. (3.1.9)-(3.1.20) denklemlerinden

Schwarzschild metrigi i¢in CC denklemleri,

£, =0, £°,=0, &°,=0, (3.2.2.3)
£, =0, &,=0, &,,=0, (3.2.2.4)
£2,,=0, £%,.=0, (3.2.2.5)
£,=0, &, =0, (3.2.2.6)
&2, +sin*08°,=0 (3.2.2.7)
[B'+B(p-A) ) +2B&?,, =0, (3.2.2.8)

[B'+B(p— 1) JE" +2B(cot 0 +£°,,) =0, (3.2.2.9)



[A'+ A(v —2) et + 2AE°, =0, (3.2.2.10)

B'&' +2BEY,, =0, (3.2.2.11)
C'&' +2C(cothE? +&°,,) =0 (3.2.2.12)
D'E +2DE°,, =0, (3.2.2.13)
C'&'+2C&2,,=0, (3.2.2.14)
AE +2AEL, =0, (3.2.2.15)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,, =0, (3.2.2.16)
[D’'+D(p-v) " +2D(cotd &2 + &2, =0, (3.2.2.17)

seklinde bulunur. (3.2.2.3)- (3.2.2.6) denklemlerinden
§'=80(t), &'=&(r), &7 =57(0,9), &7 =57(0,9)
elde edilir. A=-2B oldugundan (3.2.2.11) ve (3.2.2.15) denklemleri aynidir.
(3.2.2.8) ve (3.2.2.14) denklemlerinden
C=e""B
bulunur. (3.2.2.14) ve (3.2.2.16) denklemleri incelenirse
C=e""D
elde edilir. Boylece
D=¢""B
olur. Buradan (3.2.2.8), . (3.2.2.14) ve (3.2.2.16)’nin ayn1 denklem oldugu anlasilir.
Ayn sekilde (3.2.2.9), . (3.2.2.12) ve (3.2.2.17) denklemlerinin de 6zdes oldugu

gorulmektedir. (3.2.2.15) denkleminden, c, integrasyon sabiti olmak uzere,

1 G
=1 3.2.2.18
¢ A ( )
bulunur. (3.2.2.14) denkleminde &' kullanildiginda,
C' ¢
——==C 3.2.2.19
2CJA ° ( )
£ =—c,0+ f,(¢) (3.2.2.20)

elde edilir. Bulunan & bileseni (3.2.2.7) denkleminde kullanildiginda;

& =cotf(4),+ f,(9) (3.2.2.21)



bulunur. &, &%, &° bilesenleri ve (3.2.2.9) kisitlama denklemi (3.2.2.12) de
kullanilirsa

cotd(f,(4),, + f.(4))+c,(1-0cotd) + f,(4) , =0 (3.2.2.22)
olur. Bu denklemin saglamasi igin

f,(¢) =c,cosg+c,sing, c,=0, f,=c,
olmalidir. (3.2.2.19) kisitlama denkleminden;

[

2C JA

bulunur. Bu denklemden A, C' ve C sifir olmadig1 icin ¢, =0 sonucu gikar.

(3.2.2.23)

Boylece &' =0 olur. (3.2.2.13) denkleminden,
50 =Gy
elde edilir. Bu nedenle; (3.2.2.10) denklemi 6zdes olarak saglanmaktadir. Sonug

olarak & vektor alan bilesenleri

50 =Gy
§'=0 (3.2.2.24)
£% =¢,cosp+c,sing T
& =cotf[—c,sing+c,cosg]+c,
seklini almaktadir.
3.2.3 Reissner-Nordstorm Uzay-Zamani
(3.1.1) metriginde
2
e’ = _2_m+ 4”? , et =e”, e’ =r?, (3.2.3.1)
r r

alindiginda Reissner-Nordstérm uzay-zaman ifadesi verilmis olur. Bu metrik

katsayilari (3.1.3)-(3.1.6) da kullanilarak A, B, C ve D i¢in

_ 2(mr-62Q°) B mr — 42Q°
r?(r? —2mr + 42Q?)’ r2(r? - 2mr + 42Q2) (3.23.2)
c = 2mr—22Q°%) D:(r2—2mr+4ﬂQ2)(mr—47zQ2) o

r r



elde edilir. Boylece; A, B, C ve D lerden higbirinin sifir olmamasi nedeniyle,

bu durumda rank(R,, )=6 ya olmaktadir. Bu nedenle 6nceki béliimde elde edilen CC

denklemleri ve dolayisiyla ayn1 CC vektorleri elde edilir.
3.2.4 De Sitter ve Anti De Sitter Uzay-Zamanlari

De Sitter ve Anti De Sitter uzay-zamani igin (3.1.1) metriginde

2
e’ :1i%, et =e™, e’ =r?, (3.2.4.1)

alinmakta olup bu ifadeler; (3.1.3)-(3.1.6) esitliklerinde kullanildiginda

1 1 r? R*+r?
At P (TR PR

(3.2.4.2)

bulunur. Buradan rank( R,, )=6 sonucu ¢ikar. Béylece (3.2.1) boliimunde elde edilen

ayn1 CC denklemleri ve bu nedenle (3.2.2.24) CC vektor bilesenleri, bu uzay-

zamanlar icin ayni sekilde gecerlidir.

3.2.5 Bertotti —Robinson Uzay-Zamanlari

Birinci tur Bertotti-Robinson uzay-zamani (Bertotti-Robinson 1) igin (3.1.1)

metriginde
e’ =(B+r)?, e =1, e’ =a’, (3.25.1)
alimmaktadir. Bu sonuglar1 (3.1.3)-(3.1.6) esitliklerinde kullanacak olursak
A=0, B =0, C=1 D=0 (3.25.2)
bulunur. Burada sadece C sifirdan farkli oldugu i¢in Riemann tensér matrisine ait
rank 1 dir. (3.1.9) ile (3.1.20) arasindaki CC denklemleri, birinci tiir Bertotti-
Robinson metrigi asagidaki sisteme indirgenmektedir:
£%,=0, £°,=0 (3.2.5.3)
&hy=0, &,=0 (3.2.5.4)
£%,=0, £, =0, &,=0 (3.2.5.5)
£3,=0, £, =0 (3.2.5.6)



§z,¢+sin29§3,9=0 (3.2.5.7)

cotos? +&°%,,=0 (3.2.5.8)
(3.2.5.3)-(3.2.5.6) denklemlerinden

&' =8"(r), &=8rr), & =E%(9), &7 =£7(0.9)
bulunur. (3.2.5.8) denkleminden

& =cots? , + f(9) (3.2.5.9)
elde edilir. Bu bilesen (3.2.5.7)’de kullanilirsa

coto(&® , +&E%)+ f(4), =0 (3.2.5.10)
olur. Bu esitliginin saglamasi i¢in

&%y t+&°=0, f(¢),=0
olmalidir. Boylece

£ =c cosp+cC,sing, f=c,
¢oziimleri elde edilir. Sonug olarak CC vektor alani bilesenleri

&' =G(r1)

g =F(rt)

2 : (3.2.5.11)
&7 =c cosg+c,sing

& =cotf[—c,sing+c,cosg]+c,

seklini alir.

Ikinci tiir Bertotti-Robinson uzay-zamani (Bertotti-Robinson 2) icin metrik

katsay1lar1

e’ =cos?(c ++ar), e’ =1, e’ =a’, (3.2.5.12)
seklindedir. Bunlar (3.1.3)-(3.1.6) esitliklerinde kullanildiginda

A=-aq, B =0, C =1, D=0 (3.2.5.13)

olur. Bu durum da Riemann tensér matrisine ait rank 2 dir. (3.1.9)-(3.1.20) CC

denklemleri ikinci tlr Bertotti-Robinson metrigi i¢in

£%,=0, £°,=0 (3.2.5.14)
&h,=0, &,=0, &,,=0 (3.2.5.15)

£2,=0, £%,=0, £,,=0 (3.2.5.16)



£,=0, £, =0 (3.25.17)

&2, +sin? 0%, =0 (3.2.5.18)
cotos? +&°%,,=0 (3.2.5.19)
%gl +&E°,. =0 (3.2.5.20)
£, e, =0 (3.2.5.21)

seklinde bulunur. (3.2.5.14)-(3.2.5.17) denklemlerinden
&1 =E(tr), &=8t), &1 =¢%(9), & =E(0.9)
sonucu ¢ikar. (3.2.5.19) denkleminden
& =cotfs’ , + f(¢) (3.2.5.22)
bulunur. Bu bilesen (3.2.5.18) denkleminde kullanilirsa
c0t9(§21¢¢ +E2) + f(#),=0 (3.2.5.23)
olur. Bu esitligin saglamasi i¢in
&g t&" =0, f(4),=0
olmalidir. Bu kisitlama denklemlerinin ¢éziimii
£ =c cosp+cC,sing, f=c,
seklindedir. (3.2.5.21) denkleminden
=g j edr+ f,(t)
elde edilir. Elde edilen £° (3.2.5.20) denkleminde kullanilmasiyla

l, evvrr
%:_T: y? (3.2.5.24)

bulunur. Burada y° aymm sabiti olup y? =0, »°>0 ve y><0 olasiliklar

mevcuttur. y* =0 alip gerekli islemler yapilirsa (3.2.5.24) denkleminden
E=ct+c,

elde edilir. Bulunan &' bileseni &£° bileseninde yerine yazilirsa, elde edilen CC

vektor bilesenleri



£ :—cétj'e’"errc6
1_

& =Cl+G (3.2.5.25)

E? =c,cosg+C,sing

& =cotd[—c,sing+c,cosg]+c,

seklinde elde edilir. Aym sekilde y* >0 olasilig1 gerekli islemler yapilirsa
& =c,cosh(yt)+cssinh(yt), v=In(ae™ +27)

olur. CC vektor alan bilesenleri
&' =c, cosh(yt)+csinh(yt)

0 V' .
=——/(c,sinh(yt)+c.cosh(yt))+c
g 27( (Sinh (71) +¢ cosh (11)) +<; (3.2.5.26)

£ =, COS¢+C,sing

& =cotf[-c;sing+c, cosg]+c,
seklinde olur. y” <0 olasihig igin; y*> =-7> (burada 7°>0) almarak (3.2.5.24)
denleminde gerekli islemler yapilarak

£ =c,cos(7t)+Csin(7t), v=In(ae" —27)
bulunur. Béylece CC vektor alan bilesenleri

& =c,cos(7t)+cgsin(7t)
o V' . -
=—(—c,sin(7t)+c, cos(7t))+c
g 27( (Sin(71)+; cos(71)) +, (3.2.5.27)
£ =, C0S¢+C,sing

& =cotf[—c;sing+c,cosg+c,

seklini alir.

Uciinci tir Bertotti-Robinson uzay-zamani (Bertotti Robinson 3) igin (3.1.1)

metriginde;

e’ =cosh?(c ++/ar) et =1 e’ =a’ (3.2.5.28)
alinmaktadir. Bu esitlikler (3.1.3)-(3.1.6) denklemlerinde kullanilarak

A=a, B=0, C=1 D=0 (3.2.5.29)

bulunur. Ikinci tiir Bertotti-Robinson uzay-zamanindaki gibi; bu durumda da

rank(R,; )=2 olmaktadir. Bu nedenle ikinci tiir Bertotti-Robinson metrigi i¢in



bulunan CC denklemlerinin aynist iiglincii tiir Bertotti-Robinson metrigi i¢in de
bulunmaktadir. Bdylece; bu durumdaki CC vektor alan bilesenleri (3.2.5.25),
(3.2.5.26) veya (3.2.5.27) deki ¢ozUmler gibidir. Tek fark; (3.2.5.25), (3.2.5.26) ve

(3.2.5.27) ¢6zumlerinde “cot” ve “tan” terimleri yerine “coth” ve “tanh” terimlerinin
gelmesidir.



3.3 Egrilik Kollinasyon Denkleminin Genel Coziimii

Bu boliimde (3.1.9)-(3.1.20) CC denklemlerinden simetriyi doguran & vektor
alan bilesenleri genel olarak elde edilecektir. Bu vektor alan bilesenleri elde
edilirken; “6x6 Riemann matrisinin ranki 3’ten biyiikk iken 6z (proper) CC’ler
mevcut degildir” (Hall ve Costa, 1991), teoremi dikkate alinacak ve bulunan sonuglar
bu teoreme gore degerlendirilecektir.

Kiiresel simetrik statik uzay zamanina ait R, Riemann egrilik tensori

R, = diag(e"A,e”D,sin’ #e”D,-e”B,—sin* 6e”B,sin’ 9’ C) (3.3.1)
seklinde tanimlanmigtir. Burada 6x6 Riemann egrilik tensorii matrisinin rank
olasiliklar1 agagidaki sekildedir.

Durum (1): Rank(R,;)=1
A=0,B=0,D=0ve C#0 < 2v"+v?—vA'=0, 2p"+p*—p'A'=0ve p'v'=0.

Durum (2): Rank(R,,)=2
a)B=0,D=0ve A#0,C#0< p'=0, 1 =A(r), v=v(r), 2p"+p'2 —-p'A'=0.

b) A=0, B=0,C=0ve D#0< p'* =4e*", 2v"+v?—v2' =0, 2p"+p"*—p'A'=0.
Durum (3): Rank(R,,)=3

a) A=0,D=0ve B#0,C#0< v'=0, p=p(r), A =A(r).

b) A=0,B=0ve C#0,D=0<= 2v"+v? —vIA' =0, 2p"+p”> —p'A' =0.
c)B=0,C=0ve A#0,D#0< p?=4e*", 2p"+p”-p'A' =0,

Durum (4): Rank(R,; )=4
a) A=0,C=0ve B#0,D#0< 2v"+v"* —vIA' =0, p'? =4e*”,

b) B=0ve A#0,C#0,D=0< 2p"+p”° - p'’A' =0.

Durum (5): Rank(R,,)=5
a)A=0ve B=0,C#0,D#0< 2v"+v> -y =0.
b)C=0ve A=0,B=0,D#0< p’> =4e"".

Durum (6): Rank(R,,)=6
A+#0,B#0,C=0,D=0.

Simdi sirasiyla bu durumlari inceleyelim:



Durum (1): A=0, B=0, D=0 ve C# 0. Bu durumdaki kisitlamalar

2\/”+V’2—V,/1’:0, 2pn+p!2_pr/1!20’ pr’:O
l 124p—A
C=1-,p"%e"" #0

seklinde ifade edilebilir. Boylece; p'=0,v'#0veya p'#0,v'=0 olasiliklari ortaya
cikmaktadir.

Alt Durum (L.i) p'#0,v'=0(< v =v, = sabit).

Eger p=2Inr ise C'(r)=0 (yani C=sabit) olmaktadir. Bu durumda
(3.1.9)-(3.1.20) CC denklemleri asagidaki sekildedir:

g =8tr), &=E&Ntr), ¥ =E%(0.9), & =E°(0.9) (3.3.1)
£, +sin2 02%,,= 0 (3.3.2)
C'&' +2C(cotos? +£°%,,) =0 (3.3.3)
C'& +2CE%,, =0. (3.3.4)

Boylece (3.3.4) denkleminden,
§,=0=¢8"=5(9)
bulunur. (3.3.2) denkleminden
&% = cot 052'45 + f () (3.3.5)
elde edilir. Bu bilesen (3.3.3) denkleminde yerine yazilip islem yapildiginda
§ZY¢¢+§2 =0, f(4),=0 (3.3.6)
olmalidir. Bu esitliklerin ¢oziimiinden
£ =c cosp+cC,sing, f=c,
bulunur. Boylece & vektor alan bilesenleri

E°=G(r,1)
& =F(r,t)

X ) (3.3.7)
&7 =c cosg+c,sing

& =cotf[-c;sing+c, cosg]+c,

seklini alir.

Eger p #2Inr ve dolayisiyla C' =0 ise, (3.3.4) denkleminden



1
=C, —
o2

&t =—c0+f,(4) (3.3.9)

, (3.3.8)

bulunur. &% bileseni (3.3.2) denkleminde kullanilirsa,

£ =cot0f,(g), + £, (¢) (3.3.10)

elde edilir. Boylece; bulunan &', &% ve &°bilesenleri (3.3.3) denkleminde yerlerine
yazildiginda
cotd(f,(¢),, + f.(4)—c0)+ f,(4) , +¢, =0 (3.3.11)
bagintisinin saglanmasi gerekir. Bu kisitlama denkleminin ¢6ziimiinden
f,(¢)=c,cosg+c,sing, c,=0, f,=c,
elde edilir. Sonuc olarak; & vektor alan bilesenleri
£ =G(r1)
=0

2 : (3.3.12)
&7 =c,co8p+cC,sing

& =cotd[—c,sing+c,cosp]+c,
seklinde bulunur.
Alt Durum (L.ii) p'=0(< p = p, = sabit),v' =0 .
Bu alt durumda, C'=0(C =1)oldugundan & vektér alan bilesenleri (3.3.7)

denklemleriyle aynidir.

Durum (2.a): A=0, B=0, C=0ve D=0.
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) CC denklemlerinden kalanlar sunlardir:

&=, &=&(r), £ =£%(0,9), £=5(0.9) (3.3.13)
&%, +sin 08, =0 (3.3.14)
D'E 4+ 2DE%, =0 (3.3.15)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0 (3.3.16)
[D'+D(p-v)JE" +2D(cotO &% + &°,,=0 (3.3.17)

(3.3.13) esitlikleri dikkate alindiginda, (3.3.16) denkleminden



De?”™
(De”™)

E=2c, -, D=e"”

‘:Cz = _C16+ f1(¢)

(3.3.18)

(3.3.19)

elde edilir. Bu &% bilesenin kullanilmastyla, (3.3.16) ve (3.3.17) denklemlerinden

53 = COt0f1(¢),¢ + fz (9)

(3.3.20)

bulunur. Bulunan &', £° ve &° bilesenleri (3.3.17) denkleminde tekrar kullanilirsa

cot &( f1(¢),¢¢ +f,(¢)—c.0) + f, (¢)¢ +¢, =0,

kisitlama bagintis1 elde edilir. Bu bagintinin saglamasi i¢in

f,(¢)=c,cosg+c,sing, c,=0, f,=c,

olmalidir. Boylece f vektor alan bilesenleri

olur.

Durum (2.b): B=0,D=0ve A=0,C#0 < p'=0, A= A(r), v=v(r).

§'=0

flzco

£% =, C0S¢+C,sin g

& =cotd[—c,sing+c, cosg]+c,

Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) CC denklemleri
§'=¢&°(r), &=8tr), &7 =E%(0.9), & =57(0,9)
& +e e, =0

£, +sin? 6%, =0

C'& +2CE%,=0

C'e'+2C(cotos® +£°,,)=0

AE +2AE =0

[A'+ AW - 1) +2A°, =0

(3.3.21)

(3.3.22)

(3.3.23)
(3.3.24)

(3.3.25)
(3.3.26)
(3.3.27)

(3.3.28)
(3.3.29)

seklindedir. Kisitlama bagintilarindan C=1 oldugu i¢in C'=0dir. Boylece (3.3.25),
(3.3.26) ve (3.3.27) denklemlerinden

E? =c,cosp+c,sing, & =cotd[-c sing+c,cosg|+c,



elde edilir. Burada c,, ¢, ve c, integrasyon sabitleridir. (3.3.28) denkleminden,

f,(t) integrasyon fonksiyonu olmak uzere,

1 _ fz(t)
&= A (3.3.30)

bulunur. Bu bilesen, (3.3.24) denkleminde yerine yazilir ve ¢6ziim yapilirsa
A-v
O = f,0) [ S=dr + f,(t 3.3.31
£ =-1,0)] TR0+ 60 (3.3.31)

elde edilir. Bulunan &£° ve &' bilesenleri, (3.3.29) denkleminde yerine yazilirsa;

f,(t) j AP0 (v'—xwﬂj— f,(t)=0 (3.3.32)
NI NI A) 7
kisitlama denklemi ortaya ¢ikar. Bu denklemin r’ye gore tiirevini alirsak, &> sabit
olmak tizere,
£, H A'j 1 } G
=l v-A+T | == JAe =a 3.3.33
f,(t) AJ2JA (33.33)

elde edilir. Burada (¢ olasilik vardir: @*>=0, @° >0 ve a° <0.
&’ =0iken (3.3.33) denkleminden
L) =ct+c,, (v'—zwﬁji K (3.3.34)
A)2JA
bulunur. Burada k integrasyon sabitidir. (3.3.34) esitlikleri (3.3.32) kisitlama
denkleminde kullanilirsa

k(ct+cy)+ f,(t)=0 (3.3.35)

bulunur ve bu denklemin ¢éziimiinden
tz
f,= k(c“?+c5tj+c6

elde edilir. Boylece £°, &', £%ve &° bilesenlerinin son hali
e/l—v t2
50 = _C4I \/—ﬁr +k (C4 ?-i- Cstj +Cg

L (ct+cy)
=~ >~/ 3.3.36
N ( )
E2 =c cosg+c,sing
& =cotf[-c;sing+c, cosg]+c,



seklindedir.

a’® >0 iken; (3.3.33) denkleminin ¢oziimii,

!

f,(t) =c, cosh(at) +c, sinh(at) , vi-A +%) (3.3.37)

e (
JA  2JAG
olur. Bu esitlikler (3.3.32) kisitlama denkleminde kullanilirsa

f,=c,

elde edilir. Burada c, bir integrasyon sabitidir. Boylece & vektor alan bilesenleri

o_ 1 Y A’ .
&= 2 e (v A+ Aj(C4SInh(0{t)+CS COSh(at))+c6
. _ (¢, cosh(at) +c, sinh(at))
"7 JA (3.3.38)

E? =c,cosg+cC,sing
& =cotd[—c,sing+c,cosg|+c,
haline gelir.

a’<0, a*=-a? (a2 > 0) iken (3.3.33) kisitlama denkleminin ¢dziimii

f,(t) =c, cos(at) + ¢, sin(at) j G%AV =-(W-A’+%JT}“ (3.3.39)
(04

seklindedir. Bulunan f,(t) fonksiyonu ve kisitlama denklemi (3.3.32) esitliginde

kullanilirsa, ¢, integrasyon sabiti olmak tzere f, =c, elde edilir. Boylece E vektor

alan bilesenleri

£ = 1 (V’_ﬂ'+%j(—c48in(at)+05COS(at))+Ce

2 Aa

~(c, 005(03% C; sin(at)) (3.3.40)
£ =c cosp+cC,sing

& =cotf[—c;sing+c, cosg]+c,

g =

seklini alir.



Durum (3.a2): A=0,D=0ve B#0,C#0< 2v"+v2-v'A'=0ve v'=0
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) ile verilen CC denklemleri asagidaki sekli alir:

£,=0,¢,=0¢&,=0 (3.3.41)
£ =0, (Be"*+C)&, =0, (Be*+C)&, =0 (3.3.42)
£, =0, (Be"*+C)&%, =0 (3.3.43)
£,=0, (Be"*+C)& =0 (3.3.44)
g, +er & =0, BE,, —CE, =0 (3.3.45)
g, +sin?0e" &, =0, BE',, —sin?0CE?, =0 (3.3.46)
&%, +sin? 6%, =0 (3.3.47)
B'&' +2BEY, =0 (3.3.48)
[B'+B(p-2)]& +2B&%,=0 (3.3.49)
[B'+B(p—A) " +2B(cotfe® +&£°,,) =0 (3.3.50)
C'' +2C&%,=0 (3.3.51)
C'&' +2C(cotOe? +&°,,)=0 (3.3.52)

Burada; (3.3.49) ve (3.3.51) denklemlerinden k integrasyon sabiti olmak tzere
C =kBe”™*

esitligi bulunmaktadir. Her K icin (3.3.41) denkleminden £° = £°(t) olmaktadir.
k = +1 durumunda, (3.3.42)-(3.3.44) dan
§'=¢84r), &7 =5%(0.9), &=5(0.9)

elde edilir. p=2Inr iken C’'=0 yani C=sabit olur. Boylece & vektor alan

bilesenleri
§&=F(), ¢&'=0
E% =¢, COS¢+C,sing (3.3.53)

& =cotd[—c,sing+c,cosg]+c,

seklinde bulunur.

p#2Inr ve dolayisiyla C’'#0iken (3.3.41)-(3.3.52) denklemlerinden

(3.3.53) ile ayn1 vektor bilesenleri elde edilmektedir.



k = -1 iken (3.3.42)-(3.3.44) denklemlerinden
§'=8r,0,9), & =&(r,0,9), & =&°(r,0,¢)
bulunur. Bu durumda, C’'=0 (<« C=sabit) icin & vektor alan bilesenleri (3.3.53) ile

aymdir.

Eger p#2Inr ve dolayisiyla C'#0ise (3.3.48) denkleminden f,(0,¢)

integrasyon fonksiyonu olmak tzere

1 £(6.4)
&= "G (3.3.54)

elde edilir. (3.3.45) denkleminde &' yerine yazilarak islem yapilirsa

2 _ e’ ™’
£ =Ty (0.9 =0r + £,(6.9) (3.3.55)

seklindedir. Burada f,(6,¢) integrasyon fonksiyonudur. Elde edilen &* denklemi
(3.3.46) denkleminde kullanilirsa

e =2 2018 e 1,09 (3.3.56)

sin’ o

f,(0,4) integrasyon fonksiyonu olmak tizere bulunur. &* ve &° esitlikleri (3.3.47)

denkleminde kullanilirsa
e* et ’ -
2814 (9,¢)jﬁdr +2cot ej'ﬁdr + 1., (0,4) +sin?0f,,,(0,4) =0 (3.3.57)

olur. (3.3.57) esitliginin r’ ye gore tiirev alinirsa

f,(0,4) =sin’ 0] g, (¢)dg+ g, (0)
esitligi bulunur. Burada g,(#) ve @,(0) integrasyon fonksiyonlaridir. (3.3.51)
denkleminde f,(6,¢) kullanilirsa

g,(f)=acosf+a,sind, f,=0,(4)

' ! A—p
olur. Burada [Lj & kisitlama bagintis1 vardir. (3.3.57) denkleminden

2CV/B JB
f,(0,¢) = cot0g,(4) + 9,(4)

bulunur. Ayni sekilde (3.3.52) denkleminde &', &% ve &° yerlerine yazilirsa



9,(¢)=a,cosp+a,sing a,=0
0,(¢) =a.cosg+a,sing g,=a,

elde edilir. Boylece vektor alan bilesenleri

&"=F(t)
1_i i i —
5 _@(S|n0(a33|n¢ a,cos¢)+a, coso)

__C (cos6(a,sing—a,cosg)+a, cosO)+a; Cos¢+a,sing

°= 2C/B
£ C' (a;sing—a,cosy)
~2cyB siné

seklinde elde edilir.

+Cotd(—a,sing+a; cos¢)+a,

Durum (3.b): A=0,B=0ve C=0, D=0.
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) denklemleri asagidaki sekilde indirgenir.

£° =0, (Ce"”+D)&, =0, (Ce”+D)&%, =0
&=0,&,=0¢,=0
£,=0, (Ce"*+D)& =0
£,=0, (Ce"?+D)&, =0
g0, —e"vER =0, DE°, +C&2, =0
£, —sin’ Ge’ v &%, =0, D&, +sin’6CE%, =0
&2, +sin? 0%, =0
C'&+2CE%,=0
C'&' +2C(cotoe +&°,,) =0
D'&' +2D&°,, =0
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0
[D'+D(p—v)]& +2D(cot &2 +E2,,) =0
Bu denklemlerden; (3.3.66) ve (3.3.69) denklemleri incelenirse

D =kCe"”
elde edilir. k =+1iken (3.3.59)-(3.3.62) denklemlerinden

(3.3.58)

(3.3.59)
(3.3.60)
(3.3.61)
(3.3.62)
(3.3.63)
(3.3.64)
(3.3.65)
(3.3.66)
(3.3.67)
(3.3.68)
(3.3.69)

(3.3.70)



&' =8"(1), & =¢N(r), &2 =£%(0,9), &7 =5°(0,9)
olur. p=2Inr ve dolaystyla C'=0 ise & vektdr alan bilesenleri
50 =Gy, fl =0
E% =, C08¢+C,sin g (3.3.71)
& =cotd[—c,sing+c, cosg]+c,

seklindedir.
C'#0 & vektor alan bilesenleri
EP=F(rt), ¢&'=0

E2 =c,cosp+C,sing (3.3.72)
& =cotg[—c,sing+c,cosg]+c,

seklinde bulunur.

k =-1 iken (3.3.59)-(3.3.62) denklemlerinden

§'=8°(1,0,9), & =&(r), & =&(1,0,9), & =&°(1,6,9)
bulunur. C'=0 ise (3.3.59)-(3.3.70) denklemlerinin incelenmesiyle & vektor alan
bilesenleri (3.3.71)’deki sonuglar ile aynidir.

C'#0 & vektor alan bilesenleri

E=—ct+c, £=0

£% =, COS¢+C,sing

& =cotd(—c,sing+c; COSP)+C;

Olarak elde edilir.

Durum (3.c): B=0, C=0ve A=0,D=0.
Bu durumdaki (3.1.9)-(3.1.20) ile verilen CC denklemleri

&, =0,£,=0,¢,=0 (3.3.73)
&, =0, (Ae"*-D)&, =0, (Ae"*-D)&", =0 (3.3.74)
£,=0, (Ae"-D)&, =0 (3.3.75)
£,=0, (Ae"*-D)&, =0 (3.3.76)

AS',+e7"DE?, =0 (3.3.77)



A, —sin’ 9e’ " DE*, =0 (3.3.78)

&%, +sin* 0%, =0 (3.3.79)
AE +2AEY, =0 (3.3.80)
[A+ A(v —2) et +2AE°, =0 (3.3.81)
D& +2DE°, =0 (3.3.82)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0 (3.3.83)
[D'+D(p-v)]& +2D(cotO & +E3,,) =0 (3.3.84)

seklindedir. (3.3.80) ve (3.3.82) denklemlerinden

D = kAe"™

bulunur. Buradaki k sabiti eksi bir olarak alimirsa £ vektdr alan bilesenleri asagidaki

gibidir:

Eger k

3.3.85
,C0S@+C,Sing ( )

otd[—c,sing+c, cos@]+c,
= +1olursa vektor alan bilesenleri

&’ =at+a

o 1

3 _JE(
. _C ing— . (3.3.86)

s _ZC\/E(COSH(""SS'”¢ a,C0S¢)+a, CoS0) +a; CoS p+a, sin é

£ - C' (asing—a,cosg)
~2cVB sing

olur.

sin@(a,sin ¢ —a, cos¢$)+a, cos6)

+cotd(—a,sing +a; cos¢)+a,



Durum (4.a): A=0,C=0ve B=0,D=0.
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) CC denklemleri

(Be"*-D)&°, =0, &%, =0, &, =0 (3.3.87)
(Be"*-D)&', =0, &,=0, &,=0 (3.3.88)
£ =0, &,=0 (3.3.89)
& =0, & =0 (3.3.90)
&%, +sin* 6%, =0 (3.3.91)
D&M +2DE°, =0 (3.3.92)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0 (3.3.93)
[D'+D(p-v)]& +2D(cotO & +E3,,) =0 (3.3.94)
B'E+2BEY,, =0 (3.3.95)
[B'+B(p-2)]& +2B&%,=0 (3.3.96)
[B'+B(p—A) " +2B(cotOE® +£°,,) =0 (3.3.97)

olur. (3.3.93) ve (3.3.96) denklemlerinden &' = 0olmak (izere

D =kBe"™* (3.3.98)
bulunur. Ayni sekilde (3.3.94) ve (3.3.97) denklemlerinden de ayn1 (3.3.98) esitligi

elde edilmektedir. k=-1 iken (3.3.95) denkleminden, c, integrasyon sabiti olmak

uzere,
g (3.3.99)
JB
olur. Bu &' bileseni (3.3.93) denkleminde kullanilirsa, f,(¢) integrasyon fonksiyonu
olmak Uzere,
c, (%+(p—v)'j =2c,~/B (3.3.100)
&% =—c,0+ f,(¢9) (3.3.101)

elde edilir. &* bileseni (3.3.91) denkleminde kullanilirsa, f,(¢) integrasyon
fonksiyonu olmak lzere

£ =cotof,(g), + f,(9) (3.3.102)



bulunur. Boylece; (3.3.92), (3.3.94) ve (3.3.101) denklemlerinden, c, sabitinin

sifirlanmasi yaninda

E'=—cit+c, (3.3.103)
f,(¢) =c,cosg+c,sing, f,=c,
%: 2c,\B=(v-p) (3.3.14)

sonuglarma ulagilir. Boylece; (3.3.98) ve (3.3.104) kisitlama denklemleri saglanmak

—

Uzere; & vektor alan bilesenleri

E=—ct+c,
51 :i
VB (3.3.105)

E2 =c,Cco08p+C,sing
& =cotf[—c,sing+c, cosg|+c;

seklindedir.

k =+1 iken & vektdr alan bilesenleri

50 =G
=0
; _ (3.3.106)

&7 =c,cosg+c,sing
& =cotd[—c,sing+c, cosg]+c,

olur.

Durum (4.b): B=0ve A=0,C=0,D=0.
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) CC denklemleri asagidaki sekildedir:
§'=8t), &' =8(r), &1 =&%(0.9), &7 =&7(0.9) (3.3.107)
£, +sin’ 0&%,,=0 (3.3.108)
D&M +2DE°, =0 (3.3.109)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0 (3.3.110)
[D'+D(p-v)]&" +2D(cotf & +&%,,) =0 (3.3.111)
C'&'+2CE%,=0 (3.3.112)

C'&' +2C(cotOE? +£°%,,) =0 (3.3.113)



A £ 2AZY =0 (3.3.114)
[A'+ A(v - 2)Jet +2A°, =0 (3.3.115)
Eger p=2Inr ise ve C=1-k, k=e* =sabit (1) olur. Bu kosul i¢in & vektor

alan bilesenleri

50:(:1
£=0

i ) (3.3.116)
&7 =c,cosp+c,sing

& =cotf[—c,sing+c, cosg|+c,
seklindedir. Burada c,, c,, ¢, ve c, ler sabit paramatrelerdir.

C'#0 iken & vektor alan bilesenleri (3.3.105) deki gibi olup D= Ae"™*

kisitlama bagintis1 bulunur.

Durum (5.a): A=0ve B=0,C=0, D=0.
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) ile verilen CC denklemleri

(Be"*-D)&°, =0, £, =0, £°,=0 (3.3.117)
(Be"*-D)&, =0, &,=0, &, =0 (3.3.118)
&% =0, & =0 (3.3.119)
=0, &£,=0 (3.3.120)
(Be"*-D)é&', =0 (3.3.121)
(Be"*-D)&°, =0 (3.3.122)
D&, —BE&Y, =0 (3.3.123)
&%, +sin? &%, =0 (3.3.124)
D'&' +2DE%, =0 (3.3.125)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0 (3.3.126)
[D'+D(p-v)]&" +2D(cotd &% +&°,,) =0 (3.3.127)
C'E' 4+2CE%,=0 (3.3.128)

C'&'+2C(cotos® +&°,,)=0 (3.3.129)



B'&M +2BEY,, =0 (3.3.130)

[B'+B(p-A)]& +2B&?,=0 (3.3.131)
[B'+B(p— 1) " +2B(cotOE® +&°,,) =0 (3.3.132)
seklinde elde edilir. Bu denklemlerden (3.3.128) ve (3.3.131) denklemlerinden
C=ke’ "B
elde edilir. (3.3.126) ve (3.3.131) denklemlerinden
C=1e""D

olur. Boylece B=me" D bulunur. Burada k,| ve m sabitlerdir. Bu durumdaki

kisitlama denklemleri durum (4.a) daki gibi ¢iktigindan m=-1 iken p=2Inr ve

dolayisiyle C' =0 bdylece & vektor alan bilesenleri (3.3.116) daki gibidir.

Eger C'#0 ise yine (3.3.116) denklemindeki ile ayn1 vektor alan bilesenleri
elde edilir.

m=-1ise C'=0 iken (3.3.116) ile ayn1 vektor alanlar1 bulunur.
C'#0 iken durum (4.a) da ki (3.3.106) denklemiyle aym & vektor alanlari

seklindedir.
Durum (5.b): C=0ve A=0,B=#0,D=0.
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) denklemleri asagidaki sekilde indirgenir.

(Be"*-D)&°, =0, &, =0, £°,=0 (3.3.133)
(Be"*-D)&, =0, &,=0, &, =0 (3.3.134)
£, =0, & =0 (3.3.135)
& =0, & =0 (3.3.136)

£ =0 (3.3.137)
£, =0 (3.3.138)

( )
( )
(Be”*+C)&®, =0 (3.3.139)
(De”™+C)é&%, =0 (3.3.140)
(

A-B)&2 =0 (3.3.141)



(A-B)&", =0 (3.3.142)

(A-B)&* =0 (3.3.143)
£ —etE =0 (3.3.144)
D&, —BE, =0 (3.3.145)
&2, +sin? 0%, =0 (3.3.146)
D&M +2DE°, =0 (3.3.147)
[D'+D(p-v))E* +2D&?,=0 (3.3.148)
[D'+D(p-v)]& +2D(cotO & +&2,,) =0 (3.3.149)
AE +2AE, =0 (3.3.150)
[A+ A(v - 2)Jet +2AL°,, =0 (3.3.151)
B'&'+2BEY,, =0 (3.3.152)
[B'+B(p-4)]&" +2B&%, =0 (3.3.153)
[B'+B(p—A) " +2B(cotOe® +£°,,) =0 (3.3.154)

Denklem sisteminin ¢éziimiinde (3.3.148) ve (3.3.153) denklemleri incelenirse
D=ke" "B
bulunur. k=-licin & vektor alam (3.3.36) veya (3.3.38) veya (3.3.40) daki
¢Oziimler ile aynidir.
k =1 alinirsa vektor alan bilesenleri (3.3.106) ile aynidir.
Durum (6): A=0,B=0,C=0,D=0
Bu durumda (3.1.9)-(3.1.20) denklemlerinden CC denklemleri asagidaki
sekilde elde edilir.

(Be"” +C)&, =0, (Be"*-D)&, =0 (3.3.155)
(Be”*+C)&', =0, (Ae*-D)&, =0 (3.3.156)
(De”™ +C)&°, =0, (Ae"*-D)&', =0 (3.3.157)
(De”™+C)é&% =0, (Ae"”*-D)&* =0 (3.3.158)
(A-B)&?, =0, (Be**+C)&%, =0 (3.3.159)



(A-B)&°, =0, (Be**+C)&*, =0 (3.3.160)
(A-B)&°, =0 (Be"*-D)&°, =0 (3.3.161)
(A-B)&°, =0 (De”™+C)&* =0 (3.3.162)
(Ae"*-D)&, =0, (De”v+C)&%, =0 (3.3.163)
Ae' g%, ~BE =0, D& -BE, =0 (3.3.164)
D&%, +CE2, =0, &, —ervE =0 (3.3.165)
g, e =0, &, +er e =0 (3.3.166)
B&', -C&, =0, t,—De’ e =0 (3.3.167)
&', +sin® P& =0, Ag',-Bsin’0e* &% =0  (3.3.168)
B&', —sin® 0C&°, =0, D&, —sin® OCE°, =0 (3.3.169)
&, —sin’ge’ &% =0, A&, +Dsin*0e’E* =0 (3.3.170)
&2, +sin? 0%, =0 (3.3.171)
AELF2ALY =0, (3.3.172)
[A+ A(v - 2)Jet +2AL°, =0 (3.3.173)
B'&t +2BEY, =0 (3.3.174)
[B'+B(p-1)]&" +2B&%,, =0 (3.3.175)
[B'+B(p—A) [ +2B(cotoE® +£°,,) =0, (3.3.176)
C'&+2CE%,,=0, (3.3.177)
C'&" +2C(cot0& +&£°,,) =0, (3.3.178)
D& +2DE°,, =0, (3.3.179)
[D'+D(p-v) )t +2D&?,, =0, (3.3.180)
[D'+D(p—v) " +2D(cotf &% + £°,, =0, (3.3.181)

Eger p=2Inr ve dolayisiyla C'=0 ise (3.3.175) ve (3.3.180) denklemlerinden

D=ke"*B
olur. (3.3.172) ve (3.3.174) denklemlerinden



A=IB
elde edilir. (3.3.175) ve (3.3.177) denklemlerinden

C=me’ "B
bulunur. (3.3.177) ve (3.3.180) denklemlerinden
C=ne’”"D

olur. Bdylece A= pe* D olarak bulunur. Bu kisitlama denklemlerindeki sabitler
k=-1, m=-1, p=1, | =-1ve n=1oldugunda

&1 =E(t), & =¢1(r), £ =E%(0.9), &1 =5(0.9)
seklindedir. C'=0 & vektor alan bilesenleri i¢in (3.3.65) deki ayni sonuglar
bulunur.

Eger C'#0 ise bu durumda; & vektdr alan bilesenleri (3.3.36), (3.3.38)
veya (3.3.40) seklindedir.

k=1, m=-1, p=1, I=-1ve n=1liken C'=0 ise (3.3.65) de ki vektor
alan bilesenleri elde edilir.

C’ # 0 iken vektor alan bilesenleri (3.3.86) ile aynidir.



BOLUM 4
TARTISMA VE SONUC

Tezin birinci boliimiinde yapilan giristen sonra, ikinci boliimde temel
tamimlar verilmistir. Ugiincii boliimde dncelikle baz1 énemli kiiresel simetrik statik
uzay-zamanlarin ve daha sonra genel uzay-zaman CC denklemleri verilerek
cOziimler elde edilmistir. Bu ¢oziimler yapilirken rank argiimani kullanilmstir.

Uclincti bélumin (3.1) alt boliimiinde, statik kiresel simetrik uzay zaman
metrigi ve bu metrik icin elde edilen 45 tane CC denklemi kisa sekilde verilmistir.
Daha sonra (3.2) alt boliminde; statik kiresel simetrik Einstein, Schwarzchild,
Reissner-Nordstorm De Sitter, Anti De Sitter, ve Bertotti Robinson uzay-zamanlari
i¢in CC vektor alanlarinin elde edilisi agiklanmistir.Bu ¢6ziimlerin sonuglarini igeren

tablo asagida verilmistir:

Tablo 1. Onemli uzay-zamanlar icin elde edilen CC lerin, KV ler ve RC ler ile say1
bakimindan karsilastiriimasi.

KV RC CC
Minkowski 10 Keyfi Keyfi
De Sitter/ anti De Sitter 10 10 10
Einstein/ anti Einstein 7 6+£° (Keyfi)(x“) 6+&° (Keyfi\t)
Bertotti Robinson 1 6 3+2°(x ) vest(x®)  3+&°(t,r) ve Etr)
Bertotti Robinson 2 6 6 6
Bertotti Robinson 3 6 6 6
Schwarzschild 4 Keyfi 4
Reisner-Nordstrém 4 4 4

Bu tablodan; izometriler daima sonlu sayida ve belirli iken, kollinasyonlar sonsuz
miktarda olabilecegi agikca goriilmektedir. Bunun gerekgesi sudur; metrik tensor
dejenere degildir, halbuki Ricci ve Riemann tensdrleri dejenere olabilirler. Ozel
olarak; eger ilgili tensor sifir ise tiim vektorler kollinasyonlardir. Riemann anlaminda

diiz olan yalniz bir tane uzay-zaman vardir (Minkowski uzay-zamani) ve bu durumda



her vektoér bir CC’dir. Her hangi bir vakum uzay-zamanda, Ricci duzdir ve bu
nedenle bu tlr uzay-zamanlar i¢in biitiin vektorler RC’dir. Benzer sekilde Einstein ve
anti Einstein uzaylarinda RC’lerin CC’lerden daha fazla serbestligi vardir. RC’ler
i¢cin dort degiskenli bir keyfi fonksiyon vardir; CC’ler icin ise sadece bir degiskenli

keyfi fonksiyon mevcuttur. Benzer sekilde birinci tlir Bertotti-Robinson metrigi i¢in
iki keyfi fonksiyon vardir; bunlar RC’ler i¢in & O(X“ ) ve é‘l(x") , CC’ler igin
E°t,r)ve &Yt r) dir. Schwarzschild metrigi durumunda CC’ler KV’lere 6zdes
olmasina karsin, her vektor bir RC’dir.

Ucgiincii Béliimiin son kismi (3.3) alt boliimiinde kiiresel simetrik statik uzay-
zaman igin rank argimani kullanilarak genel ¢oziim yapilmis ve kiiresel simetrik

metrikler i¢cin CC’ler agik bir sekilde hesaplanmustir.
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Tablolar

Tablo 1. Onemli uzay-zamanlar icin elde edilen CC lerin, KV ler ve RC ler ile say1

bakimindan karsilastiriimasi.
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