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SIMGELER VE KISALTMALAR

Semboller Anlam

charR Halkanin karakteristigi
Kerf f doniistimiiniin ¢ekirdegi
Z Halkanin merkezi

C Halkanin ( 0, 7 )-merkezi
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ASAL HALKALARDA GENELLESTiRiLMiS TUREVLER

OZET

Bu tezde, halkalarin komiitatifli§i iizerine yapilan c¢aligsmalarda tiirevin
degisik ozellikler iizerinde nasil kullanildigy ile ilgili baz1 makaleler incelenmistir.

Boliim 2’de, halka ile ilgili genel bilgi verilmistir.

Boliim 3’de, tiirevin kullanildig1 bazi ¢alismalar verilmistir.

Boliim 4°de, yan tiirev konusu verilmistir.

Bolim 5’de, genellestirilmis tiirevler, asal halkada (o,7)-tiirevler, modiil
degerli (o,7)-tiirevler ve genellestirilmis (¢, f)-tiirevler hakkinda yapilan bazi
caligmalar verilmistir.

Bolim 6’da, Lie ve Jordan idealler {iizerinde genellestirilmis tiirevler
kullanilarak yapilan calismalar ve aym1 zamanda homomorfizm olan tiirevler
kullanilarak yapilan ¢aligmalar irdelenmistir.

Bolim 7°de ise genellestirilmis Lie idealler iizerindeki calismalara yer

verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Asal Halka, Ideal, Tiirev, Genellestirilmis Tiirev



GENERALIZED DERIVATIONS IN PRIME RINGS

ABSTRACT
In this thesis, articles about commutativity of rings investigated and about use
of different properties of the derivation over those rings were studied.
Some general informations have been given in chapter 2.
In chapter 3, some articles have been given about derivations.
In chapter 4, semiderivations have been given.
In chapter 5, some articles have been given about generalized derivations,

(o0,7)-derivations in prime rings, (0,7 )-derivations with module values and
generalized (a, 8 )-derivations.

In chapter 6, articles about generalized derivations on Lie and Jordan Ideals
and derivations which are homomorphisms have been analyzed.

In chapter 7, some articles have been given about generalized Lie Ideals.

Key Words : Prime Ring, Ideal, Derivation, Generalized Derivation
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BOLUM 1
GIRIS

Halkalarin komiitatifligi ile ilgili yapilan c¢alismalarda, tiirevin ayri bir yeri
vardir. R halkasinda, d(xy) = d(x)y + xd(y), Vx,ye R kosulunu saglayan bir d
toplamsal doniisiimiine tiirev denir.

Bir R halkasinda,

(i) [x,y] =xy - yx, VXx,ye R

()  [xyl,, =xo(y)-7(y)x, Vx,yeR

(i) (x,y)=xy+yx, Vx,yeR

(iv)  (XY),, = x0(y)+ 7(y)x, Vx,yeR
ifadelerini diisiinelim. Bir R halkasinda (veya onun bir U ideali, Lie ideali, Jordan
ideali) iizerinde verilen;

(i  dx)d(y) =d(y)d(x), Vx,yeR

(ii) ad(x) =0, Vxe R

(i) dR)cZ

i) d,0d,(y)=d,yd, ), VxyeR

v) vdx) -d(x)v=0, VxeR,ve U

(vi)  dR,a)=(0)

(vii) d[R,a] =(0)
gibi 6zelliklerden birini iceren halkanin komiitatifligi ile ilgili yapilan bir ¢cok ¢alisma
incelendi.

Daha sonra degisik arastirmacilar bu calismalarda halka yerine ideal (tek yanlh
ideal, Lie ideal, genellestirilmis Lie ideal) ve tiirev yerine genellestirilmis tiirev
(«x -tiirev, (0,7 )-tiirev) alarak sonuglar1 daha da genellestirdiler.

Karakteristigi ikiden farkli bir asal halkada, d:R —R bir tiirev olmak iizere,
d(x)d(y) = d(y)d(x) ozelligi saglanirsa halkanin komiitatif oldugu (Posner, 1957) de
kanitlandi. Daha sonra degisik yazarlar degisik zamanlarda, R halkasinin U ideali
(Lie ideali) icin d(x)d(y) = d(y)d(x) ise R nin komiitatif oldugunu gosterdi. Ote
yandan bazi arastirmacilar d tiirevi yerine (0,7 )-tiirev (« -tiirev, genellestirilmis

tiirev) alarak ayni 6zelligi saglayan asal halkanin komiitatif oldugunu kanitladi.



Halkalarla ilgili ad(x) = 0, d(R)cZ, d[R,a] = (0) gibi bir ¢ok 6zellik i¢in ayn1
irdeleme yontemleri kullanildi.
Bu tezde tiirevle ilgili yapilan c¢alismalar incelenerek bu konu hakkinda

uzmanlasilmasi amaglanmistir.



BOLUM 2
GENEL BiLGILER

Tanmm 2.1 : Bos kiimeden farkli bir R kiimesi iizerinde, + :RXR — R,
(a,b) > a+bve - :RxXR — R, (a,b) = ab islemleri tanimlansin. Buna gore asagidaki
kosullar saglanirsa R kiimesine bir halka denir.

(i) (R,+) bir degismeli grup

(ii) a(bc) = (ab)c, Va,b,ceR

(iii) a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+ bc, Va,b,ceR

Tanmm 2.2 : R bir halka olsun. 0#ae R icin ab = 0 olacak bicimde 0#beR
varsa a elemanina sol sifir bolen denir. ba = 0 olacak bicimde O#beR varsa a
elemanina sag sifir bolen denir. Hem sag sifir hem de sol sifir bolen olan elemana
sifir bolen denir.

Tamm 2.3 : R bir halka ve I, R nin sifirdan farkli bir toplamsal alt grubu olsun.
Eger ar, rac I, Vre R,ae Lise I ya R nin bir ideali denir.

Tanim 2.4 : R bir halka, A,B ve P, R nin idealleri olsunlar. ABcP = AcP
veya B C P kosulu saglaniyorsa, P ye asal ideal denir.

Teorem 2.5 : R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler
denktir.

(i) P asal idealdir.

(ii) VabeRicinaRbcPise aeP veyabe P dir.

(iii) VabeRicin (a)(b)cP ise ae P veya be P dir.

(iv) U ve V, R halkasinin iki sol (sag) ideali olmak iizere UV P ise UcCP

veya V P dir.

Tamim 2.6 : Bir R halkasinin (0) ideali asal ideal ise R ye asal halka denir.

Uyan 2.7 : a,be R i¢in aRb = (0) = a =0 veya b = 0 kosulu saglaniyorsa, R
bir asal halkadir.

Tamm 2.8 : ne [* tamsayisi, na = 0, V ae R olacak bi¢cimde en kiiciik tamsay1
ise n ye R nin karakteristigi denir ve char R =n ile gosterilir.

Tanmim 2.9 : R bir halka olmak iizere Z = {ae R | ax = xa, ¥V xe R} kiimesine R

halkasinin merkezi denir.



Teorem 2.10 : (Brauer’s Trick) Bir grup iki 6zalt grubun birlesimi olarak
yazilamaz.

Teorem 2.11 :Bir R asal halkasinda x, xye Z ise x = 0 veya ye Z dir.

Teorem 2.12 : Bir asal halkanin merkezi sifir bolensizdir.

Lemma 2.13 : Bir R asal halkasi sifirdan farkli bir komiitatif sag ideal
kapsiyorsa komiitatiftir.

Lemma 2.14 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkl: bir ideali ve d:R - R,
sifirdan farkli bir tiirev ise d, I ideali tizerinde sifirdan farklidir.

Gosterim 2.15 : x,ye R i¢in [X,y] = Xy — yX ve (X,y) = Xy + yx diyelim.

Tamm 2.16 : A, R halkasinin bir toplamsal alt grubu olmak iizere V a,be A
icin [a,b]e A ise A ya Lie halkasi denir.

Tamm 2.17 : R bir halka ve U, R nin bir toplamsal alt grubu olsun. [u,r]e U,
Vre R,ue U ise U ya R nin bir Lie ideali denir.

Gosterim 2.18 : R bir halka , x,ye R olsun.a ve [, R iizerinde iki doniisiim
olmak iizere [x,y], , =x (y) — B(y)x ve (X,y) ,, ;, =xa(y) + B(y)x ile gbsterelim.

Tamim 2.19 : U, R halkasinin bir toplamsal alt grubu ve 6,T:R—R iki doniisiim

olsun. Buna gore, [U,R] . cUise U ya sag (0,7)- Lie ideal, [R,U] ;. cUise U ya
sol (0,7)-Lie ideal denir. U hem sag ve hemde sol (o0,7)-Lie ideal ise U ya

(0,7)- Lie ideal denir.

1 birim doniisiim olmak iizere her Lie ideal bir (1,1) - Lie idealdir.

Lemma 2.20 : R, karekteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve Uz Z
olacak bi¢cimde U, R nin bir Lie ideali olsun. Buna gore a,be R i¢in aUb = (0) ise
a=0veyab=0 dir.

Tamm 2.21 : R bir halka ve U, R nin bir toplamsal alt grubu olsun. (u,r)e U,
Vre R,ue Uise U ya R nin bir Jordan ideali denir.

Tamm 2.22 : d:R—R toplamsal bir doniisiim olsun. d(xy) = d(x)y + xd(y),
V x,ye€ R ise d ye bir tiirev denir.

Tanmm 2.23 : d:R —R toplamsal bir déniisiim olsun. d(x*) = d(x)x + xd(x),

V xe R ise, d ye bir Jordan tiirev denir.



d(x*) =2xd(x), V xe R ise d ye sol Jordan tiirev denir.
Tammm 2.24 : ac R sabit bir eleman olmak iizere d, :R—R doniisiimii,
d,(x) = [a,x], VxeR olarak tanimlansin. d, ya R halkasimin a eleman: tarafindan

belirlenmis i¢ tiirevi denir.
Tamm 2.25 : o ve [, R halkasi iizerinde iki doniisiim ve d:R — R toplamsal
bir doniisiim olmak iizere d(xy) = dX) @ (y) + S (X)d(y), Vx,ye R ise d ye bir sag

(a, P) - tiirev denir.

d: R >R toplamsal doniistiimii i¢in d(xy) = @ (x)d(y) + B (y)d(x), V x,ye R ise

d ye bir sol (a, f) - tiirev denir.

1: R —R birim doniisiim olmak iizere her tiirev bir (1,1) tiirevdir.

Tamm 2.26 : f:R — R toplamsal bir doniisiim olmak iizere f(x*) = f(x) & (x) +

B (x)f(x), V xe R ise f ye sag Jordan (a, B) - tiirev denir.

f(x?) = o (Of(x) + Bx)f(x), V xe R ise f doniisiimii sol Jordan (&, 8) - tiirev
adin1 alir.

Tammm 2.27 : ae R sabit bir eleman olmak iizere d, :R—R doniisiimii
d,(x)=[ax], ;. VxR olarak tanimlansin. d, ya (e, pB) - i¢ tiirev denir.

Tammm 2.28 : ffR—>R toplamsal bir doniisim olsun. f(xy)=f(x)y+xd(y),
V x,ye R olacak bi¢cimde bir d tirevi varsa f ye, d tiireviyle yapilan bir

genellestirilmis sag tiirev denir.

f(xy) = d(x)y + xf(y), Vx,ye R olacak bicimde bir d tiirevi varsa f ye, d

tiireviyle yapilan bir genellestirilmis sol tiirev denir.

f, hem sag hem de sol genellestirilmis tiirev ise f doniisiimiine genellestirilmis
tiirev denir.
Tanim 2.29 : F: R >R toplamsal bir doniisiim olsun. F(x*) = F(x)x + xd(x),

V xe R ise F ye genellestirilmis Jordan tiirev denir.



Tammm 2.30 : abeR sabit elemanlar olmak lizere f, :R—R doniisiimi,

f,, (X) =ax + xb, V xe R olarak tammlansin. f , ye genellestirilmis i¢ tiirev denir.

f,,:R—R doniisiimii genellestirilmis i¢ tiirev ve d , :R — R doniisiimii i¢ tlirev
olmak iizere V x,ye Riginf , (xy)=1f,, (X)y+x d , (y) esitligi saglanir.

Tanim 2.31 : o,f:R—R iki doniisim olsun. g:R—R doniigiimii i¢in

gixy) = gx) @ (y) + B (x)d(y), V x,ye R ise g ye genellestirilmis (a, ) - tiirev denir.

Her tiirev bir genellestirilmis (1,1)-tiirevdir.
Tamim 2.32 : a,be R sabit elemanlar ve g, :R—R toplamsal doniisiim olmak
lizere g, (x) = aax (x) +B(x)b, VxeRise g,, ye genellestirilmis (&, f3)- i¢ tiirev

denir.

g ., doniisiimii bir genellestirilmis i¢ tiirev ve d , doniisiimii (e, B) - i¢ tiirev
olmak iizere V x,ye Ri¢in g, (xy) =g, (X) (y) + S (x)d , (y) esitligi saglanir.

Tanmm 2.33 : R bir halka olmak iizere C,s= {ceRlca(r)= B(r)c, VreR}
={ceRI[c1], 5= 0, V re R}kiimesine R nin (&, f) - merkezi denir. Burada 1 birim
doniisiim olmak tizere @ = f =1 alimirsaC , ; = Z olur.

Tamm 2.34 : R bir asal halka ve «, £ iki doniisiim olsun. F(x*) = F(x) & (x) +
B (x)d(x), VxeR olacak bicimde bir d:R—R, (a,f)-tirevi varsa F ye
genellestirilmis Jordan («, ) -tiirev denir.

Tammm 2.35 : R bir halka ve M bir toplamsal abelian grup olmak iizere

o :MxR —M, (m,r) >mr ve B:RxM —M, (r,m)—rm doniisiimleri tanimlansin. Bu
islemler altinda, Vm,m, ,,m, € M, a,be R i¢in,

(i) m(a+b)=ma+mb

(i) (m,+m,)a=m,a+m,b

(iii) m(ab) = (ma)b
ise M ye sag R-modiil,



(iv) (a+b)m =am + bm

(v) a(m,+m,)=am, +am,

(vi) (ab)m = a(bm)
ise M ye sol R-modiil denir. M hem sag hem de sol R-modiil ise M ye R-bimodiil
denir.

Tammm 2.36 : A ve B iki sa§ R-modiil ve f:A—B bir doniisiim olsun.
Va,a,eA, reRicin,

(i f(a,+a,)=f(a,)+1(a,)

(i) f(ar) =f(a)r
ise f ye sag R-modiil homomorfizmi denir.

Tamim 2.37 : R bir halka, X bir R-bimodiil, d:R — X toplamsal bir doniisiim ve
0,7 R iizerinde otomorfizm olsunlar. d(xy) = d(x)o (y) + 7 (x)d(y), Vx,ye R ise
d ye modiil degerli ( 0,7 )- tiirev denir.

Tanmm 2.38 : R bir asal halka ve U, R nin sifirdan farkl: bir ideali olsun. Buna
gore, M = {(U,f) | f:U—R sag R-modiil hom.} kiimesi iizerinde asagidaki bicimde
tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir.

(U,H~ (V,2) & R halkasinin sifirdan farkli bir Wc UV ideali iizerinde f = g dir.
cl(U,f) = f ve denklik siniflarinin kiimesi Q olsun. Buna gore,
frg=cUNV,f+g)

f g =cl(VU, fo)
islemlerine gore Q, R yi kapsayan birimli bir asal halkadir. Bu halkaya Martindale

Kesirler Halkast denir.

Tammm 2.39 : Q nun merkezi olan C = {xeQ | xq = qx, VqeQ}
kiimesine R asal halkasinin genisletilmis merkezi denir. C kiimesi bir cisimdir.

Teorem 2.40 : R bir halka ve U, R nin sifirdan farkl bir ideali ve ¢:U—R bir
(R,R)-bimodiil doniisiimii ise ¢ (u) = Au, V ue U olacak bi¢gimde bir A € C vardir.



Kullanilacak Esitlikler:

i) [xyt+z]=[x,y]+[x,2]

(i) [xy.z]=[x,z]ly+x[y.z]

(i) [[x,y].z] = [x.[y,z]] + [[x,z],y]

(iv) (xy.z) =x[y.z] + (x,2)y = x(y,2) - [x,z]y
(V) (xyz) =yx,2) + [x,y]lz = (X,y)z - y[Xx,Z]
(vi) ([x,y],2) = [x,(y,2)] = ([x,z].y)

(vii) [x,yz],, = 7(DIx.z]l,, +[xyl,, 0(2)

(viii) [xy,z],, =xly.zl,, +[x,7(@)]y =xly,0 @)] +[x.z], .y
(ix) (x.y2),, =7()X2),, +[xy],, 0(2)

x)  (xy,2),, =x(y,2),, - [x,7@)]y=x]y,0@)] + (x,2),.y
xi) [[x.yl,,.zl,, =[xlyzll, . +[[xz],..¥],.

i) [x.[y.zll,, =((XY) 502 5 - (X2) 5:.¥) 6

(xiii) [(x.y) ;. .2], . =(X2] 50 .¥) o + K[2YD



BOLUM 3
TUREV

3.1. Asal Halkalarda Tiirev

Lemma 3.1.1 : R bir asal halka, ac R ve d:R—R bir tiirev olsun. ad(x) = 0,
VxeRisea=0veyad=0dir.

Ispat : d#0 olsun. ad(x) = 0, VxeR ifadesinde x yerine xy,ye R alinirsa,
0 = ad(xy) = ad(x)y + axd(y) olur. Hipotezden ilk terim sifir olacagindan
axd(y) = 0,V x,ye R, yani aRd(R) = (0) bulunur. R nin asallifindan a = 0 veya
d(R) = (0) elde edilir. d # 0 kabul etmistik. O halde a = O dir.

Lemma 3.1.2 : R bir asal halka ve p,q,re R olsun. Buna gore, pagar = 0,
VaeRise p=0veyaq=0veyar=0dir.

Ispat : VaeR icin pagar = 0 olsun. a iizerinde lineerlestirme yapilirsa,
0 = p(a + b)q(a + b)r = pagar + pagbr + pbqar + pbgbr, V a,be R olur. Hipoteze gore
ilk ve son terim sifirdir. O halde pagbr + pbgar = 0, V a,be R bulunur.

pa = 0 ise, pbgar = 0, V be R, yani pRqgar = (0) olur. R asal oldugundan p = 0

veya qar = 0 dir.

Ote yandan pa = 0 oldugundan pat = 0, V te R dir. Oyleyse p = 0 veya qatr = 0,
Vte R, yani p = 0 veya qaRr = (0) olur. R nin asalligindan p = 0 veya qa = 0 veya

r = 0 bulunur.

Sonug olarak pa = 0 ise p = 0 veya qa = 0 veya r = 0 elde edilir. O halde

hipotezden pagar = 0 ise p = 0 veya r = 0 veya gaqar = 0 olur.

qagar = O,VaeR olsun. a lizerinde linnerlestirme  yapilirsa,
0 = g(a + b)g(a +b)r = gagbr + gbgar oldugundan qagbr + gbqar = 0, VabeR

bulunur.

ar = 0 ise gagbr = 0, V be R, yani qagRb = (0) dir. R asal oldugundan qaq = 0

veyar =0 olur.



Yine ar = 0 ise tar = 0, Vte R dir. O halde r = 0 veya qtaq = 0, Vte R, yani
r =0 veya gqRaq = (0) dir. R nin asalligindan r = 0 veya q = 0 veya aq = 0 bulunur.

Sonugta ar = 0 ise r = 0 veya q = 0 veya aq = 0 elde edilir. O halde qaqar = 0,
Vabe Riser=0veyaq=0 veyaqagaq =0 dir.

gaqaq = 0, V ae R ise a iizerinde lineerlestirme yapilirsa O = q(a + b)q(a + b)q
= qagaq + qagbq + gbgaq + gbgbq, yani qagbq + gbqaq = 0, V a,be R olur. b yerine
agb alinirsa, qaq(agb)q + q(agb)qaq = 0, Va,be R, yani qagbqaq = 0, VabeR
bulunur. Yani qagRqaq = (0), V ae R dir. R asal oldugundan qaq = 0, V ae R olur.
Bu da qRq = (0) demektir. Yine R nin asalligindan q = 0 elde edilir.

Sonug olarak paqar =0, Vae R ise p=0 veya q =0 veya r = 0 bulunur.

Teorem 3.1.3 : R bir asal halka, charR#2 ve d,.d,:R—R iki tiirev olsun.
Buna gore, d,d, tiirevised, ved, den en az birisi sifirdir.

Ispat: d,d, tiirevised,d,(ab)=d,d,(a)b+ad,d, (b),VabeR dir.

Ote yandan, d,d,(ab)=d,(d,(a)b) +d,(ad, (b)) =d,d,(a)b + d, (a)d,(b) +
d,(ad,() + ad,d,(b), VabeR dir. [k bulunan esitlikle bu son esitlik

karsilastirilirsa,

d,(a)d,(b)+d,(a)d, (b)=0, VabeR (3.1)
olur. (3.1) esitliginde a yerine ad, (c), ce R almirsa, 0 = d,(ad,(c))d,(b) +
d,(ad,(c)d,(b) = d,(a)d,(c)d,(b) + ad,d,(c)d,(b) + d, (a)d,(c)d,(b) +
ad; (c)d, (b), yani d,(a)d, (c)d,(b) + d,(a)d, (c)d,(®) + a(d,d,(c)d,(b) +
dl2 (c)d, (b)) = 0, Vab,ce R bulunur. (3.1) kullanilirsa, bu esitligin iiglincii terimi
sifira esit olur. Oyleyse,

d,(a)d,(c)d,(b) +d,(a)d,(c)d, (b)=0, Vab,ceR (3.2)
dir. Yine (3.1) de a yerine c almursa, d, (c)d,(b) + d,(c)d, (b) = 0, Vb,ce R, yani
d,(c)d,(b) = - d,(c)d,(b), Vb,ceR bulunur. Bu ifade (3.2) de yerine yazilirsa,

d,(@d,(c)d,(b) - d,(@d,()d,(b) = 0, VabceR olur. Bu esitligi
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(d,(@d,(c) —d,(ad,(c)d,(b) =0, Vab,ceR seklinde yazabiliriz. Lemma 3.1.1

kullanilirsa, d, (a)d, (c¢) —d,(a)d, (c) =0, Va,ce R veyad, =0 bulunur.

d,(@d,(c) — d,(a)d,(c) =0, VaceR olsun. (3.1) de b yerine c¢ alinirsa,
d,(@d,(c) + d,(ad,(c) = 0, VaceR olur Iki esitlik toplanirsa, charR#2
oldugundan d,(a)d,(c) = 0, Va,ce R bulunur. Lemma 3.1.1 den d, = 0 veya
d, (a) =0, VaeR elde edilir. Sonug olarak d, =0 veyad, =0 bulunur.

Lemma 3.1.4 : R bir asal halka ve d:R—R bir tiirev olsun. ad(a) — d(a)a = 0,
V ae R ise R komiitatif veya d = 0 dur.

Ispat : VaeR icin ad(a) — d(a)a = 0 olsun. a iizerinde lineerlestirme yapilirsa,
0 =(a+Db)d(a+Db)—d(a+b)a+b)=ad(a)+ ad(b) + bd(a) + bd(b) — d(a)a — d(a)b —
d(b)a — d(b)b, Va,beR olur. Hipotez kullanilirsa ad(b) — d(a)b = d(b)a — bd(a),
V a,be R bulunur.

Ote yandan, d tiirev oldugu i¢in d(ab) = d(a)b + ad(b), VabeR dir. Bu
esitligin sag tarafindaki ifadeyi bir list paragrafta buldugumuz son esitlikte her iki
tarafa eklersek,

2ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab), Va,be R (3.3)
elde edilir. (3.3) de b yerine ax, xe R alinirsa,

a’d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a), V a,xe R 3.4
elde edilir. Bu kez (3.3) esitliginde b yerine xa, xe R alinirsa, 2ad(x)a + 2axd(a) =
d(x)a> + xd(a)a — xad(a) + d(a)xa + ad(x)a + axd(a), V a,xe R olur. Hipotezden
xad(a) — xd(a)a=0, V a,xe R, yani xd(a)a — xad(a) =0, V a,xe R olacagindan,

dx)a’ =ad(x)a + axd(a) — d(a)xa, V a,xe R 3.5
bulunur. (3.4) ve (3.5) toplanirsa,

a’d(x) + d(x)a’ =2ad(x)a, VaxeR (3.6)
elde edilir. (3.6) esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa,

a(d(x)a — ad(x)) = (d(x)a — ad(x))a, V a,xe R (3.7)
olur. (3.7) de a yerine a + d(x) almp gerekli diizenlemeler yapilirsa,

dx)(d(x)a — ad(x)) = (dx)a — ad(x))d(x), V a,xe R bulunur. d(x) ile belirlenen
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D, ‘R—R ig tiirevi diigiiniiliirse yukaridaki esitlikten Dj(x) (a) =0, VaxeR elde

edilir.

charR#2 olsun. Teorem 3.1.3 den D, (a) = 0, VaxeR olacagindan

d(x)a — ad(x) = 0, Va,xeR, yani d(x)a = ad(x), Va,xeR dir. O halde d(x)eZ,
V xe R dir.

A, a ile belirlenen ic tiirev olmak iizere ad(x) — d(x)a = 0, ¥V xe R oldugundan
Ad(x) = 0, VxeR dir. Teorem 3.1.3 den A = 0 veya d = 0 bulunur. Oyleyse
ax —xa=0, VxeR veyad =0, yani ax = xa, Va,xe R veyad =0dir. Yanid =0

veya R halkas1 komiitatiftir.

charR = 2 ise (3.6) nin sag tarafi sifir olacagindan a’d(x) = d(x)a’,V a,xe R

dir. Yani d(x), R halkasindaki her elemanin karesiyle degismelidir.

R, charR = 2 olan bir asal halka ve e€ R, R halkasindaki her elemanin karesiyle
degismeli olsun.

a‘e=ea’, VaeR (3.8)
(3.8) de a iizerinde lineerlestirme yapilip yine (3.8) kullanilirsa,

(ab + ba)e =e(ab + ba), Va,be R 3.9)
bulunur. Bu esitlikte b yerine ae alinip yine (3.8) kullanilirsa,

aecae = eaea, Vae R (3.10)
elde edilir. (3.9) da b yerine e alinirsa,

ae’ =e’a, VaeR (3.11)
olur. VaeR icin (ae + ea)’ = aeae + ac’a + ea’e + eaea dir. Sirasiyla (3.10)
esitligi, charR = 2 oldugu, (3.11) ve (3.8) esitlikleri kullanilirsa, (ae + ea)’ =
2e’a’,Vae R bulunur. charR = 2 oldugundan,

(ae +ea)’ =0, VaeR (3.12)

elde edilir.

12



Simdi x,ye R i¢in xy = 0 olsun. (3.9) dan (xy + yx)e = e(xy + yx) dir.
Kabuliimiizden,

yXe = eyx (3.13)
bulunur. xy = 0 ise x’y = 0 oldugundan (3.13) den yx’e = eyx’ olur. (3.8)
kullanilirsa, yex® = eyx” elde edilir. charR =2 ise yex* +eyx” =0, yani

(ye +ey)x> =0 (3.14)
dir. xy = 0 ise (ax)y = 0, VaeR oldugundan (3.14) de x yerine ax alinabilir.
0 = (ye + ey)@ax)’ = (ye + ey)(axax) oldugundan Lemma 3.1.2 kullanilirsa

ye + ey =0 veya x = 0 bulunur.

Benzer sekilde, VveR i¢in x(yv) = 0 oldugundan (3.14) de y yerine yv
alinirsa, yve + eyv = 0 veya x = 0 elde edilir. Yani x = 0 veya y(ve — ev) = 0 dir.
Lemma 3.1.1 den x = 0 veya y = 0 veya ev = ve, V ve R bulunur. Oyleyse xy = 0 ise
x =0 veyay = 0 veya ee Z dir. (3.12) diisiiniiliirse, ae + ea = 0, Vae R veya eeZ
olacagindan ee Z elde edilir. Buna gore a’d(x) = d(x)a’,VaxeR ifadesinden

d(x)e Z, ¥V xe R bulunur.

d(b) = 0 olsun. d(ab) = d(a)b + ad(b) ve d(ab)e Z oldugundan d(a)be Z dir.

d#0 olsun. d(a)# 0 olacak bicimde JFae R vardir. d(a)bx = xd(a)b = d(a)xb,
V xe R dir. Oyleyse d(a)(bx — xb) = 0, V xe R dir. b ile belirlenen ic tiirev d» olmak
tizere d(a)dbs (R) = (0) olur. Lemma 3.1.1 den d(a) = 0 veya dv = 0 dir. d(a)#0
oldugundan d» = 0, yani bx — xb = 0, V xe R bulunur. O halde be Z dir. Yani
d(b) =0 ise be Z dir.

Fakat d(c”) = d(c)c + cd(c), V ceR dir. d(c)e Z oldugundan d(c*) = 2d(c)c,
VceR olur. charR = 2 ise 2d(c)c = 0, VceR dir. Oyleyse d(c’) = 0, VceR
bulunur. Bir iist paragrafta elde edilen sonuctan c’e€Z, VceR dir. Yani,

c’x=xc?, Ve,xe Rdir. O halde xe Z, ¥ xe R dir. R halkas1 komiitatif olur.
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Sonug olarak ad(a) — d(a)a = 0, VaeR ise d = 0 veya R halkas1 komiitatif

bulunur.
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BOLUM 4
YARI TUREV

4.1. Asal Halkalarda Yar Tiirev ve Komiitatiflik

Tamm 4.1.1 : R bir halka ve f:R - R, toplamsal bir doniisiim olmak iizere,
V x,y€ R i¢in,

(i) fixy) = f(x)g(y) + xf(y) = f(x)y + g()f(y)

(i) f(g(x)) = g(f(x))
olacak bicimde bir g:R — R doniisiimii varsa, f doniisiimiine bir yari tiirev denir.

g# 1 bir homomorfizma olmak iizere f = g — 1 ise f bir yan tiirevdir

Bu boliimde Teorem 4.1.15 e kadar f doniisiimii, aksi soylenmedikce, bir g

orten fonksiyonuyla yapilan yan tiirev olarak alinacaktir.

Lemma 4.1.2 : ae R ve f, sifirdan farkli bir yar1 tiirev olsun. Buna gore,
V xe R i¢in af(x) = 0 (f(x)a = 0) ise a = 0 dur.

Ispat : x,yeR igin, axf(y) = a(f(xy) — f(x)g(y)) = af(xy) — af(x)g(y) = 0
oldugundan aRf(y) = 0,V ye R dir. R nin asallifindan a = 0 veya f(y) = 0, VyeR
bulunur. f# 0 oldugundan a = 0 olur.

f(x)a =0 ise a = 0 oldugu da benzer bicimde gosterilir.

Teorem 4.1.3 : f, sifirdan farkli, 6rten olmas1 gerekmeyen bir g doniisiimiiyle
yapilan bir yari tiirev ise g bir homomorfizmdir.

Ispat : x,y,ze R icin, f(z(x + y)) = fZ)g(x + y) + zf(x + y) = f(2)g(x + y) +
zf(x) + zf(y) dir.

Ote yandan f(z(x + y)) = f(zx + zy) = f(zx) + f(zy) = f(z)2(x) + zf(x) + f(z)g(y)
+ zf(y), V x,y,ze R dir. Son esitlik ile bir {ist paragraftaki son esitlik karsilastirilirsa,
f(m)g(x +y) = f(2)g(x) + {(2)g(y), Vx,y,ze R, yani f(z)(g(x +y) - gx) - &(y)) =0,
V X,y,z€ R bulunur. Lemma 4.1.2 den g(x + y) — g(x) — g(y) = 0, Vx,y,ze R elde
edilir. Buradan g(x +y) = g(x) + g(y), V x,y€ R oldugundan g doniisiimii toplamay1

korur.

15



Yine x,y,ze R icin, f((xy)z) = f(xy)z + gkxyf(z) = gkyf(z) +
(f(x)y + g(x)f(y))z olur. Ayn1 zamanda x,y,z€ R icin f(x(yz)) = g(x)f(yz) + f{(X)yz =
gx)(f(y)z + g(Vf(2)) + f(x)yz = g(x)g(y)f(z) + (gx)f(y) + f(x)y)z dir. Son iki esitlik
karsilagtinllirsa, g(xy)f(z) = gx)g(y)f(z), Vx,y,zeR bulunur. Bu da
(gxy) — g(x) — giy)f(z) = 0, Vx,y,ze R demektir. Lemma 4.1.2 den g(xy) =
g(x)g(y), Vx,yeR olacagindan g doniisiimii carpmayir da korur, yani bir
homomorfizmdir.

Lemma 4.14 : f, sifirdan farkli bir yarn tiirev ve f(R)cZ ise R bir sifir
bolensiz, komiitatif halkadir.

Ispat : f bir yan tiirev oldugundan f(xy) = xf(y) + f(x)g(y), Vx,yeR dir.
Hipotezden xf(y) + f(x)g(y)e Z, V x,ye R olur. V x,ye R i¢in, x(xf(y) + f(x)g(y)) =
(xf(y) + f(x)g(y))x yani, xxf(y) + xf(x)g(y) = xf(y)x + f(x)g(y)x, V x,ye R yazilabilir.
Yine hipotez kullanilirsa f(x)[x,g(y)] = 0, V x,ye R elde edilir. g doniisiimii 6rten
oldugundan f(x)[x,y] = 0, Vx,ye R bulunur. Aym1 zamanda f(x)e Z oldugundan
Vx,yeR icin f(x) = 0 veya [x,y] = O elde edilir. A = {xeR | f(x) = 0} ve
B = {xeR | [x,y] = 0, VyeR} kiimelerini diisiinelim. Brauer’s Trick den A = R

veya B = R olmalidir.

A =Rolsa Vxe R ig¢in, f(x) = 0 olacagindan f = 0 bulunur. Celiskidir. O halde
B =R dir. Yani V x,ye R i¢in, [X,y] = 0 dir. Dolayisiyla R halkas1 komiitatif olur.

Simdi cd = 0 olacak bi¢cimde c,de R alalim. rcd = 0, Vre R dir. R komiitatif
oldugundan crd = 0, Vre R, yani cRd = (0) yazilabilir. R nin asalligindan ¢ = 0 veya
d = 0 bulunur. c¢d = 0 oldugunda c = 0 veya d = 0 bulundugundan R sifir bolensizdir.

Dolayistyla R bir sifir bolensiz, komiitatif halkadir.

Teorem 4.1.5 : f, sifirdan farkli bir yar tiirev ve a€e R icin af(R)cZ olsun.
Buna gore, a = 0 veya R komiitatiftir.

Ispat : a¢ Z olsun. O halde a# 0 dir. xe R icin, a[a,f(x)] = a(af(x) — f(x)a) =
aaf(x) — af(x)a = [a,af(x)] = O dir.
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Ote  yandan, xeR icin, aflax] = af(ax - xa) =
a(f(a)g(x) + af(x) - f(x)a — g(x)f(a)) = a([a,f(x)] + [f(a),g(x)]) = a[f(a),g(x)] olur.
affa,x]e Z oldugundan a[f(a),g(x)]e Z dir. g donilisimii Orten oldugundan
a[f(a),x]eZ, VxeR olur. Bu ifadede x yerine xf(a) alimirsa, a[f(a),xf(a)] =
a[f(a),x]f(a) + ax[f(a),f(a)] = a[f(a),x]f(a)e Z elde edilir. a[f(a),x]e Z oldugundan
a[f(a),x] =0, V xe R veya f(a)e Z bulunur. f(a)e Z ise yine ilk durum s6z konusudur.
O halde ilk durumu incelemek yeterlidir. (Herstein, 1976) Lemma 1.1.7 nin
sonucundan a# 0 oldugundan f(a)e Z dir. Hipotez kullanilirsa f(a) = 0 veya ae Z
olur. a¢ Z olsun demistik. Dolayisiyla f(a) = O dir. Buna gore f(ax) = f(a)g(x) + af(x)
= af(x), V xe R ifadesinden ve hipotezden f(ax)e Z olur. Yine af(ax)e Z oldugundan
f(ax) = 0 veya aeZ dir. ag Z varsayimimizdan f(ax) = 0, VxeR bulunur.
Dolayisiyla, af(x) = 0, V xe R dir. Bu ise Lemma 4.1.2 den f = 0 demektir. Celiski

elde edilir. O halde varsayimimiz yanlistir. Yani ac Z dir.

af(x)e Z ve ae Z oldugundan a = 0 veya f(x)e Z, VxeR, yani a = 0 veya
f(R) cZ bulunur. Lemma 4.1.4 kullanilirsa a = 0 veya R komiitatif olur.

Sonug 4.1.6 : R bir asal halka, d, sifirdan farkl bir tiirev ve a€ R olsun. Buna
gore, ad(R) cZ ise a = 0 veya R komiitatiftir.

Sonug 4.1.7 : R bir asal halka, g# 1 bir epimorfizm ve a€ R olsun. Buna gore,

a(g(x) —x))e Z, Vxe Rise a=0 veya R komiitatiftir.

Bu kisimdan itibaren R bir asal halka, charR#2, Z#(0) ise F, Z nin

kesirler cismi, C genisletilmis merkez olarak alinacaktir.

Teorem 4.1.8 : f, sifirdan farkli bir yan tiirev ve a€ R olsun. Buna gore,
[a,f(R)] = (0) ise ae Z dir.

ispat : ag Z olsun. Hipotezden 0 = [a,f(xf(y))] = [a.f(x)f(y) + g(x)f* (y)] =
fx)[af(y)] + [af)If(y) + [a,gx)f* (y)] = [a,gx)f*(y)], Vx,yeR elde edilir.
g doniisiimii 6rten oldugundan, 0 = [a,xf” (y)] = x[a,f* (y)] + [a.x]f* (y) = [a,x]f (y),
V x,ye R olur. Lemma 4.1.2 den f*>(y) = 0, VyeR bulunur. x yerine xy, ye R
alimirsa, 0 = £ (xy) = f(f(xy)) = f(f(0)g(y)) + f(xf(y) = £* (0g* (y) + fOf(g(y)) +
f(x)g(f(y)) + xf>(y) = 2f(x)f(g(y)) elde edilir. charR#2 ve g orten oldugundan,
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f(x)f(y) = 0, Vx,ye R dir. Lemma 4.1.2 kullanilirsa f(y) = 0, VyeR, yani f = 0
bulunur. Celiskidir. O halde varsayimimiz yanlistir. a€ Z olmalidur.

Teorem 4.1.9 : f, sifirdan farkli bir yan tiirev ve ae R olsun. Buna gore,
[a,f(R)] = Z ise ae Z dir.

ispat : ag Z olsun. Hipotezden [a,f[a,x]]e Z, V xe R dir. [a,f[a,x]] = [a,f(ax)] —
[a,f(xa)] = af(ax) — f(ax)a — af(xa) + f(xa)a = af(a)g(x) + a° f(x) — f(a)g(x)a — af(x)a —
af(x)a — ag(x)f(a) + f(x)a’ + g(x)f(a)a = [a,[a,f(x)]] + [a,[f(a),2(x)]] = [a,[f(a),g(x)]],
V x€ R oldugundan [a,[f(a),g(x)]]e Z, V xe R, yani [a,[f(a),x]]€ Z bulunur. a ve f(a)
ile belirli i¢ tiirevleri diistintirsek I I, (x)€ Z, V xe R yazilabilir. (Lee ve Lee, 1981)

Teorem 4 den I, = 0 veya I, = O elde edilir. Buradan ac Z veya f(a)e Z olur.

f(a)

Varsayimimizdan f(a)e Z dir.

xe R i¢in [a,f(ax)] = [af(a)gx)] + [a,af(x)] = f(a)[a,g(x)] + [af(a)lg(x) +
a[a,f(x)] dir.[a,f(ax)], f(a)e Z oldugundan,

f(a)la,g(x)] + a[a,f(x)]e Z, VxeR 4.1
olur. Bu ifadeyi a ile komiitlersek, af(a)la,g(x)] + a’[af(x)] = f(a)la,g(x)]a +
a[a,f(x)]a, ¥V xe R bulunur. [a,f(x)]e Z oldugundan af(a)[a,g(x)] — f(a)[a,g(x)]a = 0,
VxeR dir. Yine f(a) elemaninin merkezde ve g doniisiimiiniin 6rten oldugu
kullanilirsa f(a)[a,[a,x]] = 0, V xe R elde edilir. f(a)e Z oldugundan f(a) = 0 veya
[a,[a,x]] =0, V xe R dir.

f(a)# 0 ise (Herstein, 1976) Lemma 1.1.9 dan a€ Z bulunur. Celiskidir. O halde
f(a) = 0 dir. (4.1) ifadesinden a[a,f(x)]e Z, V xe R olur. Hipotezden [a,f(x)] = O,
V xe R veya ae Z elde edilir. a¢ Z oldugundan [a,f(x)] = 0, V xe R dir. Teorem
4.1.8 den ae Z olur. Yine ¢eliski elde edilir. O halde varsayimimiz yanlistir. ac Z
olmalidir.

Teorem 4.1.10 : f, sifirdan farkli bir yar1 tiirev olsun. Buna gore,
[f(R),f(R)] =Z ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : Teorem 4.1.9 dan f(R) c Z dir. Dolayisiyla Lemma 4.1.4 den R halkasi

komiitatif olur.
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Teorem 4.1.11 : f, sifirdan farkli bir yari tiirev olsun. Buna gore, f *(R)cZise

R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : Hipotezden x,ye R icin, f* ([x,y])e Z dir. f* ([x,y]) = f(f(xy) — f(yx)) =
f(fx)y + gCOf(y) - f(y)g(x) - yf(x0) = £* )y + gfC))i(y) - f(y)gfx)) — yf* (x) +
flgCf(y) + g2 (0f* (y) - £2(y)g” %) - f(yfgx) = [f* (x)y] + [gEX)f(y)] +

[fee.f]  + [2f2 (] = 20f(egx)f(y)l, Vx,yeR ifadesinden
2[f(g(x).f(y)]le Z, Vx,yeR olur. charR#2 ve g doniisiimii Orten oldugundan,
[(f(x),f(y)]le Z, ¥V x,ye R elde edilir. Yani [f(R),f(R)]cZ dir. Teorem 4.1.10 dan R
halkas1 komiitatif bulunur.

Teorem 4.1.12 : f, ve f, sirasiyla g, ve g, epimorfizmleriyle yapilan sifirdan
farkl1 yari tiirevler olsunlar. Buna gore, f,f, (R) ©Z ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat: Hipotezden x,ye R icin, f,f,[x,y]le Z dir. Vx,yeR igin, f f,[x,y] =
fif,xy —yx) = £, ®y) - £,6F,x) + £,(g,0f, () - £,(F,(y)g, )
£,y + g0 @) - f,(me,E, &) - yi,E, &) + (g, COF, ()
g, (g, f (F,(y) - f,(F,(y)g, (g, x) -, (g, x) = [g,E L] +
[f, (g, X)).f, ()] oldugundan, [g,(f,x).f, (V] + [f,(g,x).f,(WI€Z, VxyeR

+

bulunur. y yerine f, (y) alinirsa, [f,(g, (x)).f>(y)le Z, Vx,ye R elde edilir. g, bir
epimorfizm  oldugundan, [f,(x),f ; (y)]eZ, Vx,ye R  vyazilabilir.  Yani

[f,(R),f j (R)]cZ dir. Teorem 4.1.9 dan f j (R)cZ olur. Dolayisiyla Teorem 4.1.11

den R halkas1 komiitatif bulunur.

Teorem 4.1.13 : R, 2 torsion free bir asal halka, f, g epimorfizmiyle yapilan
sifirdan farkli bir yar tiirev olsun. Buna gore, [a,f(a)]le Z, Vae R ise R halkasi
komiitatiftir.

Ispat : [af(a)leZ ifadesinde a iizerinde linnerlestirme yapilirsa,
[a + x,f(a + x)] = [a,f(a)] + [a,f(X)] + [x,f(a)] + [Xx.f(X)], V¥ a,xe R olur. Esitligin sol
tarafindaki terim ve sag tarafindaki ilk ve son terim merkezde olacagindan, [a,f(x)] +
[x,f(a)]le Z,V a,xe R dir. Son ifadede x yerine [a,x] alimirsa, [a,[f(a),x]] +
[a,[g(a),f(x)]] + [f(a),[x,a]leZ, V a,xeR bulunur. Jacobi o6zdesligi kullanilirsa,
[a,[g(a),f(x)]]e Z, ¥ a,xe R olur.

19



Vae R icin, 0 = f([a,a]) = f(aa) — f(aa) = f(a)a + g(a)f(a) — f(a)g(a) — af(a) =
[f(a),a] + [g(a).f(a)] ve [f(a),a]le Z oldugundan, [g(a).f(a)]e Z, VaeR dir. Simdi
a iizerinde linnerlestirme yapilirsa, [g(a + x),f(a + x)] = [g(a),f(a)] + [g(a),f(x)] +
[ex),f(dA)] + [gx)f(x)], VaxeR olur. [g(a).f(a)], [g(x).f(x)leZ, VaxeR
oldugundan, [g(a),f(x)] + [g(x).f(a)leZ, VaxeR elde edilir. Bu ifade a ile
komiitlenirse, [a,[g(a),f(x)]] + [a,[g(x),f(a)]] = 0, VaxeR bulunur. Ik terim
merkezde oldugundan ve g doniisiimii orten oldugundan, [a,[f(a),x]]e Z, V a,xe R
yazilabilir. Bu durumda aeZ veya f(a)eZ oldugu daha oOnce gosterilmisti.
A ={aeRlaeZ} ve B ={ae R |f(a)e Z} kiimeleri diisiiniiliirse Brauer’s Trick den

R = A veya R = B olmalidur.

R = B ise f(R)cZ dir. Lemma 4.1.4 den R halkas1 komiitatif bulunur. R = A
ise R =Z olacagindan R halkasi yine komiitatif bulunur.

Teorem 4.1.14 : R, charR# 2 olan bir asal halka, U, R nin sifirdan farkli bir
ideali ve a,be R olsun. Buna gore [a,[b,U]] cZ ise ae Z veya be Z dir.

Sonuc 4.1.15 : [a,U] cZ ise ae Z dir.

Teorem 4.1.16 : R bir asal halka, U, R nin sifirdan farkli bir ideali, g
doniistimii, U ideali iizerinde 1-1 olan bir endomorfizm ve [g(x),x]e U, VxeU
olsun. Buna gore R halkasi komiitatiftir.

Lemma 4.1.17 : U, R nin sifirdan farkl1 bir ideali ve f, sifirdan farkli bir yar1
tirev olsun. Bu taktirde, f, U iizerinde sifirdan farklidir.

Ispat: f(U) = (0) olsun. V xe R, ue U i¢in 0 = f(ux) = f(u)g(x) + uf(x) = uf(x),
V xe R, ue U, yani Uf(R) = (0) elde edilir. R nin asalligindan U = (0) veya f(R) = (0)
bulunur. Dolayisiyla U = (0) veya f = 0 dir. Hipotezden U = (0) elde edilir.
Celiskidir. Yani f, U iizerinde sifirdan farklidir.

Lemma 4.1.18 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, f, sifirdan farkli bir yan
tiirev ve a€ R olsun. Buna gore, af(U) = (0) ise a = 0 dir.

Ispat : Lemma 4.1.17 den f(U)#(0) olacagindan f(u)#0 olacak bicimde
Jue U vardir. ve U i¢in 0 = af(vu) = a(f(v)g(u) + vf(u)) = af(v)g(u) + avf(u) dir.
Hipotezden avf(u) = 0,V ve U, yani aUf(u) = (0) elde edilir. R asal oldugundan a = 0
veya f(u) = 0 dir. f(u) # 0 oldugundan a = O bulunur.
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Lemma 4.1.19 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali ve f, sifirdan farkli bir yar1
tiirev olsun. Bu taktirde, £* (U)# (0) dur.

Ispat : £ (U) = (0) olsun. Vu,ve U icin 0 = f*(uv) = ff(u)v + g)f(v)) =
2 (w)v + g(f(w))f(v) + f(g(u)f(v)) dir. Varsayimimizdan ilk terim sifir olacagindan,

g(f()f(v) + f(gwi(v)) =0, Vuve U (4.2)

bulunur.

Ote yandan, 0 = f* (uv) = ff(u)v + gu)f(v)) = £* (w)g(v) + f)f(v) + f(gw)f(v))

dir. Yine varsayimimizdan ilk terim sifirdir. Dolayisiyla,

f(wf(v) + f(g(wf(v)) =0, Vu,ve U 4.3)
dir. (4.2) den (4.3) cikarilirsa,
(g(f(n)) — f(u)f(v) =0, YVu,ve U 4.4)

Yani, (g(f(u)) — f(u))f(U) = (0), Vue U elde edilir. Lemma 4.1.18 den g(f(u)) = f(u),
YV ue U olur.

Ote yandan, V u,ve U icin 0 = £ (uv) = > (u)g(v) + ff(v) + f(g(u))g((v)) +
g(wf? (v) dir. Yine f* (U) = (0) ifadesi kullanilirsa,

f(wf(v) + f(g(w))gf(v)) =0, Vu,ve U 4.5)
elde edilir. f(g(u)) = g(f(u)) = f(u) ve g(f(v)) = f(v) olacagindan bu esitlikler (4.5) de
kullanilirsa, 2f(u)f(v) = 0, Vu,ve U bulunur. charR# 2 oldugundan f(u)f(v) = 0,
Vu,ve U, yani f(u)f(U) = (0), Vue U dir. Lemma 4.1.18 den f(u) =0, VY ue U olur.

Yani f(U) = (0) dir. Bu ise Lemma 4.1.17 ile ¢elisir. O halde f* (U) # (0) olmalidur.
Lemma 4.1.20 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna gore,

Ung(R)=(0)ise Vxe R igin f(x) = A (x — g(x)) olacak bi¢cimde bir A € C vardir.
Ispat : W = ZU(X - g(x))U, R nin bir idealidir. Ayrica W # (0) dir. Ciinkii

xeR

W = (0) olsayd1 U(x, — g(x,)U + U(x, — g(x, U + ... + U(x, — g(x,)U = (0)
olacagindan her bir terim sifir olmalidir. Oyleyse V i igin Ux, — g(x;)U = (0) dur.
R nin asalligindan x, — g(x,) =0, Vi yani g(x,) =x,, VX, €R bulunur. Yani g=1
dir. O halde Un g(R) = UNR = U = (0) bulunur ki ¢eliskidir.
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Simdi ¢:W—>R, ¢ u(x, -gx))v,) = D uf(x)v;, u,v,eUxeR

xeR xeR

doniigiimiinii tammmlayalim. ¢, bir (R,R)-bimodiil doniisiimiidiir. Teorem 2.40 dan
@ (w) = Aw olacak bigimde A€ C vardir. Yani Vu,ve U i¢in ¢ (u(x — gx))v) =
AQx — gx))v) = ud(x — gx))v elde edilir. ¢ doniisiimiiniin tanim1 kullanilirsa,
uf(x)v=ud (x — g(x))v, Vu,ve U oldugundan U(f(x) — A (x — g(x)))U = (0), VxeR
bulunur. R asal oldugundan f(x) = 4 (x — g(x)), V xe€ R bulunur.

Lemma 4.1.21 : V, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. g doniisiimii 1-1 degil
ve V c Kerg ise bu taktirde,

(i) f(V), R nin sifirdan farkl: idealidir.

(ii) VxeRiginf(x) = A (x — g(x)) olacak bi¢imde bir A € C vardir.

Ispat : (i) Lemma 4.1.17 den f(V)# (0) dir. g, 1-1 olmadigindan Kerg# (0) dir.
VveV icin VcKerg oldugundan ve Kerg, yani g(v) = 0 dir. Vv, ,v,eV icin,
f(v, =v,)=1(v,) - f(v,)ef(V) dir. Vve V,reR icin f(vr) = f(v)r + g(v)I(r) = f(v)r
ve f(rv) = rf(v) + f(r)g(v) = rf(v) oldugundan f(v)r, rf(v)e f(V) bulunur. f(V), R
halkasinin sifirdan farkli ideali olur.

(ii) (i) den f doniisiimiiniin bimodiil doniisiimii oldugu goriilmektedir. Oyleyse,
f(v) = Av olacak bi¢gimde bir A€ C vardir. Vve V,re R icin Avr = f(vr) = vi(r) +
Avg(r), yani vf(r) + Avgr) — Avr = 0, VveV,reR dir. A€ C oldugundan
v(f(r) + Agr) — Ar) =0, Vve V,re R yazilabilir. Buradan f(r) + Ag(r) - Ar =0,
V re R bulunur. O halde f(r) = A (r — g(r)), Vre R dir.

Lemma 4.1.22 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, f, sifirdan farkli bir yari
tiirev ve g, 1-1 olsun. Buna gore, f(U) cZ ise R komiitatiftir.

Ispat : reR, ue U icin flu,r] = f(w)r + g(wf(r) — rf(uw) — f(r)g(u) = [f(u),r] +
[g(u),f(r)] = [g(u),f(r)] dir. Hipotezden [g(u).f(r)]e Z olur. r yerine g(r) alinirsa,
[g(u),f(g(r))] = [g(u),g(f(r))] = g[u,f(r)] oldugundan g[u,f(r)]e Z, Vre R, ue U dir.

Simdi g[u,f(r)] = g(x) diyelim. g(x)e Z oldugundan [g(x),r] = 0, VreR dir.
r yerine g(r) alinirsa, [g(x),g(r)] =0, V re R olacagindan, [g(x),g(R)] = (0), yani g(x),
g(R) nin merkezindedir. O zaman g([u,f(r)]), g(R) nin merkezinde olur.
[g[u,f(r)],g(y)] =0, Vr,ye R, ue U yazilabilir. Komiitatorler acilip g doniisiimiiniin
homomorfizm oldugu kullanilirsa, g([u.f(r)]y) = g(y[uf(r)]), Vy,reR, ue U elde
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edilir. g, 1-1 oldugundan [u,f(r)]y = y[u,f(r)], Vy,re R, ue U, yani [[u,f(r)].y] = O,
VyreR, ueU dir. [u,f(r)]Je Z olur. O halde [U,f(R)]cZ dir. Sonu¢ 4.1.15 den
f(R) cZ oldugu goriiliir.

f(Z) = (0) ise f*(U)cf(Z) = (0) oldugundan f*(U) = (0) dir. Bu da Lemma
4.1.19 ile celisir. O halde f(Z)# (0) dir. Yani f(z)# 0 olacak bi¢cimde ze Z vardir.
Vre R icin f(zr) = f(z)g(r) + zf(r) dir. f(R) cZ oldugundan esitligin sol tarafindaki
terim ve sag tarafindaki ikinci terim merkezin elemanidir. Z, R halkasinin alt halkas1
oldugundan f(z)g(r)e Z, Vre R olur. f(z)e Z oldugundan f(z) = 0 veya g(r)eZ,
VreR dir. f(z)#0 oldugunu soylemistik. Oyleyse g(r)e Z, VreR, yani g(R)cZ
bulunur. Buradan [g(x),r] = 0, Vx,re R yazilabilir. r yerine g(r) alinirsa,
[g(x),g(r)] = 0, Vx,re R den g(xr) = g(rx), Vx,re R elde edilir. g donilistimii 1-1
oldugundan, xr = rx, V x,re R bulunur. Yani R halkas1 komiitatiftir.

Teorem 4.1.23 : R bir asal halka, charR# 2, f, g endomorfizmiyle yapilan bir
yart tiirev olsun. U, R nin sifirdan farkl ideali olmak iizere [u,f(u)]e Z, V ue U ise,

(i) R komiitatif ise f bir tiirevdir ya da f(x) = 4 (x — g(x)) olacak bi¢imde bir
A € F vardir.

(i) R komiitatif degilse Kerg# (0), g(U)cZ ve f(x) = A(x — g(x)) olacak
bigimde bir A € C vardir. Ayrica f(g(U)) # (0) ise g(R)cZ ve A e F dir.

Ispat : (i) g = 1 oldugunda f tiirev olacagindan g# 1 ve a — g(a)# 0 olacak
bicimde ae R secelim. A = f(a)(a — g(a)) ' € F olsun. xe R icin, f(xa) = f(x)a +
g(x)f(a) = f(x)g(a) + xf(a) oldugundan, f(x)(a — g(a)) = (x — g(x))f(a) yazilabilir.
Buradan f(x) = (x — g(x))f(a)(a — g(a)) ", yani f(x) =4 (x — g(x)) olur.

(ii) Hipotezden V ue U ig¢in,

[u.f(w)]e Z (4.6)
dir. u lizerinde lineerlestirme yapilirsa, [u + a,f(u + a)] = [u,f(u)] + [u,f(a)] + [a,f(u)]
+ [a,f(a)], V u,ae U olur. Yine hipotez kullanilirsa,

[a,f(u)] + [u,f(a)]e Z, Yu,aec U “4.7)
bulunur. u yerine [a,u] alinirsa,

[a,f[a,u]] + [[a,u],f(a)]e Z, Vu,aec U 4.8)
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elde edilir. [a,f[a,u]] + [[a,u],f(a)] = [af(a)u + g(a)f(u)] — [a,f(u)g(a) + uf(a)] +
[[a,ul.f(@)] = [a,f(a)u — uf(a)] + [a,g(@)f(u) - f(wg(@)] + [[a,ul.f(a)] = [a,[f(a),u]] +
[a,[g(a),f(u)]] + [[a,u],f(a)], V u,ae U oldugundan,

[a,[f(a),u]] + [a,[g(a),f(u)]] + [[a,u].f(a)]e Z, Vu,aec U 4.9)
olur. Jacobi 6zdesligi kullanilirsa,

[[a,f(a)],u] + [f(a),[a,u]] + [a,[g(a).,f(w)]] + [[a,u],f(a)]le Z, V u,ac U (4.10)
elde edilir. Hipotezden,

[a,[g(a),f(u)]]e Z, Vu,ae U 4.11)
bulunur. Ayrica V ae U icin 0 = f([a,a]) = f(aa) — f(aa) = f(a)a + g(a)f(a) — f(a)g(a) —
af(a) = [f(a),a] + [g(a),f(a)] ve [f(a),a]e Z oldugundan,

[g(a),f(a)le Z, Vae U 4.12)
olur. a yerine a + u yazilirsa, (4.12) den,

[g(a),f(u)] + [g(u).f(a)]le Z, Vu,ac U (4.13)
bulunur. O halde 0 = [a,[g(a).f(w)] + [gW).f(@)]] = [a,[g(@).f(W]] + [a,[g(w).f(a)]]
V u,ae U dir. (4.11) ifadesinden,

[a,[g(v).f(a)]]e Z, Vu,ae U (4.14)
elde edilir.

Simdi g doniisiimiiniin 1-1 olma durumunu inceleyelim

V = g (U) = {veR | g(v)e U} kiimesini alalim. V kiimesi R halkasinm bir

idealidir.

V = (0) ise g(R)nU = (0) dir. Lemma 4.1.20 den f(x) = A(x — g(x)) olacak
bicimde bir A e C vardir. Hipotezden [f(u),u]le Z dir. Oyleyse, [A(u — g(u)),u] =
[Auu] - [Ag),u] = [A,u]lu — A[g(u),u] — [A,u]g(u) = —A[g(u),u] oldugundan
—A[g(),ule Z, YueU elde edilir. Buradan 4 = 0 veya [g(u),ule Z, Vue U dir.
A #0 oldugundan [g(u),u]€ Z olur. Teorem 4.1.16 dan R halkasi komiitatif bulunur.
Celiskidir. V# (0) olmalidir.

V#(0) olsun. (4.14) ifadesinde a = g(v),ve V alinirsa, [g(v),[g(u),f(g(v)]] =

[g(V).[g(w).g(E (V)] = g[v.[u.f(v)]] oldugundan, g[v.[u.f(v)]l€Z, VueUyveV dir
Bu ifade g(R) nin merkezindedir. Ustelik g doniisiimii 1-1 oldugundan
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[v,[uf(v)]]le Z, Yue U,ve V olur. Z alt halka oldugundan [v,[f(v),U]] cZ bulunur.
Teorem 4.1.14 den V ve V i¢in ve Z veya f(v)e Z elde edilir. A = {ve VIveZ} ve
B = {ve V | f(v)e Z} kiimeleri diisiiniiliirse Brauer’s Trick den V = A veya V = B
dir.

V =Aise VcZ, yani R komiitatif olur. V = B ise f(V) cZ dir. Lemma 4.1.22
den R komiitatif bulunur. Boylece R halkasinin komiitatif olmamas1 durumunda

Kerg # (0) oldugu gosterilmis olur.

W = UnKerg olsun. Lemma 4.1.21 den f(W), R nin sifirdan farkl bir idealidir
ve V xe Rigin, f(x) = A (x — g(x)) olacak bi¢cimde bir A € C vardir. ue U, we Wc U
oldugundan (4.13) den [g(u),f(w)] + [g(w),f(u)]le Z, Vue U,we W olur. we Kerg
oldugundan g(w) = 0 dir. Dolayisiyla [g(u),f(w)leZ, VueUweW, yani
[g(U),f(W)] = Z olur. Sonug 4.1.15 den g(U) < Z bulunur.

f(g(U))#(0) ise f(g(a))#0 olacak bicimde ae U vardir. 0#g(a)eZ igin
g(U)cZ oldugundan g(ra) = g(r)g(a)e Z, VreR dir. g(a)e Z demistik O halde
g(a) =0, Vae U veya g(r)e Z, Vre R dir. g(a)# 0 oldugu i¢in g(r)e Z, Vre R, yani
g(R)cZ olur.

Sonu¢ olarak f(g(a)) = A(ga) - g’(a), AeC dir. xeR icin,

[A(g@ - g @)x] = Alg) - g” @)x] + [1.x](g@) — g @) = 0 oldugundan
A(g(a) — g* (a))e Z, yani f(g(a))e Z elde edilir. Oyleyse A = f(g(a))(g(a) — g* (a)) '
oldugu icin A € F olur.

Teorem 4.1.24 : R bir asal halka, charR#2, U, R nin bir ideali ve f, g
endomorfizmi ile yapilan sifirdan farkli bir yarnn tiirev olsun. Buna gore,
[f(U),f(U)] cZ ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : Kerg# (0) ve W = UnKerg ise Lemma 4.1.21 (a) dan (0)#f(W), R
halkasinin bir idealidir. Wc U oldugundan [f(W),f(W)]cZ dir. Sonug¢ 4.1.15 den
f(W) cZ bulunur. O halde R halkas1 komiitatiftir.
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Simdi g nin 1-1 oldugunu varsayalim. g(R) U = (0) olsun. Lemma 4.1.20 den
f(x) = A(x - gkx)) olacak bicimde bir AeC vardir. Hipotezden
[A(u - g),A(v - gv)].gr)] = 0, VreR, uveU dir. 4 #0 oldugundan
[[u—g(u),v —g(v)],g(r)] =0, Vre R,u,ve U elde edilir. 0 = [[u — g(u),v — g(v)].g(r)]
= [[u,v],g(0)] - [[u,g(V)].g(0)] - [[g(w),v],g(m] + [[g(w),g(V)],g()], Vre R,u,ve U dir.
Yani [[g(w),g(V)].g(0)] = [[u,g(V)].g(®)] + [[g(w),v].g(0)] - [[u,v].g()], VIeR, uve U
esitliginden g[[u,v],r] = [[u,g(V)]+ [g(u),v] — [u,v],g(r)], Vre R,u,ve U elde edilir.
Esitligin sol tarafi g(R) kiimesinin, sag tarafi ise U idealinin elemamidir. Oyleyse
g[[u,v],rle g(R)NU = (0) olur. g doniisiimii 1-1 oldugundan [[u,v],r] = 0, VreR,
u,ve U, yani [u,v]e Z, Vu,ve U dir. Bu da [U,U]cZ demektir. Sonug¢ 4.1.15 den
U cZ bulunur. Oyleyse R halkas1 komiitatiftir.

g (U)#(0) durumunu inceleyelim. W = Ung™" (U) olsun. u,ve U icin,
[£(w),f[f(w),vI] = [f(w).ff V)] - [fw),f(viw)] = [f(w),f* (WgWw)] + [fw),fwf(v)] -
[fw,fWfw] - [fw,eMf* W] = [fw,f* W.eW1l + [fw,fw).fw1] dir.
Hipotezden [f(u),[f* (u),g(v)]]l€e Z,Vu,ve U bulunur. u yerine g(w) alinirsa,
glf(w),[f *(w),v]le Z,Vw,ve U elde edilir. g 1-1 oldugundan,
[f(w),[f*> (W),v]]e Z,V w,ve U dir. Teorem 4.1.23 deki ¢6ziim yoluyla f(W) cZ veya
f? (W) Z bulunur.

f(W)cZ ise Lemma 4.1.22 den R komiitatiftir.

f2(W)cZ ise Lemma 4.1.19 dan f>(W)#(0) ise o = f>(w)#0 olacak
bicimde we W vardir. u,ve Uwe W icin [f(f(w)u),f(v)] = > (w)[g(u),f(v)] +
[f* (w),f(v)]1g(u) + f(w)[f(u),f(v)] + [f(W),f(V)]f(w),V u,ve Uwe W dir. f>(W)cZ
oldugundan ikinci terim sifirdir. O halde, f*(w)[g(u),f(v)] + f(w)[f(u),f(v)] +
[f(w),f(V)]f(u)e Z,V u,ve U,we W elde edilir. Bu ifade f(y), ye U ile komiitlenirse
ve f>(W)cZ ifadesi kullanilirsa, £*(w)[[g(w),f(V)].f(Y)] + [f(w),f(y)]1[fu),f(v)] +
[f(w),f(W)][f(u),f(y)] =0, Vu,v,ye U,we W bulunur. Hipotezden,

2 (w)[[g).fW].f(y)]e Z, Vu,v,ye Uwe W (4.15)
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elde edilir. > (W)cZ oldugundan f*(w) = 0, Vwe W veya [[g(u),f(V)].f(y)]e Z,
V u,v,ye U dir. f* (W) # (0) oldugundan,

[[g(u),f(v)].f(y)]e Z, Vu,v,ye U (4.16)
olur. (4.16) da v ve y yerine g(r), re W alinirsa,
g([[u,f(r)].f(r)])e Z, Vue Ure W 4.17)

elde edilir. g, 1-1 oldugundan [[u,f(r)],f(r)]e Z, YV ue U,;re W, yani, [f(r),[f(r),U]]cZ
dir. Teorem 4.1.14 den f(r)e Z, Vre W den f(W)cZ bulunur. Lemma 4.1.23 den R

halkasi komiitatif olur.
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BOLUM 5
GENELLESTIRiLMiS TUREVLER

5.1. Genellestirilmis Tiirev ve Komiitatiflik

Teorem 5.1.1 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. R de,
sifirdan farkl d tiireviyle yapilan ve V x,ye I icin F([x,y]) = [X,y] kosulunu saglayan
bir F genellestirilmis tiirevi varsa R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : F = 0 ise I komiitatif olacagindan Lemma 2.13 den R komiitatiftir.

F# 0 olsun. x,ye Ligin, F([x,y]) = F(xy — yx) = F(xy) — F(yx) = F(x)y + xd(y) —
F(y)x — yd(x) = [X,y], yani,

F(x)y + xd(y) - F(y)x —yd(x) - [x,y] =0,V x,ye | 5.1
dir. (5.1) de y yerine yz, ze I alinirsa, 0 = F(x)yz + xd(yz) — F(yz)x — yzd(x) — [X,yz]
= F(x)yz + xd(y)z + xyd(z) — F(y)zx — yd(z)x — yzd(x) — y[Xx,z] — [X,¥]z, V X,y,ze |
bulunur. (5.1) denklemi sagdan z ile carpilip, F(x)yz yalniz birakilarak yukaridaki
denklemde yerine yazilirsa, 0 = F(y)xz + yd(x)z + xyd(z) — F(y)zx — yd(z)x — yzd(x)
- y[x,z] = F(y)xz + yd(x)z + xyd(z) — F(y)zx — yd(z)x — yzd(x) — y[x,z] — yxd(z) +
yxd(z), yani,

E(y)[x,z] + y[d(x).z] + [x.yld(z) + y[x,d(2)] - y[x,2] =0,V xy,z€ | (5.2)
elde edilir. (5.2) de z yerine zx alinirsa, 0 = F(y)[x,zx] + y[d(x),zx] + [x,y]d(zx) +
yIx,d(zx)] - y[x,zx] = F(y)[x,z]x + yz[d(x),x] + y[d(x),z]x + [x,y]d(2)x + [x,y]zd(x) +
y[x,d(z)]x + yz[x,d(x)] + y[x,z]d(X) — y[x,z]x, V¥ X,y,z€ | bulunur. (5.2) sagdan x ile
carpilip yukaridaki denklem diizenlenirse, 0 = yz[d(x),x] + [X,y]zd(X) + yz[x,d(X)] +
y[x,z]d(x), yani,

[x,y]lzd(x) + y[x,z]d(x) =0,V x,ye I (5.3)
olur. (5.3) de y yerine y,y, y, € I alimip yine bu esitlik kullanilirsa, 0 = [X,y, y]zd(x) +
y,y[x.z]Jdx) = [x,y,]lyzd(x), VX,y,y,.,zel elde edilir. Buradan [x,y,]y = O veya
[dx) = 0, Vxyy,el olur. A = |{xel | Idx) = 0} ve
B = {xel | [xy,]ly = 0,Vyy,el} kiimeleri diisiiniilirse bu kiimeler I nin

altgruplandir ve I = A U B dir. Brauer’s Trick’ten I = A veya [ = B olmalidir.
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I=Aise d(I) = (0) dir. Lemma 2.14 den celiski elde edilir. O halde I = B dir. R
asal oldugundan [x,y,] = 0, Vx,y,€l bulunur. Bu da I nmin komiitatif olmasi
demektir. Lemma 2.13 den R komiitatif olur.

Teorem 5.1.2 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. R
tizerinde, sifirdan farkl bir d tiireviyle belirlenen ve V x,ye Ii¢in F([x,y]) + [X,y] =0
kosulunu saglayan bir F genellestirilmis tiirevi varsa R halkasi komiitatiftir.

Ispat : F = 0 ise [x,y] = 0, Vx,yeI olacagindan I ideali komiitatiftir. Lemma

2.13 den R halkas1 komitatif olur.

F#0 olsun. Hipotezden 0 = F([x,y]) + [x,y] = F(xy) — F(yx) + [x,y], VX,ye ],
yani,

F(x)y + xd(y) - F(y)x — yd(x) + [x,y] =0, Vx,yel 5.4)
dir. (5.4) de y yerine yz, ze I alinirsa, 0 = F(x)yz + xd(yz) — F(yz)x — yzd(x) + [X,yz]
esitliginden,

F(x)yz + xd(y)z + xyd(z) — F(y)zx — yd(z)x — yzd(x) + y[x,z] + [Xx,y]z = 0,
Vv x,y,ze | (5.5)
bulunur. (5.4) esitligi sagdan z ile ¢arpilip F(x)yz terimi (5.5) de yerine yazilirsa,

F(y)[x,z] + y[d(x),z] + [x,yd(z)] + y[x,z] =0, V x,y,ze | (5.6)
elde edilir. Simdi z yerine zx alimirsa, 0 = F(y)[x,zx] + y[d(x),zx] + [X,yd(zx)] +
yIx,zx] = F(y)[x,z]x + yz[d(x),x] +y[d(x),z]x + [x,yd(2)]x + y[X,zd(x)] + [X,ylzd(x) +
y[x,z]x, V x,y,ze I olur. (5.6) esitliginden,

y[x,z]d(x) + [X,y]zd(x) =0, V x,y,ze | 5.7)
elde edilir. Simdi y yerine y,y, y,€l yazilirsa, (5.7) den [x,)y,]yzd(x) = O,

VvV X,y,y,.zel olur. R asal halka oldugundan [x,y,] = 0, Vy,el veya d(x) =0
bulunur. K = {xel | [x,y,] = 0, Vy,el} ve L = {xel | d(x) = 0} kiimeleri

diisiiniiliirse Brauer’s Trick den K=1veya L =1 dir.

L =Tise d(I) = (0) dir. Lemma 2.14 den ¢eliski elde edilir. O halde K = I, yani
[x,y,] =0, Vx,y,el dir. Yani I ideali komiitatiftir. Lemma 2.13 den R halkas:

komiitatif olur.
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Teorem 5.1.3 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. R
tizerinde sifirdan farkli bir d tiireviyle belirlenen ve Vx,yel icin F(X,y)= (x,y)
kosulunu saglayan bir F genellestirilmis tiirevi varsa R halkasi komiitatiftir.

Ispat : F=0ise, V x,ye Iicin (x,y) = 0 dir. y yerine yz, ze I alinirsa, 0 = (x,yz)
= (x,y)z — y[x,z], yani y[x,z] = O dir. Buradan [x,z] = 0, V x,ze I olacagindan I

komiitatiftir. Lemma 2.13 den R halkas1 komiitatif olur.

F=# 0 olsun. Hipotezden, F(x,y)= (x,y) oldugundan, F(xy + yx) = F(x)y + xd(y)
+ F(y)x + yd(x) = (x,y), V x,ye I dir. O halde,

F(x)y + xd(y) + F(y)x + yd(x) - (x,y) =0,V x,yel (5.8)
olur. (5.8) de y yerine yx alinirsa, 0 = F(x)yx + xd(yx) + F(yx)x + yxd(x) — (X,yx) =
F(x)yx + xd(y)x + xyd(x) + F(y)x* + yd(x)x + yxd(x) — (x,y)x elde edilir. (5.8)
denklemi sagdan x ile carpilip yukaridaki denklemde kullanilirsa, 0 = xyd(x) +
yxd(x) = (x,y)d(x), Vx,yel bulunur. y yerine zy, ze I alinirsa, 0 = (x,zy)d(x) =
z(x,y)d(x) + [x,z]yd(x), yani [x,z]yd(x) = 0, V x,y,z€ | elde edilir. R asal oldugundan
[x,zZ]l = 0 veya d(x) = 0, Vxzel dor. A = {xel | d(x) = 0} ve
B = {xell[x,z]l =0,V zel } kiimeleri I nin altgruplart ve I = AUB dir. Brauer’s

Trick’ten I = A veya [ = B olmalidir.

I = A ise Lemma 2.14 den d = 0 olacagindan celiski elde edilir. O halde I = B
olmalidir. V x,ze li¢in [x,z]I = 0 ise [x,z] = 0, yani I ideali komiitatiftir. Lemma 2.13
den R halkas1 komiitatif olur.

Teorem 5.1.4 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna
gore R halkasi tizerinde sifirdan farkli bir d tiireviyle belirlenen ve V x,yel icin
F(x,y) + (x,y) = 0 kosulunu saglayan bir F genellestirilmis tiirevi varsa R
komiitatiftir.

Ispat : F=0ise (x,y) =0, Vx,yeI dir. y yerine yz, ze I alimirsa, 0 = (x,yz) =
x,y)z — y[x,z] = - y[x,z], Vx,y,zel olacagindan y[x,z] = 0, Vx,y,zel, yani
I[x,z] =0, V x,ze I elde edilir. R asal oldugundan [x,z] =0, V x,ze I dir. Bu durumda

I ideali komiitatif olur. Lemma 2.13 den R halkas1 komiitatif bulunur.
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F+#0 olsun. Hipotezden 0 = F(x,y) + (x,y) = F(xy) + F(yx) + (x,y), Vx,yel,
yani,

F(x)y + xd(y) + F(y)x + yd(x) + (x,y) =0, Vx,yel 5.9
dir. Bu esitlikte y yerine yx alinirsa, 0 = F(x)yx + xd(yx) + F(yx)x + yxd(x) + (X,yx)
= F(x)yx + xd(y)x + xyd(x) + F(y)x* + yd(x)x + yxd(x) + (x,y)x — y[x,x], Vx,yel
esitliginden, F(x)yx + xd(y)x + xyd(x) + F(y)x* + yd(x)x + yxd(x) + (x,y)x = 0,
Vv x,ye I elde edilir.

(5.9) esitligi sagdan x ile carpilip elde edilen son denklemde yerine konursa,
xyd(x) + yxd(x) = 0, Vx,yel, yani (x,y)d(x) = 0, Vx,yel bulunur. y yerine zy
almirsa, 0 = (x,zy)d(x) = z(x,y)d(x) + [x,z]yd(x), V x,y,z€ I olur. Ilk terim sifira esit
oldugundan, [x,z]yd(x) = 0, ¥V x,y,ze I, yani [x,z]Id(x) = (0) dir. R nin asalligindan
[x,z] = 0, Vzel veya d(x) = 0 bulunur. A = {xel | d(x) = 0} ve
B = {xell [x,z]l = 0,V zel} kiimeleri I idealinin altgruplaridir ve I = AUB dir.

Brauer’s Trick’ten I = A veya I = B olmalidir.

I = A ise Lemma 2.14 den d = 0 dir, ¢eliskidir. O halde I = B olmalidir.
V x,ze I i¢in [x,z]I = 0 ise [x,z] = 0O, yani I ideali komiitatiftir. Lemma 2.13 den R

halkasi komiitatif olur.

5.2. Asal Halkalarda (o, 7 )-Tiirevler
Bu boliim boyunca R, karakteristigi 2 den farkli bir asal halka ve o,7,a, [

doniisiimleri R {izerinde otomorfizmler olarak alinacaktir.

Lemma 5.2.1 : d, sifirdan farkl bir (0,7 )-tiirev ve U, R halkasinin sag ideali

olsun. Buna gore, d(U) c Z ise R komiitatiftir.

Lemma 5.2.2 : d, bir (o, 7)-tiirev ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali
olsun. Buna gore, ad(U) = (0) (d(U)a = (0))ise a=0 veyad =0 dur.

Lemma 5.2.3 : d :R—R, sifirdan farkh bir (o,7)-tiirev, d, :R—R, sifirdan
farkli bir (&, B )-tiirev olsun. d, d, (R) = (0) ise asagidaki ifadeler dogrudur.

i) d,f'a+apf'd,=0=d,a’'f + fa’'d,

G) d,a'd,=0=d, 4"d,
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Ispat : x,yeR icin, 0 = dd,xy) = d,d,xaly) + BXx)d,(y) =
dd,x)cay)+rd,x)d,a(y)+d, f(x)od,(y)+ 7 f(x)d,d, (y), yani,

td,x)d, a(y)+d, f(x)od,(y)=0, VXx,yeR (5.10)
dir. (5.10) esitliginde x yerine £7'd,(x) almrsa, (zd, 87'd, ®X)(d, @(y)) = 0,
vVx,yeR olur. Bu da (7d, ,B‘ld2 (x)d, x(R)) = (0) demektir. O halde
7d, f'd,(x) =0, VxeR veya d, =0 dir. Buradan, 7d, #7'd,(x) =0, VxeR,
yani,

d, f'd,(x)=0, VxeR (5.11)
esitligi elde edilir. (5.11) de x yerine xy, yeR almrsa, 0 = d, f7'd, (xy) =
d, fd,ay)+ BXd,(y) =, Bd, x))af ay) +d,x)(d, B a(y)
+d,a )+ A, B, (). VYxyeR  ise
d,x)(d, 8'a + a B7'd,)(y) =0, Vx,yeR bulunur. Yani,

d, R)d, '+ a pf'd,)(y)=(0), VyeR (5.12)
dir. Lemma 522 den (d, 8@ + a f7'd,)(y) =0, VyeR olur. Son esitlikte y
yerine &'d, (y) alinirsa,

d,a'd,(y)=0, VyeR (5.13)
elde edilir. (5.13) esitliginde x yerine xy almrsa, 0 = d, a"ld2 xy) =
d,(a’'d,®y + a'BEa’d, () = d,a'd,@al) + fa’'d,(x)d,(y) +
d,a' fx)aa'd,(y) + pa'Bxd,a'd,(y), VxyeR esitliginden
(Ba'd, + d,a'p)xd,(y)y = 0, VxyeR bulunur. Oyleyse
pa'd, +d, o B =0du.

Lemma 5.24 : d,, bir (o,1)-tirev ve d, bir (¢, §)-tiirev olsun. Buna gore
d,a =ad,, d, f=d, ved,d,(R)=(0)ised, =0veyad, =0dur.

Ispat : d, #0 olsun. x,ye R icin, 0 = d,d, (xy) =d,(d, X) & (y) + B(x)d, (¥))
=dd,x)oay)+d,xd, a@y)+d, fx)od,(y)+ F(x)d,d,(y), yani,

d,x)d,a(y)+d, f(x)od,(y)=0, Vx,yeR (5.14)
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dir. (5.14) de y yerine d,(y) almip hipotez kullanilirsa, dl(R)G(d§ (y) = (0),
VyeR bulunur. O halde d, =0 veya o (d;(y)) =0, VyeR olur. o(d;(y)) =0,
VyeR ise di(y) = 0, VyeR dir. Son esitlikte y yerine xy almirsa, charR #2
oldugundand, S (x)ad,(y) =0, Vx,ye Rolur. Buise d, (R)ad, (y) = (0), VyeR
demektir. Lemma 5.2.2 dend, =0 veya ad,(y)=0, VyeR, yanid, =0 elde
edilir.

Lemma 5.2.5 : d,, bir (1,7)-tirev ve d,, bir (a, f)-tiirev olsun. Buna gore
d,a =ad,,d, f=d, ved,d,(R)=(0)ised, =0veyad, =0 dir.

Ispat : d,#0 olsun. x,yeR i¢in, 0 = d,d,(xy) = d,d,x)a(y) +
td,x)d,a(y) +d, (x)d,(y) + 7 f(x)d,d, (y) dir. d,d, (R) = (0) oldugundan
7d,(x)d, a(y) +d, S(x)d,(y) =0, Vx,ye R bulunur. Son esitlikte y yerine d, (y)
alinirsa, hipotezden d, 8 (x)d; (y) =0, V x,ye R, yani d, (R)d; (y) = (0), V ye R elde
edilir. d; (R) = (0) oldugundan d, =0 bulunur.

Teorem 5.2.6 : d, bir (o0,7)-tirev ve d, bir (&, f)-tirev olsun. Buna gore,
d,a =ad,,d, f=d, ved,d,(R)=(0) ised, =0veyad, =0 dir.

Ispat : Lemma 5.2.3dend, =0 veyad, #'d, =0 dir.

d,#0 olsun. d, #': R—R bir (af',1)-tiirevdir. O halde d, f'd, = 0 ise
d, 5" =0veyad, =0 dir. Buradan 8 d, ' =0 veyad, =0 bulunur. d, f =
S d, oldugundan d, =0 bulunur.

Lemma 5.2.7 : d , bir (0,7)-tiirev ve d, bir (&, f)-tirev olsun. Buna gore,
d,a =ad,,d, f=d,ved, o' d,(R)=(0)ised, =0veyad, =0 dur.

Ispat : d,0c":R—>R bir (1,707")-tiirevdir. d,07'd, = 0 oldugundan
d,o”' =0veyad, =0 dir. Ohalded, =0 veyad, =0 dir.

Teorem 5.2.8 : d,:R — R, sifirdan farkh bir (o, 7)-tiirev ve d, :R—R, sifirdan
farkli bir (e, f)-tirev olsun. Buna gore [d,(R),d,(R)] = (0) ise R halkas:

komiitatiftir.
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Ispat : xyzeR icin, 0 = [d,(x2),d,(y)] = d,X[o@).d,y] +

[d,(x),d, N]o(2) + 7(X)[d,(2),d, (V] +[7(x).d, (Y]d,(z) dir. [d,(R),d, (R)] =(0)
oldugundan,

d X[o@).d,y]+[7x).d,(yld, (z)=0, Vxy,ze R (5.15)
elde edilir. (5.15) de x yerine 7' d, (y) alinirsa,

d, ! d,lo(@).d,(y)]=0, VyzeR (5.16)
bulunur. (5.16) da z yerine zt, teR almp (5.16) kullanilirsa,
d,7'd,(yyo@lo@®,d,(y)] = 0, VyzteR elde edilir  Yani
dlz’ldz(y)c R)[o@®).,d,(y)] = (0), VyteR dir. o otomorfizm oldugundan
d, z7'd, (y)R[o(t),d,(y)] = (0) olur. R asal oldugundan d,77'd,(y) = 0 veya
[o(t).d,(y)] = 0, VteR elde edilir. Dolayisiyla, d, T‘ldz(y) = 0 veya
[0 (R).d, (y)] = (0) olur. Buradan,

d,77'd,(y)=0 veya d,(y)eZ (5.17)
elde edilir. K = {yeR | d,(y)eZ} ve L = {yeR | d,77'd,(y) = 0} kiimeleri

diistiniiliirse Brauer’s Trick den K =R veya L =R dir.

L = R olsayd1 d, 77'd, (R) = (0) olurdu. Lemma 5.2.4 den d, "' = 0 veya
d, = 0 bulunurdu ki bu da d, = 0 veya d, = 0 demektir. Yani ¢eliskidir. O halde
K =R dir. Dolayisiylad, (R)cZ dir. Lemma 5.2.1 den R halkas1 komiitatif olur.

Teorem 5.2.9 : d :R—R, sifirdan farkh bir (o,7)-tiirev ve d,, sifirdan farkh
bir (a,f)-tirev olsun.  Buna gore, d,a = ad,, d, = pd, ve
(d,(R).d, (R)) =(0) ise R komiitatiftir.

Ispat : x,y,ze R icin, 0 = d,xy),d,(2)=Wd,x)o(y) + 7(x)d,(y), d, (z) =
d,[o(y).d, @] + d,x).d,@)o(y) + 7x)d,(y).d, (@) - [7(X).d,@)]d,(y)
dir. (d,(R).d, (R)) =0 oldugundan,

d,x[o().d, @] -[7(x)d,@]d,(y)=0,Vx,y,ze R (5.18)

elde edilir. Bu esitlikte y yerine 0™'d, (z) alinirsa,
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[7(x).d,(2)]d,(c7'd,(z) =0, Vx,ze R (5.19)
bulunur. (5.19) da x yerine xy, yeR alimirsa, (5.19) dan
[7(x).d,(@)]7(y)d,( c'd , (2)) = 0, VvV x,y,z€ R bulunur. Yani
[7 (x).d, (2)]Rd,(07'd, (z)) = (0) dir. R nin asalhgindan [ 7 (x),d, (z)] =0, VxeR

veyad,(07'd, (z)) =0 elde edilir. Budad, (z)e Z veyad,(o'd, (z)) = 0 demektir.

A={zeRIld,(z)eZ} ve B={zeR| dl(o’ld2 (z)) = 0} kiimeleri diistiniiliirse

Brauer’s Trick den A =R veya B = R olmalidir.

B=Rised,(o7'd,(R)) = (0) olur. Lemma 5.2.7 den d, =0 veyad, =0 elde
edilir. Celiskidir. O halde R = A, yani d, (R) = (0) dir. Lemma 5.2.1 den R komiitatif

bulunur.

Teorem 5.2.10 : d,:R—R, sifirdan farkhi (o,7)-tiirev, d,:R—R, sifirdan
farkli bir (o, f)-tirev ve d, ¢ = ad,, d, § = Bd, olsun. Buna gore,
[d,(R).d, (R)],, =(0) ise R komiitatiftir.

ispat : X,y,z€ R icin, 0 = [d,(xy).d, (2], =
[dx)o )+ 7(x)d,(y).d,®@)],, =d ®[o(y),od,@]+I[d,x).d,@)],, o)+
T, (y).d,@],, +[7(x),7d,(2)]d,(y) dir. [d,(R),d, (R)],, = (0) oldugundan
Vx,y,zeR i¢in, d, xX)[o (y),od, ()] + [7(x),7d,(2)]d,(y) = O elde edilir. Bu
esitlikte y yerine d , (z) alinirsa,

[7(x),7d,(2)]d,(d,(z)) =0, Vx,ze R (5.20)

bulunur. (5.20) de x yerine xy, yeR alimrsa, (5.20) den
[7(x),7d,(2)]z(y)d,(d,(z) = 0, VxyzeR elde edilirr Bu ise

[7(x),7d,(z)]Rd,(d, (z)) = (0) demektir. R nin asalligindan [7 (x),7d, (z)] = O,

VxeRveyad, (d, (z)) =0 bulunur. Yanid, (z)e Zveyad,(d, (z)) =0 dur.

A ={zeR |d,(z)eZ} ve B ={zeR | d (d, (z)) = 0} kiimeleri diisiiniiliirse

Brauer’s Trick den R = A veya R = B dir.
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R =Bised,d, (R) =(0) dir. Teorem 5.2.6 dan d, = 0 veya d, = 0 elde edilir
ki bu da ¢eliskidir. O halde R = A, yani d, (R)cZ dir. Lemma 5.2.1 den R komiitatif

olur.

Bundan sonraki kisimda yukarida ispatlanan sonuclar U ideali iizerinde

genellestirilmistir.

Lemma 5.2.11 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, d:R — R, sifirdan farkli bir
(o0,7)-tiirevvedo = od,dr = 7d olsun. Buna gére, d* (U) = (0) ise d = 0 dur.

Ispat: VuyveUicin0=d’(uv)=d* () o’ (v) + tdu)do (v) + dz (u)od(v)
+ 2 ()d*(v) dir. do = od, dt = 7d, d*(U) = (0) ve charR#2 oldugundan
td(u)do (v) =0, Vu,ve U, yani 7d(U)do (U) = (0) dir. o (U), R nin bir idealidir.
o (U) = V diyelim. O halde bir iist satirdaki esitligi 7 d(U)d(V) = (0) seklinde
yazabiliriz. (Aydin ve Kaya, 1992) Lemma 3 kullanilirsa, 7 d(U) = (0) veya d = 0,
yani d(U) = (0) veya d = 0 bulunur. d(U) = (0) ise (Aydin ve Kaya, 1992) Lemma 1
den d = 0 bulunur.

Lemma 5.2.12 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali ve d, R tizerinde sifirdan

farkl bir (o, 7)-tiirev olsun. Buna gore, d(U)cC ;. p ise R komiitatiftir.

ispat : Vx,yeU, reR i¢in d(xy)eC, 4 oldugundan 0 = [d(xy),r], u =
[dx)o (y) + 7(x)d(y).x] ,, =dX)[o (), AO] + [dx).r], , o (y) + 7 (O], , +
[7 (x), & (1)]d(y) dir. Burada d(x),d(y)e C ; u oldugu kullanilirsa,

dx)[o (y),A (@] +[7(x),«(r)]d(y) =0, Vx,ye Ure R (5.21)
elde edilir. Bu esitlikte r yerine A7'o (y) alinirsa,

[7(x),u 2o ()]d(y) =0,V x,ye U (5.22)
bulunur. (5.22) de x yerine xt, te U almirsa, 0 = [7(xt),u A 'o(y)]ld(y) =
T[T, u A'oWdly) + [tx),u A 'oy)]r®d(y), VxyteU olur. Son
ifadenin ilk terimi (5.22) den sifira esit olacagindan

[t(x), 1 Ao (y)]T(®)d(y) =0, Vx,y,te U (5.23)
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elde edilir. Yani [7(x),u Ao (y)]7 (U)d(y) = 0, Vx,y,te U dir. 7(U), R nin
sifirdan farkli bir ideali ve R asal oldugundan
[7(x), 1 Ao (y)] =0, Vxe Uveyad(y) =0 (5.24)

bulunur.

[t(x), 1 Ao (y)] =0, Vxe U ise 7 (U) ideal oldugu icin 7 (x) yerine 7 (X)r,
re R vyazilabilir. O halde 0 = [t(X)r, g A 'o(y)] = TX[Luil'oc(y)] +
[7(x), 1 Ao (y)]r dir. (5.24) énermesi 7 (x)[r,u# Ao (y)] = 0,V xe UreR veya
d(y) = 0 seklinde yazilabilir. 7 (U), sifirdan farkli bir ideal ve R asal oldugundan
VreR,ye Uigin [r, 4 Ao (y)] =0, veya d(y) = 0 bulunur. x#,A ve o otomorfizm
oldugundan, [r,y] =0, Vre R veya d(y) =0, yani V ye U i¢in,

ye Z veyad(y) =0 (5.25)

olur.

Simdi A = {ye U lyeZ} ve B ={ye U ld(y) = 0} kiimelerini alirsak Brauer’s
Trick den U = A veya U = B elde edilir.

U = B ise d(U) = (0) dir.O halde Vxe U,reR icin 0 = d(xr) = d(x)o (1) +
7 (x)d(r) = 7 (x)d(r) bulunur. Yani 7 (U)d(R) = (0) dir. 7 (U) sifirdan farkli ideal ve
R asal halka oldugundan d(R) = (0), yani d = O dir. Bu ise bir celigkidir. U = B
olamaz. Dolayisiyla U = A olmalidir. U = A olmas1 demek, U cZ demektir. Buna
gore, [U,R] = (0) olur. Vr,se R, ue U i¢in 0 = [ur,s] = u[r,s] + [u,s]r = u[r,s] = 0,
Vr1,seR, ue U, yani UR,R] = (0) olur. R asal halka ve U sifirdan farkli ideal
oldugundan [R,R] = (0) bulunur. Bu ise R halkasinin komiitatif olmas1 demektir.

Teorem 5.2.13 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, d:R — R, sifirdan farkli bir

(o,7)-tirev ve do = 0d, dz = 7d olsun. a€ R olmak iizere [a,d(U)], , = (0) ise
ae C, , olur.
ispat : Hipotezden, V xe U ig¢in [a,d(x)] ;. 4= 0 dir. Bu esitlikte x yerine xy,

ye U alinip yine hipotez kullanilirsa,

1 d(x) [a,0(y)] au T [a,7 (X)] A Ad(y)=0,Vx,ye U (5.26)
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bulunur. (5.26) esitliginde y yerine yr, re R almirsa, 0 = ud(x)[a,o (yn)l,, +
[a,7(0],, Adyr) = pdus Wiaocml,, + 4dXacl,,oc® +
[a,7(®)],, Ady)Ao@® + [a,7(X)],,A7(y)Adr), VreRxyeU yani
udxyuo (Wla,ocml,, + (udxla,ocyl,, + [A7X],, Ady)io® +
[a,7(X)],,A7(y)Adr) = 0, VreR, x,yeU elde edilir. (5.26) dan
udx) uo (y)la,o ], , +[a,7x)],, 47(y)Adr) =0, Vre Rx,ye U olur. Simdi
bu esitlikte r yerine o' d(v), ve U almip hipotez kullanilirsa,

l[a,7(x)],, A7(y)Ado™'d(v) =0, Vx,y,ve U (5.27)
olur. Buradan [a,7(U)],, 4 7 (U) Ado'd(U) = (0) yazlabilir. A7 (U), R nin
sifirdan farkli bir idealidir. R asal ve A 7 (U) sifirdan farkli bir ideal oldugundan

[a,7 (U)],, =(0) veya Ado™'d(U) = (0) (5.28)
dir. A nin otomorfizm oldugu diisiiniiliirse, [a, 7 (U)] 1x = (0) veya do'd(U) = (0)
yazilabilir. d6 = od oldugundan o 'do = d dir. Bir iist satirdaki 6nerme
[a,7(U)],, = (0) veya o'do o'dU) = (0), yani [a,7(U)], , = (0) veya
o~'d*(U) = (0) seklini alir. o mn otomorfizm oldugu kullanihirsa, [a,7 (U)] , , = (0)
veya d*(U) = (0) elde edilir. Lemma 5.2.11 den [a,7 (U)] 2x = (0) veya d=20

bulunur. d# 0 oldugundan [a,7 (U)] ; , = (0) dur.

VreR, xeU icin 0 = [a,7 (x1)] e =T T],, = purXla,z@)],, +
[a,7 (X)],, AT (r) dir. [a,7 (U)] , . =(0) oldugundan

ur (U)la, 7 (R)],, =(0) (5.29)
bulunur. #7 (U), R halkasimin sifirdan farkli bir ideali, R asal ve 7 otomorfizm
oldugundan [a,R] , , = (0) dir. Oyleyse ac C , , diir.

Sonug¢ 5.2.14 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, d:R —R sifirdan farkli bir

(o,7)-tirev ve do = od, dz = 7d olsun. Buna gore, [U,d(U)], , = (0) ise R

halkasi komiitatiftir.
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Ispat : [U,d(U)] an = (0 ise Teorem 5.2.13 den UcC 2, dirn O halde
[UR] ap = (0), yani Vr,xeR,veU icin 0 = [vr,x] ap = v[r,A(x)] + [v.,Xx] aul =

v[r, A (x)] olur. Buradan U[R, A (R)] = (0) yazilabilir. U nun sifirdan farkli bir ideal
ve A nin bir otomorfizm oldugu diisiiniiliirse, R halkas1 komiitatif bulunur.

Sonu¢ 5.2.15 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, 0#d,:R—R, bir
(o,7)-tirev, 0d, :R—>R, bir (&, f)-tirevved, = a¢d,,d, f = fd, olsun.
Buna gore, [d,(U).d, (U)], . =(0) ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : [d,(U).d, (U)] an = (0) ise Teorem 5.2.13 den d,U)cC,, olur.

Burada Lemma 5.2.12 kullanilirsa, R halkasi komiitatif bulunur.

Teorem 5.2.16 : U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali, d ,:R—R bir
(o,7)-tirev, d, :-R—R bir (a, B )-tirevved, ¢ = ¢d,,d, f = fd, olsun. Buna
gore,d,d, (U)=(0)ised, =0 veyad, =0 dur.

Ispat : Hipotezden Vx,yeU i¢gin 0 = d,d,(xy) =
d,(d,x)ay)+ Fx)d,(y)=d,d,x)oa(y) + 7d,x)d, a(y) +d, Fx)od,(y)
+ 73 (x)d,d, (y) dir. Burada yine hipotez kullanilirsa ilk ve sonuncu terim sifira esit
olacagindan

td,x)d, a(y)+d, f(x)od,(y)=0, Vx,ye U (5.30)
elde edilir. (5.30) da x yerine rx, re R alimip yine (5.30) kullanilirsa,

td,nrtaxd, a(y)+d, f(noB(x)od,(y) =0, Vre Rx,ye U (5.31)

elde edilir. Bu esitlikte r  yerine p'd,(v), veU  alimrsa,
0 = rd,fld,Wramdaly + dB(F'd,WB®od,y) =
td, f'd,(Wrtaxd, a(y) + d,d,V)of(x)od,(y), VreRx,yeU bulunur.
Hipotezden ikinci terim sifira esittir. O halde 7d, ,B_ldz(v)f oax)d,a(y) =0,
vVxyveU, yani 7d, ,B‘ld2 U)z o (U)d, & (U) = (0) olur. 7 & (U), R halkasinin

sifirdan  farkli ideali ve aym zamanda R asal halkadir. Dolayisiyla

7d, ,B_ld2 (U)=(0) veyad, o (U) = (0) elde edilir.
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d,aU) = (0 ise «a(@U), sifirdan farklh ideal oldugundan

(Aydimn ve Kaya, 1992) Lemma 1 den d, = 0 bulunur.

td, f7'd,(U) = (0) ise 7 otomorfizm oldugu igin d, £~'d, (U) = (0) dir.
d, B = Bd, idi. Buradan ' d, =d, ' yazilabilir. O zaman bir iist satirdaki son
esitlik S7'd>(U) = (0) sekline doniigiir. Yine S otomorfizm oldugundan
dg(U) = (0) bulunur. Bu ise Lemma 5.2.11 den d, = O demektir. Sonu¢ olarak
d, =0veyad, =0 elde edilir.

Teorem 5.2.17 : d:R—R sifirdan farkli bir (o,7)-tiirev ve ae€ R olsun.
[d(R).a], , = (0)ise ac Z veya {d7”'f(a) =0 vedo ™ & (a)=0} dr.

ispat : VxeR icin h(x) = [x,a], , ile tanimli h:R—R doniisimiini alalim.
Yine V xe R i¢in d,(x) = [x,a (a)] ve d, (x) = [x, B (a)] olmak iizere V x,ye R i¢in,
h(xy) = [xy.a] .. 5= x[y.a] . st [x, B (a)]ly = xh(y) + d, (x)y ve ayn1 zamanda h(xy) =
[xy,al, ; =xly,@ (a)] + [x.a] , 5y =xd,(y) + h(x)y oldugundan,

h(xy) =hx)y + xd, (y) =d, (x)y + xh(y), Vx,ye R (5.32)

elde edilir.

Hipotezden hd(R) = (0) dir. O halde Vx,yeR icin, 0 = hd(xy) =
h(d(x)o (y) + 7 (x)d(y)) = h(d(x) o (y)) + h(7 (x)d(y)) = hd(x) o (y) + dx)d, o (y) +
d, 7 (x)d(y) + 7 (x)hd(y) olur. Burada hd(R) = (0) esitligi kullanilirsa, d(x)d, o (y) +
d, 7(x)d(y) =0, Vx,ye R bulunur. Simdi d, ve d, tammlar1 kullanilirsa,

dx)lo (y),a @] +[7(x), f(a)ld(y) =0, Vx,ye R (5.33)
elde edilir. (5.33) de x yerine 7' (a) alinirsa, d77' S8 (a)[ o (y),x (a)] = 0, VyeR
bulunur. Son esitlikte y yerine yz, ze€ R alinirsa ve ¢ nin otomorfizm diisiiniiliir ve

bir 6nceki esitlik kullanilirsa d 7' (a)R[R, & (a)] = (0) elde edilir. R nin asalligindan

dz”'B(a) =0 veya [R, & (a)] = (0) bulunur. Buise d7~' B (a) = 0 veya ac Z demektir.
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Ote yandan, (5.33) de y yerine o' (a) alinirsa, [7 (x), B(a)ldo '@ (a) = 0,
V x,ye R olur. Bu esitlikte x yerine rx, re R alimirsa, 0 = [7 (rx), B (a)ldo '« (a) =
T(M[7(x),B@Ido"'a(a) + [7 (1), B(@)]7 (x)do '@ (a) bulunur. Burada ilk terim
sifirdir. O halde [7(),B@]t(x)}do'a(@ = 0, VxreR den
[7(R),B(@)]7(R)do '@ (a) = (0), yani [R,S(a)]Rdo '@ (a) = (0) olur. R asal
oldugundan [R, B (a)] = (0) veya do'@ (a) = 0 elde edilir. Oyleyse A (a)e Z veya

do '« (a) = 0 dir. Buradan a€ Z veya d o' (a) = 0 bulunur.

Sonug olarak ae Z veya {d7'S(a)=0vedo ' a(a) =0} dur.

Sonug¢ 5.2.18 : U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve d:R —R sifirdan
farkli bir (o,7)-tiirev olsun . Buna gore, do = od ,dz = 7d ve [d(R),U] . 5 = 0)
ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : [d(R),U] ap = (0) ise Teorem 5.2.17 den Vue U icin ueZ veya
{do'a(v) =0 ve dz" B(t) = 0, Vv,te U } bulunur. o' @ (U) ve 7' B(U)
sifirdan farkli ideal olduklart i¢in do!'aU)vedr™ B (U) sifirdan farklidir. O halde

Vue U i¢gin ue Z, yani U c Z dir. R komiitatif halka olur.

5.3. Modiil Degerli (o, 7 )-Tiirevler

Bu boliim boyunca R bir halka, X, bir R-bimodiil ve U, R halkasinin sifirdan
farkl ideali olarak alinacaktir. Asagidaki ozellikleri diisiinelim.

xe X, ae RicinxRa=(0) = x=0veyaa=0 (G1)

ae R, xe XicinaRx =(0) = a=0veyax =0 (G2)

Lemma 5.3.1 : R bir halka, X, sifirdan farkli bir R-bimodiil olsun. Buna gore,

(i) (G1) (veya (G2)) varsa R asal halkadir.

(i) (G1) (veya (G2)) varsa ve X, 2 torsion free R-bimodiil ise R de 2 torsion
free halkadir.

Lemma 5.3.2 : R bir halka, ae R, X, sifirdan farkli bir R-bimodiil ve U, R nin
sifirdan farkli bir ideali olsun. (G1l) (veya (G2)) saglamyorsa ve xUa = (0)
(aUx =(0)), Vxe Xise x =0 veya a =0 dir.
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Ispat : ¥V xe X icin xUa = (0) olsun. Oyleyse xRUa = (0) dir. (G1) saglandig
icin X = 0 veya Ua = (0) olur. Buradan x = 0, V xe X veya URa = (0) yazilabilir.
Lemma 5.3.1 den R asal halka olacagindan x = 0, Vxe X veya U = (0) veyaa =0
bulunur. X # (0) ve U# (0) oldugundan a = 0 dur.

Lemma 5.3.3 : R bir halka, U, R nin sifirdan farkli bir ideali, X, sifirdan farkli,
bir 2 torsion free R-bimodiil olsun ve (G1) saglansin. Buna gore,

(i) [X,U]<C(X) ise R halkas1 komiitatiftir.

(i) [X,U],, cC, . (X)ise R halkasi komiitatiftir.

ispat : (i) Hipotezden V xe X, u,ve U i¢in 0 = [[x,u],v] = [x,[u,v]] + [u,[v,x]]
= [x,[u,v]] + [[x,v],u] dir. Yine hipotez kullanilirsa,

[X,[u,v]] =0, Vxe X, uveU (5.34)
olur. x yerine xr, re R alinip (5.34) kullanilirsa, x[r,[u,v]] = 0, V xe X, u,ve U, re R
bulunur. Bu kez x yerine xr , r € R alinirsa, xr [r,[u,v]] = 0, Vxe X, uyveU,
r,r €R, yani

XR[R,[U,U]] = (0) (5.35)
elde edilir. (G1) saglandig1 icin X = (0) veya [R,[U,U]] = (0) dir. X+# (0) oldugundan
[U,U]cZ bulunur. Sirasiyla (Kandamar ve Kaya, 1992) Lemma 1.4 ve
(Herstein, 1976) Lemma 1.1.6 dan R halkas1 komiitatif olur.

(ii) Hipotezden Vxe X, u,veU i¢in 0 = [[x,u] __,v]

o.T = [X’[u’v]]a,r +

o,7°

[[x,v],,,ul,, dir. Yine hipotezden ikinci terim sifirdir. Dolayisiyla,
[x,[uVv]l,, =0, VxeX,uyveU (5.36)

olur. x yerine xr, re R alinirsa, (5.36) dan x[r,o [u,v]] = 0, Vxe X, u,ve U, re R
bulunur. r yerine rs, s€ R alinirsa, 0 = x[rs, o [u,v]] = xr[s,o [u,v]] + x[r,0 [u,v]]s =
xr[s,o [u,v]], Vxe X, u,ve U, re R, yani

XR[R, o [U,U]] = (0) (5.37)
elde edilir. (G1) den X = (0) veya [R,0[U,U]] = (0) dir. X#(0) oldugundan
[R,o[U,U]] = (0) olur. Yani o[UU]cZ dir. o nmn otomorfizm oldugu
diistiniiliirse, [U,U] cZ bulunur. Sirasiyla (Kandamar ve Kaya, 1992) Lemma 1.4 ve
(Herstein, 1976) Lemma 1.1.6 dan R halkas1 komiitatif olur.

Lemma 5.3.4 : R bir halka, U, R nin sifirdan farkli bir ideali, X, sifirdan farkli

bir R-bimodiil ve d:R — X, bir (0,7 )-tiirev olsun. (G1) saglansin. Buna gore,
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(i dU)=(0)ised =0 dir.

(ii) aeRicind(U)a=(0)ise a=0veyad=0 dir.

Ispat : (i) Yue U, re R icin 0 = d(ru) = d(r) o (u) + 7 (r)d(u) dir. Hipotezden

dir)o(u) =0, Yue U,reR (5.38)
olur. r yerine ro' (s), se R alinirsa,

d(R)Ro (U) = (0) (5.39)
bulunur. (G1) den d(R) = (0) veya o (U) = (0), yani d(R) = (0) veya U = (0) dir. O
halde d = O olur.

(ii) Yue U, re R i¢in 0 = d(ru)a = d(r) o (u)a + 7 (r)d(u)a dir. Hipotezden,

dr)o(wa=0, Vue U, reR (5.40)
olur. Yani d(R)o (U)a = (0) dir. o (U), R nin sifirdan farkli bir idealidir. Lemma
5.3.2 den d(R) = (0) veya a = 0 bulunur. O halde d =0 veya a =0 dur.

Lemma 5.3.5 : R komiitatif olmayan bir halka, X, sifirdan farkli bir 2 torsion

free R-bimodiill ve U, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. d,:R—X, bir
(o,7)-tirev, d,:R—=R, bir tirev ve d, (U)cU, d,d, (U) = (0) ise ve (G1) varsa
d, =0veyad, =0dir.

Ispat: Yu,ve Uicin 0 = d,d,v)=d,(d,wv+ud,(v)=d,d,wo )+
7d,(ud,(v)+d,(u)yod, (v)+ 7 (u)d,d, (v) dir. Hipotezden,

7d,(wd,(v)+d,(wod,(v)=0, VuveU (5.41)
elde edilir. v yerine d, (v) alinip hipotez kullanilirsa,

d,(U)yod; U)=(0) (5.42)

bulunur. Lemma 5.3.4 (ii) dend, =0 veya o d; (U) = (0) elde edilir.

0d;(U) = (0) ise o otomorfizm oldugundan d>(U) = (0) dir.
(Bergen ve dig., 1981) Teorem 1 den U cZ elde edilir.

d>(U)=(0)ise 0 =d2(uv)=d,(d, Vv +ud, (V) =d; v +d,wd, (v) +
d,(d,(v) + udi (v) = 2d,(u)d, (v), YuyveU dir. X, 2-torsion free oldugundan

d,(uwd,(v) = 0, VuveU elde edilir. Buradan, d,(U)cUcZ oldugundan
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d, (wWRd, (v) = (0), Yu,ve U yazilabilir. R nin asalligindan d, (U) = (0) bulunur.
Oyleyse Vre R,ue U igin 0 = d,(r)=d,r +ud, (r)=ud, (r), Vre RueU dir.
R asal oldugundan d, =0 elde edilir. O halded, =0 veyad, =0 dir.

Lemma 5.3.6 : R komiitatif olmayan bir halka, X, sifirdan farkli, 2 torsion free
R-bimodiil ve U, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. (G1) saglaniyorsa ve d:R =X,
bir (o, 7 )-tiirev olmak iizere a€ R i¢in [d(U),a] , , = (0) ise ae Z veya d = 0 olur.

Ispat : Vu,yveU icin 0 = [d(uv),a] v = [dwyo(v) + T(dv),al,, =
dwlo(v),o(@)] + [dw.a],, o) + T@[d(v).a],, + [7(w),7(@]d(v) dir.
Hipotezden ikinci ve ii¢iincii terim sifir oldugundan,

d(w)o[v,a] + 7 [u,ald(v) =0, Vu,ve U (5.43)
olur. u yerine au alinirsa, (5.43) den,

d(a)o (U)o [U,a] = (0) (5.44)
elde edilir. Lemma 5.3.2 den d(a) = 0 veya o[U,a] = (0), yani d(a) = 0 veya
[U,a] = (0) bulunur.

[U,a] = (0) ise (Herstein , 1976) Lemma 1.1.6 dan a€ Z olur.

d(a) = 0 ise Yue U icin, d([u,a]) = d(ua) — d(au) = d(u)o (a) + 7 (u)d(a) —
d(a)o (u) — 7 (a)d(u) = [d(w),a] ,, —[d(a),u], , dir. d(a) = 0 oldugundan ikinci terim,
hipotezden ise birinci terim sifirdir. Dolayisiyla,

d([u,a]) =0, Vue U (5.45)
elde edilir. (5.43) esitliginde v yerine vw, we U alip yine (5.43) kullanilirsa,

dw) o (v)o[w,a] + 7[u,a]7 (v)d(w)=0, Yu,v,we U (5.46)
olur. Bu son esitlikte w yerine [w,a] alimirsa, 0 = d(u)o(v)o[[w,a].a] +
7 [u,a] 7 (v)d([w,a]) =d(u) o (v) o [[w,a],a], V u,v,we U, yani,

d(U)o (U)o [[U,a],a] = (0) (5.47)
elde edilir. Lemma 5.3.2 den d(U) = (0) veya [[U,a],a] = (0) bulunur.

d(U) = (0) ise Lemma 5.3.4 den d = O dur.
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[[U,a].a] = (0) ise a ile belirlenen i¢ tiirev I, olmak iizere Ij(U) = (0) dir.
(Bergen ve dig., 1981) Teorem 4 den U cZ olur. Lemma 5.3.5 deki ispat yontemiyle

[, =0 bulunur. Bu ise ac Z demektir. Oyleyse d =0 veya ae Z dir.
Not 5.3.7 : R bir halka ve X, sifirdan farkli bir R-bimodiil olsun. Buna gore,
(i) aeR,beC_ (X),abeC_ (X) ve (G2)saglaniyorsa ac Z veya b =0 dur.
(ii) aeC_, (X),abeC_ (X)ve (Gl)saglanyorsaa =0 veya be Z dir.
Ispat : (i) b,abe C,.(X)ise VreR igin 0 = abo (r) — 7(r)ab = az (n)b —

7 (r)ab, yani

[a,7(r)]b=0, VreR (5.48)
dir. r yerine rs, se R almirsa, 0 = [a,7(rs)]b = 7(r)[a,7(s)]b + [a,7 (r)] 7 (s)b,
Vr,se R olur. (5.48) kullanilirsa, [a,7 (R)]7z (R)b = (0) bulunur. 7 otomorfizm
oldugundan [a,R]Rb = (0) dir. (G2) saglandig1 icin [a,R] = (0) veya b = 0 elde edilir.
O halde ae Z veya b = 0 dir.

(ii) Benzer sekilde (ii) durumu da gosterilir.

Teorem 5.3.8 : R komiitatif olmayan bir halka, X, sifirdan farkli, bir 2 torsion
free R-bimodiil ve U, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. (G1) ve (G2) kosullar1
saglansin. [d(U),a],, < C, (X) olacak bi¢imde ae U ve d:R—X bir (o,7)-tiirev

ise ac Z veyad =0 dir.
Ispat : [d(a?),a] o =d@[o(a),0 ()] + [d(a),a] ., o (a) + 7(a)[d(a),a],, +
[7(a),7 (a)]d(a) = [d(a).a] , , 0 (a) + 7 (a)[d(a),a] ,, dir. Hipotezden [d(a),a] ,, 0 (a)

+ 7(a)[d(a),a] ,, € C (X) olur.

Ote  yandan, [d(a),a] 0: €C,.(X) oldugundan [d(a),a],, o(a) =
7 (a)[d(a),a] ,, dir. Bir list paragraftaki son ifadeden 27 (a)[d(a),a] , . € C . (X) elde
edilir. Oyleyse 7 (a)[d(a),a] or €C, (X) dir. Not 5.3.7 (i) den 7(a)eZ veya

[d(a),a] ., =0 bulunur.

7 (a)e Z ise T otomorfizm oldugundan ae Z dir.
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[d(a),a] ,, = O ise hipotezden [d[a,ul,a] ,, = [d(au),a],, - [d(ua)a],, =
[d@o(u) - 7(wd(@),a]l,, - [dwo(a) - 7z(ad(u).a],, = [[d@).u],,.al,, -
[[d(u),a],,.a]l, ., Vue U elde edilir. Yine hipotez diistiniiliirse,

[[d(a),u],,.a],, €C, (X),VueU (5.49)

olur. u yerine au alinirsa, [[d(a),au] ; ,a] ., = [d(a),au] , . 0 (a) — 7 (a)[d(a),au], ,

o,7T°

T(a)ld@,u],, o(@) - [d@.a],,oco(@ - 7(@7(a)d(@)u]l,,
T(@[d(@),a]l,, o) = c@[d@u],,o(@ - 7(@7(@I[d@),u],,

7 (a)[[d(a),u],,.a] ., Vue U oldugundan,

7 (a)[[d(a),u] ,,.a],, €C . (X), VueU (5.50)
bulunur. Not 5.3.7 (i) den 7 (a)e Z veya [[d(a),u] , ,.a] ., =0, Vue U elde edilir.

[[d(a),u],,.al,, = 0, VuelU ise [[d(a)u], .a]l,, = [d(a),[ua]]l,, +
[[d(a).a], ,,u], ., Vue U esitliginden ikinci terim sifir olacagindan,

[d(a),[a,U]], . = (0) (5.51)
dir. I, :-R—R ve I, (x) = [a,x],V xe U olmak iizere I,, I, (U)cU olacak bi¢cimde

a ile belirli i¢ tirevdir. I, :R—>X, I (r) = [d(a).r] Vre R ise d(a) ile belirli bir

modiil degerli (0,7 )-tiirevdir. Oyleyse (5.51) den I s L. (U) = 0 oldugu agiktir.
Lemma 5.3.5 den I, = 0 veya I, = 0 bulunur. Yani [d(a),r],, =0, VreR veya

[a,x] =0,V xe U olur. Buise d(a)e C, , (X) veya ae Z demektir.

d@eC, (X) ise [d(aw),a],, = [d@o,a]l,, + [7(a)d(u)a],,

d@[o(u),o ()] + [d@)a]l,, oW + 7(ldw,a]l,, + [7(a),7(a)]d(w)

d(a)o [u,a] + 7 (a)[d(u),a] YV ue U dir. O halde

d(a)o [u,a] + 7 (a)[d(w),a] ,, € C_ (X), VueU (5.52)
olur. C  (X) kiimesinin tanimindan, 0 = [d(a) o [u,a].a] ,, + [7 (a)[d(w),a], . .a],,

= d@lolual,oc(@] + [d@)a],,oual + z@[[dWw.a],, .a]l,, +

[7(a),7 (@)][d(u).a] ,,, VueU elde edilir. Son ii¢ terim sifirdir. Oyleyse,
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d(a)o [[u,a],a] 0, VueU bulunur. d(@eC,, (X) olmast nedeniyle

d(a)o (R) o [[u,a],a] = (0), V ue U yazilabilir. o otomorfizm oldugundan,

d(a)R o [[u,a],a] =(0), Yue U (5.53)
dir. (G1) saglandigindan d(a) = 0 veya o [[u,a],a] = 0, Yue U elde edilir. Yani
d(a) = 0 veya [[u,a],a] = 0, Yue U dir. Jacobi 6zdesligi kullanilirsa d(a) = 0 veya

[a,[a,u] =0, Y ue U bulunur.

[a,[a,u] =0, Yue Uise I, aile belirlenen ig¢ tiirev olmak iizere, I: U) = (0)
olur. (Bergen ve dig., 1981) Teorem 4 den ac Z bulunur.

d(a) = 0 ise (5.52) esitliginden,

T (a)[d(u),a],, € C, (X), VueU (5.54)
olur. Not 5.3.7 (i) kullanilirsa 7 (a)e Z veya [d(u),a] ,, =0, Vue U elde edilir. Yani

ae Z veya [d(U),a] ;. = (0) dir.

[d(U),a] ,, =(0) ise Lemma 5.3.6 dan ae Z veya d = 0 olur.

Sonug olarak ae Z veya d = 0 bulunur.

Sonug¢ 5.3.9 : d:R — X, sifirdan farkli bir (0,7 )-tiirev ve X, sifirdan farkli bir
2 torsion free R-bimodiil olsun. (G1) saglansin. Buna gore, [d(U),U] . = (0) ise R

halkasi komiitatiftir.

ispat : [d(U),U] o = (0) ise Lemma 5.3.6 dan UcZ veya d = 0 olur. d#0

oldugundan U cZ, yani R halkas1 komiitatiftir.
Sonu¢ 5.3.10 : d:R —> X, sifirdan farkhi bir (0,7 )-tiirev, X, sifirdan farkli bir

2 torsion free R-bimodiil olsun. (Gl) ve (G2) saglansin. Buna gore,

[d(U),U],, cC, . (X) ise R halkas1 komiitatiftir.
Ispat : [d(U),U],, cC,,(X) ise Teorem 5.3.8 den UcZ veya d = 0 dir.

(Herstein, 1976) Lemma 1.1.6 dan R komiitatif bulunur.
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5.4. Asal Halkalarda Genellestirilmis (&, 5 )-Tiirevler

Bu boliimde, R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkh bir ideali ve «,v,7:R—R
endomorfizm, £, 4 :R — R otomorfizm olarak alinacaktir.

Teorem 5.4.1 : R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. R

halkasinda her x,ye I i¢in g([ ¢ (x),y]) = [V (X),y] . olacak bi¢cimde sifirdan farkli

bir J, (a, ) -tireviyle yapilan bir g genellestirilmis («, B) -tiirevi varsa R halkasi
komiitatiftir.
Ispat: g([ 4 (x).y]) = [V (x).y] .. Vx,yel (5.55)

olsun. (5.55) de y yerine zy, ze I alimip g nin genellestirilmis (¢, f) -tiirev oldugu

kullanilirsa,
gz)a ([ ),y + B@)o(u&),yD) + Bux).z)o(y) = 7@V X).yl,..
Vv x,y,ze | (5.56)

elde edilir. (5.56) da y yerine y # (x) alinirsa,

g@)a([uX).yDa(u(x) + B (2)6 ([ u(x),yD e (1 (x)) +
B (@) B[ 1 x).yD)d (1(x) + BLux)z]) 6 (y) (U (x)) +
Bux)zD) B(y) 6 (p(x) =7 @[V X)yl,, & (LX), VXyzel (5.57)
bulunur. (5.56) y1 sagdan a(u(x)) ile carpip (5.57) ile Kkarsilastirirsak,
B@LIprXyD(nx) + LUuXzhpo(ux) = 0, Vxyzel
esitliginden, { 5 (z) B[4 x).yD) + BLu(x).z]) B(Y)} 6 (4 (x) =0, Vxyzelelde

edilir. B nin otomorfizm oldugu diistiniiliirse,
(z[ 1 (x),y] + [ (x),z]y) 87 6 (1 (x)) = 0, V x,y,ze I olur. Son esitlikte z yerine wz,
weR alinirsa, w(z[ u (x).y] + [u(x).zly) B 6 (p(x)) +
[ 1 (x),wlzy B~ 6 (1 (x)) =0, Vx,y,ze I,we R bulunur. Oyleyse,

[u(x)wlzy B 0 (1 (x)) =0, VX,y,ze Lwe R (5.58)
dir. Bu esitlikte z yerine zf' d(u(x)) ve y yerine y[u(x),w]z alinirsa,
[ x)wlz 76 (u )yl u (x).wlz B 8 (p(x))
halkas1 asal oldugundan [ (x),w]z 87 & (1 (x))

0, Vx,yzelweR olur. R

0, Vx,ze Lwe R dir. Buradan
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yine R nin asalligindan [ (x),w] = 0, VweR veya B'd(u(x)) = 0 dan
[ (x),w]=0, VweR veya o (u(x))=0 bulunur.

A={xell[ux)w]=0, VweR} ve B ={xell o(u(x)) = 0}kiimelerini

alalim. Brauer’s Trick den, I = A veya I = B olmalidir.

I=Bise Vxelicin o(u(x)) =0 dir. Vxel, yeR i¢in 0 = (u(xy)) =
S uy) = s(uxNa(uly) + B(ux)s(uy) = (U)o (1),
Vxel, yeR, yani (Bou)x)d(u(y)) = 0, Vxel, yeR bulunur. Buradan
x(Bou)™ 8§ (u(y) =0, Vxel, ye R dir. Son esitlikte x yerine xr, re R almip R nin
asal oldugu kullamlirsa, x = 0, Vxel veya (Bou)™ 5 (u(y)) = 0, VyeR elde

edilir. I # (0) oldugundan VyeR i¢in (Bou )™ (1 (y)) = 0 dir. O halde VyeR
icin d (4 (y)) =0 olur. Yani 6 =0, ¢eliskidir. I = B olamaz. O halde I = A dur.

I =Aise Vxel, weR i¢in [ (x),w] = 0 dir. Yani gy (I)cZ dir. u(I), R
halkasinin sifirdan farkli bir idealidir. Lemma 2.13 den R halkasi komiitatif bulunur.

Sonug 5.4.2 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna
gore, R halkasinda, V x,ye Licin g([x,y]) = [x,y] olacak bi¢cimde sifirdan farkli bir &
tiireviyle yapilan bir g genellestirilmis tiirevi varsa R halkasi komiitatiftir.

Ispat : Bir onceki teoremde 1 birim doniisiim olmak iizere & = f = u = v =
7 =1 alinirsa, J (xy) = d (X)y + x 0 (y) olacagindan O bir tiirev ve g(xy) = g(x)y +
x d (y) olacagindan g de bir genellestirilmis tiirev olur.

Sonu¢ 5.4.3 : R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna
gore, Vx,yel igin g(xy) = g(yx) olacak bicimde sifirdan farkli bir o,
(a, p) -tiireviyle yapilan bir g genellestirilmis (e, fB)-tiirevi varsa R halkasi
komiitatiftir.

Ispat : Teorem de 1 birim doniisiim ve 0 da 0 doniisiimii olmak iizere u# =1 ve

v =0 alinirsa R halkasi komiitatif bulunur.
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Asagidaki ornek asal halka yerine yari asal halka alindiginda R halkasinin
komiitatif olmayabilecegini gdstermektedir.

Ornek 5.4.4 : R, komiitatif olmayan bir asal halka ve R, bir komiitatif asal
halka olsun. Vr,,r, e Ri¢in a(r,,r, )a = (0,0) ise (ar,a,ar, a) = (0,0), Vr, r, e R dimr.
O halde ar,a=0, Vr,e R, ve ar,a=0, Vr,e R, olur. R, ve R, asal halka

olduguigin a=0dir. R=R, @ R, halkas1 bir yar1 asal halkadur.

@, ve B,, a,# B, olmak iizere R, halkasmm endomorfizmleri olsunlar.
Vxye R, i¢in, (@, - B)x+y)=a,(x+y) - f,(x+y)=,(x) + o, (y) - B, ()
- By =(a, - B)X) + (&, = B)y) ve (@, — B,)Xy) = &, (xy) = B,(xy) =
a,x)a,(y) - £ LY - LRy + LX) = (a, - L)Xy +
B, x)@, - p,)(y) oldugundan a@,—p,#0, R, halkasi iizerinde bir

(a,, B, )-tirevdir.

V(x,,x,)eR i¢in a(x,,x,) = (0,a,(x,)) ve B(x,x,) = (0,B,(x,)) ile
tanimlanan & ve S, R halkasinin endomorfizmleri olmak iizere, V (x,.,x, )€ R i¢gin
0(x,x,) = (0(a, — B,)(x,)) ile tanimlanan ¢ :R—R doniigimii R halkasi

tizerinde bir (& , B )-tiirevdir.

o(x,x,) = (0,a,(x,)) ile tammlanan @ doniisimiiniin endomorfizm
oldugunu gosterelim: V (x,,x, )e R igin,
a((x;X,) + (y.y.) = a(xX; +y,.Xx, +¥,) = 0,0k, +y,)) =0,0,k,)) +
0,0,(y,)) = a(x.x,) + a(y.y,) ve a((X; . x,)(y;,y,) = &(X,y,;.X,y,) =
O0,a,x,y,) = 0,a,x,)0,0,(,)) = ax,x,)a(y,,y,) oldugundan «
doniigiimii bir endomorfizmdir. Benzer sekilde £ doniisiimiiniin de endomorfizm

oldugu goriiliir.
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Simdi §:R—R doniisiimiiniin sifirdan farkli bir (a, B)-tiirev oldugunu
gosterelim: V x,ye Ricin x = (x,.x,) ve y = (y,.y, ) olsun.
O((x;x,) + (y,y,) = 6(x; + y,.x, +y,) = O(a,-B)x, +y,) =
0,0,(x, +y,) = B, (x, +y,)) =0,(,~5,)x,)) + (0, ~5,)(y,)) = 6 (X,.X,)
+ 0(y.y,) ve O(X.Xx,)(y,5Y,)) = 0(X,¥,.X,¥,) = (0(a,-f,)(x,y,)) =
0,0,(x,))0,0,(y,) - (0,8,x,))0,5(y,) - 05x,N0,a(y,) +
0, B, x, )0, 2, (y,)) = (0,(a, = ,)(x,))0,,(y,)) + (0, B, (x,))0,(, = ,)(y,))
= 0(x,.x,)a(y,y,) + B(Xx,.x,)5(y,.y,) oldugundan &:R—R doniisiimii bir

(a, p) -tiirevdir. Bu doniisiimiin sifirdan farkli oldugunu gosterelim:

0 =0 olsayd1 V (x,,x,)eR i¢in, d (x,,x,) = (0,(a, — B,)(x,) oldugu icin
(a, — B,)(x,)=0olur ki buda &, (x,) = S, (x,) demektir. Bu ifade ise &, # £,

olmasiyla celisir. O halde ¢ # 0 dur.

Simdi ae R, olmak lizere y(x,,x,) = (0,ae,( x,)) ile y:R—R doniisiimiinii
tammmlayalim. g = @ — f + ¥y ise VXx,ye R i¢in g(xy) = g(yx) olacak bigimde,

sifirdan farkli o, (e, fB) -tiireviyle yapilan genellestirilmis bir (e, f) -tiirevdir.

g=a - B + ynin d, (&, p) -tiireviyle yapilan genellestirilmis (e, ) tiirev
oldugunu gosterelim: V x,ye Ri¢in x =(x,,x,) ve y =(y,,y,) olsun. Buna gore,
gx +y) = g((x;.x,) + (y.y,) = (@ = f + P&, +y.x, +Y,) =
0,0,(x, +y,) = (0,5,(x, +y,) +Vaa,(x, +y,)) = @ (x,,x,) - B(x,x,)+
Y X)) + a(yny,) = YY) + vy, = (@ = B+ ) x,) +

(a - B+ y)y,.y,)=gx,.x,)+gly,.y,) elde edilir.

Ote yandan, g(xy) = g((x,.x,)(¥,.y,) = (@ — B + Xy, X,¥,) =
(O’ az (X 2 ))(O’ az (Y 2 )) - (O’ ﬁz (X 2 ))(0’ ﬁz (Y 2 ))+ (O’aaz (X 2 ) az (Y 2 )) -
0,5, x,))0,a,(y,)) + 0,5 x,)N0,a,(,) = {0,a,x,) - 0,5 x,))

—+
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Oaa,x,N}0,a,(y,) + O, N0,0y,) - (OLF,) =
(@ = B + X x)ayy,) + B x,)0(y,.y,) = gxa(y) + Fx)(y)

bulunur.

Yine Vx,ye Riginx =(x,,x,) vey =(y,.y,) olsun.

g(xy) = g((x . x,)(y,,y,) = (@ = B + 7)x,y,.Xx,y,) = 0,0,(x,y,)) -
0,8,x,y,)) +0aa,(x,y,)=0,2,(y,x,)) = 0,8, (y,x,) + 0aa,(y,x,))

= (a/ - ﬁ + }/)(yIXI, yzxz):g((yl’Y2)(X1’X2)) =g(yX) dir.

Teoremdeki biitiin kosullar saglanir. Fakat (a,b),(c,d)e R i¢in (a,b)(c,d) =
(ac,bd) = (ac,db) # (c,d)(a,b) oldugundan R halkas1 komiitatif degildir.
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BOLUM 6
LIE VE JORDAN iDEALLER UZERINDE GENELLESTIRILMi$
TUREVLER

6.1. Lie idealler Uzerinde Genellestirilmis Tiirevler

Bu boéliimde, R, karakteristigi 2 den farkli bir asal halka, f:R —R, sifirdan
farkl1 bir d tiireviyle yapilan bir genellestirilmis tiirev, U, R nin sifirdan farkli bir Lie
ideali olarak alinacaktir.

Uyarn 6.1.1 : V x,ye R i¢in f[x,y] = f(xy — yx) = f{(x)y + xd(y) — d(y)x — yf(x) =
[f(x),y] + [x,d(y)]

Lemma 6.1.2 : f(U) =0 ise U cZ dir.

ispat : ue U, xe R i¢in, [u,x]e U oldugundan hipotezden, 0 = f[u,x] = [f(u),x]
+ [u,dx)] = [u,d(x)] , Yue U, xeR, yani [U,d(R)] = (0) dir. (Herstein, 1979) dan
U cZ bulunur.

Lemma 6.1.3 : f(U)cZ ise UcZ dir.

ispat : u,we U icin, flu,w]e Z dir. flu,w] = [f(u),w] + [u,d(w)] = [u,d(W)]
oldugundan [u,d(w)]e Z , Vu,we U, yani [U,d(U)] cZ bulunur. (Lee ve Lee, 1983)
Teorem 2 den U cZ olur.

Lemma 6.1.4 : ac R i¢in,

(i af(U)y=(0)isea=0veyaUcZ

(ii) f(U)a=(0)ise a=0veya UcZdir.

Ispat : (i) U, merkezsel olmayan bir Lie ideal olsun. (Bergen ve dig., 1981)
Lemma 1 den R halkasinin [R,M] c U, fakat [R,M] & Z olacak bi¢imde sifirdan farkli
bir M ideali vardir. V xe R, me M i¢in [R,M] c U oldugundan, [xm,m] = [x,m]Jme U
dur. Hipotezden 0 = af([x,m]m) = af([x,m])m + a[x,m]d(m), yani a[x,m]d(m) = O,

V xe R, V me M bulunur.
ue U olmak iizere x yerine f(u)x alinirsa, 0 = a[f(u)x,m]d(m) = af(u)[x,m]d(m)

+ a[f(u),m]xd(m) esitliginden a[f(u),m]xd(m) =0, V xe R, me M, ue U elde edilir. R
halkasinin asalligindan a[f(u),m] = 0 veya d(m) =0,V me M,V ue U bulunur.
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L = {meM | a[f(u)m] =0 ,Vue U} ve K = {meM | dim) = 0} kiimelerini
diisiinelim. M = KU L dir. Brauer Trick’ten M = K veya M = L olmak zorundadir.
M=#0 ve d#0 oldugundan M = L dir. Vme M, Vue U, a[f(u),m] = 0 esitliginden
aMf(U) = 0 yazilabilir. R asal oldugundan a= 0 veya f(U) = (0) dir. Lemma 6.1.2 den
a=0 veya UcZ bulunur.

(i) VxeR, Vme M icin m[x,m]e U ve f’in sag genellestirilmis tiirev oldugu
kullanilarak, benzer yolla sonuca ulasilir.

Lemma 6.1.5 : d(Z)# (0) ve ae R olsun. Buna gore, [a,f(U)] = (0) ise ae Z
veya UcZ dir.

ispat : d(Z)=(0) oldugundan d(a )#0 olacak bi¢cimde bir & € Z vardir ve
d(a)eZ dir. ue U, xe R i¢in [u,a x] = @ [u,x] + [u,a ]x = & [u,x]e U oldugundan
hipotezden, 0 = [a,f( & [u, x])] = [a,d(@)[ux]] + [a, & f([u,x])] = d(&)[a,[u,x]] ise
d(a) = 0 veya [aux]] = 0, VxeR,VueU bulunur. d(a)#0 oldugundan
[a,[u,x]] =0, VxeR, Yue U olur.

I:R=>R, I (x)=[ax]vel :R—=R, I (x)=/[ux]ig tiirevlerini tanimlayalim.
I[,1,(R) = (0) dir. Teorem 3.1.3 den I, = 0 veya I, = 0 bulunur. Oyleyse [a,x] = 0,
V xe R veya [u,x]=0 V xe R, Vue U, yani ae Z veya U c Z elde edilir.

Lemma 6.1.6: ac R ve [a,f(U)] = (0) ise ae Z veya d(a) =0 veya U cZ dir.

ispat : Hipotezden ue U icin, 0 = [a,flu,a]] = [a,[f(u),a]] + [a,[u,d(a)]] =
[a,[u,d(a)]], yani, [[d(a),U],a] = (0) dir. I, :R—>R, I, (x) = [d(a),x] ve I,:R—>R,
I,(x) = [x,a] i¢ turevleri tammlanirsa I 1, (U) = 0 olur. (Asma ve dig., 2003)

Teorem 4 den , ae Z veya d(a)e Z veya U Z bulunur.

Varsayalim ki d(a)e Z olsun. 0 = [a,f[u,a’]] = [a,[f(w),a’]] + [a,[u,d(a®)]] =
[[afw],a’] + [[a,a’]f(w)] + [a,[u,d(a)a]] + [a,[u,ad(a)]] dir. d(a)e Z oldugundan
2[a,[u,ad(a)]] = O olur. charR # 2 oldugundan [a,[u,ad(a)]] = 0, yani [a,[u,a]]d(a) =0
dir. R halkasinin asalligindan [a,[u,a]] = O veya d(a) = O bulunur. Buradan

[a,[a,u]] = 0 veya d(a) = 0 yazilabilir. I :R—R, I (x) = [a,X] i¢ tiirevi tamimlanirsa,
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[a,I, (u)] =0 veyad(a) =0 elde edilir. Buise I I, (u) =0 veyad(a)=0,Vue U, yani

I? (U) =0 veya d(a) = 0 demektir.

Ij (U) = 0 ise (Bergen ve dig., 1981) Teorem 1 den ae Z veya UcZ olur.
O halde ae Z veya d(a) = 0 veya U Z dir.

Teorem 6.1.7 : £ (U) = (0) ise U cZ dir.

Ispat : Varsayalim ki Uz Z olsun. u,we U icin, 0 = £ ([f(u),w]) = f([f* (u),w]
+ [f(u),d(w)]) = f([f(n),d(W)]) = [f* (u),d(W)] + [f(u),d > (W)] oldugundan,

[f(u),d*(W)] =0 , Vuwe U (6.1)
yani [d* (w),f(U)] = 0 dir. Lemma 6.1.6 dan, d° (w)e Z veya d’(w) = 0 veya UcZ
bulunur. Uz Z oldugundan d* (w)e Z veyad’(w) =0, ¥V we U dur.

A={weUld*(w)eZ} ve B={weUIld’(w) =0} kiimeleri diisiiniiliirse,
U = AuUB dir. Brauer’s Trick’ten U = A veya U = B olmak zorundadir.

U = A ise (Lee ve Lee, 1983) Teorem 1 den U cZ elde edilir ki bu varsayimla
celisir. O halde U = B dir. Buradan d’ (U) = (0) oldugundan (Bergen ve dig., 1981)
Lemma 7 den, d’(R) = (0) bulunur. Vue U ,VreR icin, 0 = f*[u,r] = f(flu,r]) =
f([f(w),r]) + f([u,d®)]) = [f* (),r] + [f(u),d(®)] + [f(w),d(1)] + [u.d* 1)] oldugu igin,

2[f(u),d(r)] + [u,d* ()] =0, Yue U,VreR (6.2)
dir. r yerine rd > (v), ve U alinirsa ve d* (R) = (0) oldugu, (6.1) ve (6.2) kullanilirsa,

d’(®[u,d’(v)]=0, VuveU,VreR (6.3)

olur. I, :R—>R, I 2 (V)(x) = [x,d*(v)] ic¢ tiirevi tanimlansm. (6.3) den

d*(v)

d*(r) Idz(v) U) =), VveU ,VreR elde edilir. (Bergen ve dig., 1981) Lemma 7

den, d* (R) =0 veya d > (U) cZ bulunur.
d?(R) = (0) ise (Lee ve Lee, 1981) Teorem 3 den, R komiitatiftir. UcZ elde

edilir ki bu da varsayimla celisir. d* (U) cZ olmalidir. (Lee ve Lee, 1983) Teoreml
den, U cZ seklindeki ayni celigki elde edilir. O halde varsayim yanhstir, U C Z dir.
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Uyar 6.1.8 : Vue Uicinu’eUise (u+v)> —u’—v? =uv + vu oldugundan
uv + vue U dur. Ayrica U, Lie ideal oldugundan vu — uve U dir, yani 2vue U dur.

Teorem 6.1.9 : VYueU icin u’eU olsun. Buna gore, Vu,veU icin
f(uv) = f(w)f(v) ise UcZ dir.

ispat : Varsayalim ki U@ Z olsun. f, U ilizerinde homomorfizm olarak hareket
ettiginden,

f(uv) = f(u)v + ud(v) = f(Wf(v), Yu,ve U (6.4)
dir. u yerine 2uw, we U alinirsa, f(2uw)v + 2uwd(v) = f(2uw)f(v) oldugundan,
2f(uw)v + 2uwd(v) = 2f(u)f(wv) = 2f(u)(f(w)v + wd(v)) = 2f(w)f(w)v + 2f(u)wd(v),
V u,v,we U elde edilir. Buradan, 2uwd(v) = 2f(u)wd(v), V u,v,we U olur. charR # 2
oldugundan (u — f(u))wd(v) =0, Vu,v,we U dir. Lemma 2.20 den d(U) = (0) veya
u =f(u), Vue U bulunur.

Vue U i¢in u = f(u) ise 2uve U oldugundan 2uv = f(2uv), yani 2uv = 2f(uv)
dir. f, genellestirilmis tiirev ise 2uf(v) = 2d(u)v + 2uf(v), yani d(u)v =0,V ue U olur.
Oyleyse d(U)U = (0) dir. (Bergen ve dig., 1981) Lemma 7 den, U = (0) elde edilir ki
bu celigkidir. O halde d(U) = (0) dir. (Bergen ve dig., 1981) Lemma 5 den UcZ
bulunur. Bu da bir celigkidir. Varsayimimiz yanlistir. U < Z olmalidir.

Teorem 6.1.10: VueU icin u’eU olsun. Buna gore, Vu,veU icin
f(uv) = f(v)f(u) ise U Z dir.

ispat : Varsayalim ki UzZ olsun. f, U ilizerinde anti-homomorfizm olarak
hareket ettiginden,

f(uv) =d(u)v + uf(v) = f(v)f(n), Vu,ve U (6.5)
dir. (6.5) de v yerine 2uv alinirsa, hipotezden 2(d(u)uv — d(u)vf(u)) =0 ve charR # 2
oldugundan d(u)uv — d(u)vf(u) =0, Vu,ve U, yani,

d(wuv =d(u)vf(u), Yu,ve U (6.6)
bulunur. (6.6) da v yerine 2vw, we U alinirsa, charR # 2 oldugu ve (6.6) kullanilirsa,
dw)v[f(u),w] = 0, Vuyv,weU elde edilir. Lemma 2.20 den d(u) = 0 veya
[f(u),w] =0, Vu,we U bulunur.

A ={ueU Il d@u) =0} ve B={ueU/ [f(u,w] =0, VweU]} kiimelerini
diisiinelim. U = AU B dir. Brauer’s Trick’ten U = A veya U = B olmak zorundadir.
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U =Aise d(U) = (0) dir, (Bergen ve dig., 1981) Lemma 5 den U cZ elde edilir
ki bu varsayimla celisir. U = B olmalidir. ¥V u,we U icin [f(u),w] = 0 ise [f(U),U] =0
dir. Lemma 6.1.6’dan d(U) = 0 veya U cZ bulunur. Her iki durum da olamayacagi
icin, varsayim yanhstir, U C Z dir.

Teorem 6.1.11 : YueU icin u’eU olsun. Buna gore, Vu,ve U icin
f(uv) = f(vu) ise U c Zdir.

Ispat : Uz Z olsun. f(uv) = f(vu), Yu,ve U ise f(uv) — f(vu) = 0, Vu,ve U
yani f[u,v] =0, Vu,ve U dir. [u,v] = ce U denilirse f(c) = 0 dir. Hipotezden V we U
icin, f(cw) = f(wc) ise f(c)w + cd(w) = d(w)c + wf(c), yani cd(w) = d(w)c dir.
O halde,

[c,dw)] =0, VweU (6.7)
olur. (6.7) de w yerine 2uc alimirsa, 0 = [c,d(2uc)] = 2[c,d(uc)] esitliginden
0 = [c,d(uc)] = [c,d(u)c + ud(c)] = d(uw)[c,c] + [c,d(u)]c + u[c,d(c)] + [c,u]d(c)
bulunur. (6.7) den [c,uld(c) = 0 , Yue U elde edilir. Bu esitlikte u yerine 2uv
alimarsa, 0 = [c,2uv]d(c) = 2[c,uv]d(c) dir. charR+#2 ise [c,u]vd(c) = 0, Vu,ve U
olur. Lemma 2.20 den [c,u] = 0 veya d(c) =0, Vue U ,yani ce Z veya d(c) = 0
bulunur. O halde [u,v]e Z veya d[u,v] =0, VY u,ve U olur.

A={ueUl[uv]leZ, VveU } ve B={ue U Ild[u,v] =0, Vve U} kiimeleri
diisiiniiliirse, U = A U B dir. Brauer’s Trick’ten U = A veya U = B olmalidir.

U = Aise [U,U] cZ dir. (Herstein, 1970) Lemma 1 den UcZ bulunur. U =B
ise d[U,U] = (0) dir. [U,U] Lie ideal oldugundan, (Bergen ve dig., 1981) Lemma 5
ten [U,U] = Z elde edilir. (Herstein, 1970) Lemma 1 den U cZ olur.

6.2. Lie idealler Uzerinde Jordan Genellestirilmis Tiirevler

Bu boliimde charR#2, U, VueU i¢in u’e U olacak bicimde Lie ideal

alinacaktir.
F bir toplamsal doniisiim ve & :R* —R olmak iizere & (x,y) = F(xy) — F(x)y —

xd(y) ile 0 doniisiimiinii tanimlayalim. V x,y,z€ R igin,
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0 (x,y +z) = F(x(y + z)) - F(x)(y + z) — xd(y + z) = F(xy) + F(xz) — F(x)y — F(x)z —
xd(y) — xd(z) = 0(x,y) + 0(x,2) ve d(Xx + y,z) = F(X + y)z) — F(x + y)z —
(x + y)d(z) = F(xz) + F(yz) - F(x)z — F(y)z — xd(z) — yd(z) = J (X,2) + I (y,z)
oldugundan o (x,y +z) = 0 (X,y) + 0 (x,z) ve d (X +y,z) = J (X,z) + I (y,z) dir.

Ayrica 0 =0 ise F, R halkasi iizerinde bir genellestirilmis tiirev olur.

Lemma 6.2.1 : R bir halka, charR # 2, U, R nin sifirdan farkli bir Lie ideali ve
V ue U igin u” € U olsun. F:R =R toplamsal doniisiimii icin F(u®) = F(u)u + ud(u),
V ue U kosulu saglansin. Buna gore,

(i) F@v+vu)=Fu)v+FWv)u +ud(v) + vd(u), Vu,ve U dur.

(ii)) F(uvu) =F(u)vu + ud(v)u + uvd(u), Y u,ve U dur.

(iii) F(uvw + wvu) = F(u)vw + F(w)vu + ud(v)w + uvd(w) + wd(v)u +
wvd(u), Vu,v,we U dur.

ispat: (i) VuveU icinuv + vu=(u+v)> —u’ —v? dir. O halde F(uv + vu)
=F((u+v)?)-F@u?)-Fv?)=F@u+ v)u+v) + U+ v)du + v) — F(u)u — ud(u) —
F(v)v — vd(v) = F(u)u + F(u)v + F(v)u + F(v)v + ud(u) + ud(v) + vd(u) + vd(v) —
F(u)u —ud(u) — F(v)v — vd(v) = Fu)v + F(v)u + ud(v) + vd(u), ¥ u,ve U bulunur.

(ii) Vu,ve U icin uv + vue U oldugu (i) de gosterildi. (i) de v yerine uv + vu
alinirsa, F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = F(u)(uv + vu) + ud(uv + vu) + F(uv + vu)u +
(uv + vu)d(u) = Fw)(uv + vu) + ud(u)v + u>d(v) + ud(v)u + uvd(u) + Fuv)u +
F(vu)u + uvd(u) + vud(u) ,yani,

F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = F(u)uv + F(u)vu + 2uvd(u) + ud(u)v + ud(v) +
F(u)vu + ud(v)u + F(v) u? + vd(u)u + ud(v)u + vud(u), Vu,ve U (6.8)

elde edilir.

Ote yandan, VuyveU icin, Fuuv + vu) + (@@v + vuu) =
Fu’v + uvu + uvu + vu?) = Fu?v) + 2Fuvu) + F(vu?) = Fu?)v + u’d(v) +
2F(uvu) + F(v)u® + vd(u?) dir. Buradan,

F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = Fu)uv + ud(u)v + u’d(v) + 2F(uvu) + F(v)u® +

vd(w)u + vud(u), Vu,ve U (6.9)
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elde edilir. (6.8) ve (6.9) karsilastirilirsa V u,ve U i¢in 2F(uvu) = 2F(u)vu + 2uvd(u)
+ 2ud(v)u bulunur. charR # 2 oldugundan F(uvu) = F(u)vu + uvd(u) + ud(v)u olur.

(iii) we U olmak iizere (ii) de u iizerinde lineerlestirme yapilirsa,
F((u + w)v(u + w)) = Flu + w)v(u + w) + (u + w)d(v(u + w)) = F(u)v(u + w) +
F(w)v(u + w) + (u + w)d(v)(u + w) + (u + w)vd(u + w), yani,

F((u + w)v(u + w)) = F(u)vu + F(u)vw + F(w)vu + F(w)vw + ud(v)u + ud(v)w
+ wd(v)u + wd(v)w + uvd(u) + uvd(w) + wvd(u) + wvd(w), Vu,v,we U (6.10)
elde edilir. Yine her u,v,we U icin F((u + w)v(u + w)) = F(uvu) + F(uvw) + F(wvu)
+ F(wvw), yani,

F((u + w)v(u + w)) = F(u)vu + ud(v)u + uvd(u) + Fluvw + wvu) + F(w)vw +
wd(v)w + wvd(w), Vu,v,we U (6.11)
dir. (6.10) ve (6.11) karsilastirilirsa, F(uvw + wvu) = F(u)vw + F(w)vu + ud(v)w +
wd(v)u + uvd(w) + wvd(u) bulunur.

Lemma 6.2.2 : R bir asal halka, charR#2, U, R nin sifirdan farkli bir Lie
ideali ve VueU icin u’eU olsun. F:R—R toplamsal doniisiimii igin
F@u?) = F(wu + ud(u), YueU kosulu saglansin. Buna gore, Vu,v,we U i¢in
o (u,v)w[u,v] =0 dir.

Ispat : Lemma 6.2.1 (iii) den F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = Fuv)wvu +
F(vu)wuv + uvd(w)vu + uvwd(vu) + vud(w)uv + vuwd(uv), Vu,v,we U, yani,

F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(uv)wvu + F(vu)wuv + uvd(w)vu + uvwd(v)u +
uvwvd(u) + vud(w)uv + vawd(u)v + vawud(v), Vu,v,we U (6.12)

bulunur.

Ote yandan, F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = Fu(vwv)u) + F(v(uwu)v) = F(u)vwvu
+ ud(vwv)u + uvwvd(u) + F(v)uwuv + vd(uwu)v + vuwud(v), V u,v,we U, yani,
F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(u)vwvu + ud(v)wvu + uvd(w)vu + uvwd(v)u +
uvwvd(u) + F(v)uwuv + vd(uw)wuv + vud(w)uv + vuwd(u)v + vawud(v), Vu,v,we U
(6.13)
elde edilir. (6.12) ve (6.13) karsilastirilirsa,
(FGuv) — F(u)v —ud(v))wvu + (F(vu) — F(v)u — vd(u))wuv = 0, Vu,v,we U
(6.14)
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olur. Aym1 zamanda Lemma 6.2.1 (i) den F(vu) — F(v)u — vd(u) = F(u)v — F(uv) +
ud(v), YuvelU dir. Bu esitlik (6.14) de kullanilirsa,
(F(uv) — F(u)v — ud(v))w[u,v] = 0, Y u,v,we U bulunur. Bu ise J (u,v)w[u,w] =0,
V u,v,we U demektir.

Teorem 6.2.3 : R bir asal halka, charR#2, U, R nin sifirdan farkli bir Lie
ideali ve VueU icin u’eU olsun. F:R—R toplamsal doniisiimii icin
Fu?) = F@wu + ud(u), YueU kosulu saglansin. Buna gére, Vu,ve U icin
F(uv) = F(u)v + ud(v) dir.

ispat : U, komiitatif Lie ideal olsun. V ae U, xe R i¢in [a,x]€ U dur. O halde
[a,[a,x]] = O dir. x yerine xy, ye R alinirsa, 0 = [a,[a,xy]] = [a,x[a,y]] + [a,[a,x]y] =
x[a,[a,y]] + [ax][la,y] + [ax][ay] + [a[ax]]ly Vx,yeR,aeU oldugundan
2[a,x][a,y] =0, V x,ye R,ae U elde edilir. ()yleyse [a,x][a,y] =0, V x,ye R,ae U dur.
Son esitlikte x yerine xr, re R alinirsa, 0 = [a,xr][a,y] = [a,x]r[a,y], V x,y,re R,aec U

olur. R halkasinin asalligindan a€ Z bulunur. Bu da U c Z demektir.

Lemma 6.2.1 (iii) esitligini alalim. V u,ve U ig¢in,
F(uvw + wvu) = F(u)vw + F(w)vu + ud(v)w + uvd(w) + wd(v)u + wvd(u)
(6.15)

olsun.

Vu,ve Uigin, (u+v)® =u’ +uv + vu + v’ € U oldugundan uv + vue U olur.
Ayrica U komiitatif Lie ideal oldugundan Vu,ve U i¢in [u,v] = 0 dir.Dolayisiyla

2uve U olur.

Vu,v,we U i¢in, 2F(uvw + wvu) = F(uvw) + F(wvu) + F(uvw) + F(wvu) =
F((uv + uv)w) + F(w(vu + vu)) = F((2uv)w) + F(w(2uv)) dir. Burada Lemma 6.2.1
(1) kullanilirsa, 2F(uvw + wvu) = F((2uv)w) + F(w(2uv)) = FQuv)w + F(w)2uv +
2uvd(w) + wd(Cuv) = 2{F@uv)w + F(w)uv + uvd(w) + wd(u)v + wud(v)},
Vu,v,we U elde edilir.charR # 2 oldugundan V u,v,we U icin

F(uvw + wvu) = F(uv)w + F(w)uv + uvd(w) + wd(u)v + wud(v) (6.16)
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olur. (6.15) ve (6.16) karsilastirilirsa ve U Lie idealinin komiitatif oldugu kullanilirsa,
((F(uv) — Fw)v — ud(v))w = 0, VYu,v,we U elde edilir. J(x,y) = F(xy) — FX)y —
xd(y) ile tamiml1 & :R* — R déniisiimii diisiiniiliirse son esitlikten,

o(uv)yw=0, Yuv,weU (6.17)
olur. (6.17) de w yerine [w,r], re R alinirsa, V u,v,we U, re R i¢in ¢ (u,v)[w,r] =0,
yani & (u,v)rw = 0, VY u,v,we U, re R bulunur. Oyleyse & (u,v) = 0,V u,ve U veya
w =0, Vwe U dir. U, sifirdan farkli Lie ideal oldugundan V u,ve U i¢in 0 (u,v) =0
olur. Bu da F(uv) = F(u)v + ud(v) demektir.

Simdi U komiitatif olmayan Lie ideal olsun. O halde Uz Z dir. Lemma 6.2.2
den Vu,v,weU i¢in J (u,v)w[u,v] = 0 olur. Lemma 2.20 den o (u,v) = 0 veya
[uv] = 0 bulunur. U, = {veU | o(v) = 0, VYueU} ve
U, ={veUl[uv] =0, Vue U} kiimelerini alahm. U=U, u U, dir. Brauer’s Trick

denU=U, veyaU=U, olmaldir.

U = U, olmas1 U Lie idealinin komiitatif olmasi demektir. Celiski elde edilir.
O halde U=U, dir. Yani Vu,ve Uigin ¢ (u,v) = 0 dir. F(uv) = F(u)v + ud(v) olur.
Sonu¢ 6.2.4 : R bir asal halka, charR#2 ve F:R—R, bir Jordan

genellestirilmis tiirev olsun. Buna gore, F doniisiimii R {izerinde bir genellestirilmis

tirevdir.

6.3. Homomorfizm veya Antihomomorfizm Gibi Hareket Eden Tiirevler

Lemma 6.3.1 : R bir asal halka, charR# 2, U, R nin sifirdan farkli bir Lie
ideali, @ ve ¢ birer otomorfizm ve d bir (6, ¢)-tiirev olsun. Buna gore, d(U) = (0)
ise d =0 veya UcZ dir.

Ispat : ue U, re R icin 0 = d[u,r] =d(w) @ (r) + ¢ (w)d(r) — d(r)8(u) — ¢ (r)d(u)
dir. Hipotez kullanilirsa,

¢ ()d(r) —d(r)8(u)=0, Yue U,reR (6.18)
olur. (6.18) de r yerine rs, s€ R alinirsa,

din)[8(s),8 ()] + [¢ (1), (w)]d(s) =0, Vue U, r,se R (6.19)
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bulunur. (6.19) da s yerine sv, ve U aliirsa, (6.19) dan d(r) @(s)[€(v),8(u)] = 0,
YuvelU, rseR elde edilir. Esitligin her iki tarafina o' uygulanirsa,
6 'd(r)s[v,u] = 0, Yu,ve U, r,se R olur. O halde 87'd(r)R[v,u] = (0), Vu,ve U,
re R dir. R asal halka oldugundan 6'd(r) =0, VreR veya [v,u] = 0, Vu,veU

bulunur. Buradan, d =0 veya [v,u] =0, Vu,ve U elde edilir.

Her u,ve U i¢in [v,u] = 0 ise, U, bir Lie ideal oldugundan, Vre R, ue U icin
[u,[u,ru]] = O dir. r yerine rs, se R alinirsa, O = [u,[u,rsu]] = r[u,[u,su]] + 2[u,r][u,su]
+ [u,[u,r]]su esitliginden [u,r][u,su] =0, Vr,se R, ue U bulunur. Yani [u,r][u,s]u =0,
Vr,seR, ue U dir. Son esitlikte r yerine rt, te R alimirsa, 0 = [u,rt][u,s]u =
[ur]t[u,s]u, Vr1,s,te R, ue U, yani [u,r]R[u,s]u = (0), Vr,se R, ue U elde edilir. R
nin asalligindan [u,r] = 0, Vre R veya [u,s]Ju = 0,V se R bulunur. Bu da ue Z veya

[u,sJu =0, V¥ se R demektir.

Benzer sekilde me R olmak iizere s yerine sm yazilirsa, [um] = 0, VmeR
elde edilir. Bu da U € Z demektir. Sonug olarak d = 0 veya UcZ dir.

Teorem 6.3.2 : R bir asal halka, charR# 2, U, R nin sifirdan farkli bir Lie
ideali, ue U i¢in u e U, 6 bir otomorfizm ve F:R—R, bir d, (6,0) -tlireviyle
yapilan bir genellestirilmis (&, ) -tiirev olsun. Buna gore,

(i) F genellestirilmis (8, 0) -tiirevi, U Lie ideali iizerinde bir homomorfizm
ise d tiirevi R halkasi tizerinde sifirdir veya U cZ dir.

(ii) F genellestirilmis (6,0)-tirevi, U Lie ideali iizerinde bir
antthomomorfizm ise d tiirevi R halkasi lizerinde sifirdir veya U c Z dir.

Ispat: (i) Uz Z olsun. F, genellestirilmis (8,0) -tiirev oldugundan

F(uv) =F@) 8 (v) + 8 (w)d(v) = F(w)F(v), Vu,ve U (6.20)
dir. v yerine 2vw, we U alinirsa, (F(u) — 8 (u)) € (v)d(w) =0, Vu,v,we U elde edilir.
Esitligin her iki tarafina 6~ uygulanirsa, 8~ (F(u) —8)U&'d(w) = (0),

Vv u,we U olur. Lemma 2.20 den Vue U icin ' ( F(u) - #(u)) =0 veya Vwe U
icin #'d(w) = 0 bulunur. O halde ¥ ue U i¢in F(u) — 8(u) = 0 veya V we U icin
d(w) =0 dur.
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Vue U icin F(u) — €(u) = 0 ise (6.20) den Vu,ve U icin 8(u)d(v) = 0
bulunur. Bu esitlikte u yerine 2uw alinirsa, charR # 2 oldugundan & (uw)d(v) = 0,
Vu,v,we U dir. Esitligin her iki tarafina €' uygulanirsa, uw8'd(v) = 0,
Vv u,v,we U elde edilir. Bu da uU 87" d(v) = (0), V u,ve U demektir. O halde Lemma
2.20 den u = 0, Yue U veya d(v) = 0, Vve U bulunur. Hipotezden d(v) = 0,
V ve U,yani d(U) = (0) dir. Bir 6nceki lemmadan d = 0 veya U Z olur.

(i) UcgZ olsun. F genellestirilmis (6,0)-tirev oldugundan ve

antthomomorfizm oldugundan,

F(uv) =F@) 8 (v) + 8 (w)d(v) = F(v)F(u), Vu,v,we U (6.21)
dir. (6.21) de u yerine 2uv alinirsa, charR # 2 oldugundan

()6 (v)dv)=Fw)8)d(v), YuveU (6.22)
elde edilir. u yerine 2wu, we U alinirsa, @ otomorfizm ve charR # 2 oldugundan,

@ (w)8 ()@ (v)d(v)=Fwv)8(w)8)d(v), YVuyv,weU (6.23)
bulunur. (6.22) ve (6.23) kullanilirsa, 8 (wW)F(v)8()d(v) = F(v)8(w)8u)d(v),
Vuyv,we U, vyani, [F(v),8(w)]8)d(v) = 0, Vuv,weU olur. Buradan

67 [F(v),0(w)JUB ' d(v) = (0), Vv,we U dir. Lemma 2.20 den [F(v),8(w)] = 0,
VvV we U veya d(v) = 0 bulunur.

V we U ic¢in [F(v),8(w)] = 0 ifadesinde v yerine 2vw alimirsa, V v,we U i¢in
[F(2vw), @ (w)] = 0 olur. Yani,

WV)[dw),8(wW)]+[O0(Vv),8(w)]d(w)=0, Vvwe U (6.24)
elde edilir. (6.24) de v yerine 2v v, v, € U alinirsa ve charR# 2 oldugu kullanilirsa,
O(v,)OW)[dw),0(wW)] + O(v)[O(v),d(W)ldw) + [8(v,),0(W)]F(v)d(w) = 0,
Vv,v,,we U bulunur. (6.24) den [ (v,),8(w)] 8 (v)d(w) =0, Vv,v,,we U olur. Bu
da [v,,w]U 6'd(w) = (0), Vv,,we U demektir. Yine Lemma 2.20 den [v,,w] = 0,

Vv, e U veyad(w) =0 bulunur.

Simdi A={wl[v,,w]=0, Vv, ,eU} ve B={wld(w) =0} kiimelerini alalim.
U = AuUB dir. Brauer’s Trick den U = A veya U = B olmalidur.
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U = A ise [U,U] = (0) olacagindan U Lie ideali komiitatiftir. Bu durumda
UcZ oldugu daha once gosterilmisti. Celiski elde edilir. O halde U = B dir.Yani
d(U) =0 dir. Lemma 6.3.1 den d = 0 bulunur.

Sonu¢ 6.3.3 : R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali, 8 bir

otomorfizm ve F: R—>R , d tiireviyle yapilan bir genellestirilmis (8, 8) -tiirev olsun.

Buna gore,

(i) F genellestirilmis (8,0) -tiirevi, I ideali iizerinde bir homomorfizm ise d
tiirevi R halkasi tizerinde sifirdir veya [ Z dir.

(i) F genellestirilmis (6,60)-tirevi, 1 Lie ideali iizerinde bir
antihomomorfizm ise d tiirevi R halkasi lizerinde sifirdir ya da IcZ dir.

Not 6.3.4 : Bir R halkasinda her ideal Lie ideal oldugundan yukaridaki

teoremde U ideal gibi diisiiniilebilir. Fakat ue U icin u’e U ozelligine sahip ideal

olmayan Lie idealler de vardir.

R= {(; )(;jlx,y,zez} ve U = {(; yj“@ye Z} olsun. Burada U Lie ideal ve
X

u’ € U olmasina ragmen U ideal degildir.

6.4. Lie idealler Uzerinde Genellestirilmis (6, ¢ )-Tiirevler

Bu boliimde yine R, karakteristigi 2 den farkli bir asal halka alinacaktir.
Ayrica, x* =F(xy) — F(x) 8 (y) — ¢ (x)d(y) esitligi kullanilacaktir.

Yukaridaki esitlige gore x,y,ze Ri¢in x¥™* =x¥ +x“ ve (X +y)" =x" +y”
dir.

Lemma 6.4.1 : R bir 2-torsion free asal halka, U, R nin bir Lie ideali, Vue U
icin u>’eU, @ ve ¢ R iizerinde endomorfizmler ve d bir (6,¢)-tiirev olsun.
F: R—R toplamsal bir déniisiim olmak iizere, Vue U icin F(u®) =F(u)8(u) +
¢ (u)d(u) ise asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) F@v+vu)=Fu)dv)+ ¢dv)+Fwv)0@)+ ¢(v)d(u),VuvelU

@ii)) F(uvu) =F(u)@(vu) + ¢ (uv)d(u) +¢ (u)d(v)8(u), Vu,ve U
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@iii) F(uvw + wvu) = F(u)8(vw) + F(w)8(vu) + ¢ (uv)d(w) +¢ (wv)d(u) +

¢ (u)yd(v)8(w) + ¢ (w)d(v) 8 (u), Vu,v,we U

@iv) u'[f(),8(V)]=0, VuvelU

V) u' W) éw),08(v)]=0, Yuv,weU

Ispat : (i) u,veU icin Fuv + vu) = F((u + v)?) — Fu?) - Fv?) =
Fu+v)@@u+v)+ ¢(u+v)d(u+v)-Fu ) — ¢(u)d(u)-Fv)8(v) - ¢(v)d(v) =
F(w) 8 (v) + ¢ (w)d(v) + F(v) 8 (u) + ¢ (v)d(u) dir.

(i) u,ve U icin, uv + vu = (u + v)*— u’— v’ e U oldugundan (i) sikkinda
v yerine uv + vu almirsa, F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = F(u)@(uv + vu) +
¢ (u)yd(uv + vu) + F(uv+vu)@(u) + ¢(uv + vu)d(u) olur. d:R—R, (8,9 )-tirev
oldugundan d(uv + vu) = d(u)@(v) + ¢ ()d(v) + d(v)8(u) + ¢(v)du) , Vu,ve U
yazilabilir. Oyleyse, F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = Fu)&(uv) + F(u)é(vu) +
P (Wd) &) + ¢ P Wdv) + ¢Wd(v) (u) + ¢ ()@ (v)d(w) + F)&(v) 0 (u) +
F(v)@(u) @) + ¢ (w)d(v)&(u) + ¢ (v)d(u)8(u) + ¢ (uv)d(u) + ¢ (vu)d(u), Vu,ve U,
yani F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = F@u)@uv) + 2Fu)&(vu) + F(v)Ou*) +
20d()0(w) + (VAW O () + $WdWOV) + ¢u’)d(v) + 2¢uv)du) +
¢ (vu)d(u), Vu,ve U elde edilir.

Ote yandan, F(u(uv + vu) + (uv + vu)u) = Fu’v + vu’) + 2F(uvu) =
Fu?)8(v) +¢@>)d(v) + F(v)8@u?) + ¢(v)du’) + 2Fuvu) = F(u)b(uv)

+p(wdw) @ (v) + Fv)O@?) + ¢()dw)B(u) + ¢(v)gd) + ¢u?)d(v) +
2F(uvu), VY u,ve U dir.

Ik ve ikinci paragrafta elde edilen son esitlikler karsilastirilir ve charR# 2
oldugu kullanilirsa, F(uvu) = F(u)8(vu) + ¢ (uv)d(u) +¢ (w)d(v)f(@u) , YuyvelU
bulunur.

(iii) (ii)) de u yerine u + w, weU alinirsa, F((u + w)v(u + w)) =
Fu+w)@(vu+w))+ ¢((u+w)v)du+w) +¢u+w)d(v)8(u+w)=Fu)l(vu) +
F(u) @ (vw) + F(w)@(vu) + F(w)8(vw) + ¢ (uv)d(u) + ¢(uv)d(w) + ¢(wv)d(u) +

¢ (wv)d(w) + ¢(d(v) &) + ¢d(v) 8 (W) + ¢(W)d(v) 8 (u) + ¢(w)d(v)&(w) =
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F(uvu) + F(wvw) + F(w)@(vu) + ¢ (uv)d(w) + ¢(wv)d(u) + ¢(u)yd(v)@(w) +
¢ (w)d(v) 8 (u) + F(u) 8(vw), YV u,v,we U elde edilir.

Ote yandan, F((u + w)v(u + w)) = Fuvu) + F(wvw) + Fluvw + wvu),

YV u,v,we U dir.

Ik ve ikinci paragrafta elde edilen son esitlikler karsilastirilirsa, F(uvw + wvu)
= Fwé(vw) + Fw)bd(vu) + J@vdw) +4wvydw) + ¢d(v)ew)
+¢ (w)d(v) 8 (u) , Vu,v,we U bulunur.

(iv) uv + vu , uv — vu € U oldugundan 2uve U dur. Hipotezden, F((uv)?*) =
F(uv)@(uv) + ¢(uv)d(uv), Vu,ve U yazilabilir. O zaman F(uv(uv) + (uv)vu) =
F((uv)?) + F(uv’u) = Fuv)@(uv) + ¢ (uv)duv) + Fw)@(v:u) + ¢(uv’)d(u) +
g()d(v?)O@u) = Fuv)f@v) + ¢@uv)duv) + F) (v u) + ¢uv’)du) +
¢ (u)d(v) 6 (vu) + ¢ (uv)d(v) 6 (u), Vu,ve U olur.

(ii1) de w yerine 2uv alinirsa, F(uv(uv) + (uv)vu) = F(u) @ (vuv) + F(uv) € (vu) +

¢ (uv)d(uv) + ¢ (uv?)d(u) + ¢ (W)d(v) 8 (uv) + ¢ (uv)d(v) 8 (u), V u,ve U bulunur.

[Ik ve ikinci paragrafta elde edilen son esitlikler karsilastirilirsa,
0 =F(uv)(@(uv) — 8(vu)) - F(u)8(v)(€(uv) — 8(vu)) — ¢ (w)d(v)(8(uv) — 8(vu)) =
Fuv) — Fw)@(v) — ¢()d(v)(8(uv) — @(vu)) = u'[6(u),0(v)] , YuyveU elde
edilir.

(v) (i) den, F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(uv) 8 (wvu) + F(vu) @ (w(uv)) +
¢ (uvw)d(vu) +¢ (vuw)d(uv) + ¢(uv)d(w)8(vu) +¢(vu)d(w)é(uv), Vu,v,weU,
yani,

F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(uv) @ (wvu) + F(vu) @ (wuv) + ¢ (uvw)d(v) 8 (u)
+ ¢@vwv)d(u) + J(vuw)dw)E(v) + ¢(vuwu)d(v) + ¢(uv)diw)f(vu) +
¢ (vu)d(w) €@ (uv), Vu,v,we U (6.25)
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dir. Aym1 zamanda, F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(u(vwv)u) + F(v(uwu)v) =
F(u) 8 (vwvu) + ¢ (uvwv)d(u) +¢ (u)d(vwv)8(u) + F(v)@(uwuv) + ¢ (vuwu)d(v)
+¢ (v)d(uwu) 8 (v), Vu,v,we U olur.

2uwe U oldugundan 4uwe U dur. d(4uwu) = 4d(u(wu)) = 4(d(u) 8(wu) +
g(wdw)8(u) + ¢@uw)d()), Vuv,welU, yani d(u(wu)) = d(u)é(wu) +
¢ (w)d(w) 8 (u) + ¢ (uw)d(u) oldugu bir iistteki paragrafin son esitliginde kullanilirsa,
F((uv)w(vu) + (vu)w(uv)) = F(u)@(vwvu) + ¢ (uvwv)d(u) + ¢ (u)d(v)d(wvu) +
¢ (uvw)d(v) 8 (u) + ¢ (uv)d(w) € (vu) + F(v) 8 (uwuv) +
¢ (vuwu)d(v)+ ¢ (v)d(u) @ (wuv) + ¢ (vuw)d(u) 8(v) +¢ (vu)d(w) 8 (uv), YVu,v,we U

elde edilir.

Bu esitlik (6.25) e esitlenirse ve u’ = —v" oldugu kullanilirsa, F(uv) 8 (wvu) +
Fvu)@(wuv) = F@)@(vwvu) + ¢g(d(v)8(wvu) +  F(v)@(uwuv)
+¢@ (v)d(u) 8 (wuv), Vu,v,we U esitliginden u"’ 8(w)[8(u),0(v)] =0, VYuv,weU
bulunur.

Teorem 6.4.2 : R bir 2-torsion free asal halka, U, R nin komiitatif olmayan bir
Lie ideali, Vue U i¢in u’eU, 0 ve ¢, R iizerinde endomorfizmler, € birebir ve
orten ve d:R—R, bir (8,¢)-tiirev olsun. Buna gore, F:R >R, U {izerinde bir
genellestirilmis Jordan (8,¢)-tirev ise, F, U {izerinde genellestirilmis
(8, ¢)-tiirevdir.

Ispat : Lemma 6.4.1 (v) den Vu,v,we U icin u" 8(w)[ 8 (u),8(v)] = 0 oldugu
kullanilirsa, 0 = 87'(u’ @(W)[ O (u),8(V)]) = 6" (u¥)wlu,v], ¥V u,v,we U elde edilir.
Lemma 2.20 den 8'(u") =0 veya [u,v] =0, yani u’ = 0 veya [u,v] =0, Vu,ve U

bulunur.

U={veUlu" =0 ,VueU}ve U,= {veU | [u,v] = 0,Vue U} kiimeleri
alimrsa, U = U, uU, dir. Brauer’s Trick den U = U, veya U = U, olmaldir.

U komiitatif olmadigindan U = U, dir. Buradan 0 = u’ = F(uv) — F(u)@(v) -
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¢ (w)d(v) denV u,ve U i¢in F(uv) = F(u) 8 (v) + ¢ (u)d(v) bulunur. Yani F, U {izerinde
genellestirilmis (8, ¢ )-tiirev olur.

Sonu¢ 6.4.3 : R bir 2-torsion free, komiitatif olmayan asal halka olsun. Buna
gore, F : R — R genellestirilmis Jordan tiirev ise F, genellestirilmis tiirevdir.

Ispat : 1 birim doniisim olmak iizere bir genellestirilmis Jordan tiirev,
genellestirilmis (1,1) Jordan tiirevdir. O zaman Teorem 6.4.2 den genellestirilmis
(1,1) tiirev, yani genellestirilmis tiirev oldugu goriiliir.

Teorem 6.4.4 : R bir 2-torsion free asal halka, U, R nin sifirdan farkli
komiitatif Lie ideali, V ue U i¢in u 2eU, 6, R iizerinde bir otomorfizm ve d:R - R,
bir (8, 8)-tiirev olsun. Buna gore, F: R—R, U iizerinde bir genellestirilmis Jordan
(8, 0)-tiirev ise, F, U iizerinde bir genellestirilmis (8, @ )-tiirevdir.

ispat : U komiitatif Lie ideal ise [a,[a,xy]] = 0, Vx,yeR, ae U dir. Yine
V x,ye R, ae U i¢in, [a,xy] = [a,x]y + x[a,y] esitligi saglandigindan ve U komiitatif
oldugundan bu son ifadeyi a ile komiitleyebiliriz. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,
charR # 2 oldugundan [a,x][a,y] = 0, V x,ye R, ae U dir. Son esitlikte y yerine ry,
re R alinirsa, 0 = [a,x][a,ry] = [a,x]r[a,y] + [a,x][a,r]y = [a,x]r[a,y], V X,ye R, ae U,
yani [a,x]R[a,y] = (0), V x,ye R elde edilir. R nin asalligindan [a,x] = 0, V xeR,
ae U bulunur. Yani U cZ dir.

Lemma 6.4.1 den ,

Fluvw + wvu) = F(u)8(vw) + F(w)@(vu) + O(uv)diw) + f(wv)d(u) +
A(w)d(v)8(w)+60(w)d(v)8(u) , Yuyv,welU (6.26)
dir. Vue U icin u” € U oldugundan, V u,ve U 2uve U dur. U komiitatif oldugu icin
Lemma 6.4.1 (i) den, 2F(uvw + wvu) = F(2uv)w + w(2uv)) = FQuv)8(w) +
8 uv)yd(w) + Fw)8Ruv) + O(w)dQuv) = 2Fuv)8(w) + 26(@uv)d(w) +
2F(w) @ (uv) + 20 (w)d(uv), Vu,v,we U elde edilir. charR # 2 oldugundan

F(uvw + wvu) = F(uv) 8 (w) + 8 (uv)d(w) + F(w) 8 (uv) + € (w)d(uv) (6.27)
bulunur. (6.26) ve (6.27) esitlenirse, [u,v] =0, UcZ ve € (u)e Z oldugu kullanilirsa,
0 = F(uv) 8 (w) - F(u)8(v)6(w) - G ()d(v) 8 (w) =
(F(uv) — Fw)@(v) — (wd(v))8(w), Yu,v,we U yani u" 8(w) = 0 elde edilir.
Oyleyse u* =0 veya 8(w) = 0 dir. u* = 0 ise F(uv) — F(u)8(v) — 8 (u)d(v) = 0,
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Y u,ve U dan F(uv) = F(u)8(v) + 8 (u)d(v),Vu,ve U olur. O halde, F, U iizerinde
bir genellestirilmis (€, 8 )-tiirevdir.

Sonu¢ 6.4.5 : R bir 2-torsion free asal halka olsun. Buna gore, F:R - R, bir
genellestirilmis Jordan tiirev ise F bir genellestirilmis tiirevdir.

Asagidaki ornekte, yukaridaki sonucta R halkasinin asal olmasi gerektigi
gosterilmistir.

Ornek 6.4.6 : S, her elemaninin karesi sifir, bazi elemanlarinin carpimi

sifirdan farkli olan bir halka olsun. R = {(g )())j

X, V€& S} ve F:FR—R,

0
F((; yO D: (O )(;j doniisiimiinii tanimlayalim.d = 0 ve U = R i¢in, F(r*) = F(r)r

+ rd(r) = F(r)r = F(r)s = 0 Vr,s€ R olur. Fakat, bazi r,se R elemanlar1 icin F(rs)#0
dar.
Teorem 6.4.7 : R bir 2-torsion free asal halka, U, R nin bir Lie ideali, YV ue U

icin u’eU, 0 ve ¢, R iizerinde endomorfizmler, € birebir ve orten, d:R - R, bir
(8,¢)-tirev olsun. U da sifir bolen olmayan komiitator bulunsun. Buna gore,
F:R —R, U iizerinde bir genellestirilmis Jordan (&,¢ )-tiirev ise, F, U iizerinde bir
genellestirilmis (8, ¢ )-tiirevdir.

Ispat : F : R—R bir genellestirilmis Jordan (8, ¢ )-tiirev oldugundan V ue U
icin, F(u®) = F(u) 8 (u) +¢ (u)d(u) olacak bicimde bir d:R =R, (8, ¢ )-tiirevi vardir.
u,ve U icin u’ = F(uv) — F(u)8(v) — ¢(u)d(v) ise, € otomorfizma oldugundan
Lemma 6.4.1 (iv)den,0=u"[&(u),0(v)] =u"’ #[u,v] bulunur.

&' (u)uv]=0,vuveU (6.28)

diyelim. a,be U, c[a,b] = 0 veya [a,b]c = 0 olacak bicimde sabit elemanlar olsun.

[a,b] sifir bolen olmadigindan ¢ = 0 dir. (6.28) de a, b elemanlar1 kullanilirsa
0'(a”) =0, yani

a’=0 (6.29)
olur. (6.28) de u yerine u + a almmsa, 0 = &'((u + a))[u + av] =
'’ +a)u+avl=6"w)u+av]+0"'(a")[u+a,v], yani

6 'u)av]+6"'(a)u,v]=0,VuveU (6.30)
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bulunur. (6.30) de v yerine b alinirsa, 8" (u®)[a,b]=0 dir. [a,b] nin sifir bolen

olmadig1 kullanilirsa,

0'(u")=0,vueU (6.31)
elde edilir. (6.30) da v yerine v + b almmsa, 67'(u'*")[av + b] +
'@ *™)uv + bl = ' +u")[av + b] +07'@" + a®)[uv + b] =
(67" (") +67" (")([a,v] +[ab]) +(67 (a") + 67 (a")([u ,v] + [u,b]), yani

6~ (u)labl+ ' (@ )[ubl=0, VuveU (6.32)
olur. (6.32) de 6zel olarak u = a aliirsa, 26" (a" )[a,b] = 0 dir. charR # 2 oldugundan
0'(a")[a,b] =0, yani ' (a") =0 bulunur. Oyleyse

a’ =0 (6.33)
dir. (6.32) ve (6.33) den, 87'(u")[abl =0 dir. 8 (u*)=0iseu’ =0, VuveU
elde edilir. Oyleyse F(uv) — F(u) 8(v) —¢ (u)d(v) = 0 dir. Buradan, F(uv) = F(u) 8 (v)
+¢ (w)d(v), Vu,ve U olacagindan F, U iizerinde genellestirilmis (€, ¢ ) tiirevdir.

Sonug 6.4.8 : R bir 2-torsion free halka ve F:R — R bir genellestirilmis Jordan
tiirev olsun. Buna gore, R de sifir bolen olmayan komiitator varsa F, R iizerinde bir

genellestirilmis tiirevdir.

Uyan 6.4.9 : R halkasinda her ideal ayn1 zamanda Lie ideal oldugundan,
yukaridaki teoremin sonucunda U, ideal olarak alinabilir. Vue U , u ? € U kabulii, U
nun ideal olmasi kabuliine yakin olmasina ragmen, bu 6zellige sahip olup da ideal
olmayan Lie idealler de vardir. Ornegin; R halka, U, R halkasinin idempotent
elemanlarindan olusan toplamsal altgrubu olsun. U = {ee R |e® =e}. Eger e eleman1
idempotent eleman ise xe R olmak lizere, u=e + ex —exe , v =€ + xe — exe
elemanlar1 da idempotenttir, yani U kiimesinin elemanlardir. Vee U, V xe R i¢in,
ex — xe = u — ve U yani [U,R]cU oldugundan U, Lie idealdir. Ayrica V ue U icin

u’eU sart1 saglanir, ancak U, ideal degildir.

6.5. Jordan idealler Uzerinde Genellestirilmis Tiirevler

6.5.1. Jordan Ideallerde Sol (&, 8)-Tiirevler

Lemma 6.5.1.1 : G ve H toplamsal iki grup, R, 2 torsion free bir halka ve
f:GxG—H ve g:GxG — R bitoplamsal doniisiim olsunlar. V a,be G icin f(a,b) = 0

veya g(a,b)® =0ise f=0 veya g(a,b)> =0, Vabe G dir.
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Lemma 6.5.1.2 : R, 2 torsion free bir halka, J, R nin bir Jordan ideali ve alt
halkasi ve @ bir endomorfizm olsun. Buna gore, ¢ :R —R, toplamsal bir doniigiim
olmak iizere V ue Jicin & (u”®) =28 (u)J (u) ise asagidaki ifadeler dogrudur.

i ow+vu)=260w)o(V)+26(v)d (u), Yu,vel

) JSvu)=0@u*)dW)+30ENV)S)—- 08(V)8u)d (u),Vuvel

(i) o (uvw + wvu) = ()G (W) + 8(W)B () o (V) + 36()0(V)I (W) +

30(w)0(v)o(u)— (V)8 (u)d(w)— 8(v)B (W) (u), Vu,v,wel

iv) [O(),8(V)]OW)o(w)=O0W[E1),0(V)]d (u), Yuyvel

V) [0W),8W)](0@v)—B8u)d(v)— B(v)d(u) =0, Vu,ve ] dir.

ispat : (i) J, Jordan ideal oldugundan Vu,vel icin, uv + vu = (u,v)e ] dir.

2 _V2)=

uv +vu=(u+v)> —u’ —v’ oldugundan & (uv +vu) = S((u+v)> —u
S(U+V)) =)= =20u+V)SU+V)-20W))-260(V)d (V)=
200)0(u) + 200 (V) +20(V)Od () +20(V)o (V) —268(w)d(u) —26(v)d (v)
elde edilir. Oyleyse J (uv +vu) =268 ) J (v) +28(v) S (u), Vu,ve J dir.

(ii) Vuvel icin uv + vuel] idi. (i) de v yerine uv + vu alinirsa,
d(uv + vu) + (uv + vu )u) = 268w (uv + vu) + 268(uv + vu)d(u) =
20(w)26O )0 (V) +26(v)d (u))+26(uv)d (u) +286(vu)d (u), yani

S@@v + vu) + (uv + vu )u) =40@u*)S (V) + 66(uv)d () + 26(vu) S (u),
Yu,vel (6.34)

bulunur.

Ote yandan, J (u(uv + vu) + (uv + vu )u) = S(u’v + uvu + uvu + vu’) =
O(u*v+vu?)+24 (uvu) dir. Burada (i) kullanilirsa, & (u(uv + vu) + (uv + vu u) =
20u)d V) + 26(V)S*) + 28 (uvu) = 260(*)S(V) + 20(v)26(w)S (v) +
20 (uvu), V u,ve J, yani

oS@uuv + vu) + (uv + vu u) = 28I (V) + 46(vu)d (u) + 28 (uvu),
Yu,vel (6.35)
olur. (6.34) ve (6.35) karsilastirtlirsa, 40 ()0 (v) + 68 (uv)d (u) + 26 (vu) 8 (u) =
20u*)S (V) + 40 (vu)S (u) + 25 (uvu), Yu,veJ den 28 (uvu) = 20(u*)S (V) +
68 (uv)o(u) — 26(vu)d (u), Yu,vel elde edilir. charR+#2 oldugundan & (uvu) =
Bu?)o(v)+36uv)d (u)— 8(vu)d (u), Vu,veJ dir.
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(iii) (ii)) de u yerine u + w, wel] almirsa, o((u + w)v(u + w))

6((u + W)W + 30 + wWOV)Su + w) — (V)@ + wW)du + W)
fu + wWlu + wo) + 3(6w) + W))W + oO(w)
O (V)(B(u)+ 8(W)(O(u)+ J(w)), Yu,v,we], yani
O((u+wyvu+w)=60woov)+ 8)O(W)I (V) + 8(w)B(u)d (V) +
O(W)B(w)o(v) + 360(w)0(V)Id(u) + 30)O(V)d(w) + 30(wW)O(V)o(u) +
30(wW)8(v)o(w) — (V)W) - W) (w) — O(V)8(W)o () -
O(v)O(w)o (w), Yu,v,wel (6.36)

elde edilir.

Ote yandan, & ((u + w)v(u + w)) = J(uvu) + J (Wvw) + & (UVW + wvu) =
Bu*)S (V) +36)OWV)S ) — (V)OS + O(W*)S (V) +30(wW)0(V)S (W)
- 0(v)@(w)d (w) + d (uvw + wvu), Vu,v,we J, yani

S((u+wvu+w) =80EWI(V)+30)EWV)d(u) — 8(v)B()Id (u) +
O(W)O(W)O(V)+38(W)E(V)d(w)— 8(V)B(W)O (W) + 0 (uvw + wvu), Vu,v,we J

(6.37)
bulunur. (6.36) ve (6.37) den O (uvw + wvu) = (8(W)O(W) + 8(w)8(n))o (v) +
30W)O(V)O(W)+30(W)8(V)d(u)— (V)@ ()o (w)— 8(v)8(w)o (u), Vuv,wel
olur.

(iv) J alt halka oldugundan 2uveJ, Vu,vel dir. Hipotezden & ((2uv)’) =
26 (2uv) 8 (2uv), YV u,veJ yazilabilir. charR # 2 oldugu kullanilirsa,

O((uv)*)=280(@v)d (uv), Vuvel (6.38)
olur. (iii) de w yerine 2uv alimrsa, J(uv(2uv) + (2uv)vu) =
(B(W)BAQuv) + 6Ruv)8u)d((v) + 386w (V)d(2uv) + 36Q_uv)8(v)d (u) —
(V)OS Quv) — 6(WV)OQRuv)d() = 26@u*V)S(V) + 28@uvu)d(v) +
66 @uv)duv) +668uvz)d ) —26(vu)d (uv) —286(vuv)d (u), Vu,ve J elde edilir.

charR # 2 oldugundan,

o@v(uv) + (v)vu) = B@u*V)o(KV) + Bvu)d(v) + 360uv)d(uv) +
30v?)d(u)— (vu)d (uv) — 8(vuv) S (u), Vu,vel (6.39)
dir.
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Ote yandan, J(uvuv) + uv)vu) = 2(5((uv)’) + J(uv’u))
26 @v) V) + 2(8UH)SV?) + 30wWON>)S () — 8(v’)O()d (u)
40@v)dv) + 46u*v)S (V) + 60@uv)o() — 26(viu)d (), Vuvel dir.

charR # 2 oldugundan,

S (uv(uv) + (uv)vu) = 28(uv)d(uv) + 26@°v)S(v) + 36@v’)d(u) —
6(viu)d (u), Yuyvel (6.40)
bulunur. (6.39) ve (6.40) dan, 0 = @(v)S (uv) — B@U*V)d (V) + 8(viu)d (u) +
G(uvu)d (v) — @(vu)o(uv) — @(vuv)do(u) = O[u,v]d(uv) + OG[uv,uld(v) +
@[v,vu] 0 (u) =0, Vu,ve J elde edilir. Komiitator 6zelliklerinden,

@[u,v]d (uv) + u[v,u]) o (v) + 8(v[v,u])o (u) =0, Yu,ve] (6.41)
olur. (6.41) de v yerine u + v alinirsa, 0 = A[u,u + v]o(uu + v)) +
@@uu+vu)d+v)+ @((u+v)[u+vu))d@) = 6[uv]d@u?)+ &[u,v]d v) +
6 (u[v,u])d (u) + G@vyuh)o(v) + O((u + v)[vyuhd @) = 28([u,vlu)d () —
@@lv,u))o(v) - O [vuho@ + 6O@[vu])d@m) + E@uvu)d(v) +
6((u + v)[vuho@ = 26(uvlu)o(m) — 6[vul)o@ + Ou[v,u])o(m) +
O(v[v,u)) o (u) = 26 ([u,vlu)d (u) + 26 (u[v,u])d (u), Vu,veJ bulunur. charR #2
oldugundan  @([u,vlu)o(u) + O@[vu])d@m) = 0, Vuvel, vyani
[B(),0(V)]E()d(u)=8[O(),E (V)] (u), Vu,ve ] dir.

(v) (iv) den

@ ([u,v]u) o (u) = @(u[u,v]) o (u), Yu,vel] (6.42)
yazilabilir. u yerine u + v almrsa, @(flu + v,vlu + v))o(u + v) =
@((u+ v)[u+v,v])o (u+v), Vuyvel esitliginden € ([u,v]u + [u,v]v)(J (u) + J (V))
= O@u[u,v] + vuv)(d() + J(v)), Yuvel olur. Oyleyse &([u,vlu)d(u) +
O ([u,v]v)d (u) + 8([u,vlu)d (v) + & ([u,v]v) o (v) = 8 (u[u,v])d (u) + &(v[u,v]) d (u)
+ O@uv)o(v) + O [uv])d(v), VYuvel dir. (6.41) ve (6.42) den
O(u,v])o (uv) — @(u,vlv)d (u) — O([u,vlu)o (v) = 0, Vuyvel] elde edilir. &
endomorfizm oldugundan [&(u),8(V)](0(uv) — B (v) — O(V)o(u) = 0,
Y u,ve J olur.

Lemma 6.5.1.3 : R, 2 torsion free bir halka, J, R nin bir Jordan ideali ve alt

halkasi, @ bir endomorfizm olsun. Buna gore, J:R—R toplamsal bir doniisiim

olmak iizere V ue Jigin § (u’) =26 (u) J (u) ise asagidakiler dogrudur.
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i [6W),0(V)]0(uv])=0, Vu,yvel

() (B@*)OV)-261)OWV)Ou)+ 6(V)Bu?))d(v)=0, Vu,ve] dir.

Ispat : (i) Lemma 6.5.12 (v) den 2[8(u),8(V)](d(uv) — Q) (V) —
6 (v)d (u) =0, Yuvel, yani [0 (u),0(V)]2 (uv) —260()0 (v) —26(v)d (u)) =0,
Y u,ve J dir. Lemma 6.5.1.2 (i) kullanilirsa, [ € (u), 8 (v)](20 (uv) — & (uv + vu)) =0,
Vu,veJ olur. Oyleyse [8(u),8(V)](S(uv) — (vu)) = 0, Yu,vel dir. Buradan
[6(u),8 (V)]0 ([u,v]) =0, Vu,ve J bulunur.

(ii) Hipotezden & ([u,v]?) = 280 ([u,v])d ([u,v]), Vu,vel dir. (i) den sag
taraftaki terim sifira esit olacagindan,

o(u,v]*)=0, Vuyvel (6.43)
olur. J alt halka oldugundan 4vuveJ, Vu,ve] dir. Lemma 6.5.1.2 (i) de v yerine
4vuv almirsa, o (u(dvuv) + (Gvuviu) = 260 o (dvuv) + 26(4vuv)o (u) =
86(u)d (vuv) + 86 (vuv)o (u), Vuyvel] bulunur. o, toplamsal ve charR#2
oldugundan,

o (u(vuv) + (vuv)u) =2(€ () o (vuv) + 8(vuv) o (u)), Vu,ve J (6.44)

elde edilir.

Ote yandan, 0 = & ([u,v]*) = & (u(vuv) + (vuv)u) — S (uv’u) — S(vu’v) =
20w)S (vuv) + 26(vuv)d(u) - 6O@uHIW?) - 36O )Su) +
O(v)B)S) - 8(v)o?)=360(V)0u*)S(v)+ 8u*)OW)I(v), Yu,vel
dir. Lemma 6.5.1.2 (ii), hipotez ve @ nin endomorfizm oldugu diisiiniiliirse,

Guv’ —2vuv+viu)d ) +360@u*v-2uvu+vu’)o(v) =0, Vuyvel (6.45)

elde edilir.

Lemma 6.5.1.2 (iii) den & ([u,v]u)d (u) = € (u[u,v])o (u), Vu,ve J yazilabilir.
Komiitator ozelliklerinden ve yine @ nin bir endomorfizm olmasindan,

@(u’v-2uvu+vu’)du)=0, Vuvel (6.46)
bulunur. Bu esitlikte u yerine u + v alinirsa, 0 = @((u + v)° v — 2(u + v)v(u + v) +
viu + v)2)d@ + v) = @’V + 2vuv — 2uvu — uv’ — v’iu + vu’)S () +

@u’v+2vuv —2uvu—uv’ —viu+vu’)d (v), Vu,veJ olur. (6.46) esitliginden,

74



fu’v —2uvu+vu’)S(v)— @(uv’ —2vuv+v>u)d(u) =0, Vuvel (6.47)
elde edilir. (6.45) ve (6.47) diisiiniiliirse, 48 (u’*v —2uvu + vu?)J§ (v) =0, Vu,vel
olur. charR# 2 oldugundan 6(u*v — 2uvu + vu?)d(v) = 0, Yu,ve] bulunur.
O halde (B(u*)8(V)-26)O(V)O) + 6(v)Ou’) S (v)=0, Vu,ve ] dir.

Lemma 6.5.1.4 : R bir halka ve J, R nin sifirdan farkli bir Jordan ideali olsun.
Bu taktirde, 2[R,R]J = J ve 2J[R,R] ] dir.

ispat : Vx,yeR, uel icin (u[x,y]) — ((u,x),y) + ((w,y),x)e]J dir. Buradan
VvV x,ye R, ue J i¢in (u,[x,y]) — ((u,x),y) + ((0,y),X) = (u,xy) — (u,yx) — (ux + xu,y) +
(uy + yu,x) = u(xy) + (xy)u — (u(yx) + (yx)u) - (ux)y + y(ux) + (xu)y + y(xw) +
(uy)x + x(uy) + (yu)x + x(yu) = uxy — uyx + Xyu — yxu — uxy — xuy — yux — yxu +
uyx + yux + xuy + xyu = 2xyu — 2yxue J, yani 2[x,yJue JV x,ye R,ueJ olur. O

halde 2[R,R]J cJ dir.

Benzer sekilde yine V x,ye R,ue] i¢in, ((u,y),x) — (u,[x,y]) — ((u,x),y)e J dir.
Yani V x,ye R,ue ] i¢in, ((u,y),x) — (u,[X,y]) — ((u,X),y) = (uy + yu)x + x(uy + yu) —
u(xy — yx) — (Xy — yx)u — (ux + xu)y — y(ux + Xxu) = uyx + yux + xuy + xyu — uxy +
uyx — Xyu + yXu — uxy — Xxuy — yux — yxu = 2uyx — 2uxye J bulunur. J, Jordan ideal
oldugundan 2uxy — 2uyx = 2u[x,y]le J, ¥ x,ye R,ue J olur. Oyleyse 2J[R,R] ] dir.

Lemma 6.5.1.5 : R bir asal halka, J, R nin sifirdan farkli bir Jordan ideali ve
aJ = (0) (Ja = (0)) olsun. Bu taktirde, a = O dur.

Ispat : J, Jordan ideal oldugundan V xe R,ue] icin (u,x)eJ dir. O zaman
aJ] = (0) oldugundan a(u,x) = a(ux + xu) = aux + axu = O olur. Yine aJ = (0)
oldugundan aux = 0 dir. O halde axu = 0V xe R,ue J bulunur. Yani aRJ = (0) dir. R
halkasinin asalligindan a = 0 veya J = (0) elde edilir. J, sifirdan farkli bir Jordan ideal

oldugundan a = 0 bulunur.

Benzer sekilde Ja = (0) ise (u,x)a = (ux + xXu)a = uxa + xua = uxa = 0,
V xe R,ue J olur. Yani JRa = (0) dir. Yine R halkasinin asallig1 kullanilirsa J = (0)
veya a = 0 bulunur. J, sifirdan farkli oldugu i¢in a = 0 dur.

Lemma 6.5.1.6 : R, bir 2 torsion free asal halka, J, R nin sifirdan farkli bir

Jordan ideali olsun. Buna gore, aJb = (0) ise a =0 veya b =0 dur.
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ispat : Lemma 6.5.1.4 den 2[R,R]Jc]J dir. O halde a2[R,R]Jbcalb = (0)
yazilabilir. Bu durumda V x,ye R,ue J i¢in 2a[x,yJub = 0 olur. charR # 2 oldugundan
V x,ye R,ue J icin a[x,yJub = O dir. Son esitlikte y yerine ya alinirsa, ay[x,aJub = 0,
V x,ye R,ue ], yani aR[x,a]Jub = (0) olur. R asal halka oldugundan a = 0 veya
[x,a]Jub =0, ¥V xe R,ue J bulunur.

[x,aJub = 0, Vxe R,uelJ ise 0 = (xa — ax)ub = xaub — axub dir. aJb = (0)
oldugundan ilk terim sifir olur. axub = 0, V xe R,ue J, yani aRJb = (0) bulunur. Yine
R nin asalligindan a =0 veya Jb = (0) elde edilir.

Jb = (0) ise Lemma 6.5.1.5 den b = 0 olur.

Sonug olarak a =0 veya b = 0 bulunur.

Lemma 6.5.1.7 : R, bir 2 torsion free asal halka, J, R nin sifirdan farkli bir
Jordan ideali olsun. Buna gore, J komiitatif ise J C Z dir.

ispat : Lemma 6.5.1.4 den 2[R,R]J ] yazilabilir. J komiitatif oldugundan
[J.J]1 = (0) dir. Buradan [2[R,R]J,J] = (0) olur. V x,ye R,u,ve J i¢in 0 = [2[x,y]u,v] =
2[x,yl[u,v] + 2[[x,y],vlu = 2[[x,y],v]u dir. charR#2 oldugundan [[x,y],v]u = O,
VvV x,ye R,u,ve J, yani [[x,y],v]J] = (0) elde edilir. Lemma 6.5.1.5 den [[x,y],v] = 0,
VvV x,ye R,veJ olur. Bu esitlikte y yerine xy alinirsa, 0 = [[x,xy],v] = [X[x,y],Vv] =
x[[x,y],v] + [x,v][x,y], yani [x,V][X,y] = 0, Vx,ye R,ve] bulunur. y yerine yv
yazilirsa, 0 = [x,v][x,yv] = [x,v]y[x,v] + [xV][x,y]lv, VXx,yeR,vel] den
[x,v]y[x,v] = 0, Vx,yeR,ve] olur. Yani, [x,v]R[X,v] = (0) dir. R halkasinin
asalligindan V xe R,ve J i¢in [x,v] = 0 bulunur. Oyleyse V veJ icin ve Z dir. JCZ
olur.

Lemma 6.5.1.8 : R, bir 2 torsion free asal halka, J, R nin bir alt halkasi ve
Jordan ideali olsun. Buna gore, V u,veJ i¢in [u,v] 2 =0 ise J komiitatiftir, dolayisiyla

merkezdedir.

Ispat : Vu,veJicin [u,v]* = 0 esitliginde v iizerinde lineerlestirilme yapilirsa,
0=1[uv+wl]’” =[uwv+wluv+wl =((uv] + [uw)(uv] + [u,w]) = [uv]®> +
[u,v][u,w] + [u,w][u,v] + [u,w]?® = [u,v][u,w] + [u,w][u,v], Vu,v,we T dir. v yerine
vu alinirsa, V u,v,we Jicin 0 = [u,vu][u,w] + [u,w][u,vu] = [u,v]u[u,w] + [u,w][u,v]u
= [u,v]u[u,w] — [u,v][u,w]u dan [u,v][u,[u,w]] =0, V u,v,we J bulunur. Son esitlikte

v yerine vv, v, €J almursa, [u,v]v,[u,[u,w]] =0, Vu,v,v,,we ], yani [u,v]J[u,[u,w]]
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= (0), Vu,v,we ] elde edilir. Lemma 6.5.1.6 dan [u,v] =0, V vel] veya [u,[u,w]] =

0, ¥V we J bulunur.

[u,v] = 0, Vvel ise zaten ikinci durum s6z konusudur. O halde Onermenin
ikinci kismini incelemek yeterlidir. [u,[u,w]] = 0, Vwe]J ise w yerine wv, ve]
alinirsa, [u,w][u,v] =0, Vv,we ] olur. Yine v yerine vw alinirsa, [u,w]J[u,w] = (0)
bulunur. Lemma 6.5.1.6 dan [u,w] = 0 elde edilir. Vu,wel] icin [uw] = 0
oldugundan J komiitatiftir. Lemma 6.5.1.7 den J = Z olur.

Lemma 6.5.1.9 : R, 2 torsion free bir halka, J , R nin bir Jordan ideali ve alt
halkasi olsun. J:R—R toplamsal bir doniisim olmak iizere Yuel] igin
S (u?)=26(u)d (u) ise asagidaki ifadeler dogrudur.

i) JS@u’v)=60@’)SNV) + (BWON) + 8(V)O (W) (u) + 6(u)S [u,v],

Yuyvel

() JS(vu?)= 0w )W)+ BOW)O) — B O(v))S(u) — 8(u)d[u,v],

Yuyvel

Ispat : (i) Lemma 6.5.1.2 (i) den S(uv + vu) = 260 (W) (V) + 260(v)J (u),
V u,ve J idi. Bu esitlikte v yerine vu alinirsa,

duvu+vu?)=2(8)d (vu) + (V)8 () (v)), Yu,vel (6.48)
bulunur. Yine ayn1 esitlikte v yerine uv alinirsa,

S’v+uvu)=2(8)d uv)+ 88 (v)JS (), Yu,vel (6.49)
elde edilir. (6.49) dan (6.48) ¢ikarilir ve 0 nin toplamsal oldugu kullanilirsa ,

Su’v—vu?)=2(0)d (uv])) +[0(),d (V)] (), Yuve] (6.50)
olur. Simdi Lemma 6.5.1.2 (i) de u yerine u” alinirsa, S (u’v+vu’)=28u’)d(v)

+26(v)8@u?), Yu,ve] den,

S(U*v+vu?)=260u*)S(V)+40(v)6()S (u), Vuyvel (6.51)
bulunur. (6.50) ve (6.51) toplanirsa, 25(u’v) = 260@*)S(V) +
200(w)0(v) + 6(v)B()o(u) + 26(w)d ([u,v]), Yu,vel elde edilir. charR#2
oldugundan,

S’v) = U)o + (BWOV) + )OS () + O(u)d ([uv]),
Yu,vel (6.52)
olur.
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(ii) (6.51) den (6.50) cikarilirsa, § 2vu®)=28U*)o(v) +480(v)O() S (u) —
2(6 ()0 ([u,v]) + [6(u),8(Vv)] 6 (u)), Yu,vel olur. O halde
20(vu?) =260@U*)SV) + 66(V)0)S ) — 20O (V) () — 280 (u)d ([u,v)),
V u,ve J dir. charR # 2 oldugundan,

o(vu*) = 6*)d (W) +36(v)8)S(u) — ()P (V)d () — 8(u)d ([uv)),
Yu,vel (6.53)
bulunur.

Teorem 6.5.1.10 : R, bir 2 torsion free asal halka, J, R nin bir Jordan ideali ve
alt halkasi, @ bir otomorfizm ve ¢ :R—R toplamsal doniisiim olmak iizere V ue J
icin 8 (u®)=26(u)J (u) olsun. Bu taktirde, ] € Z veya & (J) = (0) dur.

Ispat : JZ Z olsun. Lemma 6.5.1.2 (iv) ye

[0(),8(v)]0()o (u)=6)[O(u),8(v)]o(u), Vuyvel (6.54)
diyelim. Komiitatorler acilip bulunan esitlik diizenlenirse,

(B@U*)O(V)-20)OV)B )+ 8(v)B(’))S(u)=0, Vuyvel (6.55)
elde edilir. (6.55) de u yerine [u,w], wel alinirsa,

6 ([u,w]*) 6 (v)d ([u,w]) - 26([u,w]) 6 (v) 8 ([u,w]) 6 ([u,w]) +
6(v)O([u,w]*)o (u,w]) =0, Yu,v,we] (6.56)

bulunur. Lemma 6.5.1.3 (i) den son iki terim sifirdir. Oyleyse

[u,w]*vE™" §(u,w]) =0, Yu,v,wel, yani [u,w]*J8" & ([u,w]) = (0), ¥V u,weJ dir.

Lemma 6.5.1.6 dan Vu,we J i¢in [u,w]® =0 veya ' & ([u,w]) = O bulunur. Simdi
4 f

(u,w)—[u,w] ve (u,w)— 8" & ([u,w]) doniisiimlerini diisiinelim. Lemma 6.5.1.1

den f =0veya g (u,w)> =0, Vu,veJ dir.

g (u,w)* =0ise [u,w]® =0, Vu,weJ dir. Lemma 6.5.1.8 den JcZ bulunur
ki celiskidir. O halde f = 0 dir. Yani 6" 6(uw]) = 0, Yuwel] olur.

6 otomorfizm oldugundan & ([u,w]) =0, Vu,welJ, yani d (uw) = o (wu), Vu,weJ

bulunur.

20 (wuwu) = d((wuu + (wuu) = o (wu)u + u(wu)), Vu,welJ dir. Lemma

6.5.1.2 (i) kullanilirsa 26 (wuwu) = d((wuu + u(wu)) = 28(wu)d (u) +
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200)0(wu) = 28(wu)d(u) + O@wd(wu + wu) = 28(wu)d() +
Bw)d(wu + uw) = 20(wW)@W)d () + BWR2IW)d() + 260 (w)) =
20U)d (W) +20 )6 (w)S (u) +28(w)68(u)d (u), Vu,we J elde edilir. charR #2
oldugundan & (wuwu) = 8u’)5(w) + 88 (wW)J5 () + (w)8(u)d (u), Vuwel
olur. Lemma  6.5.1.9 (i) den J((wuu) = 6u?)o (w) +
BOW)B(u) — B(w)O(wW)o () — O()d ([uw]), Yuwel dir. Son iki esitlik
karsilastirilirsa, (28 (w)@((u) — 260 ()@ (w))d (u) — () d ([u,w]) = 0, Yu,wel
bulunur. ¢ ([u,w]) = 0 ve charR#2 oldugu kullanilirsa, [8(u),8(w)]d (u) = 0,
Yu,wel olur. Bu esitlikte w yerine wv alinirsa, 6 ([u,w])@(v)d (u) = 0, yani
[uwlvd™" d(u) = 0, Yuwe] bulunur. Bu ise [u,w]J8"' Su) = (0), Yuwel
demektir. Lemma 6.5.1.6 dan Vu,wel i¢in [u,w] = 0 veya 6" Su) =0, yani
Vu,weJ i¢in [u,w] =0 veya ¢ (u) = 0 elde edilir.

A={uell[uw] =0, Vwel} ve B={uell| d(u) =0} kiimelerini alalim.
J = AUB dir. Brauer’s Trick den J = A veya J = B olmalidur.

J = Aise [J,J] = (0) olacagindan J komiitatiftir. Lemma 6.5.1.7 den J = Z olur.
Celiski elde edilir. O halde J = B dir. 6 (u) =0, YueJden d (J) = (0) olur.

Not 6.5.1.11 : Yukaridaki teoremde J nin yalmz alt halka oldugu diisiiniiliirse
ne JcZ dir ne de 6 (J) = (0) dur.

Sonug 6.5.1.12 : R bir 2 torsion free asal halka olsun. J :R —R toplamsal bir

doniisiim olmak iizere J (x*) = 2x J (x), V xe€ R ise R komiitatiftir.

6.5.2. Homomorfizm veya Antihomomorfizm Gibi Hareket Eden Sol
Tiirevler

Teorem 6.5.2.1 : R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir sag ideali, ,¢
otomorfizm ve ¢ :R—R, bir (8, ¢ )-tiirev olsun. Buna gore,

(i) o, Tiizerinde homomorfizm gibi hareket ediyorsa o = 0 dir.

(ii) o, Tiizerinde antihomomorfizm gibi hareket ediyorsa & = 0 dir.
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Teorem 6.5.2.2 : R, bir 2 torsion free asal halka, J, R nin sifirdan farkli bir
Jordan ideali ve alt halkasi, @ bir otomorfizm ve 6 :R—R, bir sol (8,8 )-tiirev
olsun. Buna gore,

(i) 0, Jiizerinde homomorfizm gibi hareket ediyorsa ¢ = 0 dir.

(ii) J, J tizerinde antihomomorfizm gibi hareket ediyorsa ¢ = 0 dur.

Ispat : (i) Hipotezden,

S(Wo(V)=d0(uv)=60W)d(V)+ 8(v)o (n), Yuyvel (6.57)
dir. u yerine uv alinirsa,

S(uv)o (V)= 8 @v)o(v)+ 8(v)o (uv), Yu,vel (6.58)
olur. Hipotez ve (6.57) kullanilirsa, 8(u)d (v)d (V) + 8(v)O (u) 0 (v) = 8(uv)d (V) +
O(V)o(w)d(v), Yuvel] den 8u)o(v)o(v) = O@uv)o(v), Yuvel] bulunur.
Oyleyse,

G)(o(V)—6(v)o(v)=0, Vuyvel (6.59)
yani 8(J)(O (V) — 8(v)) o (v) = (0), Vve] dir. J, Jordan ideal oldugundan & (J) de
Jordan idealdir. Lemma 6.5.1.6 dan (0 (v) — €(v))o (v) = 0, Vvel elde edilir.
Oyleyse §(v)J (v) = 8(v)J (v), Vvel dir. Hipotezden 5 (v?) = 8(vV)J (v), Vvel
bulunur. Simdi 6 nin sol (8,8 )-tiirev oldugu kullanilirsa, 8(v) o (v) + €(v)d (v) =
O(v)d(v), Yvel den 8(v)o(v) = 0, VYvel olur. v iizerinde linnerlestirme
yapilirsa, 0 = 6(v+uw)d(v+u)= (V)0 (v) + (vV)O (u) + 8(u)d (v) + O(u)J (u),
Vu,ve ], yani

E(V)d(w)+ @) o(v)=0, Vu,vel (6.60)
elde edilir. u yerine vu yazilir, hipotez ve 6(v) o (v) =0, V veJ oldugu kullanilirsa,
(V)W) (v) =0, Yu,vel, yani vud"' 5 (v) =0, Yu,vel den vI8' 5 (v) = (0)
bulunur. Lemma 6.5.1.6 dan Vvel] icin v = 0 veya 8 §(v) = 0 olur. O halde
Vveliginv=0veya ¢ (v)=0dir.

v =0ise 0 (v) = 0 olacagindan ikinci durumu incelemek yeterlidir. Bu esitlikte
v yerine (v,r), re R alinirsa, charR # 2 oldugundan 8(v)o (r) = 0, Vre R,ve ] elde
edilir. Buradan 8(J)d (r) = (0), Vre R ve 8(J), Jordan ideal oldugundan o (r) = 0,
VreR, yani 6 =0 bulunur.
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(ii) Hipotezden Vu,veJ icin d (u)o (v) = o (vu) = (V) (u) + 8(u)od (v) =
O)d(v) + @(v)o(u) = d(uv) = 0(v)0(u) oldugundan & aym zamanda

homomorfizm olur. O halde (i) den 6 = 0 bulunur.
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BOLUM 7
(o,7)-LiE iDEALLER

7.1. Asal Halkalarda (o, 7 )-Lie Idealler

Bu boliimde R bir asal halka, o,7,, 8,4, otomorfizm, Lemma 7.1.1 ve
Lemma 7.1.3 disinda charR # 2 alinacaktir.

Lemma 7.1.1 : R bir asal halka olsun. Buna gore, b,abe C  ise ae Z veya
b=0 dir.

Lemma 7.1.2 : U, R nin sifirdan farkli bir (o, 7 )-sol Lie ideali ve d:R =R,
sifirdan farkli bir tiirev olsun. Buna gore, d(U) = (0) ise [U,o(U)] = (0) ve
[oU), 7 (U)] =(0) dir.

Lemma 7.1.3 : U, R nin sifirdan farkli bir ideali, d, sifirdan farkli bir
(o0,7)-tiirevvedo = od,d7 = 7d olsun. Buna gore, d* (U) = (0) ise d = 0 dur.

Lemma 7.1.4 : U, R nin sifirdan farkli bir (o, 7)-sol Lie ideali olsun. Buna

gore, UcCaﬁ ise UcZ dir.

ispat : reR, veU ig¢in [rO'(V),V]MeCw dir. r,xeR, veU igin,

0 = [roMWN,,xl,, = [rvl,, cMxl,, V], [6W,a®] +

[[r,v], . x], ; O (V), yani,

[rvl, . [0 (V),x(x)]=0,VrxeR,veU (7.1)
olur. (7.1) de x yerine xz, zeR almwsa, 0 = [rv],  [0(V),ad(x2)] =
[r.v],. @ (X)[o V), x(2)], Vr,x,ze R, veU elde edilir. Yani,

[rvl, . RloMW),x ()] = (0), VrzeR, veU elde edilir. R asal oldugundan
[rvl,, =0, VreR veya [0 (v),2(z)] =0, VzeR bulunur. O halde [r,v],, =0,

VreR veya[o(v),R] =0 dir.

VreR igin [r,v],, . = 0 esitliginde r yerine rt, te R alimrsa, 0 = [rt,v] . =

r[t,v]__ + [r,7 (V)]t, VrteR, yani, [r,7 (v)] =0, Vre R elde edilir. Buda 7 (v)e Z,

o,T

yani, ve Z demektir. Buradan U cZ bulunur.
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[0 (v),R] =(0) ise yine ayn1 durum s0z konusu olacagindan ispat tamamlanir.

Lemma 7.1.5 : d, R halkas: {izerinde sifirdan farkli bir (o,7)-tiirev olsun.
Buna gore, d(R)cC 4 ise R halkas1 komitatiftir.

Ispat: x,yreR icin, 0 = [d(xy).r] e = dX)o(y) + 7(x)d(y).rl,, =
dx)[o(y),A®] + [dx)rl,, o@) + 7®Mdy).r],, + [7&),4@]d(y), yani
dX)[o(y),A@0)] + [t(x),u()]d(y) = 0, Vx,yore R dir. Son esitlikte r yerine
177 (x) alinirsa,

dlo (), A(4'T(x)]1=0, ¥ x,yreR (7.2)
elde edilir. (7.2) de y yerine yz, ze R alimirsa, 0 = d(x)[o (yz), A (¢ '7(x))] =
dx)o(y)[o(2),A(u't(x))], Vx,y,zeR bulunur. o otomorfizm oldugundan
dx)R[0 (2), A (1 '7(x))] = (0) , Vx,y,z€ R olur. R nin asalligindan d(x) =0 veya
[0(2),A(u't(x))] =0, VzeR ,yani d(x) = 0 veya [R,A(u '7(x))] = (0) elde
edilir. Buradan d(x) = 0 veya [R,x] = (0) bulunacagindan d(x) =0 veya xe& Z olur.

Simdi K = {xe RIxe Z} ve L = {xe R 1d(x) =0} kiimeleri alinirsa, R = KUL
dir. Brauer’s Trick den R = K veya R = LL olmalidur.

R =L ise d = 0 olacagindan celiski elde edilir. O halde R = K dir. Yani R
halkas1 komiitatiftir.

Teorem 7.1.6 : d, sifirdan farkli bir (o, 7)-tirevvedo = od, d7r = 7 d olsun.
Buna gore, [a,d(R)], 5 =(0) iseac C, 5 dur.

ispat : x,yeR i¢in, 0 = [a,d(xy)],, = [a,dXx)o(y) + 7(X)dW],,; =
Bd®la,0 W], + [2adX)],, @ 0@ + BTERAN],, + [4,7®],, dy)
dir. Hipotezden, fd(x)[a,o (y)] wp HATX)], ; @d(y) =0, Vx,ye R bulunur. Son

esitlikte x yerine 77'd(x) alinisa, O

pd(r ' dx)a,c (], , +
[a,7 (77" d(x))] , 4 @ d(y), Vx,ye R, yani,

Ld(r7'd(x))[a, 0 (y)] ap =0, VX,yeR (7.3)
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elde edilir. (7.3) de 'y yerine yz, zeR almursa, (7.3) den
Bd(7'dx))R[a, o (2)] «p = (0), Vx,zeR bulunur. R asal halka oldugu icin

Bd(t7'dx)) = 0, VxeR veya [a,0(2)],; = 0, VzeR olur. O halde

d(z7'd(R)) = (0) veya [a,R] ap = (0)dir.

d(z'd(R)) = (0) ise dz = 7d oldugundan d*(R) = (0) elde edilir. Lemma
7.1.3 den d = 0 bulunur ki celiskidir. O halde [a,R],, = (0) dir. VxeR igin
0=[ax],,; =aa(x)- f(x)aesitliginden ac C, ; olur.

Sonug 7.1.7 : U, R nin sifirdan farkli bir (o, 7 )-sag Lie ideali, d, sifirdan farkl
bir tirev ve do = 0d, d7 = 7 d olsun. Buna gore, d(U) = (0) ise UcC , dur.

Ispat : reR, ve U icin, 0 = d([v,r] vr) =dlvo() — 7(n)v) = dv)o (r) +
vdo (r) — d7z (r)v — 7 (r)d(v) dir. d(U) = (0) oldugundan vdo (r) — d7 (r)v = 0,
VreR, veU olur. Hipotezden vod(r) — 7d(r)v = 0, VreR, veU ,yani
[v.d()],, = 0, VreR, veU elde edilir. VreR igin bu esitlik saglandigindan

[v.d(R)], . =(0) dir. Teorem 7.1.6 dan ve C VveUyani UcC_  bulunur.

Teorem 7.1.8 : (i) U, R nin sifirdan farkli bir (o, 7)-Lie ideali, d, sifirdan
farkli bir (&, §)-tirev ve dr = ad, d f = fd olsun. Buna gore, [U,dR)], ,= (0)
ise UcZdir.

(ii) d,, sifirdan farkl bir (o, 7)-tiirev, d, , sifirdan farkl bir (¢, )-tiirev ve
d,a =ad,,d, f = fd, olsun. Buna gbre, [d,(R),d, (R)] , , = (0) ise R halkas1
komiitatiftir.

Ispat: (i) [U,d(R)] 2= (0) ise Teorem 7.1.6 dan UcC,  olur. Lemma 7.1.4

Au
den U cZ bulunur.

(i) [d,(R).d, (R)] an = 0 ise Teorem 7.1.6 dan d,(R)cC A elde edilir.

O halde Lemma 7.1.5 den R halkasi1 komiitatif bulunur.

Teorem 7.1.9 : d, sifirdan farkhi bir (0,7 )-tiirev ve ae R olsun. Buna gore,

d(R,a) = (0) ise (d(R),a) , . =(0) dur.
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Ispat : d(R,a) = (0) oldugundan re R icin, 0 = d(ar,a) = d(a(r,a) — [a,a]r) =
d(a(r,a)) = d(a) o (r,a) + 7 (a)d(r,a) dir. Yine hipotezden,

d(a)o (r,a) =0, VreR (7.4)
elde edilir. (74) de r yerine rx, xeR alnwsa, 0 = d(a)o(rx,a) =
d(a) o (r[x,a] + (r,a)x) =d(a) o (r) o [Xx,a] + d(a) o (r,a) 0 (x) olur. (7.4) den

d(a)o (r)o[x,a] =0, VrxeR (7.5)

bulunur. (7.5) esitligi d(a)R o [x,a] = (0) demektir. R nin asalligindan d(a) = 0 veya
[x,a] =0, V xe R elde edilir. Yani d(a) =0 veya ae Z dir.

a€ Z durumunu inceleyelim: Hipotezden Vre R icin 0 = d(r,a) = d(ra + ar) =
d(2ra) = 2d(ra) = 2(d(r)o (a) + 7 (r)d(a)) dir. charR#2 oldugundan Vre R icin
dr)o(a) + 7(r)d(a) = O bulunur. Son esitlikte r yerine (r,a) alinip hipotez
kullanilirsa,

7 (r,a)d(a) =0, Vre R (7.6)
elde edilir. Burada 7 nun otomorfizm ve a€ Z oldugu diisiiniiliirse, 2 7 (ar)d(a) = 0,
V re R bulunur. charR # 2 oldugundan 7 (ar)d(a) = 0 dur. Esitligin her iki tarafina 7'
uygulanirsa, arz”' d(a) = 0, Vre R olur. O halde aR7'd(a) = (0) dir. R halkasinin
asalligindan a = 0 veya 7 'd(a) = 0, yani a = 0 veya d(a) = 0 elde edilir. O halde her

iki durumda da d(a) = O dir. Sonug olarak a€ Z ise d(a) = 0 bulunur.

(7.5) esitliginden hemen sonra d(a) = 0 veya ae Z bulmustuk. Yukarida elde

ettigimiz sonucu da kullanirsak d(a) = 0 olur.

Hipotezden, VreR i¢in 0 = d(r,a) = d(ra + ar) = d(r)o (a) + 7(r)d(a) +
d@o (@) + 7(a)dr) = dr)o(a) + z(ad(r) = (d()a),, bulunur. Yani
(dR),a),, =(0) dir.

Lemma 7.1.10 : U, R nin sifirdan farkli bir (0,7 )-sol Lie ideali, d sifirdan

farkli bir tirev ve do = od, dz = 7d olsun. Buna gore, d(U) = (0) ise U

komiitatiftir.
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ispat : U, bir (o, 7)-sol Lie ideal oldugundan re R, ve U i¢in [r,v] , . € U dur.
Hipotezden 0 = d([r,v],,) = d@o(v) — 7(V)r) = d(r)o (v) + rdo (v) —dz (vV)r -
T(v)d(r) =d(r)o (v) +rod(v) — 7d(v)r— 7 (v)d(r) olur. d(U) = (0) oldugundan

dr)yo(v)— 7(v)d(r) =0, VreR,ve U (7.7)
bulunur. (7.7) de r yerine rx, x€ R alinir yine (7.7) kullanilirsa,

d@)[x,c (V)] +[r,7(v)][dx)=0, VxreR,ve U (7.8)
bulunur. (7.8) de x yerine o (w), we U alimp d(U) = (0) oldugu kullanilirsa,
din)[o (w),o(v)] = 0, VreR, v,we U elde edilir. r yerine xy, x,ye R alinirsa,
dXx)y[o (w),o (v)] =0, Vx,ye R, v,we U bulunur ki bu da d(x)R[ o (W), o (v)] = (0)
demektir. R nin asalligindan d(x) =0, Vxe R veya [0 (w),0 (V)] =0, Vv,we U elde
edilir. Bu ise d = 0 veya o [w,v] = 0 oldugunu gosterir. d, sifirdan farkli tiirev
oldugundan o [w,v] = 0 ,dolayisiyla [w,v] =0, ¥V v,we U olur. Yani U komiitatiftir.

Lemma 7.1.11 : U, sifirdan farkli bir (o, 7 )-sol Lie ideal, d sifirdan farkli bir
tirev ve do = od, dz = 7d olsun. Buna gore, d*(U) = (0) ve d(U)cZ ise U
komiitatiftir.

Ispat : xe R, ue U i¢in [7 (wx,u],, € U dur. [7 (x,ul,, = 7(@[x.ul,, +
[7(w),7 (W]x = 7 (w[x,u],, oldugundan 7 (u)[x,u], € U olur. d?(U) = (0) oldugu
icin0=d*(7 (WIx,ul,,)=d’(zr )xul,, +dzd(xul,,)+dzWd(x.ul,,)
+ z(wd’(xul,,) = 2dz(d(x.ul,,),V xeR, ueU elde edilir. charR#2
oldugundan

dz (wd([x,ul,,)=0, VxeR,ueU (7.9)
bulunur. (7.9) da u yerine u + v, ve U alinirsa (7.9) dan,

dz (wd([x,v],,)+d7(V)d(x,u],,)=0, VxeR,uveU (7.10)
elde edilir. (7.10) esitligi soldan d7 (u) ile ¢arpilip dz = 7d, d(U)cZ oldugu ve
(7.9) esitligi  kullanilirsa, (d7 (u))*>d([x,v] o) = 0, VxeR, uvel, yani

(d7 (u))*d([R,U] o) =1(0), YuelU (7.11)

bulunur.
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Ote yandan, xe R, ve U icin [xo (V),v] or = X[O(V),0 ()] + [X,V],, O(V)

oldugundan [x,v],, o (v)e[RU] . dir. Dolayisiyla d([x,v],. o (v))ed[R,U],,

olur. (7.11) den 0 = (d7(w)*d([x,v],, o (v)) = (d7()*d(x,v],,)o (V) +
(d7 (u)?’[x,v],,do(v) elde edilir. (7.11) esitliginden,

dz ()’ [x,v],,do(v)=0, VxeR,uveU (7.12)
bulunur. Bu esitlikte v yerine v + w, weU alinirsa, (7.12) den

dz ()’ [x,v],,do (W) +(d7 W)’ [x,w],,do(v)=0, VxeRu,v,we U

(7.13)
elde edilir. Bu esitlik sagdan do(v) ile carpithp d(U)cZ ve (7.12) esitligi
kullanilirsa,

(d7 () ?[x,w] or (dO (V) *=0, VxeR,u,v,we U (7.14)

bulunur. d(U)cZ oldugundan od(U)cZ, yani do(U)cZ dir. Dolayisiyla
(d7 ) ?[x,w] s R(do (v))* = (0) dir. R asal oldugundan (d7 (u))> [x,w] or =0,

VxeR, u,we U veya (do(v))> =0, VveU, yani (dz(u))*> =0, VueU veya
[x.wl,, = 0, VxeR, weU veya (do(v))? = 0, VveU bulunur. Bu da
(dz (U))* = (0) veya [R,U] s = (0) veya (do(U))* = (0) demektir. Burada
do = odvedr = 7d esitlikleri kullamlirsa, (d(U))* = (0) veya [R,U] o = (0) elde

edilir. d(U) cZ oldugundan d(U) = (0) veya [R,U] ; . = (0) olur.

d(U) = (0) ise Lemma 7.1.10 dan U komiitatiftir.

[R,U],, =(0)ise Vx,yeR,ve Uigin 0 = [xy,v],, =x[y,0c (V)] + [x,v], .y =

x[y,o (v)] elde edilir. Dolayisiyla R[R,o0 (U)] = (0) dir. R asal halka oldugundan
[R,o0(U)] = (0) olur. O halde o (U)cZ dir. Buradan UcZ, yani U komiitatif
bulunur.

Teorem 7.1.12 : U, R nin sifirdan farkli bir (o, 7)-sol Lie ideali, d sifirdan

farkl1 bir tirev ve do = od, d7 = 7 d olsun. Buna gore, d(U) cZ ise U komiitatiftir.
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Ispat : Vx,yeR, u,ve U i¢in d(U) cZ oldugundan d([d(v)x,u] o.r JE Z dir. Bu
ifadeden d([d(v)x,u],,) = ddW)[x,u]l,, + [d(V),7(W]x) = d? (v)[x,u] or T
d(v)d([x,u],,) oldugundan d? (v)[x,u] o T dW)d([x,u]l, )eZ elde edilir.
d(v)d([x,u],, , )€ Z oldugundan,

d*(v)[x,u],. ., VxeR,uveUeZ (7.15)

bulunur. Burada d(U)cZ ise d*(v)e Z olur. (7.15) ifadesi de goz oniine alinirsa,
d*(v) =0, VveU veya [x,u] ,,€Z, VxeR, ueU elde edilir. Yani d*(U) = (0)

veya [x,u] , . € Z, Vxe R, ue Uolur.

d? (U) = (0) ise Lemma 7.1.11 den U komiitatiftir.

[xu],.,€Z, VxeR, uelU ise [xo(u],,eZ dir. [xou],, =
x[o (u),0 (W] + [x,u],, . 0(w) =[x,u] ., 0(u) oldugundan [x,u] , . 0 (u)€ Z bulunur.

Ayni zamanda [x,u] , . € Z oldugundan [x,u] , . =0, Vxe R veya o (u)e Z olur.

[x,u],, =0, VxeR ise reR igin, 0 = [xru] ., = x[r,o (W] + [x,u], 1 =

x[r,o (u)], yani R[R, 0 (u)] = (0) elde edilir. R asal oldugundan o (u)e Z dir. Her iki
durumda da o (u)e Z,V ue U bulunur. Buradan ue Z,Vue U olur. Yani UcZ dir.
U komiitatiftir.

Teorem 7.1.13 : U, R nin sifirdan farkli bir (0,7 )-sol Lie ideali, d, sifirdan
farkl1 bir tirev ve do = od, dz = 7d olsun. Buna gére, d(U) = (0) ve Vue U icin
u’eZise UcZ dir.

Ispat : d(U) = (0) ise Lemma 7.1.2 den [U, o (U)] = (0) ve Lemma 7.1.10 dan

U komiitatiftir. Vu,ve U i¢in (u + v) *=u? +v? 4+ 2uv oldugundan 2uve Z olur.
charR # 2 oldugundan uve Z, ¥V u,ve U bulunur. O halde Vr,se R, u,ve U i¢in,
[rul, [s.v], . €Z (7.16)

elde edilir. Bu ifadede s yerine sx, xe R alinirsa, [r,u] ,  [sx,v], . = [r,u] . s[x,0 (V)]

+[r,u] . [8,v], . x esitliginden [r,u] , . s[x,0 (V)] + [r,u] , , [s,v], . X € Z bulunur. Son
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ifadede x yerine w, we U alinirsa, [r,u] ., s[w,o (V)] + [ru],[s,v],, weZ olur.

[U,o (U)] = (0) oldugundan,
[rul, . [s,vl,, weZ, VrseR, uv,welU (7.17)

bulunur. (7.16) ve (7.17) birlikte diisiiniiliirse,
[rul, . [s.v],, =0, Vrse RuvelU veya weZ, VweU (7.18)

elde edilir.
we Z, Vwe Uise UcZ dir.

[rul, . [s,vl,, =0, VrseR,u,ve U ise bu esitlikte r yerine rt, te R alinirsa,
[r,7 (W]t[s,v],, =0, Vrs,te Ru,ve U bulunur. R asal oldugundan [R, 7 (U)] = (0)

veya [R,U], . =(0) elde edilir.

[R,7 (U)] = (0) ise 7(U)cZ yani UcZ dir. [R,U],, = (0) ise UcZ oldugu

Lemma 7.1.11 de ispatlanmust1. Ispat tamamlanir.

Lemma 7.1.14 : 1, R nin sifirdan farkli bir ideali ve a,be R olsun. Buna gore,
[[La],,.bl,; =(0)ise [7 (a), 5 (b)] =0 dir.

ispat : [[Lal,,.b] wp = 0 ise Vyel igin, 0 = [[7(a)y,a],,.b] wp =
[z @lyal,, + [7@.7@]ybl,, = [7@Iyal,,bl,, = 7@Iyal,,.bl,, +
[7 (a), B (b)][y,a] ». dir. [[La], ,.b], 5= 0 oldugundan,

[z (a), B®]ly.al,, =0, Vyel (7.19)
elde edilir. (7.19) da y yerine yr, re R alinirsa, (7.19) dan [ 7 (a), B (b)]y[r, o (a)] = 0,
Vyelolur. Yani [ 7 (a), B (b)]I[r,o (a)] = (0) dir. Simdi R nin asal oldugu goz 6niine
alinirsa, [ 7 (a), f(b)] =0 veya [r,0 (a)] =0, Vre R elde edilir.

Vre R icin [r,0 (a)] =0 ise 0 (a)e Z, yani a€ Z dir. Buradan 7 (a)e Z bulunur

ki bu da [7 (a), B(b)] = 0 oldugunu gosterir. Her iki durumda da [7 (a), £ (b)] = 0

bulundugundan ispat tamamlanir.
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Sonug 7.1.15 : (i) U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve a€ R olsun.
Buna gore, [I,a] af cC A ise ae Z dir.

(ii) U, R halkasinin sifirdan farkli bir (o,7)-sag Lie ideali ve I, R nin
sifirdan farkli bir ideali olsun. Buna gore, [[LI] , ,,U] 5= (0) ise U cZ dir.

(iii) ae R olsun. Buna gore, [[LI] ,, .a], s =(0) ise ae Z dir.

Ispat : (i) [La] ap ©C,, 18 Vyelicin[ya],,€ C,  dir. Buradan VreR,

yel icin [yal,, A(0) - 4 Mlyal,, =0, yani [[yal,,1,, = 0, VreR, yel
bulunur ki bu da [[Lal,;.Rl,, = (0) demekti. Lemma 7.1.14 den
[ B (a), £ (R)] = (0) olur. Buradan f3(a)e Z, yani ac Z elde edilir.

(i) [[L1],,.U], , = (0) ise Lemma 7.1.14 den [ 7 (I), B (U)] = (0) olur. O halde
Vael, reR, ue U igin 0 = [7 (ar), BW)] = T @[z (@), W] + [7(a), SW]7(r) =
7 (a)[ 7 (1), B ()] elde edilir. Yani 7 (D[R, £ (U)] = (0) olur.7 (I) nin bir ideal ve R
nin asal oldugu diisiiniiliirse, 7 (I) = (0) veya [R, £ (U)] = (0) bulunur.

7 (I) = (0) ise 7 otomorfizm oldugundan I = (0) dir. Celiski elde edilir. O halde
[R, £ (U)] = (0) olmalidir. Buradan S (U)cZ, yani U cZ dir.

(iii) [[L1], , .a] ap = (0) ise Lemma 7.1.14 den [z (I), £ (a)] = (0) elde edilir.
Yukaridaki ispata benzer olarak a€ Z oldugu gosterilir.
Lemma 7.1.16 : I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Bu taktirde,

a,be Ri¢in [[a,I] _ _,b] wp = (0) ise be Z veya [a, 7" B (b)] or =0dir.

ispat : vx,yel icin, 0 = [[a.xy], . .bl 4 =
[z (®[ayl,, + [ax],, oMb, ; = T®Iayl,,..bl,; + [7X),B0]ayl,, +
[ax],. [o@(y).a®)] + I[lax],,.bl,;o(y) dur. [[al], .bl,; = 0 oldugu
kullanilirsa,

[7(x), BMD][ay],, +[ax], . [o(y),a®)]=0, Vxyel (7.20)
elde edilir. Bu esitlikte x yerine rx, re R alinirsa, (7.20) den,

[7(r), B (b)] 7 (x)[a,y] or Tlarl, ., oX[o(y),a()]=0, Vre Rx,ye I (7.21)

olur. Burada r yerine ! [ (b) alinirsa,
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[a,77 B(B)],, o (Do (y),a®)]=(0), Vyel (7.22)
elde edilir. o (I), R halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve R asal oldugundan
[a, 7" B (b)] or = 0 veya [0 (), (b)] = (0) bulunur. Bu 6nermenin sag tarafinda
o (I) nn ideal oldugu kullanilirsa, [a,7”' B (b)] s = 0 veya [R,a (b)] = (0) elde
edilir. Yani [a,7”' B (b)] sr =0 veya a(b)eZ dir. o(b)eZ ise be Z olacagindan

ispat biter.

Lemma 7.1.17 : U, R nin sifirdan farkli bir (0,7 )-sag Lie ideali ve a€ R olsun.
Buna gore, [U,a] , ; =(0)iseac ZveyaUcC  dur.

ispat : U, (o0,7)-sag Lie ideal oldugundan [U,R], cU dur. O halde
[Ual,, = 0 oldugundan, [[U,R], .a], 5 = (0) yazilabilir. Lemma 7.1.16 dan ac Z
veya [U,7"' 8 (a)] = 0 bulunur.

[U,77' B (a)] = (0) ise (Aydin ve Kandamar, 1994) Lemma 2 den 7' (a)e Z
veya UcC _ eldeedilir. 7 ve f# otomorfizm oldugundan ac Z veyaUcC __ olur.

Teorem 7.1.18 : U, R halkasinin sifirdan farkl bir (0,7 )-sag Lie ideali ve I, R
nin sifirdan farkh bir ideali olsun. Bu taktirde,

(i) aeRve[[U]] apdl 1, = (0)iscae ZveyaUcC, , dur.

) [Ul,,cC,, iseUcC, veyaR komiitatiftir.

ispat @ [0 af ,a] au = 0 ise Lemma 7.1.16 dan aeZ veya
U, @], 5 = (0) bulunur. Lemma 7.1.17 den ae Z veya UcCC elde edilir.

(ii) Hipotezden, VueU, ael i¢in [u,a], 5 € C, p dir. O halde VreR,
ue U,ae I i¢in [u,a] af A@) — w(r)|u,a] wp = 0, yani [[u,a] af I ap = 0, VreR,
ue U,ae I olur. Bu ise [[ua], 5,R],; , = (0) demektir. (i) den RcZ veya UcC,,
elde edilir. Buradan R komiitatif veya UcC  , oldugu goriiliir.

Teorem 7.1.19 : d, R halkasi iizerinde sifirdan farkli bir (o, 7)-tiirev ve ac R

olsun. Buna gore, d[a,R] 5= (0)iseaecC,, 5 veyaa+ pa (a)e C. 5 dir.
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Ispat : x,yeR icin, 0 = d[a,xy] wp = dBXIlayl,, + [ax]l,, a(y) =
dfx)o(ayl,,) + 7 fx)dlayl,, + dlax],,ox(y) + 7([ax],z)da(y) dir.
Hipotezden, d f(x)o ([a,y], ;) + 7([ax],z)da(y) = 0,Vx,yeR bulunur. Bu
esitlikte x yerine B7'[a,z], 4, z€ R ahmrsa, 7 ([a, 7' [a.z] , 41, ,)d @ (R) = (0) elde
edilir. Buradan 7 ([a, 87'[a,z] aplas)dR) = (0) olur. (Aydin ve Kaya, 1992)

Lemma 3 den 7 ([a, 7' [a.z] , 4], ,) =0, VzeR, yani

[a, 7' [a,2] , 51,5 =0, VzeR (7.23)
bulunur. (7.23) de z yerine zy almrsa, 0 = [a,8 '[azyl,4zl,, =
[, (B@layl,, + l(azl,z,@OW,s = l[azf'[ayl,zl., +

[a, 57 [az] ., BaW],,; = B@Ia, B [ayl,zl,, + [azl,,a B [ayl,,

+

BB az], la, B la],, + a8 [azl, 4], , 0B 'a(y), Vy.ze R elde edilir.
(7.23) den,

la.z], ,(a B7'[ay],, +[a, (], ;) =0, VyzeR (7.24)
olur. Bu esitlikte z yerine zt, te R alinirsa,
0 = [a,zt] , , (& B [ay], 4 + [a, 7' (D], 4) =

(B@latl,, + [azl,za®O) a B ayl,; + [a8'aWl,,)

+

B@latl, (o fayl,; + [ a(l,,) + [azl,,a®(a B '[ayl,,
[a, 87 @ (V)] , ) Vy,zteR bulunur. Burada (7.24) kullanilirsa,
[a.z], , () B'[ayl,,; + [a. B '@ (Y],,;) =0, VyzteR elde edilir. @ nm
otomorfizm ve R nin asal oldugu diisiiniiliirse, [a,z] wp = 0, VzeR veya
o f'layl,, + [af 'a(],, =0, VyeR elde edilir. Bu ise acC,, veya
o f'layl,, + aof'a(y) - B a(ya = 0, VyeR, yani acC,, veya
o f'ayl,,; +aof'a(y) - a(y)a=0, VyeR demektir. Onermenin sag tarafina
|

sirastyla @~ ve [ uygulanirsa, ae C,p veya (a + pLa'@)a(y) =

B (y)a+ po (a)) bulunur. Buise ac C,, , veyaa+ fa (a)e C, , demektir.
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Sonu¢ 7.1.20 : [bJ[aR], ],; = (0) ise acC,  veya beC, ; veya
a+ 70 (@eC,, d.

Ispat : d(x) = [bx] R halkasi iizerinde bir (a, S )-tiirevdir. d = 0 ise

a,p’

be C, ;5 dir. d#0 ise hipotezden d[a,R],, = (0) olur. Teorem 7.1.19 dan ae C, ,
veya a + 70 '(a)€C,, elde edilir. Oyleyse acC,  veya beC,, veya
a+ 70 (@eC,, d.

Teorem 7.1.21 : U, R halkasinin sifirdan farkli bir (0,7 )-sag Lie ideali ve

d:R >R, sifirdan farkli bir (A4, ) tiirev olsun. Buna gore,

(i dU)=@0)iseUcC_, veyav+ 70~ (v)e C or»VveUdir.

(i) d[U,R]=(0)ise UcZ dir.

Ispat : (i) d(U) = (0) ise U, bir (o,7)-sag Lie ideal oldugundan
d[U,R],, = (0) dir. Teorem 7.1.19 dan UcC, veyav + 70 (V)eC_,, VveU
bulunur.

(ii) Teorem 7.1.19 da, 1 birim doniisiim olmak iizere &« = £ = 1 alinirsa,
Vae U i¢in ae Z veya 2ae Z olur. 2ae Z ise charR #2 oldugundan ae Z, VaeU
olacagindan U c Z bulunur.

Teorem 7.1.22 : U, R halkasimmin sifirdan farkli bir (0,7 )-sol Lie ideali ve
d:R — R, sifirdan farkl bir (e, ) tiirev olsun. Buna gore,

@ dU)y=@©ise o(v)+7(v)eZ, VvelU

(ii) aeRve[U,a]=(0)iseaecZveya o (v)+ t(v)eZ, VveU

(iii) ae R ve[U,a] ap =(0)iseae Zveya o (v) + 7(V)€Z, VveU

(iv) [[R,U] apdl gy, = (0)ise ae Z veya o (v) + 7(v)e Z, V ve U dur.

ispat : (i) d(U) = (0) olsun. U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan V ve U icin
d[R,v],, =(0) dir. (Park ve Jung, 2003) Sonug 5 ten o (v) + 7(v)e Z, Vve U elde
edilir.

(ii) VxeR icin d(x) = [x,a] olsun. Bu durumda d bir tiirevdir. Ustelik
d(U) = (0) dir. O halde (i) den o (v) + 7 (v)e Z olur.
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(iii) U bir (o,7)-sol Lie ideal oldugundan [R,U], cU dur. Oyleyse
hipotezden  [[R,U],.a], s = (0) olur. Lemma 7.1.14 kullanilirsa,
[7(U),B@] = (0), yani 0 = 7' [z (w),B@)] = 7 (r() (@) - f@7TQ) =
[u,z”" B(a)], Vue U bulunur. O halde (ii) den 77" B(a)e Z veya o (V) + T(V)eZ,
Vve U, yani ae Z veya o (v) + 7 (v)e Z olur.

(iv) [[R,U] apd i, = (0) ise Lemma 7.1.14 den [ £ (U),u(a)] = 0 olur.
Buradan Vue U igin, 0 = S [B(w),u @] =uB u@) - B u(@u = [u, 1 ()]
dir. (ii) kullamlirsa B~'u(a)e Z veya o (v) + T(v)eZ, Vve U, yani ae Z veya
o (V) + 7 (v)e Z elde edilir.

Not 7.1.23 : U, R halkasimin sifirdan farkli bir (o, 7)-sol Lie ideali olsun.
Buna gore, [U,U], ;, =(0) ise Vve Uigin o (v) + 7 (v)€ Zdir.

Ispat : Teorem 7.1.22 (iii) den UcZ veya Vve U icin o (v) + 7 (v)e Z elde
edilir.

UcZise VveU icin o ve 7 otomorfizm oldugundan o (v),7 (v)e Z dir. Z,
R nin alt halkas1 oldugundan o (v) + 7 (v)e Z olur. Her iki durumda da V ve U i¢in
o0 (v) + 7 (v)e Z oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 7.1.24 : U, R halkasimin sifirdan farkli bir (o, 7)-sol Lie ideali ve
ae R ise asagidakiler dogrudur.

(i) [a,U] ap =(0) ise a€ C,sveyao(v)+17(V)EZ VveU

(i) [a,[R,U] apliy =0 ise ae C,, veya a (V) + B)eZ, VveU

(i) [R,U], 5 C o ise R halkas1 komiitatiftir veya o (v) = 7 (v), Vve U

(ivy UcC, 4 ise o (v) = 7(v), Vve U veya R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : (i) VxeR igin d(x) = [ax],, olsun. d bir (&, f)-tirevdir. U, bir
(0o,7)-sol Lie ideal oldugundan hipotez kullanilarak [a,[R,U], .1, ; = (0) yazilabilir.
O halde d[R,U] . = (0) olur. (Park ve Jung, 2003) Sonu¢ 5 den ae C 5 veya

o (V) + 7 (v)e Z elde edilir.
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(ii) (i) ye benzer olarak bu kez VxeR i¢in d(x) = [aX] 2, Olsun. d bir

(A, u)-tiirevdir. Hipotezden d[R,U] s = (0) olur. (Park ve Jung, 2003) Sonug 5 den
aeC, , veya a(v) + B(v) €Z, Vve U elde edilir.

(iii) [R,U] af CCM olsun. O halde Vre R,ueU i¢in [r,u] ap € CM, yani
[r,u] ap A(X) — uX)[r,u] wp = 0, Vr,xe R,ue U dir. Buradan [[r,u] ap X] ap = 0,
VrxeRue U elde edilir. Oyleyse [[R,U], ;.R],, = (0) olur. Lemma 7.1.14 den

[ £(U), £ (R)] = (0) bulunur. B ve u otomorfizm oldugundan £ (U)cZ, yani UcZ

dir. Yine U, (0,7)-sol Lie ideal oldugundan [R,U], . cZ olur. Yani Vr,se R,ve U

icin, 0 = [[r,v] _ _.s] = [ro (V) — T (v)r,s] elde edilir. UcZ oldugundan 7 (U)cZ dir.

O zaman son esitlik 0 =[ro (v) —r7 (v),s] = [r(c (V) = T (V)),s] =1[c (V) — T (V),s] +
[r,s](0 (V) — 7 (V)), Vr,s€ R,ve U seklinde yazilabilir. 7 (U)cZ oldugundan en son
elde edilen esitlikte ilk komiitator sifira esittir. Oyleyse,

[r,s](oc(v)—7(v)) =0, Vr,se Rve U (7.25)
elde edilir. o (v) — 7 (v)e Z oldugundan [r,s]x(o (v) — 7(v)) =0, Vr,s,xeR,ve U
olur. Bu ise [r,s]R(o(v) — 7(v)) = (0) demektir. R nin asalligindan [r,s] = O,
VrseR veya o(v) — 7(v) =0, V veU bulunur. O halde R komiitatiftir veya
o(v)=17(v), V veUdur.

(ivyUcC, 4 ise U, (0,7) sol Lie ideal oldugundan [R,U] .. cC , . olur. (i11)

den R komiitatif veya o (v) = 7(v), V ve U bulunur.
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