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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ASAL VE YARI-ASAL GAMMA HALKALARDA
PERMUTING TRI-TUREV

Duran OZDEN
Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali
Danigsman : Yrd. Dog. Dr. M. Ali OZTURK

Tezimizin birinci bélimiinde, gamma halkasi ile ilgili genel bilgiler
verilmis ve temel olarak ele aldigimiz problemler ifade edilmistir.

Ikinci béliimde ise, bu konuda dnceden yapilan ¢aligmalar 6zetlenmistir.

Ugiincii  bolimde, gamma halkalar teorisinde permuting  tri-tiirev
tanimlanarak; asal ve yari-asal gamma halkalarin ideallerinde permuting tri-tiirev

calistimistir.

Anahtar Kelimeler: Gamma Halka, Asal Gamma Halka, Yari-Asal Gamma Halka,

Permuting Tri- Tiirev
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SUMMARY
MsC Thesis

PERMUTING TRI-DERIVATION
IN PRIME AND SEMI-PRIME GAMMA RINGS

Duran OZDEN
Cumhuriyet University
Graduate School of Natural
and Applied Sciences

Department of Mathematics
Supervisor : Yrd. Dog. Dr. M. Ali OZTURK

In the first chapter of our thesis we gave some basic concepts those are
used about gamma rings and stated the problems.

In chapter two, we gave the summaries of the works those had been done.

In chapter three, by defining the permuting tri-derivation in the theory of
gamma rings, the permuting tri-derivation has been studied in ideal of prime and

semi-prime gamma rings.

Key words: Gamma Ring, Prime Gamma Ring, Semi-Prime Gamma Ring,

Permuting Tri - Derivation
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TESEKKUR

Bu ¢alismay1 yéneten ve degerli yardimlarini esirgemeyen hocam Yrd.

Dog. Dr. M. Ali OZTURK ’e en igten tesekkiirlerimi sunarim.
Duran OZDEN



1. BOLUM
ONBILGILER

Bu béliimde, sonraki boliimlerde kullamlacak olan kavramlar verilecek

ve tezde elde edilen sonuglar yiizeysel olarak bir sira igerisinde belirtilecektir.

Tanim 1.1: M ve [ toplamsal komiitatif gruplar  olsun.
() s MXI'XM — M, (a, 0, b) — aab doniistimii asagidaki 6zellikleri saglarsa o
zaman (M, I') ikilisine bir M T'-halkas1 (Barnes anlaminda) denir: Va,b,ceM ve
Va,fel’
i) aobeM
ii) (atb)ac = aac + bac
a(o + B)b = aab + apb
ao(b + ¢) = aab + aac

iii) (aab)Bc = an(bpc)

Tamim 1.2: M bir I'-halkas1 ve U, M’nin bir alt kiimesi olsun. U, M’nin
bir toplamsal alt grubu ve U'McU (MI'UcU) oluyorsa U’ya M’nin bir sag (sol)

ideali denir. U hem sag hem de sol ideal ise U’ya M’nin ideali denir.

M TI'-halkasinin merkezi, Z = {a eM ]Vm eM, Vael aom=ma a}
bi¢ciminde tanimlanir.

Bir aeM igin a ile tretilen esas ideal, a’y1 kapsayan biitlin ideallerin
arakesitidir. Bu ideal (a) ile gésterilir ve

(a)= {na+xaa+aBy+Zuyacv \ne Lx,y,u,ve M;0,B,7,0 ¢ F}

dir.

Eger U; M’nin bir sag ideali, V; M’nin bir sol ideali ve @#ScM ise o

zaman

SI'U = {isiaiui
=]

s; €S,u; e U, q, er,nel}



M’nin sag ideali (VI'S, M'nin sol ideali) ve UI'V, M’nin bir idealidir.

Tanmm 1.3: M bir I-halkasi, U, V ve P; M’nin idealleri olsun. Eger
UI'VcP oldugunda UcP veya VP oluyorsa P*ye M’nin bir asal ideali denir.

Teorem 1.4 (Barnes, 1966): Bir M TI'-halkasimnin bir P idealinin asal
olmasi igin gerek ve yeter kosul a,beM olmak tizere; (a)['(b)cP oldugunda aeP

veya beP olmasidir.

Tanmm 1.5: (0) ideali asal olan bir I'-halkasina, asal I'-halka denir.

Teorem 1.6 (Kyuno, 1978): M bir I'-halkasi ise asagidaki kosullar
denktir:

i) M bir asal I'-halkasidir,

ii) Egera, beMvealMI'b=0isea=0 veyab =0 ’dir,

iii) Eger M’nin (a) ve (b) esas idealleri (@I'(b) = 0 olacak bigimde ise
a=0veyab=0"dr,

iv) Eger M’nin U ve V sag (sol) idealleri UT'V = 0 olacak bicimde ise
U=0veya V=0 dur.

Tamm 1.7: M bir I'-halka ve Q, M’nin bir ideali olsun. Eger M’nin
herhangi bir U ideali i¢in Ur'UcQ oldugunda UcQ oluyorsa Q’ya M’nin bir yari-

asal ideali denir.

Teorem 1.8 (Kyuno, 1978) : Eger Q, M T*-halkasinin bir ideali ise
asagidaki kosullar denktir:

i) Q yari-asal idealdir,
ii) Eger aeM igin alMI'a ¢ Q olacak bi¢imde ise a € Q *dur,
iii) Eger M’nin (a) esas ideali (a) (a) < Q olacak bicimde ise a Q ’dur,



iv) Eger M’nin U sag (sol) ideali UI'U ¢ Q olacak big¢imde ise
Uc Q 'dur.

Tanm 1.9: (0) ideali yari-asal olan M I-halkasina, yari-asal I-halka

denir.

Tanmim 1.10: M bir I'-halka olsun. Eger, ¥xeM nx = 0 olan bir en kiigiik
pozitif tam say1 varsa o zaman M’nin karakteristigi n denir ve Char M = n

bi¢iminde gosterilir.

Tamm 1.11: M bir I"-halka olsun. Bir n pozitif tamsayist ve her xeM

i¢in nx = 0 olugunda x = 0 oluyor ise 0 zaman M’ye n-torsion free denir.

Sonu¢ 1.12 (Kyuno, 1978): Bir M I-halkasinin yari-asal olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul al'MI'a = 0 oldugunda a = 0 olmasidir.

Tanim 1.13: M bir I'-halka ve I, M’nin bog olmayan bir alt kiimesi olsun.
Buna gore; AnnI= {a eMlall= 0} ve Ann]= {a eM ]a I'l= O} kiimelerine

sirastyla I kiimesinin sag ve sol sifirlayanlari denir.

Lemma 1.14 (Soytiirk, 1994): M bir yari-asal I-halka ve I, M’nin

sifirdan farkli bir ideali olsun. O zaman Ann I = Ann,I= Ann 1’ dir.

Lemma 1.15 (Soytiirk, 1994): M bir yari-asal I'-halka ve I, M’nin
sifirdan farkli bir ideali olsun. O zamarn,

i) Ann I, M’nin bir idealidir.

i) (Annl)n1=(0).



Lemma 1.16 (Oztiirk ve ark., 2000): M 2-torsion free yari-asal I'- halka
ve I M'nin sifirdan farkli ideali olsun. Buna gére agagidaki ifadeler birbirine
denktir: a,beM Vxel ve Va.fel’

i) aoxpb =0 dir.

i) boxpa=0dir.

i) aoxfb + baxPa = 0 dir.

Eger Annl=0 ve yukandaki kosullardan biri saglanirsa o zaman Voael

aob = 0 = baa “dir. Ustelik M asal T~ halka ise 0 zaman a = 0 veya b = 0°dur.

Tanmm 1.17:R bir halka ve D(.....) : R x R x R = R dontisiimii olsun.
vX.y.z,weR
Dix+w,y,z)=D(x,y, z) + D(w, y. z)
D(x,y +w,z)=D(x.y, z) + D(x, w, z)
D(x,y,z+w)=D(x,y, z) + D(x. y, W)
kosullar1 saglamirsa D(...,.)"ye tri-toplamsal denir. Bir D(.,...) iR xR xR — R tri-
toplamsal doniisiimii Vx,y,zeR  D(x,y, z) = D(x, z, y) = D(y, x,z) =D(y, z, x) =
D(z, x, y) = D(z, y. x) kosulunu saglarsa D(...,.)’ye permuting tri-toplamsal
doéntistim denir.
D(.....) permuting tri- toplamsal doniisiimii vx.y.z,weR
D(xw, y. z) = D(x. y. z)w + xD(w, v, Z)
kosulunu saglarsa D(.....)"ye permuting tri-tiirev denir. Bu durumda; Vx,y,z,weR
D(x, yw, z) = D(x. y, 2)w + yD(x, w, z)
D(x, y, zw) = D(x. y, 2)w + zD(x. y, w)
kosullar1 da saglanir. d : R — R, d(x) = D(x, x, x) ile tanimlanan doniisiime,

D(.,...) permuting tri- toplamsal doniistimiiniin izi denir.

Tezde elde edilen sonuglar vermeden énce, temel aldigimiz ¢aligmayi
Ozetleyelim:
R karakteristigi 2°den farkli ve 3-torsion free bir asal halka, Dy(.,...) ve

Dy(.....) permuting tri-tiirev ve izleri sirasiyla d, ve d, olsun. Buna gore;



vxeR Di(da(x), x,x)=01ise 0o zaman D; =0 veya Do=0
oldugu; R karakteristigi 2 den farkli 3,5-torsion free bir asal halka ise
vxeR Di(dy(x), da(x), x) =0 ise 0 zaman D, =0 veya D, =0
oldugu; R karakteristigi 2,3,5 ten farkh asal halka ise
VxeR di(dy(x)) = f(x)
olacak bigimde izi f olan R’nin bir F(.,.,.) permuting tri-toplamsal déniisiimii varsa
o zaman D=0 veya D,=0 oldugu; R karakteristigi 2’den farkli ve 3-torsion free
yari-asal halka ise
VxeR D(d(x), x,x)=01ise 0 zaman D = 0
oldugu ve R karakteristigi 2"den farkli ve 3,5-torsion free bir yari-asal halka ise
VxeR D(d(x), d(x). x) =0 ise 0 zaman D = (

oldugu Oztiirk (1999) tarafindan gdsterilmistir.

Simdi; tezde elde edilen sonuglar, bir sira icinde verelim:

(A) M 2, 3-torsion free asal I-halka, I; M’nin sifirdan farkli bir ideali,
Di(.....) ve Ds(.....); M’nin permuting tri-tiirevleri ve izleri sirasiyla d; ve d, olsun.
Buna gore;

vxel D,(d,(x).x.x)=0
ise 0 zaman D=0 veya D;= 0’dur.

(B) M karakteristigi 2’den farkli 3, 5-torsion free asal I-halka, I; M’nin
sifirdan farklt bir ideali, D,(..,.) ve D, J(2) : M'nin permuting tri-tiirevleri ve
izleri  sirasiyla d; ve d; olsun. Buna gore; d,(I)c 1 olmak iizere;
Vx el D](clz(x), d:(x),x): 0
ise 0 zaman D=0 veya D,=0"dir.

(C) M karakteristigi 2°den farkli 3, 5-torsion free yari-asal I"-halka, I;
M nin sifirdan farkh bir ideali, D(.,...); M’nin permuting tri-tiirevi ve izi d olsun.
Buna gore; d(I)cl ve Ann,] = (O) olmak tizere;

(1) vxel D(d (x ) X.X)=0 ise 0 zaman D = 0’dr.

2) Vxel D(d(x (). (\)\() 0 ise 0 zaman D = 0’dur.



(D) M karakteristigi 2 ve 3’ten farkli 5, 7-torsion free asal '-halka, I;

ve izleri sirasiyla d; ve d olsun. d,(I)c 1, F(.....); M’de permuting tri-toplamsal
dontistim ve izi, f olmak tizere;
vxel di(da(x))=1(x)

ise 0 zaman D=0 veya D,=0"dir.



2. BOLUM

HALKA VE GAMMA HALKALARDA TUREVLER

Bu bolimde ¢aligilan konularla ilgili daha 6nceden yapilan ¢aligmalarin

ozetleri, kaynak belirtilerek bir sira icerisinde verilecektir.

2.1. Tiirevli Gamma Halkalar

Tanim 2.1.1: M bir I'-halka 0 # d : M — M déniisiim olsun. Buna gore;
Vx,yeMve Vyel' d(x+y) =d(x) + d(y) ve d(xyy) = d(x)yy + xyd(y) 6zelliklerini

saglarsa o zaman d’ye tiirev denir.

Soytiirk, M. [14]

Bu ¢alismada; M bir asal I'-halka, Z; M’nin merkezi ve d, M’de bir tiirev
olarak alinmis ve ayrica; Vx,yeM ve Vyel [X.y]ly = xyy — yyx bigiminde

tanimlanmustir,

Lemma 2.1.2:

i) Eger, a,b,ceM ve y,Bel ise 0 zaman [ayb,clp = ay[b,c]p + [a.c]pyb +
ay(cPb) — aP(cyb) dir.

ii) Eger, aeZ ise o zaman [ayb,c]p = ay[b,c]p dir.

iii) Eger, acZ ise 0 zaman ay[b,c]s = ap[b,c], dir.

iv) Eger, acZ ve al'b= 0 ise 0 zaman a = 0 veya b =0 dir.

v) Eger, aeZ ve al'b ¢ Z ise 0 zaman a = 0 veya beZ dir.

vi) Eger, acZ ve Vyel ay[b,c], = 0 ise o zaman a = 0 veya [b,c], =0
dir.



Lemma 2.1.3:

i) U, M’nin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. Eger Uc Z ise 0 zaman M
komiitatiftir.

il) U, M’nin sifirdan farkl bir sag (sol) ideali ve aeM olsun. Eger Ula
=0 (al'U = 0) ise 0 zaman a=0"dur.

iii) U, M'nin sifirdan farkli bir ideali ve a,beM olsun. Eger al'UI'b = 0

ise a =0 veya b= 0’dir.

Lemma 2.1.4:

i) U, Mnin sifirdan farkls bir sag ideali olsun. Eger d(U) = 0 ise 0 zaman
d=0"dr.

ii) U, M’nin sifirdan farkli bir ideali ve acM olsun. Eger d(U)'a = 0
(al'd(U) =0) ise 0 zaman a = 0 veya d = 0’dur.

iii) U, M'nin sifirdan farkhi bir ideali ve Char M # 2 olsun. Eger
dz(U) =0 1ise 0 zaman d = 0’dir.

iv) U, M'nin sifirdan farkli bir ideali, Char M # 2 ve d;, dy; M’de iki
tlirev olsun. Eger dy(U)cU ve didx(U) = 0 ise o zaman d, = 0 veya
d,= 0’dur.

Bu ¢alismanin sonraki kisimlarinda; U, M’nin stfirdan farkli bir ideal

olarak alinmustir.

Lemma 2.1.5: d, M’de sifirdan farkli bir tiirev ve Char M = 2 olsun.

Eger d(U) = 0 ise 0 zaman M komiitatiftir.

Teorem 2.1.6: d, M’de sifirdan farkli bir tiirev ve Char M # 2.3 olsun.

Eger dA(U)cZ ve d(U) = 0 ise 0 zaman M komiitatiftir.

Lemma 2.1.7: aeM ve Z = 0 olsun. Eger VyeI' [U,a], = 0 ise 0 zaman



Lemma 2.1.8: d;, dy M’de do(U)cU ve d,dy(U)=Z 6zelliklerini saglayan
sifirdan farkls iki tiirev ve Char M = 2,3 olsun. Eger d;d? (U) = 0 ise 0 zaman M

komiitatiftir.

Lemma 2.1.9: d;, dy M’de do(U)cU ve d,dx(U)=Z 6zelliklerini saglayan
sifirdan farkli iki tiirev, aeM ve Char M # 2 olsun. Eger Vyel' [di(U),a], =0 ise
o zaman Vyel" [dy(U),a], =0 dur.

Lemma 2.1.10: d,, d); M’de b(U)cU ve didy(U)cZ bzelliklerini
saglayan sifirdan farkl iki tiirev ve aeM olsun. Eger Vyel'  [di(U),al, =0 ise o

zaman aeZ dir.

Lemma 2.1.11: d;, dy; M'de dy(U)cU ve did(U)cZ 6zelliklerini
saglayan sifirdan farkli iki tiirev, acM ve Char M = 2,3 olsun. Eger Vyel’

[di(U),a]y ¢ Z ise 0 zaman aeZ dir.

Teorem 2.1.12: d;, d; M’de dy(U)cU Ozelligini saglayan sifirdan farkli

iki tiirev ve Char M # 2.3 olsun. Eger d;d»(U)=Z ise o zaman M komiitatiftir.
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2.2. Simetrik Bi-Tiirevli Gamma Halkalar:

Tanmm 2.2.1: M bir I'-halka olsun. D(.,.) : M x M — M simetrik bi-
toplamsal doniistimii; Vx,y,zeM ve Vyel’
D(xyy.z) = D(x,z)yy + xyD(y.z)
ozelligini saglarsa o zaman D(.,.)’ye simetrik bi-tlirev denir. Ayrica VxeM
d(x) = D(x,x) bi¢iminde tanimlanan d : M . M doniigtimiine D(.,.)’nin izi denir.
d’nin bir ¢ift fonksiyon ve Vx,yeM d(x +y) = d(x) + d(y) + 2D(x.y) oldugu
agiktir.

Oztiirk, M. Ali ve Sapanci, M. [8]

Tammm 2.2.2: M bir yari-asal ['-halka, Di(.,.) : M x M - M ve
Dy(.,.) : M x M — M; simetrik bi-tiirevler ve izleri, sirasiyla d; ve d; olsun. Buna
gore; Vx,yeM
di(x)I'MI'dy(y) = 0 = do(y)I'MI'd;(x)

ise 0 zaman d; ve d;’ye, M tizerindeki simetrik bi-tiirevlerin ortogonal izleri denir.
Ornek 2.2.3: R bir komiitatif halka olmak iizere;

oo feren] - refG e

matrislerdeki toplama islemi altinda iki abelian grup olsun. Kolayca; M’nin

matrislerdeki ¢arpma islemi altinda bir I'-halka oldugu géosterilebilir.

D(.):MxM —M a, b, iy by 0 aa,
() o o) Lo o]0 o

bi¢iminde tanimlanan doniigiim, bir simetrik bi-tiirevdir.

Lemma 2.2.4: M 2-torsion free yari-asal I'- halka ve a,beM olsun. O

zaman asagidaki durumlar denktir:

i) VxeM aI'xI'b=0
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i) VxeM bI'x'a=0
iii) VxeM al'xI'b+bI'xI"a =0

Ustelik; eger, yukaridaki kosullardan biri saglanirsa o zaman al'b = 0 = bl"a dur.

Lemma 2.2.5: M 2, 3-torsion free yari-asal [-halka, F(.,.) ve G(,,.); M’de
simetrik bi-toplamsal déniistimler ve izleri, sirasiyla f ve g olsun. Eger Vxe M

f(x)I'MI'g(x) = 0 ise 0 zaman Vx,yeM fx)I'MI'g(y) = 0 dur.

Lemma 2.2.6: M 23-torsion free yari-asal [-halka, Dy(.,.) ve Dy(.,.)
M’de simetrik bi-tiirevler ve izleri, sirastyla d; ve d, olsun. Buna gore; d; ve
d>’nin  ortogonal  olmasi igin gerek  ve yeter kosul Vx,yeM

di(x)I'dy(y) + da(x)I'di(y) = 0 olmasidr.

Uyan 2.2.7: M 2-torsion free asal I'-halka, Di(.,.) ve Dy(,.); M’de
simetrik bi-tiirevler ve izleri, sirastyla d; ve d, olsun. Buna gore; d; ve d,

ortogonal ise 0 zaman Vx,yeM d;(x)['day(y) = 0 = da(y)I'dy(x) dur.

Teorem 2.2.8: M 2-torsion free yari-asal I'-halka, Di(.,.) ve Dy(.,.); M'de
simetrik bi-tiirevler ve izleri, sirastyla dy ve d; olsun. Buna gore; d; ve dy’nin
ortogonal olmast igin gerek ve yeter kosul asagidakilerden birinin saglanmasidir:

i) did; = 0°dur.

ii) VxeM ve Va,pel’ (didy)(x) = aPx + xob olacak bigimde a,beM

vardir.

iii) didy = f olacak bigimde izi f olan M’nin bir F(.,.) simetrik bi-

toplamsal d6niigtimii vardir.

Uyar1 2.2.9: Eger d; ve d, ortogonal ise o zaman Teorem 2.2.87deki (1)
kosulu d,dy + d»d; = 0 olarak alinabilir.
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Sonug¢ 2.2.10: M 2, 3-torsion free asal I'-halka, D;(.,.) ve Ds(.,.); M’de
simetrik bi-tlirevler ve izleri, sirasiyla d; ve d, olsun. Eger, Teorem 2.2.8°deki

denk kosullardan biri saglanirsa o zaman D; = 0 veya D, = 0 dur.

Sonug¢ 2.2.11: M 2, 3-torsion free asal ['-halka olsun. Teorem 2.2.8’de

d; =d; ise o zaman D = 0 dir.

Uyan1 2.2.12: Sonug 2.2.10 ve Sonug 2.2.11’in ispatlart [13, Teorem
3.3.4] ve [13, Teorem 3.3.5] ispatlarindan farklidir.

Oztiirk, M. Ali, Sapanci, M. , Sovtiirk, M. ve Kyung Ho Kim [10]

Lemma 2.2.13: M 2-torsion free bir yari-asal I-halka, I; M nin sifirdan
farkli bir ideali ve a,beM olsun. Buna gore, asagidaki ifadeler denktir:

i) vxelve Vo,fel’ aoxpb=0,

ii) Vxelve Vo,pel’ baxpa=0,

iii) vxelve Vo,pel’ aoxfb + baxPa=0.
Eger Anny I = 0 ve yukaridaki kosullardan biri saglanirsa o zaman Voel

aob = 0 = baa 'dir. Ayrica, M bir asal I'-halka ise a =0 veya b =0 *dir.

Lemma 2.2.14: M 2 3-torsion free bir yari-asal I'-halka, I; M’nin sifirdan
farkl: bir ideali, Di(.,.) : M x M —> M ve Da(.,.) : M x M — M; simetrik bi-
tiirevler ve izleri, sirastyla d; ve d; olsun. Buna gore,

i) Eger d;(DI'TI'dy(I) = 0 ise di(M)I'II'da(M) = 0 *dur.

ii) Eger Anny1 = 0 ve d(MI'TTdy,(M) = 0 ise di(M)I'MI'd2(M) =

0 ’dir.

Lemma 2.2.15: M 2-torsion free bir I'-halka, I; M’nin sifirdan farkli tek
yanli bir ideali olsun. D(.,.) : M x M — M simetrik bi-tiirev ve izi, d olsun. Buna

gore; asagidaki kosullar saglansin:
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i) Vxel dx)=0
ii) vx,yel D(x,y)=0
iii) VmeM ve Vyel D(m,y)=0
iv) Vm,neM D(m, n)=0
Bu durumda; (i) ve (ii) birbirine denktir. Ayrica; M bir asal I-halka veya

Ann; [ =0 ( Annl = 0 ) ise 0 zaman yukandaki kosullar birbirine denktir.

Lemma 2.2.16: M 2-torsion free I'-halka, I; M’nin bir I'-alt-halkast,
Di(.,.) ve Dy(.,.); M’nin simetrik bi-tirevleri ve izleri sirastyla d; ve d, olsun.
Buna gore; Vxel Di(dy(x), X) = 0 ise o zaman di(x)ayBda(x) + da(x)ayBd;(x) = 0
dir.

Lemma 2.2.17: M 2. 3-torsion free I -halka, I; M’nin sifirda farkl bir
I'-alt-halkasi, D(.,.) ve Dy(.,.); M’nin simetrik bi-tiirevleri ve izleri sirasiyla d; ve
d> olsun. F(.,.), izi f olan M’nin bir simetrik bi-toplamsal doniisiim olmak iizere:

Vxel di(da(x)) = f(x) ise 0 zaman Vx,yel ve Va.pel’

Di(y.da(y))axBda(y) + da(y)axBDi(y,da(y)) = 0
dar.

Teorem 2.2.18: M 2-torsion free asal I'-halka, I; M’nin sifirdan farkli bir
ideali, Dy(.,.) ve Djy(.,.); M’nin simetrik bi-tiirevleri ve izleri sirasiyla d; ve d,

olsun. Buna gore; Vxel Dj(dy(x ), x) =0 ise 0 zaman D; = 0 veya Dy = 0’dir.

Teorem 2.2.19: M 2 3-torsion free bir asal I'-halka, I; M’nin sifirdan
farkli bir ideali, Dy(.,.) ve Dy(...); M’nin simetrik bi-tlirevleri, izleri sirasiyla d; ve
dyve d, (I) < I olsun. Buna gére;

vxel di(dy(x)) = f(x)
olacak bigimde izi f olan M’nin bir F(.,.) simetrik bi-toplamsal déniisiimii varsa o

zaman D=0 veya D, = (0 dur.
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Teorem 2.2.20: M 2-torsion free bir yari-asal [-halka, I; M’nin sifirdan
farkli bir ideali, D(.,.); M’nin simetrik bi-tiirevi ve izi d olsun. Buna gore;

Vxel D(d(x), x) =0 ise 0 zaman D = 0’dur.

Teorem 2.2.21: M 2,3-torsion free bir yari-asal ["-halka, I; M’nin sifirdan
farklr bir ideali, D(.,.); M’nin simetrik bi-tiirev F(.,.); M'nin simetrik bi-toplamsal
déntiglim ve izleri, sirasiyla d ve f olsun. Buna gére; d(I) = I olmak tizere; Vxel

d(d(x)) = f(x) ise 0 zaman D= 0’dir.
Teorem 2.2.22: M 2,3-torsion free bir asal I’ -halka, I; M’nin sifirdan
farkli bir ideali, D(.,.); M’nin simetrik bi-tiirev ve izi, d olsun. Buna gore; Z,

M’nin merkezi olmak iizere; d(I) = I N Z ise 0 zaman M komuiitatiftir.

Oztiirk, M. , Ali, Young Bae Jun ve Kyung Ho Kim [1 1]

Bu ¢alismada; M bir I'-halka, olmak tizere; M’nin bir S alt kiimesi i¢in

I(S) (x(S) ) kiimesi, S’nin sol (sag) sifirlayani olarak tanimlanmigtir.

Teorem 2.2.23: M 2, 3-torsion free yari-asal I-halka, U, I(U)=0 olan
M’nin sifirdan farklt bir ideali, Di(.,.) ve Dy(.,.); M’de simetrik bi-tirevler ve
izleri, sirasiyla d; ve d, olsun. Buna gére, d; ve dy’nin ortogonal olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul Vu,veU dj(u)'dy(v) + dy(w)I'd;(v) = 0 olmasidir.

Teorem 2.2.24: M 2, 3-torsion free yari-asal I-halka, U; I(U)=0 olan
M’nin sifirdan farkli bir ideali, Di(.,.) ve Dy(.,.); M’de simetrik bi-tirevier ve
izleri, swrasiyla d; ve d, olsun. Buna gore, d2(U)cU olmak iizere; asagidaki
kosullar denktir:

i) d; ve d; ortogonaldir.

ii) did; = 0’dur.

iii) VuelU (didy)(u) = aPu + uyb olacak bicimde a,beM ve v,pel’

vardir.
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iv) did; = f olacak bi¢imde izi f olan M’nin bir F(.,.) simetrik bi-

toplamsal doniistimii vardir.

Sonug 2.2.25: M 2, 3-torsion free asal I"-halka, U, M’nin sifirdan farkli
bir ideali, Dy(.,.) ve Da(.,.); M’de simetrik bi-tiirevler ve izleri, sirasiyla d; ve d,
olsun. d»(U)cU olmak tizere; Teorem 2.2.24’deki denk kosullardan biri saglanirsa

o zaman Dy = 0 veya D, = 0 dir.

Sonug¢ 2.2.26: M 2, 3-torsion free yari-asal I'-halka, U, M’nin sifirdan
farkli bir ideali, D(.,.); M’de simetrik bi-tiirev ve izi d olsun. d(U)cU olmak

tizere; Teorem 2.2.24’deki denk kosullardan biri saglanirsa ise o zaman D = 0 dir.
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2.3. Permuting Tri-Tiirevli Halkalar

Oztiirk, M. Ali [9]

Bu ¢alismada; R birlesmeli bir halka, Z; R’nin merkezi ve vx,yeR

Xy —yX, [x,y] olarak ahnmistir.

Tanmm 2.3.1: R bir halkave D(.,,):R xR xR - R déntistimii olsun.
Buna gére; Vx,y,z,weR
D(x+w,y,2)=D(x,y, 2) + D(w, y, )
D(x,y +w,z)=D(x,y, z) + D(x, w, 7)
D(x,y,z+w)=D(x,y, 2) + D(x, y, W)
kosullar1 saglamirsa D(.,.,.)’ye tri-toplamsal dontisim denir. Bir D(,.,): R xR x
R — R tri-toplamsal déniistimii Vx.y,zeR D(x,y,2)=D(x, z,y) = D(y, x, z) =
D(y, z, x) = D(z, X, y) = D(z, y, x) kosulunu saglarsa D(.,.,.)’ye permuting tri-
toplamsal doniisiim denir.
D(.,.,.) permuting tri- toplamsal dontisiimii
VX.y.z,zweR D(xw, y, z) = D(x, y, z)w + xD(w, y, z)
kosulunu saglarsa D(.,.,.)’ye permuting tri-tiirev denir. Bu durumda ; VX,y,z,weR
D(x, yw, 2) = D(x, y, z)w + yD(x, w, Z)
D(x,y, zw) =D(x, y, z)w + zD(x, Y, W)
kosullari da saglanir. d : R — R, d(x) = D(x, x, x) ile tamimlanan déniisiime D(.,.,.)
permuting tri- toplamsal déniisiimiiniin izi denir. D(...,.) permuting tri- toplamsal
déniistimiiniin izi;
Vx.yeR d(x+y)=d(x) +d(y) + 3D(x, x, y) + 3D(x, y, y)

bagintisini saglayan bir tek fonksiyondur.
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Ornek 2.3.2: R bir komiitatif halka olmak iizere;

M=

O O 0w
<o o o

c
0 a,b,ceR
0

kiimesinin, matrislerdeki toplama ve ¢arpma islemlerine gore bir halka oldugu

agiktir. D(,,.,.) :M XM x M — M,

a; b, ¢ )fa, b, ¢,)(a; b, c, 0 0 aa,a,
0 0 0 L0 0 0,0 0 Oflal0 0 0
0 0 0){0 0 0/lO 0 o0 0 0 0

ile tanimlanan déniisiim bir permuting tri-tiirevdir.

Lemma 2.3.3: R 2, 3-torsion free halka ve D(.,.,.); R’nin permuting tri-

tiirevi ve izi d olsun. Buna gére; eger VxeR d(x) =0 ise 0 zaman D = 0’dir.

Uyar 2.3.4: R bir halka ve D(.,.,.); R’nin bir permuting tri-tiirevi olsun.

Bu durumda; keyfi bir sabit a e R ve Vx,yeR

Di(.):R—> R, Di(x,y) =D(a, x, y)
ile tanimlanan déniisiim, bir simetrik bi-tiirev (yani; permuting 2-tiirev, simetrik
bi-tiirevdir) ve

dy : R — R, da(x) = D(a, a, x)
ile tammlanan déniistim, bir tiirevdir. Bu nedenle; permuting tri-tiirev ¢alisirken
dikkatli olunmalidir. Ciinkii; simetrik bi-tiirev ve tiirevde vapilan ¢alismalari, bir

takim islemlerden sonra elde edilen permuting tri-tiirevli calismalar, gereksizdir.

Teorem 2.3.5: R 2, 3-torsion free olan bir komiitatif olmayan asal halka,
D(..,.); R’nin bir permuting tri-tiirevi ve izi d olsun. Eger, VxeR [d(x), x] = 0 ise

o zaman D = 0 dir.
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Teorem 2.3.6: R karakteristii 2’den farkli ve 3-torsion free bir
komiitatif olmayan asal halka, D(.,.,.); R’nin bir permuting tri-tiirevi ve izi d

olsun. Buna gore; VxeR [d(x), x] € Z ise 0 zaman D = 0 dur.

Teorem 2.3.7: R karakteristigi 2’den farkli ve 3-torsion free bir asal
halka, D(.,.,.) ve Da(.,.,.); R’nin permuting tri-tiirev ve izlerini sirasiyla d; ve d,
olsun. Buna gore;

vxeR Dy(dy(x), x,x)=0 ise o zaman D;=0 veya D,=0dir.

Sonu¢ 2.3.8: R karakteristigi 2’den farkli ve 3-torsion free yari-asal
halka, D(...,.); R’nin permuting tri-tlirev ve izi d olsun. Buna gore;

VxeR D(d(x), x, x) =0 ise o zaman D = 0°dr.

Teorem 2.3.9: R karakteristigi 2’den farkli 3, S-torsion free bir asal
halka, Di(.,.,.) ve Da(.,.,.); R’nin permuting tri-tiirev ve izlerini sirasiyla d; ve d;
olsun. Buna gore;

VxeR Di(da(x), d2(x), x) =0 ise 0 zaman D=0 veya D, = 0dur.

Sonug¢ 2.3.10: R karakteristigi 2’den farkli ve 3, 5-torsion free bir yari-
asal halka, D(.,.,.); R’nin permuting tri-tlirev ve izi d olsun. Buna gore;

vxeR D(d(x), d(x), x) =0 ise o zaman D=0"dir.

Teorem 2.3.11: R karakteristigi 2, 3, 5’ten farkli asal halka, Dy(.,.,.) ve
Ds(.,.,.); R’nin permuting tri-tiirev ve izleri sirasiyla d; ve d, olsun. Buna gore;
VxeR dj(dy(x)) = f(x)
olacak bicimde izi f olan R’nin bir F(.,.,.) permuting tri-toplamsal déntistimii varsa

o zaman D=0 veya D,=0"dir.
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3. BOLUM

ASAL VE YARI-ASAL GAMMA HALKALARDA
PERMUTING TRI-TUREV

Halkalar teorisinde; ilk olarak Maksa (1980), simetrik bi-toplamsal
dontistimleri tamimladi ve sonra Maksa (1987), simetrik bi-tiirevi tanimlayarak,
calisti. Ote yandan Barnes (1966), yeni bir gamma halka tamimi verdi ve gamma
halkalarin idealleri tizerine ¢alisti. Soytiirk (1994), gamma halkalarda (Barnes
anlaminda) simetrik bi-tiirev tammlayarak, calisti. Oztiirk (1999) ise, halkalar
teorisinde permuting tri-tiirevi tanimladi ve ¢alistt. Bu boliimde, yukaridaki
calismalar 118inda gamma halkalarda permuting tri-tlirev tanimlanarak, asal ve

yari-asal gamma halkalarinin idealleri tizerinde permuting tri-tiirev ¢aligildi.

Tanmm 3.1: M bir I'-halka ve D(.,.,.) : M x M x M — M déniisiimii
olsun. Buna gore; Vx,y,z,weM
D(x + W, y,z) =D(x,y, z)+ D(w.y, z)
D(x, V4w, L) = D(x, Y, z)+ D(x, w, z)
D(x, y,Z+ w) = D(x, Y, z)+ D(x, Y, w)
kosullar1  saglanirsa  D(.,.,.)’ye  tri-toplamsal  dontisim  denir.  Bir
D(.,.,.) ‘MxMxM—->M tri-toplamsal doniligiimi VXx,y,zeM
D(x,y,2)=D(x, z,y) = D(y, X, ) = D(y, z, x) = D(z, X, y) = D(z, y, x) kosulunu
saglarsa D(.,.,.) ye permuting tri-toplamsal déntisiim denir.
Bir D(.,.,.) permuting tri- toplamsal doniisimii Vx,y,z,weM ve Voel
D(xow, y, z) = D(x, y, Z)aw + xaD(w, v, z)
ozelligini saglarsa D(.,.,.)"ye permuting tri-tiirev denir. Bu durumda; Vx,y,z,weM
ve Vael
D(x, yow, z) = D(x, y, Z)aw + yaD(x, w, z)
D(x, y, zaw) = D(x, y, z)aw + zaD(x, y, w)
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Ozelliklerinin var oldugu agiktir. d : M — M d(x) = D(x, x, x) biciminde

tanimlanan déniigiime D(.,.,.)’nin izi denir.

Lemma 3.2 ( [13] ): M bir I-halka ve D(.,.,.) permuting tri- toplamsal
doniisim olsun. Buna gére; D(.,.,.)’ nin izi, Vx,yeM

d(x +y) =d(x) +d(y) + 3D(x, X, y) + 3D(x, y, y)

bagintisini saglayan bir tek fonksiyondur.

Ornek 3.3: M komitatif bir halka olsun. Bu durumda;

N =

o O W

b ¢
0 Ol abceM?} vel=
0 0

o O =

0 0
0 0| yeM } olarak tanimlanan N
0 0

ve I' matrislerdeki toplama islemine gore birer komiitatif gruplardir. Bundan
dolay1; matrislerdeki ¢arpma islemine gére N, bir I'- halkadir.

D(.,.,): NxNxN - N,
0 0

D0 0 0L 0 0 00 0 ofl=(o o o
0 0 0

ile tanimlanan déntisiim bir permuting tri- tiirevdir.

Coziim :
a, b ¢
i) D(.,.,.) tri-toplamsaldir: ¥/ 0 0 0 |eN (i=1,2,3,4)
0 0 0
a, b, ¢ a, b, ¢, \(a, b, ¢c,)(a, b, c,
D0 0 O(+]0 0 01]0 OLIO0O 0 o0
0 0 0 0 0 0j)l0 0/{0 0 0
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0 0 (a,+a,)oa,pa,
=0 0 0
0 0 0
ve
a, b ¢ )fa, by, ¢;)(a; b, c;
Di{0 O /0 0 O0L]0 0 o0+
0 0 0){0 0 o0jJ{Oo 0 O
a, b, ¢,\(a, b, ¢c,)(a; b, c,
D[|O 0 OLO O OL/lO 0 o0
0 0 0){0O O 0)lLO 0 O
0 0 aoa,pa, 0 0 a,aa,Pa, 0 0 (a,+a,)aa,pa,
=0 0 0 +10 0 0 ={0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
oldugundan
a4 b e a, b, ¢, \(a, b, ¢c,)(a; b, c,
DO O O|+/0 0 Of|lO 0|, 0 0||=
0 0 0 0 0 o0)loO 0 0 0

dir. Diger durumlar da benzer sekilde gosterilir. Boylece D(.,.,.) tri-toplamsaldir.

a. b ¢

ii)  D(.,.,.) permuting tri-toplamsaldir: ¥/ 0 0 0 |eN g=1L23)
0 0 0
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a, b ¢\fa, b, ¢,)(a; by ¢ 0 0 aca,fa,
DIfo 0 0L O O OLO 0 O0f(=|0 0 0
0 0 0){O 0 0)lO 0 O 0 0 0
ve
a, b, c,)(a; by c;)(a, b, ¢ 0 0 a,na,fa,
D0 0 0[O0 0 |, 0 0fl=]0 0 0
0 0 0)L0 0 0 0 0 0
0 0 aaa,Pa,
=0 0 0
0 0 0
oldugundan
a; b ¢ )(a, b, c,)fa; by ¢
D|| 0 OLHO O OLIO 0 0]|=
0 0)L0 0
a, b, ¢ )fa; by ¢ )(a b ¢
D0 0 OL O 0 O[O 0 O
0 0 0)JLO O 00 0 O

"dir. Diger durumlar da benzer sekilde gsterilir. Boylece D(...,.) permuting tri-

toplamsaldir.
a; b ¢
iii)  D(.,.,.) permuting tri-tirevdir: ¥/ 0 0 0 [eN (i=1,2, 3,4) ve
0 0 O
y 0 0
Yi0 0 0f{el

0 0 0
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a, b ¢ )y 0 0Ya, b, c,)(a, b, ¢, \(a; b, ¢,
DIfO 0 00 0 0[O0 0 00 o0 o O 0 0
0 0 0AO O O 0 0
a,Ya, 0 0 2 a3 b3 s
=D|| 0 0 0} 0 0 0
0 00 0 0 0
0 0 a;ya,oa,pa,
=0 0 0
0 0 0
ve
a, by ¢ |(a, b, ¢;)(a; by ¢ )Yy 0 0 a, b, c,
D0 0 0[O 0 0oL 0o 0 olfjJ0o o0 o0flo0 0 o
0 0 0){0 0 0)lo 0 o0Jflo o olo o o
a, by ¢ Yy 0 0 a, b, ¢ \fa, b, c,)(a; b, c,
+0 0 0j0 0 O0D[O 0 0Ll0O 0 OLl0o 0 o
0 0 0AO0 0 O 0 0 0)L0 0 0){0 0 o0
a; b, ¢ )y 0 0Y0 0 a,aa,pa, 0 0 aya,aa,pa,
=0 0 040 0 00 O 0 =0 0 0
0 0 0A0 0 0)lO0 O 0 0 0 0
oldugundan
a, b, ¢}y 0 0Ya, b, c,)(a, b, ¢,\(a; b, c,
Do 0 0jJ0o 000 0 of[lo o ollo o oll=
0 000 0 O 0 0)LO0O 0 0/LO0O 0 o
a; b, ¢ \(a, b, c,)(a, b, ¢y 0 OYa, b, c,
DO 0 0,0 0 0L 0 0 o000 00 o o
0 0 0)JlO 0 o0 0 0/\0 0 OlO 0 o
a, b, ¢ Yy 0 0 a, b, c,;\(a, b, c,)(a, b, C,
+0 0 00 0 ODPIf0 0 ofLjlo o0 o 0 0 0
0 0 OjfO 0 O 0 0 0){0 o0 0 0 0

dir. Diger durumlar da benzer bigimde gosterilir. Boylece D(.,.,.) permuting tri-

tiirevdir.
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Uyar1 3.4: M bir I'-halka ve D(.,.,.), M’nin bir permuting tri-tiirevi olsun.

Bu durumda; keyfi bir sabit acM ve vx,yeM
Di(.,.) : MxM — M, Dy(x,y) = D(a, x, y)
ile tanimlanan déniisiim, bir simetrik bi-tiirev (yani; permuting 2-tiirev, simetrik
bi-tiirevdir) ve
d2: R > R, dy(x) = D(a, a, X)

ile tanimlanan doniistim, bir tirevdir. Bu nedenle; permuting tri-tiirev ¢alisirken
dikkatli olunmalidir. Ciinkii; simetrik bi-tiirev ve tiirevde yapilan ¢alismalari, bir

takim islemlerden sonra elde edilen permuting tri-tiirevli ¢alismalar gereksizdir.

Lemma 3.5: M karakteristigi 2°den farkl1 ve 3, 5-torsion free yari-asal I'-
halka ve I, M’nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Di(...,.) ve Dy(.,...); M’nin
permuting tri-tiirevleri ve Dy(.,.,.), Da(.,...)nin izlerini sirastyla d; ve d; olmak
lizere;

i) Eger di(DI'ITdy(I) = 0 ise d}(M)I'ITdo(M) = 0 dur.

i) Eger AnnjI =0 ve d;(M)TIT'dy(M) =0 ise di(MI'MI'dy(M) = 0°dur.

Ispat. (i) Hipotezden,
Vxy,zelve Va,Bel’ di(x)azfda(y) =0 ()
dir. O halde, (1) denklemi lineerlestirilirse;
0 =di(xty)ozBda(x+y)
= [dix) + di(y) + 3Di(x.xy) + 3Di(x,y,y) Jozp
[d2(x) + daly) +3Da(x.%,y) + 3Da(x,y.y) |
= d®oezPd(x)  + dixazBda(y)  + 3di(x)ozBDa(x.x.y)
T 3diazpDa(xyy)  + diazfdax)  + di(y)ozBda(y)
T 3diy)azBDy(xx,y) + 3di(y)azBDa(x,y,y) + 3D(x.x,y)azBda(x)
+ 3Di(x.x,y)ozBdx(y) + ID1(x,x,y)azBDs(x.X,y)
+ 9D1(x.x,y)0zBDa(x,y,y) + 3D1(x.y,y)azBda(x)
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+ 3Di(x.y,y)ozBda(y) + ID1(%.y,y)azBDa(x.x,y)
T 9D1(%,y,y)ozBDa(x.y.y)
olur ve dolayisiyla (1)’i kullamilir ve M 3-torsion free oldugundan; Vx,y,zel ve
Vo,Bel’
di(x)azpDa(x,x,y)  + dix)ozpDy(x,y,y) + di(y)ozBDa(x,x,y)
T diMazBDa(xyy) + Dixxy)ozBdax) + Di(xx.y)ozBda(y)

+ 3D1(x.x,y)0zBDa(x,X,y) + 3D1(x,x,y)azBDa(x,y,y)
* Di(y.y)azBda(x) + Di(x.y,y)azBda(y) + 3Di(x.y,y)azBDa(x.x.y)
+3D1(X.y,y)azPDy(x,y,y) = 0 )

elde edilir. (2)’de x yerine —x yazilirsa, vx,y.zel ve Va,Bel’
- di®ozpDaxxy) + dix)azBDa(x,yy)  +  di(y)azBDa(xx.y)
- GMazBDy(xyy) - DixxyazBdy(x) + Di(xxy)ozBdy(y)

+ 3D1(X>X>Y)0CZBD2(X,XJ) - 3D1(X,X,_Y)QZBD2(X,}/,Y)
+ Dixy.y)ozBdax) - Di(x,y,y)ozBdy(y) - 3Di(x,y,y)azPDa(x,%,y)
+3Di(x,y.y)ozBDa(x,y,y) = 0 3)

elde edilir. (2) ile (3) taraf tarafa toplanirsa, Char M = 2 oldugundan; Vx,y,zel ve
Va,pel’

d](X)OCZBDz(X,Y,Y) + d](Y)(XZBDZ(X,X,Y)+D] (X,X,Y)GZBd)_(Y)
+ 3Di(x.x,y)azBDy(x,X,y) + Di(x.y,y)ozpda(x)
3Dy, y)azBDa(xy,y) = 0 )

elde edilir. (4) de y yerine 2y yazilirsa, Vx,y,zelve Va,fel’
4d;(x)azfDy(x,y,y) + 16d,(y)azpDy(x,x,y) + 16D1(x.x,y)azBd)(y)
+ 12D4(x,%,y)azpDa(x,X,y) + 4D\ (x,y,y)azBdy(x)
+ 48D (x,y,y)azBDa(x,y,y) = 0
olur. Char M # 2 oldugundan; Vx,y,zel ve Va,Bel’
dix)ozfDa(xyy)  +  4diM)ozPDa(xxy)  +  4Dy(xxy)azBdy(y)
+ 3Di(x.x,y)azBDy(x,x.y) + Di(x,y,y)azBdy(x)
T 12D1(x,y,y)0zBDa(x,y,y) = 0 ()
elde edilir. (4) esitliginden (5) esitligi taraf tarafa ¢ikarilirsa,
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4d1(Y)azBDa(x,x,y)+4D) (x,%,y)0zBda(y)+12D1 (X.y,y)azBDa(x,y,y)=0
olur ve dolayisiyla Char M # 2 oldugundan: Vx,y,zel ve Va,Bel’
di1(y)ezPDa(xx.y) + 3Di(x,y,y)0zBDa(x,y.y) + Di(x,x,y)0zBda(y) = 0 (6)
elde edilir. (6)'da x yerine x+y yazilirsa,
0 = diozPDalxtyxtyy)  +  3Di(ctyy.y)ozBDa(xty,y.y)
T Di(xty.xty,y)ozBda(y)
= di(¥)ozBda(y)+2Da(x,y,y)+Da(x,x,y)]
D1y, y)y+di(y)]azB[Da(x.y,y)+da(y)]
T [di()+2D1(x,y,y)+Di(x,x,y)]azBds(y)
= Sdi)ezBda(y) + 5diy)ezBDaxyy) +  di(y)ozpDa(x.x.y)
+ SDi(xy.y)ozBda(y) + Di(x,x,y)azBda(y)
T 3D1(x.y.y)0zBDa(x,y.y)

olur ve dolayisiyla (1) ve (6) kullanilirsa o zaman

2di(y)azBDa(x,y.y) + SDi(x,y,y)ozBda(y) = 0
olur ve M 5-torsion free oldugundan; VX, y,zel ve Vo,fel’

di(y)azpDa(x,y,y) + Di(x,y,y)ozBdy(y) = 0 (7)
elde edilir. o,p'el’ ve meM olmak uzere; (7)’)de  z  yerine
zBd, (y)oc’mB’Dl (X, y, y)(xz yazilirsa,

di(y)azB d, (y)'mp'D, (x.y, y)az BDa(x,y.y)

* Di(xy.y)azB d, (y)'mpD, (x,y,y)oz Bda(y) = 0
olur ve (1) kullanilirsa, vx,y,zel, Va,B,0,p e ve Vm e M

Di(x.y.y) azB d, (y)a'mp'D, (x, v,y JouzB day) = 0 (®)
elde edilir. M yari-asal oldugundan (8)’den; Vx,y,zel ve Va,pel’

Di(x,y,y)ozBda(y) = 0 9)
elde edilir. Simdi meM ve yel” olmak lizere; (9)da z yerine mjyz yazilirsa o
zaman; Vx,y,zel, Va,pB,yel” ve VmeM

Di(x,y,y)amyzBdy(y) = 0 (10)
olur. Tekrar (9)da x yerine xym yazilirsa;

Di(x.y.y)ymozBday(y) + xyDi(m.y,y)ozBda(y) = 0
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olur ve dolayisiyla (10)°dan; Vx,y,zel, Vo,B,yel’ ve VmeM
xyDi(m,y,y)oizBda(y) = 0 (11)
elde edilir. O halde; (11)’den Dy(m,y,y)azBdx(y)eAnn ve boylece Lemma
1.14°den Dy(m,y,y)ozBda(y)e Annl. Ustelik; Dy(m,y,y)ozBda(y)el ve dolayisiyla
Di(m,y,y)ozpd,(y)e AnnlI dir. Boylece; Lemma 1.15’ten
Di(m,y,y)ozBd(y) € AnnInI = (0) olur. O halde; Vy,zel, Vo,pel’ ve VmeM
Di(m,y,y)azBd(y) =0 (12)
elde edilir. (12)’de y yerine x + y yazilirsa,
0 = Di(m,x+y,x+y)ozBdy(x+y)
=[D1(m,x,x)+2D(m,x,y)+D(m,y,y)]ozp
[d2(x)+da(y)+3Da(x.%,y)+3Da(x,y,y)]
= Di(m,x,x)0zBdy(x) + Di(m,x,x)ozBdy(y) + 3D1(m,x,x)0zfDy(x,x,y)
+ 3Di(mx.x)azBDs(x.y,y) + Di(m,y,y)azBda(y) + Di(m.y.y)azBds(x)
+ o 3Dimyy)ezpDyxxy)  +  3Di(m,yy)ezBDa(x.y.y)
+ 2D(m,x,y)azBdy(x) + 2D1(m,x,y)ozBda(y)
+6D1(m.x,y)ozBDa(x,x,y) + 6D1(m,x,y)azBDy(x,y,y)
olur ve (12)'den; Vx,y,zel, Va,pel’ ve VmeM
Di(m,x,x)azBda(y) + 3D1(m,x,x)azBDy(x,x,y) + 3D 1(m,x,x)azBDy(x,y.y)

+ Di(m,y.y)azpdy(x) + 3Di(m,y,y)azBDa(x,x,y)
+ 3Di(m,y.y)azBDa(x,y,y) + 2Dy (m,x,y)azBdy(x)
+ 2D (m,x,y)ozBdy(y) + 6D1(m,X,y)ozBDa(x,X,y)
+6D1(m.x,y)azBDy(x,y,y) = 0 (13)

elde edilir. (13)’de x yerine —x yazilirsa,

Di(m,x,x)ozBda(y) + 3D(m,x,x)azBDa(x,x.y) - 3Dy(m,x,x)0zBDa(x,y,y)

- Di(m,y,y)ozBda(x) + 3D1(m,y,y)azBDa(x.x.y)
- 3Di(m,y,y)azBDa(x,y,y) + 2Di(m,x,y)ozBdx(x)
- 2D(m,x,y)ozfda(y) - 6D 1(m,x,y)0zpDa(x,X,y)
+6D1(m,x,y)ozBDy(x,y,y) = 0 (14)

elde edilir. Bu durumda; (13) ile (14) taraf tarafa toplanirsa, Char M = 2
oldugundan; Vx,y,zel, Va.,f el ve YmeM
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Di(m,x,x)ozBda(y) + 3D 1(m,x,x)azPDa(X,X,y)
+ 3Di(m.y,y)azpDa(x,x,y) + 2D1(m.x,y)azBdy(x)
+ 6D (m,X,y)azBDa(x,y,y) = 0 (15)

elde edilir. (15)’de y yerine x + y yazilirsa,
0 = Di(m,x,x)azBd(x+y) + 3D1(m,x,x)ozBDa(x,x,x+y)
+ 3Di(mxtyxty)ozBDa(x,x,xty)  +  2Dy(mx,x+y)ozBda(x)
+ 6D (m,x,x+y)ozfDa(x,x+y,x+y)
=Di(m.x,x)ozB[dy(x)+da(y)+3D2(x,%,y)+3Da(x.y.y)]
+3D1(m,x,x)ozP[da(x)+Da(x.x,¥)]
3D (m0,%,x)+2D1 (m,x,y)+D1(m,y, y)]ozB[da(x)+Da(x,x,y)]
F2[Di(m,x,x)+Di(m,x,y)]azBda(x)
+ 6[D1(m,x,x)+Dl(m,x,y)]oczB[d2(x)+2D2(x,X,y)+D2(X,y,y)]
= 15D(m,x,x)ozBds(x) + Di(m,x,x)ozpda(y)
+ 21D1(m,x,x)0zBDa(X,X,y) + 9D1(m,x,x)azBDy(x,y,y)
+ 18D (m,x,y)azBDa(x,X,y) + 14D (m,x,y)ozfdy(x)
+ 3Di(m,y,y)azBDa(x,x,y) + 3Di(m,y,y)ozBda(x)
+ 6D1(m,x,y)ozBDa(x,y.y)
olur ve dolayisiyla (12) ile (15) kullamlirsa M 3-torsion free oldugundan;
Vx,y.zel, Va,pel” ve VmeM
3D1(m.x,x)azBDs(x,y.y) + 6Di(m,x,x)ozBDa(x,X,y) + Dy(m.y,y)ozBda(x)
+4D(m.x,y)azBdy(x) + 6D1(m,X,y)ozBDy(x,X,y) = 0 (16)

elde edilir. (16)’da x yerine —x yazilirsa,

- 3D1(m,x,x)0zBDy(x,y,y) + 6D (m,x,x)azBDs(x,X,y)
- Di(m,y,y)azBdy(x) + 4D (m,x,y)ozBdy(x)
- 6D1(m,x,y)azfD,(x,x,y) = 0 (17)

elde edilir. (16) ile (17) taraf tarafa toplanirsa, Char M # 2 oldugundan, Vx,y,z€l,
Va,pel’ ve VmeM

3D (m,x,x)azfDs(x,x,y) + 2D (m,x,y)ozfdy(x) = 0 (18)
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elde edilirn. m'eMved,p'el’ olmak iizere; (18)’de z  yerine
zB d, (x)a'm’p'D, (m, x, y)oz yazilirsa Vx,y,zel, Vo,p,a,p' € T ve Ym,m' e M
3Di(m,x,x)azB d, (x)oc’m'B'Dl (m,x, y)az BD,(x,X,y)
+ 2D (m,x,y)a zf dz(x)(x’m’B’Dl(m,x,y)(xz Bda(x) =0
ve (12) kullanilirsa Char M # 2 oldugundan,
D (m.x,y) azf d, (x)Ja'mp'D, (m, x, y Jazp da(x) = 0
olur ve boylece; M yari-asal I'-halka oldugundan; Vx,y,zel, Va,fel” ve VmeM
Di(m,x,y)ozBda(x) =0 (19)
elde edilir. yel” olmak tizere; (19)’da z yerine myz yazilirsa, Vx,y,zel, Va,fel ve
VmeM
Di(m,x,y)omyzfdy(x) =0 (20)
olur. Tekrar (19)’da y yerine yym yazilirsa, Vx,y,zel, Vo,pel” ve VmeM
Di(m,x,y)ymozBdy(x) + yyDi(m,m,x)azfdy(x) = 0
ve (20)’den; Vx,zel, Va,B,yel’ ve VmeM
yyDi(m,m,x)ozBdy(x) =0 (21)
elde edilir. Bu durumda; (21)’den D;(m,m,x)azBd2(x)e Ann,] ve Lemma 1.14’den
Dj(m,mx)azBdy(x)e Annl dir. Ustelik Dj(m,m,x)ozBda(x)el ve dolayisiyla
Di(m,m,x)azfd;(x)e Annlnl olur ve boylece Lemma 1.15°ten
Di(m,m,x)azBda(x)e AnnlnI = (0) dir. O halde; Vx,zel, Va,pel” ve VmeM
Di(m,m,x)ozBda(x) = 0 (22)
elde edilir. (22)’de x yerine x + y yazilirsa,
0 = Di(m,mx+y)azfda(x+y)
= [Di(m,m,x)+D; (m,m,y)]ozp [da(x)+da(y)+3Da(x,x,y)+3Da(x,y.y)]
= Di(m,m,x)ozBd»(x) + Di(m,m,x)azfda(y)
+ 3D (m,m,x)ozfDa(x,x,y) + 3Di(m,m,x)azpDa(X,y,y)
+ Di(m,m,y)azpda(x) + Di(m,m,y)azpda(y)
+ 3Di(m,m,y)ozBDy(x,x,y) + 3D i(m,m,y)ozfDa(x,y,y)
ve (22) kullanilirsa Char M = 2 oldugundan,
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Di(m,m,x)ozBdy(y) + 3D(m,m,x)ozPDa(x,X,y)
+ 3D1(m,m,x)azBDy(x,y,y) + Di(m,m,y)azpdy(x)
+3Di(m,m,y)azBDy(x,x,y) + 3Di(m,m,y)azBDy(x,y,y) = 0 (23)
elde edilir. (23)’de x yerine —x yazilirsa; Vx,y,zel, Va,Bel” ve VmeM
- Di(m,m,x)azfd(y) - 3Di(m,m,x)azBDa(x,X,y)
+ 3Di(m,m.x)azBDa(x,y,y) - Di(m,m,y)azpdx(x)
+3Di(m,m,y)azBD,(x,X,y) - 3Di(m,m,y)ozBDa(x,y,y) =0 (24)

elde edilir. (23) ile (24) taraf tarafa toplanirsa, Char M = 2 oldugundan; Vx,y,zel,
Va,pel’ ve VmeM
Di(m,m,x)azBDa(x,y,y) + Di(m,m,y)ozBDa(x,x,y) = 0 (25)
elde edilir. (25)’de x yerine x + y yazilirsa,
0= Di(m,m,x+y)azBDa(x+y,y,y) + Di(m,m,y)ozBDa(x+y,x+y,y)
= [Ds(m,m,x)+Dy(m,m,y)]ozB [da(y)+Da(x,y,y)]
+ Di(m,m,y)azB[Da(x,x,y)+2Da(x,y,y)+da(y)]
= Di(m,m,x)ozBDa(x,y.y) + Di(m,m,x)azBdx(y)
+ 3Di(m,m,y)azBDy(X,y,y) + 2D (m,m,y)ozfdy(y)
+ Di(m,m,y)azfD,(x,x,y)
olur ve dolayisiyla (22) ve (25) kullanilirsa, o zaman; Vx,y,zel, Vo,pel” ve
VmeM
Di(m,m,x)azBd(y) + 3D1(m,m,y)ozpPDy(x,y,y) = 0 (26)
elde edilir m'eMved,p'el’ olmak iizere; (26)’da z  yerine
zf3 dz(y)a’m’B’Dl(m,m,x)az yazilirsa, Vx,y,zel, Va,B,a’,p' e ' ve Vm,m' e M
Dy(m,m,x)azf d, (y)oz’rn’B’DI (m,m, x)ocz Bda(y)
+3Dy(m,m,y)azf d, (y)a’m’B’D, (m,m, X Joz PDa(X,y,y) = 0
olur ve (22) kullanilirsa,
Di(m,m,x)azB d,(y)Jo'm’'D, (m,m,x Jaz Bd(y) = 0 27)
elde edilir. M yari-asal I'-halka oldugundan, (27)’den; Vx,y,zel, Va,pel” ve
VmeM

Di(m,m,x)azfds(y) = 0 (28)



31

elde edilir. (28)’de z yerine mjz yazilirsa, Vx,y,zel, Va,B,yel’ ve VmeM
Di(m,m.x)omyzBd,(y) = 0 (29)
olur. Tekrar (28)’de x yerine xym yazilirsa, Vx,y,zel, Vo,B,yel” ve VmeM
Di(m,m,x)omyzBdy(y) + xydi(m)azBda(y) = 0
ve (29)’dan; Vx,y,zel, Va,B,yel” ve VmeM
xydi(m)ozBda(y) = 0 (30)
elde edilir. Bu durumda; (30)’dan di(m)azPdy(y)e Ann,] ve Lemma 1.14’den
di(m)azpdy(y)e Annl  dir.  Ustelik; di(m)azfdy(y)el  ve dolayisiyla
di(m)azpd,(y)e AnnlNl olur ve boylece Lemma 1.15’ten
di(m)azBda(y)e AnnlnI = 0 dir. O halde; Vy,zel, Va,fel’ ve VmeM
di(m)azPda(y) =0 (31
elde edilir. (31)’de y yerine x + y yazilirsa,
0 = di(m)azpdy(x+y)
= di(m)azPda(x) + di(m)azBda(y) + 3di(m)azBDy(x,x,y)
+ 3di(m)azBDa(x,y,y)
olur ve (31) kullanilirsa M 3-torsion free oldugundan; Vx,y,zel, Va,pel’ ve

YmeM

di(m)ozBDa(x,x,y) + di(m)azBDa(x,y,y) = 0 (32)
elde edilir. (32)’de x yerine —x yazilirsa,
di(m)azBDa(x.x,y) - di(m)azPDa(x.y,y) = 0 (33)

olur ve dolayisiyla (32) ile (33) toplanirsa Char M # 2 oldugundan; Vx,y,zel,
Va,pel’ ve VmeM

di(m)azpDa(x,x,y) = 0 (34)
elde edilir. neM olmak tizere; (34)’de z yerine zyn yazilirsa, Vx,y,zel, Va,B,yel’
ve Vm,neM

di(m)azynfDy(x,x,y) = 0 (35)
olur. Tekrar (34)’de y yerine nyy yazilirsa,

di(m)azPnyDy(x,x,y) + di(m)azBD,(n,x,x)yy = 0
ve (35)°den; Vx,y,zel, Va,B,yel’ ve Vm,neM



32

di(m)azpfDa(n,x,x)yy =0 (36)
elde edilir. Bu durumda; (36)’dan d,(m)azpD,(n,x,x)e Ann,] ve Lemma 1.14’den
di(m)ozBDy(nx,x)eAnnl dir. Ustelik; dj(m)azpDa(n,x,x)el ve dolayisiyla
di(m)azPfDs,(n,x,x)e AnnlNl olur ve boylece Lemma 1.15’ten
dj(m)azBDa(n,x,x) e AnnlNI=(0) dir. O halde; Vx,zel, Va,pel” ve Vm,neM

di(m)azpDy(nx.x) =0 (37)
elde edilir. (37)’de x yerine x + y yazilirsa,

0 = dy(m)ozBDa(nx+y,x+y)

= di(m)azp [Da(n,x,x)+2Ds(n,X,y)+Da(n,y,y)]
=d;(m)azfDa(n,x,x) + 2d;(m)azpfD1(n.x,y) + di(m)azfDy(n,y,y)
olur ve dolayisiyla (37) kullanilirsa; Vx,y,zel, Vo,pel” ve Vm,neM

di(m)azfDy(nx,y) =0 (38)
elde edilir. (38)’de z yerine zyn yazilirsa, Vx,y,zel, Vo,B,yel” ve Vm,neM

di(m)ozynBDs,(n,x,y) =0 (39)
olur. Tekrar (38)’de x yerine nyx yazilirsa, Vx,y,zel, Vo,B,yel” ve Vm,neM

di(m)axPryDa(nx,y) + di(m)azBDa(n,n,y)yx = 0
ve (39)'dan; Vx,y,zel, Va,B,yel” ve Vm,neM

di(m)azPDa(n,n,y)yx =0 (40)
elde edilir. Bu durumda; (40)’dan d;(m)azfD,(n,n,y)e Anml ve Lemma 1.14’den
dy(m)azpDa(n,n,y)e Annl~l dir. Ustelik; dj(m)ozpDs(n,n,y)el ve dolaysiyla
dj(m)azBD,(n,n,y)e Annlnl olur ve boylece Lemma 1.15’ten
di(m)azBDy(n,n,y)e AnnlnI=(0) dir. O halde; Vy,zel, Vo,fel” ve Vm,neM

di(m)azBDy(n,n,y) =0 (41)
elde edilir. (41)’de z yerine zm yazilirsa, Vy,zel, Va.B,yel’ ve Vm,neM

di(m)azynBD,(n,n,y) =0 (42)
olur. Tekrar (41)’de y yerine nyy yazilirsa, Vy,zel, Va,B,yel’ ve VmneM

di(m)azPnyDs(n,n,y) + di(m)azpdy(n)yy = 0
ve (42)’den; Vy,zel, Va,B,yel ve Vm,neM

di(m)ozBda(n)yy =0 (43)
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elde edilir. Bu durumda; (43)’den d;(m)azfd>(n)e Annil ve Lemma 1.14°den
di(m)ozfdy(n)eAnnl  dir.  Ustelik;  di(m)azfda(n)el  ve  dolayisiyla
d)(m)azfdy(n)e AnnlNl olur ve boylece Lemma 1.15°ten
di(m)ozpfdy(n)eAnnl~l = 0 dir. O halde, Vzel, Va,fel’ ve VmneM
di(m)azBdy(n) = 0 elde edilir. Yani; d;(M)I'II'd,(M) = 0°dur.

(ii) Hipotezden,;

Vzel, Vo,pel” ve Vm,neM dij(m )azfd(n) =0 (44)
dir. v.p,y el vem',n'e M olmak lizere, (44)’de z yerine
m'pd,(nlyzp'n'y'd,(m)am’ yazlirsa, o zaman Vzel , VapBy.p.yel ve
Vm,n,m',n'eM

di(m)a m’de(n)yzB’n'y’d, (m)am’ Bda(n) =0
olur ve M yari-asal oldugundan; VzeI,Va,B,y el ve Vm,n,m' e M
di(m)om'B dy(n)yz=10
dir.  Buradan dj(m) oam’f dy(n)eAnnl = 0 oldugundan;
Vo,fel'veVmnm'eM di(m) omB daofn) = 0 olur. Yani
d,(M)rMrd,(M)=0 *dir.

Lemma 3.6: M 2, 3-torsion free I'-halka ve I, M’nin sifirdan farkli bir
sag (sol) ideali olsun. D(.,.,.), M'nin permuting tri-tlirevi ve izini d olmak iizere;
M bir asal ['-halka ( veya Ann;I =0 (Anyl =0)) ve Vxel d(x)=0 iseo

zaman D = 0 dir,

Ispat. Hipotezden;

vxel d(x)=0 (45)
dir. (65) lineerlestirilirse;

d(x) +d(y) + 3D(x,x,y) + 3D(x,y,y) = 0
olur ve dolayisiyla (45)’den ve M’nin 3-torsion free oldugundan; Vx,y € I

D(x,x,y) + D(x,y,y) =0 (46)
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elde edilir. y € I olmak tizere; (46)’da y yerine y + z yazilirsa,

0 =D(x,x,y+z) + D(x,y+z,y+2z)

=D(x,x,y) + D(x,x,2) + D(X,y,y) + D(x,z,z) + 2D(x,y,2)

olur ve dolaysiyla (45)’den ve M’nin 2-torsion free oldugundan; Vx,y,zel

D(x,y,z) =0 (47)
elde edilir. ael” ve meM olmak {izere; (47)’de z yerine zam yazilirsa; VX.y,z€l,
Voel ve VmeM

D(x,y,z)am + zaD(m,x,y) = 0
olur ve dolaysiyla (47) kullanilirsa o zaman; vx,y,zel, Vael ve YmeM

zaD(m,x,y) =0 (48)
Eger, M asal I'-halka ise 0 zaman Lemma 2.1.3’den ve yukaridaki esitlikten;
vx,yel ve VmeM D(m,x,y) = 0 dir. Eger, Ann,I =0 1ise (48)’den; Vx,yel ve
VmeM

D(m,x,y) =0 (49)
elde edilir. Bel” ve neM olmak lizere; (49)’da y yerine yfn yazilirsa, Vx,yel,
VBel ve VvmneM

D(m,x,y)pn + yBD(m,n,x) =0
olur ve dolayisiyla (49) kullanilirsa o zaman; Vx,yel, Vel ve Vm,neM

yBD(m,n,x) =0 (50)
Eger, M asal I'-halka ise o zaman Lemma 2.1.3’den ve yukaridaki esitlikten;
vxel, VmneM D(m,n,x)=0 dir. Eger, Ann, I = 0 ise (50)’den; Vxel ve
Vm,neM

D(m,n,x)=0 (51)
elde edilir. yel” ve reM olmak lizere; (51)’de x yerine xy yazilirsa, Vxel, Vyel’
ve Vm,n,reM

D(m,n,x)yr + xyD(m,n,r) = 0
olur ve dolaysiyla (51) kullamlirsa; Vxel, Vyel ve Vm,n,reM

xyD(m,n,r) =0 (52)
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Eger, M asal I'-halka ise o zaman Lemma 2.1.3’den ve yukaridaki esitlikten;
vxel, Vyel ve Vm,n,reM D(m,n,r) = 0 dir. Eger, Ann, I = 0 ise (52)’den;
Vyel ve Vm,nreM D(m,n,r) = 0’dur.

Eger; I, M’nin sol ideali olarak alinirsa sonuglar benzer bicimde

gosterilebilir.

Teorem 3.7: M 2, 3-torsion free asal I” -halka, I; M’nin sifirdan farkli bir
ideali, Dy(.,.,.) ve Ds(.,.,.); M’'nin permuting tri-tiirevleri ve Di(...,.), Da(.,.,.)’nin
izleri sirasiyla d; ve d, olsun. Buna gore; Vxel Di(dy(x), x, x) = 0 ise 0 zaman

D=0 veyaD,=0dir.

Ispat. Hipotezden;
Vxel Dy(da(x), x,X)=0 (53)
dir. O halde (53) lineerlestirilirse;
0 = Di(dx(x)xx) + Di(da(x).yy) + 2Di(dr(x),x,y) + Di(da(y).x,x)
T Dilday)yy)  + 2Dida(y)xy)  + 3D1(Da(x,x,y).x.x)
+ 3DiDa(xxy)yy)  + 6Di(Dy(xx.y)xy)  + 3Di(Da(x,y,y),%,x)
+3D1(Dax.y.y).y,y) + 6D1(Da(x,y,¥),x,y)
olur ve dolayisiyla (78)’den: vx,yel
Di(dax).y.y)  + 2Di(da()xy)  + Di(da(y)ixx)  + 2D1(da(y),x,y)
T 3DiDaxxy)xx)  + 3DIDy(xXy)y.y)  + 6D1(Da(x.x,y),%.y)
+3D1(Da(x.y,y):%.%) + 3D1(Da(%,y.y),y.y) +6D1(Da(x.y.y)x.y) = 0 (54)
elde edilir. (54)’de x yerine —x yazilirsa,
" Did:00.yy) + Di(d(x0xY) + Diday)xx) - 2Di(da(y)xy)
+ 3DIDaxxy)xx)  + 3DIDaxXy)y.y) - 6D1(Da(x,x,y),X,y)
= 3D1(Da(x,y,y)x.x) - 3D1(Da(x,3.y).y,y) + 6D/(Da(%,y,¥),x,y) = 0 (55)
elde edilir. (54) ile (55) taraf tarafa toplanirsa, M 2-torsion free oldugundan;
vx,yel
2D (da(x),x,y) T Di(da(y),x,x) + 3D1(Da(x,X,y),x,X)
+3D1(Da(x.x,y).y.y) + 6D1(Da(x,y,¥).x,y) = 0 (56)
elde edilir. (56)°’da y yerine x + Vy yazilirsa,
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2Di(da(x),x,x+y)  + Di(dy(xty),x,x) + 3D1(Da(x,x,x+y),X,X)
+3Di(Da(xxx4y). x+y,xty) + 6D1(Da(x,x+y,X+y),%,y)

15D (da(x),x,x) + 14D1(da(x),x,y) + Di(da(y),x,x)
+ 2IDi(Daxx.y).xx) + IDIDy(x,y.y).x.X) + 3Dy(da(x).y.y)
F3D1Da(x.%,5).¥:y)+18D1(D2(x,%,¥).%,)+6D1(Da(x,y,9).y,y)
olur ve dolayisiyla (53) ile (56) kullanilirsa, M 2,3-torsion free oldugundan;

Il

vx,yel
Di(d2(x).y.y) + ADy(dz(x).x,y) + 3Di(Da(x,yy)x.x)
+6D1(Da(X.X,y),x,X) + 6D1(Da(x,%,y),X,y) = 0 (57)
elde edilir. (57)’de x yerine —x yazilirsa,
- Dild®yy) o+ ADi(d(0xy) - 3Di(Da(xy.y)xx)
+ 6D 1(Da(x,%,y),%,X) - 6D1(Da(x,%,¥),x,y) = 0 (58)
elde edilir. (57) ile (58) taraf tarafa toplanirsa, M 2-torsion free oldugundan;
vx,yel
4D1(da(x),x,y) + 6D1(Da(x,X,y),x,x) = 0 (59)

elde edilir. ael’ olmak tizere; (86)’da Y yerine xay yazilirsa, Vx,yel ve Voel®

0 = 4Di(dXx).x.x)ay  + 4xaD(dx(x),x,y) + 6dy(x)aDi(x,x,y)

+6D1(d2(x),x,x)ay + 6xaD1(Dy(X,X,y).x,X) + 6di(x)aDs(x,x,y)

olur ve dolayisiyla (53) ile (59) kullanilirsa, M 2,3-torsion free oldugundan;
vx,yel ve Vael’

dy(x)aD;(x,x,y) + di(x)aDa(x,x,y) = 0 (60)
elde edilir. Bel" olmak iizere; (60)’da y yerine yfz yazilirsa, (60)’dan; Vx,y,zel
ve Va,fel’

da(x)ayBDi(x,x,2) + di(x)ayBDa(x,x,2) = 0 (61)
elde edilir. (61)’de z yerine x yazilirsa Lemma 3.5 ‘ten; Vx,yel ve Va,pel’
di(x)ayBda(x) = 0 (62)

elde edilir. Bu durumda, varsayalim ki x;,x,el igin di(x1) #0 ve dy(xz) # 0 olsun.
Boylece; (62)’de x yerine x; yazilirsa; Vyelve Va,fel’
dI(X1)(lde2(X1) = ()
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olur ve dolayisiyla M asal I"-halka oldugundan dy(x;) = 0°dir. (61)’de x yering x,
yazilirsa; Vy,zel ve Vo,Bel’
di(x2)ayBDa(x2,X3,2) = 0
olur ve dolayisiyla M asal [-halka oldugundan Vzel Di(x;,%2,2) = 0 dir. Boylece;
xpX2€l igin Dy(x2,X2,x1) = 0°dur. Simdi (62)’de x yerine x, yazilirsa; Vyel ve
Va,fel’
di(x2)aypda(x2) = 0
olur ve dolayisiyla M asal ["-halka oldugundan d(x,) = 0°dir. (61)’de x yerine x;
yazilirsa; Vy,zel ve Vo,Bel’
da(x1)ayBDi(x1, x1,2) = 0
olur ve dolayisiyla M asal I'-halka oldugundan Vzel Dy(x;,x1,z) = 0 dir. Boylece;
X,X2€ligin Dy(x1,x1,x2) = 0°dir. Bu durumda, z = x; + x, olarak alinirsa;
di(z) = di(x1 + x2) = di(x1) + dy(x2) + 3Di(x1,%1,X2) + 3D1(X1,X2,X2)
di(z) =di(x;) # 0
da(z) = da(x1 + x2) = da(x)) + da(x2) + 3Da(x1,X1,X2) + 3Da(x1,X2,X2)
d2(z) =da(x2) 2 0
olur. Boylece; (62)’den ve M asal I -halka oldugundan d;(z) ve dy(z) ayni anda
stfirdan farkli olamazlar. O halde, Vxel di(x) = 0 veya dy(x) = 0°dir. Sonugta;
Lemma 3.6’dan D; =0 veya D, = 0’dir.

Sonu¢ 3.8: M Kkarakteristigi 2°den farkli ve 3, S-torsion free yari-asal
I'-halka, I; M’nin sifirdan farkli bir ideali, D(.,.,.); M’nin permuting tri-tiirevi ve
izi d olsun. d(I)cI ve Ann,I = 0 olmak lzere; Vxel D(d(x),x,x) = 0 ise 0 zaman

D = 0’dur.

Ispat. Teorem 3.7°de Dy =D, = D olarak alalm. (62)’den vx,yel ve
Vo,pel”  dx)oyBd(x) = 0 elde edilir. M yari-asal I'-halka ve Annl = 0
oldugundan Lemma 3.5ten, Vxel d(x) = 0’dir. Ayrica, Lemma 3.6’dan
D =0’dur.



Teorem 3.9: M karakteristigi 2°den farkli ve 3, 5-torsion free asal I'-
halka, I; M’nin sifirdan farkli bir ideali, Dy(.,.,.) ve Ds(.,.,.); M’nin permuting tri-
tirevleri ve D (.,.,.), Dy(.,.,.) nin izleri sirastyla d; ve d; olsun. Buna gére; dy(Dl

olmak tizere Vx el D, (dz(x),d2 (x), x)=0 ise 0 zaman D=0 veya D= 0’dur.

Ispat. Hipotezden;
vxel D,(d,(x)d,(x)x)=0 (63)
dir. O halde (63) lineerlestirilirse;
0 = Di(da(xty),do(x+y),x+y)
= DildX).:x)x) + Didx),dx)y)  + 2Di(dy(y).da(x).x)

+ 2D1(dx(y).d2(x),y) + 6D1(Da(x,x,y),da(x),x)
+ 6D1(Da(x,x.y),d2(x),y) + 6D1(Dy(X,y.y),da(x),x)
T 6DiI(Da(x,y,y).d2(x),y)  + Di(da(y),da(y),x) + Di(da(y),da(y).y)
+ 6D1(Da(x.x.y),da(y),x) + 6D1(Da(x,x,y).d2(y),y)
+ 6D1(Da(x,y.y),da(y).x) + 6D1(Da(x,y.y),da(y).y)
+ 1 8D1(Dz(x,x,y),Dz(x,y’y),X) + 18D, (D2(x,%,y),D2(x,y,y).y)
+t IDIDa(xy,y).Da(x,yy)x)  + 9D1(D2(x,y,y),.Da(X,y.y),y)

+ 9D1(D2(X3X>Y)>D2(X9X:Y)>Y) + 9D1(DQ(X,X,Y),D2<X,X,Y),X)
olur ve dolayisiyla (63)’den; vx,yel
Di(da(x),da(x),y) + 2Dy(da(y),da(x),x) + 2Dy(da(y),da(x),y)

+ 6D1(Da(x.x,y),da(x),x) + 6D (Da(x,%,y).da(x).y)
+ 6D1(D2(x,y,y),d2(x).x) + 6D (Da(x,y,y),da(x).y)
T Di(da(y),da(y):x) + 6D1(Da(x,x,y),da(y),x) + 6D1(D2(x,%,¥),da(y).y)
+ 6D1(Da(x.y.y),da(y).x) + 6D1(Da(x,y,y),da(y),y)

T BBDIDaxxy) Doy y)x)  + 18D(Da(x.x,y),Da(x.y.y).y)
T DDy YDAy )X+ IDUDa(xy.y)Da(xy.y).y)
D1 (Da(x.%,y),.Da(x,%,3),) + 9D (Da(x,%,y),Da(x,%,y),x) = 0 (64)
elde edilir. (64)’de x yerine - x yazilirsa,
Di(da(x).d2(x),y) o 2Di(da(y).da(x),x) = 2Di(da(y).da(x),y)
+ 6D1(Da2(x,x,y),d2(x),x) - 6D1(Da(x,X,y),da(x),y)
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- 6D (Da(x,y,y),da(x),x) + 6D1(Da(x,y,y).da(x).y)
- Di(d().da(y).x) - 6D1(Da(x,%,y),da(y).x) + 6Dy(Da(x.x,y),da(y).y)
+ 6D1(Da(x,y,y),da(¥),x) - 6D1(Da(x,y,y),da(y).y)
o BBDIDaxxy).Daxyy).x) - 18Dy(Da(x,x,y).Da(x,y.¥).y)

- DDy DAy y)x) 4 9DI(Da(x,y,y).Dax,y.y)y)
+ 9D1(Da(x.X,y), Da(x.,%,y),y) - ID1(Da(x,X,¥),Da(x,%,y),x) = 0 (65)
elde edilir. (64) ile (65) taraf tarafa toplanirsa, Char M 2 oldugundan:; vx,yel
2Di(da(),da(x).x) + 6D (Da(x,x,y),da(x),x) + 6D1(Da(x,y,y),da(y),x)
+ 18D;(Da(x,x,y),Da(X,¥,y),x) + Di(dy(x),d2(x),y)
+ 6D1(Da(x,y,y),d2(x).y) + 6D1(Da(x,x,y),da(y),y)
TIDID2(%.y.y)Da(x,y,9).9) + IDI(Da(x,x,y).Da(x,x.3)) =0 (66)
elde edilir. (66)’da x yerine 2x yazilirsa, Char M = 2 oldugundan;
D1 (da(y).d2(x).%) + 96D1(Da(x.%,y),d2(3),%) + 6D;(Da(x,3,y),da(y).x)
+ 72D1(Da(x,%,5),D2(X,y,y).X) + 16D (da(x),d2(x),y)
+ 24D(Da(x,y,y),da(x).y) + 6D1(Da(x,x,y),d2(y).y)
T OD1D2(%,y,),Da(x.y.¥).y) + 36D1(Da(x,x.y).Da(x,%,3).y) =0 (67)
olur ve dolayisiyla (67) ile (66) taraf tarafa ¢ikarilirsa, M 3-torsion free
oldugundan; Vx,yel

2D1(dx(y).da(x),x) + 30D1(Da(x,x,y),d2(x),x)
+ 18D1(Da(x,x,y),D2(X,y.y),x) + SDi(d2(x).d2(x).y)
+ 6D1(Da(x,y,y),d2(x).y) + ID1(Da(x,%,y),Da(x,%,y),y)=0 (68)

elde edilir. (68)’de x yerine 2x yazilirsa Char M = 2 oldugundan,
2D(da(y),d2(x),x) + 120D1(Dy(x.x,y),d2(x),x)
+ 18D1(Da(x.,%.¥),Da(x,y,y).x) + 20Dy (da(x),da(x),y)
+6D1(D2(x,y,y).da(x).y) + 9Di(Da(x,%.y),Da(x.x,y),y) = 0 (69)

olur ve dolayisiyla (69) ile (68) taraf tarafa gikarilirsa, M 3,5-torsion free
oldugundan; Vx,yel

Di(da(x),d2(x).y) + 6D1(Da(x,x,y),da(x),x) = 0 (70)
elde edilir. BT olmak iizere; (70)’de y yerine yBx yazilirsa, vx,yel ve Vel

0 = Di(da(x),da(x), yBx) + 6D(Ds(x,x, yBx),d2(x),x)
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= Di(da(x),d2(x).y)Bx + yBD1(da(x).da(x),x) + 6yPDi(da(x),da(x),x)
+ 6D (d2(x),x,y)Bd2(x) + 6Da(x,X,y)BD1(da(x),x,x)
+6D1(Da(x,x,y),da(x),x)Bx
olur. (63) ile (70) kullanilirsa, Char M # 2 ve M 3-torsion free oldugundan;
Vx,yel ve VBel’

Da(x.%,y)BD1(da(x).x.%) + Di(da(x),%,y)Bda(x) = 0 (71)
elde edilir. ael olmak tizere; (71)de y yerine xay yazilirsa, Vx,yel ve Va,pel’

0= Da(x,x, xay)BDi(da(x),x,%) + Di(da(x).x, xery)Bes(x)

= d(x)ayBDi(da(x),x,x) + XD (X,x,y)BD1(da(x),%,X)
+ Di(da(x),x,x)oyBda(x) + xaD1(da(x),%,y)Bda(x)
olur ve dolaysiyla (71) kullanilirsa; Vx,yel ve Va,fel’

d, (x)ay B D, (d, (x).x,x)+ D, (d,(x) x,x)a y pd, (x)=0 (72)
elde edilir. Bu durumda varsayalim ki bir x;el i¢in Di(da(x1),x1,x1) # 0 olsun.
Boylece, (72)’de x yerine x, yazilirsa;

d,(x,)a yBD,(dz(xl),x,,xl)+Dl(d2(x,),x1,x,)a yBd,(x,)=0
olur ve dolayisiyla M asal I'-halka oldugundan dy(x;) = 0°dir. Bundan dolayi;
Di(da(x1),x1.x1) = D1(0,x1,x1) = 0 olur. Bu ise varsayimla geligir. O halde, Vx,yel
D\ (da(x),x,x) = 0°dir. Béylece; Teorem 3.7°den Di=0 veyaD,=0 di.

Sonug 3.10: M karakteristigi 2’den farkl: ve 3, 5-torsion free yari-asal I'-
halka, I; M’nin sifirdan farkli bir ideali, D(.,.,.); M’nin permuting tri-tiirevi ve izi
d olsun. Buna gére; d(I)cI ve Ann] = 0 olmak iizere; Vxel D(d(x), d(x), x) =0

ise 0 zaman D = 0’dur.

Ispat. Teorem 3.9°da Di= Dy= D olarak alalim. O halde (71)den;
Vx,yelve VBell

D(x,x,y)pPD(d(x),x,x) + D(d(x).x,y)Bd(x) = 0 (73)
elde edilir. ael” ve zel olmak lizere; (73)°de y yerine yoz yazilirsa, Vx,y,zel ve

Va,fel’
0=D(x,x, yoz)BD(d(x).x,x) + D(d(x),x, yoz)Bd(x)
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= D(x,x,y)azBD(d(x),x,x) + yaD(x,x,2)BD(d(x),x,x)
+ D(d(x),x,y)azfd(x) + yaD(d(x),x,z)Bd(x)
olur ve dolaysiyla (73) kullanilirsa: vx,y,zel ve Va,fel’
D(x,x,y)azpD(d(x),x,x) + D(d(x).x,y)uzBd(x) =0 (74)
elde edilir. (74)°de y yerine d(x) yazilirsa: Vx.zel ve Va,fel’
0 = D(d(x),x,x)ozfD(d(x),x.x) + D(d(x),d(x),x)azpd(x)
olur. Boylece; hipotezden, Vx.z<l ve Vo,fel’
D(d(x),x,x)azBD(d(x),x,x) = 0
elde edilir. M yari-asal T-halka oldugundan: Vx zel D(d(x),x,x) = 0’dir. M yari-

asal I'-halka, d(T)cI ve Ann,I = 0 oldugundan Sonug 3.8’den D = 0°dir.

Teorem 3.11: M karakteristigi 2, 3’ten farkh ve 5, 7-torsion free asal
I"-halka, 1; M’nin sifirdan farkli bir ideali, Di(,.,.) ve Dy(.,.,.); M’nin permuting
tri-turevleri ve izleri sirasiyla dy ve d; olsun. dy(I)cl, F(.,..); M’de permuting tri-
toplamsal dontsim ve izi, f olmak tzere: Vxel di(d2(x))=f(x) ise 0 zaman D,=0
veya D,=0"dir.

ispat. Hipotezden;

vxel di(dxx)) = f(x) (75)
dir. O halde, (75) lineerlestirilirse:

di(dx(xty)) = f(x+y)

di(da(x)) + dilda(y)) + 3Di(da(x).da(x).da(y)) + 3D1(da(x),da(y),da(y))

F27d1 (Do, y))+27d1 (Da(x,y,9)+81D1(Da(x,x,y), Da(x,x,y), Da(x.v,y))

+ 81Di(Da(x,x,y),Da(x,y,y),Da(x,y,y))  + 9D\ (d2(x),da(x), Da(x,x,y))

T ODud(),ME)Daxyy))  + 18D(da(x),da(y), Da(x,x,y))

+ BD1(da(x).da(y).Dalxyy))  + 9Dy(da(y),da(y), Da(x,x.y))

IDi(da(y).da(y).Da(x.v.y)  + 27D(da(x),Da(x.x,y).Da(x,x.y))

S4D1(da(x).Da(x,x,y). Da(x,y,y)) + 27D1(da(x),Da(x.y,y). Da(x,y,y))

T 27Du().Daxx y) Da(xx,y)) 54D (da(y), Da(x.x, ), Da(x,v.y))
T 27D1(da(y), Da(x,y,y). Da(x,y,y)) = 0x) + fly) + 3F(x,x,y) + 3F(x,y.y)

olur ve dolayisiyla (75) kullamlirsa, Char M = 3 oldugundan; Vx,yel

+

t
H
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Dida(x).da(x),da(y))  +  Di(da(x),da(y),da(y))  + 9di(Da(x,X,y))
T 9diDaxyy) + 27Di(Da(x.x.y) Da(x,%,y),.D(x,y,y))
T 27D1(Da(x.x,y) ,Da(Xy.y).Da(x,y,y)) + 3D1(da(x),d2(x),Da(x.x,y))
+ 3Di(da(x),d2(x),Da(x,y,y))  + 6D1(dx(x),d2(y),Da(x,x.y))
+ ODi(da(x). (). Da(xy,y))  + 3Di(da(y).da(y)Da(x.x.y))
t o 3Di(da(y).do(y).Da(x,yy))  + 9D, (d2(x).Da(x,%,), Da(x.X.y))
T 18D1(da(x).Da(x.x,y).Da(x,y,y))  + 9D1(d2(x).Da(x,y,¥),D2(x,y,y))

T D). Dr06x.).Da(xx,y) + 18D y(daly), Da(x,%.5).Da(x,y.5))
+9D1(d2(y).Da(%,.¥),D2(%,y,y)) = F(x,x,y) + F(x,y,y) (76)
elde edilir. (76)’da x yerine —x yazilirsa,

Di(da(x),da(x),d2(y)) - Di(da(x),da(y).da(y))  + 9di(Da(x,%,y))
9d;(Da(x.y,y)) - 27D1(Da(x.%,y).Da(x,%,¥), Da(x.y.y))

T 27Di(Da(x.x,y) Da(x,y,y).Da(x,y,y)) + 3D1(d2(x),da(x),Da(x.x,y))

- 3D1(dx(x).d2(x),Da(x,y,y)) - 6D1(da(x),da(y),Da(x.x,y))

+ 6D1(dx(x),d2(y),Da(x,y,y)) + 3Di(da(y).da(y),Da(x,x.y))
3Di(da(y),da(y). Da(xy,y)) - 9D1(d2(x),Da(x.x,y),Da(x.X,y))

+ 18Dy(da(x).Da(x.x,y),Da(x,y,y)) - 9D1(da(x),D2(x,y,¥).Da(x,y.y))
+ 9D1(dZ(Y)>D2(X5XaY)>D2(XsX>y)) - 18Dl(dz(Y)anZ(X»X>Y)>D2(X5Y>Y))

T ID1(d2(y).Da2(x,y.y).Da(x,y.y)) = F(x,%,y) - F(x,y,y) (77)
elde edilir. (76) ile (77) taraf tarafa toplanirsa, Char M # 2 oldugundan; vx,yel
Di(da(x),da(x),da(y)) + 9d1(Da(x,x,y))

+ 27D1(DZ(Xax7Y)>D2(X>Y:y)sD2(X>YaY)) + 3D1(dz(X),dz(X),Dz(X,X,y»
+ 6D1(d2(x):d2(Y)aD2(Xsyby)) + 3D1 (dZ(Y):dZ(Y):Dz(Xaxny))
+ 18D1(dz(X),Dz(X,X,Y),DQ(X,y,Y)) + 9D1(dZ(Y)>D2(X>Xay)>D2(X:X9Y))

+9D1(da(y).D2(x,y.y),Da(x,y.y)) = F(x.x.) (78)
elde edilir. (78)’de x yerine 2x yazilirsa, Char M # 2 oldugundan,
16D (da(x),d2(x),da(y)) + 144d,(Dy(x.x.y))

+ 108D1(Da(x,%,y),Da(x,y.y),Da(x,y.y)) + 192D1(da(x),da(x),Da(x,%,y))
T 24Di(da(x).da(y).Da(xy,y))  + 3Di(d2(y),da(y).Da(x,%,y))
+ 72Di(da(x),Da(x,x,y).Da(x,y,y)) + 36D1(d2(y), Da(x,x,y), Da(x,%,y))
+9D1(d2(¥),D2(x.y,),Da(X,y,y)) = F(x,x,y) (79)
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olur ve dolayisiyla (79) ile (78) taraf tarafa ¢ikarilirsa, Char M # 3 oldugundan;

vx,yel
5D1(da(x),da(x).d2(y)) + 45d1(Da(x.x,¥))
+ 27D1(Da(x,%,y).D2(x,y,y).Da(x,y,y)) + 63D1(d2(x),d2(x),Da(x.x,y))
+ 6D1(da(x).da(y).Da(x,y,y))  + 18Di(da(x),Da(x,%,y),Da(x.y,y)
+9D1(d2(y).Da(x,x,).Da(x,x,y)) = 0 (80)
elde edilir. (80)’de x yerine 2x yazilirsa, Char M # 2 oldugundan,
20D (da(x),do(x),d2(y)) + 180d1(Da(x.x,y))

+ 27D1(Da(x,%,y),D2(X,y.y),Da(%,y,y)) + 1008D)(da(x),d2(x),Da(x.x,¥))
+ 6Di(dx(x).dao(y).Da(xy.y))  + 36Di(da(X),Da(x,%,y),Da(x,y,y))
+9D1(da(y),Da(x,%,y),Da(x,%,y)) = 0 (81)
olur ve dolayisiyla (81) ile (80) taraf tarafa ¢ikarilirsa, Char M # 3 oldugundan;
vx,yel
5Di(da(x).d2(x),d2(y)) + 45di(Da(x,x,y)) + 315D3(da(x),d2(x),Da(x.x.y))
+6D1(da2(x),Da(x,%,y).Da2(x,y.y)) = 0 (82)
elde edilir. (82)’de x yerine 2x yazilirsa, Char M # 2 oldugundan,
5Di(da(x),d2(x),dx(y)) + 45d1(Da(x,%,y)) + 1260D:(da(x),d2(x),Da(x,x,))
+6D;(da(x),Da(x,%,y),Da(x,y,y)) = 0 (83)
olur ve dolayisiyla (83) ile (82) taraf tarafa ¢ikarilirsa, Char M # 2,3 ve M 5,7-
torsion free oldugundan; Vx,yel
D (da(x),da(x),Da(x,x,y)) = 0 (84)
elde edilir. Bl ve zel olmak tizere; (84)’de y yerine ypz yazilirsa, Vx,y,zel ve
VBell
0 = Dy(d2(x),d2(x),Da(x.%, yBz))
= Di(d(x).d(x).D2xxy)Bz  +  Dax.xy)BDi(dx(x),d2(x),2)
+ Di(da(x),d2(x),y)BD2(x.x,2) + yBD1(d2(x),d2(x),Da(x.X,2))
olur ve dolayisiyla (84) kullanilirsa; Vx,y,zel, Vel
Da(x,%,y)B Di(da(x),da(x), 2) + Di(da(x).do(x). y)B Da(x,x,2) = 0 (85)
elde edilir. ael” olmak tizere; (85)’de y yerine xay yazilirsa, Vx,y,zel ve Va,Bel’

0= DQ(X,X,XG}/)B Dl(dZ(x)nd?.(X): Z) + Dl(d2(x):d2(x)> XO“y)B Dz(X,X,Z)
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= d2(x)ayBDi(da(x),da(x),2) + Di(da(x),da(x),x)aryDa(x,x,2)
+xaDa(X,X,y)BD1(d(x),dy(x), 2) + xaD)(dy(x),da(x), ¥)B Da(x,x,7)
olur ve dolayisiyla (85) kullanilirsa; Vx,y,zel ve Vo,pel’
d(X)aty B Di(da(x),da(x), 2) + Dy(da(x),da(x).xX)ary p Da(xx,2)=0  (86)
elde edilir. (86)’da z yerine x yazilirsa; Vx,yel ve Vo,pel’
4()ay BD,(d, (x).d, ()x)+ D, (A, (x).d, (<) x)a y B, () =0 (87)
elde edilir. Bu durumda; varsayalim ki bir x; €I i¢in D1(da(x1),d2(x1),%1) # 0 olsun.
Bdoylece, (87)’de x yerine x; yazilirsa; Vyel ve Va,fel
d,(x,)ayp D,(dz(xl),dz(xl),xl)+ Dl(dz(xl),dz(x, )x,)ayp d,(x,)=0
olur. Varsayimdan ve M asal I"-halka oldugundan dy(x;) = 0°dir. Bundan dolayz;
Di(da(x1),da(x1),x)) = D1(0,0,x;) = 0 olur. Bu ise varsayimla gelisir. O halde, Vxel
Di(da(x),d2(x),x) = 0°dur. Béylece, Teorem 3.9°dan D; = 0 veya D, =0 "dir.
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