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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

ASAL VE YARI-ASAL GAMMA HALKALARDA 

PERMUTİNG TRİ-TÜREV 

Duran ÖZDEN 

Cumhuriyet Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. M. Ali ÖZTÜRK 

Tezimizin birinci bölümünde, gamma halkası ile ilgili genel bilgiler 

verilmiş ve temelolarak ele aldığımız problemler ifade edilmiştir. 

İkinci bölümde ise, bu konuda önceden yapılan çalışmalar özetlenmiştir. 

Üçüncü bölümde, gamma halkalar teorisinde permuting tri-türev 

tanımlanarak; asal ve yarı-asal gamma halkaların ideallerinde permuting tri-türev 

çalışılmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Gamma Halka, Asal Gamma Halka, Yarı-Asal Gamma Halka, 

Permuting Tri- Türev 
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SlJMMARY 

MsC Thesis 

PERMUTING TRI-DERIV ATION 

IN PRIME AND SEMI-PRIME GAMMA RINGS 
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Cumhuriyet University 

Graduate School of Natural 

and Applied Sciences 

Department of Mathematics 

Supervisor: Yrd. Doç. Dr. M. Ali ÖZTÜRK 

In the first chapter of our thesis we gaye some basic concepts those are 

lIsed about gamma rings and stated the problems. 

In chapter two, we gaye the summaries of the works those had been done. 

In chapter three, by defining the permuting tri-derivation in the theOl'y of 

gamma rings, the permuting tri-derivation has been studiee! in ideal of prime and 

sen1İ-prime gamma rings. 

Key worcls: Gamma Ring, Prime Gamma Ring, Semİ-Prime Gamma Ring, 

Permuting Tri - Derivation 
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1. BÖLÜM 

ÖNBİLGİLER 

Bu bölümde, sonraki bölümlerde kullanılacak olan kavramlar verilecek 

ve tezde elde edilen sonuçlar yüzeyselolarak bir sıra içerisinde belirtilecektir. 

Tanım 1.1: M ve [ toplamsal komütatif gruplar olsun. 

(.,.,.) : Mx[xM -)- M, (a, a, b) - aab dönüşümü aşağıdaki özellikleri sağlarsa o 

zaman (M, [) ikilisine bir M [-halkası (Barnes anlamında) denir: Va,b,cEM ve 

Va,pE[ 

i) aabEM 

ii) (a+b )ac = aac + bac 

a(a + P)b = aab + aPb 

aa (b + c) aab + aac 

iii) (aab)pc = aa(bPc) 

Tanım 1.2: M bir [-halkası ve U, M'nin bir alt kümesi olsun. U, M'nin 

bir toplamsal alt grubu ve U[McU (M[UcU) oluyorsa U'ya M'nin bir sağ (sol) 

ideali denir. U hem sağ hem de sol ideal ise U'ya M'nin ideali denir. 

M [-halkasının merkezi, Z = {a E M IVm E M, Va E [ aa m maa} 

biçiminde tanımlanır. 

Bir aEM için a ile üretilen esas ideal, a'yı kapsayan bütün ideallerin 

arakesitidir. Bu ideal Ca) ile gösterilir ve 

(a) = { na + xa a + ap y + i u y a cr v i n E i; x, y, u, V E M; a, p, y, cr E [} 

dır. 

Eğer U; M'nin bir sağ ideali, V; M'nin bir sol ideali ve 0:;t:ScM ise o 

zaman 
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M'nin sağ ideali (VrS, M'nin sol ideali) ve urv, M'nin bir idealidir. 

Tanım 1.3: M bir r-halkası, U, V ve P; M'nİn idealleri olsun. Eğer 

urv cP olduğunda UçP veya V çP oluyorsa P'ye M'nin bir asal ideali denir. 

Teorem 1.4 (Barnes, 1966): Bir M r-halkasının bir P idealinin asal 

olması için gerek ve yeter koşul a,bEM olmak üzere; (a)r(b)çP olduğunda aEP 

veya b E P olmasıdır. 

denktir: 

Tanım 1.5: (O) ideali asalolan bir r-halkasına, asal r-halka denir. 

Teorem 1.6 (Kyuno, 1978): M bir r-halkası ıse aşağıdaki koşullar 

i) M bir asal r -halkasıdır, 

ii) Eğer a, b E M ve arMrb O ise a O veya b = O 'dır, 

iii) Eğer M'nin (a) ve (b) esas idealleri (a)r(b) = O olacak biçimde ise 

a O veya b = O 'dır, 

iv) Eğer M'nin U ve V sağ (sol) idealleri urv O olacak biçimde ise 

U = O veya V O' dır. 

Tanım 1.7: M bir r-halka ve Q, M'nin bir ideali olsun. Eğer M'nin 

herhangi bir U ideali için uruçQ olduğunda UçQ oluyorsa Q'ya M'nİn bir yarı­

asal ideali denir. 

Teorem 1.8 (Kyuno, 1978) Eğer Q, M r-halkasının bir ideali ıse 

aşağıdaki koşullar denktir: 

i) Q yarı-asal idealdir, 

ii) Eğer aEM için arMra ç Q olacak biçimde ise a E Q 'dur, 

iii) Eğer M'nin (a) esas ideali (a)r(a) ç Q olacak biçimde ise a E Q 'dur, 
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iv) Eğer M'nin U sağ (sol) ideali UfU ç Q olacak biçimde ıse 

Uç Q 'dur. 

Tanım 1.9: (O) ideali yarı-asal olan M f-halkasma, yarı-asal f-halka 

Tanım 1.10: M bir f-halka olsun. Eğer, VXEM nx = O olan bir en küçük 

pozitif tam sayı varsa o zaman M'nin karakteristiği n denir ve Char M = n 

biçiminde gösterilir. 

Tanım 1.11: M bir f-halka olsun. Bir n pozitif tamsayısı ve her XEM 

ıçın nx O oluğunda x = O oluyor ise o zaman M'ye n-torsion free denir. 

Sonuç 1.12 (Kyuno, 1978): Bir M f-halkasının yarı-asal olması ıçın 

gerek ve yeter koşul afMfa = O olduğunda a = O olmasıdır. 

Tanım 1.13: M bir f-halka ve I, M'nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. 

Buna göre; AnnrI = {a E M laf i = O} ve AnnlI = {a E M laf i = O} kümelerine 

sırasıyla i kümesinin sağ ve sol sıfırlayanları denir. 

Lemma 1.14 (Soytürk, 1994): M bir yarı-asal f-halka ve I, M'nin 

sıfırdan farklı bir ideali olsun. O zaman Annı I = Annr i = Ann I' dır. 

Lemma 1.15 (Soytürk, 1994): M bir yan-asal f-halka ve I, M'nin 

sıfırdan farklı bir ideali olsun. O zaman; 

i) Ann ı. M'nin bir idealidir. 

ii) (Aill1I) rı i (O). 
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Lemma 1.16 (Öztürk ve ark., 20(0): M 2-torsion free yarı-asal r - halka 

ve L M'nin sıfırdan farklı ideali olsun. Buna göre aşağıdaki if:adeler birbirine 

denktir: a,bEM 'v'xEI ve 'v'a,0Ef 

i) aax0b O dır. 

ii) bax0a = O dır. 

iii) aax0b + bax0a = O dır. 

Eğer Ann r =0 ve yukarıdaki koşullardan biri sağlanırsa o zaman 'v' a E f 

ac(b = O = bcı.a 'dır. Üstelik M asal f- halka ise o zaman a = O veya b = O'dır. 

Tanım 1.17:R bir halka ve 0(.,.,.) : R x R x R ~ R dönüşümü olsun. 

'v'x,y,Z,WE R 

D(x + W, y, z) = D(x, y, z) + D(w, y, z) 

D(x, y + W, z) D(x, y, z) + D(x, w, z) 

D(x, y, z + w) = D(x, y, z) + D(x, y, w) 

koşulları sağlanu'sa D(.,.,.)'ye tri-toplamsal denir. Bir D(.,.,.) : R x R x R ~ R tri­

toplamsal dönüşümü 'v'x,y,z R D(x, y, z) = D(x, z, y) D(y, X, z) = D(y, z, x) 

D(z, x, y) = D(z, y, x) koşulunu sağlarsa D(.,.,.)'ye permuting tri-toplamsal 

dönüşüm denir. 

D(.,,,.) permuting tri- toplamsal dönüşümü 'v'x.y,Z,WE R 

D(xw, y, z) D(x, y. z)w + xD(w, y. z) 

koşulunu sağlarsa D(.",.)'ye pennuting tri-türev denir. Bu durumda; 'v'X,y,Z,WE R 

D(x, yw, z) = D(x, y, z)w + yD(x, w, z) 

D(x, y, zw) D(x, y, z)w + zD(x, y, w) 

koşulları da sağlamr. ci : R ---4 R, d(x) = D(x, x, x) ile tanımlanan dönüşüme, 

D(.,.,.) permuting tri- toplamsal dönüşümünün izi denir. 

Tezde elde edilen sonuçları vermeden önce, temel aldığımız çalışmayı 

özetIcyelim: 

R karakteristiği 2'clen farklı ve 3-torsion free bir asal halka, D ı (.,.,.) ve 

O2(,,.,.) permuting tri-türev ve İzlerİ sırasıyla dı ve cL2 olsun. Buna göre; 
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\ixER Dı(eb(x), x, x) = O ise o zaman Dı O veya O2 = O 

olduğu; R karakteristiği 2'den farklı 3,S-torsion free bir asal halka ise 

\ixER D ı (d2 (x), cl2(x), x) O ise o zaman Dı O veya O2 = O 

olduğu; R karakteristiği 2,3's'ten üırklı asal halka ise 

\ixER d l (e12(x» = J~x) 

olacak biçimcle izi f olan R'nin bir F(.,.,.) permuting tri-toplamsal dönüşümü varsa 

o zaman 0 1=0 veya O2=0 olduğu; R karakteristiği 2'e1en farklı ve 3-torsion free 

yan-asal halka ise 

\ixER D(d(x), x, xL = O ise o zaman D = O 

oleluğu ve R karakteristiği 2'den farklı ve 3,S-torsion free bir yarı-asal halka ise 

\iXE R D(d(x), dex), x) = O ise o zaman D O 

olduğu Öztürk (1999) tarafından gösterilmiştir. 

Şimdi; tezde elde edilen sonuçları, bir sıra içinde verelim: 

(A) M 2, 3-torsion free asal r-halka, i; M'nin sıfırdan üırldı bir ideali, 

0 1(.,.,.) ve D2(.,.,.); M'nin permuting tri-türevleri ve izleri sırasıyla dı ve d2 olsun. 

Buna göre; 

ise o zaman Dı = O veya O2 O'dı!'. 

(B) M karakteristiği 2'den farklı 3, S-torsion free asal r-halka, i; M'nin 

sıfırdan farklı bir ideali, Dı C·,.) ve O2 (.,.,.); M'nin permuting tri-türevleri ve 

izleri sırasıyla d i ve d2 olsun. Buna göre; etJ r) e i olmak üzere; 

ise o zaman Dı O veya D2 O'dır. 

(C) M karakteristiği 2'den farklı 3, S-torsion free yan-asal r-halka, i; 

M'nin sıfırdan farklı bir ideali, 0(.,.,.); M'nin perı11Lıting tri-türevi ve izi d olsun. 

Buna göre; d(I)el ve Ann ı ! = (O) olmak üzere; 

(1) \ixEI D(d(x),x,x)=O iseozamanO=O'dır. 

(2) \ix El D(d(x),d(x),x)= O ise o zaman D = O'dır. 
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(D) M karakteristiği 2 ve 3 'ten farklı 5, 7-torsİon free asal r-halka, i; 

M'nin sıfırdan farklı bir ideali, Dı (.,.,.) ve 1\ ("".); M'nin permuting trİ-türevleri 

ve izleri sırasıyla dı ve dı olsun. d 2 (ı)c I, F(".,.); M'de permuting tri-toplamsal 

dönüşüm ve izi, f olmak üzere; 

ise o zaman Dı=O veya Dı=O'dır. 
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2. BÖLÜM 

HALKA VE GAMMA HALKALARDA TÜREVLER 

Bu bölümde çalışılan konularla ilgili daha önceden yapılan çalışmaların 

özetleri, kaynak belirtilerek bir sıra içerisinde verilecektir. 

2.1. Türevii Gamma Halkaları 

Tanım 2.1.1: M bir r-halka O *- d : M ~ M dönüşüm olsun. Buna göre; 

\ix,YEM ve \iYEr d(x+y) d(x) + d(y) ve d(xyy) = d(x)yy + xyd(y) özelliklerini 

sağlarsa o zaman d'ye türev denir. 

Soytürk, M. [141 

Bu çalışmada; M bir asal r -halka, Z; M'nin merkezi ve d, M' de bir türev 

olarak alınmış ve ayrıca; \ix,YEM ve \iYEr [x,y]y = xyy - yyx biçiminde 

tanımlanmıştır. 

Lemma 2.1.2: 

i) Eğer, a,b,cEM ve y,BEr ise o zaman [ayb,c]B = ay[b,ch + [a,chyb + 

ay( cBb ) aBC cyb) dir. 

ii) Eğer, aEZ ise o zaman [ayb,c]p = ay[b,c]p dir. 

iii) Eğer, aEZ ise o zaman ay[b,ch = aB[b,c Jr dır. 

iv) Eğer, aEZ ve arb = O ise o zaman a = O veya b = O dır. 

v) Eğer, aEZ ve arb ç Z ise o zaman a O veya bEZ dir. 

vi) Eğer, aEZ ve \iYEr ay[b,c]y = O ise o zaman a O veya [b,ch O 

dır. 
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Lemma 2.1.3: 

i) U, M'nin sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. Eğer Uc Z ise o zaman M 

komütatiftir. 

ii) U, M'nin sıfırdan farklı bir sağ (sol) ideali ve aEM olsun. Eğer Ura 

= O (arU = O) ise o zaman a=O'dır. 

iii) U, M'nin sıfırdan farklı bir ideali ve a,bEM olsun. Eğer arUrb = O 

ıse a O veya b O'dır. 

Lemma 2.1.4: 

i) U, M'nin sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. Eğer d(U) = O ise o zaman 

d=O'dır. 

ii) U, M'nin sıfırdan farklı bir ideali ve aEM olsun. Eğer d(U)ra = O 

( ard (U) O) ise o zaman a = O veya d = O'dır. 

iii) U, M'nin sıfırdan farklı bir ideali ve Char M ::F 2 olsun. Eğer 

d
2
(U) O ise o zaman d = O'dır. 

iv) U, M'nin sıfırdan farklı bir ideali, Char M ::F 2 ve dı, d2; M'de iki 

türevolsun. Eğer d2(U)cU ve d ı d2(U) = O ise o zaman dı O veya 

d2 = O'dır. 

Bu çalışmanın sonraki kısımlarında; U, M'nin sıfırdan farklı bir ideali 

olarak alınmıştır. 

Lemma 2.1.5: d, M'de sıfırdan farklı bir türev ve Char M ::F 2 olsun. 

Eğer d(U) = O ise o zaman M komütatiftir. 

Teorem 2.1.6: d, M'de sıfırdan farklı bir türe v ve Char M ::F 2,3 olsun. 

Eğer d\U)cZ ve d(U) = O ise o zaman M komütatiftir. 

Lemma 2.1.7: aEM ve Z ::F O olsun. Eğer 'iiYEr [U,ah O ise o zaman 

aEZ dir. 
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Lemma 2.1.8: dı, d2 M'de d2(U)cU ve d ı d2(U)cZ özelliklerini sağlayan 

sıfırdan farklı iki türe v ve ehar M * 2,3 olsun. Eğer dıd; (U) O ise o zaman M 

komütatiftir. 

Lemma 2.1.9: dı, d2 M'de d2(U)cU ve d ı d2(U)cZ özelliklerini sağlayan 

sıfırdan farklı iki türev, aEM ve ehar M * 2 olsun. Eğer \iYEr [dl(U),a]y O ise 

o zaman \iYEr [d2(U),a]y = O dır. 

Lemma 2.1.10: dı, d2; M'de d2(U)cU ve d ı d2(U)cZ özelliklerini 

sağlayan sıfırdan farklı iki türe v ve aEM olsun. Eğer \iYEr [dl(U),a]y O ise o 

zaman a E Z dir. 

Lemma 2.1.11: dı, d2; M'de d2(U)cU ve d ı d2(U)cZ özelliklerini 

sağlayan sıfırdan farklı iki türev, aEM ve ehar M * 2,3 olsun. Eğer \iYEr 

[dı (U),a]y c Z ise o zaman aEZ dir. 

Teorem 2.1.12: dı, d2; M'de d2(U)cU özelliğini sağlayan sıfırdan farklı 

iki türev ve ehar M * 2,3 olsun. Eğer d ı d2(U)cZ ise o zaman M komütatiftir. 
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2.2. Simetrik Bi-Türevii Gamma Halkaları 

Tanım 2.2.1: M bir r-halka olsun. D(.,.) : M x M ~ M simetrik bi­

toplamsal dönüşümü ; \ix,y,zEM ve \iYEr 

D(xyy,z) = D(x,z)yy + xyD(y,z) 

özelliğini sağlarsa o zaman D(. ,.) ' ye simetrik bi-türev denir. Ayrıca \ixEM 

d(x) = D(x,x) biçiminde tanımlanan d : M . M dönüşümüne D(. ,.)'nin izi denir. 

d'nin bir çift fonksiyon ve \ix,YEM d(x + y) = d(x) + d(y) + 2D(x,y) olduğu 

açıktır. 

Öztürk, M. Ali ve Sapancı, M. [8) 

Tanım 2.2.2: M bir yarı-asal r-halka, D ı (. , .) : M x M ~ M ve 

D2( ., .) : M x M ~ M; simetrik bi-türevler ve izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna 

göre; \ix,y E M 

dı (x)rMrd2(y) = O = d2(y)rMrd l (x) 

ise o zaman dı ve d2 ' ye, M üzerindeki simetrik bi-türevlerin ortogonal izleri denir. 

Örnek 2.2.3: R bir komütatifhalka olmak üzere; 

matrislerdeki toplama işlemi altında iki abelian grup olsun. Kolayca; M'nin 

matrislerdeki çarpma işlemi altında bir r -halka olduğu gösterilebilir. 

D(., .) • M x M --> M, (( ~ 
biçiminde tanımlanan dönüşüm, bir simetrik bi-türevdir. 

Lemma 2.2.4: M 2-torsion free yarı-asal r- halka ve a,bEM olsun. O 

zaman aşağıdaki durumlar denktir: 

i) \fxEM arxrb = O 



II 

ii) \;;ı'xEM bfxfa = O 

iii) \;;ı'xEM afxfb + bfxfa = O 

Üstelik; eğer, yukarıdaki koşullardan biri sağlanırsa o zaman afb = O bfa dır. 

Lemma 2.2.5: M 2, 3-torsİon free yarı-asal f-halka, F(.,.) ve G(.,.); M'de 

simetrik bi-toplamsal dönüşümler ve izleri, sırasıyla f ve g olsun. Eğer \;;ı'XE M 

f(x)fMfg(x) = O ise o zaman \;;ı'x,YEM f(x)fMfg(y) = O dır. 

Lemma 2.2.6: M 2,3-torsion free yarı-asal f-halka, D ı (.,.) ve D2(.,.) 

M'de simetrik bi-türevler ve izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre; dı ve 

d2 'nin ortogonal olması için gerek ve yeter koşul \;;ı'x,YEM 

d l(x)fd2(y) + d2(x)fdl(Y) O olmasıdır. 

Uyarı 2.2.7: M 2-torsion free asal f-halka, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'de 

simetrik bi-türevler ve izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre; dı ve d
2 

ortogonal ise o zaman \;;ı'x,YEM dı (x)fd2(y) = O = d2(y)fd l (x)'dır. 

Teorem 2.2.8: M 2-torsion free yarı-asal f-halka, Dı (.,.) ve D2(.,.); M'de 

simetrik bi-türevler ve izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre; dı ve d/nin 

ortogonal olması için gerek ve yeter koşul aşağıdakilerden birinin sağlanmasıdır: 

i) d ı d2 = O'dır. 

ii) \;;ı'xEM ve \;;ı'a,pEf (d ı d2)(x) apx + xab olacak biçimde a,bEM 

vardır. 

iii) d1d2 f olacak biçimde izi f olan M'nin bir F(.,.) simetrik bi­

toplamsal dönüşümü vardır. 

Uyarı 2.2.9: Eğer dı ve d2 ortogonal ise o zaman Teorem 2.2.8'deki Ci) 
koşulu d ı d2 + d2d ı = O olarak alınabilir. 
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Sonuç 2.2.10: M 2, 3-torsion free asal r-halka, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'de 

simetrik bi-türevI er ve izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Eğer, Teorem 2.2.8'deki 

denk koşullardan biri sağlanırsa o zaman D ı = O veya D2 = O dır. 

Sonuç 2.2.11: M 2, 3-torsion free asal r-halka olsun. Teorem 2.2.8'de 

dı = d2 ise o zaman D = O dır. 

Uyarı 2.2.12: Sonuç 2.2.10 ve Sonuç 2.2.11 'in ispatları [13, Teorem 

3.3.4] ve [13, Teorem 3.3.5] ispatlarından farklıdır. 

Öztürk, M. Ali, Sapancı, M. , Soytürk, M. ve Kyung Ho Kim [LO] 

Lemma 2.2.13: M 2-torsion free bir yan-asal r-halka, I; M'nin sıfırdan 

farklı bir ideali ve a,bEM olsun. Buna göre, aşağıdaki ifadeler denktir: 

i) \7'xEI ve \7'a,~Er aax~b = O, 

ii) \7'xEI ve \7'a,~Er bax~a = O, 

iii) \7'xEI ve \7'a,~Er aax~b + bax~a = O. 

Eğer Annı i = O ve yukarıdaki koşullardan biri sağlanusa o zaman \7' a E r 

aab = O baa' dır. Ayrıca, M bir asal r -halka ise a = O veya b O' dır. 

Lemma 2.2.14: M 2,3-torsion free bir yarı-asal r-halka, i; M'nin sıfırdan 

farklı bir ideali, D ı (.,.) : M x M -j. M ve D2(.,.) : M x M -j. M; simetrik bi­

türevi er ve izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre, 

i) Eğer dı (ı)rırd2(I) = O ise dl(M)rırd2(M) = O 'dır. 

ii) Eğer Annı i = O ve d l (M)rırd2(M) O ise d ı (M)rMrd2(M) = 

O 'dır. 

Lemma 2.2.15: M 2-torsion free bir r-halka, I; M'nin sıfırdan farklı tek 

yanlı bir ideali olsun. D(.,.) : M x M -j. M simetrik bi-türev ve izi, d olsun. Buna 

göre; aşağıdaki koşullar sağlansın: 
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i) \ixEI d(x) = O 

ii) \iX,YE i D(x, y) O 

iii) \imEM ve \iYEI D(m, y) O 

iv) \im,nEM D(m, n) O 

Bu durumda; (i) ve (ii) birbirine denktir. Ayrıca; M bir asal f -halka veya 

Annr i = O ( AnnlI O) ise o zaman yukarıdaki koşullar birbirine denktir. 

Lemma 2.2.16: M 2-torsion free f-halka, i; M'nin bir f-alt-halkası, 

D ı (.,.) ve D2(.,.); M'nin simetrik bi-türevleri ve izleri sırasıyla dı ve d2 olsun. 

Buna göre; \ixEI D ı (d2(x), x) = O ise o zaman dl(x)ay~d2(x) + d2(x)ay~dl(x) = O 

dır. 

Lemma 2.2.17: M 2, 3-torsion free f-halka, i; M'nin sıfırda farklı bir 

f-alt-halkası, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'nin simetrik bi-türevI eri ve izleri sırasıyla dı ve 

d2 olsun. F(.,.), izi f olan M'nin bir simetrik bi-toplamsal dönüşüm olmak üzere; 

\ixEI d l(d2(x)) f(x) ise o zaman \ix,yEl ve \ia,~Ef 

Dı(y,d2(y))ax~d2(Y) + d2(y)ax~Dı(y,d2(Y)) = O 

dır. 

Teorem 2.2.18: M 2-torsion free asal f-halka, i; M'nin sıfırdan farklı bir 

ideali, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'nin simetrik bi-türevleri ve izleri sırasıyla dı ve d2 

olsun. Buna göre; \ixEI D ı (d2(x), x) O ise o zaman Dı O veya D2 = O'dır. 

Teorem 2.2.19: M 2,3-torsion free bir asal f-halka, i; M'nin sıfırdan 

farklı bir ideali, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'nin simetrik bi-türevleri, izleri sırasıyla dı ve 

d2 ve d 2 (I) c i olsun. Buna göre; 

\ixEI d l (d2(x)) = f(x) 

olacak biçimde izi f olan M'nin bir F(.,.) simetrik bi-toplamsal dönüşümü varsa o 

zaman D i O veya D2 = O' dır. 
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Teorem 2.2.20: M 2-torsion free bir yarı-asal r -halka, i; M'nin sıfırdan 

farklı bir ideali, D(.,.); M'nin simetrik bi-türevi ve izi d olsun. Buna göre; 

\ixEI D(d(x), x) O ise o zaman D O'dır. 

Teorem 2.2.21: M 2,3-torsion free bir yarı-asal r-halka, i; M'nin sıfırdan 

farklı bir ideali, D(.,.); M'nin simetrik bi-türev F(.,.); M'nin simetrik bi-toplamsal 

dönüşüm ve izleri, sırasıyla d ve f olsun. Buna göre; d(I) c i olmak üzere; \ixEl 

d(d(x)) f(x) ise o zaman D = O'dır. 

Teorem 2.2.22: M 2,3-torsion free bir asal r-halka, i; M'nin sıfırdan 

farklı bir ideali, D(.,.); M'nin simetrik bi-türev ve izi, d olsun. Buna göre; Z, 

M'nİn merkezi olmak üzere; d(I) c i rı Z ise o zaman M komütatiftİr. 

Öztürk, M. , Ali, Young Bae Jun ve Kyung Ho Kim [11] 

Bu çalışmada; M bir r-halka, olmak üzere; M'nin bir S alt kümesi için 

I(S) ( reS) ) kümesi, S 'nin sol (sağ) sıfırlayanı olarak tanımlanmıştır. 

Teorem 2.2.23: M 2, 3-torsion free yarı-asal r-halka, U; I(U)=o olan 

M'nin sıfırdan farklı bir ideali, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'de simetrik bi-türevler ve 

izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre, dı ve d2 'nin ortogonal olması için gerek 

ve yeter koşul \iU,VEU dı (u)rd2(v) + d2(u)rd l (v) = O olmasıdır. 

Teorem 2.2.24: M 2, 3-torsion free yarı-asal r-halka, U; I(U)=o olan 

M'nin sıfırdan farklı bir ideali, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'de simetrik bi-türevler ve 

izleri, sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre, d2(U)cU olmak üzere; aşağıdaki 

koşullar denktir: 

i) 

ii) 

iii) 

d i ve d2 Oltogonaldır. 

d ı d2 = O'dır. 

\iUEU (d 1d2)(u) = apu + uyb olacak biçimde a,bEM ve y,PEI' 

vardır. 



15 

iv) d ı d2 = f olacak biçimde izi f olan M'nin bir F(.,.) simetrik bi­

toplamsal dönüşümü vardır. 

Sonuç 2.2.25: M 2, 3-torsion free asal r-halka, U, M'nin sıfırdan farklı 

bir ideali, D ı (.,.) ve D2(.,.); M'de simetrik bi-türevler ve izleri, sırasıyla dı ve d
2 

olsun. d2(U)cU olmak üzere; Teorem 2.2.24'deki denk koşullardan biri sağlanırsa 

o zaman D i = O veya D2 O dır. 

Sonuç 2.2.26: M 2, 3-torsion free yarı-asal r-halka, U, M'nİn sıfırdan 

farklı bir ideali, D(.,.); M'de simetrik bi-türev ve izi d olsun. d(U)cU olmak 

üzere; Teorem 2.2.24'deki denk koşullardan biri sağlanırsa ise o zaman D = O dır. 
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2.3. Perrnuting Trİ-Türevii Halkalar 

Öztürk, M. Ali [9J 

Bu çalışmada; R birleşmeli bir halka, Z; R'nin merkezi ve 'v'x,YER 

xy yx, [x,y] olarak alınmıştır. 

Tanım 2.3.1: R bir halka ve D(.,.,.) : R x R x R ~ R dönüşümü olsun. 

Buna göre; 'v'x,y,z,wER 

D(x + W, y, z) = D(x, y, z) + D(w, y, z) 

D(x, y + W, z) = D(x, y, z) + D(x, w, z) 

D(x, y, z + w) = D(x, y, z) + D(x, y, w) 

koşulları sağlanırsa D(.,.,.)'ye tri-toplamsal dönüşüm denir. Bir D(.,.,.) : R x R x 

R ~ R tri-toplamsal dönüşümü 'v'x,y,zER D(x, y, z) = D(x, z, y) = D(y, x, z) 

D(y, z, x) = D(z, x, y) = D(z, y, x) koşulunu sağlarsa D(.,.,.)'ye permuting tri­

toplamsal dönüşüm denir. 

D(.,.,.) permuting tri- toplamsal dönüşümü 

'v'x,y,z,wER D(xw, y, z) = D(x, y, z)w + xD(w, y, z) 

koşulunu sağlarsa D(.,.,.)'ye permuting tri-türev denir. Bu durumda; 'v'x,y,z,wER 

D(x, yw, z) = D(x, y, z)w + yD(x, w, z) 

D(x, y, zw) D(x, y, z)w + zD(x, y, w) 

koşulları da sağlanır. d : R ~ R, d(x) D(x, x, x) ile tanımlanan dönüşüme D(.,.,.) 

permuting tri- toplamsal dönüşümünün izi denir. D(.,.,.) permuting tri- toplamsal 

dönüşümünün izi; 

'v'x,YER d(x + y) = d(x) + d(y) + 3D(x, x, y) + 3D(x, y, y) 

bağıntısını sağlayan bir tek fonksiyondur. 
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Örnek 2.3.2: R bir komütatifhalka olmak üzere; 

kümesinin, matrislerdeki toplama ve çarpma işlemlerine göre bir halka olduğu 

açıktır. D(.,.,.) : M x M x M -)- M, 

L[~ 
bı 

C'W' b2 

C'W
3 b3 

~ jJ a [~ 
O 

aT3~ O O , O O O , O O O 
O O O O O O O O 

ile tanımlanan dönüşüm bir permuting tri-türevdir. 

Lemma 2.3.3: R 2, 3-torsion free halka ve D(.,.,.); R'nin permuting tri­

türevi ve izi d olsun. Buna göre; eğer \fxER d(x) O ise o zaman D O'dır. 

Uyarı 2.3.4: R bir halka ve D(.,.,.); R'nin bir permuting tri-türevi olsun. 

Bu durumda; keyfi bir sabit a E R ve \fx,YER 

D ı (.,.) : R -)- R, Dı(x, y) = D(a, x, y) 

ile tanımlanan dönüşüm, bir simetrik bi-türev (yani; permuting 2-türev, simetrik 

bi-türevdir) ve 

dı : R -)- R, dı(x) = D(a, a, x) 

ile tanımlanan dönüşüm, bir türevdir. Bu nedenle; permuting tri-türev çalışırken 

dikkatli olunmalıdır. Çünkü; simetrik bi-türev ve türevde yapılan çalışmaları, bir 

takım işlemlerden sonra elde edilen permuting tri-türevli çalışmalar, gereksizdir. 

Teorem 2.3.5: R 2, 3-torsion free olan bir komütatif olmayan asal halka, 

D(.,.,.); R'nin bir permuting tri-türevi ve izi d olsun. Eğer, \fxER [dex), x] O ise 

o zaman D O dır. 
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Teorem 2.3.6: R karakteristiği 2'den farklı ve 3-torsion free bir 

komütatif olmayan asal halka, D(.,.,.); R'nin bir permuting tri-türevi ve izi d 

olsun. Buna göre; \fxER [dex), x] E Z ise o zaman D = O dır. 

Teorem 2.3.7: R karakteristiği 2'den farklı ve 3-torsion free bir asal 

halka, Dı(.,.,.) ve D2(.,.,.); R'nin permuting tri-türev ve izlerini sırasıyla dı ve d2 

olsun. Buna göre; 

\fxER Dı(d2(x),x,x)=0 iseozaınanDı=O veyaD2=0'dır. 

Sonuç 2.3.8: R karakteristiği 2'den farklı ve 3-torsion free yarı-asal 

halka, D(.,.,.); R'nin permuting tri-türev ve izi d olsun. Buna göre; 

\fxER D(d(x), x, x) = O ise o zaman D O'dır. 

Teorem 2.3.9: R karakteristiği 2'den farklı 3, 5-torsion free bİr asal 

halka, D ı (.,.,.) ve D2(.,.,.); R'nİn permuting tri-türev ve izlerini sırasıyla dı ve d2 

olsun. Buna göre; 

\fxER Dı(d2(X), d2(X), x) = O ise o zaman Dı = O veya D2 = O'dır. 

Sonuç 2.3.10: R karakteristiği 2'den farklı ve 3, S-torsion free bir yarı­

asal halka, D(.,.,.); R'nin permuting tri-türev ve izi d olsun. Buna göre; 

\fxER D(d(x), d(x), x) O ise o zaman D=O'dır. 

Teorem 2.3.11: R karakteristiği 2, 3, S'ten farklı asal halka, D ı (.,.,.) ve 

D2(.,.,.); R'nin permuting tri-türev ve izleri sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre; 

\fxER dı (d2(x)) = f(x) 

olacak biçimde izi f olan R'nin bir F(.,.,.) permuting tri-toplamsal dönüşümü varsa 

o zaman D i =0 veya D2=0' dır. 
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3. BÖLÜM 

ASAL VE YARI-ASAL GAMMA HALKALARDA 

PERMUTİNG TRİ-TÜREV 

Halkalar teorisinde; ilk olarak Maksa (1980), simetrik bi-toplamsal 

dönüşümleri tanımladı ve sonra Maksa (1987), simetrik bi-türevi tanımlayarak, 

çalıştı. Öte yandan Barnes (1966), yeni bir gamma halka tanımı verdi ve gamma 

halkaların idealleri üzerine çalıştı. Soytürk (1994), gamma halkalarda (Barnes 

anlamında) simetrik bi-türev tanımlayarak, çalıştı. Öztürk (1999) ise, halkalar 

teorisinde permuting tri-türevi tanımladı ve çalıştı. Bu bölümde, yukarıdaki 

çalışmalar ışığında gamma halkalarda permuting tri-türev tanımlanarak, asal ve 

yarı-asal gamma halkalarının idealleri üzerinde permuting tri-türev çalışıldı. 

Tanım 3.1: M bir r-halka ve D(.,.,.) : M x M x M ~ M dönüşümü 

olsun. Buna göre; V'x,y,z,wEM 

D(x + w,y,z)= D(x, y,z)+ D(w, y,z) 

D(x,y+w,z) D(x,y,z)+D(x,w,z) 

D(x, y,z+ w)= D(x,y,z)+ D(x,y, w) 

koşulları sağlanırsa D(.,.,.)'ye tri-toplamsal dönüşüm denir. Bir 

D(.,.,.):MxMxM~M tri-toplamsal dönüşümü V'x,y,zEM 

D(x, y, z) D(x, z, y) = D(y, x, z) = D(y, z, x) = D(z, x, y) = D(z, y, x) koşulunu 

sağlarsa D(.,.,.)'ye permuting tri-toplamsal dönüşüm denir. 

Bir D(.,.,.) permuting tri- toplamsal dönüşümü V'x,y,z,wEM ve V'aEr 

D(xaw, y, z) = D(x, y, z)aw + xaD(w, y, z) 

özelliğini sağlarsa D(.,.,.)'ye permuting tri-türev denir. Bu durumda; V'x,y,z,wEM 

ve V'aEr 

D(x, yaw, z) D(x, y, z)aw + yaD(x, w, z) 

D(x, y, zaw) D(x, y, z)aw + zaD(x, y, w) 
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özelliklerinin var olduğu açıktır. d : M -+ M d(x) 

tanımlanan dönüşüme D(.,.,.)'nin izi denir. 

D(x, x, x) biçiminde 

Lemma 3.2 ( [13] ): M bir r-halka ve D(.,.,.) permuting tri- toplamsal 

dönüşüm olsun. Buna göre; D(.,.,.)'nin izi, \7'x,YEM 

d(x + y) = d(x) + d(y) + 3D(x, x, y) + 3D(x, y, y) 

bağıntısını sağlayan bir tek fonksiyondur. 

Örnek 3.3: M komütatif bir halka olsun. Bu durumda; 

ve r matrislerdeki toplama işlemine göre birer komütatif gruplardır. Bundan 

dolayı; matrislerdeki çarpma işlemine göre N, bir r- halkadır. 

D(.,.,.) : N x N x N ~ N, 

ile tanımlanan dönüşüm bir permuting tri- türevdir. 

Çözüm: 

ıa, bi 

~JEN (i 
i) D(.,.,.) tri-toplamsaldır: \7' ~ O 1,2,3,4) 

O 

D[[~ 
bı 

c'J ıa, b4 

c'W
2 b 2 C'W3 b3 

~ JJ O O + O O O , O O O , O O 
O O O O O O O O O O 

=[[a, ~a, bı + b4 

C'+C')["' 
b 2 C'Wı 

b3 

~ ]J O O , O O O , O O 
O O O O O O O 
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[

O O (a ı + a4)u a 2pa 3] 
= O O O 

O O O 

ve 

[[ aı bı Ci] [a
2 

b
2 

C
2

] [a3 
D O O O , O O O , O 

O O O O O O O 

b
3 

C3]J O O + 
O O 

[[

a
4 

b4 C
4
] [a

2 
b

2 
C

2
] [a

3 
D O O 0,0 O 0 , 0 

O O O O O O O ~ ~]J 
[

O O a lUa 2 p a3] (O O a4Ua 2p a3] (O O (aı +a4)Ua 2 p a3] 
=00 O +00 O =00 O 

00 O 00 O 00 O 

olduğundan 

[( aı bı Ci] (a
4 

b
4 

C4] (a
2 

b
2 

C
2

] [a
3 

b
3 

C
3
]] D O O O + O O O , O O O , O O O = 

O O O O O O O O O O O O 

[[ aı bı Ci] [a
2 

b
2 

C
2
] [a

3 
b

3 
C

3
]J D O O O , O O O , O O O 

O O O O O O O O O 

[(
a

4 
b4 C4] [a2 b

2 
C2] [a

3 
b

3 
C

3
]J +D O O O , O O O , O O O 

O O O O O O O O O 

dir. Diğer durumlar da benzer şekilde gösterilir. Böylece D(. ,.,.) tri-toplamsaldır. 

ii) 
[

a b C] i i i 

D(.,. ,.) permuting tri-toplamsaldır: V O O O E N (i = 1, 2, 3 ) 

O O O 
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ve 

olduğundan 

'dir. Diğer durumlar da benzer şekilde gösterilir. Böylece D(.,.,.) permuting trİ­

toplamsaldır. 

(

a. 

iü) D(.,.,.) permuting tri-lürevdir: 'if ~ 
bi Ci] 
O O E N (i = 1,2,3,4) ve 

O O 
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[[aı bı CI][Y O ?][a4 b
4 C4][a ı bı cı] [a3 b3 C3]J D O O O O O O O O O, O O O, O O O 

O O O 000 O O O O O O O O O 

[[
a
ly

a
4 

O OJ [aı bı CıJ [a
3 

b
3 

C3JJ =D O O O, O O O, O O O 

O 00 O O O O O O 

[

O O aıya4Uaıpa3J 
= O O O 

O O O 

[[aı bı clJ [aı bı CıJ [a
3 

b
3 

C3]J[Y O 0J[a
4 

b4 
D O O O, O O O, O O O O O O O O 

O O O O O O O O O 000 O O 

[aı bı cIJ[Y O OJ [[a
4 

b
4 

C
4
J [a

2 
b

2 
C

2
J [a

3 
b

3 

+ O O O O O OD O O O, O O O, O O 

O O 0000 O O O O O O O O 

~] 
~ JJ 

[aı bı CI][Y O 0J[O O a4Ua 2p
a3] [O O alya4Uaıpa3] 

=0 O 000000 O =00 O 

O O 000000 O 00 O 

olduğundan 

[[aı bı Cı][Y O 0][a4 b
4 

C4] [aı bı C
2

] [a 3 b3 C3]J D O O O O O O O O O, O O O, O O 0= 
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2 
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b
3 
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b
4 
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[aı bı cIJ[Y O OJ [[a
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b
4 
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4
J [a

2 

b
2 

C
2

J [a
3 

b
3 

C
3
JJ + O O O O O OD O O O, O O O, O O O 

O O 0000 O O O O O O O O O 

dir. Diğer durumlar da benzer biçimde gösterilir. Böylece D(.,.,.) permuting tri­
türevdir. 
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Uyarı 3.4: M bir r-halka ve D(.,.,.), M'nin bir permuting tri-türevi olsun. 

Bu durumda; keyfi bir sabit aEM ve \ix,YEM 

D,(.,.) : MxM ~ M, D,(x, y) = D(a, x, y) 

ile tanımlanan dönüşüm, bir simetrik bi-türev (yani; permuting 2-türev, simetrik 

bi-türevdir) ve 

d2 : R ~ R, d2(x) D(a, a, x) 

ile tanımlanan dönüşüm, bir türevdir. Bu nedenle; permuting tri-türev çalışırken 

dikkatli olunmalıdır. çünkü; simetrik bi-türev ve türevde yapılan çalışmaları, bir 

takım işlemlerden sonra elde edilen permuting tri-türevli çalışmalar gereksizdir. 

Lemma 3.5: M karakteristiği 2'den farklı ve 3, 5-torsion free yarı-asal r­

halka ve I, M'nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. D ı (.,.,.) ve D2(.,.,.); M'nin 

permuting tri-türevleri ve D,(.,.,.), D2(.,.,.)'nin izlerini sırasıyla d, ve d2 olmak 

üzere; 

i) Eğer d,(I)rırd2(I) = O ise d,(M)rırd2(M) O dır. 

ii) Eğer AnnıI O ve d ı (M)rırd2(M) = O ise d,(M)rMrd2(M) = O'dır. 

İspat. (i) Hipotezden; 

\ix,y,zEI ve \ia,~Er d,(x)az~d2(Y) = O 

dır. O halde, (1) denklemi lineerleştirilirse; 

O = d,(x+y)az~d2(x+y) 

= [ dı(x) + d,(y) + 3D,(x,x,y) + 3D ı (x,y,y) ]az~ 

[d2(x) + d2(y) + 3D2(x,x,y) + 3D2(x,y,y)] 

(1) 

d,(x)az~d2(x) + dı(x)az~d2(Y) + 3d,(x)az~D2(x,x,y) 

+ 3d,(x)az~D2(x,y,y) + d,(y)az~d2(x) + d,(y)az~d2(Y) 

+ 3d,(y)az~D2(x,x,y) + 3d,(y)az~D2(x,y,y) + 3Dı(x,x,y)az~d2(x) 

+ 3D,(x,x,y)az~d2(Y) + 9D,(x,x,y)az~D2(x,x,y) 

+ 9D,(x,x,y)az~D2(x,y,y) + 3Dı(x,y,y)az~d2(x) 



25 

+ 3D1 (x,y,y)azpd2(y) + 9D1 (x,y,y)azpD2(x,x,y) 

+ 9D 1(x,y,y)azpD2(x,y,y) 

olur ve dolayısıyla (1 ri kullanılır ve M 3-torsion free olduğundan; 'v'X,y,zE i ve 

'v'a,pEr 

d l(x)azpD2(x,x,y) + dı (x)azpD2(x,y,y) + dı (y)azpD2(x,x,y) 

+ dı (y)azpD2(x,y,y) + D1(x,x,y)azpd2(x) + Dı (x,x,y)azpd2(y) 

+ 3D1(x,x,y)azpD2(x,x,y) + 3D ı (x,x,y)azpD2(x,y,y) 
+ D ı (x,y,y)azpd2(x) + D ı (x,y,y)azpd2(y) + 3D ı (x,y,y)azpD2(x,x,y) 
+ 3D ı (x,y,y)azpD2(x,y,y) = O (2) 

elde edilir. (2)'de x yerine -x yazılırsa, 'v'x,y,zEI ve 'v'a,pEr 

- d ı (x)azpD2(x,x,y) + dı (x)azpD2(x,y,y) + d ı (y)azpD2(x,x,y) 
- dı (y)azpD2(x,y,y) - D ı (x,x,y)azpd2(x) + Dı (x,x,y)azpd2(y) 

+ 3D ı (x,x,y)azpD2(x,x,y) 3D ı (x,x,y)azpD2(x,y,y) 
+ D ı (x,y,y)azpd2(x) - D ı (x,y,y)azpd2(y) - 3D ı (x,y,y)azpD2(x,x,y) 
+ 3D ı (x,y,y)azpD2(x,y,y) O (3) 

elde edilir. (2) ile (3) taraftarafa toplanırsa, Char M -:F 2 olduğundan; 'v'x,y,zEI ve 

'v'a,pEr 

dı (x)azpD2(x,y,y) + d ı (y )azpD2( x,x,y)+ D ı (x,x,y )azpd2(y) 

+ 3D ı (x,x,y)azpD2(x,x,y) + 

+ 3D ı (x,y,y)azpD2(x,y,y) O 

elde edilir. (4) de y yerine 2y yazılırsa, 'v'x,y,zEI ve 'v'a,pEr 

D ı (x,y,y )azpd2( x) 

(4) 

4d ı (x)azpD2(x,y,y) + 16d ı (y)azpD2(x,x,y) + 16D ı (x,x,y)azpd2(y) 
+ 12D ı (x,x,y)azpD2(x,x,y) + 

+ 48D1(x,y,y)azpD2(x,y,y) O 

olur. Char M -:F 2 olduğundan; 'v'x,y,zEI ve 'v'a,pEr 

d ı (x)azpD2(x,y,y) + 4d ı (y)azpD2(x,x,y) + 4D ı (x,x,y)azpd2(y) 
+ 3 D ı (x,x,y )azpD2( x,x,y) + 

+ 12D1(x,y,y)azpD2(x,y,y) = O 

elde edilir. (4) eşitliğinden (5) eşitliği taraf tarafa çıkarılırsa, 

Dı (x,y,y)azpd2(x) 

(5) 
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4dı(y)az~D2(x,x,y)+4Dı(x,x,y)az~d2(Y)+ 12Dı(x,y,y)cxz~D2(x,y,y)=0 

olur ve dolayısıyla Char M '" 2 olduğundan; \ı'x,y,zEI ve \ı'CX,~Er 

dı(y)az~D2(x,x,y) + 3Dı(x,y,y)az~D2(x,y,y) + Dı(x,x,y)az~d2(Y) O (6) 

elde edilir. (6)' da x yerine x+y yazılırsa, 

O dl(y)cxz~D2(X+y,X+y,y) + 3Dı(x+y,y,y)cxz~D2(X+y,y,y) 

+ Dı(x+y,x+y,y)cxz~d2(Y) 

= dl(y)cxz~[d2(y)+2D2(X,y,y)+D2(X,x,y)] 

+ 3 [Dı (x,y,y)+d ı (Y)]CXZ~[D2(X,y,y)+d2(Y)] 

+ [dı (y)+ 2Dı (x,y,y)+D ı (x,x,Y)]CXZ~d2(Y) 

5dl(y)az~d2(Y) + 5dı(y)az~D2(x,y,y) + dl(y)az~D2(x,x,y) 

+ 5D i (x,y,y )az~d2(Y) + Dı(x,x,y)az~d2(Y) 

+ 3Dı(x,y,y)az~D2(x,y,y) 

olur ve dolayısıyla (1) ve (6) kullanılırsa o zaman 

5dl(y)cxz~D2(X,y,y) + 5Dı(x,y,y)cxz~d2(Y) = O 

olur ve M 5-torsion free olduğundan; \ı'x,y,z E i ve \ı' CX,~ Er 

dl(y)cxz~D2(X,y,y) + Dı(x,y,y)cxz~d2(Y) = O (7) 

elde edilir. a',W E r ve m E M olmak üzere; (7)'de z yerıne 

z~ d 2 (y)a'mWD, (x, y, y)az yazılırsa, 

dı (y)a z~ d 2 (y)a'mWDı (x, y, y)az ~D2(X,y,y) 

+ Dı(x,y,y)a z~ dı (y )a'mWDı (x, y, y)az ~d2(Y) = O 

olur ve (1) kullanılırsa, \ı'x,y,zEI, \ı'a,~,a',W E r ve \ı'm E M 

Dı (x,y,y) az~ d 2 (y )a'mWDı (x, y, y )az~ d2(y) = O 

elde edilir. M yarı-asal olduğundan (8)' den; \ı'X,y,ZE i ve \ı' CX,~ Er 

Dı(x,y,y)cxz~d2(Y) = O 

(8) 

(9) 

elde edilir. Şimdi mEM ve YEr olmak üzere; (9)'da z yerine mJZ yazılırsa o 

zaman; \ı'x,y,zEl, \ı'CX,~,YEr ve \ı'mEM 

Dı(x,y,y)cxmyz~d2(Y) = O 

olur. Tekrar (9)' da x yerine Xpl1 yazılırsa; 

Dı(x,y,y)ymcxz~d2(Y) + xyDı(m,y,y)cxz~d2(Y) O 

(lO) 
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olur ve dolayısıyla (lO)'dan; Vx,y,zEI, Va,~,YEr ve VmEM 

xyDı(m,y,y)az~d2(Y) = O (ll) 

elde edilir. O halde; (11)'den Dı(m,y,y)az~d2(Y)EAıınrI ve böylece Lemma 

l.l4'den Dı(m,y,y)az~d2(Y)EAnnI. Üstelik; Dı(m,y,y)az~d2(Y)El ve dolayısıyla 

Dı(m,y,y)az~d2(Y)EAnnI(\I dır. Böylece; Lemma 1.IS'ten 

Dı(m,y,y)az~d2(Y)EAnnI(\I = (O) olur. O halde; Vy,zEl, Va,~Er ve VmEM 

Dı(m,y,y)az~d2(Y) = O (12) 

elde edilir. (12)' de y yerine x + y yazılırsa, 

O = Dı(m,x+y,x+y)az~d2(x+y) 

=[Dı(m,x,x)+2Dı(m,x,y)+Dı(m,y,y)]az~ 

[d2(x)+d2(y)+ 3D2(x,x,y)+ 3D2(x,y,y)] 

= Dı(m,x,x)az~d2(x) + Dı(m,x,x)az~d2(Y) + 3Dı(m,x,x)az~D2(x,x,y) 

+ 3D1(m,x,x)azpD2(x,y,y) + D1(m,y,y)azpd2(y) + D 1(m,y,y)azpd2(x) 

+ 3D1(m,y,y)azpD2(x,x,y) + 3D ı (m,y,y)azpD2(x,y,y) 

+ 2D 1(m,x,y)azpd2(x) + 2D ı (m,x,y)azpd2(y) 
+ 6D ı (m,x,y)azpD2(x,x,y) + 6D ı (m,x,y)azpD2(x,y,y) 

olur ve (12)'den; Vx,y,zEI, Va,~Er ve VmEM 

Dı(m,x,x)az~d2(Y) + 3Dı(m,x,x)az~D2(x,x,y) + 3Dı(m,x,x)az~D2(x,y,y) 

+ Dı(m,y,y)az~d2(x) + 3Dı(m,y,y)az~D2(x,x,y) 

+ 3Dı(m,y,y)az~D2(x,y,y) + 2Dı(m,x,y)az~d2(x) 

+ 2Dı(m,x,y)az~d2(Y) 

+ 6Dı(m,x,y)az~D2(x,y,y) = O 

elde edilir. (13)'de x yerine -x yazılırsa, 

+ 6D ı (m,x,y)az~D2(x,X,y) 

(13) 

Dı(m,x,x)az~d2(Y) + 3Dı(m,x,x)az~D2(x,x,y) - 3Dı(m,x,x)az~D2(x,y,y) 

Dı(m,y,y)az~d2(x) + 3Dı(m,y,y)az~D2(x,x,y) 

3Dı(m,y,y)az~D2(x,y,y) + 2Dı(m,x,y)az~d2(x) 

2D ı (m,x,y )az~d2(Y) 

+ 6Dı(m,x,y)az~D2(x,y,y) = O 

6D 1 (m,x,y)az~D2(x,x,y) 

(14) 

elde edilir. Bu durumda; (13) ile (14) taraf tarafa toplanırsa, Char M*-2 

olduğundan; Vx,y,zEI, Va,~Er ve VmEM 
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Dı(m,x,x)az~d2(Y) + 3D 1 (m,x,x)az~D2(x,x,y) 

2D i (m,x,y )az~d2( x) 

(15) 

+ 3D1 (m,y,y)az~D2(x,x,y) + 

+ 6D ı (m,x,y)az~D2(x,y,y) = O 

elde edilir. (15)' de y yerine x + y yazılırsa, 

O + 3Dı(m,x,x)az~D2(x,X,X+Y) 

+ 3Dı(m,x+y,x+y)az~D2(x,X,X+Y) + 2Dı(m,x,x+y)az~d2(x) 

+ 6Dı(m,x,x+y)az~D2(x,X+y,x+y) 

=D1 (m,x,x)az~[ d2(x)+d2(y)+ 3D2(x,x,y)+ 3D2(x,y,y)] 

+ 3D1 (m,x,x)az~[ d2(x)+D2(x,x,y)] 

+ 3 [Dı (m,x,x)+ 2Dı (m,x,y)+D 1 (m,y,y)]az~[ d2(x)+D2(x,x,y)] 

+ 2[D 1 (m,x,x)+D 1 (m,x,y)]az~d2(x) 

+ 6[Dı(m,x,x)+Dı(m,x,y)]az~[d2(X)+2D2(X,x,y)+D2(X,y,y)] 

lSD i (m,x,x)az~d2( x) + Dı(m,x,x)az~d2(Y) 

+ 2lDı(m,x,x)az~D2(x,x,y) + 9D 1 (m,x,x)az~D2(x,y,y) 

+ l8D 1 (m,x,y)az~D2(x,x,y) + l4Dı(m,x,y)az~d2(x) 

+ 3D1 (m,y,y)az~D2(x,x,y) + 3Dı(m,y,y)az~d2(x) 

+ 6Dı(m,x,y)az~D2(x,y,y) 

olur ve dolayısıyla (12) ile (15) kullanılırsa M 3-torsİon free olduğundan; 

'v'x,y,zEl, 'v'a,~Er ve 'v'mEM 

3Dı(m,x,x)az~D2(x,y,y) + 6Dı(m,x,x)az~D2(x,x,y) + Dı(m,y,y)az~d2(x) 

+ 4Dı(m,x,y)az~d2(x) + 6Dı(m,x,y)az~D2(x,x,y) O 

elde edilir. (16)' da x yerine -x yazılırsa, 

( 16) 

3D1 (m,x,x)az~D2(x,y,y) 

Dı(m,y,y)az~d2(x) 

- 6Dı(m,x,y)az~D2(x,x,y) = O 

+ 

+ 

6Dı(m,x,x)az~D2(x,x,y) 

4Dı (m,x,y)az~d2(x) 

(17) 

elde edilir. (16) ile (17) taraftarafa toplanırsa, Char M 7:- 2 olduğundan, 'v'x,y,zEI, 

'v'a,~Er ve 'v'mEM 

3Dı(m,x,x)az~D2(x,x,y) + 2Dı(m,x,y)az~d2(x) O (18) 
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elde edilir. m' E M ve a', W E r olmak üzere; (18)' de z yerine 

z~ d 2 (x )a'm'WD1 (m, x, y)az yazılırsa \ix,y,zEl, \ia,~, a', W E r ve \im, m' E M 

3D ı (m,x,x)a z~ d 2 (x )a'm'WD1 (m, x, y)az ~D2(X,X,y) 

+ 2Dı (m,x,y)a z~ d2 (x )a'm'WD1 (m, x, y)az ~d2(x) O 

ve (ı 2) kullanılırsa Char M*-2 olduğundan, 

D,(m,x,y)azB d 2 (x)a'mWDı (m, x, y)azB d2(x) = O 

olur ve böylece; M yarı-asal r-halka olduğundan; \ix,y,zEI, \ia,BEr ve \imEM 

D ı (m,x,y)azBd2(x) = O (19) 

elde edilir. YEr olmak üzere; (19)'da z yerine mrz yazılırsa, \ix,y,zEI, \ia,B Er ve 

\imEM 

D ı (m,x,y)amyzBd2(x) = O 

olur. Tekrar (19)'day yeriney;m yazılırsa, \ix,y,zEl, \ia,BEr ve \imEM 

D ı (m,x,y)ymazBd2(x) + yyD ı (m,m,x)azBd2(x) = O 

ve (20)'den; \ix,zEI, \ia,B,YEr ve \imEM 

yyD ı (m,m,x)azBd2(x) O 

(20) 

(21 ) 

elde edilir. Bu durumda; (21)'den Dı(m,m,x)az~d2(x)EAnnrI ve Lemma 1.14'den 

D i (m,m,x)azBd2(x)E AnnI dır. Üstelik D ı (m,m,x)azBd2(x)EI ve dolayısıyla 

Dı (m,m,x)azBd2(x) E AnnIilI olur ve böylece Lemma 1.1S'ten 

Dı (m,m,x)azBd2(x) E AnnIilI = (O) dır. O halde; \ix,zEI, \ia,BEr ve \imEM 

Dı (m,m,x)azBd2(x) O (22) 

elde edilir. (22)' de x yerine x + y yazılırsa, 

0= D ı (m,m,x+y)azBd2(x+y) 

= [D1(m,m,x)+Dı(m,m,y)]azB [d2(x)+d2(y)+3D2(x,x,y)+3D2(x,y,y)] 

+ 

+ 

D ı (m,m,x)azBd2(x) + D ı (m,m,x)azBd2(y) 

3D ı (m,m,x)azBD2(x,x,y) 

D ı (m,m,y)azBd2(x) 

+ 3D ı (m,m,x)azBD2(x,y,y) 

+ Dı (m,m,y)azBd2(y) 

+ 3D ı (m,m,y)azBD2(x,x,y) + 3D ı(m,m,y)azBD2(x,y,y) 

ve (22) kullanılırsa Char M*-2 olduğundan, 
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Dı (m,m,x)ctz~d2(Y) + 3D ı (m,m,x)az~D2(x,x,y) 

+ 3Dı(m,m,x)az~D2(x,y,y) + Dı(m,m,y)az~d2(x) 

+ 3Dı(m,m,y)az~D2(x,x,y) + 3Dı(m,m,y)az~D2(x,y,y) O (23) 

elde edilir. (23)'de x yerine -x yazılırsa; \lx,y,zEI, \la,~ Er ve \lmEM 

Dı(m,m,x)az~d2(Y) 

+ 3D ı (m,m,x)az~D2(x,y,y) 

3D1 (m,m,x)az~D2(x,x,y) 

Dı(m,m,y)az~d2(x) 

+ 3Dı(m,m,y)az~D2(x,x,y) - 3Dı(m,m,y)az~D2(x,y,y) = O (24) 

elde edilir. (23) ile (24) taraftarafa toplanırsa, ehar M*-2 olduğundan; \lx,y,zEI, 

\la,~Er ve \lmEM 

Dı(m,m,x)az~D2(x,y,y) + Dı(m,m,y)az~D2(x,x,y) = O 

elde edilir. (25)' de x yerine x + y yazılırsa, 

O = Dı(m,m,x+y)az~D2(x+y,y,y) + Dı(m,m,y)az~D2(x+y,X+y,y) 

= [Dı(m,m,x)+Dı(m,m,y)]az~ [d2(y)+D2(x,y,y)] 

+ Dı(m,m,y)az~[D2(x,x,y)+2D2(x,y,y)+d2(Y)] 

(25) 

+ 

Dı (m,m,x)az~D2(x,y,y) 

3D ı (m,m,y)az~D2(x,y,y) 

+ 

+ 

Dı(m,m,x)az~d2(Y) 

2Dı (m,m,y)az~d2(Y) 

+ Dı(m,m,y)az~D2(x,x,y) 

olur ve dolayısıyla (22) ve (25) kullanılırsa, o zaman; \lx,y,zEI, \la,~Er ve 

\lmEM 

Dı(m,m,x)az~d2(Y) + 3Dı(m,m,y)az~D2(x,y,y) = O (26) 

elde edilir. m' E M ve a', W E r olmak üzere; (26)' da z yerıne 

z~ d2 (y )a'm'WD1 (m,m,x)az yazılırsa, \lx,y,zEl, \la,~,a',W E r ve \Im, m' E M 

Dı(m,m,x)az~ d2 (y)a'm'WDı (m, m, x)az ~d2(Y) 

+ 3Dı(m,m,y)az~ d2 (y)a'm'WD 1 (m,m,x)az ~D2(X,y,y) = O 

olur ve (22) kullanılırsa, 

Dı (m,m,x)a z~ d2 (y)a'm'WDı (m, m, x)az ~d2(Y) O (27) 

elde edilir. M yan-asal r-halka olduğundan, (27)'den; \lx,y,zEI, \la,~Er ve 

\lmEM 

(28) 
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elde edilir. (28)'de z yerine mrz yazılırsa, 'v"x,y,zEI, 'v"a,~,YEr ve 'v"mEM 

Dı(m,m,x)amyz~d2(Y) = O (29) 

olur. Tekrar (28)'de x yerine xym yazılırsa, 'v"x,y,zEI, 'v"a,~,YEr ve 'v"mEM 

Dı(m,m,x)amyz~d2(Y) + xydı(m)az~d2(Y) = O 

ve (29)'dan; 'v"x,y,zEl, 'v"a,~,YEr ve 'v"mEM 

xydı(m)az~d2(Y) O (30) 

elde edilir. Bu durumda; (30)'dan dı(m)az~d2(Y)EAnılrI ve Lemma 1.14'den 

dı(m)az~d2(Y)EAnnI dır. Üstelik; dı(m)az~d2(Y)EI ve dolayısıyla 

dı(m)az~d2(Y)EAnnInI olur ve böylece Lemma L.15'ten 

dı(m)az~d2(Y)E Annını O dır. O halde; 'v"y,zEl, 'v"a,~Er ve 'v"mEM 

dı(m)az~d2(Y) = O (31) 

elde edilir. (31)' de y yerine x + y yazılırsa, 

O = dı(m)az~d2(x+y) 

= dı(m)az~d2(x) + dı(m)az~d2(Y) + 3dı(m)az~D2(x,x,y) 

+ 3dı(m)az~D2(x,y,y) 

olur ve (31) kullanılırsa M 3-torsion free olduğundan; 'v"x,y,zEI, 'v"a,~Er ve 

'v"mEM 

dı(m)az~D2(x,x,y) + dı(m)az~D2(x,y,y) = O 

elde edilir. (32)'de x yerine -x yazılırsa, 

dı(m)az~D2(x,x,y) - dı(m)az~D2(x,y,y) = O 

(32) 

(33) 

olur ve dolayısıyla (32) ile (33) toplanırsa Char M ::j:. 2 olduğundan; 'v"x,y,zEI, 

'v"a,~Er ve 'v"mEM 

dı(m)az~D2(x,x,y) = O (34) 

elde edilir. nEM olmak üzere; (34)'de z yerine zyn yazılırsa, 'v"x,y,zEI, 'v"a,~,YEr 

ve 'v"m,nEM 

dı(m)azyn~D2(x,x,y) = O 

olur. Tekrar (34)'de y yerine nyy yazılırsa, 

dı(m)az~nyD2(x,x,y) + dı(m)az~D2(n,x,x)yy = O 

ve (35)'den; 'v"x,y,zEI, 'v"a,~,YEr ve 'v"m,nEM 

(35) 
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dı (m)azpD2(n,x,x)yy = O (36) 

elde edilir. Bu durumda; (36)'dan d ı (m)azpD2(n,x,x)EAımıI ve Lemma L.14'den 

d ı (m)azpD2(n,x,x) E AnnI dır. Üstelik; d ı (m)azpD2(n,x,x)EI ve dolayısıyla 

d ı (m)azpD2(n,x,x)EAnnInI olur ve böylece Lemma L.IS'ten 

d ı (m)azpD2(n,x,x)EAnnlnI=(0) dır. O halde; Vx,zEI, Va,pEr ve Vm,nEM 

dı (m)azpD2(n,x,x) O (37) 

elde edilir. (37)' de x yerine x + y yazılırsa, 

0= d l (m)azpD2(n,x+y,x+y) 

= dı (m)azp [D2(n,x,x)+2D2(n,x,y)+D2(n,y,y)] 

=d ı (m)azpD2(n,x,x) + 2d ı (m)azpD2(n,x,y) + dı (m)azpD2(n,y,y) 

olur ve dolayısıyla (37) kullanılırsa; Vx,y,zEI, Va,pEr ve Vm,nEM 

d ı (m)azpD2(n,x,y) O (38) 

elde edilir. (38)'de z yerine zyn yazılırsa, Vx,y,zEI, Va,p,YEr ve Vm,nEM 

d ı (m)azynpD2(n,x,y) = O (39) 

olur. Tekrar (38)'de x yerine ny.x yazılırsa, Vx,y,zEl, Va,p,YEr ve Vm,nEM 

dı (m)axpnyD2(n,x,y) + dı (m)azpD2(n,n,y)yx O 

ve (39)'dan; Vx,y,zEI, Va,p,YEr ve Vm,nEM 

dı (m)azpD2(n,n,y)yx = O (40) 

elde edilir. Bu durumda; (40)'dan d ı (m)azpD2(n,n,y) E AnnlI ve Lemma L.14'den 

d ı (m)azpD2(n,n,y) E Annını dır. Üstelik; d ı (m)azpD2(n,n,y)EI ve dolayısıyla 

dı (m)azpD2(n,n,y) E Annını olur ve böylece Lemma 1.IS'ten 

dı (m)azpD2(n,n,y)E AnnInI=(O) dır. O halde; Vy,zEI, Va,pEr ve Vm,nEM 

dı (m)azpD2(n,n,y) O (41) 

elde edilir. (41)'de z yerine zyn yazılırsa, Vy,zEI, Va,p,YEr ve Vm,nEM 

d ı (m)azynpD2(n,n,y) = O (42) 

olur. Tekrar (41)'de y yerine nyy yazılırsa, Vy,zEI, Va,p,YEr ve Vm,nEM 

d ı (m)azpnyD2(n,n,y) + d ı (m)azpd2(n)yy = O 

ve (42)'den; Vy,zEl, Va,p,YEr ve Vm,nEM 

dı (m)azpd2(n)yy = O (43) 
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elde ediliL Bu durumda; (43)'den dı(m)az~d2(n)EAnnıI ve Lemma 1.14'den 

dı(m)az~d2(n)EAnnI dıL Üstelik; dı(m)az~d2(n)EI ve dolayısıyla 

dı(m)az~d2(n)EAnnI(\I olur ve böylece Lemma L.IS'ten 

dı(m)az~d2(n)EAnnI(\I O dıL O halde; \iZEI, \ia,~Er ve \im,nEM 

dı(m)az~d2(n) = O elde ediliL Yani; d ı (M)nrd2(M) = O'dıL 

(ii) Hipotezden; 

\iZEI, \ia,~Er ve \im,nEM dı(m )az~d2(n) = O (44) 

dır. y,W,y'Ervem',n'EM olmak üzere; (44)' de z yerıne 

\im,n,m' ,n' E M 

olur ve M yarı-asal olduğlll1dan; \iz E I, \ia,~, YEr ve \im, n, m' E M 

dı(m) am'~ d2(n)yz = O 

dıL Buradan dı(m) am'~ d2(n) E AnnlI O olduğundan; 

\ia,~ E r ve \im, n, m' E M dı(m) am'~ d2(n) O olur. Yani; 

dı (M)rMrd 2 (M) O 'dıL 

Lemma 3.6: M 2, 3-torsion free r-halka ve I, M'nin sıfırdan farklı bir 

sağ (sol) ideali olsun. D(.,.,.), M'nin permuting tri-türevi ve izini d olmak üzere; 

M bir asal r-halka ( veya Annr i = O (Ann] i = O) ) ve \ixEI d(x) = O ise o 

zaman D = O dır. 

İspat. Hipotezden; 

\ixEI d(x) O 

dır. (6S) lineerleştirilirse; 

d(x) + d(y) + 3D(x,x,y) + 3D(x,y,y) O 

olur ve dolayısıyla (4S)' den ve M'nin 3-torsion free olduğundan; \ix,y E i 

(4S) 

D(x,x,y) + D(x,y,y) = O (46) 
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elde edilir. y E i olmak üzere; (46)' da y yerine y + z yazılırsa, 

0= D(x,x,y+z) + D(x,y+z,y+z) 

D(x,x,y) + D(x,x,z) + D(x,y,y) + D(x,z,z) + 2D(x,y,z) 

olur ve dolaysıyla (4S)'den ve M'nin 2-torsion free olduğundan; 'ix,y,zEI 

D(x,y,z) O (47) 

elde edilir. aEf ve mEM olmak üzere; (47)'de z yerine zam yazılırsa; 'ix,y,zEI, 

'iaEf ve 'imEM 

D(x,y,z)am + zaD(m,x,y) = O 

olur ve dolaysıyla (47) kullanılırsa o zaman; 'ix,y,zEI, 'iaEf ve 'imEM 

zaD(m,x,y) = O (48) 

Eğer, M asal f-halka ise o zaman Lemma 2.1.3'den ve yukarıdaki eşitlikten; 

'ix,yEl ve 'imEM D(m,x,y) O dır. Eğer, Annrl = O ise (48)'den; 'ix,yEl ve 

'imEM 

D(m,x,y) = O (49) 

elde edilir. r3Ef ve nEM olmak üzere; (49)'da y yerine yJ3n yazılırsa, 'ix,YEI, 

'ir3Ef ve 'im,nEM 

D(m,x,y)r3n + yr3D(m,n,x) = O 

olur ve dolayısıyla (49) kullanılırsa o zaman; 'ix,YEI, 'iPEf ve 'im,nEM 

yr3D(m,n,x) = O (SO) 

Eğer, M asal f-halka ise o zaman Lemma 2.1.3'den ve yukarıdaki eşitlikten; 

'iXEI, 'im,nEM D(m,n,x)=O dır. Eğer, Annr i = O ise (SO)'den; 'ixEI ve 

'im,nEM 

D(m,n,x)=O (SI) 

elde edilir. YEf ve rEM olmak üzere; (SI)'de x yerine xyr yazılırsa, 'iXEI, 'iYEf 

ve 'im,n,rEM 

D(m,n,x)yr + xyD(m,n,r) = O 

olur ve dolaysıyla (SI) kullanılırsa; 'iXEI, 'iYEf ve 'im,n,rEM 

xyD(m,n,r) = O (S2) 
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Eğer, M asal r-halka ise o zaman Lemma 2.1.3'den ve yukarıdaki eşitlikten; 

VxEl, VYEr ve Vm,n,rEM D(m,n,r) = O dır. Eğer, Annr i = O ise (52)'den; 

VYEr ve Vm,n,rEM D(m,n,r) = O'dır. 

Eğer; I, M'nin sol ideali olarak alınırsa sonuçlar benzer biçimde 

gösterilebilir. 

Teorem 3.7: M 2, 3-torsion free asal r-halka, i; M'nin sıfırdan farklı bir 

ideali, D ı (.,.,.) ve D2(.,.,.); M'nin permuting tri-türevleri ve D ı (.,.,.), D
2
(.,.,.)'nin 

izleri sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre; VXEI D ı (d2 (x), x, x) = O ise o zaman 

Dı = O veya D2 O'dır. 

İspat. Hipotezden; 

VXEI D ı (d2(x), x, x) O (53) 
dır. O halde (S3) lineerleştirilirse; 

O = D ı (d2(x),x,x) + D ı (d2(x),y,y) + 2D ı (d2(x),x,y) + D ı (d2(y),x,x) 
+ D ı (d2(y),y,y) + 2D ı (d2(y),x,y) + 3D ı (D2(x,x,y),x,x) 
+ 3D ı (D2(x,x,y),y,y) + 6D ı (D2(x,x,y),x,y) + 3D ı (D2(x,y,y),x,x) 
+ 3D ı (D2(x,y,y),y,y) + 6D ı (D2(x,y,y),x,y) 

olur ve dolayısıyla (78)' den; Vx,y E i 

D ı (d2(x),y,y) + 2D ı (d2(x),x,y) + D ı (d2(y),x,x) + 2D ı (d2(y),x,y) 
+ 3D ı (D2(x,x,y),x,x) + 3D ı (D2(x,x,y),y,y) + 6D ı (D2(x,x,y),x,y) 
+ 3D ı (D2(x,y,y),x,x) + 3D ı (D2(x,y,y),y,y) +6D ı (D2 (x,y,y),x,y) 0(54) 

elde edilir. (S4)'de x yerine -x yazılırsa, 

- D ı (d2(x),y,y) + 2D ı (d2(x),x,y) + D ı (d2(y),x,x) - 2D ı (d2(y),x,y) 
+ 3D ı (D2(x,x,y),x,x) + 3D ı (D2(x,x,y),y,y) - 6D ı (D2(x,x,y),x,y) 
- 3D ı (D2(x,y,y),x,x) - 3D ı (D2(x,y,y),y,y) + 6D ı (D2(x,y,y),x,y) 0(55) 

elde edilir. (54) ile (55) taraf tarafa toplanırsa, M 2-torsion free olduğundan; 
Vx,YEI 

+ 3D ı (D2(x,x,y),y,y) + 6D ı (D2(x,y,y),x,y) = O 

elde edilir. (56), da y yerine x + y yazılırsa, 

+ 3D ı (D2(x,x,y),x,x) 

(56) 
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o 2D 1(d2(x),x,x+y) + Dı (d2(x+y),x,x) + 3D ı (D2(x,x,x+y),x,x) 
+ 3D1(D2(x,x,x+y),x+y,x+y) + 6D ı (D2(x,x+y,x+y),x,y) 

l5D ı (d2(x),x,x) + l4D ı (d2(x),x,y) + D ı (d2(y),x,x) 
+ 2lD ı (D2(x,x,y),x,x) + 9D ı (D2(x,y,y),x,x) + 3D 1(d2(x),y,y) 

+ 3D ı (D2(x,x,y),y,y)+ l8D ı (D2(x,x,y),x,y)+6D1 (D2(x,y,y),y,y) 

olur ve dolayısıyla (53) ile (56) kullanılırsa, M 2,3-torsion free olduğundan; 

\ix,YEI 

D ı(d2(x),y,y) + 4D ı (d2(x),x,y) 

+ 6D ı (D2(x,x,y),x,x) + 6D ı (D2(x,x,y),x,y) = O 

elde edilir. (57), de x yerine -x yazılırsa, 

D ı (d2(x),y,y) + 4D ı (d2(x),x,y) 

+ 6D ı (D2(x,x,y),x,x) - 6D ı (D2(x,x,y),x,y) = O 

+ 3D ı (D2(x,y,y),x,x) 

(57) 

3D ı (D2(x,y,y),x,x) 

(58) 

elde edilir. (57) ile (58) taraf tarafa toplanırsa, M 2-torsion free olduğundan; 

\ix,YEI 

4D ı (d2(x),x,y) + 6D 1(D2(x,x,y),x,x) O (59) 

elde edilir. aEr olmak üzere; (86)'day yerine xay yazılırsa, \ix,YEI ve \iaEr 

O = 4D ı (d2(x),x,x)ay + 4xaD 1(d2(x),x,y) + 6d2(x)aD 1(x,x,y) 

+ 6D ı (d2(x),x,x)ay + 6xaD 1(D2(x,x,y),x,x) + 6d ı (x)aD2(x,x,y) 
olur ve dolayısıyla (53) ile (59) kullanılırsa, M 2,3-torsion free olduğundan; 

\ix,yE! ve \iaEr 

d2(x)aD 1(x,x,y) + d l(x)aD2(x,x,y) = O (60) 

elde edilir. ~Er olmak üzere; (60)'day yerine yf3z yazılırsa, (60)'dan; \ix,y,zEI 

ve \ia,~Er 

d2(x)ay~Dı(x,x,z) + dı(x)ay~D2(x,X,Z) O (61) 

elde edilir. (61)'de z yerine x yazılu'sa Lemma 3.5'ten; \ix,YEI ve \ia,~Er 

dı(x)ay~d2(x) O (62) 

elde edilir, Bu durumda, varsayalım ki Xı,X2EI için dı(xı) -::j:. O ve d2(X2) -::j:. O olsun. 

Böylece; (62)'de x yerine x] yazılırsa; \iYEI ve \ia,~Er 

d ı (xı)ayBd2(xı) = O 
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olur ve dolayısıyla M asal r-halka olduğundan d2(xl) O'dır. (61)'de x yerıne X2 

yazılırsa; \i y,z E l ve \i a, ~ Er 

dı(x2)ay~D2(x2,X2,Z) = O 

olur ve dolayısıyla M asal r -halka olduğundan \iZE l D2(X2,X2,Z) = O dır. Böylece; 

Xı,X2El için D2(X2,X2,Xı) O'dır. Şimdi (62)'de x yerine X2 yazılırsa; \iYEI ve 

\ia,~Er 

d i C x2)ay~d2( X2) O 

olur ve dolayısıyla M asal r-halka olduğundan d l(X2) = O'dır. (61)'de x yerıne Xı 

yazılırsa; \i y,z El ve \i a, ~ Er 

d2(xı)ay~DıCxı, Xı,z) = O 

olur ve dolayısıyla M asal r-halka olduğundan \izEl D2(xı,xj,z) = O dır. Böylece; 

Xı,X2 El için D2(xı,xı,X2) = O'dır. Bu durumda, z Xi + X2 olarak alınırsa; 

dı(z) = dı(xı + X2) = dl(Xı) + d l (X2) + 3D ı (xı,xı,X2) + 3D ı (xı,X2,X2) 
dı(z) dICxı):;: O 

d2(z) d2(xl + X2) = d2(xl) + d2(X2) + 3D2(xı,xı,X2) + 3D2(xı,X2,X2) 
d2(z) = d2(x2) :;: O 

olur. Böylece; (62)'den ve M asal r -halka olduğundan dı(z) ve d2(z) aynı anda 

sıfırdan farklı olamazlar. O halde, \ixEl dı(x) = O veya d2(x) = O'dıL Sonuçta; 

Lemma 3.6'dan Dı = O veya D2 = O'dır. 

Sonuç 3.8: M karakteristiği 2'den farklı ve 3, S-torsion free yarı-asal 

r-halka, l; M'nin sıfırdan farklı bir ideali, D(.,.,.); M'nin permuting tri-türevi ve 

izi d olsun. d(I)el ve Ann, i = O olmak üzere; \ixEl D(d(x),x,x) = O ise o zaman 

D O'dır. 

İspat. Teorem 3.7'de Dı = D2 = D olarak alalım. (62)'den \ix,YEI ve 

\ia,~Er d(x)ay~d(x) = O elde edilir. M yarı-asal r-halka ve AnnıI = O 

olduğundan Lemma 3.S'ten, \ixEI d(x) = O'dır. Ayrıca, Lemma 3.6'dan 

D = O'dır. 
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Teorem 3.9: M karakteristiği 2'den farklı ve 3, S-torsion free asal [­

halka, i; M'nin sıfırdan farklı bir ideali, D ı (.,.,.) ve D2(.,.,.); M'nin permuting tri­

türevIeri ve D ı (.,.,.), D2(.,.,.)'nin izleri sırasıyla dı ve d2 olsun. Buna göre; d
2
(I)cI 

olmaküzere VXEI DJd2 (x),d2 (x),x) = O iseozamanDı=O veyaD
2 

O'dır. 

İspat. Hipotezden; 

Vx EI Dı (d 2 (x),d 2 (x),x)=O (63) 

dır. O halde (63) lineerleştirilirse; 

O = Dı (d2(x+y),d2(x+y),x+y) 

= Dı (d2(x),d2(x),x) + Dı (d2(x),d2(x),y) + 2D ı (d2(y),d2 (x),x) 
+ 2D ı (ch(y),d2(x),y) + 6D ı (D2(x,x,y),d2(x),x) 
+ 6D ı (D2(x,x,y),d2(x),y) + 6D ı (D2(x,y,y),d2(x),x) 
+ 6D ı (D2(x,y,y),d2(x),y) + D ı (d2(y),d2(y),x) + Dı (d2(y),d2(y),y) 
+ 6D ı (D2( x,x,y ),d2(y ),x) + 6D i (D2(x,x,y),d2(y),y) 
+ 6D i (D2( x,y ,y ),d2(y ),x) + 6D ı (D2(x,y,y),d2(y),y) 
+ l8D ı (D2(x,x,y),D2(x,y,y),x) + l8D ı (D2(x,x,y),D2(x,y,y),y) 
+ 9D ı (D2(x,y,y),D2(x,y,y),x) + 9D ı (D2(x,y,y),D2(x,y,y),y) 
+ 9D ı (D2(x,x,y),D2(x,x,y),y) + 9D ı (D2(x,x,y),D2(x,x,y),x) 

olur ve dolayısıyla (63)'den; Vx,YEI 

Dı (d2(x),d2(x),y) + 2D ı (d2(y),d2 (x),y) 

+ 6D ı (D2(x,x,y),d2(x),x) + 6D ı (D2(x,x,y),d2(x),y) 
+ 6D ı (D2(x,y,y),d2(x),x) + 6D ı (D2(x,y,y),d2(x),y) 
+ D ı (d2(y),d2(y),x) + 6D ı (D2(x,x,y),d2(y),x) + 6D ı (D2(x,x,y),d2(y),y) 
+ 6D ı (D2(x,y,y),d2(y),x) + 6D ı (D2(x,y,y),d2(y),y) 
+ l8D ı (D2( x,x,y ),D2( x,y,y ),x) + l8D i (D2( x,x,y ),D2( x,y,y ),y) 

+ 9D ı (D2(x,y,y),D2(x,y,y),x) + 9D,(D2(x,y,y),D2(x,y,y),y) 

+ 9D ı (D2(x,x,y),D2(x,x,y),y) + 9D ı (D2(x,x,y),D2(x,x,y),x) = O (64) 

elde edilir. (64)' de x yerine - x yazılırsa, 

+ 2D ı (d2(y),d2(x),x) 

+ 6D ı (D2(x,x,y),d2(x),x) 

2Dı (d2(y),d2(x),y) 

6D ı (D2(x,x,y),d2(x),y) 
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6D ı (D2( x,y ,y ),d2( x ),x) + 6D 1 (D2(x,y,y),d2(x),y) 

- D1(d2(y),d2(y),x) - 6D ı (D2(x,x,y),d2(y),x) + 6D ı (D2(x,x,y),d2(y),y) 
+ 6D 1(D2(x,y,y),d2(y),x) 6D ı (D2(x,y,y),d2(y),y) 
+ 18D ı (D2(x,x,y),D2(x,y,y),x) 18D1(D2(x,x,y),D2(x,y,y),y) 

9D ı (D2(x,y,y),D2(x,y,y),x) + 9D 1 (D2(x,y,y),D2(x,y,y),y) 

+ 9D 1(D2(x,x,y),D2(x,x,y),y) - 9D1(D2(x,x,y),D2(x,x,y),x) = O (65) 

elde edilir. (64) ile (65) taraf tarafa toplanırsa, Char M oj::. 2 olduğundan; \ix,y E i 

2D 1(d2(y),d2(x),x) + 6D 1(D2(x,x,y),d2(x),x) + 6D 1(D2(x,y,y),d2(y),x) 

+ 18D1(D2(x,x,y),D2(x,y,y),x) + Dı (d2(x),d2(x),y) 

+ 6D1(D2(x,y,y),d2(x),y) + 6D ı (D2(x,x,y),d2(y),y) 
+ 9D 1(D2(x,y,y),D2(x,y,y),y) + 9D 1(D2(x,x,y),D2(x,x,y),y) O (66) 

elde edilir. (66)' da x yerine 2x yazılırsa, Char M oj::. 2 olduğundan; 

8D 1(d2(y),d2(x),x) + 96D ı (D2(x,x,y),d2(x),x) + 6D 1(D2(x,y,y),d2(y),x) 

+ 72D 1(D2(x,x,y),D2(x,y,y),x) + 16D ı (d2(x),d2(x),y) 
+ 24D ı (D2(x,y,y),d2(x),y) + 6D 1(D2(x,x,y),d2(y),y) 

+ 9D 1(D2(x,y,y),D2(x,y,y),y) + 36D ı (D2(x,x,y),D2(x,x,y),y) = O (67) 

olur ve dolayısıyla (67) ile (66) taraf tarafa çıkarılırsa, M 3-torsion free 

olduğundan; \iX,YE! 

2D ı (d2(y),d2(x),x) + 30D1(D2(x,x,y),d2(x),x) 

+ 18D1(D2(x,x,y),D2(x,y,y),x) + 5D ı (d2(x),d2(x),y) 
+ 6D ı (D2(x,y,y),d2(x),y) + 9D 1(D2(x,x,y),D2(x,x,y),y)=0 (68) 

elde edilir. (68)'de x yerine 2x yazılırsa Char M oj::. 2 olduğundan, 

2D ı (d2(y),d2(x),x) + 120D1(D2(x,x,y),d2(x),x) 

+ 18D1(D2(x,x,y),D2(x,y,y),x) + 20D 1(d2(x),d2(x),y) 

+ 6D 1(D2(x,y,y),d2(x),y) + 9D 1(D2(x,x,y),D2(x,x,y),y) = O (69) 

olur ve dolayısıyla (69) ile (68) taraf tarafa çıkarılırsa, M 3,5-torsion free 

olduğundan; \ix,y E i 

D1(d2(x),d2(x),y) + 6D1(D2(x,x,y),d2(x),x) = O 

elde edilir. pEr olmak üzere; (70)' de y yerine ypx yazılırsa, \iX,YE! ve \ipEr 

O = Dı (d2(x),d2(x), ypx) + 6D1(D2(x,x, ypx),d2(x),x) 

(70) 
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Dı (d2(x),d2(x),y)Bx + yBD ı (d2(x),d2(x),x) + 6yBD ı (d2(x),d2(x),x) 

+ 6D ı (d2(x),x,y)Bd2(x) + 6D2(x,x,y)BD ı (d2(x),x,x) 
+ 6D ı (D2(x,x,y),d2(x),x)Bx 

olur. (63) ile (70) kullanılırsa, ehar M*-2 ve M 3-torsion free olduğundan; 
'yix,yEl ve 'yI~Er 

D2(X,X,y)~Dı(d2(X),X,x) + Dı(d2(X),X,y)~d2(X) = O (71) 

elde edilir. aEr olmak üzere; (7l)'de y yerine xay yazılırsa, 'yIx,YEl ve 'yIa,~Er 

0= D2(x,x, xayWD ı (d2(x),x,x) + D ı (d2(x),x, xay)~d2(X) 

d2(x)ayBD ı (d2(x),x,x) + xaD2(x,x,yWD ı (d2(x),x,x) 
+ Dı (d2(x),x,x)aYBd2(x) + xaDı(d2(X),x,y)~d2(X) 

olur ve dolaysıyla (71) kullanılırsa; 'yIx,YEl ve 'yIa,~Er 

d 2 (x)a y B Dı (d2 (x), x, x)+ Dı (d2 (x), x, x)a y B d
2 
(x) = O (72) 

elde edilir. Bu durumda varsayalım ki bir Xı El için D ı (d2(xl),xl,xl) *- O olsun. 

Böylece, (72)'de x yerine Xı yazılırsa; 

d 2 (xı)a y B Dı (d 2 (x l), xl> x l)+ Dı (d 2 (x l), xl' xı)a y B d
2 
(xı) = O 

olur ve dolayısıyla M asal r-halka olduğundan d2(xl) = O'dır. Bundan dolayı; 

D ı (d2(xı),xı,xı) Dı(O,xı,xı) O olur. Bu ise varsayımla çelişir. O halde, 'yIx,YEI 

Dı (d2(x),x,x) = O'dır. Böylece; Teorem 3.7'den Dı = O veya D2 = O 'dır. 

Sonuç 3.10: M karakteristiği 2'den farklı ve 3, 5-torsion free yarı-asal r­

halka, l; M'nin sıfırdan farklı bir ideali, D(.,.,.); M'nin permuting tri-türevi ve izi 

d olsun. Buna göre; d(l)el ve AnnıI = O olmak üzere; 'yIxEl D(d(x), d(x), x) = O 

ise o zaman D = O'dır. 

İspat. Teorem 3.9'da D ı= D2= D olarak alalım. O halde (71)'den; 

'yIx,YEl ve 'yI~Er 

D(x,x,y)~D(d(x),x,x) + D(d(x),x,y)~d(x) = O (73) 

elde edilir. aEr ve zEl olmak üzere; (73)'de y yerine yaz yazılırsa, V'x,y,zEI ve 

'yIa,~Er 

0= D(x,x, yazWD(d(x),x,x) + D(d(x),x, yaz)~d(x) 
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D(X,x,y)az0D(d(x),x,X) + yaD(x,x,z)00 (d(x),x,x) 

+ 0(d(x),x,y)az0d(x) + yaO(d(x),x,z)0d(x) 

olur ve dolaysıyla (73) kullanılırsa; Vx,y,zEI ve Va,f3Ef 

0(x,x,y)az00(d(x),x,x) + D(d(x),x,y)az0d(x) = O (74) 

elde edilir. (74)'dey yerine d(y) yazılırsa; VX,zEI ve Va,0Ef 

O 0(d(x),x,x)az0D(d(x),x,x) + D(d(x),d(x),x)az0d(x) 

olur. Böylece; hipotezden, VX,zEl ve Va,(3Ef 

0(d(x),x,x)az(30(d(x),x,x) = O 

elde edilir. M yarı-asal f-halka olduğundan; VX,zEI D(d(x),x,x) = O'dır. M yarı­

asal f-halka, d(l)cI ve Annı i O olduğundan Sonuç 3.8'den D O'dır. 

Teorem 3.11: M karakteristiği 2, 3'ten üırldı ve 5, 7-torsion fi-ee asal 

f-halka, i; M'nin sıfırdan farklı bir ideali, D ı (,.,.) ve D2(,,); M'nin permuting 

tri-türevleri ve izleri sırasıyla dı ve dz olsun. d2(l)cl, F(.,.,.); M'de permuting tri­

toplamsal dönüşüm ve izi, f olmak üzere; El dı(cb(x»=t~x) ise o zaman Dı=O 

veya 02=0'dır. 

ispat. Hipotezden; 

VXEI dı(dz(x» = t~x) (75) 

dır. O halde, (75) lineerleştiriIirse; 

dl (d2(x+y» t~x+y) 

dl (d2(x» + dl (d2(y» + 3D ı (d2(x),ch(x),d2 (y» + 3D ı (d2 (x),d2(y),d2 (y» 
+27d l (02(x,x,y»+27d i (02(x,y,y»+8 i D ı (02(X,X,y),02(X,X,y), D2(x,y,y» 

+ 8 ı 01(02(X,x,y),02(X,y,y),D2(x,y,y» + 90 1(d2(x),d2(x),D2(x,x,y» 

+ 

+ 

+ 

90 1 (d2(x),d2(x), D2(x,y,y» 

i 8D ı (d2(x),d2(y),D2(x,y,y» 

9D ı (ch(y),d 2(y),D2 (x,y,y» + 

+ 1801(d2(x),d2(y),Dz(x,x,y» 

+ 90 1(d2(y),d2(y),02(X,X,y» 

27D ı (dz(x), D2(x,x,y),D2(x,x,y» 

+ 54 D ı (d2(x), D2(x,x,y), D2(x,y,y» + 27D ı (d2(x), D2(x,y,y),D
2
(x,y,y» 

+ 27D ı «(b(y), D2(x,x,y), D2(x,x,y» + 54D ı (d2(y ),02(X,x,y), D2(x,y,y» 

+ 27D ı (d2(y),D2 (x,y,y),02(x,y,y» f{x) + t~y) + 3F(x,x,y) + 3F(x,y,y) 

olur ve dolayısıyla (75) kullanılırsa, Char M 7: 3 olduğundan; VX,YE i 
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Dı (d2(x),d2(x),d2(y» + Dı (d2(x),d2(y),d2(y» + 9d l(D2(x,x,y» 

+ 9d l(D2(x,y,y» + 27D 1(D2(x,x,y) ,D2(x,x,y),D2(x,y,y» 

+ 27D 1(D2(x,x,y) ,D2(x,y,y),D2(x,y,y)) + 3D1(d2(x),d2(x),D2(x,x,y» 

+ 3D 1(d2(x),d2(x),D2(x,y,y» + 6D 1(d2(x),d2(y),D2(x,x,y» 

+ 6D 1(d2(x),d2(y),D2(x,y,y» + 3D ı (d2(y),d2(y),D2(x,x,y» 
+ 3D ı (d2(y),d2(y),D2(x,y,y» + 9D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,x,y» 
+ 18D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,y,y» + 9D ı (d2(x),D2(x,y,y),D2(x,y,y» 
+ 9D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,x,y» + 18D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,y,y» 
+ 9D ı (d2(y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» F(x,x,y) + F(x,y,y) (76) 

elde edilir. (76)' da x yerine -x yazılırsa, 

Dı (d2(x),d2(x),d2(y» D ı (d2(x),d2(y),d2(y» + 9d l(D2(x,x,y» 

9d ı (D2(x,y,y» 27D ı (D2(x,x,y),D2(x,x,y),D2(x,y,y» 
+ 27D ı (D2(x,x,y) ,D2(x,y,y),D2(x,y,y» + 3D ı (d2(x),d2(x),D2(x,x,y» 

3D ı (d2(x),d2(x),D2(x,y,y» 6D ı (d2(x),d2(y),D2(x,x,y» 

+ 6D ı (d2(x),d2(y),D2(x,y,y» 

3D ı (d2(y),d2(y),D2(x,y,y» 

+ 3D ı (d2(y),d2(y),D2(x,x,y» 

9D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,x,y» 

+ 18D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,y,y» - 9D ı (d2(x),D2(x,y,y),D2(x,y,y» 
+ 9D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,x,y» - 18D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,y,y» 
+ 9D ı (d2(y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» = F(x,x,y) - F(x,y,y) (77) 

elde edilir. (76) ile (77) taraftarafa toplanırsa, Char M -:j; 2 olduğundan; Vx,YEI 

D ı (d2(x),d2(x),d2(y» + 9d ı (D2(x,x,y» 
+ 27D ı (D2(x,x,y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» + 3D ı (d2(x),d2(x),D2(x,x,y» 
+ 6D ı (d2(x),d2(y),D2(x,y,y» + 3D ı (d2(y),d2(y),D2(x,x,y» 
+ 18D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,y,y» + 9D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,x,y» 
+ 9D ı (d2(y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» F(x,x,y) (78) 

elde edilir. (78)' de x yerine 2x yazılırsa, Char M -:j; 2 olduğundan, 

16D ı (d2(x),d2(x),d2(y» + 144d ı (D2(x,x,y» 

+ 1 08D ı (D2(x,x,y ),D2( x,y,y ),D2( x,y,y» + 192D i (d2( x ),d2( x),D
2

( x,x,y» 

+ 24D ı (d2(x),d2(y),D2(x,y,y» + 3D ı (d2(y),d2(y),D2(x,x,y» 
+ 72D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2 (x,y,y» + 36D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,x,y» 
+ 9D ı (d2(y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» = F(x,x,y) (79) 
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olur ve dolayısıyla (79) ile (78) taraf tarafa çıkarılırsa, ehar M ::f:. 3 olduğundan; 

\ix,yEl 

+ 

+ 27D ı (D2(x,x,y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» + 63D ı (d2(x),d2(x),D2(x,x,y» 

+ 6D ı (d2(x),d2(y),D2(x,y,y» + 18D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,y,y» 

+ 9D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,x,y» O (80) 

elde edilir. (80)' de x yerine 2x yazılırsa, ehar M ::f:. 2 olduğundan, 

20D ı (d2(x),d2(X),d2(y» + 180d ı (D2(x,x,y» 

+ 27D ı (D2(X,X,y),D2(x,y,y),D2(x,y,y» + 1008D ı (d2(x),d2(x),Dı(x,x,y» 

+ 6D ı (d2(x),dı(y),Dı(x,y,y» + 36D ı (d2(x),D2(x,x,y),D2(x,y,y» 

+ 9D ı (d2(y),D2(x,x,y),D2(x,x,y» = O (81) 

olur ve dolayısıyla (81) ile (80) taraf tarafa çıkarılırsa, ehar M ::f:. 3 olduğundan; 

\ix,YEl 

5D,(d2(x),d2(x),d2(y» + 45d ı (D2(x,x,y» + 315D ı (d2(x),d2(x),D2(x,x,y» 

+ 6D,(d2(x),D2(x,x,y),D2(x,y,y» = O (82) 

elde edilir. (82)' de x yerine 2x yazılırsa, ehar M ::f:. 2 olduğundan, 

5D ı (d2(x),d2(x),d2(y» + 45d ı (Dı(x,x,y» + 1260D ı (dı(x),dı(x),D2(x,x,y» 

+ 6D ı (d2(X),D2(x,x,y),D2(x,y,y» = O (83) 

olur ve dolayısıyla (83) ile (82) taraf tarafa çıkarılırsa, ehar M ::f:. 2,3 ve M 5,7-

torsion free olduğundan; \ix,YEl 

(84) 

elde edilir. ~Ef ve zElolmak üzere; (84)'de y yerine y~z yazılırsa, \ix,y,zEl ve 

\i~Ef 

= + 

+ Dı (d2(x),d2(x),yWD2(x,x,z) + y~Dı (d2(x),d2(X),D2(x,x,z» 

olur ve dolayısıyla (84) kullanılırsa; \ix,y,zEl, \i~Ef 

D2(X,X,y)~ D,(d2(x),d2(x), z) + D,(d2(x),d2(x), y)~ D2(x,x,z) = O (85) 

elde edilir. aEf olmale üzere; (8S)'de y yerine xay yazılırsa, \ix,y,zEl ve \ia,~Ef 

0= D2(x,x,xayW Dı (d2(x),d2(x), z) + Dı (d2(X),dı(x), xayW D2(x,x,z) 
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d2(x)ay~Dı (d2(x),d2(x),z) + Dı (d2(X),d2(X),X)ay~D2(X,X,Z) 

+ XaD2(X,X,y)~Dı(d2(X),d2(X), z) + xaD ı (d2(x),d2(x), y)~ D2(x,x,z) 

olur ve dolayısıyla (85) kullanılırsa; \ix,y,zEI ve \ia,~Er 

d2(x)ayp Dı (d2(x),d2(x), z) + D ı (d2(x),d2(x),x)ayp D2(x,x,z) = Ü (86) 

elde edilir. (86)' da z yerine x yazılırsa; \ix,y E i ve \i a,~ Er 

d 2 (x)a y ~ Dı (d2 (x),d2 (x), x)+ Dı (d2 (x),d2 (x), x)a y ~ d
2 
(x)= Ü (87) 

elde edilir. Bu durumda; varsayalım ki bir xı EI için Dı (d2(xı),dı(x l),xl) :F Ü olsun. 

Böylece, (87)'de x yerine Xı yazılırsa; \iYEI ve \ia,~Er 

d2 (xı)a y ~ Dı (d 2 (x ı ), d] (x ı ), x ı )+ Dı (d2 (xı)' d 2 (x ı ), xı)a y ~ d
2 
(xı) = Ü 

olur. Varsayımdan ve M asal r -halka olduğundan d2(xl) ü'dır. Bundan dolayı; 

D ı (d2(xı),d2(xl),xl) = Dı(ü,ü,xı) = Ü olur. Bu ise varsayımla çelişir. O halde, \ixEl 

D ı (d2(x),d2(x),x) ü'dır. Böylece, Teorem 3.9'dan Dı = Ü veya D2 = Ü 'dır. 
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