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Bu tez ii¢ boltimden olusmaktadir.

1. Boliimde temel tanim ve teoremler verilerek HP ve AP uzaylan kisa
sekilde tamtilmaktadir.

2. Boliimde lineer operatorlerin yari gruplar tammlannugtir ve 7, cg, ¢,
HP? ve AP dizi uzaylan tizerinde T, yar: gruplarinin aragtirilmasi; /2, H? ve AP
dizi uzaylar tizerinde ise S, yar1 gruplarinin aragtirilmas: yer almaktadir.

3. Uciincii bsliimde integral operatorii ile tiretilen Hausdorff operatérlerinin
norm tahmini ve spektrumu incelenmigtir

Anahtar kelimeler: Cesaro Operatorii, p—Cesaro Operatérii, Gamma

Matrisleri, Euler Matrisleri, Holder Matrisleri, Hausdorff Matrisleri
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SUMMARY
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This thesis consists of three sections.

In section 1, it has given elementary definitions and theorems and has
identified the space H? ve AP shortly.

In section 2, it has defined semigroups of linear operators. Moreover it
has investigated semigroup T, on the spaces #7, ¢y, ¢, H? and AP and has
investigated semigroup S, on ¢, H? and AP

In section 3 it has investigated the norm estimade and spectrum of Haus-
dorff Operators generated with integral operators.
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GIRIS

1920 lerden beri sonsuz matrislerin simiflar1 aragtirilmaktadir. Bu tezde
Hausdorff matrislerin baz dizi uzaylar iizerinde simirh bir lineer operatér olup
olmadigini inceleyen, operatér normunu belirleyen veya operator norm tahmini
ile ilgillenen makaleler derlenmigtir. Ayrica Hausdorff matrislerinin spektrumu
ile ilgili makaleler derlenmigtir.

[lk olarak [28, 1921] de Hausdorff’un kendisi Hausdor{f matrislerini tanim-
lamig; ¢y ve ¢ dizi uzaylar: tizerinde smurh oldugunu gostermis ve operator
normu icin bir smir bulmustur. Hardy, Brown-Halmos-Shields, Wenger, Reade
ve gesitli yazarlar 6zel Hausdorff matrislerinin gesitli 6zelliklerini incelemiglerdir.
Yalnizca Rhoades in bu konuda 1955 li yallardan sonra 100 iin {izerinde makalesi
bulunmaktadir.

Goriildiigii gibi bu konuda bir ¢ok galisma vardir. Biz bunlardan sadece
norm hesabi(tahmini) ve spektrumla ilgili olan makaleleri inceledik.

Baz: ozel Hausdorff matrislerinin spektrumlar Brown-Halmos-Shields, Wenger,
Reade, Rhoades ve diger yazarlar tarafindan incelenmigtir. Bunlardan birini
Cosgkun Yiiksek Lisans Tezinde incelemigtir. Biz bunlar: yalmzca ifade ede-
cegiz.

Siskakis C; Cesaro matrisinin H? ve AP uzaylar tizerindeki sinirlarim ve
spektrumlarim belirlemigtir.

Uygulamada Hausdorff matrislerinin spektrumlar: iki sekilde belirlenir.

1.si ¢g, ¢ ve #7 BK-uzaylan iizerinde Hausdorff matrislerinin spektrumlar
hesaplanirken 6nce eglenik operatériiniin eigendegerleri ve spektrumlart belir-
lenir, buna bagh olarak operatoriin kendisinin spektrumu belirlenir.

2.si ise lineer operatorlerin yar: gruplari kullanilarak operatér normunun ve
spektrumunun belirlenmesidir. Bu metod daha yenidir. H? ve AP uzaylarinda
norm, fonksiyonun Taylor katsayilar: dizisi yardimuyla verilir. Bu uzaylarda

operatdr normunun hesab: oldukga karigiktir. Bu ¢ahigmalar 1987 de Siskakis
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ile baglamgtir.

Genel BK-uzaylarinda Hausdorff matrislerinin bir teorisi verilmig ve bu
teori 7, cy, ¢, HP? ve AP Gzel BK-uzaylarinda yeni sonuglar elde edilmesini
saglamigtir. Bu tezde Hardy, Rhoades ve Siskakis'in tahminleri sistematik
olarak verilmistir.

[k boliimde temel tamm ve Teoremler yer almaktadir ve HP ve AP uzaylar
kisa gekilde tamtilmaktadir.

Ikinci boliimde lineer operatérlerin yar1 gruplar tanimlanmstir ve #7, co,
¢, H? ve AP BK uzaylan {izerinde T, yar1 gruplarinin aragtirilmasi; #°, H? ve
AP BK uzaylan tizerinde ise S, yari gruplarinin aragtirilmasi yer almaktadir.
Boltimiin kalan kisminda Rudolf’un ¢aligmalarima yer verilmigtir. Bu kisimdaki
bir ¢cok Teorem Rudolf’un eseridir. Burada Gamma matrisleri verilmigtir.

Uctincii boliimde ise integral operatorii ile iiretilen Hausdorff operator-

lerinin norm tahmini ve spektrumu incelenmistir.



BOLUM 1

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

1.1.Dizi Uzaylar: :

Bu Boliimde 2. ve 3. Bélumde kullanacagimiz temel kavramlar ve isaretlemeleri
vererek bazi hazirliklar yapacagiz. BK-uzaylar: ve sonsuz bir matris yardimyla
lineer matris dontgtimlerinin tanimini verecegiz. Bunun yamnda ¢aligma boyunca,
PP, cp, c dizi uzaylan lzerinde diigiiniilen o parametreli Euler matrislerinin ve
transpozlarimin norm tahminleri verilecektir. Birim ¢ember {izerindeki holo-
morf fonksiyonlarin H? uzayma, fonksiyonun Taylor katsayilar: dizisi ile bakip,
bir dizi uzay: olarak diigiinecegiz. HP tizerindeki o parametreli transpoze Euler
matrislerinin incelenmesinde garpim operatorlerini kullamilacagiz. Aym gekilde
a parametreli Euler matrislerini AP uzaylar: iizerinde gz oniine alarak benzer
ifadeleri tekrar edecegiz.

Taniml.1.1(Lineer Operatdr): X ve Y lineer uzaylar olsun. Her z,y &

X ve A\ u € C(veya R) icin
T(Az 4 py) = AT(z) + pT(y) (1.1.1)

ozelligini gercekleyen T': X — Y fonksiyonuna Lineer Operatér (veya Lineer
dontisiim ) denir. X uzaymndan Y uzay: icine tanimh biitiin lineer operatorlerin
cimlesi L(X,Y) ile gosterilir.
Taniml.1.2 (Simirlh Lineer Operator): X ve Y normlu uzaylar ve

T : X — Y bir lineer operatér olsun. Eger her z € X icin; | T(z) |K M || z ||
olacak bicimde bir M > 0 sayist varsa 1" operatdriine X uzaymndan Y uzay1
icine tanimli bir Swnirls Lineer Operatér denir. X uzaymmdan Y uzayl icing
biitiin siirh lineer operatérlerin ctimlesi B(X,Y") ile gosterilir. Eger X =Y
ise B(X, X) yerine kisaca B(X) yazlir.



Bir T' € B(X,Y) icin T nin normu

1T Jle= sup L L2 (1.13)
=20 || ||

seklinde tanimlanir.

Teorem 1.1.3: X ve Y normlu uzaylar ise B(X,Y) noktasal iglemlerle ve
(1.1.3) ile tanimlanan norma gore bir normlu uzaydir ve ayrica Y bir Banach
uzay: ise B(X,Y) de bir Banach uzayidir. ( [7, sh.105] )

Teorem 1.1.4: X bir Banach uzay:1 olsun. B(X) deki carpma islemi her
S,T € B(X) icin (ST)(z) = S(T(z)) seklinde tamimlanirsa B(X) birimli bir
Banach Cebiridir. Bu birim [ : X — X (I(z) = z) 6zdeslik doniisimidiir. (
[7, sh.107] )

Bu caligma igerisinde ele alinan vektor uzaylar: yanhz C yapist igindeki
vektor uzaylaridir.

Tanim 1.1.5(Lokal Konveks Uzay): 0 in her komgulugunda 0 1 iceren
bir konveks komsuluga sahip olan lineer topolojiye lokal konveks uzay denir.

Tanmm 1.1.6(Freched Uzay1): Tam metrik vektor uzayma Freched uzay:
denir.

Tamm 1.1.7(Dizi Uzaylar1): Kompleks sayilarm biitiin dizilerinin kiimesini
w:=CN:={z=(2;)|2: N — C, kv 3 := z(k)}

ile gosterecegiz. w bilegenlerine gore tammlanan toplama ve skalerle carpma
islemlerine gore bir vektor uzayidir. w nin alt uzaylan, dizi uzaylari olarak
adlandirithir. Eger w koordinatsal yakinsaklhiin topolojisi ile donatilirsa w bog
olmayan bir lokal konveks Freched uzay: olur. Bunun yaninda koordinat yakin-

sakligin topolojisi
P:={g|jeNveqg:w— R, () — |z;]} (1.1.4)

yarinorm ailesi yardimiyla iiretilir. € nin topolojisi yardimiyla w = CN tstiin-

deki indirgenmis carpim topolojisi

d(zy) =S 2k 1Tl
(:Z?,y) nzzo 1+lxk_ykl (m;ye’w)



metrigi ile tiretilir.
Smurh diziler uzayimi £°°, yakinsak diziler uzayini ¢, sifira yakimsak diziler
uzayimt ¢g ve 1 < p < oo olmak iizere modiiliiniin p.inci kuvvetleri yakinsak

seri olusturan diziler uzayim & ile gosterecegiz. Yani;

02 = {z = (z,) | supn | z, |< 00}
¢:={z = (z,) | limy,z, =m , mevcut} (1.15)
¢ = {z = (z,) | limyz, = 0}

P o= {5 = (22) | 5, | 20 < 00}

dir. ¢ ,co ve £ uzaylant ||z ||oo= Supn | , | normuyla, £ uzay:
Iz llp=CC, | zn ]p)% normuyla birlikte birer Banach uzayidirlar. Bu uzaylarin
stirekli dualleri ise;

O e e g (Srlog
b q

’

¢ = c

2

dir.

Ayrica £* | ¢, ¢y yansimali uzay defildir fakat p > 1 icin ¢P bir yansimah
uzaydir.

1.2.Matris Doniisiimleri:

Simdi dizi uzaylarmin 6zel bir simfin1 tanimlayalim.

Tanim 1.2.1(K-Uzayi, FK-Uzay1): (X, P) bir lokal konveks dizi uzay1
olsun. Eger i : X — w , z — i(z) icerme doniistimii siirekli ise (X, P)
ye koordinat uzayr, kisaca K-uzays denir. Eger (X, P) bir Freched uzay1 ve
koordinat uzay1 ise (X, P) ye FK-uzays ve eger (X, ||.||) bir Banach uzay: ve
K-uzay: ise (X, ||.||) ye BK-uzay: denir.

Lemma 1.2.2: (X, P) bir lokal konveks uzay olsun. Bu durumda agag:-
dakiler denktir.

(a) (X, P) bir K-uzayidur.

(b) Her j € N igin bir M; > 0 ve

lz5| < M Zn:Pk (z) , Vo € X (1.2.1)



ozelligi ile p1, P2, p3, ... , pn € P vardr.
(c) HerjeNiginm,;: X — C, (zx) v z; izdligtimleri siireklidir.
Tamm 1.2.3(AK-Uzay1): (X, P) bir lokal konveks dizi uzay: olsun. Bu

durumda eger X,
®:={z=(z) ew: Tk € N,Vk > ko igin z =0} (1.2.2)
sonlu dizilerin kiimesini igeriyorsa ve her z = (z) € X igin

n
gl = kaek (1.2.3)
k=0

z e yakmsaksa (X, P) ye AK-uzays denir. Burada e* := (0,0,...,1,0,...) ,
k. yeri 1 ve diger elemanlar1 O olan bir dizidir.
Bu caligmamn 6nemli tanimlarimdan olan lineer doniigtimlerin matris doniigtim-
lerini verecegiz.
Tanim 1.2.4(Matris d8niigiimleri): Bir matris dontistimiiniin, ¢g , ¢
, P (1 < p < o0) gibi dizi uzaylar: tizerinde simirli bir lineer dontistim be-
lirlemesi icin gerekli ve yeterli kosullar bilinmekte olup, bunlar bu kisimda
ispatsiz olarak verilecektir. A = (ant) , (7, k£ =0,1,2,...) kompleks terimli bir
sonsuz matris olsun. Verilen bir z = (z,) dizisi icin
oo
U = ([Az]n) =) amzp , (n=0,1,2,... (1.2.4)
=0
mevcut ise Az donistim dizisi mevcuttur denir. Eger X ve Y, w mn iki
altctimlesi olmak tizere her z € X icin (An(z)) donistim dizisi mevcut ve
(A,(z)) € Y ise A matrisi X den Y ye bir déniistim tammlar denir ve A €
(X,Y) ile gosterilir. Toplami veya limiti koruyan matrislerin sifi ise (X,Y;p)
ile gosterilir. Eger A € (c,c) ise A ya konservatif, A € (c,c;p) ise A ya
regiiler matris denir. (1.2.4) serisi her n icin yakinsak olacagimdan matris
doniigiimlerinin lineer oldugu aciktir.

Ornek1.2.5: Bir z = (z,,) dizisini, onun aritmetik ortalamas: olan

T+ Ty ...+ Ty
- n+1

Y=1UYn



dizisine doniistiiren operattre Cesaro operatorii denir ve (C,1) veya C) ile

gosterilir. Acikca bu operatore karsihk gelen matris

100
1 1
119
1 2 2
Gi=|1 1, (1.2.5)
3 3 3

ile verilir. Diger onemli matris ise

p—t
o

Cp=

- Qe g
G N
-8 o o

p-Cesaro matrisidir (p > 1).

Ayrica (H,1) = hs,g = (C, 1) aritmetik ortalama ve m € N olmak fizere
(H,m) = (h,(:z)) = (hgk)) (hg’;‘l) ) bigiminde tammlanan matrise Hélder
matrisi denir. Yani; Holder matrisi (H, m) = (C,1)™ dir.

Teorem 1.2.6: (X, P) bir AK-uzay1, (Y, Q) bir K-uzay1 ve A € B(X,Y)
olsun. Bu durumda A bir matris doniigtimiidiir ve (ank),, zey matrisinin kat-

sayilar:
ank = T (Ae®) = [Ae*] (n,k € N) (1.2.6)

ile hesaplanir.
Ispat: =z = (z;) € X olsun. (X, P) bir AK-uzay: oldugundan (X, P)

o0
icindeki ) zre” serisi z e yakimsaktir ve A € B (X,Y) oldugundan
k=0

Az = i ziAe®

k=0
gecerlidir. (¥, Q) bir K-uzay1 oldugundan her n € N i¢in Lemma 1.1.2(c) den

7y« Y — C izdiigiimii siireklidir. Buradan herhangi bir n € N i¢in

[Az], =7, (Az) = an (Ae®)



elde edilir. ane = 7, (Ae) n,k € N almarak istenilen, tanumdan elde
edilir.

Teorem 1.2.7: A € B(£*) olmas: icin gerekli ve yeterli kosul
| Alloot= 5upn »_ | ank |< o0 (1.2.7)
k

olmasidir. ( [43, sh.174] )
Teorem 1.2.8: A € B(¢') olmast icin gerekli ve yeterli kosul

| A llo:= supe > | @nk |[< 00 (1.2.8)

olmasidir. ( [43, sh.167] )
Teorem 1.2.9: A € B{cg) olmast icin gerekli ve yeterli kosul
(1) Il A lloot= supn 34 | ank |< 00
(ii) limpant = 0 (her sabit k icin )
ozelliklerinin gerceklenmesidir. ( [43, sh.220] )
Teorem 1.2.10(Kojima-Schur): A € B(c) olmas: icin gerekli ve yeterli
kosul
() | A lloor= 5upn 32 | Gnk [< 00
(i) limn 3272, Gk = ap ( her sabit p ¢in )
vzelliklerinin gerceklenmesidir. ( [43, sh.170] )
Tanmim 1.2.11(Toplanabilirlik Alam): A = (a.),n,k=0,1,2,... kom-

pleks sayilarin bir sonsuz matrisi olsun. Bu durumda
ca:={z €w: Az € ¢} (1.2.9)

ciimlesine A matrisinin yakinsakhk alans (veya toplanabilirlik alani) denir.

Tanim 1.2.12(Tutarlilik): Eger her z € ¢4 Ncp igin lim Az = lim Bz ise
A ve B matrislerine tutarlidir denir.

Simdi normal matrisleri tanimlayacagiz ve 1.1.6 nin anlam iginde (eglenik)
normal matrislerden anlagilan matris doniisiimiine bakacagiz.

Tanim 1.2.13(Normal Matris): Eger & > n icin a,, = 0 ve her n icin

Qnn # 0 ise bu durumda A ya bir normal matris (veya ticgen matris) denir.
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Tamm 1.2.14(Satir sonlu matris): Eger her n € N i¢in bir &k, € N
sayist Vk > k, iken an; = 0 ifadeleri ile mevcut ise A = (a’nk)n,keN kompleks
terimli sonsuz matrise satir sonlu matris denir.

Matris garpimi, ters, satir sonlu matrisler: Normal bir A matrisi ve
herhangi bir b € w igin Az = b egitligl ¢oziilebilir.

1) A:w — w matris déntigimii bijektiftir.

2) Ve dolaysiyla BA ve AB garpimi mevcut ve
AB=BA=1

olacak gekilde normal bir B matrisi vardir. Bu garpimda, eger elde edilen
seriler yakinsaksa ¢arpimin mevcut oldugu stylenir. Ayrica B ye A min tersi
denir ve A~! := B bigiminde gosterilir.

Ustelik A ve B satir sonlu matrislerin matris ¢arpiminmin her zaman var

oldugu ve her z € w igin
(AB)z = A(Bz) (1.2.10)

egitliginin gegerli oldugu yakmsak seriler yardimiyla kolayca goriiliir.

(1.2.10) yardimuyla normal bir A matrisinin A~! tersininde matris doniistim{iniin
mevcut olmasi ve matris doniisiimiiniin A mn ters doniigimi oldugu yorum-
lamir ¢iinkii normal matrisler satir sonlu matrislerdir.

Teorem 1.2.15: X ve Y iki dizi uzay1 ve A(X) C Y olmak iizere A bir
normal matris ve Yy € Y i¢in Az = y ile € X mevcut olsun. Bu durumda
agagidakiler gecerlidir.

(a) A: X — Y bijektif bir matris dontistimiidiir.

(b) A™' 1 Y — X ters doniiglimii A~ normal matrisi ile bir matris
donigiimiidiir.

Tanim 1.2.16(Transpoze, Transpoze normal matrisler): A = (an), ren
bir sonsuz matris olsun. Bu durumda Vn,k € N icin a}, = a, ifadesi ile

A" = (a}),, pen matrisine A mn transpozu denir. Kolayca gosterilebilirki Al



transpoze matrisi icin Vb € ® de bir z € @ ile Az = b ifadesi vardir. Buradan
agagidaki ifadeler elde edilir.

o Al = & — ® matris doniistimii bijektiftir.

o Normal bir B matrisi vardir 6yleki A*B? ve B*A? ¢arpimlar mevcuttur ve
AtBt = BtA! = [ gecerlidir. Ayrica 1.1.9 dan A min tersi B dir; yani A= = B
dir. Bu durumda B?, A* nin ters matrisi olarak nitelendirilir ve (A!)™' = B

bigiminde gosterilir. A~! = B ile birlikte son ifadeden
COREIC)

elde edilir.

Yakinsak seriler yardimiyla transpoze satir sonlu A ve B matrislerin ¢arpiminin
daima mevcut oldugunu ve her z € ® igin (A'B*) z = A* (B’z) = z egitliginin
gecerli oldugunu goriiriiz. A transpoze normal matrisi icin yukaridaki
denklemden (AY)™" tersinin de ® den ® ye matris doniigiimii oldugu ve
At matris doniigiimiiniin ters déniisiimii oldugu yorumlanir. Bundan 1.1.5 ile
agagidaki ifade elde edilir.

Teorem 1.2.17: (X, P) , ® yi igeren bir K-uzay1, (Y, Q) bir AK-uzay1 ve
A bir normal matris olsun. Ayrica A‘: X — Y siirekli doniigiimii (A%) ™" ile
bijektif olsun. Bu durumda (A*) ™" : Y — X ters dénilsiimii (A9) " = (A7)
ile bir matris doniigtimiidiir.

Tamm 1.2.18(Matrisin Karakteristigi ): A € B(c) olsun. Bu durumda
ar = limnpan, (her sabit k icin) olmak tizere ax = 0 ise A ya carpimsal malris

denir.
X(A) =1m ) an— Y o (1.2.11)
k k

sayisina ise A nin karakteristigi denir.

Tanim 1.2.19: ¢4 = ¢ olan matrise Mercerian Matris denir.

Tanim 1.2.20( M tipide matris): A bir matris olmak iizere A € B (c)
olsun. Bu durumda efer tA = 0 mn yanhzca t € £, t = 0 ¢dziimil varsa A ya

M tipindedir denir.
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Teorem 1.2.21: Bir konservatif normal A matrisinin Mercerian olmasi icin
gerekli ve yeterli kosul A~ matrisinin konservatif olmasidir. ([81, sh.14])

Teorem 1.2.22: A€ Bf®)NB(f')isel < p < oo icin A € B(¢) dir.
([43, sh.170])

Teorem 1.2.23: A € B(c) olsun. Eger A , (2.2.5) 6zelligini gercekleyen
bir A~! inverse sahip ise A~! € B(c) dir. ([81, sh.92])

Teorem 1.2.24: A € (c,¢;p) olmas: icin gerekli ve yeterli kosul

(1) 1 Allo = supn 224 | Gnk [< 00

(ii) limpane =0 (her sabit k icin)

(i) limy, Y ane =1
ozelliklerinin gerceklenmesidir. ( [43, sh.165] )

Teorem 1.2.25: 1 < p < oo, ]—1; —l—% = 1 olsun ve her n, k icin b > 0

olmak tizere
1
supz | @i | (brg)? < 00
n
k

ve

s:pz | G | (bus) ™5 < 00

ozellikleri gerceklensin. Bu durumda A € B(#?) dir. Dolayisiyla B(c) , B(co)
ve 1 < p < oo olmak lizere B(#F) yukanda teoremlerde verilen normlaryla
birlikte birer Banach cebiridir.

Lemma 1.2.26: X(=cy,c,# ,{®)veY(=cy,c, P, £°) olmak tizere
her siurh 7' : X — Y lineer operatérii kompleks terimli bir sonsuz matris ile
verilebilir. ([81])

Lemma 1.2.27: T : ¢y — ¢ bir lineer doniisim ve 7" : £* — £1,T'g = goT
, g € cj = £ ise bu durumda T ve 7" Lemma 2.2.17 den bir matris gtsteriming
sahiptir ve ayrica 7" : £ — ¢! | T nin transpozudur. ([81, sh.266])

Lemma 1.2.28: T : ¢ — c bir lineer doniisiim ve 7" : £* — ¢, T'g = goT,

g € ¢ =2 ¢ ise T ve T birer matris gosterimine sahiptirler. Ayrica T : £! — £*

11



dontisiimii,

x(lima)  (Fn)io
T'=A =] (&), T

—

[ xima) 0 o 0 ... )

Qo Qoo Gip G20
= ay Qpr Q11 G2
%) Qg2 (12 G292

ile verilir. Burada

x(limyg) = lim e — ZZz’mAe’“,
k=0
Vp = x(7n 0 T),

an, = a(T(e")) = (T(e"))n

anlammdadir. ( [81, sh.267] )

Teorem 1.2.29(Gaus Testi): > a, pozitif serisi verilsin.

siurh bir biiytiklitk olmak tizere

On

=A+—-+—=
U1 n

egitligi saglansm. Bu durumda
(D) A>1veyad=1,p>1ise ) a, serisi yakinsaktir.
2)A<1lveyad=1,pu<1lise) a, serisi wraksaktir.

Tamm 1.2.30(Blasche carpimm): 0 < [z,] <1, n =1,2,3,...

iizere |z| < 1 egitsizligini saglayan z noktalar: i¢in
]znl zn -z
Z _

12

(1.2.13)

(1.2.14)

(1.2.15)

6, (neN)

(1.2.16)

olmak

(1.2.17)



bigiminde tanimlanan ¢arpima Blasche ¢arpims denir. Blasche carpiminin

yakinsak olmas: icin gerekli ve yeterli kogul

o

> (1= zal) (1.2.18)

n=1
serisinin yakinsak olmasidir.
Teorem 1.2.31(Banach Steinhous): X bir Banach uzayr ve ¥ bir
normlu uzay olsun. (A,), X den Y icine sinirh lineer operatorlerin bir dizisi

ve X iizerinde
limsup, [|4. (z)]| < oo

ise bu durumda sup,, || A,|| < oo dur. ([80])

1.3.Smirli Lineer Operatoriin Spektrumu

Bu boliimde simrl lineer operatorlerin Banach cebiri icindeki bir elemanin
spektrumu ve bazi 6zellikleri verilmistir.

X bir Banach uzay: olsun. Bir 7' € B(X) operatoriintin spektrumu Banach

cebiri icindeki bir elemamn spektrumu gibi
o(T,X)={AeC: Al - T, B(X) de tersinir degil} (1.3.1)
seklinde tanmimlanir. Dolayisiyla
p(T,X)={\€C: A -T, B(X) de tersinir} =C - o(T, X)  (1.3.2)

dur.

Daha acik olarak eger (A]—T)~! mevcut, sl ve X icinde yogun bir ciimle
{izerinde tamml ise A € C sayisina, T doniisiimiiniin bir Regiler degeri, T’ nin
biitiin regiiler degerlerinin olusturdugu ciimleye de T' doniisiimiiniin resolvent
ctimlest denir ve p(T, X) ile gosterilir.

Boylece o(T, X) = C — p(T, X) oldugundan, eger A € o(T, X) ise

(1) (AT — T)~! mevcut,

(2) (AT —T)* sy,

13



(3) (AT —T)! X icinde yogun bir ciimle tizerinde tanimli
ozelliklerinden en az biri gerceklenmez.

Eger X bir Banach uzay ise p(T, X) , C nin acik bir altciimlesi ve dolaysiyla
o(T,X), C nin kapal bir altciimlesidir.

Tanim 1.3.1( Eigendegeri , Eigenvektor ): 7 : X — X bir lineer
operatér olsun. Eger Tz = Az olacak bicimde X de bir z # € elemam varsa A
kompleks sayisina T nin bir eigendeferi ve z € X elemanina da A ya karsilik
gelen bir eigenvektér denir. Bir T operatoriintin biitiin eigendegerlerinin clim-
lesini 0,(T, X) ile gosterecegiz.

Acik olarak o,(T, X) C o(T, X) dir.

Teorem 1.3.2: X # {0} sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T' : X — X
lineer operator olsun. Bu durumda o,(T, X) = (T, X) dir.

Eger X sonsuz boyutlu uzay ve T € B(X) ise 0,(T", X) C (T, X) bagintis1
genellikle kesin bir bagintidir.

Acik olarak A € 0,(T) <= A — T dontisiimii 1-1 degildir. ( [7, sh.230] )

Teorem 1.3.3: X # {6} ve T € B(X) olsun. Bu durumda
o(T',X") C o(T, X) dir. Eger X bir Banach uzay1 ise o(T",X') = o(T, X)
dir. ( [7, sh.242] )

1.4 Hausdorff Matrisleri

Bu calismanin temel konusu olan Hausdorff matrislerinin  kuruluguna
geliyoruz. Ileri fark operatorii ve fark matrisi haklandaki klasik girisi Hardy
[26, sh.247] den takip edecegiz.

1.4.1 (fleri fark operatérii, fark matrisi): z = (z;) € w ve k € N i¢gin

A"z, ileri fark operatorii Vo € N igin
A%z =z ve A"z, = A" gy — AV g (1.4.1)

bigiminde tanimlanir.

14



Tleri fark operatoriiniin bir kag terimini yazalm

onk = I
A = AV, — AP =
T = Tk Trt1 = Tk — Zi41
2
Azy = Azp— AZpyr = T — Tpp1 — Thl + Tz = T — 2Tpy1 — Thao

bicimindedir. Timevarim yardimiyla buradan Vn, &k € N igin
An.’I}k = z (—].)‘7 ( ’)iL‘k_}.j (142)
7=0 J
esitsizligi elde edilir ve bununla birlikte her n € N igin
An.’,ﬂo = Z (_1)-7 (n) Z;
=0 d
elde edilir.

Sonuncu egitlik yardimiyla w dan w ya bir matris doniigiimii verilir. Bu

normal matrise fark matrisi denir ve fark matrisinin girisi;

-1 ’“(n) , k<n

0 , k>n

bicimindedir. Biz fark matrisini A = (Ank)nken ile gisterecegiz.

Simdi Hausdorff matrislerini tammlayabiliriz.

Tanim 1.4.2 (Hausdorff matrisleri): p = (p,) € w dizisi verilsin.
Vn € N igin @ny = pn, ve Vo, k € N |, n # k igin aye = 0 olmak {izere

diag (pn) = (@nk), pey matrisini tammlayalim. Bu durumda
(H,p) := Adiag (pn) A (1.4.4)

bigiminde tanmimlanan matrise p ile tiretilen Hausdorff matrisi denir.
Teorem 1.4.3: Eger p,q € w igin pq ile (png,) dizisini ve p~* ile de her
1
n € N igin p, # 0 olmak iizere (——— dizisini gosterirsek, (H,p) ve (H,q)

n

15



Hausdorff matrisleri igin yukaridaki agklamalar yardimiyla agagidaki ifadeler

elde edilir.

(a) (H,p) = (hnk)n,ke)\l igin

n
A" Fp. , k<n
Pnge := (k> ’ (1.4.5)

0 , k>n

gecerlidir. (H,p) , hnn = pn diagonal kiimenin elemanlar ile bir alt tiggensel
matristir.

Gergekten de Hausdorff matrislerinin tanimindan n > k icin,

n\(Jj\ _[(n\[(n—k
iJ\k)  \kJ\j—k
oldugunu kullanarak

n . . n ) — k
by = —1)7 (") () g = (™ —p)iE (" (146
L= D () (1) DN N ETED
n\ <& n—k n
' i f 1 d n—k
= () D ("7 = () e
elde edilir. Son egitlikte ¢ = j — k yazilmigtir ve (~1)i+2}3 = (—1)* oldugu
kullamilmugtir. Yani;
(Z)An"kpk , k<n

0 , k>n

Pk =

elde edilir.

(b) Eger her n € N igin p,, # 0 ise (H,p) normaldir.

(c) (H,p) + (H,q) = (H,p+q)

(d) AA=T,A1=A

Gercekten de p = (1,1,1,---) olsun. Bu durumda A% = 1 ve r > 0 igin
ATp = 0 dir. Boylece hyp = 1 ve k # n igin hpe = 0 dir, yani; (H,1) =1 dir.
Boylece

A?=AIA=(H1) =1
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elde edilir.
(e) (H,p)(H,q) = (H,pq) ve (H,p)" = (H,p") ,7=0,1,2,... gegerlidir.
Gergekten de
(Hap) (H* Q) = Adza’g( n)\AA,dia’g (Qn) A

I
= Adiag (p,) diag (qn) A

= Adiag (Pagn) A
= (H,pq)

(f) (H,p) normal olsun. Bu durumda (H,p)™" = (H,p~!) gecerlidir.
Gergekten de

(H,p) (H,p™?) “2" (H,pp™!) = (H,1) = I

olur ki (H,p)™" = (H,p™!) elde edilir.

Teorem 1.4.4: Biitiin Hausdorff Matrisleri diger Hausdorff Matrisleri ile
matrislerdeki carpma islemine gore degismelidir. Dolayisiyla biitiin regiiler
Hausdorff matrisleri tutarhdir.

Ornek 1.4.5: ¢t € K sabit ve p, = t" olsun. Bu durumda Ap = (1 —t)u

(n) (1 — ¢)™*¢* matrisi olur.

dir. Boylece Ay = (1 — )"y ve hpp = .

.. 1 1
Ornek 1.4.6: p, = — olsun. Bu durumda p, = [¢"dt dir. Boylece
0

1
Ik = [ hae(t)dt (burada h(2) Ornek 1.4.5'de ki gibidir)
0

1 1
B = / B (£)d = (Z) / (1= &)k — n-1+—1 (1.4.7)
0 0

dir. Boylece u,, = fl t"dt ile H, = (C, 1) elde edilir. Yani; Cesdro Matrisi bir
ozel Hausdorff matgisidir.

Ornek 1.4.7: Q matrisi; Qiz = 0 ve n > 2 iken Quz = &4;22”:—1 ile
tamimlansim. Bu durumda @ bir Hausdorff matrisi degildir. Ciinkii @ , (C,1)
ile degismeli degildir.
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Ornek 1.4.8: Holder matrisleri Hausdorff matrisleridirler. Gergekten de
tn = (n+1)"" ile H" = H, diir. Bu Teorem 1.4.3 (€) ve Ornek 1.4.6 dan elde
edilir.

Teorem 1.4.9: pu bir bire bir dizi (yani u, # u,,) ve A bir satir sonlu matris
olsun. Bu durumda A bir Hausdorff Matrisidir < A , H,, ile degismelidir.

fspat: Bunun yans: Teorem 1.4.4 de verilmigtir. Eger A , H ile degismeli
ise biz DAHD = DHAD elde ederiz. H icin DM D kullamldigindan ve D? = [
oldugundan DADM = M DAD elde edilic. Buradan sadece kogegen bir
matrisle M nin yer degisebilecegi agiktir. Boylece DAD bir kogsegen matristir.
O, N ile adlandirtirsa D? = I oldugu kullamlarak A = DND Hausdorff
Matrisini elde ederiz.

(1917) W.A. Hurwitz ve L.L. Silverman (C,1) ile sadece toplanabilirlik
metodlarinin tutarh oldugunu digiinmiigti. Wilansky [81, 1.7.12] degisme
kriteri ve bunlarm (C, 1) ile bir tsttinliigi iglendi. Bu Teorem 1.4.9 un 6zel bir
durumudur. 1921 de F. Hausdorff; moment problemi i¢inde, analizin ilgilendigi
durum igin Hausdorff matrislerine agagidaki gibi girig yapti.

Lemma 1.4.10: H = H, olsun. Bu durumda her n > 0 i¢in

(1) Pnn = ty,

(1) 3 Fus = b

- (§id) hmg = (Dpt)n

(iv) éhnk - éhn—}-l,k =2 ime1, YM 20
gegerlidir.

fspat: (ii) igin H1 = DM D1 = DM8® = D(py6°) = pp(D6°) = ppl Bu-
rada D% = I ve D nin 1. stitununun 1 oldugunu kullandik. k¥ = 0 durumunda

(1) den (iii) elde edilir. hp,r = 0 oldugunu hesaba katarsak (iv) e gore burada

st
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k > n dir. (1.4.5) den

——‘——hn n- n— n— n—k
(n :_lf = (A k“u)k = (AA kﬂ)k = (A k#)k —(A ]"/l)k.+1
-)

hnt  Pngiptr

B G

) ile carpilir, Ay Gikarilir ve diizenlenirse

3

elde ederiz. Bu ( L

hok = [(k + 1) hng1 1 — khngr] /(n+ 1)

bulunur. Bu (iv) i elde eder.

Teorem 1.4.11: Her negatif olmayan (reel) H Hausdorff matrisi konser-
vatiftir. Onun ilk siitunu harig¢ biitiin siitunlarimin limiti 0’dar.

Ispat: (ii) sart1 Lemma 1.4.10 dan elde edilir, (i) ve (iii) sartlar ise [81,
Teorem 1.4.6] da verilir. Yukardaki Lemmada (iv) de m i¢in tiimevarimla
kalan sartlar elde edilir.(Not edelim ki éhnk s Pntime1 = 0 oldugundan n

nin azalan ve negatif olmayan bir fonksiyonudur.) Simdi Lemma 1.4.10 un (iv)

sikkindan her hangi bir r i¢in (un = Ant1.ms1 , M sabit yazarak)

Z (?’J?f: 1) = {Z(h’Ok - hr+l,k)

n=0 k=0

/(m+1)

elde ederiz. Sag tarafta r — oo igin limit alindiginda ispat biter. Béylece
> u,/(n+1) < oo dir. limwu, mevcut oldugundan o sifir olmalidir.

Ornek 1.4.12: z = & = (1,0,0,...) olsun. Bu durumda H , birinci
stitunu 1 ve diger stitunlar: 0 olan bir matristir.

Tanim 1.4.13: H, bir negatif olmayan matris ise u ye total azalan dizi
denir.

(1.4.5) den V7 igin (A™)px > 0 dir. Buradan n = 01igin z > 0 ;n =1 igin
Mo 2 Hy 2 Ho > ... 5n=21¢in g — 24y + e > 0, g4y — 245 + g > 0 yani bir
konvekslik gartidir. (3,2,0,0,...) dizisi bir total azalan dizi degildir. pu, = "
, (0<t<1); thy = 737 5 Mo = (n+1)7" dizileri birer total azalan dizidir.
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Teorem 1.4.14: Bir reel 4 = H, Hausdorff matrisi i¢in agagidaki gartlar
denktir.

(i) H konservatiftir

(i) 11| < o0

(iii) H , iki negatif olmayan Hausdorff matrisinin farkidir.

(iv) p iki total azalan dizinin farkidir.

Ispat: (ii) nin (iv) i icerdigini gostermek yeterlidir. Simdi (iv) i,
A™y > |A™| (1.4.8)

dizisinin varhgindan elde edecegiz. Burada o = %(V +u),B8=31v-—mn

diir. Biz 4 = a —  elde ederiz. v niin ingaasina dénelim. Basit bir iddia ile
dnr, = (A™u)g ile verilmis bir D matrisini diigtinelim. Buradan x4 yti D nin bir
fonksiyonu gibi elde ederiz ve basit bir tanimlama ile v , |D| nin fonksiyonudur.

Lemma 1.4.10 (iv)tin ispatindaki gibi biz dnx = dpi1k + dn k4 elde ederiz,
yaniy, D = UD+TD = (U~+T)D burada U , T, (UD)pkx = dpt14
(T'D)pk = Dy 1 in (sembolik) operatorleridir. Boylece, her hangi bir m igin
D={U+T)"D = Tio (T) U™ T" D yani; dpg = :Z—n% (T) dntme—r ks dir. Bunu
takiben

m
m
/j,k = (AO/—L)/{: — dok = Z; (r>dm—~'r,k+r (14.9)
elde edilir. Simdi daha once styledigimiz gibi, A = |D| yazanz ve o, v yli
tanimlar.
flm,n, k) = Zm: m Upgpm—rgtr = (U +TY"A
3 iy a P s

olsun. Biz Lemma 1.4.15 in ispatinda f(m,n,k) y1 her bir n , k i¢cin m
nin artan smurh bir fonksiyonu oldugunu gosterecegiz. g(n,k) = lim f(n,n, k)

olsun ve v = g(0, k) bigiminde tanimlansin.

20



(1.4.8) in ispats :

n m
I(A lu)kl = ld’ﬂkl - ‘Z (T>dn+m—-r,lc+r

dir. (Son adim Lemma 1.4.16 da hesaplamur.)

< f(n,m, k) < g(n, k) = (A"

Lemma 1.4.15: f(m,n,k) her bir n , k igin m nin artan simrh bir

fonksiyonudur.
Ispat: Not edelim ki f = [(U+T)™ Al ;

A=|D|=|UD+TD|<UA+TA=({U+T)A
dir. U + T operatorit monotondur, boylece
U+TALSU+T)WU+T)A=(U+T)*A
yani; f(1,n,k) = f(2,n,k) vesaire. Dolayisiyla

f(m,n,k) = [(U+T)"U"T*4],,
< [(U +T)™(U +T)™** AJOO = f(m+n+k,0,0)

oldugunu elde ederiz. Esitsizligi diizenlersek

n+k
ik _ n+k n+k
{(U + T) .A:] 00 = _S_ < r )ar,n+lc——'r > ( n Onk

=0

> = (UT*A)go

m
dir. Son olarak f(m,0,0) = > |An.| < ||H|| elde edilir.
=0

r=

Lemma 1.4.16: g(n, k) = (A™v); dir.

Ispat: n tizerinden ttimevarimla (n = 0 a tamm karsiik gelir) ilkin;

fm+1,nk) = [(U+T)"(U+T) Ay = [(UAT)" Al + (U +T)"Al e

= f(m,n+1,k)+ fim,n, k+1)

ve boylece g(n,k) = g(n + 1,k) + g(n,k + 1) dir. Dolayisiyla tiime varim

hipotezini kullanarak

g(n+1,k) = g(n,k) = g(n, k+ 1) = (A™) — (A™)ps1 = (A" )y
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elde edilir.

Asagidaki yeni tanim bu boliim diginda kullamilmayacaktir.

Tanim 1.4.17: Eger H, konservatif ise p ye konservatif ve regiilerse de
regililer denir. Boylece bir reel dizi konservatiftir < iki total azalan dizinin
fark: bigiminde yazilir.

Biz moment probleminin ¢6ziimii ile devam edecegiz.

Teorem 1.4.18: Bir u reel dizisi konservatiftir < [0,1] araliginda sinirh
salimmli bir g fonksiyonu vardir ki p,, = fl tkdg dir.

Ispat: (Yeterlilik:) g nin artan olduogunu kabul edelim. O halde Ornek
1.4.5 deki gibi

(A™p) = / t*(1 — t)"dg > 0 (1.4.10)
0

dar.

(Gereklilik:) g niin artan oldugunu kabul edelim.

(1.4.9) dan p;, = >, (m) Rtk v/ (m i k) , m yerine m — k yazarsak
o\ T ' kE+r

m > k igin

= $ (o (7) - S

i=k i=k

k-1
elde ederiz. Burada U(m,4,0) = 1 kabulu ile U(m,i,k) = [[i —71)/(m —7),

r=0
m,
1 €4 < m bigimindedir. p, = >, U(m, 1, k)hn; yazabiliriz. Cinki 0 <4 <k
=0
1
ise U=0 dir. O halde p, = [v(m,t,k)dgm dir. Burada 0 <t <1 igin
0

k-1 r
In@) = 3 hum; , gm(0) = 0 vev(m,t,0) = lilev(m, t, k) = [] (t - 1) (1 - —)
j<mit =0 m m
dir. Bunun nedeni ¢ = 0,1,... i¢in ¢t = ¢/m de g, nin hn,; sigramasina sahip
olmasidir. g, nin artan oldugunu da not edersek her bir sabit A > 1 igin

r<k<m,0<t<1 oldugundan
T T r(l1—1t) k—1
_ —_— ) — i = <
,(t m)(l m) tl m—r ~m-—k+1
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dir. Boylece v(m,t,k) "B | [dgm = gn(1) — gm(0) = 3 hm < [ H]|

oldugundan da p, = fl t*dg, + o(1) , n — oo oldugunu elde ederiz. Burada
o(1) , m — oo iken mioktamn—+ 0 oldugunu gosterir.

Bu formiille biz g,, — g (baz artan fonksiyonlar) oldugu gibi, m — oo
bir dizinin degeridir. Bu Wilansky [81, 2.0.1] deki gibidir. Sonug olarak
Ly, = jt’“dg dir.

Teorem 1.4.19: p konservatif, yu;, = fl t*dg olsun. H, nun 1. siitununun
limiti g(0+) — g(0) dur. Boylece H garplmosaldlr (m =g(1) — g(0) ile) g, 0
da streklidir.

Ispat: g nin artan oldugunu ve g(0) = 0 oldugunu kabul edelim. (1.4.10)

dan
1 £

g = / (1 - t)ydg > / (1—t)dg > (1-€)g(e) = g(07) , £ — 0

aksine olarak n — oo igin
o= [+ [(1=t)dg < g(e) + (1= )" [o(1) = 9(e)] = g(e)
0 o4

Boylece Ve > 0 igin lim h,g < g(€) dur. m nin degerlendirilmesi Lemma 1.4.10
(ii) deki gibidir.

Ornek 1.4.20:(i) [0,1) tzerinde g =0 , g(1) = 1 aldifimizda H = I elde
edilir.

(ii) g(t) =t ile biz H = (C, 1) i elde ederiz.

Biz simdi Mercerian Teoremlerinin {irettigi Hausdorff un zarif derivasy-
onunu gosterelim. Ilk énce g(t) =t*, a > 0ile p, = fl t*dg = af(k + a) dir.
O halde Teorem 1.4.18, 1.4.19 dan p regtilerdir. Bu d&rumda her bir & > 0,
v=oal+{1—a)p, 1.4.3 (d) den H, = ol + (1 — a)H, oldugundan regilerdir.
Not edelim ki vy = (ak + a)/(k + a) dir.

Teorem 1.4.21: b,c > 0 olmak iizere p; = (bk + 1)/(ck + 1) olsun. Bu

durumda H,, regiiler ve merceriandir.
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Ispat: b = o/a , ¢ = 1/a olarak alwsak u, = (ak + a)/(k + a) olur ki
H, goriildiigii gibi regilerdir ve istenilen Teorem 1.4.3 (e) ve [81, 1.7.14] den
elde edilir.

Sonug 1.4.22: p(a); = (ak + 1) olsun. Bu durumda Hy(,y ve Hy) her
bir a,b > 0 icin denktir.

[81, 1.7.10] dan istenilen elde edilir.

1.5. Cesdro ve Holder

Mercer’in teoremleri (1907) (C, 1) matrislerine bir ¢izgi getirmistir ve Mer-
cerian matrislerini tammlamistir. (C,1) igin C' yazacagiz ve indisleri 0 dan
baglatacagiz.

Teorem 1.5.1: a > 0 i¢in o 4 (1 — a)C matrisi merceriandir.

Bu matris, p, = a+ (1 —a)/(k+ 1) = (ak + 1)/k + 1 ile H, Hausdorff
matrisidir. Istenilen [81, Sonug 2.3.21] den elde edilir.

a = 0 durumunda bu matrisi A4 ile gosterirsek (Teorem 1.5.1 de (C, 1) dir);
a < 0 i¢in A mercerian degildir fakat A, cok kiigtik bir yakinsaklik bolgesine
sahiptir.

Teorem 1.5.2(G.H. Hardy, 1913): a < 0, A = ol + (1 — o)C ,
X = cy olsun. Bu durumda X = ¢ @ v dir. Burada v bir waksak dizidir. Bu
isaretlemenin manasi; biitiin A toplanabilir dizi, yakinsak bir dizi + v niin bir
carpimudir ve tersine ( CA™! in 1. stitunu g olsun. Bu durumda ACg = &°
dir. Dolayisiyla A , C ile degismeli oldugundan Aq = C8° dir, béylece g € X
dir. (AC7!')7! den kullanum daha kolay olan ¢ nun hesabi argiimentlerde
tamimlanan v dizisinin orjindeki gsterimidir.)

Ispat: z € X olsun. z = u + L.1 oldugundan, burada L = limgz ve
u=z—L.1,limgu =0 1saglar. limy z = 0 oldugunu kabul edelim. Eger A
tamsayl deffilse A=1-a!'>1 ; yo=n+1)(Cz)= zn::vi ;
zZn = ynl'(n +2 — A)/T'(n +2) , ¥n icin olsun. Eger A ta.msaylmige n>A-1
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i¢in z, keyfi tanimlanabilir. Yeterince biiyiik n ler i¢in

Zn—2Zn—1 = [a(n+1-X)/(n+1) —ypq] T(n+1-2)/T(n+1)
= o HAz),I(n+1-X)/T(n+1)
= o(n™*)
Buradan ) (z, — 2z,.1) yakimsaktir. O halde M = lim z, mevcut ve
2y = M- Z (Z.,; — Zi—l) =M + o(nl“)‘)
i=n+1

dir. Dolayisiyla

n+1 F(TI,-{‘?‘—*,\)

denir. Bu o(1) + AMu, + dv,o(n!™#) = AMu, + o(1) dir. Bu X C ¢® v nin

ispatidir ve ters icerme v € X oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu gostermek

T = o (Az), + A =o(1) + Az, = o(1) + Azp2p

i¢in yeterince biiytik n ler i¢in (C~v), = (n+ 1)v, — nu,_1 = Av, dir, boylece
(Av)p = avp + (1 — )X o, = 0 dur.

Bir A matrisi verildiginde ;

M(A) (Mercerian kiime) , {\: Al + (1 — A)A merceriandir} olsun. A bir
regiiler iicgen matris oldugunda M (A) mn 1 iigeren agik bir kiime oldugu daha
onceki yillarda gosterildi. Fakat burada M (A) min agik olmadig: bir A kiimesi

de vardir.

Tamm 1.5.3: C, ile gosterilen o mertebeli Cesdro matrisi, & > 0 igin
1
e = a [ (1 — t)*"1dt ile bir Hausdorff matrisidir. C,, nin tammi o nin genis
0
bir simfina genigletilebilir. Wilansky [81, 2.3.18] den g(t) = —(1 —t)® ile her
. s n—k+a—1 n+ o k+a\ ™,
bir C,, regiilerdir. hpy = / , hiy = ile
n—k n k
H = C, durumu agik¢a verilir. Onu ¢ Holder matrisine benzetmek dogaldir
ki burada p = (k+ 1), H = C; = (C,1) dir. Bir de efer A matrisi
n 1y . ..
(Az), = > z ve B = diag (;) ise o tamsays1 igin H* = (BA)*
k=0 n
Cy = B*A® dir. lligki ile ilgili daha ayrintili bilgi Schnee ve Knopp'un Teo-
remidir ki bu dururnda bu matrisler denktir. Biz onu sadece o tamsayist igin

verecegiz.
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Teorem 1.5.4: o =1,2,... icin H* |, C, matrisleri denktir.

. -
e = (k+1)7%, v = ( —I:a) ile H, ve H, alahm. Boylece

F;‘.:_ =) [[{k+n)/(k+1):r=2,3,... ,a}

dir. Dolayisiyla H*(C;') , A = (k +7)/(k + 1) ile Hy formunda bir ¢arpim
matrisidir. Wilansky [81, 2.3.21] den her bir bu sekildeki matris merceriandir.
Tanim 1.5.5(c¢ parametreli Euler matrisleri): o € C alalm. Bu

durumda
B (o) = (enk (O"))n,keN = (H, (")) (1.5.1)

matrisine a parametreli Fuler matrisi denir.

Tamm 1.5.6: o parametreli Euler matrisinin (ent (@)),, ren katsayilar: igin

(Z) oF(1—a)"* |, kE<n

0 , k>n

enk (Q) == (1.5.2)

ifadesi gegerlidir.
Gergektende (1.4.5) de, p = (™) alirsak, k > n igin by, = 0 ve k < n igin

Bpg = (Z) A" *ok oldugundan, A" *o* ifadesini inceleyecek olursak;
Ack = of —oF' =0F(1-0a)
A2ak = A (ak _ ak«{-l) — Aak _ Aak+1 = af — 2ak+1 + a,k+2
= ak(1—2a+az2)=ak(1~—a)2
A" FokF = of (1 — )"

elde edilir ki bu, h,; da yerine yazilirsa, istenilen elde edilir.

1972 de Sharma bir Hausdorff metodunun konservatif olmas: igin gerekli
ve yeterli bir kogul vermistir ve bazi Hausdorff matrislerinin spektrumlarinmn
sayilamayan veya sonlu oldugunu ve sonlu oldugu durumda spektrumun bir

veya iki nokta igerdigini gostermistir. Bu makalede A , B(c) de ftiggensel
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matrislerin Banach cebiri, G ile de A da tersinir operatérlerin yar grubu gos-
terilmigtir ve G , A da G nin simrin gostermigtir. Asagidaki teorem zaten
[83] de ispatlanan konservatif tiggensel matrislerle ilgilidir.

Teorem 1.5.7: A = (a,;) bir konservatif iiggensel matris olsun. Bu du-
rumda o (4) = {0, a1, ags, azs, - - - } dir.

Teorem 1.5.7 nin mevcut sonucu G iizerindeki her konservatif matris icin
iyi bilinen bir gercektir.

Ikinci sonug Rhoades [56] nin Soru 1 inin olumlu bir cevabidir. Yani;
BA € 8G ile B € 8G ve A ¢ G olacak sekilde B tiggeni mevcuttur. Bunu
gostermek igin B keyfi konservatif bir matris alacagiz. Bu durumda her A
iicgeni igin BA konservatifdir. Benzer sekilde G iizeringle bir iicgenin M
tipinde olmadifinin gosterilmesiyle Rhoades [56] Soru 4(i) yi cevaplariz. 4,
M tipinde olmayan bir ii¢gen matris olsun. B konservatif iiggen matristir. Bu
durumda AB 6rnege ihtiyag duyar.

Bir H = (hnk) konservatif Hausdorff metodunun spektrumunun yapismi
calismak icin agagidakine ihtiyag vardir.

Durum 1.5.8: H bir konservatif Hausdorff metodu olsun. Burada
n=20,1,2,3,--- i¢in h,, = u(n) olacak sekilde sag yan diizlemde analitik bir
4 mevcuttur.

Durum 1.5.9 [55]: Eger C , 1 mertebeli Cesaro matrisini gosterirse ve
J kompleks degerli bir fonksiyon ise bu durumda f (C) , bir (fnr) matrisini

gosterir. Burada C ile degistirilen

n - (n—1)! 1
rm St e ()

h=k
dir.
Eger f(2) = p (i— — 1) alirsak bu durumda f (C) = H dur.
1 1
D:‘—{Z 2—51 <§}
dir.
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Teorem 1.5.10: Konservatif Hausdorff metodlarinin spektrumu ya sinirh
yada sayilamayan sirsizdir. Onun sonlu oldugu durumda o, ya bir nokta
yada iki nokta igerir.

Ispat: H konservatif Hausdorff metodu olsun. f , Durum 1.5.9 de verilen
H a kargilik gelen fonksiyon olsun. Bu durumda f , D de analitiktir ve f (C) =
m , D de analitik degildir.
Bu nedenle f(C) — f (@) I tersinir degildir ve dolaysiyla o (H) D f (D) dir.
D de f sabit olmadigindan analitik fonksiyonlar igin lokal doniigiim teoremi

H dir. Eger o , D de ise bu durumda

ile o (H) sayillamayandir. Diger taraftan eger f , D de sabitse bu durumda

B8 00
g | P20 (15.3)

f—-a 0 o ---

dir. Burada o ve 8 iki kompleks sayidir. o (H) = {o, f} oldugu bellidir ve
teorem ispatlanir.
Sonug 1.5.11: Bir H Hausdorff metodunun konservatif olmas: igin gerekli

ve yeterli kogul H = BH, olmasidir. Burada f bir skalerdir ve

1
1

dur.

Ispat: H konservatif oldugundan Teorem 1.5.7 den o (H) sayilabilirdir.
Dolayisiyla Teorem 1.5.10 dan H = {8, o, o, @, - - - } min kdgegenidir. Bir kon-
servatif matrisin kogegeninin bir sifir dizisi oldugu iyi bilinir. Boylece oo = 0
dur. (1.5.3) den H = BHj oldugunu aliriz. Karsit: agikardir.

Bir sag sonlu matrisin konservatif olmas: igin gerekli oldugundan sag sonlu

Hausdorff matrislerinin sonuglar: hakkindaki temel {55, sh.10] da bellidir.
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Mercer 1906 da eger C' , 1 mertebeli Cesaro matrisini gosterirse bu du-
rumda « > 0 igin af + (1 — a) C nin yakisaklik bolgesi ¢ ye denk oldugunu
gostermistir.

Mercer’in Teoremi Cesédro matrisinin spektrumu hakkinda bir ifadedir. Gergek-
tende [33] iin sonuglar: bu spektrumun {z: z— % < —é} oldugunu ve (26,

sh.106] Hardy’nin sonucuna denk oldugunu, ol + (1 — «) C' merceriandir an-

cak ve ancak Re o > 0 oldugunu séyler. Bu agagida ispatlanan belirli Hausdorff
matrislerinin Mercerian Teoremini saglamasina denktir, fakat ilk 6nce bizim
agagidaki lemmaya ihtiyacimiz vardir. Ciinkii; herbir konservatif A matrisi
0 € o (A) , ca 2 c olmasma gerekli kosul degildir.

Lemma 1.5.12: A, esas kogegeni iizerinde en ¢ok sonlu sayida sifir bulu-
nan {iggensel bir matris olsun. Eger c4 = ¢ ise bu durumda 0 , o (A) mn bir
izole noktasidir.

ispat: A' , A nmn esas kosegen tizerindeki herbir sifirlar ile € # 0 sayismin
degigmesi ile elde edilen matrisi gostersin. Agktir ki ¢,;1 = ¢4 dir. A" bir
ticgen matris oldugundan 0 ¢ o (A!) dir. o (A) ile o (A') in sadece 0 ve € ile
farkls olduguna dikkat edelim. Béylece lemma ispatlanir.

Teorem 1.5.13: 0 < ¢ < 1 olmak tizere {1, g, ¢, - - } dizisine kargilik gelen
Hausdorff metodu F olsun. Bu durumda af + (1 — &) E Merceriandir ancak
ve ancak |a| > |1 — «f dir. Boylece eger o > 0 ise al + (1 — «) £ Merceriandir
ancak ve ancak a > L dir.

2
Uyar: 1.5.14: Teorem 1.5.13 iin son ifadesi iyi bilinen bir sonugtur.

Ispat: E ye karsihk gelen f analitik fonksiyonu q§“1 dir. z — q%“l

olduguna dikkat edersek doniigiim {z Dz — é' < —21—} den {z:0< |z| <1} e
dir. Dolayisiyla Teorem 1.5.10 dan o (E) D {z:0 < |z| < 1} dir. Spektrum
kapali oldugundan o (E) D {z: |z| £ 1} oldugunu elde ederiz. F nin Banach
normunun 1 olduguna dikkat edersek o (E) = {z:]|z| <1} oldugunu elde
ederiz. Teorem simdi yukaridaki lemmadan tamamlanir.

1982 de Rhoades ve Sharma [60] da daha sonra detayli bir gekilde in-
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celeyecegimiz C Cesaro matrislerinin ¢ (C) spektrumunu, bizim ileride kul-
lanacagimiz metodlardan farklh bir gekilde vermigtir. Bunu Rhoades ve Sharma
agagidaki gekilde yapmigtir.

BV 0,11, |Ifll = V(f) ile [0,1] tizerinde degisen f fonksiyonunun [0, 1]
arah@indaki sinich salinimim gostersin. Ayrica f nin 0 < ¢t < 1 igin her bir
siireksizlik noktasinda f (¢) = fE+0)+f(E=0) yi sagladigin kabul edelim

2
ve f(04) = f (0) = 0 olsun. U mutlak siirekli fonksiyonlar: iceren BV [0, 1] in

alt uzaymu gostersin. H konservatif carpimsal Hausdorff matrislerinin Banach

1
cebrini gostersin. f € BV'[0,1] igin u, = [t"df olmak tizere {u,} moment
0

, 1 1
Z—;)‘ <§

[ et

dizisine kargilik gelen Hausdorff matrisi Hy olsun ve D = { Z:

_ 1
olmak tizere her bir z € D — {0} igin Ty (z) = [ t"1*2df olsun.
0

(&, q) ile gosterilen g mertebeli Euler matrisi

0, 0<t<gqg
w, (t) = 0<gxl
1, ¢g<t<1

e karsihik gelen Hausdorff matrisidir.

I fonksiyonuna kargilik gelen birim matris

0, 0Ltk
‘Pl(t)=
1, t=1

dir. Mile0<t<1, f(t) =t ye karsilik gelen 1 mertebeli Cesaro matrisini
gosterecegiz.

[79] da BV [0,1] ile H mn ve [0, 1] tizerinde L* [0, 1] mutlak integrallenebilir
fonksiyonlarin Banach uzayi ile 2/ nun bir tutulabilecegi gosterilmigtir. [32] de
|Hfll = V (f) oldugu gosterilmigtir. Hausdorff matrislerinin baz ozelliklerini

daha 6nce vermigtik.
J,g € BV [0,1] igin

U0 =f0s0- [owa (L) ozt asd
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tanimlansin.
(1.5.4) tarafindan tanimlanan garpim [21, sh.196] da verilen formiliin
geniglemesi olan ¢arpimsal Hausdorff matrislerinin bir geniglemesidir.
Teorem 1.5.15: f,g € BV [0,1] olsun. Bu durumda;
(a) Hypvg = Hy.H,
®) (f = gll < £l lgll ve
(c) fxg=g=fe BV[0,1]

gecerlidir.
1 1

f,g € BV [0,1] oldugundan b, = /t"dg , Cn = /t“df ,n=012..
0 0
ile tammlanan {b,},{c,} moment dizileri mevcuttur. [26, Teorem 210]

dan a, = byc, tarafindan tammlanan {a,} dizisi de bir moment dizisidir.
1

Dolaysiyla a, = / t"dh olacak gekilde bir h € BV [0,1] mass fonksiyonu
mevecuttur. h = f g oldugunu gostermek (a) y1 ispatlar.

1
Eger b (z / t*dg (t) , c(2) = / t*df (t) tammlarsak bu durumda b (z) ve

0
c(z) ,Rez>0 1g1n analitik ve Rez > 0 icgin siireklidir. Her negatif olmayan

n tamsaysi i¢in a, = bnc, oldufundan a(z) = b(z)c(2) ile tanumlanmr, ve
1
a(z) = / t*dh (t) gosterimine sahiptir.

0
A, B ve C [21, sh.200-201] de ki gibi tamumlanmak tizereu = e™* , v = ¢™*
h(u)=h(1)=A(t),gw)=g(1)—B(t)ve f(u) = f(1)-C (t) tamimlayarak

1 1 1

/ £dh (t) = / dg (t). / df (1)

0 0 0

esitligi
/ EAA(E) = / B (1) / e~dC (¢)
0 0

ye doniiglir.
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[21, sh.201] deki ¢arpim teoreminin tiiretilmesini kullanarak

t
- / B (t - s)dC (s) (15.5)
0
olmak iizere
/ edA () = 2 / A (1)
0 —o0
oldugu elde edilir.

(1.5.5) de A, B,C,u,v nin degerleri yerine yazilir ve B (t —s) = g(1) —
g (:—f) oldugu kullanilirsa

u

rO-htw) = [[s0-9 ()] & @)

1

- 1)/df f daf (v)
= 5 / & (v) - / g () dr )

u

saglanir. Dolayisiyla

1

hw) = AW -g WU -+ [o(2)dw
1

~ Ao+ Fwam - [oar (%)

u

dir ve (1.5.4) saglanir, h (1) = g (1) f (1) oldugu gosterilebilir. Fakat bu kolay-

dir. Gergektende her n igin a, = b,c, oldugundan ag = bycg dir, yani;

1 1 1

[aner= [as. [are

0 0 0
dir. Boylece h (1) — h(0) = (g (1) — g (0)) (f (1) — f (0)) dur. Fakat

h{0)=g(0)=f(0)=0
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boylece h (1) = g (1) f (1) dir.

(b) nin ispata, || * gll = [ Hygll = [ Hy-Hyll < IHl|. 15l = 1. gl dur.
Ciinkii Hausdorff matrislerinin ¢arpimi komutatiftir. (a) ve (b) den (c) hemen
elde edilir.

(1.5.4) tanmm kullamghdir. Sadece moment dizisinin carpimi igin mass
fonksiyonunu hesaplamak degil 6zel Hausdorff matrislerinin spektrasimin hesabi
i¢in de gerekli olan bir kullanigtir. Asagidaki teorem bunu agiklar.

Teorem 1.5.16: C nin spektrumu o (C) = {z : lz — —;—l < %} dir.

Kabul edelim ki bazi A kompleks sayilar: icin ((¢t — Apy) * f) (£) = ¢, (¢)
olacak gekilde bir f € BV [0,1] mass fonksiyonu var olsun. Bu durumda

0<t<1ign

u?

ﬁ@):g/fmhmzAfm

dir. Dolayisiyla

ifadesi (0,1) de

/(%) F® , £
“7“[“ 2 +TJ

f) _A-1
ORPY

A-1 -
A sabiti i¢in f (¢) = At % ¢Oziimil vardir. Re (

yi saglar. A = 0 igin iistteki denklem formunu alirki onun bir

> 0 igin f € BV [0,1]

ve Re '1><0mmf¢vaﬂdmIm( —

A A
oldugundan ve spektrum her zaman kapal oldugundan teorem ispatlanir.

)>O,A¢ﬁna&ﬂ<

Uyar: 1.5.17: Teorem 1.5.16 yeni bir sonug degildir, fakat ispat yenidir.
Farkl: bir ispat [33] de goriiliir. [58, Teorem 4] kullamlarak Teorem 1.5.16
nin teknik bir ispati da yapilabilir. C bir agichkli ortalama metod oldugundan

da Teorem 1.5.16, [10, Teorem 1] in zel bir durumudur.
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Uyar: 1.5.18: Teorem 1.5.16 nin benzer teknigi kullanilarak

o(E,q)={z:]z| <1}

oldugunu gosterebiliriz. {68, Teorem 3] tin farkl bir metodu yardimiyla sonug
gosterilebilir. Ayrica eger f (t) =t*, k > 0 ise bu durumda o (H;) = D dur.

Teorem 1.5.19: i%z € L'[0,1] olmak tizere f € BV [0,1] olsun. Bu
durumda f (t) xt € U dur.

(1.5.4) den A (t) = tfl f—i—?du olmak iizere f (¢) ¢t =tf (1) + h(t) dir. Bu
j @),
u2 t
1 1 lf( )
K (#)]dt < ~
dir.

Birinci integralde integrasyon sirasim degigtirdigimizde ikinci integral elde

durumda [0, 1] tizerinde

ll

ve

£ ()]

dudt +

o

edilir, bu ytizden A’ € L* [0,1] dir. Boylece h € L'[0, 1] ve teorem anlagilir.

[59] dan da anla§lld1§1 gibi konservatif Hausdorff matrislerinin kiimesi kon-
servativ matrisler cebirinin bir maksimal komutativ Banach alt cebridir. Bu
sebeple, H 1n her bir elemanimin spektrumu bu alt uzayda tammli ¢arpimsal
lineer fonksiyonellerin kiimesi yardimiyla tamimlamr. (Bak [80, sh.264]). Bu
makalenin geri kalan kismt bu fonksiyonellerin bir aragtirlmasma baghdir ve
[69] un baz: sonuglar: kapsanir.

Teorem 1.5.20: x , x (C) # 0 olacak gekilde H da tammli ¢arpimsal lineer
fonksiyonel olsun. Bu durumda her bir f € BV [0, 1] i¢in x (T7C) = Ty (x (C))
gegerlidir.

Genelligi bozmaksizin f nin azalmayan oldugu kabul edilebilir. 0 <t < §
icin fs(t) = 0,6 <t <1ign f5(t) = f(¢) tammlayahm. Bu durumda
fs € BV[0,1] dir ve ||f — f5]| < f(6) dir. Ciinkii; ¢ — 0 iken f(¢) — 0,
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6 — 0 iken ||f — fsl — 0 dr. Dolaysiyla § — 0 iken |[H; — Hy,|| — 0 dur.
Ctinkii her bir'z € D — {0} igin |Tf (2) — Ty, (2)| < |Hf — Hy,|l , 6 — 0 iken
Ty, (2) — Ty (2) dir.

x (C) = z, z € D—{0} tammlayalim. Teorem 1.5.19 den iét—) e L'[0,1},
[fs (t)*t € U oldugu agiktir. [69, Sonug 1] in ispatinda oldugu gibi x (CHj,) =
2Ty, (2) dir. z # 0 oldugundan x (Hy,) = Ty, (2) dir. é — 0 iken limit alsak
X (Hy) = T (z) elde ederiz ve ispat biter ¢tinki Hy = Ty (C) dir.

Uyar1 1.5.21: [69, Uyar1 3] de z € D igin x (C) = z nin x (T3C) =
T (x (C)) yi sagladigy goriiliir. Yukaridaki teorem D — {0} sonucunu kapsar.

oy = fl t™df olmak tizere x, (Hy) = lim p,, yardimiyla x, tammlayalim. Bu
du.rumdaoxo her bir 0 < ¢ < 1 igin xo (F, q) = 0 6zelligi ile H da sifirdan farkl
bir ¢arpimsal lineer fonksiyoneldir.

Teorem 1.5.22: y , H {izerinde sifirdan farkli garpimsal lineer fonksiyonel
olsun. Bu durumda baz1 0 < ¢ < 1 icin x (¥,¢) = 0 olmasi igin gerekli ve
yeterli kogul ¥ = x, olmasidir.

Eger x = xp ise bu durumda x (E, ¢) = 0 oldugu agiktir. Baz1 0 < g < 1
icin x (E,q) = 0 oldugunu kabul edelim. ¢ , 0 < ¢ < ¢ yu saglasin. Bu
durumda (F,q;) = (E, q) (E, %) dur. Boylece

x(B.q1) =x(B,q) x (E E’ql) =0

dir. Kabul edelimki ¢ < g2 < 1 olsun. lim ¢§ = 0 oldugundan her n igin g7 < g
oldugunu segeriz. Bu durumda x (F,q3) =0, x (¥, ¢2) = 0 saglanr.

Simdi f(1—-0) = f(1) olmak tzere f € BV[0,1] olsun. 0 < ¢ < 1
icin g (t,q) = f (qt) * @, (t) yardimiyla tanmmlanan g fonksiyonunu goz 6niinde
bulunduralim. (1.5.4) yardimyla 0 < ¢t < g igin g(¢,q) = f(t) ve g <t <
1 igin g (t,q) = f(g) oldupu kolayca gosterilebilir. Dolaysiyla ¢ — 1 iken
llg (t,q) — f ()] — O dwr. Her bir 0 < ¢ < 1 i¢in x (E, q) = 0 oldugundan her
bir 0 < g < 1igin x (Hg(t,q)) = 0 dir ve dolayisiyla x (Hy) = 0 dur.

1

A = [t"df olmak iizere her bir h € BV [0,1] , h(t) = f(t) + g, (B)
0
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formunda yazlabilir ve f (t) = h (t) — Ay, () dir. O halde x (H) = A boylece

X = X dir.
Teorem 1.5.23: f € U , a herhangi bir sabit olsun. Bu durumda

o(T5(C)+a(E,q)) = {Tf (2)+ag i :2eD— {O}}

dir.

x , H tzerinde carpimsal lineer fonksiyonel olsun. z € D — {0} igin
x(C) = z oldupunu kabul edelim. Teorem 4 den x (T3 (C)+a(E,q)) =
Ty (2)+ag~* € o (T (C) + a (E,q)) dur. Eger x (C) =0ve x (E,q) =7 #0

ise bu durumda r = ¢~**% olmak tizere bir z € D — {0} mevcuttur. Her

- 1
n tam sayist igin o = a(n) = ~—Z—O&—~, tamumlayalim. Bu durmda
. log q + 2nzni
n — oo iken @ — 0 ve ¢"'*s = r dir. f € U oldugundan n — oo

iken Ty (@) — 0 dir. Boylece yeterince biiyiik her n igin o € D — {0} ve
Ty (z)+aqg~ s € o (T (C) + a (E,q)) dir. Spektrum kapal oldugundan sonug
elde edilir.

Agagidaki 6tnek x (C) = z, z = 0m x (7 (C)) = T¢ (x (C)) yi saglamasma
ihtiyac olmadigini gosterir. C + (&, q) € H oldugunu goz oniine alahm. Uyar:
1.5.18 den —1 € o (E,q) dur. z, __logg - olmak iizere {z,}

~ logq+ (2n—1)mi
dizisini tamimlayalim. Bu durumda her bir n igin 2z, € D — {0} , z, — 0

ve her bir n i¢in x(F,q) = q"l+?1€ = —1 egitligini de saglayan x (C) = 2,
yardimmyla tamimlanan H tizerinde garpimsal lineer fonksiyoneldir. Dolayisiyla
Teorem 1.5.23 den her bir n igin z, — 1 € o (C + (£, ¢q)) dur. Spektrum kapah
oldugundan ~1 € ¢ (C + (E, q)) dir. Dolaysiyla x, (C + (E,q)) = —1 olacak
sekilde bir x,; mevcuttur. Simdi x, (C) = 0 oldugu gosterilecektir. Kabul
yanligtir. Bu durumda x, (C) = z # 0 dir. Teorem 1.5.23 den bazi z € D— {0}
igin —1 = %, (C+ (E,q)) = z + ¢ "% veya g = —(1+2) dir ki bu
0 < ¢ < 1 oldugundan imkénsizdir. Dolayisiyla x (C) = 0 ve x; (£,q) = ~1
dir.

Boylece Teorem 1.5.20 D 1 kapsamaz. Bu ornekde x,(C) =0 m
x1 (E,q) = 01 saflamadif gosterilmesine ragmen Teorem 1.5.22 den kargity
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dogrudur.

Bu boltimiin devaminda o € [0,1] ile farkh BK-uzaylar iizerinde F (o)
Euler matrislerinin aragtirilmas: yer almaktadir.

1.6 /° Uzaylar

Biz gimdi #° dizi uzaylanm tamimlayacagiz, onun énemli 6zelliklerini ifade
edecegiz ve a € (0,1] i¢cin F (a) Euler matrislerini ¢ de matris operatori
olarak gbsterecegiz.

Teorem 1.6.1: (ZP, ||Hp) , 1 < p < oo igin bir BK-uzayidir.

Ispat:1 < p < oo icin # nin koordinat uzay: oldugunu gosterecegfiz. V4 € N
icin ve z € £ icin |z;] < ||z|, gegerli oldufundan Lemma 1.2.2°den (ép, l||[p>
bir K-uzay: ve dolayisiyla da BK-uzayidir.

Teorem 1.6.2(# nin &zelligi):

(a) Jensenche esitsizligi: 1 < p < ¢ < oo igin ||z, < ||z||, gecerlidir ve
bu egitsizlikten # C £ icermesi dogrudur.

(b) 1 <p < oo igin (6", HHP> bir AK-uzayidir.

Gergektende; ¢ € ® alalim. O halde

Ik € N oyleki z = (21,22, ..« , Tk, - -~ ,0,0,...)

geklindedir.

o) ko
Z |ze|P = Z |zel? < o0
k=1 k=1

oldugundan, z € £ ve dolayisiyla da ® C ¢ dir. Ayrica Vz € X icin

g;["]—_—Za:ke’“ , (ekZ(O,O,...,l,O,O,...)>

k=0 k.yer

olmak {izere nli_I’noow[”] = z oldugundan # bir AK-uzayidir.

Tamim 1.6.3(Diizgiin konveks uzay): X bir Banach uzay: olsun. Bu
durumda eger Vn igin [|z,]] = 1, |Jynl] = 1 ve nh_)rgo |z, + yn|| = 2 olacak gek-
ildeki biitiin {z,} ve {yn} dizileri i¢in T}_l_)ngo [|zn — nl] = O egitligi saglaniyorsa

X e duzgiin konveks uzay denir.
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Teorem 1.6.4: 1 < p < oo i¢in (ZP, H.l]p) diizgiin konveks bir AK-BK
uzaydir.

Ispat: Teorem 1.6.2 (b) de £ nin AK-uzay1 oldugu ve Teorem 1.6.1 de ise
P nin BK-uzay1 oldugu gosterildi. 1 < p < oo igin diizgiin konveksligin ispati
(31, sh.7] de bulunur.

a € (0,1] igin E{a) Euler matrisinin ¢ iizerinde bir matris déniigtimi
oldugu ilk olarak Hardy tarafindan incelenmistir. Yapilan ispat Holder
egitsizliginin uygun bir uygulamasindan olugur. Aym zamanda operatér normu
igin bir tahmin elde edilmigtir. Bu styledigimiz veriler [25] de bulunur. Biz
sadece not edecegiz.

Teorem 1.6.5 ( £ {izerinde Euler matrisleri ): 1 < p < co olsun.
a € (0,1] igin

(a) E(a) € B(£)

(0) |E ()] <>
gecerlidir.

E'(a) transpoze Euler matrislerinin aragtirimasi, dual uzay yardimiyla
Teorem 1.6.5 de tekrar ifade edilir. Biz topluca yéntemi verecegiz.

Tamm 1.6.6(Eslenik (Adjoint) operatorler): (X, ||.||) bir normlu uzay
ve A € B(X) olsun. X in dual uzaym X’ = B (X,C) ile gosterelim. Her
z€ X ve feX igin

(f 0 A)(z) = (A(f)) (=)

szelligiile bir A' € B (X') vardir ve || Al = ||A'l|x, gecerlidir. Bu A'operatoriine
A nan adjoint operatéri denir. Bununla ilgili ayrintili bilgi i¢in [62, sh.93] e
bak.

1 < p < oo igin ;— + é = 1 olmak &zere (£P)" ile £9 izomorfik izomorftur.

Eger x € P ve y € £ igin

(z,y) = Zwky/c

k=0

38



elde ediliyorsa £2 ve (¢7)’ arasindaki

.0 — ()
y — < ,y>

operatorii bire bir ve érten oldugundan £ ve (£7)' izometrik izomorftur.

(z,y) = @ (y) (z) e karsilik her z € 7 ve y € £7 igin her A € B () de
(Az,y) = (z, A*y) ozelligi ile bir A* € B (¢9) vardur.

A* = 971 o A o ® ifadesi gegerlidir Syleki ® nin izometrik izomorfu vasi-

tasiyla A* ve A" min normlar1 uygun diiser, yani;
[ A g = 1A [l

gegerlidir. Teorem 1.6.2 (b) ve Teorem 1.6.5 yardimuiyla her A € B (#P) bir
matris dontigtimidir. A = (ank), ey Matrisine ait bilegenler a,, = [Ae*]
(n, k € N) bigimindedir. Bu ifadelerle A* € B (£9) nun da bir matris operatorii
oldugu tespit edilir. Bu durumda A" = (a};),,ex matrisinin bilegenleri
ayy, = [A*e*] (n,k € N) ile hesaplanr.

Her n, k € N igin uygun 6zdeglikten dolay:

[A*e®] = (e" A%e") = (Ae" ") =[4e"], (n,k€N)

ay, = 0rn (N, k € N) ve A* = A’ oldugu anlagilir.

Bu gosterimlerden Teorem 1.6.5 yardimiyla E*(«) traspoze Euler matrisleri
hakkinda agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 1.6.7(  iizerinde transpoze Euler matrisleri): 1 < p < 00
ve % + é =1 olsun. Bu durumda her hangi bir & € (0, 1] igin

(a) E*(c) € B(#P)

(b) ()|l < 07
gecerlidir.

Rhoades 1980 de H € B (£) olmasi i¢in gerekli ve yeterli bir kogul vermistir.

Bu kosulu vermeden tnce agagidaki lemmay: ispatlayacagiz.
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Lemma 1.6.8: Bir tiggensel A matrisi;
(1) Ae B(f),

7
(2) tr = }: lank| , 7 ye gore monoton artan,

(3) t, = Z Gnx Olmak tizere hmt mevcut
kogullarini saé;lasm Bu durumda A 6 B (c) dir.

Ispat: (1) sikk: her N > k icin Z lank] < M yi saglayan sup, ¥ |ank| <
=k n=k

oo a denktir. Burada M , N ve k dan bafimsizdir. [0, V] iizerinde k ya
N N
gore toplam, > > |ank| < M (N + 1) esitsizligini saglar. Toplamm sirasmi

k=0 n=k
degigtirirsek

N *
< .b.
ZNH_M (1.6.1)

elde edilir. (1.6.1) in sol tarafi, {¢;} dizisinin bir mertebeli (C,1) Cesaro
matrisinin N-inci terimidir. {¢}} monoton artan oldugundan, B (c) iizerinde
A min normu || 4|, = liqxznt;’; dur. Eger [|A]], = oo ise bu durumda (C, 1) in total
regiilerlifinden N — oo igin (1.6.1) in co oldugu elde edilir, bu bir celigkidir.
Dolayisiyla [|A]], sonludur. (1) sikki A nin siitun limitinin sifir oldugunu ve (3)
sikki satir toplamumun limitinin varlig elde edilir. Dolayisiyla A € B (c) dir.
Teorem 1.6.9: H bir Hausdorff matrisi olsun. Bu durumda H € B (4)

olmasi icin gerekli ve yeterli kosul p niin

[ 148 ()]
/

kogulunu saglayan bir moment dizisi olmasidir.

(1.6.2)

Ispat: [26, sh.279] dan, eger 1 bir moment dizisi ise bu durumda H €
B (2) olmasi igin gerekli ve yeterli kogul p niin (1.6.2) i saglamasidir. Hardy'nin
isledigi esas teorem (H*,u) konservatif Quasi Hausdorff metodudur, fakat
(H*, p) sadece (H, ) matrisinin transpozudur. Bu yiizden H* regiilerligi icin
norm gart1 H € B (£) i¢in norm gartinm aymsidir.

4+ bir moment dizisi oldugundan eger H € B (£) ise o defigmez.
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[26, sh.254] veya [32, Lemma 2, sh.177] den {t:} , n ye gbre monoton
artandir. H 1n her bir satir toplaminin toplami g dir. Boylece lemmanin (3).
sikki saglanir. Lemma uygulanarak [26, sh.260] a denk olarak H € B(c) , p
bir moment dizisi olur.

1.7 ¢g ve ¢ Uzaylar:

Bu boliimde (£%,}.||.,) tarafindan indirgenen norm ile bir BK-yapisim
tagiyan cg ve ¢ dizi uzaylarim verecegiz. Bu uzaylarda E(c) Euler matrisi
a € (0,1] i¢in matris operatorii olarak elde edilir.

co ve c¢ dizi uzaylar1 £*° tarafindan indirgenmis ||.|,, normu ile normlu
uzaydir. Agik olan soru bunlarin BK-uzay: olup olmadigidir. Bu agagidaki
teoremde verilir.

Teorem 1.7.1 : (co, ||.]l..) ve (¢ ]].]l) BK-uzayidir.

Ispat: Her iki dizi uzayida bog degildir giinkii ¢ , (£*°,]).]]) iginde ve co ,
(€, |I.Il) iginde kapalhdir. BK-uzay1 dzelligi Lemma 1.2.2 yardimiyla z € £%
ve 7 € N igin gegerli olan tahminden lz;| < ||z||,, gegerlidir.

Simdiye kadar tammlanan ozellikleri ile verilen dizi uzaylar: arasindaki
iligkilerden bahsedelim.

(a) 1<p<ooigin® C £ CcyCcC £ igerme zinciri gegerlidir.

(b) (co, ||-llo,) bir AK-uzayidir.

(c) , (co, |.I..) da yogundur.

(d) 1 < p < oo olsun. Her z € £ igin ||z, < ||zl esitsizlifi gecerlidir

Buradan sonug olarak
i: (@, 110,) = (co, 1)

icerme doniigtimiiniin siirekliligi elde edilir.

P {izerindeki farkliliklarda « € [0, 1] igin ¢ ve ¢ tizerindeki F (o) nin kendi
{izerine doniisiim 6zelligi kolayca elde edilir. Silverman, Kojima-Schur ve Teo-
plitz sonsuz bir matrisin 6zelligini karakterize etmigtir ve ¢, ¢p tizerinde kendi
tizerine bir déniigiim oldugunu yanhz katsayilarin yardimiyla bulmugtur. Bu-

radan Euler matrisleri igin ispatsiz olarak agagidaki teoremler ifade edilir.
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Teorem 1.7.2(cy lizerindeki Euler matrisleri): o« € (0, 1] igin

(a) E () € B(c)

() 12 )], <1
ifadeleri gegerlidir.

¢ lizerinde Euler matrisi icin agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 1.7.3(c lizerindeki Euler matrisleri): o € [0,1] igin

(a) E(a) € B(c)

(b) IB (@), <1
gecerlidir.

Teorem 1.7.4: (H*, u) € B (c) olsun. Bu durumda (H*, ) M tipindedir.

[57] de en fazla sonlu sayida p,, esas kogegeni sifir olan H* 1 M tipinde
oldugu gosterilmisgtir. Sharma [68] de bu gart: kaldirarak ispat: farkh bir gek-
ilde yapmugtir.

H* , H 1 transpoze matrisi oldugundan H € B (c) sartt H* € B (¢) ye
denktir. Teorem 1.6.9 dan x bir moment dizisidir. Béylece bir 3 (t) € BV [0,1]
fonksiyonu igin p, = Ofl t™df (t) mevcuttur.

F(z) = / tdp (t)
0

tamimlayalim. Bu durumda F' , Rez > 0 igin analitiktir ve Imz = 0 da
stireklidir. Ustelik, eger b; Rez > 0 da F nin reel sifirlarin gosterirse, [9] dan
Z(;l: < oo saglamr. H* i M tipinde oldugunu stylemek H mn £ de 1 -1
oldugunu stylemeye denktir.

§ binom katsayilar: ile isaretlenmig ii¢gen matris ve M kisegen girigleri p,
ile bir kégegen matris olmak iizere H = §M$ oldugundan carpmanin birlesme
ozelligini kullanabiliriz ve 6 min kendi kendinin tersi oldugunu gosterebiliriz.
bt =0 yanin =0,1,2, - igin p,Alty = 0 dir. Simdi [20, Teorem1] e bag

vurarak ¢ nin sabit bir dizi olduguyla sonuglandirabiliriz. Sonug £ de sadece o

dizi sabit dizi oldugundan elde edilir.

42



1.8 HP Uzaylar

Bu kisimda holomorf fonksiyonlarin Hardy uzay: yer almaktadir. Gegen
kisimda oldugu gibi Euler matrisi ve o parametreli transpoze Euler matrisinin
kendi tizerine lineer doniisiim olup olmadifiyla ilgili soru ile ugragilacaktir.
Bunun yaninda stirekli bilegke operatoriint tanimlayacagiz. Bilegke operator-
lerinin matris doéntisiimii oldugunu ve onlarin matris gosterimlerinin trans-
poze Sonnenschein matrisi oldugunu gosterecegiz. Ayrica o parametreli Euler
matrislerini transpoze Sonnenschein matrisi ile bir ¢arpim matrisinin matris
garpimi olarak tamimlamak igin sonsuz matrislerin yardimu ile ¢arpim operator-
lerini tammlayacagiz. Bu iligkiler yardimiyla H? uzaylarinda operattr normu
icin tahminler yapilabilecektir.

Tanim 1.8.1: f bir z; noktasinin bir komgulugunda tanumli olsun. Eger
Lo F2) — £ ()

z—zo Z— 2y
denir. Bu limit degeri f (2) ile gosterilir ve f (2) sayisina f nin zo daki tiirevi

limiti varsa, f fonksiyonuna 2o noktasinda diferansiyellenebilir

denir, yani;

f (o) = i T =)

olarak tamimlamr.

Tamm 1.8.2(Analitik (Holomorf) fonksiyon): f kompleks fonksiyonu
bir zp noktasimin belli bir B (zg,¢) komgulugundaki her noktada diferansiyel-
lenebilir ise f , zg da analitiktir denir.

Tanim 1.8.3: Diizlemde bir 2 agik kiimesinde tanmumlanan bir u fonksiyonu
agaghidaki ozellikleri saglarsa alt harmonik fonksiyon denir.

(a) Vz €  igin —o0 < u(z) < co.

(b) u, 2 da iistten yar siireklidir.

(c) D (a;7) C © oldugunda

™

u(a) < 517; /u (a+r.e?)do. (1.8.1)

-7

(d) (c) deki integraller —oo olmaz.
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Not edelim ki (c¢) deki integraller daima mevcuttur ve +oo olamaz, ¢linkd;
(a) ve (b) v nun her K C 2 kompakt kiimesi tizerinde tistten simrh oldugunu
gosterir. [Ispat: K, , u(2) > n olan her z € K elemanlanimn kiimesi ise
K > Ky D Ky D -+ boylece ya baz n ler icin K,, = & dur yada baz
z € K lar igin u (z) = oo durumunda NK, # & dur.] Boylece (d) , (c) deki
integrallerin L' (T") ye ait oldugunu styler.

Her reel harmonik fonksiyon agikca alt harmoniktir.

Terimler ve iligkiler: C iginde agik birim daireyi I ile ve D nin smurim
OD := D\D ile gosterecegiz. f : D — C holomorfik fonksiyonlarin vektor
uzayi H (D) ile gosterecegiz. Eger f € H (D) fonksiyonu, f nin Taylor
katsayilar1 dizisi ile verilirse H (D) lineer béliim uzayina bir dizi uzay1
olarak bakilir. Ayrica smurh ve holomorfik fonksiyonlarin kiimesini H* ile
gosterecegiz.

H (D) lokal konveks uzayn: Ilk énce H (D) ye bir bakig atacagiz. Her

bog olmayan kompakt K C D kiimesi i¢in p; yar1 normu
pe(f) = max|f ()] , fe€H(D)
ile tamumlanir ve eger yar: norm ailesi
P:={p, |®#K CD , K kompakt}

olarak alinwrsa (H (D), P) bir Frechet uzayidir.

Topolojiyi meydana getiren

oo

i —k  Pr; (f_g)
d(f,9) .—;2 o (F=9) (f,9 € H (D))

ile bir yar1 metriktir. Burada Kj 1= {z eC:|z|<1— —k—j_—f} dir.

H (D) polinomlarm kiimesini igerdiginden bir AK-uzayidir. O halde @
sonlu dizilerin kiimesi ve kuvvet serisi kompakt kiimeleri diizgiin yakinsak ya-
par. Ayrica f € H (D) igin Cauchy esitsizliginden m, koordinat izdiigimiiniin
stirekliligi elde edilic. O halde Lemma 1.2.2 den FK-ozelligi elde edilir. Bu

durumda agagidaki teorem gecerlidir.

44



Teorem 1.8.4 : H (D) bir FK-AK uzayidir.
Tamm 1.8.5(H? uzaylar1): 0 < p < oo olsun. Bir f € H (D) fonksiyonu
ve0<r<1ligin

1
2w ?
1 ;
M, (r, f) == {% / |f (re™) |pdt} (1.8.2)
0
tanmimlayalim. Bu integral ortalamas: yardimiyla
[fll, == sup M (r, f) (1.8.3)
0<r<1
esitligi tarumlanir. Bu durumda
H? = {f e H(D): |f], < oo} (1.8.4)

climlesine H? Hardy-uzay: denir.
Teorem 1.8.6:
(a) Herhangi bir f € H (D) icin genellestirilmis integral ortalamasi p = oo

icin

Moo (r, f) == max |f (re”)] (1.8.5)

0<t<27r

olarak tammmlanirsa basit bir hesaplama ile

sup Moo (r, f) = || Fllo (1.8.6)
0<r<i

elde edilir.

(b) HP nin tammindan Helder egitsizligi yardimiyla ve (a) ile Vf € H (D)
ve 0 < p < g < oo igin [[fll, < [Ifll, elde edilir. Bununla birlikte H? > H?
icermesi gegerlidir.

(c) f € HP fonksiyonunun normu igin
I£1l, = lim M, (r, f) (1.8.7)

gecerlidir ¢linkii Vf € H (D) ve 0 < p < oo igin M, (r, f) integral ortalamas:
r € [0,1] i¢in monoton artandir ( [63, sh.338] )
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Teorem 1.8.7 : 1 < p < oo igin (Hi”, HHp) bir BK-uzaydur.
Ispat: Tamlg ispatlamak igin kabul edelim ki {fa} , HP de bir Cauchy
dizisi, |z] <7 < R < 1 olsun. 0 merkezli R yaricapli cember etrafinda f, — fim

ye Cauchy formiiliinii uygularsak

(B=7) | fu(2) = fm (2) [S [|(fn = fm)plly < W(Fa = fu)l,

gegerlidir. Bu esitsizlikten {f,} , bir f € H (U) fonksiyonuna U kompakt alt
kiimesi tizerinde yakinsar. Verilen € > 0 ve her n > m icin ||(fn — fll, < €

olacak gekilde bir m vardir ve buradan r < 1 igin

1 = Frdely = T (= Fo,l, <

gegerlidir. Bu m — oo i¢in [[(f — fu)ll, — 0 oldugunu verir ki H? tamdir.
Simdi f , H? de (bg, b1, bs,...) Taylor katsayilar: ile bir fonksiyon olsun.

Bununla birlikte 0 < r < 1 ve herhangi bir & € N i¢in Cauchy integral formiilii

ve Holder esitsizligi yardimiyla baglangic etrafindaki r yaricapli Dr ¢emberi ile

27
_ | [f@ 1| [ f(re”)
[Bal = 2mi [ zrtl dz) = 2r | ) (ret)” %
Dr
27

11 )
< g [1F G as

0
27
1)1 "
< ;ﬁ{g/lf(’"ez)
0

elde edilir. Ayrica p = oo igin Holder egitsizligi yerine dogrudan » — 17 igin

P
pdt} - %Mp (r, f)

limit almirsa [b,| < || f], elde edilir. Bununla birlikte 1.1.2 den H? bir K-uzay1

olur. Boylece istenilen elde edilir.
1.8.8(HP nin dzellikleri): 1 < p < co igin (HP, ]|.|]p) , (LP [0,21], H-Hp)

nin kapah bir alt uzayma izometrik izomorftur. Bu

2m
LE = {f* € L7[0,2n] : %/f* (t)e ™dt = 0,n € Z,n < 0}
0
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dir.

Jf € HP nin Taylor katsayilar, gosterilen izometrik izomorfun f* € Lf
fonksiyonunun Fouriyer katsayilar: ile uygun diiger. Bu sonuclar hakkinda
daha genig aciklamalar Fischer’in [19, sh.133-174] kitabinda ve Rudin {63,
sh.335] de yer alr.

Riemann-Lebesgue teoremi yardimiyla HP hakkindaki bilgiler bir dizi
uzayina indirgenebilir.

1 < p < ooigin f € LP[0,2n] fonksiyonunun Fouriyer serisi, L? normu
icinde f e yakinsadigindan HP nin bir AK-uzay1 olmasi sonucu ¢ikar. Zymund
(83, sh.198].

Ayrica IP [0, 2] nin diizglin konveksligi Hirzduruck-Scharlau [31, sh.75]
de uygun H? uzaylarina iletilir. Buradan

() 1 < p < ooigin HP C ¢y dir. Ciinkii; f nin Taylor katsayilar: dizisine
(bn) := (bo, b1,ba,...) dersek f(z) = > bp2* ve 3 bp2” serisi k£ — co icin f (z)
ye yakinsadigindan ve yakinsak serilerfn genel ter?mi sifira gidecefinden by — 0
dir. Dolayisiyla yukaridaki diiglincelerden H? C ¢g elde edilir.

(b) 1 <p < oo igin (HP, I .llp) diizgiin konveks bir AK-BK uzayidir.

Simdi o parametreli transpoze Euler matrislerinin aragtirilmasi ile ige
baglayacagiz. Bu maksatla bileske operatérlerinin tanimi verilmelidir.

Tanim 1.8.9(Bilegke Operatorii): ¢ € H (D) ile ¢ (D) C D olsun. Bu

durumda
Co:H(D) — H(D)
o= Co(f)i="Ffop

(1.8.8)

biciminde tanimlanan lineer déniiglime bileske operatéri denir.
C, bileske operatoriiniin H () iizerinde matris doniistimii olup olmadig
ve f € H (D) nin Taylor katsayilarmm, f o ¢ nin Taylor katsayilar arasinda

hangi iligkilerin bulundugu sorularinin cevaplanmasi gerekir.
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Tanim 1.8.10(Sonnenschein Matrisi): D , C icinde 0 € D ile bir
bolge olsun. ¢ : D - C , z =0 da holomorf olsun. Bu durumda
(p(2))" fonksiyonunun z = 0 noktasindaki Taylor katsayilari yardimiyla
tamimlanan matrise Sonnenschein matrisi denir. Yani; Sonnenschein matrisine

Sy = (Snk)n,keN dersek

oo

()" = smz* , (neN)

k=0
gecerlidir.
Sonnenschein matrislerinin yardim ile f ve f o ¢ nin Taylor katsayilar
arasmdaki iligki agagidaki teoremle verilir.
Teorem 1.8.11(Bileske Operatorii): (D) C D ile p € H (D) olsun.
Bu durumda C, : H (D) — H (D) siirekllidir ve bir matris déntsiimiidiir.
Ayrica

gegerlidir. Her f € H (D) igin f o ¢ nin Taylor katsayilar S, transpoze Son-
nenschein matrisi ile f nin Taylor katsayilarinin ¢arpimi vasitasiyla elde edilir.

ispat: Her f € H (D) ve bos kiimeden farkli kompakt K C D kiimesi igin
@ (K) kompakt oldugundan

pi (Cof) = i (f 0 @) = py(xy (f)

simrhdir ve dolayisiyla C,, siireklidir.

C, nin H (D) tzerinde bir matris dontigiimii olmas1 A (D) nin FK-AK uzay:
olmasindan Teorem 1.2.6 dan elde edilir.

Cy = (Cak (), ey matrisinin katsayilarina bakahm. Bilegke operatoriintin

tamm ve f = z*¥ € H (D) fonksiyonunu kullanirsak
[Co ()], = [ o], = [(e ()]
= [z Skaj} = Skn

§=0 n
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gecerlidir, burada (¢ (z))* nm ifadesinde Tanim 1.8.10 kullamlmgtir. Dolayisiyla
Cp = S}, elde edilir.

¢ hangi kosullar1 sagladiginda C, bilegke operatériintn H? uzayinda kendi
tizerine bir dontigtim oldugu sorusu sorulur. Bu durumda Teorem 1.8.11 den C,,
otomatik olarak C, = S}, ile bir matris doniistimtidiir. Bu sorunun cevaplan-
mas1 yontemi, ¢ uygun kogullara sahip olmadigindan Littlewood’un altordinag
prensibidir.

Teorem 1.8.12(Littlewood’un altordinat prensibi):

I1<p<oovep(D) CDvew()=0iley e H(D) olsun. Bu durumda

her f € HP ve her 0 < r < 1 i¢in
My (r, f o p) < My (r, f)

gegerlidir.

Ispat: Duren [18, sh.10]

¢ (0) = 0 kogulunu saflayan bilegske operatorleri igin dogrudan dogruya
bir ifade elde edilir. Agagida bizim ic¢in tnemli olan 1 < p < oo durumu ile
ilgilenecegiz.

Sonug 1.8.13: 1 <p<oove (D) C Dile e H(D) ve ¢(0) =0 olsun.
Bu durumda

(a) C, € B(HP)

(0)[|Coll o = 1
gecerlidir.

Ispat: Ilk 6nce Teorem 1.8.12 yardimyla f € HP herhangi bir fonksiyon
olmak tizere, ¢ (0) =0ve 0 <r < 1 igin

1Cu 1, = £ o9l =5 [ 17 (o tre) P

2
< o [t Pae= sl

elde edilir. Buradan ||C,l|,, < 1 ile C, € B (H?) elde edilir. Eger f i¢in her

hangi bir 6zel sabit alinirsa operatér normunda esitlik ortaya cikar.
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Yukaridaki teoremde ¢ (0) = 0 kogulunun kaldirilabilecegini gosterelim.
Bunun igin birim ¢emberin her hangi bir ¢ holomorf doniigiimiiniin, M&bius

doniigiimii yardimiyla ¢ (0) = 0 a dontistigiini gosterelim. Gercekten de

7:D - C

¢ (0) — =
—p(0) 2

z = 1(2) =

Mobius doniigiimiinii kullanalim. 7, D) nin kendi tiizerine bire bir analitik

fonksiyonudur. 7 (z) nin tirevi

b= Lo @F =1
(1-o072)

ile verilir. R = |¢ (0)]”" oldugunda &D nin goriintiisii R.D ye holomorf olarak
genigletilebilir. 7 donistimii ile ¢ (0) , 0 a ve 0 da ¢ (0) a doniigiir. Ashnda 7
kendi tersine egittir.

Simdi ¥ : 7T o ¢ holomorftur ve % (0) = 0 saglanir. Boylece bir tnceki

~! = 7 oldugundan ve 771 0¢) = (77 0 7) 0 olacagindan

iglemin uygulamas: 7
¢ = 7o 1 elde edilir. O halde

27

I /|<f07 ) i

0

< /wvw*vﬁ—/u (€))7 |7 ()] at

0

o If ()
(1=l (0 /ll_w(o)eu zdt

IA

1+ | (0)] £it) [P
1—wmn!“()'“

gecerlidir. Biitiin bunlar gosteriyor ki ¢ € H (D) yi ne alirsak alalim



bilegske operatorii iyi tanimhidir ve

-z (25

ile sirhdir.

Sonug 1.8.13 un genellestirilmesi ile agagidaki teorem elde edilir ve bu teo-
rem yukarida ispatlanmigtir.

Teorem 1.8.14(}fp iizerindeki bilegke operatérleri): 1 < p < oo ve
¢ (D) C D ile peH (D) olsun. Bu durumda

(a) C, € B (HP)

012160 < (1200

gegerlidir.

Teoremin (b) sikkinda verilen normun en az 1 oldugunu gérmek icin Jar-
chow [14, sh.232] ye bakimz..

Teorem 1.8.11 in Teorem 1.8.14 ile kombinasyonu ile transpoze Sonnen-
schein matrisleri i¢in agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.8.15( HP {izerinde transpoze Sonnenschein matrisleri):
1<p<oovep(D cCDilepe H(D) olsun ve S, Sonnenschein matrisini
gostersin. Bu durumda

(a) St € B (H?)

(B) 1< [|Sg ]l < (
gecerlidir.

1 —|s10]

Simdi Sonug 1.8.15 ye iki 6rnek verecegiz. Ik srnekte, o € (0, 1] parametreli
F* () transpoze Euler matrislerinin AP nin kendi tizerine lineer bir doniigtimi
olup olmadig1 sorusunu cevaplandiracagiz ve operatdr normuna ait ilk tahmini
vererecefiz. Ikinci ornekte, o € (0, 1] parametreli transpoze Taylor matrisini
verecefiz. Bu 7" (a) nin yardimiyla E () Euler matrislerinin aragtirilmasi

yapilacaktir.
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Ornek 1.8.16: 1 < p < oo olsun. Herhangi bir « € (0,1] icin

oD — C

z — p(2) =az+1—a

holomorf fonksiyonunu alalim.
0 (2) = laz+1-c] <of.]d +]l -] Sa+1-a=1

oldugundan ¢, birim ¢emberi kendi izerine donistiirtir.

n

()" =(az+1—a)" =) (Z) of (1 — )" "2

k=1

olur ki spp = (Z) o (1 — )" * elde edilir. Teorem 1.8.1 den C, = S}, ve
Euler matrisinin tanimindan S, = E*(a) elde edilir. O halde Sonug 1.8.15
den a € (0, 1] igin

(a) E'(a) € B (HP) 1

)12 I8 @)l < (1)

ve eyg = ((1)) o® (1 — a)' =1 — @ oldugundan

1
2—a\°r
1< @)l < (152)
elde edilir.
Ornek 1.8.17: 1 < p < oo olsun. Herhangi bir o € (0, 1] igin
ve:D — C

(694
z =, (2) = m

holomorf fonksiyonunu alalim.

¢, (z) birim ¢gemberi kendi tizerine dontigtiirtir. Bu durumda Sonnenschein
matrisi agiklanan T (o) Taylor matrisidir. Boylece Sonug 1.8.15 den transpoze
Taylor matrisi hakkinda « € (0, 1] icin

(a) T* (o) € B (HF)
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(b) IT* ()| =1
gegerlidir.

Ne yazikki o parametreli Euler matrisi bilegke operatorii ile degil, birim
gemberin uygun holomorf kendi tizerine doniigiimii ile agklamr. E(e) yn
HP nin lineer kendi tizerine doniiglimii olarak g6stermek icin bagka metodlara
bagvurulur. Bu maksatla hergeyden tnce garpim operatérlerini tammlayacagiz.

Tanim 1.8.18(Carpim Operatdrii): ¢ € H (D) olsun. Bu durumda

My :H(D) — H(D)
o= yf
bi¢iminde tamimlanan M, lineer dontistimiine ¢arpim operatéri denir.
Tanim 1.8.19(Carpim Matrisi): D, C icinde 0 € D ile bir bélge
vy : D — C, z = 0 noktasinda holomorf bir fonksiyon olsun. % nin

(po, p1, D2, - - - ) Taylor katsayilari yardimiyla

DPn-k kSn
0 , k>n

Dok ‘=

olmak tizere (pni) matrisini tammlayalim. Bu P, := (pnx) matrisine carpim
matrisi denir.

Carpim matrisleri yardimiyla f ve ¢f nin Taylor katsayilar1 arasmdaki
iligki agagidaki teoremle verilir.

Teorem 1.8.20(Carpim Operatérleri): ¥ € H (D) olsun. Bu durumda
My : H(D) — H (D) ¢arpun operatorii siireklidir ve bir matris dontigtimiidiir.
Ayrica My = Py egitligi gegerlidir. Her f € H (D) i¢in Py ¢arpum matrisi, ¢ f
nin Taylor katsayilar: ile f nin Taylor katsayilarinin ¢arpimindan olugur.

Ispat: f € H(D) ve D nin bog olmayan kompakt bir K alt kiimesi icin

i (¥) < oo olur.
pr (Myf) = px (VF) < pr (V) px (f)

oldugundan M, sinrli, dolayisiyla da siireklidir.
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H (D) bir FK-AK uzay: oldugundan Teorem 1.2.6 den My, , H (D) tizerinde
bir matris déntigimiidiir.
Simdi My := (Mnk (¥))preny matrisinin  katsayllarima bakalim. Her

f € H(D) icin My (f) = ¢ f oldugundan f = z* € H (D) olarak alirsak

ma (Y) = [My (8)], = {Z%zﬂk}

{ip ij] { Pn—k k S’l’l;
k2 | =
n

Il

j=k 0 , k>n

elde edilir, burada My nin ifadesinde Tamm 1.8.19 kullamilmigtir. O halde
My = Py oldugu elde edilir.

Simdi carpim operatoriiniin B (H?) de olmasi i¢in 1 ye baz1 kogullar ekleye-
cefiz.

Teorem 1.8.21(HP iizerinde garpim operatérleri): 1 < p < oo ve
1 € H* olsun. Bu durumda

(a) M, € B(HP)

(b) Myl < ¥lloo
gecerlidir.

Ispat:

[Mplle = 19 llere < 1 Plloo - 11220

olur ki her iki tarafi f # 8 igin || f||,;» ye boler ve sup alisak |[%f [z < [[¥lle
elde edilir ve dolayisiyla da Teorem 1.8.20 yardimiyla M, € B (HP) elde edilir.
Bu ifadelerle birlikte o parametreli Euler matrisinin normunun nasi
verilecegini agagidaki trnekle gosterecegiz.
Ornek 1.8.22: Herhangi bir o € (0, 1] igin
vo:D — C

(694
z = g (z) = (=02

holomorf fonksiyondur.
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Ayrica z € D igin Schwartz Lemmasindan |, (2)] < |2z| dir. Clinkii

v, (0) = 0 ile kendi iizerine déniigiimii s6z konusudur. Buradan her a € (0, 1]

icin
Pe: D — C
2 e ()= P2
(%4
bigiminde tanimlanan fonksiyon
0q(2)| _ loa(2)] _ ||
= = < =
[ (2) az ol |z| ~ alz]  «

1
ile holomorftur. Boylece ||¢, |l < - gecerlidir.

1 < p < oo igin Teorem 1.8.21 ve Sonug 1.8.13 dan
My, oC,, € B (HP)

bi¢iminde tamimlanan operatdriin genis bir gsekilde aragtirilmas: gerekir.

Teorem 1.8.21 ve Ornek 1.8.17 yardimiyla operatér normu igin
‘ 1
“M"/’a o C‘Pa ”HP < ”M‘/’a“HP 0 “C a”HP < Hwa“oo < o

gecerlidir.
Simdi My_ o C,, nin matrisini belirleyelim.

oo

Yolz) =) (1-a) 2"

n=0

kuvvet serisine sahiptir. 9, ve P,_ ¢arpim matrisine ait pns (o) bilegenleri igin

1-—a)"* , k<n
Pk (@) =
0 , k>n

elde edilir. T () matrisinin C,_ da diizenlenmis tn; katsayilar igin

1 , k=n=20
tae (@) == ¢ (PHok (1 - )" * | 0<k<n
0 , k>n
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gegerlidir. Py carpim matrisi satir sonlu oldugundan M _o C, nin matris

dontisimii
Py, T (a)

matris garpinu ile verilir. Bu matris ¢arpiminin bilesenlerini dy (@) ile gos-

terirsek her n € N i¢in
dno (@) = (1 — )"
hern,k e Nve 0 <n < kigin
Ank (@) =0

ve diger n, k € N ve k < n icin

n

() = Doy (7))o 01— 0y

i=k

n .
_ k Nk J— 1
= a'(1—a) Z<k~1)
j=k
= (Z) of (1—a)™*
ifadeleri elde edilir.

Tamm 1.5.6 dan F (a) Euler matrisleri ile kargilagtirldiklarinda
By T (o) = E () (1.8.9)

ozdegligi goriliir.

Yukarida yaptiklarimizi ézetleyecek olursak 1 < p < oo ve her a € (0,1]
olmak iizere o parametreli Euler matrisleri i¢in agagidaki ifadeleri ispatlamig
olduk.

(a) E (a) € B(H?P)

(5) 1B (@lln < @

Not 1.8.23: Teorem 1.8.21 ve Sonug 1.8.13 un Teorem 1.8.20 ve Teorem
1.8.11 ile degigtirilmesi sonucu a € (0,1] igin E (o) mn B (H (ID))de oldugu

sonucu ¢ikar.
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Bizim simdiye kadar ki gozlemlerimizde E* (o) transpoze Euler matrisi ve
E (@) matrist igin ilk norm tahminleri elde edilmistir. Simdiki uygulamalarda
bu tahminler daraltilacaktir. Bunun igin agagidaki teoremler Hardy uzaylan
teorisinden olusur.

Teorem 1.8.24(Blasche garpimi): 0 < p < oo olsun. f € HP\ {0} icin
f nin 0 durumunun Blasche garpimim B ile gosterelim. Bu durumda her s > 0

igin h € H*® fonksiyonu icin ||4]|; = || |} gecerlidir. Burada
f = Bh»

dir.

Ispat: Rudin [63, sh.339] a bak. Orada yalmzca s = 2 6zel durumu
ispatlanmistir. Ispatin analizi yapildiginda kosulun bagimsizhig elde edilir.

Not 1.8.23: B Blasche carpimi ile bu baginti i¢indeki detaylar Rudin [63,
sh.310] da gosterilir. Bununla birlikte || Bf|,, < 1 ifadesini Teorem 1.8.24 de
Blasche ¢arpimin uygulanmasiyla elde ederiz.

Ayrica Rudin [63, sh.341] de H? hakkinda asagidaki sonuglar bulunur ki
bu sonug¢ 1.8.8 den elde edilir.

Teorem 1.8.26(H? nin karekterizasyonu): b := (bo,b1,by,...) Taylor
katsayilari ile f € IZO (D) olsun. Bu durumda

(@) feH & Y [bol* <00

) 11£1l, = el
gegerlidir.

Teorem 1.8.24 ve Teorem 1.8.26 ile bir S':'a transpoze Sonnenschein
matrisinin operatér normunun p den bagimsiz oldugu goriilir.

Teorem 1.8.27(Transpoze Sonnenschein matrislerinin operator normu):
1<p<oovep(D CDileye H(D)osun. C, : H? — HP garpim oper-

atoriini ve S, Sonnenschein matrisini gostersin. Bu durumda
t 2 o
18510 = I Cellzs = 1Collfr = [| Sl
gegerlidir.
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Ispat: Ilk ve son esitlik Teorem 1.8.26 ve Teorem 1.8.11 den hemen elde
edilir. Geri kalan ifadeleri ispatlamak igin her hangi bir f € H? alalm ki bu
Teorem 1.8.24 e gore s = 2 ile faktorize edilsin, yani; h € H? ile f = Bh3 ,
ANz = IF1IE ve | Bllo, < 1 olsun. Bu durnmda M, (r, f o ) i¢in

My fo0)) = 5 [I(Fop) (re)at
0

2w
1 ) 2 o

= 5 / ‘(B o) (re) (hP o go) (re™) Tt
0
2m

< 2__17r / |(h o) (reit)|2dt
0

= (Mz(r,hoyp))’

elde edilir. Bu son egitsizlikte r — 17 icin limite gegilirse
ICoFIE = 11 ol < kol = ICohl; < IC,I% - lIhll;

= |Coll 2 - IFII%

elde edilir. HP iizerinde C, operatoriiniin normu icin her iki taraf | f||? na

boliiniir p. kok almir ve f # 6 i¢in sup alinirsa

1Coll e < 1IC, 150

elde edilir.

Eger p ile 2 nin rolleri degigtirilirse egitsizlifin tersi elde edilir ve boylece
istenilen ispatlanmig olur.

Teorem 1.8.27 yardinmuyla o € (0,1] parametreli transpoze Euler matris®
lerinin operattr norm tahmini daha da daraltilabilir.

Teorem 1.8.28( H” {izerinde transpoze Euler matrisleri):1 < p < oo
olsun. Bu durumda her hangi bir & € (0, 1] i¢in

(a) E* (a) € B (H?)

(b) 1B (@)l r < @7
gecerlidir.
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Ispat: Ornek 1.8.16 (a) dan (a) sikk: elde edilir. Ornek 1.8.16 den

Yo: D —- C

z = @ (z)=0z+1l—a

bigiminde tanimlanmigti. O halde S, Sonnenschein matrisi icin

(Pa(2)" = (az+1-0a) =) (k) o (1 - )™ 24

k=0
oldugundan ve C,, = S, oldugundan S,, = E*(a) elde edilir. O halde
Teorem 1.8.27 den ve Teorem 1.6.7 den

18 @1 = 1Sy s = 11 = 5 @) < (o2)" =

elde edilir.
Not 1.8.29(E" () nin fonksiyonel gdsterimi): Biz simdi f fonksiyonu
yardimtyla o € (0, 1] parametreli transpoze Euler matrislerinin f € H? goriin-

tiistintin Taylor katsayilarinm nasil verilecegini gosterecegiz. Ornek 1.8.16 den
(B (@) f) (2) = f (az +1~a)

gecerlidir.

a € (0, 1] parametreli Euler matrislerinin operatér normu igin Ornek 1.8.22
yardimuyla bir tahmin yiirtitmek Euler matrislerinin karmagik yapisindan dolay:
oldukga zordur. Teorem 1.8.27 yardimiyla norm, ¢arpim operatorlerinin birbiri
ardinca agiklanan normu ve bilegke operatérlerinin normu yardimiyla {istten
tahmin edilebilir.

Teorem 1.8.30: 1<p<oo ve (D) D ile ¢ H(D) olsun
C, : H? — HP ile bilegke operatoriinti ve S, ile de Sonnenschein matrisini
gosterelim. Ayrica My carpim operatori ile ¢ € H* ve garpim matrisi Py
olsun. Bu durumda her z € Dve 1 < p < 2 iken |t (2)| > 1 ve her z € D ve

2<p<ooiken0< [¢(z)] < 1icin
124} | o = 1My 0 Collr < 1My 0 Cll72 = [| PS5l

59



gecerlidir.

Ispat: Ilk ve son esitlik Teorem 1.8.27 ve Teorem 1.8.11 den direkt elde
edilir. Geri kalan ifadeleri ispatlamak igin her hangi bir f € H? fonksiyonu
Teorem 1.8.24 e gore s = 2 ile faktorize edilir, yani; h € H? ile f = Bhs |
1Al = lI£IIE ve | Bllo, < 1 dir. Bununla birlikte

My (b (Fo o)V = 5= [ [0re®) (Fou) (re¥)P

2%
1

= 5;/ Izp (re) (B o p) (re®) (h% o go) (re®) g

0

dt

27

< 5 Wl

0

Qp% (reit) (h% o tp) (reit) pdt

hipotezden her z € D igin 1 < p < 2 iken |¢(2)] > 1 ve 2 < p < 00 igin
0 < |4 (2)] < 1 oldupundan 1 < p < oo igin |3 (re®)[P* < 1 elde edilir. Bu
ifade yukaridaki egitsizlikte yazilirsa

2
1

o
0

2r
- / [ (re®) (o ) (re®) [ dt
0

= (M (r, 9 (f o))

(M (r, % (f 0 0)))" ’ at

IA

b (re*) (h% o go) (re®)

elde edilir. Bu son egitsizlikte » — 17 igin limite gegersek

1(My 0 Cp) FIE < |(My 0 Cp) hlly < 1My 0 Coll - IRl
= 1My 0 Cyll3 - IFI
elde edilir. Her iki taraf || f||? na béliintir p. kok almur ve f # 6 icin sup almirsa,
2
1My © Collgge < [|My © Cyll 2

elde edilir. O halde operatér normu i¢in aramlan tahmin elde edilmis olur.
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Biz gimdi Teorem 1.8.30 yardimiyla H? iizerindeki o € (0,1] parametreli
Euler matrislerinin operator normunu hesaplayabiliriz. Bunu bir teoremle vere-
cegiz.

Teorem 1.8.31(HP iizerinde Euler matrisleri):1 < p < co ve —;——1——;— =1
olsun. Bu durumda her hangi bir & € (0, 1] igin

(a) E () € B (HP)
B IE@m<{ ©7°

gegerlidir.

2zg 1
».ar , 1<p<2
_1
q

)
o , 2<p< o0

Ispat: Ornek 1.8.22 da (a) sikk: verilmistir. Biz (b) yi ispatlayalim. Bunun
i¢in her hangi bir & € (0, 1] igin

po: D —» C
2 o g le) =
l1-(1-a)z

ve

Po: D — C

Po (2)

z = P, (z):= -

alalim. Sonuncu fonksiyon C \ { } tizerinde holomorftur. Dolayisiyla bu

l—«
fonksiyon
o: C\{—-t & C
@ 11—« .
Z = ¢a(2)::1—‘(1—‘a’>2

biciminde holomorf olarak devam ettirilir. Buradan her z € D i¢in holomorf

fonksiyonlar icin maksimum ilkenin yardim ile

min 1 (W)] < e (w)] < lrg‘a:»glwa (w)]

tahmini gegerlidir. 7, holomorf oldugundan basit bir hesapla her z € ID i¢in

' l1-a

TR Cp
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ve o € (0,1] oldugundan her z € D igin ¢, > 0 dir. Dolayisiyla ¢, artandir.
Buradan v, fonksiyonu |w| = 1 gemberinde minimum degerini z = —1 nok-

tasinda ve maksimum degerini ise z = 1 noktasinda alir. O halde

. 1 1
min e W)l = 1775 " 375
ve
1 1
llgvllajlwa(w)l— —ifa—a
olur ki
1 1
— < < =
s < e (w)] £ 5
elde edilir.

1 < p<2igin (1.8.9), Ornek 1.8.17 ve Teorem 1.8.30 yardumyla ilk olarak
her z € D igin {(2 — a) 4,| > 1 oldugundan

12~ ) E(@)llg = |(2-0a)Py,S,,

HP

— P(2°—-a)'¢'aS§t0a HP

< || Po-eeSea |

= |2-0)E (@)}

elde edilir. Son olarak Teorem 1.6.5 den

12~ BE@)lm < @-af [E@]s = 2-a)f a7

<
IE@gp < @-a)p o d=02-a)7 a

1
P

elde edilir.
2 < p < oo igin de ayni iglemler yapilir. 2 < p < oo igin her z € I iken
la),| < 1 oldugundan Teorem 1.6.5 i uygularsak

leE (@l < o [B@5 = aba

N

2
‘r

=

@l < adad? —abl=a
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elde edilir ki norm igin istenilen tahmin elde edilmis olur.

Not 1.8.32( F () nin fonksiyonel gdsterimi): « € (0,1] parame-
treli Euler matrislerinin direkt hesabi, bir f € H? fonksiyonunun Taylor kat-
sayilarinin kdgegen durumunu kullanarak ifade edilir. Ornek 1.8.22 ile

1 (074
(E(a) f)(z) = 1_(1~a)zf<1—(1—a)2>

elde edilir.

1.9 AP Uzaylan

Bu bslimde Holomorf fonksiyonlarin Bergman uzaylari genis bir gekilde in-
celenecektir. Boltim 1.8 de tanimlanan bilegke operatorleri, transpoze Sonnen-
schein matrisleri ve ¢arpim operatorleri bu uzayda da incelenecektir. Boylece
Hardy uzaylarindaki benzerliklerle tekrar transpoze Euler matrisleri ve o parame-
treli Euler matrislerinin aragtirilmas: yapilir.

Biz ilk 6nce Bergman uzaylarin tamimlayacagz.

Tanim 1.9.1: 1 < p < oo olsun. f € H (D) fonksiyonu i¢in I birim
dairesinin normlu yiizey ¢lgiisii olarak dA (z) = 7—1Tda:dy alinarak

1

1£1, = / I (&) dA (2) (1.9.1)
D

biciminde tanmﬂayahm. Bu durumda

a={feHMD):|fl,<oo} (1.9.2)

ifadesine AP Bergman uzay: denir.

Not 1.9.2: 1 < p < oo igin AP , L? (D) nin lineer bir alt uzayidir. Bu
temelden AP ye LP (D) nin agagidaki ozellikleri iletilir.

(a) 1< p<g<ooigin | fll, < I, ve A7 D A7 gegerlidir.

(b) 1 < p < oo igin A? diizgiin konveks normlu bir uzaydir.

Teorem 1.9.3: 1 < p < oo igin (A”, ]]HP) bir BK-uzayidir.

Ispat: Banach uzay: oldugu Zhu [82, sh.47] de verilir.
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Simdi (bg, by, b9,---) Taylor katsayilar: dizisi ile f , AP de bir fonksiyon

olsun. Bu durumda herhangi bir n € N igin

1 2n
/ f(2)Z"dA (2) = % / / f (re®) r* e~ dtdr
00

gecerlidir. Burada 2z = re* doniiglimii yapilmigtir. Son egitligin sag tarafindaki

f (re*) fonksiyonunun Taylor agilimim yazarsak

a1 [
m/f(z) A ”0/

2
elde edilir. Son esitligin sag tarafindaki ifadeye dikkat edecek olursak [ e**=™idt
0

2

oo
/ Z b n+k+leikte—intdtdr
0

k=0

ifadesini integralladigimizda e = cost + isint oldugundan

27
: 2 , n=k
/ez(k~n)tdt: i
0 , n#k

0

bicimindedir. O halde bunu yukaridaki egitlikte yerine yazacak olursak

1
= 1 2n+1 bn
n - . ntl g
/f(z)z dA (2) 7T27r/b T r=
D 0

elde edilir. Buradan L? (D) i¢in Holder esitsizliginden

JECECICIIE ( Jir@rae / [ dA (2 )

bn n
=< el

gecerlidir ve buradan
lbal < (n+1) - [l2"]l, - £l (1.9.3)

elde edilir. O halde Lemma 1.2.2 den istenilen elde edilir.
AP nin AK-6zelligini gostermek igin ilk olarak 1 < p < oo igin 1.8.8 den
f € LP[0,2n] fonksiyonunun Fourier serisinin L? normu iginde f e yakinsak

oldugu gergegini hatirlamaliyiz.
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Eger n € N igin f € LP[0, 2n] fonksiyonunun n—inci Fourier polinomunu
diizenleyen smurh lineer operatorleri T, (f) ile gosterirsek Banach-Steinhaus

Teoreminden, p den bagimsiz C,, sabitleri ile
1T (N < G- 1171l (neN, feLP[0,2n])

elde edilic. Buradan her hangi bir n € N icin f (2) = ) bpz¥ , AP dedir ve
k=0
0 < r < 1icgin ilk olarak

§ bk Tk eikt

7n
a2 k=0

elde edilir. Bu son egitligi —:; ile carpip 7 € (0,1) igin integrallarsak

1 1 on
1 ,’,’ p
-t rdtdr < -2 re | rdtdr
T T
0 0 0

P 2m
dt < CP / |f (re™) [P dt
0

2

/

n)/
elde edilir.

Her hangi bir f € AP i¢in f nin Taylor polinomlan dizisinin AP iginde sinirh

oldugu bagka sekilde ispatlaniyordu. AP nin AK-6zelligi Wilansky [81,sh.170]

k(3

§ :ka‘k zk:t

=0

ve

n

Z bkz

k=0

dA /f(z )P dA ()
)]

in yardimiyla elde edilir. Giinkii polinomlarin kiimesi A? de yogundur.

Teorem 1.9.4: 1 < p < oo igin AP bir AK-uzayidir.

Transpoze Euler matrislerinin aragtirilmas: 1.8 deki gibi bileske operattrleri
kavrami ile yapilir. ¢ nin hangi kogullar: altinda C, bileske operatériiniin
AP dizi uzayinda kendi tizerine bir doniistim oldugu Littewood'un subordinat
prensibi yardimiyla ¢ ye ek kogullar getirilmesi ile elde edilir. Bu durumda A?
uzay: i¢in uygun kanit Bady [4, sh.128] de bulunur. Eger Teorem 1.8.12 deki

uygun durum kullanilirsa agagidaki genel sonug ortaya ¢ikar.
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Teorem 1.9.5 (AP iizerindeki bilegke operatorleri): 1 < p < oo ve

v (D) C Dile peH (D) olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler gegerlidir.

(a) C, € B (A7) 2
@nstWS(Qﬁﬁ%y

Teorem 1.8.11 in Teorem 1.9.5 ile kombinasyonu ile transpoze Sonnenschein
matrisleri igin agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 1.9.6( AP iizerinde transpoze Sonnenschein matrisleri ):
l1<p<oovep(D) CcDiley € H(D) olsun ve S, Sonnenschein matrisini

gostersin. Bu durumda

(a) St € B (4P)

) 1<), <
gecerlidir.

2
1+ 18101) P

1-— |810[

Bergman uzaylar: durumunda da bu sonucu iki érnekle uyguluyoruz.

Ornek 1.9.7: 1 < p < co olsun. Ornek 1.8.16 de oldugu gibi a € (0,1]
icin Transpoze Euler matrisleri igin agagidakiler gegerlidir.

(a) E'(a) € B (AP)

(b) 1< 1B (@)l 4o < (2 - 0‘)%

o
Euler matrislerinin aragtirilmasina gére transpoze Euler matrislerinin yaninda.

transpoze Taylor matrislerini de inceliyoruz.

Ornek 1.9.8: 1 < p < oo olsun. Eger Ornek 1.8.17 deki yontem kul-
lanilirsa o € (0,1] igin transpoze Taylor matrisleri igin agagidakiler gegerlidir.

(a) T* () € B (A7)

(b) T ()l 4p =1

Euler matrislerini A? nin kendi {izerine lineer bir doniiglimii olarak
benimsemek i¢in ¢arpum matrislerinin agagidaki sonucuna ihtiyag¢ duyulur.

Teorem 1.9.9(AP iizerinde garpim operatorleri): 1 < p < oo ve
1 € H™ olsun. Bu durumda agagidakiler gegerlidir.

(a) My € B(A7)

() [[Myll 4o < %]l
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Ornek 1.9.8 ve Teorem 1.9.9 ile Euler matrisleri ile ilgili ilk sonu¢ Ornek
1.8.22 daki gibi elde edilir.

Ornek 1.9.10: 1 < p < co olsun. Bu durumda her « € (0, 1] icin

(a) E(a) € B(AP)

(B) 1B (@) 4o < &
gegerlidir.

Bu durumda da biz Euler matrislerinin ve transpoze Euler matrislerinin
operatér normlarmin Simdiye kadarki tahminlerini daraltabiliyoruz. Ilk olarak
E(a) ve E'(a) nin Not 1.832 ve Not 1.8.29 da verilen fonksiyon
gosterimlerinin AP uzaylar i¢in gegerli oldugunu biliyoruz. Gergekten de bu
durum H (D) i¢in gegerlidir.

Not 1.9.11 (E () ve E* () nin fonksiyonel gtsterimi): Her f € AP
ve herhangi bir « € (0, 1] icin

@ @D & = =2/ (T=rears)

() (E* () f) (2) = flaz+1—q)
gegcerlidir.

Bununla birlikte agagidaki teorem verilir.

Teorem 1.9.12 (AP iizerinde transpoze Euler matrisleri): 1 < p < oo
olsun. Bu durumda her hangi bir & € (0, 1] igin

(a) Et(a) € B(AP)

(b) 1B (@)l 4p < @75
gecerhidir.

Ispat: Teoremin ilk kismi Ornek 1.9.7 den elde edilir. Eger o € (0,1] igin
¢, holomorf fonksiyonu

0,: D — D

z = g (z2)i=az+1l—a

biciminde tanimlanirsa déniigiim teoremi ve Not 1.9.11 (b) nin kullamlmasiyla

B @71 = [1 a@IP dA
D
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bicimindedir. Son egitligin sag tarafin1 o ile carpip bélersek ve ¢, (2) = «

oldugunu kullamirsak

v @) =5 [ If@Pdaw)

v, (D)

18 @51 = 2z [ 1 tealol
D
< o [P = I
D

elde edilir. Her iki tarafi || fo, ye boler p-inci kok alir ve f # 6 igin sup alirsak
norm igin istenilen tahmini elde ederiz.
Teorem 1.9.13 (AP iizerinde Euler matrisleri): 1 < p < oo olsun. Bu
durumda her hangi bir « € (0, 1] igin
(a) E (a) € B(AP)
(2—a)4_;2.a"% , 1<p<4

(b) [E (]l < 142
o e , 4<p<co

gegerlidir.
Ispat: Teoremin ilk kismi Ornek 1.9.10 dan almur. Ikinci kisim igin her-
hangi bir o € (0, 1] igin
w,: D —- C

oz

Z = al?) :=1—(1~—a)z

holomorf fonksiyonunu alalim ve bu fonksiyona bagh olarak

Pe: D — C

() = Po (2)

z = 1Y, e

tanimlayalim. Holomorf fonksiyonlar igin maksimum ilkenin yardimi ile her

z € D igin

RIm

< Wa ()] <

gegerlidir.
1 < p < 4icin Not 1.9.11 (a) gosterim teoreminin kullanilmasiyla her z € I
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icin |(2 — @) 9,] > 1 egitsizligini kullanarak operatr normu igin
IB@E = [al@l 1f (o (P dA()
D

- % / e (P11 (Pa (P -J ()] A (2)

elde edilir. Son egitligi (2 — &)*? ile carpip bolersek

1B < B2 / 2 = )b (P11 (20 (D | ()] 2A(2)
(2 - a)4"p
< |f (w)I” dA (w)
soa(/ﬂ))
(2—a)*?
< s |f (w)[" dA (w)
7
2-a)**

elde edilir.
2 < p < oo durumunda her z € D iken |agh,| < 1 esitsizligi yardimiyla

1B (a) fllp < &* P II£1I7

elde edilir. Boylece (b) ispatlanir.
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BOLUM 2

2. GAMMA MATRISLERININ BK — UZAYLARI

Bu boliimde Hausdorff matrislerinin bir sinifi olan transpoze veya transpoze
olmayan Gamma matrisleri yer almaktadir. 27, ¢, ¢, HP ve AP BK-uzaylan
lizerinde verilmis kendi tizerine smrh lineer doniistimlerin Gamma matris-
lerini karekterize edebilmek icin kriterler verilmigtir. Bunun yaninda yardimci
olarak lineer operatorlerin yari gruplar: kullamlir. Birinci mertebeden sinirh
reel Gamma matrislerinin transpozlarinin resolventi, lineer operatérlerin uy-
gun yar1 gruplarimin sonsuz kiigiik {ireticilerinin sifir durumudur. Bu sonuglar
uygun olarak geligtirilir. Ciinkii, bu yan gruplar aragtirilan BK-uzaylarindan
bagimsiz olarak segilebilir. Bunlarin disinda farkli BK-uzaylar: tizerinde 1.
mertebeden Gamma ve transpoze Gamma matrislerinin aragtirilmasinda ko-
laylik agisindan lineer operatérlerin yari gruplarinin teorisi kullanihr.

2.1 Lineer Operatoérlerin Yar:1 Gruplari

Gelecek boliimler igin ¢nemli olan kavramlar; yar1 gruplar, Cy yari gruplar
ve daralma yar: gruplandir. Cy yar1 gruplarimin karekterizasyonu icin gerekli
sartlar verilecektir. Bu kriterler 6zel yar1 grup olan lineer operatorlere iligkin
yollar gosterir.

[ (t) = €™ fonksiyonu reel (veya kompleks), negatif olmayan, genel olarak
stirekli bir fonksiyondur ve f(0) =1, f(t+u) = f(¢).f (u) gegerlidir. Buna
kargihik

Tt+uw)=TE)Tw) , TO=I , tu>0 (2.1.1)

denklemini saglayan ¢t > 0 deferi iizerinde tamml, daha genis, sirekli,
operator degerli fonksiyonlarin tanimlanmasi problemine deginecegiz. Bu
denklemi saglayan fonksiyon degerli T' (¢) operatoriine, operatérlerin yar1 grubu
denir. E. Hille, R. S. Philips ve K. Yosida tarafindan tamimlanan bu yar
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gruplarin, analitik teoreide gtze carpan ozelliklerini verecepiz. Basit bir sekilde
biz bazi anlamlar i¢inde T (t) yari grubunun bir skaler farkiyla tistel fonksiyon
oldugunu bekleyebiliriz.

Tamm 2.1.1(Lineer Operatérlerin Yar1 Grubu): (X, ||.||) bir Banach
uzay! olsun. Bu durumda 7" : R2? — B (X) dénistimii

(d)T(0)=1

YT +u)=Tk) Tk , VtueR2
kogullarim saglarsa 1" ye lineer operatérierin X deki yari grubu denir.

Eger bu sartlara ilave olarak

(c) Vz € X igin tl_i,%iT tz==z
kogulunu saghyorsa T lineer operatolerin yar1 grubu kuvvetls stireklidir veya Cy
yary grubudur denir.

Eger

(d) ¥t € R igin [T (#) < 1
ise T lineer operatérlerin yar: grubuna, darelma yar: grubu denir.

Ileriki boliimde sadece BK-uzayindaki Cy yari gruplan ile ilgilenecefiz.
Bunlarin stirekliligini aragtirmak ¢ok zor oldugundan bunlarin karekterlerini
belirlememiz gerekir. Bunun igin fonksiyonel analizden ii¢ teorem verecegiz.

Teorem 2.1.2: (X,].||) bir diizgtin konveks Banach uzay: olsun. Bu du-
rumda agagidakiler denktir.

() (zn) , z e kuvvetli yakinsaktir.

(b) (z,) , z e zay:if yakinsaktir ve nh_)rgo sup ||z || < |lz]|
gecerlidir,

Ispat: Brezis [6, sh.52]

Teorem 2.1.3: (X,]|.]]) bir yansimah Banach uzay: ve (z,) norma gore
yakinsak olsun. Bu durumda (z,,) nin zayif yakinsak olan bir (z,;) alt dizisi
vardir.

Ispat: Brezis [6, sh.50]

Teorem 2.1.4: Diizgiin konveks Banach uzaylar1 yansimalidir.
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Ispat: Hirzebruch, Scharlau [31, sh.78]

Diizgiin konveks BK-uzayinda bir (z,,) dizisinin kuvvetli yakinsaklig: agag-
daki gibi verilir.

Teorem 2.1.5: (X, .||} diizgiin konveks bir BK-uzay1, (z{™), X de bir
dizi uzay1 ve x € X olsun. Bu durumda agagidakiler denktir.

(a) (z) , z e kuvvetli yakinsaktur.

(b) (™) , z e kuvvetli koordinatsal yaknsaktir, yani; V5 € N igin (:1;?”)
, 3; ye yakmsaktir ve lim sup |z™|| < ||=]| gegerlidir.

Ispat: (a) = (b): koordinat uzay: oldugundan agiktir.

(b) = (a): Teorem 2.1.2 den dolay1 (z() nin z € zayif yakinsak oldugunu
gostermek yeterlidir. Kabul edelim ki bu saglanmasmn. Yani; bir f € X’ icin

[ (™) - f(z) olsun. Yani; verilen bir € > 0 igin
|f (&™)~ f(@)]=e vneN (2.1.4)

olacak sekilde (z(™) nin bir (z(™)) alt dizisi var olsun. lim sup [[z™]| <
|z]| oldugundan (z(™)) sinurh norma sahiptir. (z™)) nmn kendisi Z € X'
ne yakinsak olsun. BK-uzaymda zayif yakinsaklik koordinatsal yakinsaklig
gerektirdiginden her j € N igin lch—»nolo x?“‘) = T; gegerlidir. Aksi taktirde her
j € Nigin z}ggo zg."k) = z; olur. Yani; z = Z elde edilir. Buna gore (™) — g
dir. Bu ise (2.1.4) ile geligir.

Son teorem daralma yari gruplarinin kuvvetli siirekliligine dair bir kriter
olarak gosterilebilir.

Teorem 2.1.6: (X, ||.||) bir diizgtin konveks BK-uzay1 ve T': RZ? — B (X))
bir daralma yar1 grubu olsun. Bu durumda agagidakiler denktir.

(a) T bir Cy yar1 grubudur.

(b) Her z € X ve her 7 € N igin tl_ig}r [T () z]; = z; yani; her z € X ,
t — 0" iken T'(t) z , = e koordinatsal yakinsar.

iIspat: (a) = (b) : Tanumdan ve Teorem 2.1.5 den agiktir.

(0) = (a) : Her z € X igin tl_i)%l T (t) z = z oldugunu gostermeliyiz. Bunun

i¢in (t,) pozitif reel sayilarmm bir dizisi ve lim ¢, = 0 olsun. Hipotezden T" bir
n—00
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daralma yan grubu oldugundan
1T (tn) 2l < AT ()l - 2l < i)
gegerlidir. Buradan
lim sup|IT (t) 7] < |1z

elde edilir. (b) den lim [T'(t,)z]; = z; (Vj € N igin) gecerlidir. Teorem 2.1.5
Te—00
den durum agiktir.

Teorem 2.1.7: (X, ||.||) bir BK-uzay1, (Y, ||.||,), X in yogun lineer alt uzayi,
T:R*® - B(X),sup{IT()|lx:tecR} veVi e R igin T ()Y C Y ile
bir yar1 grup olsun. Bu durumda

T:R2 — B(Y)
t = T@) =Ty
Y de bir Cp yar1 grubu ise 7', X de bir Cy yar1 grubudur.

Ispat: Verilen sartlarda ||T ()| < C olacak gekilde bir C' > 0 ve hery € Y
i¢in [ly]| < M. Jly||, olacak gekilde IM > 0 sayisi vardir. Herz € X ,hery €Y

icin
IT®c 2] = IT®s-THy+TBy—y+y-al
< T O -T Wyl +ITE)y—yl+ o -yl
< ATl =yl + M AT 0y =yl + o~ vl
< ©+Dle-yll+M|T@y-y|,

elde edilir. ¢ — 0% icin limit alirsak ve ¥ = X oldugunu kullanarak y — ¢

olacak gekilde segersek T bir Cj yar: grubu oldugundan
lim |7 (0)2 ~ 2]l <l (0 +2) o~ ol +M [T 1)y ~y]] ) =0

olur ki istenilen elde edilir.
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Teorem 2.1.8: T : R2® — B(c) bir yar1 grup ve her t ¢ R2® igin

T (t) cp C ¢p olsun. Bu durumda

T:R2® — B(c)
t = T@):=T(@1)]

(]

co tizerinde bir Cp yan gruptur ve e = (1,1,1,...) olmak lizere tl_i,%l T(t)e=e
ise T', c uzay: tizerinde bir Cy yar grubudur.

Ispat: z € c ve oy = 7}1:11(30 Zp olsun. Bu durumda (z — aze) € ¢ ile
z = (z — aze) + agze dir. Bu durumda her ¢ € R20 igin

T @)z -zl = [T ((z - ae) +aze) - (z— aze) — azef

< T () (z — awe) — (2 — aze) || +las| . [T (t)e - e

gecgerlidir. Bu son egitlikte ¢ — 01 igin limit alirsak bir 6nceki teoremden
istenilen elde edilir.

2.2 T, ve S, Yar1 Gruplar:

Bu bolimde T, ve S, yar: gruplar: tamimlanacak ve birinci kisitmdan onlarin
farkli BK-uzaylarindaki Cy yar: gruplar gosterilecektir.

T, Yar: Grubu

Biz ilk 6nce T, y1 tamimlayabilmek i¢in Tanim 1.5.5 ve Tamm 1.5.6 de

o € R ye gore Euler matrisini hatirlayalim.

<Z) F(l-a)* | k<n

0 , k>n

ene () =

ile B (&) = (enk (@), ren bi¢iminde tanimlanmigt1. Ve, 8 € R igin bu matrisler
E(af) = E () E (B)

esitligini saglarlar. Bu durumda bunlar yardimiyla biz lineer operatorlerin yar
gruplarnn tammlayabiliriz. '
Simdi /7 uzay: ile ige baglayalim.
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1
Teorem 2.2.1: 1 < p < oo olsun. Bu durumda a > 5 olmak tizere

T,:R20 —  B()

t - T, (t):=eE (e"ﬁ) (2.2.1)

operatorii #P de kuvvetli siirekli daralma yar1 grubudur ve V¢ € R2? igin
”Ta (t)”ep < 6_(1—pla)t

gecerlidir.
fspat: Teorem 1.6.5den 0 < o < 1 igin || E (e}l < o s ile E () € B(£P)
dir. Buradan her hangi bir a > 0 igin

1

1T, (@)l < eters = = (750)"

1
ile T, , #P tizerinde lineer operatorlerin yari grubudur. a > 1—9— oldugundan

1
— (1 — Ef;) t < 0 dir. Ayrica, e~ fonksiyonu V¢t € R2? igin azalan oldugundan
e~ , t = 0 noktasinda maksimum degerini alir, yani; vt € R2° igin |le7*]| < 1
dir. Dolayisiyla T, bir daralma yarn grubudur. Devaminda her hangi bir

z = (z) € £ ,¥n € Nigin

R _ s _t n n _% _ ~£ n—k
tE%i[Ta(t)x]n = tl_i%i [e Z(k)e (1 e ) xk}

k=0
s ‘ n—k
= > (k) lim e~*e ™ (1 - e"ﬁ) ] Ty
P t—0
= Z,

elde edilir. T, (¢) z, t — 07 kogulunda z e koordinatsal yakinsar. Bu ise Teorem
1.6.4 ve Teorem 2.1.6 dan T, min Cj yar1 grubu oldugunu gosterir.
Boylece ¢p ve ¢ uzaylarn icin agagidakiler elde edilir.

Teorem 2.2.2: Her a > 0 reel sayis: i¢in

T,:R20 —  B(c)
t  To(t):=eFE (e“lti)
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co da kuvvetli stirekli daralma yari grubudur ve vVt € RZ0 igin
IT: @), < €™

gecerlidir.
Ispat: Teorem 1.7.2denher 0 < a < 1igin || E (o) ]l,, < Lile E(a) € B (co)

gecerlidir. Buradan T; her hangi bir a > 0 igin

- e ()

ITe ), = ”e-—tE(e_ﬁ)

< etl=et

ile ¢y tizerinde lineer operatorlerin yar1 grubudur. Bir énceki teoremde oldugu
gibi T, bir daralma yar1 grubudur. Ayrica sup {||T, (2)]| : t € R2%} < 1 geger-
lidir. Her hangi bir 1 < p < oo igin P , ¢y 1n yogun lineer bir alt uzaydir.

Tamm 2.1.1 den V ¢ € R0 igin T, (¢) 7 C #° oldugundan
T,:R= — B()
¢ - T, (t) =T (£) |o

P {izerinde bir Cy yar gruptur. 7, min Cp yar1 grubu oldugu Teorem 2.1.7 den
elde edilir.

Teorem 2.2.3: Her a > 0 reel sayist igin

T,:R> —  B({c)
t = To(t):=e'E (e_i)

biciminde tammlanan 7T, operatérii ¢ tizerinde kuvvetli siirekli daralma yar

grubudur ve V¢ € RZ? igin
17, @), < e

gecerlidir.
Ispat: Teorem 1.7.3 den her 0 < & < 1 igin || E ()], < 1 ile E (a) € B(c)

gegerlidir. Dolayisiyla her hangi bir @ > 0 igin ¢ iizerinde

ITe @l < €™
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ile T, lineer operatorlerin bir yar1 grubu tammlanir. Teorem 2.2.2 den
vt € R20 igin Ty, (t) ¢ C cp gegerlidir ve

~

T, :R2® — Bcp)
t o To@)=Ta(t)]

cy
bir Cy yar1 grubudur. Ayrica

ImT. (e = lme™ ([Z (Z)— (1- )} )

k=0

= limele=e
t—0t

elde edilir. Teorem 2.1.8 den T, , Cp yar1 grubudur.
H? fonksiyon uzay izerinde agagidakiler gecerlidir.

Teorem 2.2.4: 1§p<oo,l+é—=lolsun. 1<p<2igina >1ve
D
1
2<p<ooigina> 5 oldugunu kabul edelim. Bu durumda
T,:R2® — B(HP)
t = T,({)=e'E (e‘ﬁ)

bigiminde tanimlanan T, operatorii HP tizerinde kuvvetli stirekli daralma yari

grubudur. Aynica Vi € R2? igin

e“(l"%)t , p=1
?;E
1T (O lzre = (2 - e"ﬁ) ? e_(l_a_lp)t , l<p<?2
e"(I“TL)t , 2<p< 0

gecerlidir.
Ispat: 1 < p < oo olsun. Bu durumda Ornek 1.8.22 ve Teorem 1.8.31 den

her 0 < o < 1igin

a™t , p=1
IE@p=4{ @-a)Fa? , 1<p<2
Q7 y, 28p<oo



ile E(a) € B(HP) gegerlidir. Dolaysiyla T, her hangi bir a« > 0 igin H?

tizerinde lineer operatérlerin bir yar: grubudur ve

e—(1-3) , p=1
2—p
ITe @l = (2-e7%) 7 05l 1<p<
e~ (1=a)t , 2<p< o

gegerlidir.

2<p<oovea> é icin T, bir daralma yar grubudur. Teorem 2.2.1 de
gosterildigi gibi Vz € H? ve t — 0% igin T, (¢t) z , = e koordinatsal yakinsar.
Bununla birlikte 1.8.8 (b) ve Teorem 2.1.6 dan T, nin bir Cj yar1 grubu oldugu
elde edilir.

Eger 1<p<2vea>1liseher0 <a<1ign

sup {[|Ta (8)l| e : £ € R*°} <

gecerlidir.

Herhangi bir 1 < p < 2 icin, ¢rnegin H? , HP ye yerlegen yogun lineer
alt uzayr onceki diigiincelere gore 1.8.6 (b) ve 1.8.8 (b) den Vt € R° igin
T, (t) H? C H? gegerlidir ve

T, R0 B (H?)
t e Do) i=Ta(t) |

H? uzerinde bir Cy yar1 grubudur. Teorem 2.1.7 den ise T, nin Cy yari grubu
niteligi elde edilir.

AP uzay1 icin Ornek 1.9.10 ve Teorem 1.9.13 yardimyla Teorem 2.2.4 {in
ispati belirli bir yerde degigtirerek agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.2.5: 1 < p < ooolsun. O haldel < p <4igina > 1 ve
-2

4 < p < oo igin a > P oldugunu kabul edelim. Bu durumda

T,:R20 — B(47)
t e Ty(t) =e'E (e-ﬁ)
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bigiminde tanimlanan 7; operatorii AP tizerinde kuvvetli siirekli daralma yar

grubudur. Ayrca Vi € R20 icin

e—(l“%)t , b= 1
t or 2
|Ts (8)] 4o = (2 - e—a) P (mB) | 1<p<d
e“(l”%)t , 4<p< >

gecerlidir.

S, Yar1 Grubu

S, yar1 gruplarini tanumlayabilmek icin o € R parametreli transpoze Euler
matrislerini hatirlayalim. Tanim 1.5.5 ve Tanim 1.5.6 dan

(’“) (11— )" | n<k

énk: (Ol) = n

0 , n>k
ile E*(a) = (Enk (@))preny Dbiciminde tanimlanmisti. Ve, 5 € R igin bu

matrisler
E*(af) = E* (@) .E* (B)

esitligini saglarlar. Bu durumda bunlar yardimiyla biz tekrar lineer operator-
lerin yar1 grubunu tamimlayabiliriz. Ileriki boliimlerde gerekli olan teknik bir
lemma verelim.
Lemma 2.2.6: z € £* olsun Bu durumda
N (k+n i
hon (2) := Tk 2

kuvvet serisinin yakinsaklik yari cap: » > 1 dir.

Ispa‘t:
kE+n
1'm———~———]g = im————k—l_1 =
mLoo k+14n\ sowk+14+n
k41

oldugundan istenilen elde edilir.
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Simdi asil konumuza gecip S, yar: gruplarm: tammlayahim. Bunun icin ilk
once £P uzaylar ile ige baglayalim.
+

1
Teorem 2.2.7: 1 <p< oo, =1 olsun. Bu durumda a > a olmak

$ | =
Q]

{izere

S.:R2 — B()
i (2.2.2)

t o S, (t) =eTtE (e“E)

operatorit 22 de kuvvetli siirekli daralma yar1 grubudur ve V¢ € R2? igin

1S (1)) < ()

gecerlidir.

Ispat: Teorem 1.6.7 den 0 < & < 1 i¢in ||E* ()], < a7% ile

Et (¢) € B (£P) dir. Buradan her hangi bir a > 0 i¢in
150 D)l < &7%e3s = e7(1 76"

1
ile S, , #° iizerinde lineer operatorlerin yari grubudur. a > p oldugundan S,

bir daralma yan grubudur. Her hangi bir z := (2x) € £ ve Vn € N igin
tn L\ kn
e e (1 — e“E) 7 T
k A
(k n) —e ;> Tk
n _t k
( ) — € a) Tnt+k
o (1-€7%)

gegerlidir.1.6.2 (a) ve Lemma 2.2.6 dan

[o¢]

[Sa(t)a], = € z

k=n

::ee

:=|5‘
s

a[;
?\4
& +

i
(‘b
m

-

I

[

i
;~

lim [S,(t)z], = lim [e“te"%'hm (l—e”ﬁ)]

t—0+ t—0F

N n n
— nl — x
- 0 In = In
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elde edilir. Bu ise Teorem 1.6.4 ve Teorem 2.1.6 dan S, min Cy yari grubu
niteligini verir.
HP fonksiyon uzay: i¢in asagidaki gegerlidir.

Teorem 2.2.8: 1 < p < oo olsun. Bu durumda her a > ! icin
p

S, :R2® — B(HP)
t o T, (t):=etE* (e’“ﬁ)
bigiminde tammlanan S, operatérii HP iizerinde kuvvetli siirekli daralma yar

grubudur. Ayrica Vi € R20 icin
180 ()] o < e~ (7508

gegcerlidir.
Ispat: 1 < p < oo olsun. Bu durumda Teorem 1.4.25 den her 0 < o < 1

igin || E* (&) || p < a”v ile B () € B (HP) gegerlidir. Dolayisiyla S, her hangi

bir a > 0 icin HP {izerinde lineer operattrlerin bir yar: grubudur ve
1Sa (Ol < &)

gegerlidir. a > 2—15 i¢in S, bir daralma yari grubudur. Teorem 2.2.7 den Vz € H?
ve t — 0% igin S, (t) z , z e koordinatsal yakinsar. 1 < p < oo i¢in 1.8.8 (b)
ve Teorem 2.1.6 dan S, min Cj yari grubu niteligi elde edilir.

p=1i¢in H? , H! in yogun bir alt uzay1 oldugundan 1.8.6 (b) ve 1.8.8 (b)
yardimiyla V¢ € R20 igin S, (t) H? C H? gegerlidir ve

~

S, :R2Y — B(H?
t o S, (t) :=8,(2) | 2
H? iizerinde bir Cy yan grubudur. Teorem 2.1.7 den ise p = 1 igin S, nmn Cy
yar1 grubu niteligi elde edilir.
Not 2.2.9: Bu iki ispat direkt AP uzayma tagmamaz. Ciinki; Lemma
2.2.6 oradaki hali ile kullamlamaz.
flz)= iaxnzn € AP

k=0
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fonksiyonu i¢in Teorem (1.9.3) 1 kullamrsak
|zal < (n+ 1) 1271, U1,

elde edilir. Bu son egitligin her iki tarafim ( Zn) ile carpip n & n+k
yazarsak

(o

< (kj;”) 1Al 24, (a4 B+ 1)

|[fﬂp.(n+k+1) (/ }z}(mrk)q dA (Z)>

D

)

) Ul D) (?1% 0/ / [t e ""dtdr)
) !
)

2% q
151, - (4 4 1) (i— / r«n%)aﬂ)mr)
0
i
B i 1
= Tn ”«f“p An+k+ 1) ! - r(n+k)q+2)q '1=
k ((n+k)qg+2)s
kE+n 21
= (51l _1.
(ng + kq +2)9
elde edilir.
k+n .
lim k ng+kqg+qg+2Yin+k+1
g—oo (k+14n ng + kq+ 2 nt+k+2
kE+1

oldugunu kullanirsak yukaridakiler igin de hgy (2) kuvvet serisinin bir r > 1
yakinsaklik yar: capr vardir.

Tamamen ayn: sekilde Ornek 1.9.7 ve Teorem 1.9.12 yardimiyla AP uzay
i¢in agagidaki teorem gegerlidir.

2 .
Teorem 2.2.10: 1 < p < oo olsun. Bu durumda her a > ;) reel sayist igin

S, iR — B (A7)
t o S, (t) i=etE (e'é>
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biciminde tanimlanan S, operatorii AP tizerinde kuvvetli stirekli daralma yart

grubudur. Ayrica V¢ € R20 icin
1Sa )4 < 7056

gecerlidir.

Not 2.2.11(T, ve S, nin fonksiyonel gdsterimi): Simdi literatiirle
baglant1 kurmak amaciyla T, ve S, nin H? ve AP uzaylarinda analitik gos-
terimlerini verecegiz. Not 1.8.32 ve Teorem 2.2.4 den veya Teorem 2.2.8 den
uygun bir o igin

T,: H? — HP

e—t

f(z) = (T.(t)f)(2) :=1_(1_e*£)zf (1_(1#1-;_%) z)

Se s H? 72— HP
F@) o (S H @) =t (st~ (1=e))

bigimindedir. Ozel olarak a = 1 6zel durumu Siskakis’in [72] de inceledigi

ve

onemli bir daralma yan grubudur. a = 1 6zel durumunda Siskakis [72] de
E (¢) ve E'(a) matrislerini kullanmaksizin direkt

e—-—t

¢, (2) = TS (2.2.2)
alarak
L(f)=fod,  120,fcH (.23
e
s(N@=2%56@), 20 5em 24

biciminde tanimlamigtir ve {7;} ve {S;} ailelerinin kuvvetli stirekli oldugunu
ispatlamgtir. Bizim kullandigimuz T, ve S, aileleri a = 1 durumunda sirasiyla

bu T; ve Sy yar: gruplarina donistir.
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Teorem 1.9.13 ve Teorem 2.2.5 veya Teorem 1.9.12 ve Teorem 2.2.10 kul-
lamlarak A? de T, ve S, yar1 gruplar: icin de yukaridakiler gegerlidir.

2.3 Sonsuz Kiiciik Uretici

X Banach uzaymdaki tiim T lineer operattrlerinin yar1 grubunu, X in
eslenigindeki A lineer operatérlerine baglamaya sonsuz kiigik dretici denir.
Sonsuz kiigiik tireticinin énemli 6zelliklerinden T}, ve S, yarigruplarimm agirlikla
Euler yontemini 2.2 de tammlamigtik. Bu BK-uzaylarinda soyut bir cergevede
yapilir ve her bir 2, ¢y, ¢, H?, AP 6zel BK-uzaylar icin gegerlidir.

Tanim 2.3.1(Sonsuz kiigiik iiretici): (X, ||.||) bir Banach uzay1 ve T, X

tizerinde lineer operattrlerin yar1 grubu olsun. Bu durumda

D(A) = {m € X: 1tlinole% (T({t)z—2z), X de mevcut}

olarak alalim ve bununla X de A operatoriinii
A:DA) - X
T — Az.= lim—l—(T(t)m-—x)

t—0t £

(2.3.1)

seklinde tanimlayalim. Bu A operatérii, T yar: grubunun sonsuz kiigiik tiretiz
cisidir.

Eger T yar1 grubu kuvvetli siirekli ise bu durumda buna ait olan A sonsuz
kiictik tiretici agagidaki nitelige sahiptir.

Teorem 2.3.2: (X, |.]|) bir Banach uzay1 ve T bir Cp yan grubu olsun.
Bu durumda buna ait olan A sonsuz kiigiik tiretici, X de yogun bir kiimede
tanimli, kapali lineer bir operatordiir. Ayrica D (A) = X ise A suurhdir.

Ispat: Dunford, Schwartz [16, VIII 1.8, sh.620] , Dunford, Schwartz
(16, VIII 1.9, sh.621] ve Rudin [62, sh.359]
ifade edilebilir ve resolvent hesaplanabilir.

Teorem 2.3.3: (X, ].]|) bir Banach uzay:, T, A sonsuz kiigiik tireticisi ile

Co-yar1 grubu ve

wo = inf {% log [T (t)|lx:t€R > 0} (2.3.2)
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karakteristik (7" yar1 grubunun tipi) olsun. Bu durumda

(a) wp € [—00,00)
wo = lim Z10g |7 (&) (2:3.3)

(b) Re A > wy ile verilmis her A € C igin A € p (A) dir ve resolvent igin

R\ A)z = / eNT () zdt (€ X) (2.3.4)
0

gosterimi gegerlidir.
Ispat: Dunford, Schwartz [16, VIII 1.4, sh.618 ve VIII 1.11, sh.622]
T, ve S, yari gruplarina tekrar definecegiz. Asagidaki sonuclan iyi bir
sekilde formiilize edebilmek igin birinci mertebeden Gamma-matrislerini kul-
lanacagiz.
Tanim 2.3.4(Birinci mertebeden Gamma-matrisleri):
acC\{0,—1,-2,...} olsun. Bu durumda

Lo := (Vo (@) pen = (H, ( - )) (2.3.5) |

n+a

matrisine ¢ parametreli (birinci mertebeden) Gamma matrisi denir.

Not 2.3.5: Katsayllan (v, (a)), ey olan a € C\ {0,-1,-2,...}
parametresi ile verilmig birinci mertebeden Gamma matrislerinin bir ka¢ teri-
mini yazahm.

Bunun igin

n

A"Fp, , k<n
Pk, (Pre) = (k)

0 , k>n

oldugunu hatirlayip, pr = (-k%) olarak alacagz.
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O halde

Yoo (@) = T (kj—a) B (S)AO_O (oia,) =1

To(@) = hlo(kia)=(é)Al“"(oia):l*lia

(@) = b (kj-a> = G)AH <1ia) e

(@) = hao (kia) = @AM (oia> —a8 (0161
a

T2 (@) = ha (kz-cil—a) = (?)A%l(lia)

Y22 (a) = hoy

500 ( ' |
Yo (2) = hnk(kj—a) - (Z)AM (ﬁ-—a)

. (k<n)

ve k > n igin v, (2) = 0 elde edilir. O halde

n—~k
n n—k 7/( v )
Vot (@) := a(k),,:zo(_l) k+v+a = 7
0 , k>n

bigimindedir. a parametreli Gamma matrislerinin ilk ii¢ satir

1
1 e
Pa — i+a 14a
2 2a a?

(1+a)(2+a) (1+a)(2+a) (1+a)(2+a)
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bi¢imindedir.

Not 2.3.5 de oldugu gibi Ters Gamma matrislerinin bir kag elemanini yaza-

Lim.
k+a O\ r00/0+a
* = h = A =
Yoo (@) 00 a (0) . 1
k+a 1 14+a l4+a 2+4+a 1
Y10 (@) 10 0 a a a a
+

" 1+a 2+4+a 2
Yo (a) = ho =2( — >=__

a a

Y2 (a) = ha

() =(o)2
(55°) = (o)
@ = o (E22) = (Pars (0
(50) = ()2
(o) =)

- 1 /n\ n=k o fn—k ..
kE < nigin v%, (a) = > (-1) y (k+v+4+a) vek > 0igin

a\k

v (@) = 0 elde edilir. O halde

1/n\ n=k n-—k
— -1y k+v+a) , k<n
@] s@E () errra

0 , k>n

seklindedir. Dolayisiylada Gamma matrisine ait bidiagonal Hausdorff matris-

leri

-1 _ _2 at2
I, 2

bi¢imindedir.
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Not 2.3.7: Gamma matrislerinde 6zel olarak ¢ = 1 alirsak

)

——
et

11
2 2
=1 ¥ 1 1
Gy 3 3 3
11 1 1
4 4 4 1

¥

Cesaro-matrisi elde edilir. Cesaro matrisinin tersi

geklindedir.

Simdi 7, yar1 gruplariin sonsuz kii¢iik iireticilerini agiklayalim. Bu sonsuz
kii¢iik {iretici kendini herhangi bir X BK-uzayindaki a parametresiyle verilmig
Gamma matrisi yardumiyla belirliyor.

Teorem 2.3.8(7, nin sonsuz kiiciik iireticisi): (X, |.||) bir BK-uzay,

a bir pozitif reel say,

T,:R2° — B(X)
t - T,(t):=¢e'E (e"’f:)

X de lineer operatorlerin kuvvetli siirekli yar1 grubu olsun ve
S:=sup{|[Tu(O)lx :t€eR>0} <00

bi¢iminde tammlansin. Bu durumda 7, yar: grubunun 7, sonsuz kiigiik tireti-
cisi,

D(Ta) = {:E e X: F;I:E € X} ve 1, = ——F;l ['D(Ta)
bicimimdedir. Ayrica 7, mn matris gosterimi —I';! matrisinin transpozudur.
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Ispat: Ik 6nce sonsuz kiigiik fireticinin D(7,) tanim kiimesinin
{:véX:I‘;lscEX}

kitmesinde oldugunu gosterelim. Bunun i¢in z = (z,) € D(7,) dizisini alahm
yani;

lim (e"tE(e“TE)x — m)

t—0t

limitinin X de mevcut oldugunu gosterelim. X bir BK-uzay: oldugundan 7,z

koordinatsal yakinsaktir. O halde her n € N igin

e i (5 (2 ) o)

k=0

[Zoz], = lm- (et —1)zp= (%hsoe”t) Zo
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ve her hangi bir n. > 1 i¢in

n—2
n 1 k ¢k
T — : - —t(l-{-;) ™%
= 5 () s g (0 (1= ) o)

k=0
1 n—

g} (07 1) )
1 —t(1+2

blim 3 (D 1),

=2 n d k 1\ —k
— Z (k) (a_zltzoe—t(mg) (1 _ e—;) ) T

=0

+n (%[hoe““l*n_}l) (1 - e”é)) Tn_
. (gww) x
= { 1+ k) e"t(”s) (1 — e“ﬁ)n_k
( k)e —t(1+k) (1 — e“at‘)n—k_l} mk|t=0}
( (1 + ———> Sl (B
Al a —t(1+n~1 (1_ e Z)g;n 1it._ )

n e
~((1+5) e Pmnln)
n n 1

elde edilir. Simdi Q := {z € X : I'7'z € X} olarak tanmmlayalm. —I';? |q ,
7, nin devamidir yani; 7, C —I';? |q dir. Gortildiigii gibi I +I;!, w dan w ya
bire bir rten lineer bir operatérdiir. Dolayisiyla (I 4+ ;1) |o , X de bire bir
orten bir operatordiir. 7, yari grubunun karekteri wy < }E& % log § = 0 dir.
Teorem 2.3.3 (b) den 1 € p(7,) dir. Boylece I -7, :D(7,) — X ortendir.
(I+T5Y) la , I -7, nindevamioldugundan Q =D(7T,) ve T, = —I';" [p(r,)
gecerlidir.

Teorem 2.2.1-Teorem 2.2.5 e kadar olan yar gruplar Teorem 2.3.8 da verilen

kosulu tamamliyor. Bu sonuglar tekrar agik bir gekilde gosterilecek.
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Ornek 2.3.9:
1
(a)l<p<oovea> v olsun. Bu durumda # tizerinde verilmig 75, yar1

grubunun sonsuz kiiciik tireticisi igin
D(Ta) = {ZE € P F;lﬂI c gp} ve T, = -—F;1 "D(TQ)

gecerlidir.

(b) @ > 0 olsun. Bu durumda ¢q tizerinde verilmig T, yar1 grubunun sonsuz

D(T,)={z€c:I;'z€c} ve T,=-T."|pmz,

gegerlidir.
(c) a > 0 olsun. Bu durumda c tizerinde verilmig T, yar1 grubunun sonsuz

kiicgiik tireticisi i¢in
D(Ta) = {.’B Ec: I‘;lx S C} ve T, = ——P;l I’D(Ta)

gegerlidir.
1 1 .
(d)1§p<oo,§+zl-:1ve1§p<21kena21ve2§p<oo
1
iken a > = olsun. Bu durumda H? tizerinde verilmis 7, yar: grubunun sonsuz

q
kiictik tireticisi i¢gin

D(T,)={zc H?:T;'z € H?} ve T,=~TI7"|nr,)

gegerlidir.
() 1<p<ooolsun. 1 < p<4dikena >1ved < p < ooiken

p
kiiciik tireticisi igin

D . .
a > olsun. Bu durumda AP iizerinde verilmig 7, yar1 grubunun sonsuz

D(T,) ={z e AP : Tz € AP} ve T,=-T;" |,

“gecerlidir.
Not 2.3.10(7; nin fonksiyonel gdsterimi): Bu boliimde Not 2.2.11 e

gore HP {izerindeki T}, yan gruplarmn sonsuz kiigiik treticisi analitik olarak
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verilmektedir. Biz ilk ¢nce a = 1 6zel durumu igin Siskakis’in [72, sh.156]
daki gosterimini verecegiz ve daha sonra bu gtsterimi genelleyecegiz. Bunu
Siskakis [72, sh.156] agagidaki bigimde ifade etmistir.

Lemma 2.3.11: 1 < p < oo olsun. Bu durumda 77 nin D (77) tamm
bolgesi; D (T1) = {f € HP: —z (1 — 2) f (2) € HP} bicimindedir ve

!

(N2 ==-2(1-2)f () , [fe D(T) (2.3.6)

dir.
Ispat: z € D icin
lim 96, (2) =—z(1-2)

-0t Ot
oldugu incelenebilir. Burada ¢, (z) , (2.2.2) de verilen fonksiyondur. Bu du-
rumda iddiamiz [3, Teorem 1.1 ve 3.7] den elde edilir.
Ancak bu ispat sadece fonksiyonlar teorisindeki argiiman ile gosterilmigtir.
Simdi bunu agagidaki bicimde genelleyebiliriz.
Uygun bir a i¢in f € HP yi Taylor katsayilan ile tzdegleyerek sonsuz kiiglik

iireticinin tanmimindan

T,z = lim (e”tE(e‘i)z - z)

t—0+

bigimindedir. Tirevin tanimindan
d _ _t
’Z;Z = a‘tzoe tE (6 '-") Z

elde edilir. Not 2.2.10 den

(7.1)(z) = %lt:Ol _ (16:13“5) zf ( _ (f—fz"ﬁ) z)
: + ,




yani;
D(T)={fe B : (2-1)j(z) - 21 - 2)f (z) € A7}
ve

(THE = (2-1) f2) - 20 - 21 (2)

elde ederiz. Benzer bir ifade AP deki 7, yar1 grubu igin de gegerlidir.

Biz gimdi S, yar1 grubunu inceleyecegiz ve onun sonsuz kiigiik ireticisini
tanimlayacagiz. Bunun icin X e bir ilave gart eklemeliyiz.

Teorem 2.3.12(S, nin sonsuz kiigiik iireticisi): (X, |.||) , X C £* ile
bir BK-AK uzayi, a bir pozitif reel say1 ve

S,:R2° — B(X)
t  — S, (t) =etE (e“%)

biciminde X tizerinde tanmiml, lineer operatérlerin kuvvetli stirekli yar1 grubu

olsun. Ayrica
S =sup {||Sa ()]l : t € RZ°} < o0

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda S, yar1 grubunun S, sonsuz kiiglik tireti-

cisi,
D(S,) = {rc eX: (Y ze X} ve So=~(I.") loes,)

bigimimdedir. Ayrica S, nin matris gésterimi — (I'; 1)t matrisinin transpozudur.

Ispat: Ik 6nce sonsuz kiigitk tireticinin D(S,) tamm kiimesinin
{sex:(r) sex}
kiimesinde oldugunu gosterelim. Ayrica z = (z,) € D(S,) dizisini limiti;

lim (e“tEt ea)z — :c)

t—0+ ¢
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X de mevcut olsun. X , BK-uzay! oldugundan bu limit degeri koordinatsal
yakinsaktir. Boylece her n € N igin Lemma 2.2.6 dan hyy, (2) yi ve by (0) = 2
yi kullanarak

[S.z], = lim ! ([e“tEt e“i)m]n - :cn)

n t—0+ ¢

R S _t
= tl_lﬁ;(@ e ahg(l—e a)-:vn)

ol _t

= tg%l{ (e e ahgp(l—e"e)— Ay, (O))
d _tnta) —t

= —CE |t=0 e a hmn(l — e “)

n+a) _tnte _1
- - e e

1 t{nta) ¢

' t .
+ (ge"ie“ s R, (l—e"s) it=g)

n+a 1.
yF . han (0) + Eh’mn (O)

n+a n+1
- Ty, xn-l—l
a a

gecerlidir.

Burada Lemma 2.2.6 dan

> (k+n n n+1
hen (2) = Z( k )ng.zk:(O)xn.zo-{—( 1 )mn+1.z1

k=0

n-+2

oldugundan b, (0) = z,, ve

, n+ 1 n 42
ha:n (Z) ]z::O = ( 1 )xn+l"zO + 2( 9 )xn+2'z + - lz=0 = (n + 1) Tn+i

oldugu kullanilmigtir.
Simdi Q = {:1: eX:(IYze X} olarak tammlayalm. — (I51)" |q |

2 .
S, y1 icerir, yani; S, ¢ — (I7Y) |q dir. (EI-I—(I‘;l)t) : w — w lineer
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operatoriinii alalim.

2

xeker(—f—i-(f‘;l)t) @(_2_+n+a>xn_n+lmn+1:0 ,{(n €N)

a a a2+ a

n+ a

<:>mn+1—_ﬁ”i—xn ,(neN)

”i+2+a
& Tyl = — ) N
ot (JI;IO j+1 )xo (neN)

j+24+a_ j+2
; > =
j+1 Jj+1
(n + 2) |zo| elde edilir, yani; zo 5 0 ise z,, ¢ £*° olur. Hipotezde X C £* olmas:
2
sartiyla Q Nker (EI + (F;l)t> = {0} elde edilir ve bdylece (%I + (F;l)t) o

gegerlidir ve |Zp41] >

dir. a > 0 oldugundan her j € N igin

nin injektivligi elde edilir. S, yar: grubunun karekteristigi wy < tlim m log§ =0

dir. Teorem 2.3.3 (b) ye gore % € p(S,) dir. Bilhassa (g[ - Sa) :D(S,) —

X ortendir. (—2] + (I‘;l)t) la (Z—I - Sa> y1 icerdiginden Q = D (S,) ve

S, = — (I71)" |q elde edilir.
Not 2.3.13: Teorem 2.3.12 nin ispat adimim takip edersek X C £

sartiin ¢ok kisitlayict oldugunu goriiriz.  Kuvvet serisinin yakimsaklik

n—1 4 2
yaricapiun 7 > 1 oldugunu ve z, = | [[ J—H—a dizisinin her a > 0 igin
7=0

X in icinde olmadigim gostermek yeterlidir. Not 2.2.9 a gore her n € N igin
z, > n ve (1.9.3) den; mesela AP uzaymin bu sart1 yerine getirdigi goriilir.
Boylece Teorem 2.3.12 nin bu uzaylar i¢in de gegerliligi elde edilir.

Ornek 2.3.14: (a) 1 <p < oo, é+ g— =1lvea2> é olsun. Bu durumda

P {izerinde verilmig S, yar1 grubunun sonsuz kiigtik tireticisi i¢in
D(S)={zel: () zel} vesSi=— (") lngs,

gecerlidir.
1 -
(b)1<p<oo,vea> > olsun. Bu durumda H? {izerinde verilmig S,

yar1 grubunun sonsuz kiiciik {ireticisi i¢in

D(S) = {ze i (07) s e B} ve S == (07")' Ings,
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gecerlidir.

(c)l<p<oovea> % olsun. Bu durumda AP iizerinde verilmis S, yar
grubunun sonsuz kiigiik tireticisi igin

D(S)={sea: (I;) s e A} veSo=—(I7) Inys)

gecerlidir.

Not 2.3.15(S, nin fonksiyonel gtsterimi): Burada Not 2.2.11 e gore
HP? {izerinde S, yar1 gruplarimn sonsuz kiigiik iireticilerinin analitik gosterimi
verilecektir. Biz ilk ¢nce a = 1 6zel durumu igin Siskakis’in [72, sh.156] daki
gosterimini verecegiz ve daha sonra bu gosterimi genelleyecegiz. Bunu Siskakis
[72, sh.156] agagidaki bicimde ifade etmigtir.

Lemma 2.3.16: 1 < p < oo olsun. Bu durumda &; nin D (S;) tanm

bolgesi;
D(S)={feH:—2(1-2)f (2) - (1-2)f(z) € H?}
bigimindedir ve
S(NE@=-20-2f(@-1-2f) , feDS) (237

dir.

ispat: [3, Teorem 3.7] nin ispat yontemini uygulayalim. Tammdan
D(S1) = {f € H”: tli%w%j—f , HP de IIleVCuttur}
Sabir bir z € D igin

tig 02T 2 (3 (4, (2)) oo 2 =21 £ (- (1= 20 £ 2

dir. Dy = {feHP:—z(1-2)f (2)—(1—2)f(2) € HP} olsun. HP de
yakinsaklik 6zel olarak noktasal yakinsakhip1 gerektirdiginden D (S;) € Dy

dir ve D, lineer manifoldu iizerinde tanymh £ operatorit
E(f)(Z)=—2(1-2)f (2) - (1—2)f(2)
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ile S; e genigler. Eger A kompleks bir say1 ve f , D iizerinde £ (f) = Af
olacak gekilde sifir olmayan analitik bir fonksiyon ise bu durumda segilen bir
r (0 <r < 1)igin f(2) nin |z| = r tizerinde sifir1 yoktur. Boylece

1 ' (2) 1 1 A 1
= dz = — — [ = A -
omi | Flz) ™ O+1) 55 / Ll el B p A )

Jzi=r |z]=r |z)=r

(2.3.8)

elde ederiz.
Argument prensibine gore, £ nin eigen deferlerinin kiimesinin sayiabilir
oldugu sonucuna ulagiriz. Eger wy , HP tizerindeki {S;} yar1 grubunun

log ||:St]]
t

wy = tlirgo

bigimindeki bir tipi ise wg < 0 buluruz ve [16, Lemma VIII.1.4 ve Teorem
VIIL1.11] den Re) > wy ise S; — A , HP tizerinde tersinirdir. Ozel olarak
A yi 8 — A tersinir ve £ nin eigen degeri olmayacak sekilde segebiliriz. Bu
durumda € bire-birdir ve H? iizerinde olan S; — A ya genigler. Buradan & = S;
ve D (S1) = Dy dir.

Simdi bunu agagidaki bicimde genelleyebiliriz.

f € HP olmak iizere S, tanimi ve f nin Taylor katsayilar: dizisi ile

Sz = lim ! (e“tEt(e"i)z - z)

-0+t

bigimindedir. Tiirevin tanimindan

BT d —t g —t
S““&%i;ﬁlt-“—oe Ef(e7=)z

elde edilir. Not 2.2.11 den

Boh) (@) = ot (b2t (1= )
= et (et (1- e ) g +

(i) ()l
1 ‘
= g(1~:f:)f (2) — f(2)
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elde edilir. Yani;

D(sa>={feHP=§(1~z)f'<z>—f<z>eHP}

ve

(S (@) == (1= f (2) = £ (2
elde edilir.
Genel ifadenin ispat: icin Not 2.3.10 dan yararlanilir. Bu durumda da A?
uzaylarina bir uygun ifade karsihk gelir.
2.4 T, ve S, Sonsuz Kiiciik Ureticilerin Normu ve Spektrumu
Bu boliimde ilk olarak #7, ¢,, ¢, HP ve AP tzel BK-uzaylarinda 77 ve Si
yari gruplarinin 7; ve Sy sonsuz kiigiik tireticilerinin spektrumu aragtirilacaktir.
Bu sonuglar ¢ok tnemlidir, ¢link{i bunlar yardimiyla Housdorff matrislerinin
bityiik bir boliimiinii olusturabiliriz. Bu girige trnek olarak genel 7, ve S,
operatérlerinin spektrumu bulunur ki bununla bu konunun temeli olugturulur.
2.5 te BK-uzaylarindan Gamma matrislerinin agik bir sekilde aragtimlabilmesi
icin 77 yan grubuyla ige baglayacagiz. (X.|.]]) bir BK-uzay1 ve
s R = B(X) (2.4.1)
t — Ti(t):=e"tE(e™)

X tizerinde lineer operatorlerin Cp yar1 grubu olsun. Ayrica
S:=sup{||Ti (t)lly :t € R’} < o0
olsun. Bu durumda Teorem 2.3.8 ve Not 2.3.7 den sonsuz kiigiik tiretici igin
D(T)={zeX:Ci'ze X} ve [y = =C{ |z

gegerlidir.

c;?

I
[
N\
w
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bigiminde tanimlandigindan her A € C\ {-1,-2,~3,---} icin A + C]* bir
normal matristir ve dolayisiyla w dan w ya bijektiv bir déniigiime sahiptir. Bu

A igin y := (1,0, - -) goriintiisiine sahiptir. O halde

(M+Ciz=y

/)\+1 \/wo\

-1 A+ 2 A
<~ -2 A+3 ) :(170707“')
-3 A+4 T3

\ EERVAY

r (A +1)zo=1

—zo+(A+2)z; =0
221+ (A+3)z=0
—3zo+ (A +4)z3 =0

\ —NnZp 1+ M+ A+1)z, =0 ;n>1

elde edilir. Buradan tiimevarimla

1 j
7= (A+1Hg‘+,\+1)

oldugu alnir.

Asgagida baz sartlar verilecektir. Bu sartlar dahilinde z dizisi belirtilen dizi
uzaylarma ait degildir.

Lemma 2.4.1: 1 <p<ooveReA < ~1+é leAe C\{-1,-2,-3,---}

olsun. Bu durumda

n

(1 J
v (A+1Hj+A+1) ¢

i=1

gegerlidir.
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Ispat: Lemmamn ispatini Gauss kriteri (bak Knopp [38, sh.297]) yardimiyla
yapacagiz.

Tapp _ mHl o A+D 1 n? (A 43X + 2)
z, nH+A+L n 2\ nn+A+2)

n? (A* + 3 + 2)
n(n+A+2)

oldugundan 6, := ( ) olarak alirsak

T n n2

elde edilir. §,, yakmsak oldugundan |6,| < K olacak gekilde en az bir K > 0

sayist vardir,

1_)‘+1=$n+1+§_1lsmn+l+_0_nsmn+l K
n Z, N2 Tn, n? T, n2
o halde
Toti| o ’1_)\+1 __I_(_>1_Re()\+1)_K
b, n n® — n n2
elde edilir.
1 K
n—00 n n
oldugundan 3ng € N vardir oyleki
_1<_M_f§ , (7120)
n n

gegerlidir. £ € (—1,00) igin (1 + ¢)? ifadesi monoton ve konvekstir. Leibowitz

lemmasimdan (Eger p > 0 ise [1+h|P =1+ aRe(h) +0(|A%]) Cde h— 0)

.'I:n_i_lp > l_R,e()\"i“].)-_fS
T -l n n?
b
o PROED pK
n n

gecerlidir.
1
Simdi p.Re(A+1) < 1 (esit olarak ReX < —1 + 1;) oldugundan Gauss
kriterinden seri wraksaktir dolayisiyla z ¢ ¢7 dir.
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Lemma 2.4.2: Re) < —1lile A € C\{~1,-2,-3,---} olsun. Bu durumda

_ (1 7 J
v= (A+1Eg‘+A+1) ¢

ve bilhassa z ¢ ¢, = ¢ ¢ gegerlidir.

ispat: Biz simdi
R Y R AT T )
- () - (10 =7)
dizisini gtz 6niinde bulunduralim. Knopp [38, sh.441] den Re(A—1) > 0
i¢in Z sifira gider. Istenilen z = (A + 1) % almarak gosterilir.
Simdiye kadarki caligmalarimizda ', ¢, ¢ , H? ve AP uzaylarinda 77 in
spektrumlarim hesaplamak igin gerekli hazirhklar yapilmis oldu.
Teorem 2.4.3(7; sonsuz kiigiik iiretici):
(a) 1 < p < oo olsun. # iizerinde T; yari grubunun 7; sonsuz kigiik
iireticisi yogun tanimhl, siirh olmayan, kapali lineer bir operatordiir ve 7; in

spektrumu icgin
1
a(’]}):{/\EC:Re)\S——l-I-Z—)}

gecerlidir.
(b) ¢g tizerinde T} yar: grubunun 7; sonsuz kiigiik tireticisi yogun tamml,

smurh olmayan, kapal lineer bir operatordiir ve 7; in spektrumu igin
o(T)={AeC:ReX < ~1}

gecerlidir.
(c) ¢ tizerinde T} yar1 grubunun 7; sonsuz kiiciik tireticisi yogun tammli,

sinirh olmayan, kapali lineer bir operatordiir ve 7; in spektrumu i¢in
o(T;)={Ae€C:ReXA < -1}

gecerlidir.
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1 1
(d) 1< p<oove 2—; + ;J- =1 olsun. Bu durumda H? iizerinde verilmis 73
yari grubunun 7; sonsuz kiiglik iireticisi yogun tarumli, sinirli olmayan, kapali

lineer bir operatordiir ve 77 in spektrumu igin
1
0(7'1)={)\E(C:Re>\5—1+5}

gecerlidir.
(e) 1 < p < oo olsun. Bu durumda AP iizerinde verilmig 77 yan grubunun
7, sonsuz kiiciik iireticisi yogun tammli, simrh olmayan, kapali lineer bir

operatordiir ve 77 in spektrumu igin; p = 1 iken
{AeC:Rex< -2} Co(T1)c{rAeC:ReA <0}

1 <p<4iken

{AG(C:Re/\g——;}Co(Tl)C{AEC:ReA§—1+§}

4 < p < oo iken
2
0(71)={)\€(C:Re)\§—2—9}

gecerlidir.
Ispat: Bu ispat1 £ dizi uzaylar icin gosterecegiz ve diger BK-uzaylarinda
sadece onemli degigiklikleri bildirecegiz
(a) P tizerinde T} yar1 grubunun wy karektsristigi Teorem 2.3.3 (a) dan
A S
wy = tlggloz log {|T1 ()]
bi¢imindedir. Teorem 2.2.1 den
o1 _(lﬁl)t _ 1
wogt&n;ogloge P/ = l—l-p
elde edilir. Bununla birlikte Teorem 2.3.3 (b) den

o(Ti) C {)\e«“:lReAg~1+Z~1)}
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elde edilir.

Ters kapsami gostermek i¢in Lemma 2.4.1 den yararlanacagz.

Ae C\{-1,-2,-3,---} ve Rel < -1 +1% igin (M +C) oy
lineer operatorti orten degildir. Gergekten de y := (1,0,0,--) durumu igin
bu béliimiin baginda (AI +CT 1) z=1y olan z € £ sayis1 bulunmadi

gosterilmisti. Buradan Lemma 2.4.1 den
{)\ € C|ReX < —1+]%,)\ ¢ (C\{—l,—-2,——3,-~}} Co(Ty)

elde edilir. Her iki taraftan kapamg alirsak

{)\E(C]Re)\g —1+$,)\¢C\{-1,—2,—3,~-}} Co(T)

spektrum kapali oldugundan {A €C|ReA< —~1+ %} C o (77) elde edilir.
Teoremin kalan kismi Teorem 2.3.2 den elde edilir. 77 in smursizlifl, spektru-
mun smirsizlifindan elde edilir.

(b) Teorem 2.2.2 den wg < —1 elde edilir ve Teorem 2.3.3 yardimayla ilk
icerme elde edilir. Ters igerme ise Lemma 2.4.2 den ortaya cikar.

(c) Teorem 2.2.3 den wy < —1 elde edilir ve Teorem 2.3.3 den ilk igerme
elde edilir. Ters icerme ise Lemma 2.4.2 den ortaya cikar.

(d) 1lk igerme Siskakis [72] de agagidaki lemma ile verilmigtir. Ters icerme
ise Siskakis [75] de verilmigtir.

Lemma 2.4.4: 1 < p < oo olsun. Bu durumda 7; nin o (7;) spektrumu
{ z:Rez < ——;—} U {0} kiimesini kapsar ve 77 nin tek eigen degeri A = 0 dur.

Ispat: A € C, f, D tizerinde sifirdan farkh analitik bir fonksiyon ve
—2(1—2) f (2) = Af (2) olsun. Lemma 2.3.11 (ii) deki argument prensibini
uygularsak A € {0,-1,—2,---} ve

s@=e(t25) . ero

pA

oldugunu elde ederiz. Lemma 2.4.12(a) dan A = 0 elde ederiz ki bu sabit eigen
fonksiyonlarina kargilik gelen eigen degerdir. Boylece tek eigen defer A = 0
dur.
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D tizerinde analitik olan f igin 73 (f)(2) = —2z(1 — 2) f () yazahm.
AeC—-{0,-1,-2,---} ven > 1licin

P (2) = i (k—+1): (Z) i

ve
far (@) = Paa(2) (1 = 2)*
alalim.
fap () = Pop (2) (1= 2)* = A (1= 2)"7" P (2)
oldugunu elde ederiz. Boylece

A =T) (Fap) (2) = Afax(2) = T (fap) ()
= Aaa(2) (1 =2 = {~2(1—2) for ()}
= APar (D) (1= 2P+ 2 (1= 2 {Prs (2) (1= 2) = APaa ()}
= (1= AR (2) (1= 2) + 2P, , () (1 - 2)}
= (=2 {APas (2) + 2P} (2)}

— (1 il z))\+n+1

dir. gny(2) = (1— 2)* diyelim, fa mun D dzerinde (A — 77) (y) = gnp
diferansiyel egitliginin bir tek analitik ¢tziimii oldugunu gérmek kolaydir.
n > 1igin Z, = {A € C: P, (1) = 0} olsun. Her bir Z, sonlu oldugundan

Z = (Gzn> u{0,-1,-2,---}

sayilabilirdir.

ReX < —% ve A ¢ Z olsun. Re(A+n+1) > —% olacak gekilde bir
n > 1 secilirse bu durumda g, » € HP dir. A — 77 nin tersinin smurh oldugunu
varsayarsak (A — 77) "  (gn) (2) = Pax (2) (1 — 2)* € HP elde ederiz. Fakat
A ¢ Z ve boylece P,x(1) # 0 oldugundan kolay bir diiglince ile
(1 — 2)* € H? oldugunu goriiriiz. Bu ise Lemma 2.4.10(a) ile celisir. O halde
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1
A€ {z :Rez < ——2—9} — Z i¢in A — 77 tersinir degildir. 7; kapal bir operator

oldugundan kapali spektruma sahiptir. Dolayisiyla {z :Rez < ——é} kiimesi
o (7;) de kapsanir.

(e) Illk igerme Siskakis [74, sh.314] de verilen agagidaki lemmadan elde
edilir.

Lemma 2.4.5: Efer 1 < p < oo ise {z :Re(}) < EZ%} C o (7y) dir.

Ispat: Ilk énce nokta spektrumunu bulahm. 77 (f) = Af ise A = -k -1
oldugu hesaplanabilir. (k€ {0,1,2,...}) A = —k — 1 degerlerine kargihk
gelen eigen fonksiyonlar ise fi (z) = cz* (1 — z) **V) geklindedir. ( ¢ # 0
sabit) p > 2 igin bu fonksiyon AP de degildir. O halde boyle p ler i¢in point
spektrum bogtur. Eger 1 < p < 2 ise bu durumda sadece k& = 0 igin f € AP
dir. O halde bu durumda o, (71) = {1} dir.

AeCveRe(N) < _z% olsun. {(efer 1 <p<2,A#1lise)Re(A+n+1)>

2
2 olacak sekilde bir n tam sayisi segelim ve

Pox(2) = (A + 1) kz:; (‘kl)k (’;) 2

olsun. Budurumda (1 — 2)*"" exp (P, » (2)) fonksiyonu AP dedir. Eger \—7;

tersinir ise
(A—T1) (1) (2) = A+ 1) (1 — 2 exp (Po (2))

denklemi D fiizerinde bir y(z) analitik ¢oziimiine sahiptir ve y(z) €

Dom (77) C AP dir. Bu denklem
A+1-2)y(2)+2(1-2)y (2) = A+ 1) (1 = 2" exp (Paa (2))
bi¢imindedir ve basit bir hesaplama ile bu denklemin tek analitik ¢ozlimiintin
y(2) = (1 - 2)" exp (Pap (2))
oldugu goriiliir. Fakat Re(A) < —229 oldugundan y(z) , AP ye ait degildir.

Boylece {z :Re(z) < ~§} C o (7y) olur.
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Ikinci icerme ise Teorem 2.2.5 den

0 , p=1
2
wy < —1+§ , 1l<p<4
2
- , 4<p< oo
o P

oldugundan elde edilir.

Not 2.4.6: (d) nin ispat1 2 < p < oo igin Teorem 2.2.4 ve Siskakis [72)
yardimiyla yapilir. 1 < p < 2 icin Euler matrislerinin norm tahmini tam
dogru degildir. 77 in spektrumunu, 77 yan grubunun wg karakteri ile dogru
bir sekilde tahmin edebilmek i¢in 1 < p < 2 i¢in HP de transpoze Taylor
matrislerinin spektrumunu bilmemiz gerekir. (bak Komawits [35, sh.145]
ve Ornek 1.8.17) ve boylece 7; in spektrumu igin bir sonug elde edebiliriz.
Bununla ilgili detayli bilgi Siskakis [75] de bulunur. Ancak AP tizerinde bilegke
operatorlerinin spektrumu hakkinda gok az bilgiye sahip oldugumuzdan bu
metodla AP iizerindeki spektrumu bulamayiz.

Biz gimdi 77 in point spektrumunu tanimlayacagiz.

Tamim 2.4.7(point spektrum, eigen deger, eigen vektor): X bir
Banach uzayr1 ve A : D(A) — X, X iizerinde lineer bir operatsr olsun. Bu

durumda
op(A):={AeC: A - A}

1-1 ve 6rten bigiminde tanimlanan o, (A) kiimesine A operatoriiniin point spek-

trumu denir. Ayrica her A € g, (A) igin
e(AN):={zeD(A): A\ -A)z=0}

kiimesine de ) eigen degerinin eigen uzay: denir ve sifirdan farkh z vektorine
karsihik gelen A elemanlarina ise eigen deger denir.
Teorem 2.4.8(7; in point spektrumu):

(a) 1 < p < oo olsun. £ izerinde T} yan grubunun 7; sonsuz kiigiik
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{ireticisinin point spektrumu igin
op(T) =0

gecerlidir.
(b) ¢ tizerinde verilmig 7} yan grubunun 77 sonsuz kiigiik iireticisinin

point spektrumu igin
op(T1) =0

gecerlidir.
(c) c iizerinde verilmig T yar1 grubunun 7; sonsuz kiiciik iireticisinin point

spektrumu igin
op (T1) ={-1}

gecerlidir ve € (—1) = span {e} dir.
(d) 1 < p < co olsun. HP iizerinde verilmig T} yari grubunun 7; sonsuz

kii¢lik tireticisinin point spektrumu igin
op (1) =10

gegerlidir.
(e) AP tizerinde verilmig 7y yar1 grubunun 77 sonsuz kiigiik tireticisinin

point spektrumu; 1 < p < 2 i¢in
op (1) = {-1}
gegerlidir ve € (—1) = span {e} dir ve 2 < p < o0 igin
op (1) =0

gecerlidir.
Ispat: AI+ Cy! ifadesi w dan w ya lineer bir operatordiir. Bu béliimiin

baginda gosterdigimiz gibi A € {—1,—2,—3,---} , herhangi bir k eNvez € w
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igin
(—k + 1) zo =0

(—k[—l—C’l_l)a; = 0«
—NZpa+n+1—-k)z,=0 ,n>1

( Zn =0 . 0<n<k—2
& J ZTx—1  herhangi n=k—1
n
PSRt MR
.
Z, =10 , 0<n<k—-2
& J Tr_1 herhangi n=Fk-—1
n
\:rn=(k_1)mk_1 , n2>k

gegerlidir. Ayrica —k eigen degeri igin

e (~k) =SP““'{((’:1)>}

gegerlidir. k£ =1 igin € (—1) = span {e} elde edilir ve k£ > 2 i¢in (k iL_ 1) >n
ifadesinden dolayr n > k i¢in Not 2.3.13 den € (—k) icinde #° , ¢q , ¢, HP veya
AP den vektor yoktur. 1 < p < 2 igin e vektorii veya (1 — 2) ™" fonksiyonu AP
igindedir ve Lemma 2.4.12 (b) den eger Re A > —z ise (1 — z)* fonksiyonu A?
dedir.

Sonug 2.4.9(7, sonsuz kiigiik iireticisi):

(a)l<p<oovea > % olsun. #P tizerinde verilmis 7, yar1 grubunun

7, sonsuz kiiciik tireticisi; yogun tamimli, smirh olmayan, kapal lineer bir

operatdrdiir ve 7, run spektrumu igin
o(7,) = {)\E (C:Re)\s—l—{—gl];} veop(Ta) =0

gegerlidir.
(b) a > 0 olsun. ¢y lizerinde verilmig T, yar1 grubunun 7, sonsuz kii¢iik
iireticisi; yogun tammli, sinirh olmayan, kapali lineer bir operatordiir ve 7, mn

spektrumu igin

o(T)={ e C:ReA< -1} ve o, (T,) =0
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gecerlidir.
(c) a > 0 olsun. c iizerinde verilmis 7, yar1 grubunun 7, sonsuz kiigiik
iireticisi; yogun tanimh, sirurh olmayan, kapalh lineer bir operattrdiir ve 7, min

spektrumu igin
o(T,)={ e C:ReA < -1} ve 0, (T,) = {-1}

gegerlidir ve € (—1) = span {e} dir.
1 1 : 1
(d)1<p<oo,§+5=lvel§p<2ikena21,2§p§ooikena2a
olsun. HP iizerinde verilmig T, yar: grubunun 7, sonsuz kii¢tik tireticisi; yogun

tammh, sinirli olmayan, kapal lineer bir operatérdiir ve 7, nin spektrumu igin

o(T,) = {)\E(C:Re)\s—l—!—&lz} veo,(7,) =0

gegerlidir. Bununla birlikte p = 1 durumunda aiq yi sifir olarak alacafiz.

olsun. AP iizerinde verilmig 7, yar1 grubunun

(e)4§p<oovea2p
7, sonsuz kiigiik treticisi; yogun tanimh, smurh olmayan, kapal lineer bir

operatdrdiir ve 7, nin spektrumu icin

0(7;)={AEC:Re/\§—1+p_2} ve o, (T,) =10

ap
gecerlidir.
Ispat: Herhangi bir a € R\ {0} igin C;! ile I';! arasinda

(a—1)I+Cyt =al;? (2.4.2)
[liskisi gecerlidir. Dolaywsiyla D (7;) = D (7,) ve boylece
- a-1)I-T) =T,
gecerlidir. Polinomlar igin spektral doniigiim tecremi yardimuyla
P(e) == ~((a=1)~2) lle (%) = o (P(T))
egitligi saglanir (Taylor, Lay [77, sh.326]). O halde istenilen Teorem 2.4.3,
Teorem 2.4.8 ve Teorem 2.3.2 den elde edilir.
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Not 2.4.10: Bundan sonraki calismalarimizda AP Bergman uzayim
4 < p < oo durumuna smurlayacagiz. Boylece ilerdeki biitiin sonuclar homojen
olarak gosterilebilecektir.

Not 2.4.11: (X, ||.||) herhangi bir BK-uzay1 ve
D(T):={zxeX:C{'ze X} lleT; := ~C7 o)

X tlizerinde yogun tammh , kapali lineer bir operatér olsun. Herhangi bir
1

a € R\ {0} i¢in 7 := — - ((a — 1) I — T7) operatorii de kapali, yogun tanimli,

lineer bir operatordiir. Sonug 2.4.9 nin ispatindaki (2.4.2) den dolay:

D(T) =D (L) ={ze X :T;'z€ X}

gegerlidir. Benzer gekilde 7, = —I';' |p(7,) dir. Taylor, Lay [77, sh.326] dan
polinomlar i¢in spektral déniisiim yardimiyla

P()=~ 1 ((a=1)~2) e p(T) = P(p(T))

gegerlidir. (a — 1) —z = 0 ile p(2) = 0 aym anlamda oldugundan Teorem 2.4.3

" Uin kullamlmasiyla ve geometrik diigtince ile agagidakiler ortaya cikar.

(a) 1<p<ooolsun. Hera e C\ {0} igin 7, , £F de
06p(7£)®Rea>})

ile verilmis sinirli olmayan kapali yogun tanimh lineer bir operatérdiir.

(b) Her a € C\ {0} i¢in 7, , ¢p da
0€p(7,) < Rea>0

ile verilmig smirli olmayan kapali yogun tamimh lineer bir operatordiir.

(c) Hera € C\ {0} igin 7, , c de
0€p(7,) ©Rea>0

ile verilmig simirli olmayan kapal yogun tammh lineer bir operatordiir.
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1 1
(d) 1§p<oo,§+a=101sun. Her a € C\ {0} i¢in 7, , HP de

OEp(’Z;)(i)Rea>é

ile verilmis sinirh olmayan kapali yogun tanimh lineer bir operatérdiir.

(e) 4 < p < ooolsun. Her a € C\ {0} igin 7, , AP de

0€p(Ta)®Rea>£—;—2

ile verilmis smirlt olmayan kapali yogun tamml lineer bir operatordir.

Biz gimdi S, yar1 grubunun S, sonsuz kiigiik tireticisini verecegiz. Bi-
raz Once yaptifimiz gibi ilk dnce Sy 6zel durumuyla ige baglayacagiz. Diger
taraftan Teorem 2.4.3 (d) ve (e) nin ispatina dénecek olursak bunlar Siskakis
[74] , [75] de verilmistir. Bu verilerle birlikte ispatm integral bolimii (1 — 2)*
fonksiyonunun A ya bagli olarak HP veya A? ye ait olmasi durumudur. Bu
ifade yardimiyla S; in spektrumunu A? veya H? de lineer bir operatér olarak
gormemiz igin A min durumu gerekir. Yani hangi kogul altinda (1 — z))‘
fonksiyonunun Taylor katsayilari £° nin i¢inde oldugu sorusunun cevabi gerek-
lidir. Bu sorunun cevab: Leibowitz [41, sh.169] da verilmigtir. Brawn, Hal-
mos, Shields [8, sh.130] da p = 2 durumunda ufak bir degigimle bu ifadeyi
incelemigtir. Agagidaki Lemmada {i¢ durum s6z konusudur.

Lemma 2.4.12: 1 <p < ocove ;17—}-% =1 olsun. Bu durumda agafidakiler
gegerlidir.

(a) Eger Re ) > —% ise (1 —z)* € H? dir.

(b) Eger Re X > —2- ise (1 —2)* € A dir.

(c) Eger Re X > -% ise (1 —z)* € 7 dir.

Simdi Lemma 2.4.10 yardimiyla £, H? ve AP lizerinde S; in spektrumunu
hesaplayabiliriz.

Teorem 2.4.13(S; sonsuz kiigiik iireticisi):

(a) 1 <p<oove % + —;— = 1 olsun. #? de verilmig S; yart grubunun

S, sonsuz kiiciik {ireticisi; sinirh olmayan, kapali, yogun tamuml, lineer bir
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operatordiir. S; in spektrumu igin
1
o(5) = {)\E(C:Re)\g —-1+a}
gegerlidir ve spektrumun ici eigen degerlerden olugur. Yani;

{AGC:RG)\<—1+%}CUP(81)

gegcerlidir.
(b) 1 < p < oo olsun. HP iizerindeki S; yar1 grubunun S; sonsuz kiigiik
ireticisi; sinirh olmayan, kapali, yogun tamimh, lineer bir operatérdiir. S; in

spektrumu igin
o (&)= {)\E(C:Re)\S—I—F%}
gegerlidir ve spektrumun igi eigen deferlerden olugur. Yani;
{/\GC:ReA<—1+%} C o, (S1)

gecerlidir.
(c) 4 < p < oo olsun. AP iizerinde verilmig S; yar1 grubunun S; sonsuz
kiigiik tireticisi; sinarh olmayan, kapali, yogun tanimli, lineer bir operatérdiir.

S1 in spektrumu igin
2
O'(Sl)Z{)\ECRe/\S—:[-FE}
gegerlidir ve spektrumun ici eigen degerlerden olugur. Yani;
2
{)\E(C:Re)\< —1+§} Cop(St)

gecerlidir.
Ispat: Biz ispat: /7 igin gosterecegiz ve HP ve AP uzaylari icin nemli olan
degisiklikleri verecegiz.

(a) Oncelikle  iizerindeki S; yar1 grubunun wq karakterini tahmin edelim.
!
wo = lim - log |51 (2)ll»
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oldugundan Teorem 2.2.7 den

l_%)t = -1+ 1
b

.1 -
wy < tllglof loge
elde edilir. Bsylece Teorem 2.3.3 den
1
o(8) C {)\ €C:ReX < —1-!-5}

oldugu elde edilir. Ters igermeyi ispatlamak i¢in (1 — 2)* Taylor katsayilarmin

dizisini z ile gésterelim, yani; z, = (—1)" ﬁ ) bi¢imindedir. Bu dizi yardimiyla

n n+1

= (— (n+1)=(n+1) ﬁ;?) (=2 (5)
= —(1+p)(-1)" (M>

7

[—(Cl—l)t””] = —(n+1)(-1" (ﬁ)+(n+1)(—1)“+1( K )

= —(1+/.L)l‘n

elde edilir. Boylece — (C;1) 2 = — (1 + ) z gegerlidir. Burada — R
dan w ya lineer bir doniigiim olarak ele alinmigtir. Lemma 2.4.12 (c) den ve

Rey > —é le —Re(1+p) < -1+ é— denk oldugundan S; = — (C7Y)" |p(sy)

olmas: igin gerekli ve yeterli kogul { AeEC:ReA -1+ é—} C 0, (&) dir ve
0, (S1) C 0 (Sy) oldugundan her iki taraftan kapamsg alarak ters kapsam elde
edilir. &) in geriye kalan niteligi Teorem 2.3.2 den saglanir. Ayrica S in
strsizligy spektrum kiimesinin smirsizligindan elde edilir.

(b) Siskakis [72] de agagidaki lemma ile o (77) — {0} C o (S1) C o (Th)
oldugunu ispatlamigtir. Tam ispat yapilirken ilk igerme wy < —1 +$ oldugun-
dan Teorem 2.2.8 yardimiyla elde edilir. Ters igerme ise Lemma 2.4.12 (a)
yardimiyla elde edilir.

Lemma 2.4.14: 1 < p < oo olsun. Bu durumda

(i) S nin eigen degeri yoktur.

(i) o () - {0} S 7 (1) C o (T)

Ispat: (i) Lemma 2.3.11 (i) nin ispatindan goriiriiz ki eger A , S; nin

bir eigen degeri ise bu durumda & negatif olmayan bir tamsay1 olmak iizere
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A=—k—1dir. —z(1 —2)f (2) = (1 = 2) f(2) = — (k+ 1) f () nin sifirdan
farkl analitik ¢oztimleri f (z) = (I_—C‘Z:)_kﬁ seklindedir. Burada ¢ sifirdan farkh
bir sabittir. Eger k£ negatif olmayan bir tamsay: ise f (z) , H? de degildir. O
halde &) nin point spektrumu bostur.

(ii) Denk olarak rezolvent kiimelerinin p(7;) C p(S1) € p(71) U {0}
bagmtisi gergekledigini gosterecefiz. f € D(Sy) ise zf (z) € D(7) dir
ve 281 (f) (2) = T1 (2f (2)) oldugunu gérmek kolaydir. Gergektende

T (2f (2)) = —2(1—2)(2f (2))
= —2(1-2)f(2) =22 (1~2)f ()
= S1f(2)

dir. A € p(77) oldugunu kabul edelim. A —S; nin tersinir oldugunu géstermek
igin her g € HP igin (A — 81) (y) = g esitliginin HP iginde bir y ¢oztimiiniin
oldugunu goéstermek yeterlidir. y; (2) := (A — 73) ™! (2g (2)) olsun ; bu gekilde
tanimlanan y, (2) , HP dedir, ayrica, y1 (0) = 0 dir. y(z) = %z_) dersek
y € HP dir. Buradan

z(A=81) () (2) = (A=T1) (2 (2)) = (A — T0) (1 (2)) = 29 ()

elde ederiz. Boylece (A — S1) (¥) (2) = g(2) yani; A € p(S1) dir. Simdi ise
A€ p(S1), A # 0 oldugunu kabul edelim. Eger g € H? ise y; () , HP iginde
g(0)

A=8) (n)(2) = QE)—;—Q—@ i ¢oziimii olsun ve y (2) := 2y (2) + S

olsun. Bu durumda y € H? ve

A =T) () (2) = (A= T1) (z31 (2)) + 9 (0) =2 (A = 1) (11 (2)) + 9 (0) = g ()

dir bu A — 7; nin érten oldugunu gosterir. Teorem 2.4.3 (d) den A — S bire-
birdir. O halde A € p(S1) dir.
(c) 1k igerme wp < —1 +§ oldugundan Teorem 2.2.8 yardimuiyla elde edilir.

Ters icerme ise Lemma 2.4.12 (b) yardimiyla elde edilir.
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Her hangi bir a € C\ {0} igin (C’fl)i ve (I;1)" arasinda
(a—1)I+(CrY) =a(rsh)

bagintis: gegerli oldugundan Teorem 2.4.9 deki mantikla S, nin spektrumu icin
agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.4.15(S, sonsuz kiigiik iireticisi):

() l<p< oove}—iﬂ-é =1lvea > é olsun. ¢ de verilmis S, yan
grubunun S, sonsuz kiiglik tireticisi; smrli olmayan, kapali, yogun taniml,

lineer bir operatérdiir. S, in spektrumu igin

a(Sa)={)\€(C:Re)\§—l+aiq}

gegerlidir ve spektrumun ici eigen degerlerden olusur. Yani;
1
{AE(C:Re)\ < —1+@} C op (Sa)

gegerlidir.
1
(b)l<p<oovea> 5 olsun. H? iizerinde verilmis S, yar: grubunun
S, sonsuz kiiciik {ireticisi; smurl olmayan, kapali, yogun tanimli, lineer bir
operatordiir. S, in spektrumu igin
1
o (S,) = {)\EC:Re/\S —1+—}
ap
gecerlidir ve spektrumun ici eigen degerlerden olugur. Yani;
1
{/\eC:Re/\< —1+———} C 0p(Sa)
ap
gecerlidir.
2
(c) 4 < p < oovea > — olsun. AP iizerinde verilmig S, yari grubunun

p
S, sonsuz kiigiik iireticisi; sirh olmayan, kapali, yogun tamiml, lineer bir

operatordiir. S, in spektrumu igin

U(Sa)={)\€(C:ReA§—1+%}
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gecerlidir ve spektrumun ici eigen degerlerden olusur. Yani;
2
{)\ eC:Rel < —1+@} C 0, (Sa)

gecerlidir.
Simdi ise Not 2.4.11 benzeri diigiinceyle Sonug 2.4.15 nin agagidaki genellemesini

verelim.

Not 2.4.16: (X, ||.||) bir BK-uzay: ve
D(8) = {as e X: (C7) s e X} ile S = (C7) Ins,

X tizerinde yogun tanimli , kapah lineer bir operator olsun. Herhangi bir
a € C\ {0} alahm. Bu durumda S, = — é((a— 1)I — 8;) operatorii de

kapali, yogun tamumli, lineer bir operattrdiir. Ayrica
D (81) =D (Sa) = {.’B € X: (F;l)tIE S X} ve Sa = — (P;l)t Ip(sa)
gecerlidir. Buradan Teorem 2.4.13 yardimiyla asagidakiler elde edilir.
1
(a)l<p< oo, éJra:: 1 olsun. Hera € C\ {0} i¢in S, , P de
1

ile verilmig simirh olmayan kapal yogun tanimh lineer bir operatordiir.

(b) 1 <p< coolsun. Her a € C\ {0} i¢in S, , H? de
1
Oep(Sa)<:>Rea>I—J

ile verilmis simirh olmayan kapali yogun tanimh lineer bir operatérdiir.

(¢) 4 <p<ooolsun. Hera € C\ {0} i¢in S, , AP de
2
Oep('Z;)@Rea>§

ile verilmig simirh olmayan kapali yogun taniml lineer bir operatordiir.

2.5 Gamma Matrislerinin Normu ve Spektrumu

Bu boliimde daha o6nce soyledigimiz gibi Gamma matrislerinin  BK-
uzaylarindaki ozelliklerini inceleyecegiz. Bu caligmada 7; = —Cy! |p(z;) 0zel-

ligi yardimiyla Cesiro matrisinden Hausdorff matrisleri igin ne tiir sonuglar
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elde edebilecegimiz gosterilecektir. Bu boltimde ilk 6nce her hangi bir BK-
uzayinda verilmis reel Gamma matrisleri igin genel bir sonug ispatlayacagiz ve
daha sonra bu sonucu &, cy, ¢, HP ve AP 6zel BK-uzaylarindaki Gamma
matrislerine genigletecegiz. Daha ¢ok BK-uzaylarinda sinirh Gamma matrisleri
karekterize edilecektir. Sonraki asamada Gamma matrislerinin transpozlar in-
celenecektir. Bu boéliimiin sonunda normal Hausdorff matrisleri ve bidiagonal
tersleri incelenecektir. Ik once 7, yari grubunun I'; Gamma matrisi ile ige
baglayalim.

Teorem 2.5.1(Gamma matrisleri): (X, |.]]) bir BK-uzay, a bir pozitif

reel say1 ve

T,:R20 — B(X)
t = T,(t):=e¢'E (e”ﬁ)

X iizerinde lineer operatorlerin kuvvetli siirekli yar1 grubu olsun. Ayrica her
teR20  M>0vew>0ile |T,(t)|x < M.e™* gegerli olsun. Bu durumda
o parametreli Gamma matrisleri icin;

(a) T,€eB (X]\)/_fdir ve 'y (X) , X de yogundur.

(b) ITally <
gegerlidir.

Ispat: Teorem 2.3.8 in biitiin gartlan hipotezde verildiginden —T;? |pr )
X de yogun tamimh kapali lineer bir operatérdiir. T, yar1 grubunun wg karak-

teri; her t € R2% icin ||T, (#)]] < M.e™™* gegerli oldugundan
— lim S log |73 (8)]], < lim ~log Me™ < —w < 0
Wo = 1% 0g 7. (t)lx S myosne = v

bigimindedir. Boylece Teorem 2.3.2 ve Teorem 2.3.3 (b) den &zel olarak
0 € p(-T;'|D(7,)) elde edilir. Resolventin tammu geregi (r7H7h, B(X)
dedir. Teorem 1.2.15 den I', eglenik matrisine bir matris doniigiimii bi¢iminde
bakabiliriz. Bu durumda I';! tamm kiimesi X de yogun olacak bicimde X
den X e bijektif bicimde olugturuldugundan I'; (X) , X de yogundur. Teorem
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(b) den her z € X igin
Cezll = || | Ta () zdt|| < M. | e¥dt. ||z]|| = ot ]|
0 0

oldugunu elde ederiz. Boylece istenilen norm tahmini elde edilmig olur.

Biz # ,c¢,c, H? ve AP dzel BK-uzaylarinda Gamma matrislerini
aragtiriyoruz. Bu uzaylarda (uygun e parametresi icin) Gamma matrislerinin
tersleri de Sonug 2.4.9 dan siurl olmayan kapali lineer bir operatérdiir ve on-
larin tanim kiimesi de BK-uzaylarinda yogundur. Ayrica Sonug 2.4.9 dan bun-
larin spektrumu bilindigi icin spektral doniisiim teoremi (Kato [36, sh.177])
yardimiyla spektrum igin bir fikir elde edilir. Kato’nun ispati bu spektral
gosterim teoreminin point spektrum i¢in de gegerlilik sagladifini gostermigtir.
Teorem 2.5.1 i, Teorem 2.2.1, Teorem 2.2.2, Teorem 2.2.3, Teorem 2.2.4 ve Teo-
rem 2.2.5 ile kullanirsak smirh lineer operatérlerin normlarinin, kendi spektral
yarigaplar: ile tistten siurh oldugu tahmin edilebilir. Béylece su sonuglar elde
edilir.

Teorem 2.5.2(¢? lizerinde Gamma matrisleri): 1 < p < oo olsun.
a > %3 parametresi ile verilmis Gamma-matrisleri icin

(i) T, € B () dir ve I', (¢7) , £° de yogundur.

(if) o (Ta) = {A eC: i/\ - 2(a;p_ 1)] <5 (azp_ 1)}

(iff) op (Ta) = 0

(iv) ITaller =
gecerlidir.

ap
ap—1

Bu teoremin ispat1 yogunluk diginda Rhoades [58] tarafindan yapilmigtir.
Bu ispat bagka dizi uzaylarinda kullamlamaz. Yogunlugun ispat: ise Teorem
2.2.1 de verilen T;, yan grubu igin || T, ], < e~ (1-a)t oldugundan Teorem 2.5.1
(a) dan elde edilir. Rhoades (58] de Teorem 2.5.2 nin ispatini yapabilecegimiz
su dnemli teoremi ispatlamigtir.

1
Teorem 2.5.3: H(p) = fx—%dq(x) olsun. Bu durumda || H||, = H(p) dir.
0
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Teorem 2.5.3 ii ispatlamak icgin ilk énce 1943 de Hardy’nin agagidaki teo-
remini verelim
Teorem 2.5.4: Eger a, > 0 ve p > 1 ise bu durumda her » igin a, = 0

olmadikca veya doniiglim 6zdeglige indirgenmedikge

yow< ( / rzdx) Y a=H(p)) o (2.5.11)

gecerlidir. H (p) nin degeri miimkiin olan en iyisidir.
Kabul geregi agktir ki H (p) ve ), af, sonludur.

Ik 6nce bilinen bir sonucu ispatlayalim, yani efer 0 < <1 ve

en = en (1) = f: (Z) 1- 8" ™t"a, (2.5.2)

m=0

ise bu durumda

doen <ty ah (2.5.3)

gecerlidir. Gergekten de Holder egitsizliginden

e? < Z (;) (1 — )" ™ tma?, {Z (;) -~ tm}pﬁl (2.5.4)
3 (:;) (1—t)" ™ tmaP,

A

n m<n n>m

t

(2.5.5)

icteki toplam {1 — (1 —#)} ™™ ! =¢"™! dir ve (2.5.3) gosterilir.

Simdi
by, = O/ {Z (:;) (1 —t)”"mtman} dx = O/e,, (t)dX

m=0
bicimindedir. Dolayisiyla Minkowsky esitsizliginin bir formundan (Hardy, Lit-
tlewood, and Polya, Inequalities, 148 Teorem 201)

1

"’5 / H > eﬁ}% (2.5.6)
0

119



elde edilir ki bu ” < ” yerine ” < ” igin (1) dir.

en (t) = En¢ (t) olmadik¢a (2.5.6) mn ilk temsil ettigi egitsizliktir. Burada
" =" X in degisiminin 0 oidugu bir S kiimesinde hari¢ tutulan egitsizlikleri
saglar. Biz S’ tamlama kiimesinin

(a) bir sonsuz

(b) sadece sonlu noktalarin kiimesini igerdigini
ayr1 tutuyoruz. (a) durumunda t icin e, (t) — En¢ (t) , (b) durumunda X
basit bir basamak fonksiyonudur.

(a) e, (t) yi biz

en (t) = }n_j (-1)° (:;) £ A*aq

s=0
formunda yazabiliriz. Eger a;, , a,, nin sifirdan farkl ilk terimi ise bu durumda

n < k igin e, (t) = 0 ve

ek (t) = (——1)ktkAkao = aktk ,

errr (B) = (=1)'(k+1)t*A*ag + (—1)FH tFH1AFH gy |

dir. Bu ¢ (¢) nin ¢* mn bir kat1 oldugunu ve n > k igin A™aq = 0 oldugunu
gosterir. Dolayisiyla ay, , 7 nin bir polinomudur, ki 0,0 olmahdir. Ciinkii ) a?,
yakinsaktir.

(b) Kabul edelim ki X , t = t, de a sigrayis: ile bir basamak fonksiyonu
olsun. Burada 1 < s < r dir ve her a, , 0 dan farkhdir. Bu durumda

by =Y ase, (ts) ve (2.5.5) den

(Xn:bﬁf < zsjas {;eﬁ(ts)}% < Es:if (Zag)” - (Zag) Ojrrﬁdx

o=

elde edilir. Simdi buradaki esitsizlik ¢ , 0 veya 1 olmadik¢a (veya her a, = 0)
(2.5.5) de dir ve dolaysiyla her t, , 0 veya 1 olmadikga esitsizilik (2.5.7) dedir.
Fakat bu durumda X (0) = X (+0) ve X (1) =1 oldugundant <1, X =0 ve

t =1 1icin X =1 dir ve doniigiim 6zdeglige indirgenir.
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H (p) nin degerinin miimkiin olan en iyisi oldugunu ispatlamak kaldi ve

ispat benzer cizgide izlenir.
1 1 —w
w=5+6,0<5<;,an=(n+1) (2.5.7)

alalim ve her bir pozitif 7 ; ve secilen ¢ , N ve € igin

-2 1 1
(1—}-%) T 1—77,]t_’113dX>(1—77)/t~1%dX (n>N)
0

L
n

Yo+ > (1-n) Y dh
N 0

Il

>
N
dir. Bu durumda

o0
= -——:-/ e~ (rtlzuw=1 g, , en (t) = ——:—/e_zx’”" —t+ te""”) dx
(w) (W)
0 0

vezr>0,0<t<1icinl—t+te™®>e ™ dir. Dolayisiyla

1

en (t) > ) /:z:“’"1 ~(mdedy = (14 nt)™
(w)
0

dir. Eger % <t <1isebu

B} N i 1\7F 1
(1 + nt) wt’“’(lv{-z) >t"v(1+z) an > (1—n)t ra,

den biiytiktiir. Dolaysiyla n > N icin
1

1
bn E/en ) dX > (1—n)a, [ t77dX > (1~n)2an/t“%dx
0

3o
—

Sl

oo

Y>> m>a-nTKE@E) d>1-n)FHp)) d
0 N N

0

dir ve béylece n keyfi oldugundan ispat tamamlanir.
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Simdi Teorem 2.5.3 ii ispatlayabiliriz. Teorem 2.5.4 de herhangi bir pozitif
s={sn} € 7 i¢in | Hs||? < [H(p)]"|Is]|” oldugunu gosterdi.
Onun sonucu sabit bir s € #° dizisi igin

EE =515 h] < [z hnk‘sk;}

n=0 | k=0 n=0 Lk=0
oldugunu verir. Dolayisiyla [|H||, < H(p) dir.

Ispati tamamlamak igin (2.5.7) deki argiimentlerle s, = (n+1)™ ,

1
Y= P te,0<ex< Zl) , 1 > 0 igin Hy(s) > (1 —n)?H(p)s, dir. Bu sonug
| H||, > H(p) ye gotiirtir ve bdylece || H||,, = H(p) elde edilir.

Simdi Teorem 2.5.3 ii kullanarak I';, nin normunu

ITall, = /lm_%d (F(EZ) jt“‘l (log (;))wl dt)
0 0
)

0
00
o
a T (i N T, —
— /6 u( P-l—a. 1+1)ua ldu

a—.__
b

buluruz ki bu Teorem 2.5.2 (iv) iin ispatidir. Benzer sekilde Rhoades [58] de
agagidaki teoremle Teorem 2.5.2 (iil) yi ispatlamigtir.

Teorem 2.5.5: Eger H # I ise H m point spektrumu bogtur.

Ispat: Kabul edalim ki baz1 X lar icin Hf = Af olsun. H total regiiler
oldugundan her n igin u, # 0 dir. B('jylece H , 7 de sol sifir bélen degildir
ve A = 0 olamaz. f € # i¢in g(n) := Z Bk f (k) tanimlansm. g(0) = Af(0)
oldugundan f(o) # O ile verilmis her f 1§m A =1 olmasim elde ederiz.
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1. DURUM: Kabul edelim ki f(0) # 0 olsun. Bu durumda A =1
ve (H — I) f = 0 oldugunu elde ederiz. Ozellikle hyof(0) + (h11 — 1)f(1) =0
yani; f(1) = T—ifi—s%)— dir. Fakat hyy = <é>A/~‘0 = pg—py =1—hyy >0
dir. Dolaywsiyla f(1) = f(0) ve tiimevarmmla n = 1,2,... igin f(n) = f(0)
oldugunu elde ederiz. f(0) # 0 oldugundan f = {f(0)} ¢ ¢ dur.

2.DURUM: f(0) = 0 olsun. Bu durumda p, = A veya her hangi bir n icin
W, # A olacak gekilde bir N tamsayis1 mevcuttur.

2A. DURUM: f(0) = 0 ve herhangi bir n i¢in p,, # X olsun.

R1of(0) + h11 f(1) = Af(1)

egitliginden (A — p;)f(1) = 0 elde edriz ki bu f(1) = 0 oldugunu gosterir.
Tiimevarimla n = 0,1,2,... i¢in f(n) = 0 oldugunu elde ederiz.

2B.DURUM: f(0) = 0 ve bazs N ler icin py = X olsun. Eger N = 0 ise
bu durumda A = 1 ve hyof(0) = hyy = f(1) = f(1) ; yani (1 — p;)f(1) =0
oldugunu elde ederiz. H # I , p; # 1 oldugundan f(1) = 0 ve tiimevarimla
n =2,3,4,... i¢in f(n) = 0 oldugunu elde ederiz. Her bir r i¢in p, > pinyy
oldugundan (H # I total regiiler Hausdorff matrislerinin iyi bilinen bir 6zelligi)
eger N > 0 ise bu durumda agik¢a f(0) = 0 olmas:

f)=F@)=-=fN-1)=0

olmasin1 belirler ve f(IN) oldugu gibi belirlenemez. Eger f(N) = 0 ise bu
durumda 6nce oldugu gibi f = 0 dir.Eger f(N) # 0 ise tiimevarimla

N
FIN+7r)= < ;T>f(N) ;r=0,1,2,...
oldugunu gosterecegiz. Bu r = 0 igin dnemsiz olarak dogrudur. Kabul edelim
ki tiimevarim hipotezi dogru olsun. Bu durumda

N+r41

Z hN+'r‘+1,Icf(k) = punf(N +r+ 1)
k=0
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veya

N+r
(:LLN - #N+'r’+1)f(N +r+ 1) = Z hN+r+1 k:f k) Z hN+r+1 N+Jf(N +])
k=N i=0
o (N1 s N+j
- ;( N )(A+l J;uN+j)( N )f(N)
_ f(N) (N 'f‘N’f' + 1) Z (‘TI ;l— 1) AT—I-I_J/‘LN-i-j

J=0

dir. Not edelim ki {py +,,} ile verilmis Hausdorff matrisinin satir

r+1
r+1 i
S ("I ar

3=0

T
1
dir. Dolayisiyla Z (Tj ) ATH1=d PNtj = BN — BNirq1 7 0 Ve
=0

fN +r+1) = (N+NT+1)f(N)
dir. Ustelik; |f(N +7+1)] > |f(N +7)| dir. Béylece f ¢ ¢ dir.

Son olarak Teorem 2.5.2 (ii) nin ispatim yapacagiz. Bunun igin tekrar
Rhoades [58] de verilen agagidaki iki teoreme ihtiyag duyuyoruz.

Teorem 2.5.6: H # I i¢cin H* — N , N den kesin daha kiigiik mutlak
degere sahip tzdegerlere karsilik gelen 6zvektorlerin bir total kiimesine sahiptir.
( Burada N = é |H], dur.)

Ispat: 3, = A™e ile verilmig dizilerin bir ailesi 8y, 8, B, - - - ile gosterilsin.
Burada Aeg = ey — e; , A"y = A(A™ leg) dir. {B,, 5, ...} kiimesi, #
tizerinde totaldir. ¢ , p nin konjugesidir. m > n i¢in H*G,(m)=0dir. m<n
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igin

H*B,(m) = Zh;kﬁn<k)=zh:nk<—1>k(;")

_ ;z: ( i ) (Ak-m:; (~1) (Z)

- SO (e

_ _;” (2 (o) jz;;(—l)f (7))

- () g(—l)’"“umw 2(4)" )

= 0" ( 2 ) = i)

m
dir. Dolayisiyla (H* — N)g,, = (4, — N)B,, dir.
Teorem 2.5.7: o(I';) = {A: |\ — N| < N} dir. Burada N = % | H{], dur.
Ispat: N —T, — ) operatérii p, = ¢ — ;L% dizisi tarafindan tiretilen
momente sahiptir. Burada ¢ = N—Adir. € = ;Ll—; olsun. Eger |\| > N igin H,
operatoriiniin #7 tizerinde smurh lineer bir operatér oldugunu gosterilebilirse
bu durumda o(N —T,) C{A:|]A] <N} dir. Dolaysiyla
o(Ta) € {X:|X— N| < N}dir. [4, Teorem 2] deki (4) iin ispatindaki metodu
kullanarak eger A , [A — N| < N kogulunu saghyorsa istenileni elde ederiz.
Bu durumda A , I'¥ m bir basit 6zdegeridir. Gercekten de spektrum kapal

oldugundan teorem tamamlanr.

ole

Biz simdi H, un gerekliligini gosterelim. Gergekten dee,, = Z [1 + ___,__a}
| n+a——

boylece [|Hell, < [?1‘ + TC% (| Hsl[,, dir. Burada §, = -—:L-—l—«ﬁ dir ve teorem
n+a——
o

| 55|, nin sonlu olmasmna indirgenir.
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z € P olsun. Bu durumda

—

| Hszf], = {Z > P }P < {Z {Z |hnk| lxkl} }P
n=0 | k=0 n=0 | k=0

dir. Simdi

1
|Pok] = (Z) | Ay | = (Z) / tk+a_%—1(1 — )" *at
0

1

<

1 1 a—Re(%)— .
Boylece [|Hszll, < Hig(p) |lall, , burada Hig(p) = [7#** () gt dir. Bu
0
integralin varhg ¢nceden mevcuttur. o — Re (%) - % > 0 oldugunu gostermek

kaldi. Not edelim ki ¢ = N — X dir. Boylece

a—Re (%) =a+a {(a _OZ];);’V+ ,62}

dir. Hipotezden |A| > N dir. Eger biz A = e+ 48 alirsak bu durumda [A| > N

, a® 4+ 3% > N ye esittir. Buradan (o — N)? + 82 > 2N(N — a) formunda
a— N 1 . 1 1
(a — N)Z +IB2 > _W dir. 1— gv' = *@ oldugundan

yazabiliriz. Dolayisiyla
ispat tamamlanr.

Simdi Teorem 2.5.2 (ii) nin ispatini yapmak i¢in Teorem 2.5.7nin ifadesinde
1

2ap—

gegen N sayisiu bulmak gerekiyor. N = %IlFaH = bi¢iminde ola-
cafindan Teorem 2.5.2 (ii) ispatlanms olur.

Teorem 2.5.8(cp ilizerinde Gamma matrisleri): a > 0 parametresi ile
verilmig Gamma-~-matrisleri i¢in

(i) 'y € B(cp) dir ve 'y (co) , ¢ da yogundur.

(i) o (T,) = {)\ eC: l)\ - é—l < %}

(i) 0, (Ta) = 0

@) Tl =1

gegerlidir.
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Bunlar Reade [49] un aragtirmasimin ilk boliimiidir. Bu calisma sadece
Cesaro matrisleri ile ilgilidir. Cesaro matrisleri ile Gamma matrislerinin kargilagtir]-
mas! ¢ok karmagik oldugundan , onun eleme gekli Gamma matrislerine aktarila-
maz.

Teorem 2.5.9(c lizerinde Gamma matrisleri): a > 0 parametresi ile
verilmis Gamma-matrisleri igin

(i) Ty € B(c) dir ve ', (¢) , ¢ de yogundur.

(i) o (Ta) = {/\ €C: ’A - %] < %}

(i) op (Ta) = {1}

(iv) ITall, = 1
gecerlidir.

Burada da yukarda stylediklerimiz gegerlidir. Spektrum a = 1 6zel durumu
icin ilk olarak Wenger [78] tarafindan gosterilmistir. Buradaki ispat metodu
yine Cesdro operatorii ile siirhidir.

Teorem 2.5.10(H? tizerinde Gamma matrisleri I): 2 < p < co ve

1 1 1
— 4 — =1 olsun. a > — parametresi ile verilmis Gamma-matrisleri i¢in

p g q
(i) T, € B(HP) dir ve [, (H?) , H? de yogundur.
. aq aq
— 3 = <
@) ot = {re € grilpl < gt o]
(iii) op (I'a) = @
. _ag
() [Fallr = 25
gecerlidir.

Bu Siskakis [72] nin ilk genellegsmesidir. Not 2.2.11 den 7} yari grubu
yardimiyla Cesaro operatorleri iizerinde bu ilk olarak ifade kazanmigtir. Bu
metotla 1 < p < 2 durumunda sonuca varilmaz. Bu durum igin bagka
dugtinceler gereklidir. Bu diigtince Cesaro operatérlerinin kapali lineer
iki operatoriin bilegkesi olarak gosterilmesidir. Bunun sebebi Euler matrisinin
operatér normunun tahmini i¢in tst simr bulunamamasidir. Siskakis’in is-
patinn iyi yani a = 1 6zel durumunda Cesaro matrisinin operatér normu igin

ist strur bulunmasi, kétii yan: ise bu metodun genellegtirilememesidir. Burada
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kullanilan sonuclarla. HP uzaylar: igin eksik olan teorem ortaya cikar.

Teorem 2.5.11(H? iizerinde Gamma matrisleri II): 1 < p < 2 ve

1 1 . o C e
—+ — =1 olsun. a > 1 parametresi ile verilmiy Gamma-matrisleri icin

(1q) I'y € B(HP) dir ve [', (H?) , H? de yogundur.

W)aﬂd={AeC:P— i N 5
2(ag—1)| ~ 2(ag—~ 1)

(iit) o (Ta) =0

(i) =5 < [Pl <252

ag—1 7~ ap—1
gegcerlidir.

3

Not 2.5.12: H* uzaylan igin (i) ve (iii) ifadeleri gecerlidir.

Aot

<1
2“2}

ve buna gore 1 < ||Tq| 4, elde edilir. Ancak normu tistten smirlayan tahmin

a@J={A€C:

gegerliligini kaybeder.
Teorem 2.5.13(A? iizerinde Gamma matrisleri ): 4 < p < oo olsun.

a > £ parametresi ile verilmis Gamma-matrisleri igin

2

(i) Iy € B (AP) dir ve [', (AP) , AP de yogundur.

. ap ap

Fp)=<2xeC:|A— <

(i) o () € 2(ap—~p+2)"2(ap~p+2)}
(iii) o, (Te) =0

. _ ap
() Ty = 2

gecerhidir.

Burada da Siskakis [74] tin bir sonucunun genellesmesinden bahsedilmigtir.
Ancak ne yazik ki 1 < p < 4 durumunda bir kiime dahilinde norm tahmini
yapilabiliyor fakat bunlar tamamen gosterilemiyor. Bu nedenle bize uygun bir
gosterime geciyoruz. Bagka disiinceler yardimiyla 1 < p < oo durumunda
HP uzaylarindaki duruma benzeyen Cesiro matrisi tizerinde Siskakis’ten kismi
sonuglar elde edilebilir.

Son olarak belirtelim ki Teorem 2.5.2-Teorem 2.5.13 sonuglar: ispatlarin
genel ilerlemesi geklindedir. Orada dort degigik metod kullamilmigtir.

a € R\ {0,—1, -2, .-} parametresi i¢cin Gamma matrisleri yukarida bahsedilen

BK-uzaylarinda simnirh lineer operatérleri gosterir mi? Sorusu aklimiza
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gelebilir. Bu nitelik a € C\ {0,—1,—2,---} i¢in gosterilir. a reel parametresi
en uygun durumu gésterir.

Teorem 2.5.14(6zel BK-uzaylarinda Gamma matrisleri):

a € C\{0,-1,-2,---} olsun. Bu durumda

(a)I‘aEB(EP)@Rea>Z% (1 <p< o)

(b) T'y € B(eg) < Rea >0

(¢c) o € B(c) & Rea>0

(d) I‘aeB(HP)@Rea>é (1<p<oo,z—1)+~;—=1)

©) I‘aeB(AP)@Rea>?—-;—2 (4<p<oo)

ifadeleri gegerlidir.

Ispat: Not 2.4.11, resolventin tanimi ve Teorem 1.2.15 den elde edilir.

Not 2.5.15: Rhoades [58] tarafindan #7 tizerinde pozitif reel Gamma
matrislerini karekterize eden degisik bir sonu¢ verilmigtir. Bu genellemede
yukaridaki sonuglar yenidir.

Not 2.5.16: Teorem 2.5.2 de ele aldigimiz kapali lineer operatérlerin spek-
tral doniigim teoremi ( bak Kato [36 ,sh.177] ) yardimiyla Not 2.4.11 ve
Teorem 2.4.3 {in birlegimi ile sturlh Gamma matrislerinin - spektrumunu
bulabiliriz. Uygun a € C\ {0, —1, —2, -} parametresi i¢in

f(z) = —S—ile 0 (T,) = f (o (T3)) U {0}

a—1-—z2

gecerlidir. Bunun yardimziyla operatér normu igin bir alt simr tahmin edilebilir.
oimdiye kadar incelenmis metodlarla kompleks a parametresi ile verilmig
operatoriin normu igin bir {ist simir tahmin edebilmek miimkiin degildir, ¢linkii
bu durumda Teorem 2.5.1 gegerliligini kaybeder. Simdiye kadar T yari grubu
yardimiyla baz sonuglar elde ettik. Bundan sonraki béliimlerde bu sonuglar
direkt olarak elde edecegiz.

Biz ¢nceden transpoze Gamma matrislerinin 6zelliklerini vermigtik. Trans-
poze Gamma matrisleriyle ilgili sonuglar benzer bir kir saglar. Simdilik Teorem
2.3.12 ve Teorem 1.2.15 yardumiyla genellikle transpoze Gamma matrisleri ile

ilgili ifadeler kullamlacaktir.
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Teorem 2.5.17(Transpoze Gamma matrisleri) : X C £° olacak

gekilde (X, ||.})) bir BK-AK uzayi, a bir pozitif reel say1 ve

S,:R2° — B(X)
t e S.(t) = e B (e—ﬁ)

olmak {izere S, , X iizerinde lineer operatorlerin kuvvetli stirekli yar1 grubu
olsun. Ayrica hert € R20 , M > 0 ve w > 0 ile [|S, ()|l < M.e™™" gegerli
olsun. Bu durumda o parametreli transpoze Gamma matrisleri igin;

() ILeB (X]\)lve It (X), X de yogundur.

(b) IITallx < —~
gecerlidir.

Teorem 2.5.2-Teorem 2.5.11 ve Teorem 2.5.13 yardimiyla Teorem 2.5.17 ve
Sonug 2.4.15 den Teorem 2.2.7-Teorem 2.2.10 ile ve 1.6.2, 1.8.8, Teorem 1.9.4
altinda transpoze Gamima matrisleri iizerinda agagidaki sonuclar elde edilir.

Teorem 2.5.18(# iizerinde transpoze Gamma matrisleri):

l<p<oove 2—1) + P = 1 olsun. a > —3 parametresi ile verilmis transpoze
Gamma-matrisleri i¢in

(i) T € B (¢P) dir ve T% (¢P) , £ de yogundur.

4 1 1y ag ag
(ii) o (TE) =< AeC: |A 5(ag—1) S2(aq—1)}
|y ag aq o (Tt
(111){)\€C.])\ 2(aq—1)]<2(aq—1)}c » (T%)
() Il = 25

gecerlidir.

Bu teoremin ispati yogunluk ve point spektrum diginda Tanim 1.6.3 ve
Teorem 2.5.2 den eglenik operatorler icin spektral doniigiim teoremi (bak Tay-
lor, Lay [77, s.275] ) ile elde edilir. Point spektrumu ¢zel durum olarak Lei-
bowitz [42] de bulabiliriz. Her BK-AK uzay: bir BK-uzayma izometrik izomorf
oldugundan transpoze Gamma matrislerinin incelenmesine izin veren metoda
ihtiyacimz vardir. Bu durum H? ve AP uzaylarinda takip eden teoremle

verilecektir. Bu sonuca Siskakis [72], [73] ifadelerini genigleterek ulagabiliriz.
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Teorem 2.5.19(HP iizerinde transpoze Gamma matrisleri):
1< p<ooolsun. a > % parametresi ile verilmis transpoze Gamma-matrisleri
i¢in

(i) Tt € B (HP) dir ve I't (H?) , HP de yogundur.

.s ty . ap ap
(ll)a(FaF{AE‘C' A 2ap =) S2(@'.0—1)}

(iii) {,\ eC: ‘A - Q(G;"p_ 1)‘ < z(a;p_ 1)} C op(I%)
(1v) [Tl e =

gegerlidir.

ap —1

Teorem 2.5.20( AP tizerinde transpoze Gamma matrisleri):
1< p<ooolsun. a > % parametresi ile verilmig transpoze Gamma-matrisleri
igin

(i) I' € B (AP) dir ve 't (AP) , AP de yogundur.

TP VN A

(iif) {,\ eC: IA‘ -5 (a;p_ 2)) <3 (azp_ 2)} C oy (%)

. ]__‘t —
W) il = 7
gegerlidir.

Sirh transpoze Gamma matrisleri Not 2.4.16, resolventin tanimi ve Teo-
rem 1.2.17 ile karekterize edilebilir. Bu matrislerin spektrumunu Not 2.5.16 da
oldugu gibi elde edebiliriz. Biz bu sonuglardan bir simiflandirma elde edecegiz.

Teorem 2.5.21(6zel BK-uzaylarinda transpoze Gamma matris-
leri): a € C\ {0,—1,—2,---} olsun. Bu durumda

(a)I‘ZEB(ﬁp)@Rea>é— (l<p<oo, +$:1)

S| =

1
(b) I EB(H”)<:>R.ea>§ (1<p<o0)
2
(c)PieB(AP)<:>Rea>5 (1<p<oo)
ifadeleri gegerlidir ve I} nin resmi bahsedilen dizi uzaylarmda yogundur.
Not 2.5.22: Simdiye kadar elde ettigimiz sonuclar: Hausdorff operator;
lerinin daha genig bir sinifina genigletebiliriz. Yani bidiagonal tersi ile normal

veya transpoze normal Hausdorfl matrislerine genigletebiliriz. (H,p) bidiag-
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onal tersi ile p den iiretilmis Hausdorff matrisi olmak iizere 1.4.3 (a) ve (f)

den
5 1
A*— =0 (neN)
Pn

dir. Buradan

o=n2t Al _at

(n € N)
y2 Pn Prt1

elde edilic. Hern e N, b€ Cile A—l— = —b olsun. Son gosterdigimiz

DPn

1 1
= —+b (n € N)
Proy1 Pn

ile ayn1 anlamda oldugundan ttimevarimla

1 1

— = — b
p1 Po
Lo lp=lin
P2 b1 Do
LR N P
b3 P2 Do
1 1
— = —+4nb (n €N)
Pn Po
s 1 1 -
elde edilir. Bununla b € C\{ 0, ——, —=—, - 5 icin
Po 2po
1
] -
Po = = (n€N)
—+nb —+n
Po Pob
1
elde ederiz. Devaminda a := s olarak alirsak buradan a € C\ {0, -1, -2,
0
ile
a
Pn = Po (n.+a) (n € N)

elde edilir. Bu boliimde ( transpoze ) Gamma matrisleri iizerinde elde ettigimiz

sonuglar bidiagonal terse sahip normal veya transpoze normal Hausdorff

matrisleri {izerine aynen aktarilir.
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3. BOLUM

BK —~ UZAYLARI UZERINDE HAUSDORFF MATRISLERI

Bu béliimde moment dizilerinden elde edilen Hausdorff matrisleri incelen-
mektedir. Moment dizileri kompleks Borel dlgileri ile tarumlandig: i¢in Haus-
dorff operatérleri degerini bir BK-uzayindan alir ve integral yardimiyla tanim-
lanir. Integrasyon teorisi Hausdorff matrislerinin tammlanmasinda kolaylik
saglar. Hille ve Philips’in geligtirdigi operatorler yardimiyla 17 yari grubu ve
moment dizisi ile verilen Hausdorff matrisleri arasindaki iligki kurulmustur.
Spektral doniigiim teoremi yardimiyla 77 sonsuz kiigiik iireticisinin spektrumu
ile Hausdorff matrislerinin spektrumu ifade edilebilir. Bu boliimde transpoze
Hausdorff matrisleri, simdiye kadar inceledigimiz #, ¢y, ¢, H? ve AP 6zel BK-
uzaylarinda verilmigtir.

3.1 Integral Operatorleri Ile Verilmis Hausdorff Matrisleri

Bu boliimde BK-uzaylarinda lineer olarak tanimlanabilen operatorlerin Haus-
dorff matrisleri icin yeterli bir kriter verilmigtir. Bu sart bize Hausdorff
matrislerinin integral operatorleri ile verilmesine ve operatériin normunun tah-
min edilmesine olanak saglar. Daha sonra genel sonug BK-uzaylarinda kul-
lanilabilip kullanilamayacagidir.

Ik olarak arastirmay: biraktigimz Hausdorff matrislerinin kiimesi ile sur-
liyoruz. Biz agagida sadece moment dizilerinden elde edilen Hausdorff matris-
lerini inceleyecegiz.

Tanim 3.1.1(Moment dizisi): p = (p,) € w bir dizi olsun. Bu durumda

eger u , [0, 1] tizerinde kompleks bir Borel 6lgiisii olmak iizere

Pn = / s"du (s) (n €N) (3.1.1)

integrali mevcut ise p ye bir moment dizisi denir.
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Biz p veya p ile tiretilen Hausdorff matrislerini H), ile gosterecegiz.

Ornek 3.1.2: Moment dizilerinden elde edilen ¢nemli Hausdorff matris-
lerini sirasiyla; Borel 8lgiisii ve moment dizisi ile gosterelim. Hesaplamanin
en onemli boliimii Radon-Nikodym’in Teoremi (bak Schwartz [16, III 10.6,
sh.180] ) ve Gamma, Beta fonksiyonudur. a,a € C elemanlarim 6yle segelimki
agagidaki ifadeler anlamli olarak tanimlanabilsin.

(a) (Holder Matrisleri):

o . — __1_ -]—: i : ) = ’—"‘1'_
Hu ) = s [ (105(5)) ) M €BO) ip= gy
(3.1.2)

Burada A , [0,1] iizerinde Lebesgue 6lglimiinti gosteriyor. B{0,1] ise [0,1]
tizerinde Borel kiimesinin o-cebrini gsteriyor.
(b) (Cesaro Matrisleri):
F'(e+1)T(n+1)
I'(n+a+1)
(3.1.3)

C’a:p(M)=aA£(l—s)a'1d)\(s) (M e B[0,1]) ;pn=

(c) (Gamma Matrisleri):

03 (M) = s [ 5 <log<§>>a—ld)\(s) (M € B[0,1]) ;pn.:( a )a

(@) i n+a
(3.1.4)
(d) (Euler Matrisleri):
E(a):,u(M)={ Lacl (M e B[0,1]) ;pn=0a (3.1.5)
0 ,a¢ M

Gercektende bu ifadeleri #P iizerinde kolayca gosterebiliriz. Diger uzaylarda
islemler benzerdir. Bunun igin ilk 6nce h, girigleri i¢in agagidaki gosterimi
verelim.

Not 3.1.3: H, Hausdorff matrisleri icin Tarum 3.1.1, Teorem 1.4.3 ve
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binom formiiliinden dolay: I, niin A, katsayilan igin

1
P = /skd,u(s)
0

1 1
Apr = Pk — Pr+1 / s*1) dp (s) = /s’c (1 —3)du(s)
0 0

A’p, = Apy— Apeyr = / (s* — 25"t + $5*%) dp (s)
0

1 1
= /sk(1—23+s /s"(l-—s d (s)
0 0
1
Adpr = Apg — 2Apii1 + Appyz = / (s — 3kt 4 35812 s’“"‘s) d (s)
0

/sk (1—3s+3s% — %) du(s) =/3’“ (1 —s)*du(s)

1
A" Fp, = /s"’(l — )" *du(s)
0

elde edilir. £ < n igin

Fonie = (Z) AmFp, (3.1.6)
oldugundan
1
<“) / o (1= 5)"* dy (s) (3.1.7)
0
gecerlidir.

Simdi Ornek 3.1.2 de verilen 6zel Hausdorff matrislerine donebiliriz.
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hoe = (Z) 0/1 2k (1—z)"*d (5(1—05 0/ (log (%))a_l dt)

N 3
| ]
o a
VNS

3
A

- k) (_1)1/ e——u(n—k—-v)) u* du

—u(k+1+n—k—-u)ua—-1du

- f‘%@ k : (n 4 V1 [etetn vy
- %(Z) :: (" ; k) (=1)’ (n— v +1)

elde edilir. p,, = hnn oldugu kullanilirsa p, = (n + 1)™ dir.
C, igin p(z) = af $)* 1 dA (s) olmak tizere (3.1.7) den

I (Z) /1 % (1 - z)" % d (a j (1 s)* ds>

0

1
= Z / k+1— 1(1 )n—k+a ld

k
I n—l—l)I‘ (n—k+a)
B I'(n+a+1)

(-
- a<n>ﬁ(k+1 n—k+a)
(:)"

k
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elde edilir. p, = hny, oldugu kullanihrsa

ol'(n+1)I'(n—n+a) T{a+1)I'(n+1)
I'(n+a+1)  I'(n+a+l)

Hp =

bi¢gimindedir. Burada ol () =I' (a + 1) oldugu kullanilmigtir.

[ 1 a—1
a—1 - . . . 1 .
(o) of t (log ( t)) dt ifadesini (3.1.7) de yerine

I'e igin p(z) =
yazarsak

b = (Z) 0/1 25 (1 - 2)"* g (PCEZ) / o1 (log (%))H dt)

0
- F‘ZZ) Z n—: <”‘ ; k) (-1)” ]Oe—tta"l (n—v+a) ™ dt
V= 0
PR

~ g (Z) 72: (”‘ - ’”) (—1)" (n = v +a)"°

elde edilir. p,, = hy, oldugu kullambrsa p, = a* (n+ 1) = ( a > dir.

a+n
Ayrica C2 igin de u(z) = Il: (a o) f t*1(1 — t)*~1dt alinarak asagidaki
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elde edilir. p () in ifadesini (3.1.7) de yerine yazarsak

hok = (Z) /133’“(1 —z)"*d (%ﬁ%jta*lu —t)"”ldt>
0 0

1
— M n k+a—1 n—k+a—1
= T@a) (k)/ N A
0

= M(“ Bk+a,n—k+a)

I(a)(a) \k
B ()F(a—l—a)I‘k—i—a)F(n—k—}-a)
— \k a)T(a)'(n+a+ )

elde edilir. y,, = hyny, oldugu kullanihrsa,

|~

_Tla+a)(n+aln-n+a) T(a+o)l(n+a)
Hn = Na)(o)'(n+a+ ) T T(@)T(n+a+a)

dir.

Simdiye kadar bu boliimiin istenilen biiyilik sonucunu formiiliize edebilmek

igin gerekli tiim hazirhiklar yapilmig oldu.
Teorem 3.1.4: (X, ||.||) bir BK-uzay1, p , [0,1] iizerinde p moment dizisinin

Borel olgiisii ve F (s), s € [0,1] parametreli Euler matrisi olsun. p-hemen

hemen her yerde F (s) € B (X) gegerlidir.

Ez: [0,1] — X
s > FEz(s):=F(s)z

fonksiyonu her 2 € X igin u-¢lciilebilir ve

I1Elx: [0,1] - R
s = Bl (s):=E(s)|x

fonksiyonu u-integrallenebilir olsun. Bu durumda p nin irettigi Hausdorff

matrisi i¢in H , € B (X) gegerlidir ve

H oz = 0/ E(s)zdu(s)  (z€X)
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gecerlidir ve operatdr normu igin

H,l < / 1B (5)]1x 1] ()

gecerlidir. Burada || ile p niin total salinimi gosterilmektedir.

Ispat: z = (z,) € X olsun. Bu durumda Ex fonksiyonu u élgiilebilirdir ve
|E (s) z]] < |E(s)]lx . ||z] gegerlidir. ||Ez| fonksiyonu bir p integrallenebilir
fonksiyonu ile tistten siurhidir. Dunford, Schwartz [16, III 2.22 (b), sh.117]
dan Ez in p-integrallenebilirligi gorilir. {16, ITI, 2.19 (c), sh.113] dan ve
Tamm 3.1.1 den dolay: her n € N igin

1 1
T ( / E (s) zdu <s>) - / o (E (s) ) ds (5)
0

4 b/lzn:( ) s (1 — 8)" * zpdp (s)

k=0

n
= E hnkTx
k=0

= 7y, (H,x)
gegerlidir. Dolayisiyla H, integral operatorit olarak
1
prz/E(s):cdu(s) (zeX)
bi¢iminde gosterilir. Bunun yardimuyla [16, III 2.15, 2.18] dan

| ] = < / 1B ()] dlal ). =]
0

/1 E (s) zdu (s)

esitsizligi elde edilir ve boylece operatér normunun istenilen tahmini elde edilmig

olur.
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Transpoze Housdorff matrisleri i¢in buna benzer bir ifade formiile edilebilir
ancak bunun i¢in X dizi uzayna ilave bir gart eklemek gerekir.

Teorem 3.1.5: (X, ||.||) bir BK-AK uzay1, g , [0,1] iizerinde p moment
dizisinin kompleks Borel 6lgiisii olsun. E* (s), s € [0, 1] parametreli transpoze
Euler matrisi olsun. Bu durumda E* (s) € B (X) , u-h.h.h.y gegerlidir.

E'z: [0,1] — X
s +— FEz(s)=E(s)z
fonksiyonu her x € X i¢in u-6lgiilebilir ve
IE X [0,1] — R
s = [[Ex (s) == lE* ()l x
fonksiyonu p-integrallenebilir olsun. Bu durumda p tarafindan tirettilen trans-

poze Hausdorff matrisi igin H}, € B (X) gegerlidir. Tam olarak

Hiz = /Et (s) zdp (s) (z € X)

ve operatdr normu yeterli tahminle

B < [ 1B @) dlul
0

gecerlidir.

Ispat: p-integrasyonuna ve operatér normunun tahminine iligkin argii-
menler Teorem 3.1.4 ten kelimesi kelimesine alinir. Hﬁ nin integral operatorii
olarak gosterilebilmesi igin integrasyon ve toplamin degismesini saglayan ek
bir diigiince gereklidir. Bunun igin n € N ve z = (z,) € X her hangi bir dizi
olmak iizere m > n igin

i (ﬁ)sn (1—5) "z~ i (i) s"(1—8) "y,

= o (B (5)8) — (5 (5) 6
= |(mn 0 E*(s) )(rv—mf"‘])l
lmall . || B (5)]| || — =™

IA
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sol tarafta bulunan fonksiyonlarin p-integrallenebilirliginden

1

/i(n) =) " midp (s k_ﬂ( )0/13 (1—5)*"du(s) zn

0 k=n

1

bl [ 12 9l 1 9)- e

gegerlidir. ||E*||, in p-integrallenebilirligi ve X in BK-AK niteliginden egitsi-

zligin sag tarafinda m — +oo kogulunda limite gegerek

/12 (ﬁ)sn(l— 8)* " mrdp () = i (:) js“ (1 — ) ™ du (s) s

0 =N k=n

elde edilir. Boylece son olarak tekrar Dunford, Schwartz [16, ITI 2.19 (c):
sh.113] kullanilarak

Tn (/1 E' (s) zdu (3)) = /17rn (E* (s)z) dp(s)

0

gecerlidir. Dolaysiyla H}, nin integral operatorii olarak gosterimi elde edilir.
Yukarida bahsedilen her iki teorem uygulamalar igin kesin simflar olugtu-
racak gekilde formiile edilmigtir. Bunun sebebi bu ciimlelerin || E||y ve [|E¥|
fonksiyonlarimn bilgisi i¢in 6n sart olmasindandir. Ispatlarn analizi ||Ef| ,
| E*||x in p-integralinin varhigim belirtmektedir. Bu husus daha zayif bir gart
olan || E||y ve ||E*|  in p-integral fonksiyonunun majorlufundan (baski) kay-

naklanmaktadir. Operator normlarimm tahmini degerleri buna uygun olarak
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degismektedir. Ikinci zorluk konkrekt bir durum olarak her z € X i¢in Efz ve
Ez fonksiyonlarinin 6lgiilebilirliginin ispat edilmesi hususudur. Sonuncu icin
yeterli bir sart tekrar lineer operatérlerinin yar gruplar: teorisinin verilmesidir:
Bunun igin agagidaki husus gegerlidir. (Rudin [62, sh.356])

Teorem 3.1.6: (X,].]|) bir Banach uzay1 ve T : R2® — B(X) lineer

operatorlerinin Cj yar1 grubu olsun. Bu durumda Vz € X i¢in

T: RZ® — B(X)
t - Tz(t):TE)z
doéniigtimii stireklidir.

Ogzel olarak T} veya S; yar1 gruplan diizgiin siirekliyse bu durumda Teorem
3.1.6 aym zamanda basit bir doniigiim siireklilik gésterir ve bununla birlikte
Borel-8l¢iilebilirligi Ex |o1) veya E'z |(o,1) seklinde olur. Ezx veya Fz ,s=0
noktasinda tanimlhiysa bu durumda (0, 1] aralifindaki Borel olgiistine kisitlanir.
Yani bu kisitlama 2 ({0}) = 0 ozelliginin ol¢iisil {izerindedir. Bu haliyle Bz
veya E'z in Vz € X ic¢in p-olgiilebilirligini elde ederiz. Simdiye kadar in-
celedigimiz BK-uzaylar: i¢in bu durum agagidaki sonuglara gotiirtir.

Teorem 3.1.7(#" tizerindeki Hausdorff matrisleri): 1 <p <oovepu,

[0, 1] tizerinde verilmis (0, 1] araligina kisitlanmig kompleks bir Borel 6lciisii ve

1
/ s~3d[ul (s) < 0o
0

gegerli olsun. Bu durumda H,, € B () dir ve norm tahmini i¢in

IHull,p < [ 77| (s)
<

gegerlidir.

ispat: Teorem 3.1.4 , Teorem 1.6.5 ve Teorem 2.2.1 den elde edilir.

Not 3.1.8: Bu teorem daha 6nce ispatladigimiz Teorem 2.5.3 diir. Genel
olarak Jakimovsky, Rhoades, Tzimbalario [32, sh.181] de verilen &rnekteki

gibi norm tahmini agik degildir.
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Ornek 3.1.9: 1 < p < o0, ;)%—% = 1 olsun. Rudin integrasyonu [63,
6.13 sh.125 ve 1.29 sh.23] goz oniinde bulunduruldugunda &zel Hausdorff
Operatori icin agagidaki sonuglar elde edilir.

(a) (Holder Matrisleri): Rea > 0 ile o € C igin

I'Rex
( )qR,eoz

H*e B(f) ve ||HY||,» < IT (o)

gegerlidir.
(b) (Cesaro Matrisleri): Rea > 0 ile o € C igin

Co € B (&) ve [Cullp = o] i (%) L
T (Rea -+ —1—)
q

(¢) (Gamma Matrisleri): Rea > 0 ve Rea > % ile ar,a € C igin

gegcerlidir.

la®| .T' (Re ) .
|I‘(a)|.(Reoz~$> N

IS € B(f) ve TGl <
gegcerlidir.
(d) (Euler Matrisleri): a € (0,1] igin
E(a) € B(£) ve |E (o)l < a7

gecerlidir.

Biz bunlar: sadece o nin reel oldugu durumlarda gosterelim. Gergektendg
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H,, nin normuy;

|Hall, =

bigimindedir.

C, nin normu;

bigimindedir.

Call, =
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'Y nmin normu;

Irell, =

bigimindedir.

bt

/ (;;;) [e((2)” )

a® / 1 1 a-1
~Lig1 L
v [ (bg <m)> “
0
a® —u(—l—l—a-—l-l—l) a—1
(o) /e » ™ du
0

a® 1 I—a-1
e et (a — —) dt
INGY) 0/ P

)

=

Ayrica C¢ min normu;

ICa 1

bigimindedir.
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o € [0,1] igin E (o) Euler matrisinin spektrumunun aragtirilmasinda Teo;
rem 3.1.7 nin ispat1 gegerlidir. Hausdorf matrislerine 6zgii sonuglar ilk defa
Hardy [25] in klasik H, ¢6ziim tekniginde gosterilmistir. Bu ispat adimlar: P
tizerinde Hausdorff matrislerinin sonuglarina problemsiz olarak genigletilebilir.
Temelde bu ¢ahgmada alman ispat farklidir. Bu ispat Hardy de #P &zel BK-
uzayryla ozgiinlesmistir. H, niin BK-uzaylarinda integral operatorii olarak
gosterilmesi klasik ¢6ziim i¢in belirgin kazamimlar saglar. # 6zel durumunda
Hardy nin sonuglarimmn ispata yenidir.

Not 3.1.10 (¢ iizerinde transpoze Hausdorff matrisleri): # iizerinde
transpoze Hausdorff matrisleri igin Teorem 2.2.7, Teorem 2.1.8 ve Teorem 3.1.5
in kullanim ile Teorem 3.1.7, Ornek 3.1.9 formiile edilir. 1.6.6 dan konjugasyog
yolu ile bu ifadelerin detayh tarifini yapamiyoruz.

Burada geligtirilmis olan teori ¢ ve ¢y uzaylan i¢in Hausdorff [28] de verilen
Onermelere alternatif ispatlar olusturur. Teorem 1.7.3, Teorem 2.2.3, Teorem
1.7.2 ve Teorem 2.2.2 ile ayn1 zamanda Teorem 3.1.4 ile beraber agagidaki
hususla elde edilir.

Teorem 3.1.11: Her x kompleks Borel &lgiisti i¢in H, € B (c) dir.

Teorem 3.1.12: (0, 1] aralifina kisitlanmig p kompleks Borel olgiisii igin
H, € B(co) dir.

Not 3.1.13: Dogal olarak H, € B{(c) ve B(cy) Hausdorff matrisleri
i¢in yukarida verilen ispatlarin yardimiyla operatér normu igin tahminler elde
edilir. Her iki durumda da bu husus || ([0,1]) tam salinimindan ibaret {ist-
ten simirlanmigtir. Her iki durumda da operatér normu en azindan tamamen

formal olarak bilindigi i¢in Not 3.1.3 ile

| Hyll = iﬁgg (Z) /1 s (1—5)"Fdp(s)

0
(bak Taylor, Lay [77, sh.221]) esitligi gegerlidir. Buradan |u|([0,1]) tam
salimimi basit bir tahminle {ist sinir olarak elde edildigi igin yeni ve enteresan

bir ifade elde edilmez.
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AP ve H? fonksiyon uzaylar iizerinde Hausdorff matrisleri ve transpoze
Hausdorff matrislerinin muhafazasi elde edilen en biiyiik kazanctir. Bu du-
rumda yaklagik olarak herhangi bir sonug bilinmedigi igin bu iligkileri detayl
bir gekilde gosterecegiz. Transpoze Hausdorfl matrislerinin en biytik ilgisi H?
nin H? ya izometrik izomorf olacak sekilde verilememesinde yatar ve bu ylizden
transpoze Hausdorff matrisleri basit olarak konjugasyon yoluyla elde edilemez.
Benzer husus AP uzaylar: i¢in de gecerlidir. Burada HP Hardy uzaylar ile ige
baglayacagiz.

Teorem 3.1.14(H? iizerinde Hausdorff matrisleri): 2 < p < oo,

1 1
—+ i 1 ve u, (0,1] tizerine kisitlanmis [0, 1] de kompleks Borel 6lgiisii

b
olsun.
1

st s) <o0
0
olsun. Bu durumda H, € B (H?) gegerlidir ve operatér normunun tahmini
1

_1
1l < [ 575l ()
0

bicimindedir.

Ispat: Teorem 3.1.4, Teorem 1.8.31 ve Teorem 2.2.4 den elde edilir.

Not 3.1.15: HP i¢in norm tahmini genel olarak agik degildir. Tekrar
Jakimovsky, Rhoades, Tzimbalario [32, sh.181] in ifadeleri kullamlabilir.

Ornek 3.1.16: 2 <p < o0, ;17 + é =1 olsun. Ornek 3.1.2 de verilen 6zel

Hausdorff operatdrleri igin agagidakiler gecerlidir.

(a) (Holder Matrisleri): Rea > 0ile o € C igin

N ’ N I'(Rea) pea
H®* € B(H”) ve ||H||y» < T ()] Pt

gecerlidir.
(b) (Cesaro Matrisleri): Rea > 0 ile @ € C icin

T (}—19) T (Rea)

I (Rea+ l)
p

Ca € B(HP) ve [|Callgs <l
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gecerlidir.
1
(c) (Gamma Matrisleri): Rea > 0 ve Rea > p ile @,a € Ci¢in

|a®|.T' (Re ) R
|F(a)|.(Rea—%) -

Iz € B(H?) ve [[Tg]ly» <

gecerlidir.
(d) (Euler Matrisleri): a € (0,1] i¢in

E(a) € B(H?) ve |E(@)llgs < @77

gecerlidir.
Noksan olan HP uzaylan icin Teorem 1.48.21 ve Teorem 2.2.4 den agagidaki

ifadeler elde edilir.
Teorem 3.1.17(HP? tizerindeki Hausdorff matrisleri,II): 1 <p < 2 ve

u, (0,1] tizerine kisitlanmug [0, 1] de verilmis kompleks bir Borel olgtisti ve

/ (2 5)5 573 d | (s) < oo

olsun. Bu durumda H, € B (HP) dir ve operator normunun tahmini

1

1l < [ =) 75l o

bigimindedir.
o 1 e
Ornek 3.1.18: 1<p<2ve ; + é =1 olsun. Ornek 3.1.2 de verilen 6zel

Hausdorff matrisleri igin

2-p __
[

1

(2—3)'2%23“1% <2

oldugu dikkate alinarak agagidaki sonuglar elde edilir.
(a) (H6lder Matrisleri): Rea > 0 ile o € C i¢in

H®* € B (HP)
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gecerlidir.
(b) (Cesaro Matrisleri): Rea > 0ile @ € C igin

Cq € B (HP)

gecerlidir.
1
(c) (Gamma Matrisleri): Rea > 0 ve Rea > » olmak iizere o,a € C
icin

I% € B (HP)

gecerlidir.
(d) (Euler Matrisleri): « € (0,1] igin

E(a) € B (HP)

gecerlidir.

Bu durumda operatér normlarmin tahmini agik olarak hesaplanabilir du-
rumda degildir. Ornek 3.1.9 dan iist sinir igin 2£2_;12 ile carpilan tahminler iist
sinir olarak kullamlr.

Burada H? iizerinde transpoze Hausdorff matrisleri, transpoze Euler ve
Gamma matrislerinde oldugu gibi incelenebilir.

Teorem 3.1,19(H? iizerindeki transpoze Hausdorff matrisleri):

1 <p<oovep, (0,1] izerine kisitlanmug [0, 1] de verilmis kompleks bir Borel

olgiisii olsun ve
1
[ e < oo
0
gegerli olsun. Bu durumda H} € B (H?) dir ve norm tahmini

2] < [ 573a101 ()
0

bigimindedir.
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ispat: Ornek 1.8.16, Teorem 2.2.8 ve Teorem 3.1.5 den elde edilir.

Ornek 3.1.20: 1 <p < oo, ;-%;11- =1 olsun. Ornek 3.1.2 den Literatiirde
Quasi- Hausdorfl matrisleri denilen 6zel transpoze Hausdorff matrisleri icin
agagidaki sonuclar elde edilir.

(a) (Quasi Hlder Matrisleri): Rea > 0 olmak tizere a € C igin

oyt y4 ayt F(Rea) Reo
(") € BH) ve [[(H) 5 < oy

gecerlidir.
(b) (Quasi Cesaro Matrisleri): Rea > 0 olmak tizere o € C igin

i T G) T (Rea)

T (Rea—i— l)
q

(c) (Quasi Gamma Matrisleri): Rea > 0 ve Rea > ; olmak {iizere

Ct € B(HP) ve ”C’i”HP

gecerlidir.

o,a € Cigin

o7 X (Re)
IT (o). (Rea h %) -

(T3)" € B(H?) ve |[(T2)'] 4 <

gecerlidir.
(d) (Quasi Euler Matrisleri): a € (0,1] i¢in

E'(a) € B(H?) ve ||E* ()], < @7

gecerlidir.

Not 3.1.21 (H, niin fonksiyonel gdsterimi): Literatiirle baglantiy
kurabilmek ve H? iizerinde Hausdorfl operatorlerinin az bilinen sonuglarim
diizenlemek i¢in H, niin Taylor katsayilarim kullanmaksizin gosterimini

veriyoruz. Jarchow [34, sh.234] den

§,: HF — C
fom &)1z
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nokta degerlendirmesi H? iizerinde siirekli lineer bir form oldugundan Dunford,
Schwartz [16, III 6.20, sh.153], Teorem 3.1.4, Teorem 3.1.5, Not 1.8.32 v&
Not 1.8.29 yardimuyla

1 1
(Huf) (2) = (/E(S) fdu(S)) (Z)=/(E (s) ) (z) dus(s)
0 0

1

N 0/(1 -9z ( (fz_s)z))du(s)

ve

1

#)@ = | [F@wE | 6= [ (E6 )@

0

— [fr1-9)du(s)
0

ede edilir. Ogzel olarak p icin Ornek 3.1.2 de verilen &lgliyii seger ve aym za-
manda H,, durumunda ilaveten uygun bir doniigiim segilerek, Dunford Schwartz
[16, III 10.6, sh.180] den Radon Nikodym teoremini kullamrsak Stempak
[76] ve Anderson [1] tarafindan incelenen Cesaro operatdrlerini elde ederiz.
Stempak ilk adimda Rea > 1 olmak iizere l < p < 2igin Cponinve 2 <p < o0
icin Ct, min HP {izerinde suurh lineer operatorlerinin var oldugunu ispatlaya-
bilmistir. Anderson ise bu sonuglari 1 < p < oo ve Rea > 0 tizerine geniglet-
meyi bagarmugtir. Her iki galigma aym zamanda 0 < p < 1 igin Cy y1 dg
kapsamaktadir. Bu iki calismada da ilgili operatoriin norm tahmini yer al-
mamugtir. Her iki caligmada da yer alan ispat metodu burada kullanilanlardan
farkli olup, ilk bakigta Miao [45] e ait fikirlerin geniglemesinden ibarettir.

Biz gimdi Bergman uzaylar: iizerinde Hausdorff matrislerinin aragtirilmasma
donelim.

Teorem 3.1.22 (A? iizerinde Hausdorff matrisleri, I): 4 < p < o0

ve u , (0,1] arahina kisitlanmg, [0, 1] araliginda verilmis kompleks bir Borel
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olgusti olsun. Ayrica

1
/ s3] (s) < 00
0

gegerli olsun. Bu durumda H, € B (AP) dir ve operatsr normu igin

1
—14.2
1l < / s34 ()
0

gecerlidir.
Ispat: Teorem 3.1.4, Teorem 1.9.13 ve Teorem 2.2.5 den elde edilir.
Ornek 3.1.23: 4 < p < oo olsun. Ornek 3.1.2 de verilen 6zel Hausdorff
matrisleri i¢in agagidakiler gecerlidir.
(a) (Holder Matrisleri): Rea > 0 olmak tizere a € C igin

H* € B(47) ve ||H||,, < ~He%) (

P Rea
= T (o) *>

2

gecerlidir.
(b) (Cesaro Matrisleri): Rea > 0 olmak iizere a € C igin

T (3) T (Rea)

p
r (Reoz + 2)
D

Ca € B(A?) ve ||Callgp < |

gecerlidir.
(c) (Gamma Matrisleri): Rea > 0 ve Rea > @——;—2—) olmak fizere
o,a € Cigin
e € B(4) ve gl < —AT TR
T ()] (Rea -1+ ~>
p
gecerlidir.

(d) (Euler Matrisleri): a € (0,1] i¢in
B(a) € B(47) ve B ()] < o™

152



gecerlidir.

Not 3.1.24(A? tizerinde Hausdorff matrisleri, II): 1 < p < 4 ile
noksan olan A? uzaylari igin Teorem 1.9.13 ile birlikte tekrar B (A?P) de bulunan
H,, icin yeterli bir sart elde edilir. Bu gart genel olarak oldukga agirdir. Buna
ornek olarak Teorem 2.4.3 (e) den 1 < p < 4 i¢in Cesaro matrisinin B (AP) dé

bulundugu tiiretilebilir
1
/(2 — 3)4_;}2 s7rds < 0o
0

kriteri genellikle sadece 2 < p < 4 kosulunda saglanir. 1 < p < 2 oldugunda
maalesef yukaridaki kriter Cesaro matrisleri i¢in yeterli degildir.

Teorem 3.1.25( AP iizerinde transpoze Hausdorff matrisleri ) :
1 <p<oovep, (0,1] iizerine kisitlanmig [0, 1] de verilmis kompleks bir Borel

olgiisii olsun ve

1

/s‘%dl,u,] (s) < o0

0

gegerli olsun. Bu durumda Hﬁ € B (AP) gegerlidir ve norm tahmini icin

82 < [ 5751 0

gecerlidir.

Ispat: Bu ifadeler Ornek 1.9.7 ve Teorem 2.2.10 ile Teorem 3.1.5 i
iligkilendirerek elde edilir.

Ornek 3.1.26: 1 < p < oo olsun. Literatiirde Quasi Hausdorff matrisi
denilen Hausdorff matrisleri icin Ornek 3.1.2 den agagidaki sonuglar elde edilir?

(a) (Quasi Holder Matrisleri): Rea > 0 olmak fizere o« € C ve p > 2

olsun. Bu durumda

e\t Py v a\t P(Rea) P -
(H*)" € B(47) ve |[(HY,, < T (a)] (p_2>

gegerlidir.
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(b) (Quasi Cesaro Matrisleri): Rea > 0 olmak iizere a € Cve p > 2

olsun. Bu durumda

Ci € B (AP) ve ||CL]| ,» < lof

gegerlidir.
(c) (Quasi Gamma Matrisleri): Rea > 0 ve Rea > 2% olmak {izere
a,a € C olsun. Bu durumda

|a®|.T (Rec) _
ir(a)|.(Rea~§> )

(T3)' € B(AP) ve [T 0 <

gecerlidir.
(d) (Quasi Euler Matrisleri): a € (0,1] olsun. Bu durumda

E*(a) € B(#) ve |B(a)||,, S a7

gegerlidir,

Not 3.1.27: Ornek 3.1.26 (a) ve (b) de p > 2 ilave sart1 gercekten zaruridir
gira Teorem 2.5.21 (c) den a =1 ile a = 1 igin (H')* = C¢ , B (4P) de olacak
sekilde bulunmadig sonucu ¢ikar. Bu sonug 1 < p < 2 ise gegerlidir.

Not 3.1.28 (H, nin fonksiyonel gtsterimi): A? uzaylarinda (trans-
poze) Hausdorff matrisleri igin Not 3.1.21 deki gosterimler gegerlidir. Zira AP
icin de 6, nokta degerlendirmesi stireklidir. Sonuncu husus Zhu [82, sh.48]

den
If (2] < IfIL (=127 (feAP,zeD)

cgitsizliginden elde edilir. Literatiirde bugiine kadar sadece C* ve C (trans-
poze) Hausdorff matrisleri incelenmigtir.

3.2 Hausdorff Matrislerinin Normu ve Spektrumu

Bu kisimda H, Hausdorff matrislerinin spektrumu hakkindaki ifadeler yer
alir. Bununla ilgili olarak Hille ve Philips’in geligtirdigi operator hesabi dikkate

154



alinabilir. Spektrumun bilgisinden hareketle normlarin tahminleri elde edilebilir.
Simdiye kadar dikkate alinmig olan BK-uzaylari tizerindeki ¢zel (transpoze)
Hausdorff matrislerine yonelik arastirmalar Ornek 3.1.2 den takip edilebilir.

0 € o (71) igin Teorem 2.3.3 (b) den

00 1
Ciz=R(0,T))z = /e"tE (e7*) zdt = /E () zds
0 0
ozdegligi gegerlidir. Hille ve Philips [30]

zp(A)x:/T(t)xdv(t) (z € X)
0

ile birlikte lineer operatérlerin spektrumu hakkinda gerekli aragtirmalar: yap-
migtir. Burada 7', A sonsuz kiigiik iiretici ile X de lineer operatorlerin yar:
grubu ve v , [0, 00) ile simirh Borel kiimesi tizerinde kompleks bir olgiidiir. Ozel
olarak H, Hausdorff matrislerinin nazar1 dikkate alinmasinda Teorem 3.1.6 ve
Teorem 3.1.4 ile birlikte [30, sh.459] dan agagidaki spektral doniigiim kiimesi
ortaya cikar.

Teorem 3.2.1: (X, |.|[) bir BK-uzay: ve p, bir p moment dizisinin [0.1]
aralipinda verilmig (0, 1] araligina kisitlanmig kompleks bir Borel 6lgiisii olsun.
E(s) , s € [0,1] parametreli Euler matrisi olsun. E(s) € B(X) u-hemen

hemen her yerde gegerlidir.

1Bllx: 0,1] - R
s = |Blx(s):=1E(s)llx

fonksiyonu pozitif ve u-integrallenebilir bir ¢ : [0, 1] — R fonksiyonu tarafindan
majarantlanir. Bu ¢ fonksiyonu V¢, s € R20 igin

p(0)=1ve (™) <p(e™)p(e7)
kogulunu saglar.
@ := Jim log (e (e7))
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@ nin bir karekteristigi olsun. Ayrica
Ty: R —»  B(X)
t — Ti(t):=etE(e™?)
ifadesi 77 sonsuz kiigiik tireticisi ile lineer operatérlerin kuvvetli siirekli yar:

grubu olsun. Bu durumda eger 1, doniistimiini

{MeC:ReA<w} — C
1

A o, () = / 5O (s)
0
bi¢iminde tamumlarsak p yani p nin iirettigi Hausdorff matrisleri igin

agagidakiler gegerlidir.
1

(8) Hy € B (X) ve |Hly < / o () dlul (5)

(b) ¥, (0 (71)) C o (H,) 0

(c) Mutlak siirekli p ler igin o (H,) = v, (0 (71)) U {0} dur.

Not 3.2.2: (X,].]]) bir BK-AK uzay1 oldugunda H}, transpoze Hausdorff
matrisleri i¢in tamamen benzer bir teorem gegerlidir. Bu husus Euler matris-
lerinin yerine transpoze Euler matrislerinin alinmasi ve Teorem 3.1.4 {in yerine
Teorem 3.1.5 in kullanilmasiyla da gegerlidir.

Simdi bu zamana kadar inceledigimiz 6zel BK-uzaylar: tizerinde Hausdorff
matrislerinin aragtirilmasina gegiyoruz.

Teorem 3.2.3(# tizerinde Hausdorff matrisleri): 1 < p < co ve p,
(0,1] tzerine kisttlanmug , [0.1] de verilmis kompleks bir Borel 6lciisii olsun.

Ayrica
1

s Hdluls) < o0
0
kosulu gecerli olsun. Bu durumda

(VM {)\E(C:Re)\§~l+%} — C

A — 1[)p(A).

[50dus)
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fonksiyonu iyi tanumhdir ve 4, Hausdorff matrisleri i¢in asagidakiler gecerlidir.
(a) H, € B(¢r)

(b) {d’u (A):ReA< -1+ 2;1)-} Co(H,)

© s =[5 < 1Halls < [ 570 du(s)

14l
ReA<—1+1 g

flave: u mutlak siirekli ise bu durumda (b)

(b)) o (H,) = {zp# (A):ReA< -1+ %} u {0}
a doniigiir.

Ispat: Teorem 3.2.1, Teorem 1.2.6, Teorem 2.2.1, Teorem 3.1.7, Teorend
2.4.3(a) ve smurh lineer bir operatoriin operatér normunun kendi spektral
yarigap: ile tistten simirli olmasindan elde edilir.

Sonug 3.2.4: 1 < p < oo ve y, (0,1] tizerine kisitlanmig , [0.1] de verilmisg
reel pozitif Borel olgiisti olsun. Ayrica

1

[l <oo

0
gegerli olsun. Bu durumda H,, € B (%) dir ve operatér normu

1

1Hulls = [ 57310l (5

0
bi¢iminde verilir.

Ispat: Teorem 3.2.3 iin A = —1 + ;5 ile birlikte uygulanmasiyla direkt
olarak elde edilir.

Dogal olarak bu noktada pek ¢ok drnek verilebilir. Biz bu srnekleri sadece
Ornek 3.1.2 de verilen 6zel Hausdorff matrisleri ve reel pozitif 1 Borel dlgiisit ile
simrhiyoruz. Zira bunlar i¢in tam sonuclar elde edilebilir. Toplanan sonuclan
dort teoremle Szetleyelim.

Teorem 3.2.5(f tizerinde Holder matrisleri): 1 < p < cove ;——l—a =1
olsun. Bu durumda o > 0 olmak iizere o € R igin

(i) H* € B ()
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(i) o (H°) = {-Al; . Re > é} U {0}

(iif) [|E=]lp = o
Cesaro matrisleri igin agagidaki ifadeler elde edilir.

Teorem 3.2.6(¢ {izerinde Cesaro matrisleri): 1 < p < oo ve %%—E =1
olsun. Bu durumda a > 0 olmak tizere o € R igin

(i) Cx € B (#7)

(if) o (Cy) = {P(gai)z)()‘) .ReX > é} u {0}
F(a+ )T -1-)
(iff) [[Caller = 2
F'Na+-

Teorem 2.5.2 nin genelle@glesi ile agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.7(¢° tizerinde Gamma matrisleri):1 < p < oo ve Z%—i—é =1
olsun. Bu durumda a > 0 ve «,a € R igin

(i) I'? € B ()

(i) o (02) = {(:\—Ig—_—l-)a ‘ReX < 3} u {0}

ap
Y|, =
(i) |21, (ap_ 1
gecerlidir.
Ispat: Ispat Sonug 3.2.4 ve Teorem 3.2.3 (b') den elde edilir. Gergek

hesaplar Ornek 3.1.2 de ki gibi gegerlidir.

Teorem 3.2.8(? iizerinde Euler matrisleri): 1 < p < oo olsun. Bu
durumda « € (0,1) igin

(i) E(a) € B ()

(i) o (B@) = {AeC: N 2o}

(iii) B ()| = o7
gecerlidir.

Ispat: Ik 6nce Teorem 3.2.3 (b) den {/\ eC: |\ < a—z%} C o(E(a))
elde edilir. Ornek 3.1.2 (d) den bunun tersi olan || E (&)||, < a5 igermesi

elde edilir. Spektrum ile ilgili bilgi operatér normu hakkindaki bilgiyi verir.
Not 3.2.9: Sonug 3.2.4 Hardy tarafindan [25] de ispatlanmig duruma
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uygun diiger. Orada sadece pozitif terimli diziler aragtirilmig ve operator nor-
munun alt simr1 igin bir tahmin 6zel bir dizinin sec¢imiyle elde edilmistir.
Literattirde £ tzerinde Euler matrislerinin spektrumu ile ilgili tahminler bu-
lunmaz. Tek istisna Deddens [14] tarafindan aragtirilan p = 2 durumudur. #
tizerinde H, Hausdorff matrisleri igin geri kalan ifade biliniyor. Zira, H}, nin
spektrumu hakkindaki sonuglar mevcuttur. Bu sonuglar H, {izerine eglenik
yardimyla iletilebilir. Burada yeni bir ispat metodu gelistirilmigtir. Bu ispat
metodu eglenik doniigiim metoduna dénmeksizin ortaya konur ve dolayisiyla
kompleks yapil dizi uzaylar1 ¢ok gesitli sonuglar verir. Gergekten Hﬁ spek-
trumu daha dogru tasfir edilebilir. Buna uygun ispat Leibowits [42] tarafindan
yapilmigtir. Daha dogru bir analiz yapildiginda bu ispat bogluklu olarak ifade
edilebilir. Dolayisiyla hem ifade hemde tam ispat burada yeniden verilmistir.
H], igin 3.2.4 e uygun diisen sonug asagidaki gibidir.

Teorem 3.2.10( f* iizerinde transpoze Hausdorff matrisleri ):
l<p< o, 2—1? +_3 = 1 ve p, (0,1] tizerine kisitlanmig , [0.1] de verilmis
kompleks bir Borel 6l¢iisii olsun. Ayrica

1

[sHdlule) < oo

0

gegerli olsun. Bu durumda

(/M {AG(C:Re)\g—l-i-é} — C

1

A =1, (A) :=/3"(’\+1)d/u (s)

0
fonksiyonu iyi tamimlidir ve H, ﬁ Hausdorff matrisi igin agagdaki ifadeler geger-
lidir.

(a) H € B (f)
1
(b) {% (M) :ReA< -1+ 5} Co (Hf;)

©) {% (V) :ReA< —1+ é} C o (HY)
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1

@ s 9,00 <17, < [stauto)

0
Ilave: Eger p mutlak stirekli ise bu durumda (b) yerine

(b) o(H,) = {@bﬂ( ):ReA< -1+ = }U{O}
alinir.

Ispat: (a), (b), (d) ve (b') ifadeleri Teorem 3.2.1, Teorem 1.6.7, Teorem
2.2.7, Not 3.1.10 ve Teorem 2.4.13 (a) da ispatlandi. Biz simdi sadece (c) yi
ispatlayacagiz. Lemma 2.4.12 (c) ye uygun olarak D de analitik fonksiyonun

1 .
Taylor katsayilarimn serisi /7 de olacak gekilde Re A < —1 + a olan A lar i¢in

(1—- z)_()‘H) = Z b 2™

n=0

bigimindedir. Buradan ilk 6nce

ST (W, N ba) 2" =1, (A) (1 —2)"M =
= (lwz)_(z\+1) "(’\”H)d,u. (s) = st — 2) A1 du(s)
/ [l

elde edilir. Holder esitsizliginden (a,) € £ ve z € I icin

© l@nll, @)l
2 (1— 2|97 SRS

gegerlidir. b := (b,) olarak alirsak Ym € N ve z € D) igin

< l{an)ll, - Nzl <

ibn(l—s+zs)"~ibn(l—s+zs)" = i[b—b[m]]n(b—s—kzs)"
n=0 n=0 n=0
Jo-#]
< —
(L—1]1—s+zs|)s
m]
=
RITSNTE
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elde edilir. Bu egitsizligi integrallersek

1 [o 0] m
/an (Lmst 28 = b (1= 5+ 28)"| d |l (5
0 n=0 n=0
1
1

IA

m/s”idlul (s). [b_b[m]]p
0

elde edilir. Hipotezden sag taraftaki integral sinirli oldugundan ve 1.6.2 (b)
den #° bir AK-uzay: oldugundan

1

1 oo o0
/an(l—s—l—zs ) dpl (s) = Z/bn(l—s—i—zs Y du(s)
0

n=0 n=0 0

ifadesi elde edilir. Buradan binom formiilii ve Not 3.1.3 den

Z("’b# n=Z/bn(1—3+zs)"du(s)=
0

n=0 n=0

o ! n oo n !
= Z / be > 8* (1= 8)"F 2odu(s) = an Z s5 (1 — s)" *du (s) 2
n=0 0 k=0 n=0 k=0 \0 D
P
o n o0 n
= ) bn Y ez = > hnbn
n=0 k=0 n=0 k=0
= z (Z hnkbn) Zk = Z ( hknbk> 2"
k=0 \n=k n=0 \k=n

elde edilir. O halde
H;b = "P,L (A)b

gecerlidir. Burada toplama sirasmin degigimi Weierstrass ¢ift dizi teoremine

uygun olarak yapihr.
Mevcut sonuglarin ilk kapsamh geniglemeleri ¢ uzay: igin elde edilir. Her
halukarda Hausdorff matrislerinin normu bilinmekle beraber (bak Not 3.1.13)

H,, niin spektrumu hakkindaki ifadeler sadece Cy ve Cy Cesaro matrisleri igin
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bulunabilir (bak [49] ve Maddox [44] ). Buradan geligtirilen sonuglarla agag-
daki hususlar gecerlidir.

Teorem 3.2.11(¢; tizerinde Hausdorff matrisleri): p , (0,1} araligina
kisitlanmug , [0.1] araliginda verilmis kompleks bir Borel ¢l¢tisii olsun. Bu
durumda

Y, {A€C:Rer< -1} — C

1

A = 1, (A) = /s"()‘“)d,u (s)

0

fonksiyonu iyi tamimlidir ve H,, Hausdorff matrisleri i¢in agagidakiler gegerlidir”

(a) Hy, € B (co)

(b) {#¥,(A) : ReA< —1} C o (H,)
(€ sup = |1, (W] < [ Hully, < Iul ([0,1])
" Rexg-1
Ilave: Eger p mutlak stirekli ise bu durumda (b) yerine
() o(H,) = {¥,(A):Rea < -1} U{0}

almir.

Ispat: Teorem 3.2.1, Teorem 1.7.2, Teorem 2.2.2, Teorem 3.1.12 ve Teorem
2.4.3 (b) den elde edilir. ‘

Teorem 3.2.5-Teorem 3.2.8 de oldugu gibi agagidaki 6zel sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.12 (¢ iizerinde Hoélder matrisleri): a > 0 olmak tizere
a € R i¢in agagidaki gecerlidir.

(i) H* € B (cp)

(i) o (H*) = % :

(i) [|H2],, = 1

Cesaro-matrisleri i¢in agaghidaki sonuclar elde edilir.

Rel > 1} u {0}

Teorem 3.2.13(co iizerinde Cesaro matrisleri): a > 0 olmak iizere
a € R igin;

(i) Cu € B (co)
(i) o (C) = {F(?&fif” ‘R > 1} U {0}
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(i) [[Call, =1
gegcerlidir.
Teorem 2.5.8 in genellesmesi ile agagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.2.14(cy lizerinde Gamma matrisleri): a,a > 0 olmak tizere
o, a € R icin;
(i) I't € B(co)
(ii) o (T2) = {(ﬁ) ‘ReX > 1} u {0}
(iff) |2, = 1
gegcerlidir.
Sonug olarak Fuler matrisleri igin agagidakiler gecerlidir.
Teorem 3.2.15(c¢p iizerinde Euler matrisleri): o € (0,1) icin;
(i) E () € B (co)
i) o (BE(a)={reC: |\ <1}
(iif) 12 (@)l =1
gegerlidir.
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Not 3.2.16 (c lizerinde Hausdorff matrisleri): Teorem 3.2.1, Teorem
1.7.3, Teorem 2.2.3, Teorem 3.1.11, ve Teorem 2.4.3 (c) den dolayi ¢q dizi uzayi
icin elde edilen sonuglarin aynisi ¢ i¢in de gegerlidir. Burada ¢g yerine ¢ nin
Teorem 3.2.11-Teorem 3.2.15 deki gibi kullanilmasi stz konusudur. Rhoades
ve Sharma [60] de ¢ igin Teorem 3.1.11 (b') ne uygun diisen bir sonug ispat-
lamgtir. Bu ispatta mutlak siirekli p 6lgiistine [0, 1] tizerinde skaler katl nokta
olgiisii ilave edilmigtir. Teorem 3.1.11 (b) ifadesi kapsaminda Literatiirde ¢
tizerinde Hausdorff matrislerinin spektrumu hakkinda genel bir sonug bilin-
memektedir. Cesaro matrislerinin aragtirlmasi Wenger [78] e dayamur. Euler
matrislerinin spektrumunu ise ilk defa Sharma [68] tarafindan belirlenmigtir.

H? ve AP fonksiyon uzaylar igin tekrar biiytik bir kazang saglanmagtir. Bli
yiizden Haudorff matrisleri ve transpoze Hausdorff matrisleri igin bu uzaylarda
uygun diisen sonuglar1 detayl bir gekilde ifade etmek durumundayiz. Tekrar
H? uzaylan ile ise baglayalim.

Teorem 3.2.17(HP iizerinde Hausdorff matrisleri, I): 2 < p < o0,

1 1
- +E =1ve u, [0,1] aralinda verilmis, (0, 1] araligina kisitlanmig kompleks

p
bir Borel 6lgiisii olsun. Ayrica

1

[stalul(s) <o0
0
kosulu gegerli olsun. Bu durumda

W, {Aec;ReAg_Hé} L C
1

A = P, (A) = / s~ dy (s)
0
fonksiyonu iyi tammbhdir ve H, Hausdorff matrisi icin agagidaki ifadeler geger-

lidir.
(a) Hy, € B (H7)
1
(b) {zﬁ“ (A):ReA < -1+ 5} Co(H,)

© sw O] < 1Bl < [ 5l (9)

R,GAS-—-].-FE
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Ilave: Eger u mutlak siirekli ise bu durumda (b) yerine

) o(H,) = {% (A):ReA< —1+ -;-} U {0}
almir.

Ispat: Teorem 3.2.1, Ornek 1.8.22, Teorem 2.2.4, Teorem 3.1.14 ve Teorem
2.4.3 (d) den elde edilir.

Bu agagidaki 6zel duruma gotiirtr.

Sonug 3.2.18: 2 < p < o0, % —I—é =1 ve u, [0,1] arahginda verilmi§7,

(0,1] arahigna kisitlanmig pozitif reel bir Borel 6l¢tisti olsun. Ayrica
1
/ s edp (s) <o
0

kogulu gegerli olsun. Bu durumda H, € B (H”) gecerlidir ve operatér normu

igin
“Hu“Hp =/5~%d/~"(3)
0

gecerlidir.

Buradan agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.19(H? iizerinde Holder matrisleri): 2 < p < oo olsun.
Bu durumda o > 0 olmak fizere her hangi bir & € R i¢in agagidaki gegerlidir.

(i) H* € B (H?)

(ii) o (H?) = {—;5 ‘ReA > ;-} u {0}

(i) 5] = °

Cesaro-matrisleri i¢in agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.20(H? iizerinde Cesaro matrisleri): 2 < p < oo olsun.
Bu durumda o > 0 olmak tizere her hangi bir o € R igin;

W CQEB(HP)P 1)T (A 1
(ii)a(C’a)={ (I‘i‘&ﬁa)( ):ReAzz;}U{O}

[(a+1)T (-1-)
(i) [|Call o = - (H ;j’
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gecerlidir.
Teorem 2.5.10 un genellesmesi ile agagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.2.21(H? iizerinde Gamma matrisleri): 2 < p < oo ve
% + % =1 olsun. Bu durumda o > 0 ve a > % olmak tizere o, a € R igin;
(i) I'¢ € B(HP) .
(ii) o (T2) = {(m) :Rel > —;—} u {0}

- o ag
(i) T2l = (525
gegerlidir.

Son olarak Euler matrisleri i¢in agagidaki husus gegerlidir.

Teorem 3.2.22( H? iizerinde Euler matrisleri):2 <p < ocove %—i—% =1
olsun. Bu durumda « € (0, 1) igin;

(i) E(a) € B(H?)

(if) o (E (a) = {A eC: < or%}

(i) | B ()| gp = 74
gecerlidir.

Not 3.2.23(H? iizerinde Hausdorff matrisleri, IT): 1 < p < 2 duru-

munda noksan olan H? uzaylarindaki Hausdorff matrisleri i¢in Teorem 3.2.17

ye benzer bir sonug formiile edilebilir. Bu durumda p niin

/(2 — 8)5 s hd || (s) < o0
0

kogulunu saglamasi yeterlidir. Bu haliyle spektrum hakkindaki ifadeler degismezken
norm tahmini icin Ornek 3.1.18 den belirgin farklar ortaya gikar. Teorem
3.2.19-Teorem 3.2.22 de verilenler dikkate alindiginda bu ifade Euler matrisinir;
spektrumu hakkinda gegerliligini kaybeder. Bunun yerine

{rec:pgai}coE@)c {rec:]N<2Fas)

gegerlidir.
HP {izerinde transpoze Hausdorff matrisleri tekrar 6zgiin bir gekilde ele

alimabilir. Sonuglann kendilerine 6zgii bir iligkisi oldugu hususu dikkate alin-
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malidir. Bunun sebebi 7 de oldugu gibi eglenikleri yardimiyla elde edile-

memeleridir. Bu yiizden sonuglarin detayh bir gekilde gosterimi stz konusudur.
Teorem 3.2.24(H? iizerinde transpoze Hausdorff matrisleri):

1 <p<oovep,[0,1] araliginda verilmis, (0, 1] arahigina kisitlanmig kompleks

bir Borel 6l¢iisii olsun. Ayrica

1
[s73dul9) < o0
0
kogulu gecerli olsun. Bu durumda

%: {/\EC:Re)\S—l—l—%} — C
1

A =, (A) ::/s‘("“)d,u,(s)

0
fonksiyonu iyi tanimlidir ve H; Hausdorff matrisi igin agagidaki ifadeler geger-
lidir.

(a) H), € B (HP)
1
(b) {1,0“ (A):ReA < ~1+ 1—9} co(H})

(c) {% (A): Red < -1+ i} C o (E2)

1

@ s |0, W] < A < / sl (s

Re AL —1+—

flave: Eger u mutlak siirekli ise bu durumda (b) yerine

(b) o(HL) = {% (A):Red< 1+ = } u {0}
alnir.

Ispat: (), (b), (d) ve (b") ifadeleri Teorem 3.2.1, Ornek 1.8.16, Teorem
2.2.8, Teorem 3.1.19 ve Teorem 2.4.13 (b). den elde edilir. (c) nin ispatr Not
3.1.10 daki gibi yapihr. Sayet burada Lemma 2.4.12 (a) dan faydalanilirsa ve

Holder egitsizligi yerine
1 ~1
If @ <27 fll, (1~ [2]) (zeD, feH)
kullanilirsa Duren [18, sh.36] dan son tahmini elde ederiz.
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Ozel bir durum igin bu husus agagidaki sonuca gotiiriir.
Sonug 3.2.25: 1 < p < oo ve p, [0,1] araliginda verilmis, (0, 1] araligina

kisitlanmig pozitif reel bir Borel 6lgiisii olsun. Ayrica
1
/ s‘id,u (s) < >
0

kogulu gegerli olsun. Bu durumda H}, € B (HP) gegerlidir ve operatér normu

igin
1
12l = [ 573 ()
0

gegerlidir.
Bunun tizerine agagidaki sonuglar elde edilir.

Teorem 3.2.26 (H? iizerinde Quasi Hélder matrisleri): 1 < p < o0

, 1 + 1 = 1 olsun. Bu durumda & > 0 olmak iizere her hangi bir a € R igin

p q
asagidaki gegerlidir.

(i) (H*)' € B(HP)

i) o (H*)Y) = {;15 :ReA > é} U {0}
1

1
(iii) 3@ :ReA > 6} CO'((Ha)t)
() [|(H) ] o = 0*
Transpoze Cesaro-matrisleri i¢in agagidaki sonug gecerlidir.
Teorem 3.2.27 (HP iizerinde Quasi Cesaro matrisleri): 1 < p < oo

1 ) ..
, — + ! = lolsun. Bu durumda o > 0 olmak iizere her hangi bir a € R igin;

P q
(i) Ct € B (H?)

(i) o (Ct) = {P(I‘f(j;i)g)(” ‘R > -(1;} u{0}

oy JT (@ +1)T(X) 1 t
(iii) { :ReA > q} C g, (C)

T+ a) 1
() [l = - (: E;: 2%5)
q

gegerlidir.
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Teorem 2.5.19 un genellegmesi ile agagidaki teorem elde edilir.
Teorem 3.2.28 (HP” iizerinde Quasi Gamma matrisleri): 1 < p < oo
1 1
ve ]; + 5 = 1 olsun. Bu durumda & > 0 ve @ > % olmak iizere o, a € R igin;
(i) (2)" € B (H?)
“ 1
. Tty — e : > =
@ o (09 = { (s5omy) +Rer2 o)

(iii){( e 1)Q:Re)\>%1}Cap((Fg)t)

Py
(i) [[(T)*]] o = ( = 1)

ap
gecerlidir.

Son olarak transpoze Euler matrisleri i¢in agagidaki husus gegerlidir.

Teorem 3.2.29 (H? iizerinde Quasi Euler matrisleri): 1 < p < o0
olsun. Bu durumda « € (0, 1) igin;

(i) E* (o) € B (H?)

(i) o (B* (@) = {AeC: N < a75}

(iit) {A € C: ]2l <a75 }\ {0} C 0y (B ()

(iv) B ()]l = 0”7
gegcerlidir.

Not 3.2.30: Literatiirde HP iizerindeki transpoze Euler matrislerinin spek-
trumu mevcut haliyle bilinmektedir. Zird bu husus Not 1.8.15 den bilegke
operatérleri yardimiyla E (o) olarak goriilmektedir ve aymi zamanda spektru-
mun belirlenmesi igin Kamowitz [35, sh.139] sonucundan yararlamlir. Diger
tiim transpoze Hausdorff matrisleri i¢in soz konusu sonuglar yenidir. Zir4, ayrﬁ
zamanda Ramanujan [48] den Sonnenschein matrisi olan tek Hausdorff matrisi
Euler matrisidir.

Simdi AP fonksiyon uzaylarim ele alahm. Oncelikle agagidaki husus geger-
lidir.

Teorem 3.2.31 (AP ilizerinde Hausdorff matrisleri, I): 4 < p < o

ve u , [0,1] araliginda verilmig, (0, 1] arahigina kisitlanmig kompleks bir Borel
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olgtisii olsun. Ayrica

1
/S_H%d]u] (s) < o0
0

kogulu gegerli olsun. Bu durumda

P, {)\E(C:Re)\g—-s} — C
1

A =P, (A) = /s“(’\“)d,u (s)

0
fonksiyonu iyi tammhidir ve H, Hausdorff matrisi icin agagidaki ifadeler gecer-
lidir.

(a) H, € B(A?)
(b) {% (A) : ReA < —z} C o (H,)
1

142
© swp | [, O] < Ml < [ 1ul 3
ReAS——% 0
flave: Eger u mutlak siirekli ise bu durumda (b) yerine

) o @)= {p.:Rea< 2L u o}
almir.

Ispat: Teorem 3.2.1, Ornek 1.9.10, Teorem 2.2.5, Teorem 3.1.22 ve Teorem
2.4.3 (d) den elde edilir.

Bu husus agagidaki 6zel duruma gotiiriir.

Not 3.2.32: 4 < p < oo ve u, [0,1] aralifinda verilmig, (0,1] aralifina

kisitlanmug pozitif reel bir Borel 6l¢iisii olsun. Ayrica

1
/S"H%d,u (s) < o0
0

gegerli olsun. Bu durumda H), € B (AP) gegerlidir ve operatdr normu igin

2

I H,l] = / s *Edu (s)
0

gegerlidir.
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Buradan agagidaki sonuglar tiiretilebilir.

Teorem 3.2.33(AP iizerinde Holder matrisleri): 4 < p < oo olsun.
Bu durumda a > 0 olmak iizere her hangi bir a € R igin agagidaki gegerlidir

(i) H* € B (AP)

(ii) a(HO‘)={/\a Re )\> - }U{O}

a

@) = (525)

Cesaro matrisleri i¢in agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 3.2.34(AP iizerinde Cesaro matrisleri): 4 < p < oo olsun.
Bu durumda « > 0 olmak iizere her hangi bir a € R igin;

(i) Co € B (4P)

(ii)a(ca)={r(§:\2£)(’\) Rexr>P "% . }U{O}
M'ae+1)T p
() [[Cal 1 = '
P()\+Z—7)

gecerlidir.
Teorem 2.5.13 in genellesmesi ile agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.35(HP iizerinde Gamma matrisleri): 4 < p < oo olsun.

Bu durumda o > 0 ve a > P2 olmak tizere o,a € R igin;

() T € B (#) a
(ii)a(I‘g):{(ﬂ—Z—_—I) ‘Rex>2—< , }u{o}

(i) (75110 = @:“%Jr—g
gegerlidir.

Son olarak Euler matrisleri icin agagidaki husus gecerlidir.

Teorem 3.2.36(A? iizerinde Euler matrisleri): 4 < p < co olsun. Bu
durumda « € (0, 1) igin;

(i) E () € B (AP)

(ii) o (E (o) = {)\ eC: )< a““%}

(i) [ ()]l 5o = &7
gegerlidir.
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Not 3.2.37(AP tizerinde Hausdorff matrisleri, II): 1 < p < 4 duru-
munda noksan olan AP uzaylarindaki Hausdorff matrisleri i¢in Teorem 3.2.31

e uygun bir sonug formiile edilebilir. Bu durumda g niin

1

/@—J?f%MM<w
4]

kogulunu yerine getirmelidir. Teorem 2.3.8 (e) den (a), (b) ve (c) ifadeleri
gerekli defigikliklerle beraber gegerliliklerini korur. 1 < p < 2 i¢in Not 3.1.24
de verilen husus gegerlidir.

AP {izerinde transpoze Hausdorff matrisleri kendilerine 6zgii bir gekild@
iglenebilir. Bu durumda da sonuclar &zel bir ilgi alani olugturur. Zird bu
ilgi alam egleniklerle tiiretilemez.

Teorem 3.2.38( AP {izerinde transpoze Hausdorff matrisleri):

1 <p<oovep,|0,1] arahginda verilmig, (0, 1] araligina kisitlanmg kompleks

bir Borel dl¢iisti olsun. Ayrica

!fww@<w

kogulu gegerli olsun. Bu durumda

¥, {AG(C:Re)\g-1+§} — C

1

A o, (\) = / =41 g (s)

0
fonksiyonu iyi tanimhdir ve Hﬁ Hausdorff matrisi i¢in agagidaki ifadeler geger-
lidir.

(a) Hfl € B (AP)
2
(b) {1/)# (A):ReA < -1 +2—3} C o (H.)

(c) {¢u (A) :ReX < —1+ %} C oy (H?)

@ sw [0 <], < [l

Re AS-—I-}-—};
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DNave: Eger u mutlak stirekli ise bu durumda (b) yerine

(0) o (H:) = {lb# (A):ReA< -1+ %} u {0}
aliir.

Ispat: (a), (b), (d) ve (b) ifadeleri Teorem 3.2.1, Ornek 1.9.7, Teorem
2.2.10, Teorem 3.1.25 ve Teorem 2.4.13 (b) den elde edilir. Eger Lemma 2.4.12
(b) kullamlirsa (c) nin ispat: aynen Not 3.1.10 daki gibi yapilir ve Ht’)lde:

esitsizligi yerine
F @<L, (1= 12)77 (zeD, feH)

kullamilirsa  Zhu [82, sh.48] den son tahmini elde ederiz.
Bu husus agagidaki 6zel duruma gotiiriir.
Sonug 3.2.39: 1 < p < oo ve u, [0,1] arahginda verilmis, (0, 1} arahgina

kisitlanmig pozitif reel bir Borel dlgiisii olsun. Ayrica

1
/3_%du(s) < o0
0

gegerli olsun. Bu durumda H}, € B (AP) gegerlidir ve operatdr normu igin

gegerlidir.

Buradan agagidaki sonuglar tiiretilir.

Teorem 3.2.40(A? iizerinde Quasi Holder matrisleri): 2 < p < oo
olsun. Bu durumda a > 0 olmak iizere her hangi bir a € R i¢in agagidaki
gegerlidir.

(i) (Ho) € B (A7)

(ii) o ((H*)") = {% :ReA>1-— 2} u {0}

(iii) {;la :Red > 1- %} C o ((H*))

@) 1) e = (525)
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Transpoze Cesaro-matrisleri i¢in agagidaki sonug gecerlidir.
Teorem 3.2.41(AP iizerinde Quasi Cesaro matrisleri): 2 < p < oo
olsun. Bu durumda o > 0 olmak iizere her hangi bir ¢ € R igin;

() Gz € B(AP)

(i) o (C) = {P(fj&:}g)(’\) :ReAzl—z}u{O}

(iif) {F(?(:BZ)(A) :Rex>1— %} C o5 (CL)

2

@) 12l = — (Hl _ 2)

p
gegerlidir.

Not 2.5.16 nin genellegmesi ile agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.42(AF iizerinde Quasi Gamma matrisleri): 1 < p < 00
olsun. Bu durumda o > 0 ve a > % olmak iizere ¢, a € R igin;

(i) (T3)" € B (A7) )

(i) o (1)) = {("XTZ‘-"I)Q ‘ReA>1— 5} u {0}

(iii) {(X—J:—Z—_—l)a :ReA>1— %} C op (%))
(@) [(08)' ]| = (apaf 2 a
gecerlidir.

Son olarak transpoze Euler matrisleri igin agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.43(AP tizerinde Quasi Euler matrisleri): 1 < p < o0
olsun. Bu durumda a € (0,1) igin;

(i) B (2) € B ()

(i) o (B (@) = {)\ e€C: A < a—%}

(iii) {)\ eC: |\ < af?} \ {0} C 0, (B (a))

(iv) |5 (@)l 1 = o~
gegerlidir.

N
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