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OZET
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Bu tezde, literatiirde cebirler i¢in ispat edilmis Hopkins-Levitzki Teoremi (1939)
kocebirler i¢in ispat edilmistir. Tezde kocebir yapisi temelden insa edilmis ve c¢ok
sayida ornege de yer verilmistir.
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HOPKINS-LEVITZKI THOREM IN COMMUTATIVE ALGEBRA AND
COALGEBRA
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February 2013, 69 pages

In this thesis, a version of Hopkins-Levitzki Theorem (1939) is proved for coalgebras,
which was originally proved for algebras. Coalgebras are constructed from the basic
principles and many examples are given in full detail.
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1 GIRIS

Bu tez soyut cebir iizerine yapilmis bir ¢calismadir. Tezin genel amaci bilinen cebirsel bir
problemi ele almak ve ardindan bu problemin bir benzerini kocebirsel yapilarda incelemektir.
Ilgilendigimiz cebirsel problem Hopkins-Levitzki Teoremi’dir.

Hopkins-Levitski teoremi modiiller ve halkalar iizerinde olusan artan ve azalan zincirler
arasinda siki bir iligki oldugunu ifade eder. Genel simetri prensibi bir modiil tizerindeki artan
bir alt modiil zinciri ile azalan bir alt modiil zincirinin genel olarak benzer 6zellikleri goster-
mesini gerektirir. Ancak Hopkins-Levitski Teoremi bize azalan her alt modiil zinciri bir
zaman sonra sabitleniyorsa (yani modiil artinyen ise) bu modiiliin artan her alt modiil zincir-
lerinin de bir zaman sonra sabitlendigini (yani noetheryen bir modiil oldugunu) ispatlar. Bu
teorem cift tarafli bir onerme degildir. Yani Noetheryan bir modiil artinyan olmak zorunda
degildir. Oysa benzer bir olusum gostermesi beklenen azalan ve artan zincirler farkli pren-
siplerle calismaktadir. Hopkins-Levitzki teoremi bu simetrinin cebirler i¢cin bozuldugunu
gbstermesi yiiziinden cebirler icin dnemlidir. Ozetle aktardigimiz teorem daha genis an-
lamda semi-primary halkalar i¢in ii¢ denkligi ele alir; (1) halka {izerinde tanimlanan bir M
modiiliin semi-primary olmasi, (2) bu modiiliin kompozisyon serisi olmas1 ve (3) bu mod-
iliin noetheryan ve artinyan olmasi. Bu detayli teoremin ispati icin gerekli ¢caligmalar tez
boyunca ele alinmistir.

Tezin ikinci agsamasinda kocebirsel yapilar ele alinmistir. Bu tezin en 6nemli boliimiidiir.
Kocebirlerle ilgili arastirmamiz esnasinda Tiirk¢ce matematik literatiiriinde kocebirler {iz-
erinde bir ¢caligmaya rastlayamadik. Bu sekliyle bu tez Tiirk¢e yazilmis ilk kocebir aragtir-
malar1 arasindadir. Bu amacla elimizdeki 6rnek kocebirlerin ingaa edilmesini detayli bir
sekilde ele aldik. Bir kocebir tamimlayabilmek icin gerekli tiim alt yap1 tezde ele alinmustir.
Kocebirlerle ilgili ornekler konunun anlagilmas: agisindan biiyiik 6nem tagimaktadir. Bir
cok ornegi ayrintili bir sekilde ¢ozdiik. Bu yiizden tez genel olarak Tiirkce matematik liter-
atiiriinde az rastlanir bir konu iizerine yapilmig olup, tezin daha sonra bu konuda yapilacak
Tiirkce ¢alismalara iyi bir referans 6rnegi olusturmasi hedeflenmektedir.

KISA TARIH

Hopkins-Levitski teoremi ilk olarak degismeli olmayan cebirler i¢in Charles Hopkins ve
Jacob Levitzki tarafindan 1939 yilinda, birbirlerinden bagimsiz olarak ispatlanmigtir. Teo-
rem sag artinyan halkalarin ayn1 zamanda sag noetheryan oldugunu belirtir. Ancak bundan
bir ka¢ y1l 6nce Yasuo Akizuki teoremi degismeli cebirler tizerinde ispatlamigtir. 1970 ve
1980 yillarinda teorem Shock tarafindan birimi olmayan halkalara uygulanmistir. Teorem,
Miller-Teply tarafindan modiillerde bir miras¢1 burkum yapisina (hereditary torsion theory)
goreli olan azalan modiiller zincirlerine uygulanmig, Nastasescu tarafindan Grothendieck

Kategorilerine genellenmistir. Hopkins-Levitski teoremi artan ya da azalan zincirler arasinda



baglant1 kurdugu i¢in matematiksel pek ¢cok yapida biiyiik 6neme sahiptir. Bu teoremi cebir-
ler, modiiller, halkalar ve kafesler (lattice) iizerinde inceleyebiliriz. Ayn1 zamanda de8ismeli
ve degismeli olmayan cebirler ve halkalar i¢in ispatlanabilir.

TEZIN YAPISI

Tezin 2. boliimiiniin birinci alt boliimiinde vektor uzaylar ve cebirler iizerine ¢alisilmis;
bir vektor uzayi iizerinde tensor ¢carpimi tantmlanmis ve bir vektor uzayinin dulaninin tanimi
yapilmistir. Vektor uzay1 ve duali ile ilgili ihtiya¢ duyacagimiz sonuglara yer verilmisgtir. 2.
boliimiin ikinci alt boliimiinde degismeli halka ve modiil tanimlarina yer verilmis halka ve
modiillerle ilgili temel teoremler ispatlanmistir. 2. boliimiin iiciincii alt boliinde idealler, asal
idealler ve maksimal ideller lizerine ¢aligilmig, temel tanim ve teoremlere yer verilmistir.
Ardindan 2. boliimiin dordiincii alt boliimlerinde Jacobson Radikal tanimi, yari basit hal-
kalar, nil ideal ve nilpotent ideal tanimlarina yer verilmis, temel teoremler ele alinip ispat-
lanmagtir. 2. boliimiin beginci alt boliimiinde noetheryan ve artinyan modiil ve degismeli hal-
kalar ele alinmis, tanim ve teoremlerine yer verilmistir ayn1 boliimde kompozisyon serileri ve
J-yar1 basit halkalar tanimlanmigtir. Temel teoremin ispatlanmasi i¢in gerekli tiim tanim ve
teoremlere bu alt boliimlerde yer verildigi i¢in 2. boliimiin son boliimiinde Hopkins-Levirski
Teoreminin ispatt yapilmisti. Bu boliimdeki sonuclar literatiirde bilinmektedir ancak is-
patlarin biiyiikge bir kismi metnin tutarliligini saglamak icin ulagsmak istedigimiz sonuglar
1s51g¢1nda yeniden yapilmusgtir.

Tezin 3. boliimiinde kocebirler iglenmistir. Kocebirlerin olusumu ile ilgili gerekli tanim
ve teoremler 2. boliimiin birinci alt bolimiinde ele alinmistir; vektdr uzaylar1 ve vektor
uzaylarinin dualleri islenmis, ardindan 3. boliimde kocebir tanimlanmigtir. Bir kocebirin
nasil olustugu, 6zellikleri ve temel 6zelliklerine yer verilmistir. Ayrica 3. boliimde kocebir
ile ilgili 6rneklere genis yer verilmistir. Bu 6rnekler kocebiri daha iyi anlamamiz i¢in teker
teker ayrintilt bir sekilde ¢oziilmiistiir. Ana sonuclar literalirde olmasina ragmen Ornekler
tutarh ve ayrintili bir sekilde temelden kurulmustur.

Tezin 3. boliimiiniin ikinci alt boliimii, Hopkins-Levitski Teoremi’nin kocebirler icin
uyarlanmasi ve kocebirlerde ispatidir. Bunun icin bir kocebir iizerinde artan ve azalan
koideal zincirleri tanimlanmis ve teorem ispati i¢in kategori teori kullanilmigtir. Bunun i¢in
kocebirlere ait problemimiz cebirlere ¢ekilmis ispat yapilmis ve ardindan tekrar kocebirlerde
ifade edilmistir. Ancak ispatin yapilabilmesi i¢in biitiin vektor uzaylar1 sonlu boyutlu olmasi
gerekmektedir.

TESEKKUR

Tezin her asamasinda bana yol gosteren, destek olan ve yardimlarini hi¢cbir zaman esirge-

meyen degerli hocam Dog. Dr. Atabey KAYGUN’a tesekkiirlerimi sunarim.



2 DEGISMELI CEBIRLER ICiN HOPKINS LEVITZKIi
TEOREMI

Bu boliimde degismeli cebirler i¢in Hopkins-Levintzki teoreminin kanit1 yapilacaktir. Kaniti
yapabilmek icin gerekli olan tanim ve teoremlere Oncelikli olarak yer verilecektir. Boliim
boyunca aksi belirtilmedikg¢e biitiin halkalar birimli ve de8ismeli ve biitiin vektor uzaylari

sonlu boyutlu olarak ele alinacaktir.

2.1 VEKTOR UZAYI VE CEBIRLER

Bu boliimde vektor uzayi ve cebir tamimlart yapilip, konu ile ilgili gerekli teoremlere yer

verilecektir.

2.1.1 Tamm [11, 5.1]

(V,+) degismeli bir grup ve (k,+,-) bir cisim olsun.
fikxV =>V,ackveveV
i¢cin
fla,v)=av

olarak tanimlanan ve skalerle carpma adini1 verecegimiz bu f fonksiyonu icin asagidaki ak-
siyomlar saglaniyorsa, V degismeli grubuna k iizerinde vektor uzay1 veya kisaca k-uzay
denir.
Her a,b € k ve v,w € V i¢in
V1) (ab)v =a(bv)
V2)a(v+w)=av+aw
V3) (a+b)v=av+bv

V4) k-uzayn birim eleman1 1 olmak iizere 1v =v

olur.
2.1.2 Ornek
1. F bir cisim olmak iizere F”" = {(ay,az,...,a,): a; € Fvel <i<n} kiimesi F cismi

tizerinde bir vektor uzayidir.



2. F bir cisim olmak iizere F;, [x| = {ao+a1x+,...,a,x" : a; € F} kiilmesi F cismi iiz-
erinde bir vektor uzayidir.
2.1.3 Tamm [11, 5.3]

V, k cismi iizerinde tanimlanmis bir vektor uzayr ve @ # U, V’nin herhangi bir alt kiimesi
olsun. Eger U, V’de tanimlanan toplama ve skalerle carpma iglemine gore bir vektor uzayi

teskil ederse U’ya V’nin bir alt vektor uzay1 ya da kisaca alt uzay1 denir.

2.1.4 Teorem ve Tamim [11, 5.5]

V, k cismi iizerinde tanimlanmig bir vektor uzay1 ve A = {ay,as,...,a;,}, V vektor uzayinin
sonlu bir alt kiimesi olsun. Eger U = {}/" | Mia; : A; € k} ise U kiimesi V’nin bir alt uzayidir.
U alt uzayina A kiimesi tarafindan gerilen (ya da iiretilen) alt uzay denir ve U = (A) yada

(ay,ay,...,an) ile gosterilir. A’nin elemanlarina gerenler yada iiretecler denir.

2.1.5 Tamm [11, 5.5]

V, k cismi tizerinde tanimlanmuis bir vektor uzayi ve A = {aj,aa,...,an} CVise A; €k (i =
1,2,...m) olmak iizere Y/ | Aja; ifadesine A kiimesinin bir lineer kombinasyonu denir.
2.1.6 Tamm [11, 5.6]

V, k cismi iizerinde tanimlanmusg bir vektor uzayi ve A = {ay,ay, ...,a,;}, V’nin bir alt kiimesi
olsun. Eger Ajaj +Aap + ...+ Aya,, = 0 olacak sekilde sifirdan farkli Ay, Ay, ..., A, € k
varsa, A kilmesine k cismi tizerinde lineer bagimlidir denir. Eger Aja; +Axaz + ...+ Apay, =
0 olmasi her i = 1,2,...m i¢in A; = 0 olmasim gerektiriyorsa o zaman A kiimesine k cismi

tizerinde lineer bagimsizdir denir.

2.1.7 Tamm [11, 5.7]

V, k cismi iizerinde tanimlanmig vektor uzayi ve @ # A, V’nin bir alt uzay1 olsun. Buna gore
asagidaki sartlar saglanirsa A C V alt uzayina V’nin bir baz1 veya tabani denir ve V = SpanA

ile gosterilir.
1. A alt uzayi lineer bagimsizdir.
2. A alt kiimesi V’yi gerer yani iiretecidir.

Bu durumda A alt uzayinin eleman sayist V' nin boyutu olup boyV ile gosterilir.



2.1.8 Tanim

V ve W, k iizerine iki vektor uzay1 olsun. V = Span(A) ve W = Span (B) bu vektor uzay-
larinin bazlart olsun. O zaman her v € V ve bir A, € ki¢in v =Y ,c4 Aqa ve her w € W ve
bir B, € kicin w = Y, Bpb olur. Eger A ve B bazlari sonsuz ise o zaman A, # 0 ve B, # 0

sadece sonlu sayidaki A ve B bazlari icin gecerlidir.

2.1.9 Tanim [7,5.9.1]

V ve W, k tizerine iki vektor uzay1 olsun. V = Span(A) ve W = Span (B) bu vektor uza-
ylarinin bazlari olsun. V @ W, k iizerine bazit ALUB (AN B = 0) olan vektor uzaymda her
x €V @®W, hera € A ve her b € B igin 6yle bir A, B, € k vardir ki

X = Z?\.aa—l—ZBbb

acA beB

olur ve V& W ifadesine V ve W’nin direk toplami denir. Eger boy (V) =n < oo ve boy (W) =
m < oo ise boy (V& W) = n+m olur.

2.1.10 Tanmm [11, 5.10]

V ve W, k cismi ilizerinde tanimlanmug iki vektor uzay1 olsun. Eger L : V — W fonksiyonu
her vi,v, €V ve a,b € kigin L(av) +bvy) = aL (vy) + bL(v,) sartin1 sagliyorsa o zaman bu
fonksiyona k-lineer veya lineer doniistim denir. L lineer doniisiimii bire bir ve lizerine ise V
ve W izomorf vektor uzayilaridir, L’ye k-lineer izomorfizma denir.

L lineer dontigiimiiniin goriintiisii v € V i¢in L (v) = w olacak sekilde w € W elemanlarinin
kiimesi olarak tamimlanir ve ImL olarak gosterilir. Yani ImL = {w :L(v)=w,veV igin}
olur.

L lineer doniisiimiiniin ¢ekirdegi L(v) = 0 olacak sekilde v € V elemanlarinin kiimesi

olarak tanimlanir ve cekL olarak gosterilir. Yani cekL = {v: L(v) = 0} dur.

2.1.11 Not[7,8.1.1]

V ve W, k tizerine iki vektor uzay1 olsun. V = Span(A) ve W = Span (B) bu vektor uzay-
larinin bazlar1 olsun. Eger g : V — W doniisiimii bir k-lineer vektor uzayr homomorfizmasi

ise 0 zaman W’nin tiim degerleri g'nin V vektor uzayinin bazi iizerindeki degerleri ile belir-



lenir. Yani her v € V, her a € A ve dyle bir A, € kigin v =Y ,c4 Aqa dir.

g(v) =8(} Maa)

acA

= Z kag (a)

acA

olur. g(v) vektorii g(a) fonksiyonuna gore yani a € A bazina gore belirlenir.

2.1.12 Teorem [7, 5.8.8]

V, n boyutlu bir k vektor uzayi olsun (boyV =n). G = {aj,as,...,a,} lineer bagimsiz alt
uzay olmak iizere oyle a,y1,d,42,...,a, € V elemanlar vardir ki GU (ay41,dr42,...,ay),
V’nin bir bazi olur.

Ispat: G kiimesi, V vektor uzaymnin bir alt uzay1 ve Span (G) = {ay,as,...,a,} = W,
olsun. G C V olup Span (G), G’yi iceren en dar alt uzay olur. W, =V ise aranan baz G olur.
W, #V ise Oyle bir a,1 € V vardir ki a,+1 ¢ G olur. GU{a,4 } lineer bagimsizdir.

Gergekten cy,...cp,cr41 € kigin

ciar+...terar+crr1ar41 =0

halinde ¢; = ... = ¢, = ¢,+1 = 0 olup, GU {a,} lineer bagimsiz olur. ¢,;; # 0 olamaz,

aksi halde, yani ¢, # 0 ise
ar+1 — l/Cr+l (C]Lll _I_ B _I_Crar) e Wr

olup a,41 tanimu ile ¢eligir. Simdi W, = {ay,az,...,ar,a,41} ve G,+1 = GU{a,+1} diye-
lim. W, =V ise G,y tamamlanmig bazdir. W, # V ise bir 6nceki adim tekrarlanir.
boyV = n sonlu oldugundan G,,’e ulaginca V’nin G alt vektor uzayi ile tamamlanmis bir bazi
elde edilir.

2.1.13 Teorem [5, sayfa 413]

U ve V, k cismi ilizerinde tanimlanmus iki vektor uzayi olsun. f: V — W lineer doniistimii
icin boy (Imf) + boy (cekf) = boy (V) dir.

Ispat: boy (V) = n ve boy (cekf) = s ve Span (cekf) = {ai,...,as} olsun. 2.1.12 teo-
reminden dolay1 V’nin bir bazin1 Span (V) = {a,...,as,...,a,} olarak segebiliriz. Eger
{f(ass+1),--., f(an)} kiimesinin Imf”nin bir baz1 oldugunu gosterirsek boy (Imf) = boy (V) —
boy (cekf) ifadesini gostermis oluruz. Herhangi bir v € V i¢in v =Y}, ¢ja; her ¢; € k i¢in



dogru olur. Boylece
fv) =Y cif (a)
i=1

= Zs}cz'f (a;) + i cif (ai)

i=s+1

=0+ i cif (ai)

i=s+1

olur. Dolayisiyla f (v) = ¥/ ¢if (a;) ve Span(Imf) = {f(asy1),...,f(an)} olur. O

2.1.14 Onerme [S, sayfa 413]

V ve W sonlu boyutlu vektor uzaylar1 olmak iizere f : V — W doniisiimiiniin bire bir olmasi
icin gerek ve yeter kosul cekf = {v € V| f(v) = 0} = 0 olmasidur.

Ispat: f doniisiimii bire bir olsun. Bu durumda v,w € V ve f(v) = f(w) olmast igin
gerek ve yeter kosul v = w olmasidir. a € cek(f) alalim, bu durumda f(a) = 0 olur. f(a) =
0 = f(0) dur. f, bire bir oldugundan a = 0 bulunur. Yani her a € cek(f) i¢in f(a) = 0 olur.

cek(f) =0olsun. f(0) =0 dir. Hera,b € V icin f(a) = f(b) ise f(a) — f(b) =0 olur. f
doniigiimii k-lineer oldugundan f(a — b) = 0 olur. Bu durumda a — b = 0 ve a = b bulunur.
f, bire birdir.

2.1.15 Onerme [7, 8.2.1]

V ve W, k iizerine iki vektor uzayi olsun. V = Span(A) ve W = Span (B) bu vektor uzay-
larinin bazlari olsun. |A| = |B| ise dyle bir o.: V — W vardir ki bire bir ve iizerinedir.

Ispat: Bu durumda f: V — W sonlu boyutlu bir lineer homomorfizma tanimlayalim.
2.1.11 notunu kullanarak, her a € A i¢in f(a) = a.(a) € B C W seklinde tanimlamamiz yeter-
lidir. cek (f) ={v eV : f(v) =0} dir. Bu durumda v € cek (f) igin

f) :f(Z Aaa)

acA

= Z }\'af(a)

acA

=0

olmalidir. Ancak f(a) € B ve B, W’nin bir baz1 oldugu i¢in f (a) # 0 dolayisiyla A, =0
olur. Demek ki cek (f) = 0 dur, yani bire birdir. |A| = |B| ve bire bir oldugu i¢in rtendir.



2.1.16 Tamm [5, sayfa 421]

V ve W, k tizerine iki vektor uzayi olsun. V = Span(A) ve W = Span (B) bu vektor uza-
ylarinin bazlar1 olsun. V ®@; W tensor ¢arpimu ile olusan yeni vektor uzayi, bazi k-lizerine
A x B olan vektor uzayidir. Yani her x € V ®; W icin 6yle a € A, b € B ve A, € k bulabiliriz
ki

x= Z Aap(a,b)

(a,b)eAxB

olur. Bu durumda eger boy (V) = n < oo ve boy (W) = m < oo ise boy (V ®; W) = nm olur.
Bu tezde notasyonu basitlestirebilmek icin ®y yerine ® kullanacagiz.

2.1.17 Ozellik

V bir k vektor uzay1 olmak iizere,
1. O®V =0
2. kQVEVEVREL

olur.

2.1.18 Ornek

R? ve R? iki ve ii¢ boyutlu vektor uzaylari ve R? = span{ei,e;}, R? = span{fi, f>, 3}

olsun. Bu durumda

R2®R® = span{ey, ez, f1, f>, 3}

veE

R2®R3 :Span{(elaf)a(elafZ)a(elaf?a)a (627f1)7(€27f2)7 (627f3)}

olur. Boylece hoy(RZ®R?) = 5 ve boy(R? @ R?) = 6 olur.

2.1.19 Tanmm [7, 8.3]

k cismi iizerinde iki vektor uzayr V ve W ise V’den W’ye olan biitiin lineer doniigiimlerin
kiimesi Hom (V,W), ile gosterilir. Bu kiimede toplama ve skalerle ¢arpma adi verilen iki

islem asagidaki gibi tanimlanir.



Toplama: f, g € Hom(V,W), i¢in (f + g) donisiimii (f+¢g)(v) = f(v)+g(v) herveV
icin saglanir.

Skalerle Carpma: f € Hom (V,W), ve c € kigin cf doniisimii (cf) (v) =c(f (v)) herveV

i¢cin saglanir.

2.1.20 Onerme [5, sayfa 421]

V, W, V', W, k-vektor uzaylari olsun. A, V’nin ve B, W’nin bir bazi1 olmak iizere f: V — V'
ve g: W — W/ lineer doniisiimler olsun. Bu durumda f®g: VW — V' @ W’ lineer
doniistimii vardir ve her a € A ve her b € B igin (f ® g)(a,b) = f(a) ® g(b) olur.

2.1.21 Sonug [5, sayfa 421]

V ve W, k-vektor uzaylar1 olsun. A, V’nin ve B, W’nin bir baz1 olmak iizere her v € V icin
oyle bir A, € k vardirki v=17Y,c4 Aqga ve her w € W igin 6yle bir B € k vardirkiw =Y ;g Bpb
olur. Bu durumdav@w € VW icinvw = Y A,Bp(a @b) olur.

2.1.22 Ornek

f,g : R? — R? lineer doniisiimler olsunlar. R? = span{ej,e;} ve f(e1) = ea, f(ez) = ey,
gler)=ej+er,g(ex) =e;—epolsun. fRg: R? ®R? — R? ®R? lineer doniisiimii 2.1.20
onermesi geregi (f ® g)(a,b) = f(a) ® g(b) esitligi her a € A ve her b € B igin dogrudur. Bu

durumda

(fog)le1®er) = fler)®gler)
=er®(e1+e2)
=erRe+er®en

- (827 el) + (627 eZ)
olur. Benzer sekilde

(fRg)le1®e) =er2®e; —ex®en

= (e2,e1) — (e2,€2)

(fRg)ler®e) =€ ®@er+e1®er
= (e1,e2) + (e1,€2)



veE

(fRg)er®er) =€ ®e;—e1®e;

= (e1,€1) — (e1,€2)

olur.

2.1.23 Onerme [5, sayfa 421]

V,V',W, W/, k-vektor uzaylari olsun. Eger f: V — V' ve g: W — W’ k-lineer doniisiimleri
varsa fRg: VW — V' @ W lineer doniigsiimiinde

cek(f®g) = cek(f) @W +V @ cek(g)

esitligi vardir.
Ispat: f®g: VW — V' @W! lineer doniisiimiinde

cek(f)@W 4V ®cek(g) C cek(f ®g)
oldugunu gosterelim. v € cek(f) ve w € W igin

(feghvew) =f1)@gWw)
=0®g(w)
=0

olur. Bu durumda cek(f) @ W C cek(f ®g) dir.
Benzer sekilde w € cek(g) ve v € V igin

(foglvew)=f)egw)
=0

ve V ®cek(g) C cek(f ®g) olur. Bu iki ifadeden
cek(f)@W +V ®cek(g) C cek(f ®g)

olacaktir.
Simdide f®@f: VW — V' @W lineer doniisiimiinde

cek(f ®8) C cek(f) @W +V @ cek(g)
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oldugunu gosterelim. Biliyoruz ki

feg=(foid)o(id®g)
olur. Budurumda f®id: VW — V' ®@W lineer transformasyonu igin

cek(f ®@id) = cek(f)@W
oldugunu gosterelim. Varsayalim ki

span(W) = {wi,wa, ..., W, Wiy, Wi }
icin span {cek (g)} = {wi,wa,...,w,} ve
span(V) = {uy,up, ... up,up1,... Uy}

icin span {cek(f)} = {u1,uz,...,u;} olsun. v € cek(f @ id) i¢in dyle bir A;; € k vardir ki

V=

M=
Ms

Aij (ui@w;) € cek (f ®id)

i 1

1j
olur. Elimizde ki w;’ler baz vektorii oldugu icin
n
(f®id) (v) = (f@id) Z}\'ij (ui®wj)
i=1

:Z}\'U uz ®W])

:Zx,, u;) @w;) + Z Nij (f (ui) @wy))

i=l+1

= Y A (Fw) @ w)

i=l+1
=0

olmalidir. Her j i¢in w;, W’nin bir baz1 oldugu i¢in w; degerleri sifir olamaz. Dolayisiyla

i Aijf (u;) =0

i=l+1
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ve
n
Z 7\,,'jf (u,) € gek(f)
i=l+1
olur ve i 2 I+ 1 igin A;; = 0 olacaktir. cek(f ®id) C cek(f) ® W dir.

v € cek(f) vew € W igin

(feid)(veow)=fv)@w
=0Qw
=0

cek(f ®id) 2 cek(f)®W’dir. Bu durumda cek(f ®id) = cek(f) @ W olur.

Simdi varsayalim ki
n m
o= Z Zkij (bti@Wj) € fek(f®g)

i=1j=1

olsun. Bu durumda
(f@g) (o) =(f®id)o(id®g) (o) =0
olur. Yani

n m

(idog)(a) = ZZKU (ui®g(wj)) € cek (f ®id)

i=1j=1

olur. Ancak cek(f ®id) = cek(f) @ W’ olur. Benzer sekilde cek(id ® g) = V' ® cek(g)

bulunur. A = span{w,wy41,...,wnu}, B=span{u;,u;,1,...,u,} olsun. O zaman
VW = cek(f)®cek(g) DA® cek(g) ®cek(f) ®BOAR®B
bulunur. f ® g fonksiyonunu

fRg=u+uy+u3+us
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olacak sekilde dort lineer doniisiimiin toplami olarak parcalayalim. Boylece

fRg:Vaw —V oW

ccek(f) @ cek(g) — V' QW'
uy :AQcek(g) — V' @W'

uz :cek(f) @B — V' oW’

uy :AQB— V' QW

u

—_

olur. Dolayistyla, & € cek (f ® g) ise uj (o) = uz(0t) = uz(o) = 0 olur ve ug(ar) = 0

olmalidir.

w(@= Y, Y djus (o)

i=l+1j=r+1

i¢in A;; = 0 olur.

cek(V W S5V @W') = cek(f) @W +V @ cek(g) CV@W
bulunur. [J
2.1.24 Onerme

Eger f: V — V', k-lineer transformasyonu ise

gek(V@Vfng/@)V') =cek(f)QV+V@cek(f) CVRV

olur.

Ispat: Ispat1 2.1.23 6nermesinden kolaylikla goriilebilir. [J

2.1.25 Tanim ve Notasyon [5, sayfa 431]

V, k cismi iizerine bir vektor uzay1 olsun. Homy (V. k) vektor uzaymna V vektoriiniin duali

denir ve V'V ile gosterilir. Yani VY = Homy (V, k) olur.

2.1.26 Teorem [5, sayfa 432]

V k-uzay olmak iizere V¥ = Homy(V,k) =V dir.
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Ispat: f € Homy(V,k) ve V = span(A) olsun. f : V — k lineer doniisiimiinde her v € V
ve her a € A igin dyle bir A, € k vardir ki

flv)= f(zxaa)
= Z xaf(a)

acA

olur. 8, € Homy(V, k) olmak iizere 3, fonksiyonu

0 ,a#d

olsun. Acaba f =Y ,c4 f(a)d, ya esit oluyor mu?

f(z 7\,“61) = Z 7\‘af(a)

acA acA

=Y M) f(d)80)(a)

acA a'eA

= Z/Mf (a")8a(d)
= Z 7\faf(a)

acA

olur. Boylece

f=Y fa)d
acA
yazilabilir. Homy(V,k) = span{d, | a € A} olacak sekilde f fonksiyonunun bir bazini bu-
larak, Homy (V, k)’ y1 bir vektor uzayi olarak ifade ettik.
® : V — Homy (V,k) homomorfizmasini tanimlayalim ve bu homomorfizmanin bire bir
ve orten oldugunu ispatlayalim. ® : V — Homy, (V,k) homomorfizmasinda ® (a) = §, olsun.

Eger @ (v) = 0 ise 0 zaman

D(v) =P( Z Aqa)

acA

=Y A®(a)

acA
=0

olur. ®(a) = 98,, Homi(V, k) nin bir bazi oldugu i¢in her a € A icin ® (a) = J, # 0’dur,
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bu durumda A, = 0 olur ve cek (®) = 0 dir. 2.1.13 teoreminden dolayr homomorfizma 1 —
I’dir. boy (V) = boy(Homy(V,k)) oldugu igin 2.1.15 6nermesinden dolayr homomorfizma
izomorftur. Boylece VV = Homy(V,k) =V olur. [J

2.1.27 Onerme [5, sayfa 433]

V vektor uzay1 olmak iizere (V)Y =V dir.
Ispat: Span(A) =V ve a € A i¢in 2.1.26 6nermesinden dolay1
(VY)Y = Homy(Homy (V,k), k) = Homy(V,k) =V

olur.

2.1.28 Onerme

V ve W, k tizerine sonlu boyutlu vektor uzaylari olmak iizere
f:V — W lineer doniisiimii i¢in £V : WY — V" lineer doniisiimii vardir.

Ispat: Tamim geregi f" : Homy(W,k) — Homy(V,k) olarak yazihr. o € Homy(W, k) ise

o : W — k olur. Bu durumda

k
o ?
/! N
W «— VvV
f

ve fV(a) = oo f € Homy(V, k) olarak tammlayalim. O zaman her o, B € Homy (W, k) i¢in

fY(0+B) = (a+B)of
=aof+Bof
=" (o) + 1" (B)

veE

£ () = (hor)o f
=(xo /)
— Y (@)

olur. fV(o) = oo f lineer doniigiimdiir. [J
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2.1.29 Teorem
V ve W, k tizerine sonlu boyutlu vektor uzaylari olsun.
f:V — W lineer doniisiimii bire bir ise f* : WY — V" lineer doniisiimii ortendir.

Ispat: A, V’nin bir bazi ve f lineer transformasyonu bire bir ise |f(A)| = |A| olur. C, W’nin
bir baz1 olmak iizere C = f(A) UC’ yazabiliriz. f¥ : Hom(W,k) — Hom(V, k) lineer trans-
formasyonunda oo € Hom(W, k) i¢in 1.1.28 6nermesine gore V(o) = oo f ve

=Y A

ceC
= Z 7\‘686—{_ Z 7\’686
ceC’ cef(A)

olur. Boylece

(o) = Z Aef (8e)

ceC
= Z kcfv(sc)“f’ Z kcfv(sc)
ceC’ cef(A)
=0+ Y AefV(8)
cef(A)
= Y AfY(8e)
cef(A)

olur. fV(8(,)) =34 ise f" brten bir lineer transformasyon olacaktir. Oyleyse [ (8 (,)) = 8q
esitliginin dogrulugunu kamtlamaliy1z. f(8;(,)) = 8, 0 f°dir. Bu durumda

SV (@B (d) =8a0 f(d) = ya=a
0 ,a# ad
olarak alirsak, fV(5 f (a)) ( a/) _ 5, olur. Her v € V igin
fv(Sf(a))(v):Saof(V): , f(v) = f(a)
0 ,f(v)#fla)

olur. f¥(87(4)) = 8, esitligi dogrudur. O

2.1.30 Teorem

V ve W, k lizerine sonlu boyutlu vektor uzaylar olsun.

16



f:V — W lineer doniisiimii 6rten ise " : WY — VV lineer doniisiimii bire birdir.

Ispat: 2.1.14 Onermesine gore cek(f') = {x: f¥(x) =0} = 0 ise bire birdir. Oyleyse
fY(x) = 0 olacak sekilde bir x € WY vardir. B, W’nin bir baz1 ve A;, € k olmak iizere
X =Y pepAp0p olur.

1) =Y Mt (3)

beB

=Y M(8p0f)

beB
=0

olur. Her v € V igin £V (x) (v) = 0 olur. Son iki esitlikten

FrE) ) =Y Af (8p) (v)

beB

=Y M(8of(v)

beB
=0

olur. f lineer transformasyonu oOrten oldugu i¢in bir by € B icin dyle bir vo € V vardir ki
f(vp) = by olur.

£ @) (o) = Y Mef (8p) (vo)

beB

=) W8(bo)

beB
=0

olur. f orten oldugu icin her b € B i¢in A;, = 0 olur. Bu durumda her x € cek(f V) iginx =0
olur. £V bire birdir. [J

2.1.31 Onerme

V ve W, k iizerine sonlu boyutlu vektor uzaylari olsun. f: V — V" izomorfizmas1 varsa
f®id: VoW — VYW izomorfizmas: vardir.

Ispat: V = Span(A) ve W = Span (B) olsun. Her a € A ve her b € B icin f®id : V®
W — VYV @ W homomorfizmasi 2.1.26 teoremi ve 2.1.20 dnermesi geregi (f Qid) (a,b) =
fla)®id(b) = f(a)@b e VYW olur.
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2.1.32 Teorem

V ve W, k tizerine sonlu boyutlu vektor uzaylari olsun.
Homy (V,W) = Homy (V,k) @W =V QW

Ispat: V®@W =2 Homy(V,W) ve oldugunu gosterelim. V = Span (A) ve W = Span (B)
olsun. b8, : A — B seklinde bir fonksiyon tanimlayalim. Oyleki

Bd)(x) =4 7
0 ,a#x

olsun. Bunun Homy(V,W)’nin bir baz1 oldugunu gosterelim. f: V — W seklinde bir lineer
doniigiim olsun. O zaman her v € V i¢in bir A, € k vardir 6yle ki

VZZkaa

acA

veE

f) =Y Maf(a)

acA

olur. Ancak B, W’nin bir baz1 oldugu icin her f(a) € B igin dyle bir u, ; € k vardir ki

f(a) = Z :ua,bb

beB

olur. Bu durumda

fv)= Z 7"a,ua7bb

a,beAxB

olur. Ancak

g= Z Map (bO) € Hom(V,W)
a,beAXB

18



olur. Ciinkii

gv)= ), Hap(b8a) ()

a,beAxB

= Z Z 7\«a,ua,b (bSy) ((ll>

a' €A a,beAXB

= Z }\fa‘ua,bb

a,bcAxB

=)

dir. span(Homy(V,W))={bd, | b € B,a € Aved, € k} olur. Yani®: VW — Hom(V,W)
homomorfizmasi ® (a,b) = bd, islemi ile bire birdir. Aksi durumda her @’ € A i¢in bd, =0
ise b3, (a’') = 0 olur. b3, (a) = 0 demektir, buradan b = 0 bulunur. b sifir olamaz ¢iinkii
b € B, W’nin bir bazidir. Celiski dogar. Oyleyse ® (a,b) = b, bire birdir.

boy (V@W) > boy(Hom(V @ W) ve ® homomorfizmasi bire bir oldugu i¢in izomorfiz-
madir.

2.1.31 Onermesinden dolay1 Homy, (V,W) = Homy (V,k) @ W olacaktr. Boylece

Homy (V,W) = Homy (V,k) @W 2V QW
olur. [J

2.1.33 Teorem

V ve W, k iizerine sonlu boyutlu vektor uzaylart olsun. Homy (V,W) kiimesi toplama ve
skalerle ¢carpma iglemine gore k tizerine bir vektor uzayidir. Ayrica boy (V) =m ve boy (W) =

n ise boy (Homy (V,W)) = mn olur.

2.1.34  Ozellik

V ve W, k lizerine sonlu boyutlu bir vektor uzaylar1 olsun. Asagidaki 6zellikleri saglar.
. Vew)' =vVew

2. (Veaw)V=vVVewV

2.1.35 Sonug¢

2.1.29 ve 2.1.30 teoremleri ve 2.1.34 6zelliginin bir sonucu olarak sonlu vektor uzaylari icin

1. VEWise VY2 WYV dir.
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2. VCWise VY C WV dir

2.1.36 Onerme

V, W, V', W sonlu boyutlu k-vektor uzaylari ve f: V — V' ve g: W — W/ lineer doniisiim-
ler olsun. Bu durumda her h € Hom(V',W) icin f' : Hom(V',W) — Homy(V,W) li-
neer doniigiimii vardir 6yle ki f/(h) = ho f olur. Benzer sekilde her u € Homy(V,W) igin
g : Homi(V,W) — Hom(V,W') lineer doniisiimii vardir dyleki ki g’(u) = gou olur.

Ispat: f': Hom(V',W) — Homy(V,W) lineer doniisiimiinii ele alalim, bu durumda her
h € Homi(V',W) i¢in asagidaki diyagram mevcuttur.

14 W
h

fl 7 le

4 w’

ve f'(h) = foholur. Her h, ' € Hom(V',W) ve her A € k i¢in

f(h+H)=(h+n)of
= hof—l—h/of
= f'(h)+ f'(H)

veE

f' (M) = (M) o f = Af'(h)
=A(hof)
= Af'(h)

olur. Ve benzer sekilde g'(u) = g ou olugu goriiliir. [J

2.1.37 Onerme

k cisim, V vektor uzay1 olmak tizere Homy (k,V) =V dir.

Ispat: f € Homy(k,V) alalm. k bir cisim oldugu icin tek boyutlu vektor uzayidir ve
bazi 1 dir. Oyleyse her A € k icin f(A) € V ve f(A-1) =Af(1) olur. o : Homy(k,V) =V
izomarfizma oldugunu ispatlamak icin 1 — 1 ve ortenligine bakalim. Her v € V icin 6yle bir
fv € Homy(k,V) vardir ki f,(A) = Av ve a(f,) = v olur. Ortendir.

o(f) =a(g) ise f(1) =g(1) ve Af(1) =Ag(1) ve f(A) = g(A) olur. f = g dir. o bire
birdir.
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(Af+ug) = (Af+ug)(1) =Af(1)+ug(1l) = Ao(f) +po(g) olur. O

2.1.38 Sonug¢

Homy(k,V) =V biitiin vektor uzaylari i¢cin V’nin her elemani k — V giden bir lineer doniigiime
denktir.

2.1.39 Teorem [2, sayfa 28]

V,W ve U , k iizerine sonlu boyutlu vektor uzaylari olsun.Bu durumda
Homy (V@ W,U) = Homy (V,Hom(W,U))

olur.
ispat:
o: Hom(VRW,U) — Homy(V,Hom(W,U))

olsun. Bu durumda f € Homy(V @ W,U) alalim. Bu durumda 6ncelikle her v € V ve her
w € W igin f (v®w) = u olacak sekilde u € U vardir.

o(f):V— Hom(W,U)veveVigino(f)(v): W—UveweWicina(f)(v)(w)=
f (v®w) olur. Ifade bire birdir.

Ortenliginin ispat1 igin tersinin varligim gosterelim.

B : Homy (V,Homy(W,U)) — Homy (V@ W,U)

olsun. h € Homy (V,Homy(W,U)) alalim. Bu durumda 6ncelikle % (v) (w) = u olacaktir.
h— B(h)icin B(h): VRW — U olur. vaw € VW icin B(h) (vew) =h(v)(w)
olur.
Eger oo 3 = Boa = id oldugunu gosterebilirsek o ve 3’nin birbirlerinin tersi oldugunu

gostermis oluruz. Boylece orten oldugu gosterilmis olur.

1. oo P =id oldugunu gosterelim.

oof (k) (vow)=a(h(v)(w))

2. Boa = id oldugunu gosterelim.

Boa(f)(v)(w) =B (f(vow))
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Homy (V@W,U) = Homy (V,Homy(W,U)) izomorfizmasi vardir. [J

2.1.40 Tanmm [11, sayfa 649]

U, k tizerinde tanimlanmis bir vekor uzayi olsun. U iizerinde u : U ®; U — U seklinde bir
carpma operasyonu tanimlanir. Bu operasyonu tanimlamak i¢in baz elemanlarinin carpimini
tanimlamak yeterlidir ve 2.1.11 notundan kolayca goriiliir. 4 carpma operasyonu birlesme ve

birim eleman 6zelliklerini sagliyorsa U kiimesine k cismi iizerinde bir cebirdir denir. Yani
u:U®U — U operasyonunda a,b € U igin u(a,b) = ab olur ve

1. Birlesme Ozelligi: Her a,b,c € U igin

UoUoU “% vsu
,u®id\L \l/,u
UU — U

u
ifadesini elemanlar bazinda ele alirsak

aRbRc idﬁ; a® bc
'u®id\L \l/,u

ab®c — abc
u

olur.

2. Birim Elemen Ozelligi: Her a € U i¢in

veu &4y Y yeu
L N
U U
ifadesini elemanlar bazinda ele alirsak
1®id Id®1

1®a +— a — a®l
o N

la al

olur.
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2.1.41 Ornekler

1. U=klx] ve Span(U) = k{l,x,xz, ...} olmak iizere u: U ®U — U ¢arpma operasy-
onu y (x",x™) = x"*™ olarak tanimlanr.

2. k="1Z/3ve f =1+x+x* olmak iizere U = kil/r = k{1,x} oldugu i¢in U ® U, dort
boyutlu bir uzay olur ve Span (U) = k{(1,1),(1,x),(x,1),(x,x)} dir. Ve ¢carpma op-
erasyonuu: UQU — Uicinu(1,1) =1, u(l,x) =x, u(x,1) =xve pu(x,x) = —1 —x

seklinde tanimlanir.

3. Eger U = kI)/(ap+arx+...+ax") ve Span (U) = {l,x, .. ,x”_l} iseu: U®iU — U tensor
carpimi fonksiyonu

i+j oy
,u(xi,xj): x. | I+ <n
XTI (=1/a,) (ao—i—...—i—an_lx”_l) yi+j>n

olur. Ciinkii

xi+j — xH_j_n (*1/(1,,) (a() +... +an_1x”_1)
olur. Bu iglem x"’lerin tamaminin kuvveti n den kiiciik oluncaya kadar tekrarlanir.

4. A = k{I/x*} vektor uzaymimn bazlart {1,x} olmak lizere A ®A i¢in olusan bazlar
{(1,1),(1,x),(x,1),(x,x)} olur ve u: A®A — A fonksiyonui¢inu(1,1) =1, u(1,x) =
x, u(x,1) = x ve u(x,x) =0 dir.
2.1.42 Teorem

A cebir ve k cisim olsun. Homy (V @V, k) = Homy(V,k) @ Homy (V, k) dir.
Ispat: 2.1.26 6nermesinden dolay1r Homy(V, k) =V oldugu icin

Homy (V@ V k) =2V @V = Hom(V, k)@ Homy(V,k)

oldugu kolaylikla goriilebilir. [
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2.2 HALKALAR VE MODULLER

Bu alt boliimde de8ismeli halkalar ve modiillerle ilgili temel tanim ve teoremlere yer ver-
ilecektir. Aksi belirtilmedikge tez boyunca tiim halka ve modiiller degismeli olarak ele alin-
mustir. Asagidaki ispatlar hem cebirler hem de halkalar i¢in gecerlidir. Ancak biz bu tezde
agirlikla cebirler ve cebirler lizerindeki modiillerle ¢alisacagiz. Boliim boyunca bazi teorem
ve tanimlar halkalarda bazilar1 ise cebirsel yapilarda verilmistir. Ancak halka, cebire gore

daha genel bir yap1 oldugu i¢in sonuglarin tamamu cebirler icin de gegerlidir.

2.2.1 Tamm [11,8.1]

R bir degismeli halka ve (M, +) degismeli bir grup olmak iizere R’nin elemanlar1 ve M’nin

elemanlar1 arasinda

fRXM — M;herrc Rveherme M
icin

f(rm)=rm

olarak tanimlanan bir f fonksiyonu varsa M degismeli grubuna R iizerinde bir modiil veya
kisaca M bir R-modiildiir diyecegiz. M bir R-modiil ise her r,s € R ve her m,n € M i¢in

asagidaki sartlar1 saglayacaktir.

M1) rm € M
M2) r(m+n) =rm+rn
M3) (r+s)m=rm+sm
M4) r(sm) = (rs)m

2.2.2 Ornek

1. Her R halkasinda, skaler ¢carpmay1 halkadaki carpim alarak, kendisi iizerine bir R-

modiil ingaa ederiz.

2. R bir halka olmak iizere R [x] polinomlar kiimesi bilinen toplama ve ¢arpma islemine

gore bir R-modiildiir.
3. V, k cismi iizerinde bir vektor uzayi ise V bir k-modiildiir.
4. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak iizere / bir R-modiildiir.

5. R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak iizere RxR/; — R/i fonksiyonunda skaler

carpimi (r,s+ 1) — rs+1 ile tanimlarsak R/1 bir R-modiil olur.
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2.2.3 Tamm [11, 8.2]

M bir R-modiil olsun. N’nin, M’nin bir alt modiilii olabilmesi i¢in N’nin, M’nin bir alt grubu
ve R halkasinda carpimsal olarak kapali olmasi gerekir.

2.2.4 Tamm [1,1.1.17]

R bir halka ve 0 # a € R olmak tizere ab = ba = 0 olacak sekilde O # b € R varsa a elemanina
sifir bolen denir.

2.2.5 Tamm [1,1.1.19]

Birimli, degismeli ve sifir bolensiz bir halkaya tamlik bolgesi denir.

2.2.6 Ornek

1. (Z,+,-) Tamsayilar Halkasi, (Q, +, -) Rasyonel Sayilar Halkas1 ve (C, 4, -) Kompleks
Sayilar Halkasi birer tamlik bolgesidir.

2. p asal say1 olmak iizere (Z,,+, -) halkas1 bir tamlik bolgesidir.

3. P|[x] Polinom Halkas1 olmak iizere P[]/ (x*) bir tamlik bolgesidir.

2.2.7 Onerme [1, 1.1.26]

Her cisim bir tamlik bolgesidir.

Ispat: Bir cisim degismeli ve birimli bir halka oldugundan, tamlik bélgesi oldugunu
gostermek icin sifir bolensiz oldugunu gostermek yeterlidir. F bir cisim ve a,b € F i¢in
ab =0 ise ya a =0 yada b = 0 olmalidir. Eger a = 0 ise o zaman idda aciktir. Bu yilizden
a # 0 oldugunu kabul ederek » = 0 oldugunu gostermeliyiz. Cisim tanimindan 0 # a € F’nin
a~! € F tersi vardir. Oyleyse a~! (ab) = a~'0 olur. Buradan (a’la) b=0ve 16 =0 bulunur.

Bolece b = 0 olacaktir. Cisim sifir bolensizdir. [J
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2.3 IDEALLER, ASAL IDEALLER VE MAKSIMAL IDEALLER

Bu alt boliimde idealler ve basit R halkas1 oncelikli olarak islenecek, degismeli R halkasinin
nilpotent ve idempotent elemanlarin1 tanimlayip ilgili teoremler ¢oziilecektir. Asal ideal ve
maksimal ideallerle birlikte modiil, maksimal modiil ve minimal modiiller islenecektir. Sozii
edilen konularla ilgili temel tanim ve teoremlere yer verilecektir.

2.3.1 Tamm [11, 3.10]

R degismeli bir halka olsun. /’nin R halkasinin bir ideali olabilmesi icin R’de toplama islem-
ine gore alt grup olmali ve RI C I olmalidir, yani her r € R ve her i € I i¢in ri € I olmalidir.
2.3.2 Tamm [4,1.3.10]

R degismeli bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. / ideali tek eleman tarafindan iiretiliyorsa
yani a € R i¢in I = (a) ise I idealine temel ideal (principal ideal) denir.

2.3.3 Tamm [4,1.3.12]

Her ideali temel ideal olan halkaya Temel ideal Halkas: denir. Eger halka tamlik bolgesi ise
Temel Ideal Bolgesi denir.

2.3.4 Onerme ve Tamim [4, 6.1.12]

R degismeli bir halka olsun. I’nin, R halkasinin bir ideali olabilmesi icin gerek ve yeter kosul
I’nin, R’nin alt modiilii olmasidir. Yani /, R halkasinin bir ideali ise I bir R-modiildiir.
Ispat: R halkasinda / bir ideal ise 7 € R ve i € I igin ri € I olmahdir. I’nin , R halkasimn
bir modiilii olmasi igin f : RxI — I, r € R ve m € I i¢in f (r,m) = rm olacak sekilde /
ideali ve R halkasi arasinda tanimlanan fonksiyon f olsun. Bu taktirde, I’nin bir R — modiil

olabilmesi icin, her r,s € R ve m,n € I i¢in agagidaki sartlar saglanacaktir.
M1) rmel

M2) r(m+n)=rm+rn

M3) (r+s)m=rm+sm

M4) r(sm) = (rs)m

2.3.5 Sonuc [4, 6.1.3]

R bir R modiildiir.
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2.3.6 Tanmm
M bir R-modiil ve m € M olsun. {m} kiimesinin iirettigi alt modiil
(m) =Rm={rm:r € R}

seklinde tanimlanir ve m ile iiretilmis alt modiil denir.

2.3.7 Tamm [7,7.3.1]
M ve N birer R-modiil olsunlar. M @ N direk toplamu asagidaki gibi tanimlanir.
M®N={(x,y): xEM,y €N} ver€Rigin

L. (x1,y1) + (x2,y2) = (X1 +x2,y1 +2)

2.r(x1,01) = (rxp,ry1)

olur. Daha genel bir ifadeyle, eger / bir indeks kiimesi ise ,c;M; alt modiil ailesi icin

(xi)ie ; Ureteglerinin ailesi olur, 6yle ki x; € M; ve i € I i¢cin hemen hemen biitiin x;’ler sifirdr.

2.3.8 Tanim

I ve J, R halkasinn iki ideali olmak tizere I +J = {a+b: a € Iveb € J } olarak tanimlanr.

2.3.9 Onerme ve Tamim [11, 3.13]

R bir halka ve I, R’nin bir ideali olmak iizere R/1 = {a+1 : a € R} kiimesi iizerinde toplama
ve ¢arpma islemleri sirasi ile her (x+1),(y+1) € R/ricin (x+1)+ (y+1) = (x+y)+1 ve
(x+1)(y+1) = xy+1 seklinde tanimlaniyorsa o zaman (R/1,+,-) cebirsel yapist R’nin I’ya

gore boliim halkasidir.

2.3.10 Onerme

R halka ve I,J C R idealleri olsun. INJ =01ise I & J =1+ J olur.

Ispat: Halkalar icin olan 2. Izomorfizma teoremine gore (I+/)/1 = J/iny esitligi vardir.
INJ =0 oldugundan (+7)/1 = J olur. f: I1®J — I+ J homomorfizmasi tanimlayalim. Bu
durumda her x € I ve her y € J i¢in f(x,y) = x —y olsun. Bu homomorfizmada cek(f) =
INJ = 0 olur. Boylece I &J = I+J/1ny = I + J olacaktir.(]
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2.3.11 Onerme [4, 1.5.1]

R ve S iki halka olsunlar. @ : R — S bir halka homomorfizmasi olsun. §’, S’nin bir ideali
ise ! ("), R’nin bir ideali olur. Ayrica M C S maksimal ideali i¢in ¢! (M) C R maksimal
ideal olacaktir.

Ispat: ', S’nin bir ideali olsun. @ (0g) = Os € S oldugundan 0 € ¢! (§') yazabiliriz.
0~ (8") # 0 olur. Simdi her a,b€ ¢~ ' () verc Ricina—bec o' () verac o' ()
oldugunu gostermeliyiz. a,b € ! (') ise ¢ (a),9 (b) € §' yazabiliriz. §’, S$’nin bir ideali ve
¢ halka homomorfizmasi oldugundan @ (a — b) = @ (a) — @ (b) ve ¢ (ra) = r@(a) yazabiliriz.
Buradan @ (a —b) € S’ ve ¢(ra) € S’ olurkibudaa—b € ¢~ (') ve ka € ¢~ ' (§') olmasini
gerektirir. [

2.3.12 Onerme

R halka ve I, R’nin bir ideali olsun. R/r’'nin herbir J” ideali i¢in R’de dyle bir J' ideali vardir
ki J D1 ve J idealinin R/1 daki goriintiisii J” idealidir.

Ispat: ©: R — R/1 homomorfizmasim ele alalim. Her J' C R/s ideali icin T~ (0) =1 C R.
0 € J’ olduguna gore bir ideal olur. Dolayisiyla J D I olacaktir. [J

2.3.13 Tanim [4, 1.2.3]

R halkasinda a € R i¢in a* = 0 olacak sekilde bir k > 1 tamsayis1 bulunabilirse a elemanina

2

R’nin nilpotent eleman1 denir. a” = a ise a elemanina idempotent eleman denir.

2.3.14 Onerme [8, 4.11]

R bir halka ve I,J C R idealleri olsun. Eger R=1+J ve INJ =0 ise dyle e, f € R idempotent
elemanlar1 vardirkie+ f =1 veef = fe =0 olur.

Ispat: 2.3.10 onermesinden dolay1 R = I + J esitligini R = I & J olarak yazabiliriz. R =
I®J de ef = fe =0 ve e, f elemanlarinin idempotent olduklarini ispatlayalim. R =1&J
ve e + f = 1 olacak sekilde e € I ve f € J elemanlarin1 alalm. Oyleyse ef € IJ C I ve
ef €1J CJiginef CINJ =0 olur. Buradan ef = fe = 0 elde edilir. ¢ = ¢? + ef olur ve

e = e? elde edilir. e idempotenttir. Benzer sekilde £ nin de idempotent oldugu goriiliir. CJ

2.3.15 Tanmmm [8, 2.1]

R degismeli bir halka ve M bir R-modiil olsun. Eger M # 0 modiiliiniin O ve M’den baska alt
modiilii yoksa M simple (basit) R-modiil olur.

Kendisinden ve 0 dan baska ideali olmayan halkalara basit (simple) halka denir [8, sayfa
3].
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2.3.16 Onerme [2,1.2]

R degismeli bir halka, cisim olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul basit halka olmasidir.

Ispat: (=): R bir cisim olsun. Oylese R* = R\ {0} olacaktir. R’nin basit olmadigin,
kendisi ve 0 disinda bir ideali oldugunu varsayalim. R’nin, Z C R ideali, Z # 0 olsun. Oy-
leyse oyle bir u € Z\ {0} olacaktir ki, her x € R\ {0} igin x =x-u~'-u € Z\ {0} olur ve
R\ {0} C Z\ {0} olur. Boylece Z = R oldugu goriiliir.

(<): R basit bir halka olsun. R’nin cisim oldugunu kanitlayalim. x € R\ {0} elemanini
alahm. x tarafindan gerilen (x) idealini diisiinelim. R halkasi basit halka oldugundan R =
(x) =xR = {rx: r € R} olur. R halka oldugundan 1 € R vardir 6yle ki bir r € R igin rx =1
olacaktir dolayisiyla x elemani terslenebilirdir. Bu ispat R’nin her x # 0 elemani i¢in gecerli

oldugundan R bir cisimdir. [J

2.3.17 Tamm [11, 3.14]

R degismeli bir halka ve P, R’nin bir ideali olsun. P # R ve her x,y € R olmak tizere xy € P

olmasi x € P yada y € P olmasin1 gerektiriyorsa P’ye R’nin bir asal ideal denir.

2.3.18 Ornek

Z tamsayilar halkas1 ve p bir asal say1 olmak iizere pZ ideali Z halkasin bir asal idealidir.
Gergekten xy € pZ ise bu durumda pa = xy olacak sekilde a € Z vardir. Buradan p | xy
yazabiliriz. p asal oldugundan p | x ya da p | y olacaktir. Boylece x € pZ yada y € pZ
olacaktir. pZ, Z tamsayilar halkasinin bir asal ideali olur.

2.3.19 Teorem [11, 3.32]

R degismeli bir halka ve I, R’nin bir ideali olsun. 7 idealinin asal olmas1 i¢in gerek ve yeter
sart R/1 halkasinin tamlik bolgesi olmasidir.

Ispat: (=): 1, R halkasinin bir asal ideali olsun. /7 halkasimin tamlik bolgesi oldugunu
gostermeliyiz. R/r halkasinin tamlik boldesi oldugunu gostermek igin sifir bolensiz oldugunu
gostermek yeterlidir. (x+1),(y+1) € R/1 olmak iizere (x+1) (y+1) = 0ise xy+1 =0 olur.
Bu ise xy 4+ 1 = 0+ olmasim dolayisiyla xy € I olmasini gerektirir. / asal ideal oldugundan
asal ideal tanimindan x € [ yada y € I olmalidir. Eger x € ['ise x+1=0+1ve y €] ise
y+1=0+1 yazlir. Boylece R/ sifir bolensiz oldugundan tamlik bolgesidir.

(<=): R/1 bolium halkasinin tamlik bolgesi oldugunu kabul ederek, I’nin R halkasinin asal
ideali oldugunu gosterelim. Eger xy € [ ise (x+1) (y+1) = xy+1 = 0+ 1 yazabilir. Halbuki
R/ tamlik bolgesi oldugu iginx+/=0+7yaday+I=0+7olurkibudax e /lyadayecl
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olmasini gerektirir. Boylece asal ideal tanim1 gdzoniine alinarak ’nin R halkasinin asal ideli

oldugu kolaylikla goriiliir. [

2.3.20 Tanim [4, 1.3.23]

R degismeli bir halka ve R’nin tiim nilpotent elemanlarinin bulundugu / kiimesi bir idealdir.
I idealine R’nin nilradikali denir. Oyleyse / ideali, I = {x € R: 3n € Nicinx" =0} olur.

2.3.21 Tanmm [11, 3.15]

M bir modiil ve M modiiliiniin bir alt modiilii N olsun. M’nin, N’yi kapsayan N’den baska
hi¢ bir alt modiilii yoksa N’ye bir maksimal alt modiil denir.

R bir halka, I # R, R’nin bir ideali olsun. [ ile R arasinda I’y1 kapsayan hi¢ bir ideal
yoksa I’ya maksimal ideal denir.

2.3.22 Teorem [11, 3.33]

R bir halka ve M, R’nin bir ideali olsun. R/m’nin basit halka olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul M’nin maksimal ideal olmasidir.

Ispat: (=) : R/m basit halka olsun 2.3.16 6nermesinden dolay1 R/m cisim olur ve M
ideli maksimal ideal olmasin. O zaman &yle bir J G R ideali vardir ki M & J & R olur.
Oyleyse x ¢ M olacak sekilde bir x € J vardir ve x+M € R/m olur. R/m cisim oldugundan, bir
y+M eR/migin (x+M) (y+ M) = 1+ M olur ve bu durumda xy+ M = 1+ M ve dolayisiyla
xy—1eM CJ yazilir. Eger xy—1 =1t € J ise o zaman xy ve ¢, J idealinin elemanlari
oldugundan 1 = xy —¢ € J yazilir. Diger taraftan 1 € J olmas1 J = R olmasin1 gerektirir. O
halde R/m cisim oldugunda M, R’nin bir maksimal ideali olur.

(«<): M, R’nin maksimal ideali olsun. Bu durumda R/m nin basit oldugunu gostermeliyiz.
R/m basit halka olmadigini kabul edelim. O zaman Z € R/m olacak sekilde bir Z # 0 ideali
vardir. T : R — R/m olacak sekilde m epimorfizmasini yani 6rten homomorfizmay: tanim-
layahm. ©~'(Z) C R, 2.3.11 6nermesinden dolay1 bir ideal oldur. Ve cek (m) = M oldugu
icin M C ! (Z) ve M maksimal oldugundan n~!(Z) = R veya ! (Z) = M olmahdur.
! (Z) =Z ve n=' (Z) = R ise Z = R/m olur. Buradan n~! (Z) = M ise Z = M bulunur.
Boylece M maksimal ideal oldugundan R/um basit halka olacaktir. [J

2.3.23 Onerme [11, 3.34]

Her maksimal ideal asaldir.
ispat: M maksimal ideal olsun. R/m, 2.3.22 teoreminden dolay1 basit halka olacaktir.

Basit halkada 2.3.16 onermesinden dolayi cisim olacaktir. Oyleyse R/m bir cisimdir. Her
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cisim 2.2.7 6nermesinden dolay: bir tamlik bolgesi oldugundan R/m bir tamlik bolgesidir.

2.3.19 teoreminden dolay1 M asal ideal olur. Oyleyse M maksimal ideali asaldir. [J

2.3.24 Tamm [4, 1.1.1]

S bir kilme ve iizerinde bir < bagintist olan, (S,<) sistemi yansima, simetri ve gecisme

ozelliklerini sagliyorsa S’ye bir sirali kiime denir.

2.3.25 Onerme (Zorn’s Lemma) [4, 1.1.15]

Bos olmayan bir S sirali kiimesinin her zincirinin § de bir iist sinir1 varsa , S sirali kiimesinin

en az bir maksimal elemani1 vardir.

2.3.26 Teorem [4, 2.4.9]

R bir halka olsun. Eger R # 0 ve R bir cisim degilse o zaman R halkasinin en az bir tane
maksimal ideal vardir.

Ispat: ¢, R’nin biitiin idellerinin kiimesi ve ¢ # (1) olsun, R halkasinda ¢ bos kiime
degildir en az bir eleman1 vardir o da 0 dir. Ideallerin (ao) olacak sekilde herhangi bir
zincirini ele alahm. (ay) = (ay,4az,...,ay,...) bir zincir oldugu igina; Ca; C...Ca, C...
olacak sekilde her i tamsayisi icin a; idealleri 0’dan ve R halkasindan farklidir. a = %CJaOc
birlesimini ele alalim. a = %Jaa =Rolmaz. a = gaa = R olsaydi1 6yle bir i icin 1 € @; olurdu.
a; bu durumda ideal olmazdi. a = %Ja(x ZRdir. a= gaa “Rvea= %Jaoc = 0 ’dir. Ve a bir
idealdir ve (ag,) zincirinin maksimal idealidir. ¢ idealler kiimesinde ki her zincir i¢in yapilan
ispat gecerli oldugundan, her zincirin bir iist sinir1 vardir. Oyleyse Zorn’s Lemma’ya gore R

halkasinin en az bir maksimal elemani vardir. [J

2.3.27 Sonug 1 [4,2.4.10]

Eger I, R halkasinin bir ideali ve I # (1), I # 0 ise o zaman I’y1 igeren bir maksimal ideal
vardir.

Ispat: I ideali ¢ kiimesinin elemani olup, herhangi bir zincire dahil olacaktir. Dolayistyla
2.3.26 teoremin de oldugu gibi Zorn’s Lemma’ya gore, her zincirin maksimal elemani vardir.

I ideali herhangi bir zincire dahil oldugundan 7’y1 da kapsayan bir maksimal ideal olacaktir.
O
2.3.28 Sonuc 2 [4,2.4.11]

Her tersinir olmayan eleman R halkasinin bir maksimal ideali tarafindan kapsanir.
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Ispat: x € R terslenir olmadigindan, I = (x) olacak seklinde / # R ideali bulunabilir.
Sonug 2.3.27 geregi (x) = I C M olacak sekilde halkanin bir M maksimal ideali bulunabilir
oyle ki x € M olacaktir. []

2.3.29 Teorem [4, 2.4.8]

R halkasinda M idealinin maksimal ideal olabilmesi igin gerek ve yeter kosul her x ¢ M i¢in
1 — rx € M olacak sekilde bir r € R’nin olmasidir.

Ispat: (=): M maksimal ideal ve x ¢ M ise M C M +Rx C R olur. Su halde M maksimal
ideal oldugundan M + Rx = R olacaktir. 1 = m + rx olacak sekilde bir r € R ve birm ¢ M
icin 1 —rx =m € M vardir.

(«<): N, R halkasinin bir ideali ve M C N C R olsun. x € N/m alalim x ¢ M olacaktr.
Varsayrmimizdan 1 — rx € M olacak sekilde bir r € R vardir. Oyleyse 1 — rx = m olacak
sekilde bir m € M vardir ve ayn1 zamanda M C N oldugu i¢in m € N olur. Boylece 1 —rx =
m € N olur. x € N oldugundan 1 € N olacaktir yani N = R olur. M maksimal idealdir. [

2.3.30 Tamm [4, 2.4.29]

Bir tane maksimal ideali olan R halkasina lokal (yerel) halka denir.

2.3.31 Onerme [4, 2.4.30]

R halkasinin lokal olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasinin tersinir olmayan eleman-
lariin bir ideal olusturmasidir.

Ispat: (=): R’nin bir tek maksimal ideali M olsun. 2.3.28 sonucundan dolay: M ideali
halkanin tersinir olmayan elemanlarindan olusur.

(«<): R’nin tersinir olmayan elemanlarinin kiimesi / bir ideal olustursun. 0 € I tersinir
degildir ve Og # 1 oldugu icin R asikar halka degildir. Oyleyse 2.3.27 ve 2.3.28 sonuglarin-
dan dolay1, R’nin en az bir maksimal eleman1 vardir. M maksimal ideal oldugundan M =1

tek maksimal idealdir. [J

2.3.32 Onerme [4, 2.4.34]

Lokal halkanin O ve 1’den baska hi¢ bir idempotent eleman1 yoktur.

Ispat: e € R bir idempotent eleman ise ¢ (1 —e) = 0 olur. e # 0 ve e # 1 ise 1 — e sifir
bolen oldugundan tersinir eleman degildir. R lokal halka oldugundan, tersinir olmayan ele-
manlar 2.3.31 dnermesinden dolay1 bir ideal olusgturur. Bu ideale / ideali diyelim e, (1 —e) €
I olacaktir. Ama e+ (1 —e) =1 €1 olur ve I = R’dir. Bu ise bir geliskidir. Oyleyse e =0
yada e = 1 olmalidir. [J
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2.4 JACOBSON RADIKAL VE YARI BASIT HALKA

Bu boliimde jacobson radikal idealinin tanimi yapilacak ve yok edenleri ile olan iligkisi ingaa
edilecektir. Konu ile ilgili gerekli tanim ve teoremlere yer verilecektir. Ayrica yari basit
halkanin tanim ve teoremleri ele alinip, son olarak nil ideal ve nilpotent ideal tanimlarina yer

verilecektir.

24.1 Tamm [4,2.4.36]

R bir halka olmak iizere R’nin tiim maksimal ideallerinin kesisimi de bir idealdir ve bu ideale

R halkasinin Jacobson Radicali denir. J(R) ile gosterilir.

J(R) = N M

MCR, M maxideal

dir. Ayrica R = {0} ise maksimal ideali olmayacagindan J(R) = 0 olarak tanimlanur.

2.4.2 Teorem [6, 5.2]

R bir halka ve a € R olsun. a € J(R) olmast i¢in gerek ve yeter kosul her r € Rigin 1 —ar € R
elemaninin tersinir olmasidir.

Ispat:(=): a € J(R) olsun. Bir r € R i¢in, 1 — ar elemam tersinir olmasin, 2.3.28 sonu-
cundan dolay1 1 —ar € M olacak sekilde bir M maksimal ideali bulunabilir. a € J(R) kabul
ettiimizden, a € M’dir ve 1 —ar € M oldugudan, 1 € M ¢eliskisi bulunur. Su halde her r € R
icin 1 —ar € R eleman tersinir olmalidir.

(«<): Her r € R i¢in 1 — ar € R elemanmn tersinir oldugunu kabul edelim. a € J(R)
oldugunu gostermek icin, a’nin, her M maksimal idealinde oldugunu gostermek yeterlidir.
a bir M maksimal idealinde olmasaydi, M C M + (a) = R olurdu, yani 1 = m + ar olacak
sekilde bir € R ve bir m € M bulunabilirdi. Kabuliimiizden, 1 —ar =m € M tersinir olurdu.
Bu ise bir celiskidir. Ciinkii M maksimal idealinde tersinir eleman bulunmaz. Oyleyse a € M,

her M maksimal ideali igin dogrudur, a € J(R) olur. [J

2.4.3 Teorem (Nakayama Lemma) [6, 5.7]

R bir halka ve M sonlu iiretilmis bir R-modiil olsun. Bu durumda J(R)YM = M ise M =0
olur.

Ispat: M = (my,my,...,m,) sonlu iiretegli bir R-modiil olsun. J(R)M = M olduguna
gore her m € M ve oyle ji, jo,. .., jn € J(R) vardir ki

m= jimy+ jomy+...+ jumy
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olur. Ozel olarak
m=my+m+...+m, eM
secelim.

my+my+...+my = jim+ jomy+...+ jumy
(I—jo)ym+ (1= jp)my+...+ (1= jy)m, =0

(1—11)”11:2":(}1—1)1711
=2
mi=Y (i—1)(1=jh)"'m

T
[\

olur. Béylece m;, diger elemanlar tarafindan yazilabilir. Oyleyse m; i silebiliriz. Tiimevarim
yontemi ile benzer iglemler yapilarak my, . .., m, degerlerini silebiliriz. Boylece M = (m) tek

tiretecli hale gelecektir.
M = (m) ve J(R)M = M ise jm = m olur, 3j € J(R) igin.

Oyleyse (1 — j)m = 0 ve 2.4.2 teoreminden dolay1 r =1 € R ve j € J(R) igin 1 — j € R
terslenebilirdir. Bu ylizden 1 — j # 0 olur ve m = 0 bulunur. M = 0 olacaktir. []

Not: M modiilii sonlu iiretilmemis ise teorem gecerli degildir ¢iinkii tek iiretecli yazilamaz.

2.4.4 Tamm [8, sayfa 53]

S basit bir R-modiil olsun. Oyleyse her x € S icin S = {rx: r € R} = (x) olur. O zaman
f(r) = rx olacak sekilde f : R — S seklinde bir R-modiil homomorfizmas: vardir. cekf =
{r € R: rx =0} idealine S’nin yok edeni denir. Bu ideal Anng (S) seklinde gosterilir. f :
R — S homomorfizmasi ortendir ve birinci izomorfizma teoreminden dolay1 S =2 R/Anng(x)

olur.

2.4.5 Onerme [8, sayfa 53]

Anng (S) = Anng (x)dir.
Ispat: S = {tx: V¢ € R} = (x) olsun.

Anng (S) = {z € R: Vi € Ricinzix =0}

olacaktir. r € Anng(x) = {r € R: rx =0} olacak sekilde bir r eleman: alalim bu durumda
rx = 0 olur. Bu da r(tx) = t(rx) = 0 demektir, yani r(tx) = 0 olur. Buradan rS = {0}
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olacaktir. Yani r € Anng (S)’dir. r € Anng (S) ise her ¢ € R i¢in rtx = 0 olur. t = 1 alalim,

rx =0 olur ve r € Anng (x) bulunur. Anng (S) = Anng (x) olur. [J

2.4.6 Sonuc1][10,8.1]

R bir halka ve S basit modiil olsun. S = R/anng(s) basit modiil oldugundan 2.3.22 teoremi

geregi Anng (S) maksimal alt modiiliidiir.

2.4.7 Sonuc 2 [8,4.2]

R halkasinda J(R), biitiin basit S, R-modiil yok edenlerinin kesigimidir. Yani

J(R) = N AnngS
Sbasit R—modiil
olur.
Ispat: f: R — R/Anng(s) homomorfizmasim diisiinelim. 2.3.11 6nermesi geregi M C
R/Ann(s) maksimal ideali igin f~! (M) C R maksimal ideal olacaktir. S = R/Anng(s) maksimal
ideali M = Anng (S) olur. Ve bu iki maksimal ideal arasinda bire bir denklik bulunur. J(R)

maksimal ideallerin kesigimi oldugundan J (R) = N AnngS olacaktir. [
Sbasit R—modiil

2.4.8 Teorem [8, 4.8]

R ve R/j(R) aymi basit modiillere sahip olurlar. Ayni1 zamanda x € R’nin terslenebilir olmasi
icin gerek ve yeter kosul m: R — R/J(R) homomorfizmasi i¢in 7t (x) = x’ olmak iizere x’
elemaninin R/J(R)’nin igersinde terslenebilir olmasidir.

Ispat: f: R— R/J(R) iizerine homomorfizmasini diigiinelim.

1. Iddia: Birinci izomorfizma teoreminden dolay1 R = R/j(r) olur. 2.3.11 &nermesi
geregi M C R/j(r) maksimal alt modiilii igin f~! (M) C R maksimal alt modiilii vardir ve
bu iki alt modiil birbirlerine izomorftur yani aralarinda bire bir denklik vardir. R ve R/J(R)
izomorf maksimal ideallere boliindiigiinde ayn1 basit modiillere sahip olurlar.

2. Iddia: (=) x € R, R icersinde tersinir olsun. Oyleyse xy = 1 olacak sekilde bir y € R
vardir. Ote yandan 1’ =7t (1) = w(xy) = 7 (x) 7w (y) = ¥’y olur. Béylece x’, R/J(R) nin i¢inde
tersinir olacaktir. Bu durumda x’y’ = 1’ olacak sekilde bir y’ € R/J(r) vardur.

(<) ¥/, R/J(R) basit modiiliinde terslenebilir bir eleman olsun. Bu durumda y' € R/J(R)
vardir ki x'y’ = 1’ olur. Buradan 1’ —x’y’ = 0+J(R) = J(R) olacaktir. Oyleyse 1 —xy € J(R)
olur ve 2.4.2 teoreminden dolay1 xy € R tersinirdir. xy tersinir ise (xy)z = x(yz) = 1 olacak

sekilde z € R vardir. x elemaninin R’deki tersi yz olur. x € R tersinirdir. [J
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2.4.9 Teorem [4,2.4.42]

R bir halka olmak iizere J (R/J(r)) = 0 dur.

Ispat: 7 = J(R) olsun ve u € J(R/I) alahm. 2.4.2 teoremi geregi her r € R/r icin 1 —
ur € R/I terslenebilirdir. O zaman dyle bir v € R/1 vardir ki v(1 —ur) = 1 +1 olur. Oyleyse
v(l —ur) = 1+ a olacak sekilde a € J(R) vardir. Yine 2.4.2 teoremi geregi her w € R
icin w(l —a) =1 olur. v(1 —ur) = 1/wdir ve bu da her r € R i¢in u € J(R) demektir.
u € J(R/1) = J(R) olur. Buradan u = 0 ve J (R/J(r)) = 0 bulunur. [J

2.4.10 Onerme [4, 2.4.46]

R halkasinin jacobson radikalinde sifirdan farkli idempotent eleman yoktur.

Ispat: ¢ # 0 ve e # 1 olacak sekilde e idempotent eleman olsun. Su halde 0 = e(l1—e)
oldugundan 1 — e sifir bolendir. Boylece 1 — e terslenebilir bir eleman olmadig: i¢in 2.4.2
teoreminden dolay1 e ¢ J (R) olur. Ayrica 1 ¢ J(R) oldugu agiktir. [J

2.4.11 Tanim

R halkasindaher / C RicinbirJ C R varsadyleki /+J =R ve INJ = {0} ise R halkas1
ideal ideal
yar1 basittir. Ayrica 2.3.10 6nermesinden dolay1 / & J = R olur.

2.4.12 Tanim

R halka ve M bir R-modiil olsun. Her N° € M ic¢in bir N/ C R varsa dyleki N +

alt modiil alt modiil

N =M ve NNN' = {0} ise M yar1 basit R-modiil olur. Ayrica 2.3.10 6nermesinden dolay1
N&N' =M olur.

2.4.13 Onerme

Yar1 basit M, R-modiiliin tiim alt modiilleride yar1 basittir. Yani M yar1 basit modiil ise her
N C M alt modiilii i¢in N yar1 basit alt modiil olur.

Ispat: N C M olsun. N’nin bir alt modiiliine L diyelim boylece L C N C M olacaktir ve
L, M’nin alt modiilii olur. M yar1 basit oldugundan, M = L® L, vebir Ly CMi¢cin LNL; =0
olur. M yari basit oldugundan ayn1 zamanda M = N & N bir Ny C M icin NN Ny = 0 olur.
Boylece M = N@® Ny = L& Ly olur ve L C N oldugundan Ly O Ny’dir. L1 = Ly & N; yazalim.
Boylece M = L& L, ¢ N olacaktir ve N = L& L, bulunur. Boylece her N alt modiilii yar

basit alt modiil olacaktir. [J
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2.4.14 Tanim

M bir R-modiil olsun. M’nin sifirdan farkli bir alt modiilii N olsun. M’nin, N’de kapsanan
0’dan ve N’den baska hic bir alt modiilii yoksa, N’ye bir minimal alt modiil denir.
R bir halka ve I, R’nin sifirdan farkli bir ideali olsun. 7 ideli tarafindan kapsanan 0’dan

ve I’dan bagka hic bir ideli yoksa, I’ya bir minimal ideal denir.

2.4.15 Tamm [4, 1.6.10]

R halkasinin bir idealinin her elemani nilpotent ise bu ideale nil ideal denir. Yani J, R’nin bir

ideali olsun, her x € J i¢in dyle bir n € N vardir ki x* = 0 oluyorsa J idealine nil ideal denir.

24.16 Tamm [4,1.6.10]

R bir halka ve I, R halkasinin bir ideali olsun. /" ideali, /’dan alinan herhangi bir n elemanin,
carpimlarinin sonlu toplamlar1 O oluyorsa / idealine nilpotent ideal denir. Su halde / idealinin
nilpotent olmasi, bir n > 1 tamsayisi i¢in I = 0 olmas1 demektir. Yani alinan her ay,as,. ..,
ap€liginay-ap---a, =0olur.

Bir idealin nilpotent olmasi, nil ideal olmasindan daha gii¢lii bir kosuldur. Bir ideal nil

olabilir ama nilpotent olmas1 gerekmez.

2.4.17 Onerme [4,1.6.17]

i € I bir indeks kiimesi olmak iizere /;, R halkasinin sonlu sayidaki idelleri olsun. Eger her
bir ; nilpotent ise I} + 1> + ...+ I,, toplamida nilpotent olur.

Ispat: Tiimevarim yontemi geregince m = 2 icin kamit1 yapmak yeterlidir. I; nilpotent
ideal oldugundan IT = 0 olacak sekilde bir n dogal say1s1 vardir. I nilpotent ideal oldugundan
I = 0 olacak sekilde bir r dogal sayis1 vardir. Her z € I} + I i¢in z = a + b olacak sekilde
Oyle bir a € I ve dyle bir b € I, vardir ki

Zner _ (Il +12)n+m
— (a+b)n+m
=0

oldugunu ispatlayalim.
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Binom acilimindan

n+m

(a+b)n+m — Z (n+m/k) akaH—m—k
k=0
Z n+m/k kbn+m k+ Z n+m/k) kbn—i-m k

= k=n+1

olur. Ve a¥ = 0 oldugundan ilk ifade 0 olacaktir, "+~ = ( olacagindan ikinci ifade 0 olur.

Bolece
_ (a +b)n+m
=0

bulunur. [
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2.5 NOETHERYAN VE ARTINYAN MODULLER

Bu boliimde artan zincir kosulu ve noetheryan modiil, azalan zincir kosulu ve atinyan modiil
tanim ve teoremlerine yer verilecektir. Daha sonra kompozisyon serilerinin tanimi1 yapilip,
artinyan ve noetheryan modiillerde kompozisyon serilerine yer verilecektir. Son olarak J-yar1
basit halkalar iglenecektir. Boliim boyunca modiil ve halka teorem ve tanimlarina birlikte yer
verilmistir. Halkalar i¢in yapilan tanim ve teoremler dogal olarak modiiller i¢inde gecerlidir.

2.5.1 Tamm [5,15.1]

Artan Zincir Kosulu (ACC): R bir halka ve M bir R- modiil olsun. M’nin sonlu alt mod-
tillerinin her artan zinciri M| C M C ... C M,, C ... bir zaman sonra sabitleniyorsa yani bir
N € Nve her n > Ni¢in M,, = My oluyorsa M modiilii artan zincir kosulunu saglamis olur.

2.5.2 Tamm [5,15.1]

R bir halka, M bir R-modiil olmak iizere M modiilii noetheryan olur her alt modiilleri ailesi
artan zincir kosulunu saglyorsa yani, her M| C M, C ... C M, C ... i¢in dyle bir N € N
vardir ki bir N € N ve n > N icin M,, = My olur. Bu durumda R modiiliine noetheryan
modiil deriz.

2.5.3 Tamm [8, sayfa 20]

R kendi iizerinde bir R-modiil oldugu icin R modiilii noetheryan ise R halkasina noetheryan
Halka denir. Yani R halkasinin ideallerinin, her artan /; C I, C ... C I, C ... zinciri sonlu

bir adimda duruyorsa, R’ye noetheryan halka denir.

2.5.4 Ornek

1. Z Tamsayilar halkasi noetheryan bir Z-modiildiir. Ciinkii n1Z C nyZ C ... alt modiil

zincirinde n boler ny’dir ve ny = np = ... bir zaman sonra sabitlenecektir.

2. Z|x] polinom halkasi noetheryandir. Ancak sonsuz iiretecli bir polinom halkasi olan

Z|x1,x2,...] bir zaman sonra sabitlenmez, noetheryan degildir.

2.5.5 Teorem [5, 15.1.2]
R bir halka ve M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. M bir noetheryan modiildiir,

2. M’nin her alt modiilii sonlu tiretilmistir,
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3. M’nin alt modiillerinden olusan, bostan farkli her ailenin bir maksimal elemani vardir.

Ispat: (1=-2): My, M’nin sonlu iiretilmemis bir alt modiilii olsun. Bir a; € M alalim.
M # (a;) oldugundan bir ay € Mi/(a;) bulunabilir ve M| # (aj,a;) oldugundan, bir a3 €
M\ /(a;,ay) bulunabilir. Bu sekilde devam edersek, bir ay | € M1/(a; a3,....4;) bulunabilir. Boylece
M’nin alt modiillerinin bir sonsuz zinciri elde edilir. Bu ise ¢eligki olusturur ¢iinkii M noeth-
eryan oldugu icin (a;) C (aj,az) C ... alt modiilleri dizisi bir zaman sonra sabitlenmelidir.
Su halde M sonlu iiretilmistir.

(2= 3) : M’nin alt modiillerinden olusan, bostan farkli bir kiimeye S diyelim. Yani
0 # S CI(M) olsun. My, S’nin bir elemam ve My maksimal degilse, My C M, olacak
sekilde, bir M| € S vardir. M| maksimal degilse, M| C M; olacak sekilde, bir M> € S vardir.
Eger $’nin maksimal eleman1 yoksa M1 C M, C ... C M, C ... olacak sekilde bir sonsuz
zincir elde ederiz. I = UM; olsun. I, M’nin bir alt modiiliidiir. / sonlu iiretilmis oldugundan,
I =(aj,a,...,a,) olacak sekilde ay,ay,...,a, € I vardir. Su halde a;,as,...,a,’leri iceren
bir M}, bulabiliriz. Boylece My =1 ve My = M}, = --- dir. Bu ise zincirin sonsuz olusu ile
celigir. Boylece S’ nin bir maksimal elemani1 vardir.

(3=-1): M’nin M| C M, C ... olacak sekilde herhangi bir artan alt modiil zincirini goz
oniine alalm. 3. denklikten S = {M,M>, ...} ailesinin bir M} maksimal eleman1 vardir. Su

halde My = My, = --- olacaktir, bdylece M noetheryan modiil olur. []

2.5.6 Sonuc [8,1.20]

M bir R-modiil ve N, M’nin alt modiilii olsun. M’nin noetheryan olabilmesi i¢in gerek ve
yeter kosul N’nin ve M/N’nin noetheryan olmasidur.

Ispat: (1 = 2): M noetheryan modiil olsun. M nin sonlu alt modiillerinin her artan zin-
ciri M C M, C ... C M, C ... bir zaman sonra sabitlenir. Yani oyle bir N € N vardir ki
her n > N icin M,, = My olur. N alt modiiliiniin icinde Ny C N, C .... C N, C .... olacak
sekilde artan bir zincir alalim. Ancak bu zincir ayn1 zamanda M’nin i¢indeki bir artan alt
modiil zinciridir. Dolayisiyla bir noktadan sonra sabitlenir. Oyleyse N noetheryandir. Simdi
M;/N CM/N C...CM,/N C ... artan zinciri M/N’nin i¢inde artan bir alt modiil zin-
ciri olsun. M;/N seklindeki her modiil M’in iginde N’yi igeren M; seklindeki bir modiile
kargihik gelir. Yani M; =~ (M;/N) ve t: M — M/N ye giden boliim homomorfizmasidir.
Dolayisiyla bu modiiller M1 C M, C ... C M, C ... sirasin1 korurlar. M noetheryan oldugu
icin bu zincir bir noktada sabitlenir, /N noetheryan olur.

(<): M 6yle bir R-modiil olsun ki sifirdan ve kendisinden farkli biitiin alt modiilleri i¢in
N ve M/N noetheryan olsunlar. M’nin, M| C M, C ... C M, C ... sonsuz artan alt modiilleri
zincirini ele alalim. Bu zincirdeki modiillerden en az bir tanesi M’den farklidir. Bu modiil

My, olsun. M) kabul geregi noetheryandir. Zincirin k. adimdan sonraki kism1 Mj nin da
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artan bir zinciridir ve M} kabul geregi noetheryan oldugu icin bu zincir k. adimdan sonra bir
indeksle sabitlenir. Boylece M noeteryan olur. [
2.5.7 Teorem [5,15.1.2]
R bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1. R noetheryan halkadir,
2. R’nin her ideali sonlu tiretilmistir,
3. R’nin ideallerinden olusan, bostan farkli her posetin bir maksimal elemani vardir.

Ispat: R halkasi kendi iizerinede bir R-modiil oldugu igin 2.5.5 teoremi kanittir. [J

2.5.8 Tamm [8, sayfa 20]

Azalan Zincir Kosulu (Descending Chain Condition (DDC)): R bir halka ve M bir R-
modiil olmak iizere M’nin sonlu alt modiillerinin her azalan zinciriM{ OM> 2 ...OM, D ...
bir zaman sonra sabitleniyorsa, yani bir N € N ve her n > N i¢in M, = My oluyarsa M

modiilii azalan zincir kosulunu saglanmis olur.

2.5.9 Tamm [8, sayfa 20]

R bir halka, M bir R-modiil olmak iizere M modiilii artinyan olur, her alt modiilleri ailesi
azalan zincir kogulunu saghiyorsa. Yani her M| D My O ... D M, O ... azalan zinciri i¢in
ﬂMi = My esitligi bir N € N icin saghiyorsa veya bir N € N ve her n > N i¢in M,, = My

i=1
oluyorsa M modiiliine artinyandir denir.

2.5.10 Tanim

R kendi iizerinde bir R-modiil oldugu i¢in R modiil artinyan ise bu R halkasina artinyan
halka denir. Yani R halkasinin ideallerinin, her azalan I 2 1, O ... D I, O ... zinciri sonlu

bir adimda durursa, R artinyan halka olur.

2.5.11 Ornek

1. Her cisim artinyan ve noetheryan bir halkadir. Ciinkii O ve kendisinden bagka ideali

yoktur. Dolayisiyla idellerinden olusan her zincir sonlanir.

2. k bir cisim ve M sonlu iiretecli bir vektor uzayi olmak iizere, M artinyan ve noeth-

eryandir.
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3. Z Tamsayilar halkasi artinyan degildir. Ciinkii Z 2 27 2 47 2 ... bir zaman sonra

sabitlenmez.

2.5.12 Onerme [4, 5.2.2]

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M bir artinyan modiildiir ancak ve ancak her kesisim
altinda kapali olan alt modiiller kiimesi £’nin en az bir minimal eleman1 varsa.

Ispat: (=): M bir R-modiil ve artinyan olsun. M’nin alt modiillerinden olusan, bos
olmayan bir kiilme Q alalim. Amacimiz, 2’nin minimal eleman1 oldugunu gostermektir.
Bunun i¢in Zorn Lemma kullanacagiz. ©’dan azalan bir zincir, M| DM, D ...O M, D ...
alalim. M artinyan oldugu icin bu zincir bir indekste sabitlenir. Demek ki bu zincirin minimal
eleman1 vardir. Zorn Lemmaya gore €2’nin en az bir minimal elemani vardir.

(«<): Bos olmayan ve kesisim altinda kapali olan biitiin alt modiil kiimelerinin minimal
elemanlar1 oldugunu kabul edelim. M’nin M1 O M; DO ... olacak sekilde herhangi bir azalan
alt modiil zincirini g6z oniine alalm. Q = {M, M5, ..} ailesi kesigsim altinda kapali oldugu
i¢in bir M} minimal eleman vardir. Su halde My = My = --- ve boylece M artinyan modiil

olur. J

2.5.13 Teorem [5, sayfa 751]

R halkasinin artinyan halka olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasinin ideallerinin, bog
olmayan ve kesisim altinda kapal1 olan her alt kiimesinin bir minimal elemaninin olmasidir.

Ispat: R halkasi kendi iizerinde bir R-modiil oldugu i¢in 2.5.12 teoremi kanittir. (]

2.5.14 Teorem [8, 1.20]

N, M’nin bir alt modiilii olsun. M’in artinyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N ve M/N
artinyan olmasidir.

Ispat: (=): M artinyan modiil olsun. M’nin sonlu alt modiillerinin her azalan zinciri
My DM, D ...2OM,D...bir zaman sonra sabitlenir. Yani dyle bir N € N vardir ki her
n > Nigin M, = My olur. N’'nin i¢inde Ny O N, O ... D N, D ... olacak sekilde azalan bir
zincir alalim. Ancak bu zincir ayn1 zamanda M’ nin i¢indeki bir azalan alt modiil zinciridir.
Dolayisiyla bir noktadan sonra sabitlenir. Oyleyse N artinyandir. Simdi M;/N D M»/N D
...2My,/N D ... M/N’nin iginde azalan bir alt modiil zinciri olsun. M,/N seklindeki her
modiil M’in icinde N’yi iceren M; seklindeki bir modiile karsilik gelir. M; = n~! (M;/N)
ve T: M — M /N’ye giden bolim homomorfizmasidir. Dolaisiyla bu modiiller M} O M, 2O

... 2 M, D ...swrasini korurlar. M artinian oldugu icin bu zincir bir noktada sabitlenir.
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(«<): M dyle bir R-modiil olsun ki sifirdan ve kendisinden farkl: biitiin alt modiilleri i¢in
N ve M/y artinyan olsun. M’nin, M| 2 My O ... O M, DO ... sonsuz azalan alt modiilleri
zincirini ele alalim. Bu zincirdeki modiillerden en az bir tanesi M’den farklidir. Bu modiil
M, olsun. M} kabul geregi artinyandir. Zincirin k. adimindan sonraki kismi M}’ nin da azalan
bir zinciridir. Dolayisiyla bu zincir k. adimdan sonra bir indeksle sabitlenmelidir. Boylece

M artinyandir. []

2.5.15 Onerme [2, 8.4]

R bir artinyan halka olsun. Bu durumda J (R), R’nin en biiyiik nilpotent idealidir.

Ispat: J = J(R) olsun. R artinyan oldugu icin, J idelinde azalan zincir kosulu tanimini
kullanabiliriz. Oyleyse J O J> D J3 D ... olur. R artinyan halka oldugundan bir k tamsay1si
icin JK = JA1 = j. Jk = J. J*1 = ... olur. Nakayama Lemmasina gore J* = J - J* oldugu
icin J¥ = 0°dir. O

2.5.16 Teorem [8, 2.1]

R yar basit ve artinyan bir halka olsun. R halkasinin minimal ideller ailesi (n;);.; olmak
lizere R = €,y m; olur.

Ispat: ¢, R’nin sifirdan farkli biitiin ideallerinin kiimesi olsun. Zorn’s Lemma’ya gore
her zincirin minimal idealleri varsa R halkasinin en az bir minimal ideali vardir. m;, R
halkasinin bir minimal ideali olsun. R yar1 basit oldugu i¢in dyle bir A; C R ideali vardir ki
m1 @A = R olur. R yar basit ve artinyan oldugu i¢in 2.5.14 teoremi ve 2.4.13 6nermesine
gore A yari basit ve artinyan olur. Bu sefer ¢ kiimesi, A; halkasi i¢indeki sifirdan farkli
ideallerin kiimesi olsun. Oyleyse ¢; kiimesinin bir m, minimal idealini goz &niine alalim. A;
ideali de benzer sekilde yar1 basit ve artinyan oldugundan A; = A + my olur. Bu durumda
A1 2 Ay ve my @ my @Az = R olacaktir. Bu sekilde devam ederek R halkasin da (m;);,
minimal idealler ailesi olusturulabilir, 6yle ki R = &;<;m; minimal ideallerin direk toplami

olarak yazilir. [

2.5.17 Tamm [8, 4.7]

R bir halka, eer J(R) = 0 ise R’ye Jacobson yari basit denir, J-yar1 basit olarak ifade edilir.
J-yar1 basit halkalarina semi primitive de denir.

2.5.18 Onerme [6, 6.1]

R artinyan bir halka olsun. R halkasinin yari basit olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul J(R) =

0 yani Jacobson yar1 basit olmasidir.
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Ispat: (=): R halkasi yar basit olsun. J(R) C R icin 6yle bir I C R ideali vardir ki
J(R) ®1 =R olur. R yar basit oldugundan oyle e, f € R idempotent elemanlar1 vardir ki
l=e+fveecJ(R), fe€lolur. e J(R)ise 2.4.2 bnermesinden dolay1 | —e = f € R
terslenebilirdir. Ve bir g € Ricin 1 = fg olur. Oyleyse f = f>g = fg olur, bu durumda g = I,
e =0 ve J(R) = 0 bulunur.

(«<): Jakobson radikal tanimindan

J(R)= N M;

MCR, M maxideal
=0

olur, yani maksimal ideallerin kesisimi O olur. Ote yandan R yar1 basit oldugu i¢in minimal
ideallerin direk toplami olarak yazilabilir ve her M; maksimal idealini bir m; minimal ideali
disinda kalan biitiin minimal ideallerin toplami seklinde ifade edebiliriz. Yani M; = my B
my&®---dm;d---Hmy olur. M;Nm; = 0 olacaktir. Ve 2.3.10 6nermesinden dolay1 M; &m; =
@D;c;mi = R olur. R halkas1 yar basittir. []

2.5.19 Tamm [6, sayfa 70]

M bir R modiil olsun. M’nin alt modiillerinin her artan dizisiM =My 2O M; DM, DO ... D
M,, = 0 olacak sekilde M,M>, ..., M, alt modiillerinin her biri digerinin i¢inde maksimal

ise (Mo, My,..., M,) dizisine kompozisyon serisi denir.

2.5.20 Tanim

R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M sonlu uzunluktadir eger kompozisyon serisi varsa.
M’nin kompozisyon serisinin uzunlugu M modiiliiniin uzunluguna esittir ayni zamanda biitiin

kompozisyon serilerinin uzunluklar1 birbirine esittir.

2521 Ornek

1. k bir cisim olsun. M sonlu bazli bir k-vektor uzay1 olsun. M sonlu uzunluktadir ve
uzunlugu kompozisyon serisinin uzunluguna esittir. Eger x1,x3,...,X,, M nin bir bazi
ise Mx; C Mx;+Mxy C ... C Mxy +Mx; + ...+ Mx, bir kompozisyon serisidir.

2. Z/ez halkasinin bir kompozisyon serisi 0 C 2Z/67 C Z/67 olur. Tabi ki (Z/6Z) /(27 /6Z)
izomorf Z /27 oldugu i¢in 0 C 3Z/6z C Z/67 serisi de kompozisyon serisi olacaktir.

44



2.5.22 Onerme

Kompozisyon serilerinde Mi/m; , basit alt modiil olur.

ispat: Kompozisyon serilerinde, M bir R-modiil ve M| O M, O ... O M, = 0 olacak sek-
ilde M{,M>, ... ,M, alt modiillerinin her biri digerinin i¢inde maksimaldir. M| modiiliiniin
icinde M, alt modiilii maksimal oldugu i¢in M1/m,, 2.3.22 teoreminden dolay1 basit olacaktir.

Benzer sekilde Mi/m,,; modiilii basit modiil olacaktir. (]

2.5.23 Onerme

R yar1 basit ve artinyan ise 0 zaman R’nin biitiin sonlu iiretilen alt modiillerinin kompozisyon
serisi vardir.

Ispat: R yar1 basit ve artinyan ise o zaman R iizerindeki her sonlu modiiliin kompozisyon
serisi vardir. Boylece her modiil minimal elemanlarin toplami olur. M’ nin minimal alt mod-
tilleri vardir ve artinyandirlar. M artinyan ise bir My minimal alt modiilii vardir. M = My & Ny
olacak sekilde bir Ny artinyan ve yar1 basit alt modiilii vardir. Bu durumda Ny alt mod-
iliiniinde bir M| minimal eleman1 olacaktir. Ny yar1 basit oldugu icin Ny = M| & N, ola-
cak sekilde N, artinyan ve yar1 basit alt modiilii vardir. M = My & M & N, olur. Benzer
sekilde devam ederek M modiiliinii minimal alt modiillerin toplam1 seklinde yazabiliriz.
M artinyan oldugundan bu toplam sonlu olacaktir. M = My & M| & --- & M, olur. Hig
bir minimal alt modiil tanim geregi diger bir alt modiilii kapsamadigindan My alt modiilii
My & M, alt modiiliiniin i¢inde maksimal olacaktir ve benzer sekilde her i dogal sayisi icin
Mo® M@ --- B M;_ alt modiilii My M P - - - G M; alt modiiliiniin i¢inde maksimal ola-
caktir. Boylece 0 =My C ModpM; C---CMybBM| & --- S M, =M kompozisyon serisi
elde edilir. []

2.5.24 Teorem [8, 4.13]

Herhangi bir R halkasi icin asagidaki ii¢ kosul denktir.
1. R, yar basit
2. R, J-yar1 basit ve artinyan

3. R, J-yar basit ve temel idealler icin DCC’yi saglar.

Ispat: (1= 2): R yar1 basit, I = J(R) olsun. Bu durumda 2.3.14 6nermesi geregi, 6yle bir J
ideali ve e, f idempotent elemanlari (> =e ve f>= f)vardirki/ =eR,J = fRveR=1®J
ve INJ = {0} olur. e+ f = 1 saglanir. f =1 —e ve e € I oldugundan f terslenir bir eleman
olur. f> = f oldugu i¢in f = 1 ve e = 0 olur. Boylece I = eR = 0 olur. Yani / = J(R) =0

bulunur ve 2.5.18 dnermesinden dolay: artinyan olur.
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(2= 3): R, J-yar basit ve artinian ise R, J-yar1 basit ve dzel olarak temel idealler i¢in
DDC’yi saglar.

R halkasinin ideallerinin her azalan I1 O I, O ... D I, O ... zinciri artinyan oldugu i¢in
sonlu bir adimda duracaktir. Yani 6yle bir k tamsayisi i¢in, I, = I; iken n > k olacaktir. Bu
da DDC’yi saglamaktadir.

(3 = 1): R’nin agagidaki iki ozelligi vardir.

(a) R’nin sifirdan farkli her ideali icersinde, sifirdan farkli minimal bir ideal vardir.

(b) Her minimal J ideali gR’nin ( gR tanimu ile R halkasinin kendi iizerinde R modiiliinii
ifade etmekteyiz) bir direk toplami olur. Ayrica xR = J ® M olacak sekilde maksimal bir M
ideali vardir.

Varsayalim ki R yar1 basit olmasin. Simdi minimal bir J; ideali alip gR = J; & I; olarak
ifade edelim. I; # 0 ve (a) 6zelliginden dolay1 bir minimal J, C I; ideali vardir. (b) 6zel-
liginden dolay1 J,, gR de direk toplam ve /; i¢inde direk toplam olur. O halde ) = J, &
olacak sekilde I, vardir. Bu sekilde devam edersek 7 2 L £...21, £ ... olacaktir. Bun-
lar R’de direk toplamlar olduklarindan, R’nin principal idealleri olurlar. Ama bu DDC’yi
saglamayacaktir. Celiski dogar, 6yleyse R yar1 basittir. []

2.5.25 Sonug

R artinyan ise R/J(R) yar1 basit olur.

2.5.26 Tamm

{A;};c; artan yada azalan sonlu bir dizi olsun. Artan dizinin faktorii 4i/A;,, ve azalan dizinin
faktorii Ai/A;_, olur.

2.5.27 Tamm

M bir R-modiil olmak iizere {x;},.; ve {yi};c; sonlu uzunlukta alt modiil zincirleri olsun. Her
> x

i icin dyle bir j, [ vardir ki Yi/y;.; = ¥j/x, oluyorsa {x;},.; dizisi {y;},.; dizisinin inceltilmis

hali olur.

2.5.28 Teorem (Schreier-Zassenhaus) [6, 7.1]

M bir R-modiil olmak iizere {x;};.; ve {yi},c; sonlu uzunlukta alt modiil zincirleri olsun. Bu
iki zinciri birlestirdigimizde (birini digerinin i¢inde incelttigimizde) esit uzunlukta faktorlere

sahip olurlar dyle ki faktorler izomorftur.
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2.5.29 Teorem [8, 1.19]

M bir R-modiil olmak iizere asagidakiler denktir
1. M noetheryan ve artinyandir.
2. M’nin alt modiillerinin her zinciri sonludur.
3. M modiilii sonlu uzunluktadir yani kompozisyon serisidir.

Ispat: (1= 3): M modiilii artinyan oldugu icin 2.5.12 énermesinden dolay1, M| minimal
alt modiilii vardir ve M artinyan oldugu icin 2.5.14 teoremi geregi, M/m, de artinyandir. Oy-
leyse M/m,’nin minimal alt modiilii M2/m; olsun. Bu durumda M O M, ve M, O M olacaktir.
M/p,’nin minimal alt modiilit M2/m, ise M|, M, alt modiilinde maksimal olacaktir. Benzer
sekilde devam edersek, her Ma/m,_; minimal oldugu i¢in M,_, M, alt modiiliinde maksimal
olacaktir. Boylece M’nin artan alt modiilleri zincirini elde ederiz bu zincir belli bir zaman
sonra sabitlenecektir ¢iinkii M modiilii noetheryandir. YaniR=M, O M, 1 D ... DM =0
olacak sekilde M,,,M,,_1,....M; alt modiillerinin her biri digerinin i¢inde maksimaldir. Bu
durumda M artinyan ve noetheryan ise bu zincir sonlu olacaktir ve bu durumda M kom-
pozisyon serisidir.

(I = 2): M noetheryan oldugu igin 2.5.5 teoreminden dolay1 alt modiillerinden olusan
her zincir sonlu olur.

(3 = 1): M’nin azalan bir kompozisyon serisini alalm. M =Mo 2 M 2 ... 2 M, 20
olsun. {A,},cn, M’nin artan yada azalan bir alt modiil zinciri olsun. Bu zincirin sabitlen-
medigini varsayalim. O zaman Oyle bir alt modiil zinciri bulabiliriz ki Ao 2 A1 2 ... 2 An
ve m 2 n olur. Bu durumda Schreier-Zassenhaus Incelme Teoremi’ne gore dyle bir zincir
bulabilirizki By 2 By 2 ... 2 By ve k > max {n,m} olur. Bu durumda {B,},cy hem {A,}, oy
serisini hem {M, }, . kompozisyon serisini igerir. Oysa kompozisyon serisi bulabilecegimiz
en uzun seridir [2, 6.7]. Bu yiizden Ag 2 Ay 2 ... 2 A, ve m 2 n olamaz. Bu bir celiskidir.

{A,},,cn sonlu uzunlukta olmalidir, yani bir zaman sonra sabitlenmelidir. (]
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2.6 HOPKINS-LEVITSKI TEOREMI (1939) [8, 4.15]

R bir halka, J (R) nilpotent, R = R/J(R) yar1 basit olsun (bdyle bir R halkasina semi primary
denir). Bu durumda herhangi bir R modiil M icin asagidaki ifadeler denktir.

1. M noetheryan
2. M artinyan
3. M’nin bir kompozisyon serisi vardir.

Ozel olarak

(a) Bir halkanin artinyan olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bu halkanin noetheryan ve semi
primary olmasidir.

(b) Artinyan bir halka iizerindeki herhangi bir sonlu tiretegli modiiliin bir kompozisyon
serisi vardir.

Ispat: Artinyan bir halkada 2.5.15 teoreminden dolay1 J (R) nilpotent ideal olur ve 2.5.25
teoreminden dolay1 R = R/J(R) yar1 basit olacaktir. Bdylece artinyan bir halka semi primary
olur. Artik (a) iddias1 R modiiliine (1) ve (2) denkliginin uygulanmasi ile elde edilir. Artinyan
halka iizerindeki sonlu iirete¢li bir modiil 2.5.14 teoreminden dolay1 yine artinyan olacagin-
dan (2) ve (3) denkliginden (b) elde edilir.

(3—1) ve (3 —2): 2.5.29 onermesinden dolayi, bir M modiiliin artinyan ve noate-
rian olmasi icin gerek ve yeter kosul M’nin sonlu bir kompozisyon serisine sahip olmasidir.
Dolayisiyla (3) = (1) ve (3) = (2) onermeleri dogrudur. Kaniti tamamlamak i¢in (1) = (3)
ve (2) = (3) iddalarini semi primary halkalar igin kanitlamaliy1z.

(1ve 2 — 3) : R halkas1 semiprimary yani J(R) nilpotent ve R = R/J(R) yar1 basit olur. Ve
M noetheryan ve artinyan bir R-modiil olsun. J(R) nilpotent oldugu icin J (R) 2 J(R)* D
J(R)} D ... D J(R)" = 0 olacak sekilde pozitif n tamsayisi bulabiliriz. Bu n tamsayisini
sabitleyelim ve J(R) = J diyelim. J" = 0 olur. Asagidaki azalan diziyi g6z 6niine alalim.
MDOIMDJIPMDIPMD..DJ"M =0 (1) olur. Bu dizi kompozisyon serisi degildir.
Ama bu diziden kompozisyon serisi olusturmaya caligalim. 2.6.1 aciklamasinda oldugu gibi
M’nin bir kompozisyon serisine sahip oldugunu kanitlamak icin azalan dizideki her bir terim
icin N = J'M/;i+1y ifadesinin kompozisyon serisine sahip oldugunu kamtlamak yeterli ola-
caktir.

Ote yandan R = R/J(R) olsun. 2.4.9 teoremi geregi J (R/J(r)) = J (R) = 0 olur. N bir R-
modiil. N’nin R = R/J(R) modiil olabilmasi i¢in 6nsav geregi J(R)N = 0 olmalidir. /'M/ji+1y
modiilii bu sart1 saglar ve dolayisiyla bu modiil bir R-modiiliidiir. Gergekten J - /'M/ji+1y = 0
dir. R artinyan ise 2.5.14 teoremi geregi R = R/J(R) artinyan olur. Kabul geregi R = R/J(R) yar1

basittir. Dolayisiyla bir modiil yar1 basit ve artinyan ise 2.4.13 6nermesi ve 2.5.14 teoremi
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geregi alt modiilii de yar1 basit ve artinyan olacaktir. J'M/ji+1ym alt modiiliiniin 2.5.23 dner-

mesinden dolay1r kompozisyon serisi vardir. [

2.6.1 Aciklama [10, 8.1]

M bir R-modiil ve sonlu artan bir alt modiiller dizisini ele alalim. Bu dizi i¢in kompozisyon
serisinin nasil olusturulduguna bakalim. A C B C C olacak sekilde sonlu bir dizisi olsun.
0 C B/a C C/a olur. B/a i¢in bir kompozisyon serisi varsa Mo/a C Mi/a C ... C Ma/a olur ve
A=MyCM; C-.-CM, = B olacaktir. Benzer sekilde B ve C alt modiillerinin arasinda bir
kompozison serisi olusturularak A =MogC M C---CM,=BCNyCN C---CN,,=C
olacak sekilde bir kompozisyon serisi elde edilir. Bu yiizden M, R-modiiliin kompozisyon
serisi oldugunu ispatlamak icin dizide B/a gibi herhangi bir alt modiiliin kompozisyon serisi

oldugunu ispatlamak yeterlidir. []

2.6.2 Onsav [6, 6.3]

M bir R-modiil. M bir R = R/j(r) modiil olabilmasi i¢in gerek ve yeter kosul J(R)M = 0’dir.

Ispat: M bir R-modiil olsun. 2.2.1 tanimindan dolay1 f :R x M — M; r € R ve m € M igin
f (r,m) = rm olur. M’nin R = R/J(R) modiil olabilmasi i¢in  : R/J(r) x M — M fonksiyonunu
y(r+J(R),m) = (r+J(R))m seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonun iyi tanimli olmasi
gerekir. J(R) =J,herx,y€ Rvem € M i¢cinx+J =y+J ise (x+J)m = (y+J)m olur mu?
x+J=y+J & x—yeJolur. y(x+J,m)=(x+J)m= (y+J)m=wy(y+J,m) olabilmesi
icin (x+J)m = (y+J)molur. Buradan (x+J)m— (y+J)m =0 ve (x —y+J)m =0 olmasi
gerekir. JM = 0 bulunur. [
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3 KOCEBIRLER iCIN HOPKINS-LEVITSKI TEOREMI

3.1 KOCEBIR, KOIDEAL VE KOALTCEBIR

Bu boliimde bir kocebirin ingaasini, kocebirlerle ilgili 6rnekler, koideal, koaltcebir, komodiil
tanimlarimi ve ilgili teoremlerini gérecegiz. Son olarak kocebirler icin Hopkins-Levitzki Teo-
remini ispatlayacagiz. Boliim boyunca aksi belirtilmedikc¢e vektor uzaylarini sonlu boyutlu

olarak ele alacagiz.

3.1.1 Aciklama

1. Boliimde bir vektor uzaymin duali ile ilgili olan agiklamalarda, V ve W vektor uzaylari
olmak iizere f : V — W lineer doniisiimii icin £ : W — V" lineer doniisiimiiniin varligim
gordiik. Ayrica (V@W)Y =VY + WV oldugunuda birinci boliimdeki agiklamalardan biliy-
oruz. Bu durumda cebirler icin bu iki 6zelligi ele alalim ve 1 : V ® V — V lineer doniisiimii
icin u¥ : V¥ — VV®V" olacaktir. Boylece cebirin dualinden olusan yapiya kocebir diye-

cegiz.
3.1.2 Karsilastirma

Cebirsel bir yapi ile kocebirsel bir yapiy1 karsilastirirsak:

Cebir [9, 7.1]: 2.1.40 tamiminda verdigimiz cebir tanimini karsilagtirma yapabilmek i¢in
tekrar yaziyoruz. U, k cismi lizerinde bir vekor uzayi olsun. Budurumday: U @ U —

U carpma operasyonu vardir ve bir cebir asagidaki iki 6zelligi saglar

1. Birlesme Ozelligi:

id®u

UUU — URU
/~l®id¢ i/,u
UxU — U
u
2. Birim Elemen Ozelligi:
veu £y 99 ygu
L N
U U

Kocebir [9, 7.2]: U, k cismi iizerinde bir vekor uzay1 ve A : UY — UY @ U" operasyonu

icin agagidaki iki ozellik saglaniyorsa bu sisteme bir kocebirdir denir.

1. Kobirlesme Ozelligi
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UVeUYeUY 8 uveuV
ARid T TA

U\/®UV T UV

2. Kobirim Elemen Ozelligi

A A

U'eUY +— UY — U'eUY
8®id\l/ /l ;\ iid@s
UY UY

3.1.3 Tamm [10, sayfa 4]

X bir kiime olsun. C = k{X}, k iizerine X tarafindan gerilen vektor uzay1 olmak iizere k
izerine tanimlanan kocebir asagidaki gibidir.

k{X} =span; (X)veherx € X igcin A\ : k{X} = k{X} ®k{X} vee: k{X} — kislem-
leri gegerli iken kobirlesme, kobirim 6zellikleri saglaniyorsa bu sisteme kocebir ad1 verilir.
Kocebirin kodegismeli cebir olarak adlandirilmasi i¢in kode8isme 6zelligine sahip olmasi

gerekir.

K1. Kobirlesme Ozelligi: Her x € C i¢in

c L2 cec

A \l/ \Lid®A

CeC — CRCRC
Awid

K2. Kobirim Ozelligi: Her x € C icin

coC & ¢ L cwc

eRid \L /x ;\ \Lid®8
C C

K3. Kodegisme Ozelligi: ¢ : C ®C — C ®C fonksiyonu tamimlayalim dyleki ¢(a,b) =

(b,a) ve (/) = A olur. Yani
A

C — C®C
NP
A

cCxC

fonksiyonun sematik gosterimidir.
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3.1.4 Ornek [10, sayfa 6]

X bir kiime olsun. C = k{X}, k iizerine X tarafindan gerilen vektor uzay1 olmak iizere k
tizerine tanimlanan kocebir asagidaki gibidir.

k{X} = span; (X) ve her x € X i¢in A : k{X} — k{X} @ k{X} islemi 6rnek olarak
A(x):=x®x ve €: k{X} — k islemi 6rnek olarak €(x) := 1 her x eleman: i¢in gecerli
iken kobirlesme, kobirim 6zellikleri saglaniyorsa bu sisteme kocebir adi verilir. Kocebirin

kodegismeli cebir olarak adlandirilmasi icin kodegisme 6zelligine sahip olmasi gerekir.

K1. Kobirlesme Ozelligi: Her x € C igin

c £ cac
A i/ iid@ﬁ
CRC — CRCRC
A®id
ifadesini elemanlar ile ifade edersek

AN
X — XR®x

A i Lid@A
XX — XxQXxQx
ARid
olur.
K2. Kobirim Ozelligi: Her x € C i¢in
A A

CRC +— C — (CC

eRid i /( ;\ iid@e
C C

ifadesini elemanlar ile ifade edersek

A A
XXX +— x — xQx

e®id \L /( r\ ¢id®A

X X

olur.

K3. Kodegisme Ozelligi: ¢ : C®C — C®C fonksiyonu tanimlayalim dyleki ¢(a,b) =
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(b,a) ve (A) = A olur. Yani

c 2 cwc
N J?

AN
CoC

fonksiyonun sematik gosterimidir.

3.1.5 Ornek

V = k{X} vektor uzayi olsun. 1 € X bastan belirtilmig 6zel bir eleman olmak iizere,
(I@x)+(x®1) ,herx#1

A k{X} = k{X} @k{X} islemi A(x) = olsun.
191 x=1
) ) 0, herx#1
€: k{X} — kislemi g(x) = olsun.
I, x=1

Bu sistemin bir kocebir oldugunu gosterelim.
K1. Kobirlesme Ozelligi

A(x) = 1®x+x® 1 dir. Kogarpma fonksiyonu A\’y1 ikinci elemanlar iizerine uygularsak

(doA)(1@x+x21) =10 A (x) +x@ A1)
=11 x+10xR14+x21®1

olur. A’y1 1. elemenlar iizerine uygularsak

([doA)(Iex+x1)=A(1)@x+A(x)®1
=11 x+1x14+x01®1

olacaktir. Iki ifade birbirine esit olduklari icin kobirlesme 6zelligi vardir.
K2. Kobirim Ozelligi

A(x) = 1®x+x® 1 dir. € nu birinci elemanlar tizerine uygularsak

e()@x+e(x)@1=1®x

=X
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olur. €’ nu ikinci elemanlar iizerine uygularsak

lex)+xe(l)=xx1
=X
olur. Iki ifade birbirlerine esit oldugu i¢in cobirim dzelligi mevcuttur.
K3. Kodegisme Ozelligi

¢: U®U — U ®U fonksiyonu tammlayalim dyleki ¢(a,b) = (b,a) ve ¢ (A) = A olmali.
Oyleyse A(x) = 1®@x+x® 1 i¢in @(A(x)) =x® 1+ 1 ®x olacaktir. Toplama isleminin
degisme 6zelligi oldugundan

O(AX)=x1+1®x
=1@x+x®1
=A

olur.

Sistem bir kodegismeli kocebirdir.

3.1.6 Ornek

V = Span(a, D, 1) ti¢ boyutlu vektdr uzay1 olsun.

I1®1 ,x=1 1 ,x=1
A(X)Z a®Ra ,X=a ve S(X): 1 ,X=a
1®D+D®a ,x=D 0 ,x=D

sistemi kocebirdir ancak son formiilden dolay1 kodegismeli degildir.

K1. Kobirlesme Ozelligi: a ve 1 elemanlari igin sistemin kobirlesme 6zelliginin varlig: daha
onceki orneklerden kolaylikla goriilebilir. D elemani i¢in kobirlesme 6zelliginin var-

l1igin1 bulmamiz yeterlidir.

D — 1®D+D®a
Ai iid@A

l®D+D®a A—}d I1R1RXD+1DRa+DRaRa
&1

olur. Sistem kobirlesme 6zelligini saglar.
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K2. Kobirim Ozelligi: a ve 1 elemanlar1 igin sistemin kobirim 6zelli§inin varligi daha
onceki orneklerden kolaylikla goriilebilir. D elemani icin kobirim 6zelliginin varligin

bulmamiz yeterlidir.

1®D+D®a < D 2 18D+D®a

eRid i /( ;\ iid@s
D D

olur. Sistem kobirim 6zelligini saglar.

K3. Kodegisme Ozelligi

O¢(AD)) =9(l1®D+D®a) =D®1+a®D # A(D) olacaktir. Sistem kodegismeli
degildir.

Sonug olarak sistem bir kocebirdir ancak kodegismeli degildir.

3.1.7 Ornek

G sonlu bir grup k(G) := {G'denk’ya gidentiim fonksiyonlar} ve * islemi k(G) fonksiy-
onunun iglemi olmak iizere f, g € k(G) ise

frg(x)=Y f(2)s(t)

U=x

=) fla)g(r)

teG

olarak tanimlansin.
Bu durumda A : k{G} — k{G} ® k{G} kocarpma fonksiyonu olmak iizere

ve €: k{X} — kislemi
0 ,herg#1
e(g) =
1 ,g=1

olsun. Sisteminin kocebir oldugunu gosterelim.
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K1. Kobirlesme Ozelligi:

G — GRG
A Ligan
GG — GRGERG
Awid
ifadesi i¢in
- -1
8 > YiegX &t
A Lidon
~1
t r — ?
LieM® ARid

Once saga sonra asagiya dogru olan yol ile

(id®A) <th ®t> = fol@A(t)

teG teG
=Y xu'le|Yu ek
teG keG
=Y x 'otk ' ok
t,keG

esitligi olusur. Once asagiya sonra saga dogru olan yol ile

(Awid) (th ®r) =Y A(!

teG teG

= Z (th_ln_] ®n> Xt
teG \neG

= Z xt—ln_1 RnRt

t,neG

esitligi elde edilir. 2. esitlikte n = k¢! doniisiimii yapilirsa

(A®id) (th ®t> =Y x ok o

teG t,keG

elde edilir ve k =t , t = k doniisiimleri icin iki esitlik birbirine esit olur. Kobirlesme 6zelligi

vardir.
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K2. Kobirim Ozelligi:
G % 6o % ¢
AN VN2

ifadesi i¢in
Yaglor B0y, 200 "9 ¥, 201
N\ Ta Ve
8

esitligi elde edilir. Kobirim mevcuttur.

3.1.8 Ornek

G devirli bir grup olsun ve iiretecine de ¢ diyelim. O zaman
A : k{G} — k{G} ®k{G} seklinde tanimlanan A (t") =Y ' @™ ve g =" fonksiy-

onu ve

. 0 ,heri>1
e(t') =
1 ,i=0
olan fonksiyon G ile gerilen vektor uzay1 k{G} iizerinde bir kocebir tanimlar.
K1. Kobirlesme Ozelligi:

g =t olmak iizere
G 3 Gec

ad Lidan
GG — GRGERG
ARid
ifadesi i¢in
g=1" 2, Yt
Ad Lidon
lm:() ti & tm_i A—> ?
®Qid
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Once saga sonra asagiya dogru gidilen yol ile
m . .
(id® A) Zt " =Y ron ()
i=0
m m—i )
— Z e Z Zl ®tm—z—l
i=0 1=0

m m—i )
— Z Z tl®tl ®tmfzfl

i=017=0

esitligi olusur. Once asagiya sonra saga dogru gidilen yol ile

Ms

0

A
(ZI’ j®tl j) mi
0 =0

esitligi elde edilir. Birinci esitlikte i = j ve [ = i — j doniistimleri yapilirsa

(A®id) (Zt Q1" ’> =

I
LagE

m m
Y Y el Tom
j=0i=j
elde edilir ve iki esitlik birbirine esit olur. Kobirlesme 6zelligi vardir.
K2. Kobirim Ozelligi:
0 ,heri>1
1 ,i=0

e(t') =

olacak sekilde tanimlanan kobirim islemine gore

G ¢ Goc MS*
N T /S
G

ifadesi i¢in
i id ; _; id
mo L@ FEL ym dgmei 2 ym g

¢ T v

tm
esitliginde (id ® €) A islemi i¢in id ® € = 1" ve (e ®id) A islemi igin € ® id = 1" elde edilir.
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Kobirim mevcuttur.

3.1.9 Ornek

A={l1,l,...,I,} sonlu kiimesini alalim. Kiimenin elemanlarini harflar olarak tanimlarsak,
kiimenin kendisine alfabe deriz. Bu alfabe iizerine kurulmus kombinator sinift W harflerin

yan yana siralanmasi ile elde edilen sonlu kelimelerden olusur. Yani
W= {0,[1,12,...ln,llll,lllz,...,llln,...lil ---lik7~--}

olur. Bu kiimedeki bir kelimenin uzunlugu bu kelimedeki harflerin sayisi ile tanimlanir. 0
uzunlugu 0 olan kelimedir. Dolayisiyla /;, ...[; kelimesinin uzunlugu k’dir ¢iinkii & tane
harften olusur. |J;, ...l | := k olacakur.

Ornek olarak A = {a,b,c} ise W = {0,a,b,c,aa,ab, ...} seklinde olacaktir.

W sinifi iizerinde birlesme ve ¢oziimleme islemlerini agagidaki gibi tanimlayalim.

Birlegsme islemini o ile tantmlayalim ve kelime dizilerini birbirine baglarken dizilis siralart

bozulmadan ardagik bir sira izleyelim. Yani l; ...[;, ol ...l; =1;...1; 1} ...l; olur. Bu

im
islem uzunlugun korunmasi sartin1 saglamig olacaktir. |m|o|n| = |m+ n| olur. Bu tanimla
(W,0) A tarafindan iiretilen bir monaid olusturur. Bir yapinin monoid olusturmas igin bir-
lesme ve birim eleman 6zelliklerini saglamas1 gerekir.

M1. Birlesme Ozelligi

(lll ”'limoljl "'ljn)olkl "'lks :lil"‘limljl "'ljnolkl "'lks
:li1"'limlj1 "'ljnl/ﬂ "'lks
:lil...limo<lj1 l]nlkl "'lk_y)

:lil---limo<lj1---ljnolkl---lks)

olur. Birlesme 6zelligi vardir.

M2. Birim Elemen Ozelligi: Birim elemani 0’dir.

0ol ...Li, =1 ...1

—1...1

m Im

in©0
olur.

Ornegimiz igin harflerdeki ¢oziimlemeyi 6zel olarak (;) := {(0,1;), (1;,0)} seklinde tanim-
layalim. Bunu W’nin tiim elemanlarina uygularsak, bir kelimenin ¢oziimlenmesi, ¢éziimle-

menin bir parcasi olan bir alt kelimenin secimi ve geri kalan alt kelime ile ¢dziimlemenin
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diger parcasi olusturulur. Burada 6nemli olan dizilis sirasinin korunmasidir. Yani bir kelime

iki alt kelimeye

<li1 ---lik> = L—l_-J {(lijl "'lijm7lijm+1 llk)}

A< jmve jmi1 <. <jix

seklinde parcalanir, burada {1,...,k} nin permiitasyonlar1 {ji, ..., jr }'y1 olusturacaktir. Bu
coziimleme islemini kocebirde cocarpma olarak tanimlayalim (bazen kesip ¢ikarma kocarp-
masi1 da denir). Alt kelime burada alt dizi olarak diisiiniilebilir. Bu birlestirme ve ¢dziimleme
kurallar1 uzunlugu koruyacaktir.

Su halde bir cebir ve kocebir insaa etmek istersek

Cebir insaasi

u:o: WW — W lineer doniistimii

liy ... Lol .. L, =1y L LGy o

Im n

operasyonu ile bir cebirdir.
Kocebir insaasi
AN: W — W®W lineer dontigiimii

Al .. 1) = Y !

NS Sgmve jme1 < Sk

ij lijm ® lijm+1 .. lik

ve €: W — k lineer doniisiimiiu € W icin

0 ,u:lil...l,-k

operasyonlari ile bir kocebirdir.

Ozel olarak drnegimizde A = {x} alirsak, kelimeler P = {(Z),x,xz, .. } olacaktir ve olusan
cebir yapisi polinom cebri olarak adlandirilir. Bir polinom cebri i¢in cebir ve kocebir yapisi
asagidaki gibidir.

Cebir yapist i¢in u: P® P — P lineer doniisiimii u(x',x/) = x'*/ operasyonu ile tanim-
lanir.

Kocebir yapist icin A : P — P ® P operasyonu
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ve € : W — k operasyonu, u € W i¢in

seklinde tanimlanir.

3.1.10 Sweedler-Einstein Notasyonu [10, 1.2]

C bir kocebir ve her ¢ € Cigin A (c) =Y, ¢(1) ® ¢(2) ifadesine Sveedler-Einstein Notasyonu
denir. Islemin bir kocebir olusturabilmesi igin kobirlesme ve kobirim eleman 6zelliklerinin

tanimlanmas1 gerekir. Dolayisiyla

>

C — CcCxC

Ad Lidon
CRC — CRCxC
Awid

ifadesini elemanlar bazinda ele alirsak

A
c — C(l) X C(z)
A4 lidon
cm®ee) 2, ?

Ik saga sonra asagiya dogru olan adim ile ilk asagiya sonra saga dogru olan adimlarin

birbirine egit olmasi gerekir. Yani

C(1)(1) @ €(1)(2) @ €2) = €(1) @ C(2)(1) D C(2)(2)

esitliini saglamasi gerekir. Bu toplam c(1) ® ¢(2) ® ¢(3) seklinde gosterilir. Dolayisiyla bu
esitlik gereklidir.

Cobirim igin A (¢) = ¢(1) ® ¢(2) ve € fonksiyonunu birinci elemanlar iizerine uygularsak
€ (C(l)) ®c() = ¢ ve €'nu ikinci elemanlar tizerine uygularsak c(;) ® € (C(z)) =colur. €

fonksiyonunun kobirim olmas1 i¢in bu iki ifade birbirine esit olmalidir.

3.1.11 Onerme

Eger C bir kocebir ve R bir cebir ise o0 zaman Homy, (C,R), k-lineer bir cebirdir.
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Ispat: Homy, (C,R) iizerine  adinda bir ikili islem tanimlayalim.

(fxg)(c) = [ (cr)) 8 (c2))

Birim eleman ozelligi: Birim elemani € - 1 dir. Ciinkii f € Homy (C,R) igin

((&-1r) % f) (c) = (e- 1r (C) f(c@)

olur. Ayrica benzer sekilde

olacaktir. Iki ifadenin esitliginden dolay1 birim eleman vardir.
Birlesme ozelligi: f,g,h € Homy (C,R) olsun.
(fxg)*xh= f*(gxh) esitligi mevcut mudur?

(fxg)xh(c)=(f*g) (cq)) h(c)
= (fleaym) g (cqy@)) h(cw)
= £ (eqy) -8lee)m) -hlee)e)
= fx(gxh)

bulunur. Birlesme 6zelligi vardir.
Homy (C,R), k-lineer bir cebirdir. [J

3.1.12 Hatirlatma

U bir cebir olsun. A C U olacak sekilde A’da U cebrindeki islemlere gore bir cebir tanim-

laniyorsa A cebrine U cebrinin bir alt cebri denir.

U bir cebir olsun. /, U cebirinin bir alt cebiri ve IU C [ ve UI C [ ise I altcebirine U nun

bir ideali denir. Bu durumda her ideal bir altcebirdir. Ayrica cebirlerde bir ideali tensor

carpimu ile ifade edersek u: IQU +U ® 1 — I (x) olacaktir. Simdi bu tanimi kullanarak

koideal ve koaltcebir tanimlarini yapabiliriz.
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3.1.13 Tamm [10, sayfa 24]

C bir kocebir olsun. I’nin C kocebirinin bir koideali olmasi i¢in
11. 7 C C olur; yani /, C kocebirinin alt vektor uzay1
2. A() CIRC+C®I

sartlarimt saglamasi gerekir. A(I)’nin A (1) C I ®C+ C®1 seklinde ¢alismasinin nedeni
cebirlerde ideallerin (x) seklinde ¢aligmasidir.

C bir kocebir olsun. B’nin C’nin alt kocebiri olmasi i¢in B C C yani A (B) C B®& B ve
C’nin iglemleri altinda B’nin kapali olmasi yeterlidir. [10, 1.4.2]

Bu durumda biitiin alt kocebirler koidealdir.

3.1.14 Ornek

1. 3.1.5 6rneginde ele alinan V = k {X } vektor uzayr A(x) = 1 @ x+x® 1 kogarpmasinda
her x € k{X} i¢in koideal elde ederiz ancak alt kocebir degildir.

2. 3.1.6 6rnegindeki C = k{a, D, 1} degismesiz kocebir sisteminde, C’nin koidelleri
0,k{1},k{a},k{l,a},k{1,D},k{a,D}, k{l,a,D} olur. Sistemin alt kocebirleri
0,k{1},k{a},k{l,a}, k{1,a,D} olacaktir.

3. 3.1.8 Orneginde ele alinan A : k{G} — k{G} @ k{G} seklinde tanimlanan A (1") =
Yot @t ve g = t™ fonksiyonu ve

0 , heri>1

1 ,i=0

e(t') =

olan fonksiyon G ile gerilen vektor uzay1 C = k{G} iizerinde bir kocebir tanimlar. Burada
C=" =k {t',1%,...,1"} bir alt kocebirdir, dolayistyla bir koidealdir. Ciinkii

A(l‘n) _ Zti ®tnfi e CSn ®CSn
i=0

olacaktir.
C'% = {r>"*1: n> 0} kilmesi igin
2n+1 ) )
A(t2n+1) A (t2n+1) — Z £ ®t2n—|—1—z g Ctek ®C+C®Ctek
i=0

olacaktir, bir koidealdir ancak bir alt kocebir degildir.
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CSUt = {42 n >0} kiimesi igin
2n ) ) ]
AP =Y der ¢ oC+CR !
i=0

oldugu i¢in koideal ve alt kocebir degildir.

3.1.15 Tanim

k bir cisim ve C, k-iizerine bir kocebir olsun. M bir k-vektor uzay: olmak iizere p : M —

M @ C islemi asagidaki iki 6zelligi sagliyorsa
1. (id@N)op=(poid)op
2. (idee)op=id

C, k-tizerine bir komodiildiir denir. Burada A kogarpma ve € kobirim iglemleridir.

3.1.16 Hatirlatma

Artan Zincir Kosulu (ACC): R bir halka ve M bir R-modiil olsun. M’nin sonlu alt modiil-
lerinin her artan zinciri M| C M C ... C M, C ... bir zaman sonra sabitleniyorsa yani bir
N € Nve her n > Ni¢in M,, = My oluyarsa M modiilii artan zincir kogulunu saglanmis olur.
Bu durumda M bir R-modiil olmak iizere, M modiilii noetheryan olur eger her alt modiilleri
ailesi artan zincir kosulunu saghyorsa. Yani her M C M, C ... C M, C ... i¢in dyle bir
N € N vardir ki her n > N icin M,, = My olur.

Azalan Zincir Kosulu (Descending Chain Condition (DDC)): R bir halka ve M bir R-
modiil olmak iizere M’ nin sonlu alt modiillerinin her azalan zinciriM; DM, D ...O M, D ...
bir zaman sonra sabitleniyorsa yani bir N € N ve her n > N icin M,, = My oluyarsa M modiilii
azalan zincir kosulunu saglanmig olur. M bir R-modiil olmak {izere M modiilii artinyan olur,
eger her alt modiilleri ailesi azalan zincir kosulunu sagliyorsa. Yani her M| D My O ... D
M, O ... azalan zinciri i¢in ﬂMi = My esitligi bir N € N i¢in saglaniyorsa veya bir N € N

i=1
ve her n > N i¢in M, = My oluyorsa M modiiliine artinyandir denir.

3.1.17 Tamm ve Onerme

C kocebir ve F, C’nin bostan farkli koideallerinin kiimesi olsun. ¥ iizerine ~ denklik bagin-
tisim1 su sekilde tanimlayalim; X, A, C komodiiliiniin alt komodiilleri olmak {izere X ~ A
olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul o : X — A bagintisinin bir C-komodiil izomorfizmasi ol-

masidir. Bu durumda P = ¥/~ kiimesi ¥ kiimesi iizerindeki ~ bagitisinin denklik siniflart
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olsun. P kiimesi iizerinde yeni bir baginti tanimlayalim. P kiimesi iizerinde [X| - [Y] bagin-
tis1 olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul bir A € [X] ve bir B € [Y] i¢in B : A — B epimorfiz-

masinin olmasidir.

3.1.18 Onerme

P kiimesi iizerinde olusturulan - bagintis1 bir siralama bagintisidir.

Ispat: [X] - [X]ise B: A — A icin [X] = [X] olur. |- bagintisinin yansima 6zelligi vardir.

[X]F[Y] ve [Y]F [X] ise B: A — B ve dimA > dimB ve B’ : B — A’ ve dimB' > dimA’
olur. B ve B" ayni1 denklik sinifina ait olduklari i¢in yani B, B € [Y] oldugu i¢in dimB = dimB’
olacaktir. Ancak 3 : A — B epimorfizma ve dimA = dimB oldugu i¢in 3 bir izomorfizma olur.
[X] = [Y] dir. - bagintisinin ters simetri dzelligi vardir.

[X]F [Y] ve [Y]F [Z] olsun. Bir A € [X], bir B, B’ € [Y] ve bir C € [Z] igin B: A — B ve
B’ : B’ — C epimorfizmalar vardir. B, B’ € [Y] oldugu i¢in bir o : B — B’ izomorfizmasi
bulabiliriz dyle ki p'ocaopf: A — B — B' — C epimorfizma olur. [X]+ [Z] olur. +

bagintis1 gecisme Ozelligini saglar.

3.1.19 Aciklama

Kocebirlerde, koideller arasinda epimorfizma ile olusturulan siralama bagintisi i¢in koidel-
lerin dualini aldigimizda 2.1.30 teoreminden dolay1 cebirlerlerde ideller arasinda olusturulan
monomorfizmaya denk gelir. Yani P = ¥/~ kiimesi tizerinde olugturulan I siralama bagintisi
icin B: A — B epimorfizma ise B¥,A" idealleri arasinda " : BY — A" monomorfizmasi

vardir. Ancak burada siralamanin yoniiniin degistigine dikkat edilmelidir.

3.1.20 Tanim

P kiimesi iizerinde bir artan zincir [Xo| F [Xi1] F ... F [X,] F [Xu41] - .. seklinde tanimlanir.
Bir kocebirin noetheryan olabilmesi i¢in [Xo] - [X;] F ... [X,,] F [X,+1] - . . seklindeki biitiin
zincirlerin bir zaman sonra sabitlenmesi gerekir.

P kiimesi iizerinde bir azalan zincir ... - [X,] F [X,—1| F ... F [Xi] I [Xo] seklinde tanim-
lanir. Bir kocebirin artinyan olabilmesi i¢gin ... - [X,| F [X,—1] F ... F [Xi] - [Xo] seklindeki

biitiin zincirlerin bir zaman sonra sabitlenmesi gerekir.

3.1.21 Aciklama

2.1.14 ac¢iklamasina gore noetheryan kocebirlerin dualini aldigimizda artinyan cebirlere gide-
cektir. Bu arada sormaniz gereken soru su olur: “ Noerheryan kocebirler ile artinyan cebirler

arasinda bire bir iligki var midir? Ciinkii atinyan cebirler, noetherhan kocebirlerden daha
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fazla olabilir!” Noerheryan kocebirler ile artinyan cebirler arasinda bdyle bir denklik vardir.
Ciinkii (VV)V =V oldugu icin bir kocebirlerin dualinin dualini aldigimizda ilk kocebire
izomorftur. Dolayisiyla noetheryan kocebirler arasinda epimorfizma ile olusturulan siralama
bagintisi, kocebirlerin dulalini aldigimizda artinyan cebirler arasinda olusturulan monomor-
fizma ile denk olurlar. Ancak yonler degisecektir. Ancak biitiin bu ¢alismalarin cebirlerin

sonlu boyutlu oldugu siirece geceli oldugunu unutmayalim.
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3.2 HOPKINS-LEVITSKI TEOREMI

Her noetheryan kocebir ayn1 zamanda artinyandir.

Ispat: Cebirlerden kocebirlere dualite ile gecebiliyoruz ve herhangi bir vektor uzay1 V
i¢in (Vv)v = V oldugundan kocebirler iizerinde yapilacak noetheryan ve artinyan arastir-
malar cebirler iizerine tasinabilir. Burada énemli olan nokta eger 3 : V — W bir vektor uzay1
epimorfizmasi ise B : WY — VY bir monomorfizma olur. Bu demektir ki bir kocebir {iz-
erindeki artan yada azalan bir zincir duali alindi§inda artan yada azalan bir zincire doniisiir
ancak yonler tersine doner. Yani bir noetheryan kocebir alalim. Duali artinyan bir cebir
olacaktir (azalan ve artan zincir yoniiniin degistigini unutmayalim). Nedeni artan ve azalan
zincirlerin yonlerinin tersine donmesidir. Benzer a¢iklama artinyan kocebirler i¢in de gecer-
lidir. Yani artinyan bir kocebir alalim. Duali noetheryan bir cebir olacaktir. Simdi cebirler
icin gecerli olan ve 2.6 teoreminde ispatladigimiz Hopkins-Levitzki teoremini kullanabiliriz.

Noetheryan bir kocebir alalim. Dualinin artinyan oldugunu sdyleyebiliriz. Hopkins-
Levitski teoremine gore artinyan bir cebir ayn1 zamanda noetheryandir ve bu cebirin tekrar
dualini alirsak ¢ikacak olan kocebir artinyan olacaktir. Ac¢iklama 2.1.19°dan dolay1 kocebir
orjinal kocebire izomorftur. Demek ki her noerheryan kocebir ayni1 zamanda artinyandir.

Not: Bizim degismeli cebirler i¢in ispatladigimiz Hopkins-Levitzki teoremi degismeli
olmayan cebirler i¢in de gecerlidir [8, 4.15]. Dolayisiyla degismesiz kocebirler icin de teo-

remimiz gegerli olacaktir.
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4 SONUC

Bu tezde sonlu boyutlu kocebirler i¢cin Hopkins-Levitski Teoremini ispat ettik. Tezin kul-
landig1 yontemler kategori teoriye ait olup, problemin kocebirsel bir yapidan cebirsel bir
yapiya taginmasi fikri iizerine kuruludur. Kocebirsel yapilar konusunda Tiirkge matematik
literatiiriinde benzer bir calisma olmadigi i¢in kocebirsel yapinin olusumu, 6rnekleri ve koce-
birlerle ilgili temel sonuglar detayli olarak ele alinmis ve ¢oziilmiistiir. Bu sekli ile tezin gele-
cekte kocebirler konusunda aragtirma yapacak matematikcilere bir referans olmasini istedik.

Sonlu boyutlu kocebirler iizerine ispatlanan Hopkins-Levitski Teoremi kocebirleri daha
iyl tanimamiza yardim etmistir. Ancak sonsuz boyutlu vektor uzaylar1 veya kocebirler i¢in
Hopkins-Levitski Teoremi ispatlanabilir mi? Bu sorunun cevabi farkli bir yaklagim gerek-
tirmektedir. Ispat1 yapmak icin kullandigimiz, kocebirsel yapilari cebirsel yapilara cevirip,
¢Oziimii bulduktan sonra ardindan tekrar kocebirsel yapilara doniistiirme yontemi, sonsuz
boyutlu kocebirler i¢in miimkiin olmamaktadir. Sonsuz boyutlu kocebirler, cebirsel yapilara
cevrilebilir yine ispat yapilabilir ancak boyutsal problemler yiiziinden kocebirsel yapiya geri
doniistiiriilmesinde sorun olusacaktir. Bu problemin ¢oziimii yeni bir arastirmanin basglangici
olacaktir. Bir sonraki aragtirmamiz bu soru iizerine yogunlagacak ve sonsuz boyutlu vektor

uzaylarinda kocebirsel yapilar ele alinacaktir.
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