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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
ASAL GAMMA HALKASININ CENTROIDI UZERINE

Hasret YAZARLI
Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Yrd. Doc. Dr. M. Ali OZTURK

Tezimizin birinci boliimiinde, gamma haikam ile ilgili genel bilgiler verilmisg
ve temel olarak ele aldigimiz problemler ifade edilmisgtir.

Ikinci boliimde ise, bu konuda 6nceden yapilan caligmalar dzetlenmistir.

Uciincti boliimde, yari-asal gamma halkalarinin genellestirilmis centroidi

tizerinde modiiller ¢caligilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Modiil, Gamma Halkasi, Yari-Asal Gamma Halkasi,
Genellestirilmis Centroid, ( Regiiler, Asal, Quotient )
Gamma Halkas:



SUMMARY
MsC Thesis
ON THE CENTROID OF THE PRIME GAMMA RING

Hasret YAZARLI
Cumbhuriyet University
Graduate school of Natural
and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor : Yrd. Dog. Dr. M. Ali OZTURK

In the first chapter of our thesis we gave some basic concepts those are used
about gamma rings and stated the problems.

In chapter two, we gave the summaries of the works those had been done.

In chapter three, module has been studied on generalized centroid of semi-

prime gammma rings.

Key Words: Module, Gamma Ring, Semi-Prime Gamma Ring, Generalized
Centroid, ( Regular, Prime, Quotient ) Gamma-Ring.
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1. BOLUM

ONBILGILER

Bu boliimde, sonraki boéliimlerde kullanilacak olan kavramlar ve tezde elde

edilen sonuglar bir sira igerisinde verilecektir:

Tanim 1.1 : M ve T' toplamsal komiitatif gruplar olsun. Asagidaki ozellik-
leri sagliyan (.,.,.) : MaT'zM — M, (a, a,b) — acb doniisiimii varsa o zaman
(M,T) ikilisine bir M I-halkas1 ( Barnes anlaminda ) denir: Va,b,c € M ve
Va,B €T,

(1) acbe M

(17) (@ + b) ac = aac + bac

a(a+ B)b=aab+ afb
ac (b + ¢) = aab + aac

(143) (aab) Bc = aa (bfc)

Tanmim 1.2 : M bir I-halkasi ve U, M nin bir alt kiimesi olsun. U/, M nin
bir toplamsal alt grubu ve UI'M C U (MTU C U ) oluyorsa U ya M nin bir
sag ( sol ) ideali denir. U hem sag hemde sol ideal ise U ya M nin ideali denir.

M TI'—halkasimn merkezi, Z = {a € M| aam = maa, Ym € M,Va € T'}
bi¢ciminde tanimlanir.

Bir ¢ € M ic¢in a ile tiretilen esas ideal a y1 kapsayan M nin biitiin ideal-

lerinin arakesitidir. Bu.ideal (a) ile gosterilir ve

{a) = {na+xﬁa+a'yy+2uaa(5v’n e Nt“;z,y,u,v € M,3,v,6,0 € 1"}



dir.
Eger U; M nin bir sag ideali, V; M nin bir sol ideali ve § # S C M ise o
zaman STU = {Zsiaiui‘ $; €S, u; €U, a; €T, ne I}, M nin sag ideali
=1
( VI'S, M nin sol ideali ) ve UT'V, M nin bir idealidir.

Tamim 1.3: M bir I-halkasi, U, V ve P; M nin idealleri olsun. Eger
UTV C P oldugunda U C P veya V C P oluyorsa P ye M nin asal ideali

denir.

Teorem 1.4 : ( Barnes, 1966 ) Bir M I'-halkasinin bir P idealinin asal
olmast igin gerek ve yeter kosul a,b € M olmak iizere; {(a) I" (b)) C P oldugunda
a € P veya b € P olmasidir.

Tanim 1.5 : (0) ideali asal olan bir I-halkasina, asal I'-halkas: denir.

Teorem 1.6 : ( Kyuno, 1968 ) M bir I-halkas: ise agagidaki kogullar
denktir.

(¢) M bir asal I-halkasidir.

(i) Eger a,b € M ve al’ MTb = (0) ise a = 0 veya b = 0 dur.

(#11) Eger M nin (a) ve (b) esas idealleri (a) I" (b) = (0) olacak bicimde ise
a =0 veya b=0 dir.

(iv) Eger M nin U ve V sag ( sol ) idealleri UT'V = (0) olacak bicimde ise
U = (0) veya V = (0) dur.

Tanim 1.7 : M bir I'-halkas: olsun. Eger MT'M # (0) ve M nin (0) ve
M den bagka ideali yoksa M ye basittir, denir.

M T-halkas: sag idealleri igin azalan ( artan ) sahip oldugunda M, min —r
kogulu ( max —r kosulu ) na sahiptir, geklinde kisaltilir. M I'-halkas: iizerinde

min —[ kogulu yada max —[ kogulu terimleri benzer sekilde tanimlanr.
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M bir I'-halkas1 ve F, I' x M ile tiretilen serbest grup olsun. O zaman

A= {an (vi,zi) € Flae M = Znia%xi = 0}

F' nin bir altgrubudur. R = F//A ¢arpim grubu olsun ve (v, z) + A elemanlan

[v,z] ile gosterilsin. R nin her elemam ), [v,, z;] sonlu toplami geklinde ifade
edilebilir. Ayrica Vz,y € M ve Vo, 8 € T i¢in [o, 2] + [0, y] = [,z + 1] ve
[, z] + [8, z] = [a + B, z] dir.R iizerinde garpma iglemi;

Z [, 2] Z [51'7%'] = Z [ai’miﬁj%]

i 1,J

biciminde tanimliyoruz. Bu iglemlerle R bir halkadir. Eger M x R den M ye

az Vi, i) = Za’yizi,Va € M, VZ [vi,z:] € R

bigiminde iglem tanimlamirsa o zaman M bir sag R-modildiir ve R ye M nin
sag operator halkasi denir. Benzer gekilde M nin L sol operatér halkasida

tamimlanabilir.

Tanim 1.8 : M I'-halkas: agagidaki kogullar: saglarsa M sag ( sol ) ilkel
(primitive) denir:

(1) M nin her sag ( sol ) operator halkasi ayni zamanda bir sag ( sol ) ilkel
(primitive) halkadir.

(it) Mz =0 (2I'M =0 ) iken z = 0 dur.

M T-halkas1 hem sag hemde sol ilke ( primitive ) ise M ye iki-yanl ilkel
(primitive) (yada basitge ilkel (primitive)) denir.



Teorem 1.9 : ( Kyuno, 1982 ) Eger M I'-halkas:1 minimal sol ( sag )

ideale sahipse o zaman M ilkel (primitive) dir ancak ve ancak M asaldir.

Teorem 1.10. : ( Kyuno, 1982 ) min —! koguluna sahip bir M I-halkas:
i¢in agagidakiler denktir:

(1) M asaldir,

(11) M ilkel ( primitive ) dir,

(74i) M basittir.

Teorem 1.11 : ( Kyuno, 1982 ) Eger M basit [-halkasi minimal sol
( sag ) ideallere sahipse 0 zaman M minimal sol ( sag ) ideallerin bir direkt

toplamudir.

Tamim 1.12 : M bir I™-halkas: ve () M nin bir ideali olsun. Eger M nin
herhangi U ideali i¢in UI'U C @ oldugunda U C @ oluyorsa ) ya M nin bir

yarl-asal ideali denir.

Teorem 1.13 : ( Kyuno, 1978 ) Eger @, M TI'-halkasiin bir ideali ise
agagdaki kosullar denktir:

(7) Q yari-asal idealdir.

(i1) Eger a € M icin al’' MTa C @ olacak bigimde ise a € @ dir.

(i14) Eger M nin (a)esas ideali (a) I" (a) C @ olacak bic¢imde ise a € Q dir.

(tv) Eger M nin U sag ( sol ) ideali UTU C @ olacak bigimde ise U C Q
dir.

Tanim 1.14 : M bir I’-halkas: olsun. Eger, Vz € M ve § € ' igcin nfz = 0
olan bir en kiigitk pozitif tamsay: varsa o zaman M nin karakteristigi n dir,

denir ve charM = n ile gosterilir.



Tanim 1.15 : M bir I'-halkas: olsun. Bir n pozitif tamsayisi ve her z € M
ve # € I' icin nfz = 0 oldugunda = = 0 oluyorsa o zaman M ye n — torsion

free denir.
Tanim 1.16 : (0) ideali yari-asal olan M I'-halkasina yari-asaldir, denir.

Sonug 1.17 : ( Kyuno, 1978 ) Bir M I'-halkasinin yan-asal olmasi icin
gerek ve yeter kosul aI'MLa = (0) oldugunda a = 0 olmasidir.

Teorem 1.18 : ( Kyuno, 1981 ) M, min —r koguluna sahip yari-asal I'-
halkasi ve I, Iy, ..., Im, J1, Jo, ..., Jp ler minimal sag idealler olmak iizere M =

LehLhe..®l,=Ji®he..6J,olsun. O zaman m = n dir.

Teorem 1.18 deki m = n tamsayilarina min —r koguluna sahip M yar-asal
[-halkasimin sag boyutu denir ve dim (Mg) ile gosterilir. Benzer bi¢imde bir
I’-halkasinin sol boyutu da tamimlanabilir. Eger M basitse yari-asaldir.

Herhangi bir G toplamsal grubu i¢in G izerindeki biitiin matrislerin toplam-
sal grubu G ,,,, ile gosterilsin. M bir I™-halkas: olsun. M tizerindeki m x n
tipinde mafrislerin kiimesi M ,,, ile ve I' iizerindeki » x m tipinde matris-
lerin kiimesi I’  ile gosterilsin. (ay;), (bi;) € M mn ve (v;;) € T nm igin,
Cij = D p 2 q@ipYpgDi Olmak tizere, (ai;) (v;;) (bij) = (ci;) biciminde tanim-
lanir. Boylece M ,,,, bir I' ,, ,,-halkasidir.

Teorem 1.19 : ( Kyuno,1982 ) M, min —r ve min —! kogullarina sahip
basit I-halkasi ve x := {7y € I'| MyM = 0} olmak tizere, I'y = I, olsun. D
nm; D boliim halkas: tizerindeki biitiin n x m tipindeki matrislerin toplamsal
abelian grubu, I''; D boliim halkas: tizerinde biitiin m x n tipinde matrislerin
toplamsal abelian grubunun sifirdan farkh altgrubu, m = dim (M) ve n =

dim (Mpg) olmak tizere, M Ty -halkasi, D ,,,, I'-halkasina izomorfiktir.
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Tanim 1.20 : M bir I'-halkasi olsun. U , M nin bir alt kiimesi olmak

iizere,
AnmU = {a € M| al'U =(0)}

kiimesine U nun sol sifirlayan: denir.

Benzer bigimde Ann,.U, sag sifirlayan da tanimlanabilir.

Tanim 1.21 : V, M I'-halkasiun bir ideali olsun. V nin M ig¢indeki
herhangi sifirdan farkl ideal ile arakesiti sifirdan farkli ise V' ye M nin essential

ideali denir.

Lemma 1.22 : ( Soytiirk,1994 ) M bir yari-asal [-halkasi ve U, M nin
sifirdan farklh bir ideali olsun. O zaman Ann,U = Ann,U dur ve bu durumda

AnmU = Ann, U = AnnU yazlir.

Lemma 1.23 : ( Soytiirk,1994 ) M bir yari-asal I'—halkas1 ve U, M nin
sifirdan farkl bir ideali olsun. Bu durumda;

(i) AnnU, M nin bir idealidir.

(i1) U N AnnU = (0) dur.

Tamim 1.24 : M bir I-halkas: ve A toplamsal degigsmeli grup olsun. - :
MxT'xA— A, (m,v,a) — mya ¢arpma iglemi tanimlansin. Eger agagidaki
kogullar saglaniyorsa A ya bir sol M-modiil denir:

(1)Vm € M,Va,be ANy €T my(a+b) =mya+myb

(11) Vmy, me € M,Ya € ANy € T' (m; +m3) va = myya + myya

(i11) Vmy, mq € M,Va € A, V7, 8 € T myy (mefa) = (myyms) Ba

Benzer bigimde sag M-modiil tanimlanabilir.
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Tamim 1.25 : M bir I'~halkasi, A ve B M-modiiller olsun. f : A — B
doniigtimi agagidaki kosullar saglarsa f ye sol M-modiil homomorfizm denir:
VYaj.a2 € A, Ym € M ve Vy € T icin,

(1) f(a1+a2) = f(a1) + [ (a2)

(i) f (mya1) = myf (a1)

Benzer bigimde sag M-modiil homomorfizmi de tanimlanabilir.

Tamim 1.26 : A, M I'-halkasinin bir modiilii olsun. Eger A asagidaki
ozelligi saglarsa o zaman A ya projektif modiil denir.

Ay, Ag; keyfi M-modiiller olmak tzere; f : A; — Ay epimorfizm olsun.
g : A — Ay modil homomorfizmi i¢in fh = g olacak sekilde h : A — A,

modiil homomorfizmi vardr.

Lemma 1.27 : M I-halkasi ve P, (i € I) M-modiiller olsun. Buna gore;

> P; direkt toplam: projektiftir < Vi € I, P; ler projektiftir.
il

Uyar1 1.28 : M birimli I'-halkas1 ve A M-modiil olsun. Buna gore;
(3) B={1yva| ac AveyeT}veC ={ac€ Al 1yva=0,7 € I'} olmak
tizere A nin B unitary ve C (MT'C = (0)) alt modiilleri i¢cin A = B @ C dir.

(43) A1, M T-halkasinda bagka bir modiil olmak tizere; A; = B; © C; ( B;
unitary, MT'C; = (0) ) olsun. Eger f : A — A; homomorfizm ise f (B) C B,
ve f(C) C C, dir.

(427) (ii ) deki homomorfizma epimorfizm ( izomOI:ﬁzm ) ise 0 zaman fp :
B — B ve fic : C — Cj epimorfizm ( izomorfizm ) duir.

(4v) Tamim 1.26 daki 6zellik suna denktir: Keyfi bir ® : A" — A epimorfizmi
icin A' = Ker® @ A" aynigimi vardr.

Tanum 1.29 : A, M T'-halkasimin bir modiilii olsun. Eger A agagidaki

ozelligi saglarsa o zaman A ya injektif modiil denir.
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A1, Ag; keyfi M-modiiller olmak tizere; f : A; — A; monomorfizm olsun.
g: A — A M-modill homomorfizmi igin hf = g olacak bigimde h : Ay — A

M-modiil homorfizmi vardir.

Uyar1 1.30 : Uyan 1.28 ( iii ) den Tamm 1.29 daki 6zellik suna denktir:
Keyfi bir ® : A — A" monomorfizmi icin A" =Im® @ A" aynigim vardir.

Lemma 1.31 : M I-halkasi ve P; (i € I) M-modiilleri olsun. Buna gore;

[1F7; direkt carpum injektiftir <> Vi € I, P, ler injektiftir.
iel

Simdi tezde elde edilen sonuclar: bir sira igerisinde verelim:

(1) M bir yan-asal I-halkast ve @Q., M nin quotient halkas: olsun. Eger
r,8,Ti,8; € (), olmak lizere, li}nri =r, li}ﬂsi = g ise li}n (rifts;)) =r+sve
li}n (rias;) =ras ¥V a € dir.

(2) A Cpr-modiilti tizerinde agagidakiler denktir:

(z) A modiiliiniin elemanlarimin herhangi yonlii kiimesi birden fazla limite
sahip degildir.

(#4) Herhangi tek elemanl kiime kapaldur.

(42) {04} altmodiilii kapalidir.

(iv) A non-singiiler modiildiir.

(3) Q, ve E (Q,,T") modiilleri non-singiilerdir.

(4) Eger T, @, nin althalkas: ise onun kapanisi T da bir althalkadir.

(5) T, Q, nin althalkas ve U, T nin bir ideali olsun. Bu durumda U, T
nin bir idealidir.

(6) Q. ve E (Q,,T") modiilleri tamdr.

(7) @ ve Cr halkalar1 @), de kapalidir. Bu yiizden Ct iizerinde tam mod-

tillerdir.
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(8) Cr tizerinde herhangi tam non-singiiler modiil injektiftir ve tersine Cr
iizerinde herhangi injektif modiil tamdir.

(9) Bir yari-asal I'-halkasinin genellesgtirilmis centroidi bir regiiler self-injektif
I'-halkasidir.

(10) E, Cr daki idempotentlerin kiimesi ve ) (£), E nin quotient I-halkas
olsun. O zaman @ (F) = F dir.
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2. BOLUM
ASAL VE YARI-ASAL I'-HALKALARININ CENTROIDi

UZERINE

Bu boliimde tezimizde elde edilen sonuglar: temel alan konularla ilgili daha

once yapilan ¢aligmalarin ozeti verilecektir.
2.1 Asal I-Halkalarimin Centroidi Uzerine (Oztiirk ve Jun,2000)

Bu caligmada asal I'-halkalarinin centroidi tanimlanmsgtar.

M bir asal [-halkasi ve MT'M # M olsun.

M :={(U, f)U(#(0)) M nin ideali ve f : U —» M sag M-modiil homomorfizm}

kiimesini alalim. M {zerinde ~ bagntisi agagidaki gibi tamimlansin :

"(U,f) ~(V,g) dir & IW (#(0)) Cc UNV vardir 6yleki W de f = ¢
dir.”

M asal T-halkasi oldugundan (0) # W ideali bulmak miimkiindiir. ~
bagintis1 M {izerinde bir denklik bagintisidir. Boylece M denklik siniflarina
ayrilir.

F={g:VoM|(Uf)~(V,g)}

olmak {izere denklik siiflan1 C1 (U, f) = file, biittin denklik siniflarinin kiimesi
Q ile gosterilsin.
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Q tzerinde + toplama iglemi, f +¢g : UNV — M bir sag M-modiil

homomorfizmas: olmak iizere;

F+G:=ClLUf)+Cl(V.g)= CIUNYV, f+g)

bi¢iminde tamumlansin. Bu iglemle @) bir toplamsal degigmeli gruptur.

MUM # M ve M bir asal I'-halkasi oldugundan ({0) #) MI'M, M nin
idealidir. 15 : MI'M — M birimsel M-modiil homomorfizmini alalim. V0 #
B e I'igin MGM # (0) dir. Bu yiizden 1yg : MBM — M sifirdan farklh

M-modiil homomorfizmidir.

N::{(M,BM,lMg )|076ﬁ€1“}

kiimesi ve bu kiime iizerinde = bagmtisi agagidaki bicimde tammlansin :
"(MBM,1pp) = (MyM, 1) dir & 3IW := MaM (# (0)) € MM N
M~yM vardir oyle ki W de 1p8 = 1p, dir”
~, N iizerinde bir denklik bagintisidir. Boylece N denklik simflarina ayrilir.
(MBM,1pp) y1 kapsayan denklik siufi Cl (MBM, 1p5) = B ile ve ~ ya gore

N deki biitiin denklik stuflarmin kiimesi T ile gosterilir.

EIZ {1M'y . M’)’M — M| (M,BM, 1Mﬁ) ~ (M’)/M,].M,y)}

ve

| f::{ﬁlo#ﬂer}u{a}
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dir. Burada 0 : MTM — M, z + 0 déniisiimii olmak tizere; 0 := Cl (MT' M, 0)
seklindeki denklik sinifidir.
T {izerinde + toplama iglemi, V0 # 3,0 # v € I igin;

B+7 = CUMBM, 1) + CUMYM,131,) = CL(MBM N My M, Lag + Lasy)

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda (f‘, +> toplamsal degismeli gruptur.

Buna gore, (,,.,.): @ XT'xQ — @Q, (f, ﬁ, 'j) — fﬁ? dontigiimii tamimlan-

S11.

VTMBMTU — {Z vy maBnscu;

v €V, u; €U, my,n; € M ve ai,’YiEF}

M nin bir ideali ve fly39: VIMBMTU — M,
(f1mpg) (Z “z"nmzﬂniazﬂi) = f (Z 9(1’i)7imi5niaiui)
doniigiimii bir sag M-modiil homomorfizmasi olmak iizere;
f,&ij = ClU, fYCUMBM,148)CIU(V,g) = CUVTMBMTU, fluygg)

ile tanimlanmir. ) bu iglemle birimli T-halkasidur.

Her 0 # 8 € T igin ¢ (B) = B ile taniml ¢ : I' — T doniigtimi bir
izomorfizmdir. Boylece  T-halkas: bir [-halkasidur.

M nin sabit bir a elemam ve herhangi v €T igin Aoy () = ayz, VT € M
ile tammlt Ay, : M — M doniigtimiint diislinelim. A4, bir sag M-modiil

homomorfizmidir. Bu durumda A,y € @ dur.
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Boylece WV : M — Q,Va e Mvey€Tlicin ¥(a)=0a=Cl( M, )
doniisiimii tanunlanabilir. ¥ bir monomorfizmdir. O halde M @ nun bir alt
halkasidir. @ ya M nin quotient I-halkas1 denir.

M herhangi bir I’-halkas: ( Barnes anlaminda ) ve E (M, T") , M nin toplam-
sal grubunun endomorfizmlerinin kiimesi olsun. £ (M, I') C @ bir I-halkasidr.

a € M,her m € Mvey € I'igin R, : M — M, R,(m) = mvya ve
L,: M — M, L, (m) = aym dontigtimlerini tammlayalm. B (M,T"),a € M
i¢in biitiin R, ve L, lar tarafindan tiretilen £ (M,T") min althalkas: olsun.

Tanim 2.1.1 : E(M,I') min, B(M,T') nin elemanlan ile degismeli olan
elemanlarinin kiimesine M nin centroidi denir.

Kolaylik saglamak igin g € @ yerine ¢ kullanacagiz.

Lemma 2.1.2 : M bir asal [-halkasi olsun. Herbir 0 #q € @ igin ¢ (U)
C M olacak sekilde M nin (0) # U ideali vardr.

Lemma 2.1.3 : M bir asal I'-halkasi olsun. M nin () quotient I'-halkas:
asal I'-halkasidir.

Tanim 2.1.4 :
Cri={g€Q| g7f=fv9, Vf€Q, €T}
kitmesine M I'-halkasinin genigletilmis centroidi denir.

Lemma 2.1.5 : M asal [-halkasi, Ct M nin genigletilmis centroidi olsun.
0 +# a;, 0 £ b; € M igin eger > ay,20,b; = 0, Vo € M ve B3,,v, € T ise a; ler

(b; ler) Cr iizerinde lineer bagimhdir.
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Sonug 2.1.6 : M asal I-halkasi, Cr M nin genisletilmis centroidi olsun.
Buna gore a,b € M icin ayzfBb = byzfa, Vz € M ve V3,7 € T ise o zaman
b = Aaa,Va € T olacak bigimde I\ € Cr vardir.

Simdi I'-halkasinda simetrik bi-tiirevin tammini verelim:

M bir I'-halkasi olsun. D(.,.) : M x M — M déniigiimii argiimentlere
gore toplamsal ve Vz,y € M, D(z,y) = D(y,z) kosulunu saghyorsa bu
doniigiime simetrik bi-toplamsal doniigiim denir. d : M — M, Vz € M,
d(z) = D(z,z) ile tammlanan doniigime D (.,.) nin izi denir. Eger D (.,.)

simetrik bi-toplamsal doniiglimii, herhangi z,y,2z € M, 8 € T igin;

D (zfy,z) = D (z,2) By + 26D (y, 2)

kogulunu sagliyorsa D ye simetrik bi-tiirev denir. D (., .) simetrik bi-toplamsal

doniigtimiiniin izi, Vz,y € M,

d(z+y)=d(z)+d(y)+2D(z,y)
bagintisim saglar ve ¢ift fonksiyondur.

Lemma 2.1.7 : M 2—torsion free asal I'-halkasy, D( .,. ) M nin simetrik
bi-tiirevi ve d, D( .,. ) nin izi olsun. Eger a € M sabit. olmak tizere; Vz € M

veyel,

ayd(z) =0 (1)

isea=0yada D=0 dr.
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Lemma 2.1.8 : M 2 —torsion free asal I'-halkasy, Dy (.,.) ve Dy (.,.) M
nin simetrik bi-tiirevleri ve d; , dy D; (.,.) ve Dy (.,.) nin izleri olsun. Eger,

Vr,y € M, v €T ved; #0 igin,

dy (z) vd2 (y) = da () vd1 () (2)

ise Cr, M nin genigletilmis centroidi olmak lizere; ds (z) = Aad; (z),Va € T
olacak bicimde JA € Cr vardir. .

Teorem 2.1.9 : M 2 — torsion free asal I-halkasi, D, (.,.), Dy (.,.),
D5 (.,.) ve D4 (.,.) M nin simetrik bi-tiirevleri ve d, do, d3, d4 sirasiyla D (., ),
Dy (.,.), D3(.,.) ve Dy(.,.) lin izleri olsun. Buna gore; d; # 0 # d4 olmak
tizere; Vz,y € M, Vy el

dy () vda (y) = ds () vds (y) (3)

ise 0 zaman Cr M nin genisletilmig centroidi olmak iizere; ds () = Aady (x)

ve ds (z) = Aad, (z), Yo € T olacak bigimde 3 A € Cy vardr.

Asal Gamma Halkalarinin Centroidi Uzerine-II (Oztiirk ve Jun,
2001)
Bu makalede I'-cisim tanimlanmis ve bir M I'-halkasinin genigletilmig cen-

troidinin cisim oldugu ve bununla ilgili 6zellikler ispatlanmigtir.

Tamm 2.1.10 : M birimli bir [-halkas) olsun. M nin bir u elemam M
de carpimsal terse sahipse u ya tersinirdir, denir. Eger M nin sifirdan farklh
her elemarnu tersinirse M ye I-boliim halkas: ( division ring ) denir. Eger M

degigmeli I'-bolim halkas: ise M I'-halkasina I'-cisim denir.
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Lemma 2.1.11 : M asal I'-halkasinin genigletilmig centroidi bir cisimdir.

Tanim 2.1.12 : M TI’-halkasiy, Cr M nin genisletilmis centroidi olsun.
S = MT'Cr ya M nin merkezi kapanigi denir.

Teorem 2.1.13 : Cr, M I'-halkasimin genigletilmis centroidi olsun. Eger a
M nin sifirdan farkh eleman: olmak tizere, her z,y € M ve v,,7v,8;, 8, € T icin
ay,2Y208,yBsa = aByByay,zy.a ise S = MI'Cr minimal sag ( sol ) ideale
sahip bir ilkel ( primitive ) I'-halkasidir ve bu sag ( sol ) ideal iizerinde S nin
degigmeli halkasi yalmzca Cr nin kendisidir.

Teorem 2.1.14 : M birimli basit [-halkasi olsun. M deki baz1 0 # a
elemanlan i¢in a,zv,a0,y82a = aByBray 27,0, Vo, y € M, Vvy1,7,0:, 8, €
I’ oldugunu varsayalim. D .., D bolim halkas: tizerindeki biitiin n x m
tipinde matrislerin toplamsal abelian grubu ve I', D bdéliim halkas: iizerinde
biitiin m X n tipinde matrislerin toplamsal degismeli grubunun sifirdan farkh
altgrubu olmak tizere; M, D ,, ,, [-halkasina izomorfiktir. Ustelik; M, Cr cismi

tizerindeki biitiin n x n tipinde matrislerin I'-halkasidir.

Teorem 2.1.15 : M bir asal ['-halkas1 ve Cr M nin genisletilmis centroidi
olsun. Eger a ve b, S = MTI'Cr da sifirdan farkh elemanlar olmak iizere her

z € M ve~,8 €T igin ayzBb = bBzvya ise 0 zaman a ve b Cp-bagimlidir.

Teorem 2.1.16 : M bir asal I’-halkasi, M nin quotient I™-halkas: ve Cr

M nin genigletilmis centroidi olsun. Eger g, @ nun sifirdan farkh elemani olmak

tizere her z,y € M, v1,7308;, 8, € T i¢in qv,27,48,¥829 = qB1yB2q7:127,9 ise

o zaman e bir idempotent ve el'S {izerinde S nin degismeli halkas1 CrI'e olmak

tizere S, el'S sag ( sol ) minimal idealine sahip ilkel ( primitive) I'-halkasidir.
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2.2 Yari1-Asal I'-Halkalarinin Genellesgtirilmig Centroidinin Regiiler-
ligi ( Oztiirk ve Jun, 2004 )

Bu boliimde yari-asal I'-halkalarinin genigletilinig centroidinin ¢zelliklerini

verilmektir.

M bir yari-asal I'-halkasi olsun. M deki sifir olan sifirlayanlara sahip ideal-
lerin kiimesini F' ile gosterelim. Bu durumda, F' kiimesi ¢arpma iglemine gére

kapalidir. Yani U,V € F i¢in UT'V € F dir.

Lemma 2.2.1 : M bir yari-asal I-halkasi ve U, M nin sifirdan farkl ideali
olsun. U + AnnU direkt toplam: F e aittir

Lemma 2.2.2 : M bir yari-asal [-halkasi ve U. M nin sifirdan farkh ideali

olsun. U € F dir < U essentialdir.

Uyar:1 2.2.3: Eger U,V € Fise UNV € F dir.
M bir yari-asal I-halkas1 ve MI'M # M olsun.

M:={(Uf)| f:U— M bir sag M-modil homomorfizm, VU € F }

kiimesi tanumlansin. M {izerinde ~ bagintis: ;

U, f)~(V,g) dr & IW CUNV vardir 6yle ki W € F de f = g dir”
geklinde tammlamr. F carpma iglemi altinda kapali oldugundan boyle bir
U € F ideali bulmak mﬁmkﬁi\idﬁr. Bu yt’izden‘ ~ bir denklik bagintisidir.
Boylece M denklik siniflarina ayrilir.

F={g: V- M(Uf)~(V,g)}
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olmak tizere denklik siniflary ClL (U, f) = fve biitiin denklik simiflarinin kiimesi
Q ile gosterilir. f+g:UNV — M bir sag M-modil homomorfizm olmak

iizere () tizerinde + toplama iglemi;
F+3:=ClLUf)+ClL(V,g) = CHUNYV, f +g)

ile tanimlanir. @ bu iglemle toplamsal degismeli gruptur.

MT'M # M ve M bir yari-asal I'-halkas1 oldugundan, MT'M, M nin sifir-
dan farkl bir idealidir ve bu ytizden her 0 £ 8 € I icin MBM (# (0)) M nin
bir idealidir. U, M nin sifirdan farkl bir ideali olmak tizere; (0) # MBMTU C
MBM NU dir. Boylece MGM essentialdir ve her 0 £ 8 € I' igcin MM € F
dir. 1y : MBM — M, 138 (m18mgy) = myfBmy seklinde M de sifirdan farkh

M-modiil homomorfizm tanimlanabilir.

N = {( MBM,1,3)|0# 08T}
kiimesi ve N iizerinde = bagintis1 agagidaki gibi tammlansin:
"(MBM,1yp) = (MyYM,1p,) dir & IW = MaM (€ F) C MBM N
M~yM vardir yle ki W € F de 1y = 1 dir.”
~, N tizerinde bir denklik bagintisidir. (MBM, 1) y1 igeren denklik smifi
CL(MBM, 1ys) = B ve ~ ya gore N deki biitiin denklik suuflarimn kiimesi T

ile gosterilir, oyle ki
P {Blo#ser}ufo)

dir. T tizerinde + toplama islemi; V3 (£ 0),v (£ 0) € T,

B+7 := Cl(MBM, 138) + CUM~M, 1347) = CL{MBM 0 MM, 1315 + 1pz)
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bi¢iminde tanimalnir. (f, —|—) bir toplamsal degismeli gruptur. VI MBMI'U €
F ve flypg : VIMBMTIU — M,

(f1ms9) (Z T’i’thmzﬂnz'aiui) = f (Z g( v )’ijiﬁnz‘aiui)

bir sag M-modiil homomorfizm olmak tizere;

() : QaleQ » @, (£.8,5) ~ FB

doniistimii agagidaki gibi tanimlanir:

fB3 = CUU, f).CUMBM, 1;5).CUV, g) = CLVTMBMTU, f1y39)

() bu iglemle bir T-halkasidir ve @ carpimsal birime sahiptir.

Her0#(3 €l icinp: T — T, ¢ (B) = B doniisiimii tammlansin. Burada
0 # B olmasi; ¢ altinda I' nin sifirimin goériintiisii T i sifin degildir, anlamina
gelmez. ¢ (0) =0 = Cl(MT'M,0pr) dir. Eger 8 = 0 ise MM = (0) dir. Bu
durum MM # (0) olmasiyla celigir. Bu yiizden doniisiim her 0 # 8 € T icin
p:I'—> f, w(B) = E biciminde tanimlanir. ¢ doniistimii bir izomorfizmdir,
yani Q T-halkas: bir [-halkasidir.

M de sabit bir a eleman1 ve her v € T" igin; Agy : M — M Ay (2) =
avyz,Vz € M, dontigiimii tanimlansin. A,, doniigiimii bir sag M-modiil homo-
morfizmdir ve bu yiiden A,y € @ dur.

Boylece ¥ : M — Q, ¥(a) = a = Cl(M,)\,,), Va € M ve v € T,
dénistimiint tammlayabiliriz. ¥ doéntisiimii bir icine sag M-modiil homomor-

fizmdir ve bu ylizden M, () nun bir alt halkasidur.
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Q@ ya M nin sag quotient I'- halkasi denir ve @, (M) ( yada kisaca Q ) ile
gosterilir. Benzer diisiince ile Q; (M), M nin sol quotient halkasida tanimlan-
abilir.

Kolaylik saglamak icin § € @ yerine ¢ kullanilabilir.

Tanim 2.2.4 : M bir yari-asal I'-halkas: ve ) M nin quotient I'-halkas:

olsun.

Cr:={g9€Q| g7f=fr9,VfeQveyeTl}

kiimesine M nin genellestirilmig centroidi denir.

Teorem 2.2.5 : M yari-asal I'-halkasi ve ) M nin quotient I’-halkas: olsun.
() I'-halkasi agagidaki 6zellikleri saglar:

(¢) Herhangi g € Q icin; q(Uy) € M ( yada gyU, € M, Vv € T' ) olacak
sekilde g : U — M bir sag M-modiil homomorfizmi ile U, € F essential ideali
vardir.

(4i) Eger ¢ € Q ve belirli bir U, € F igin q(U;) = (0) ( yada ¢gvU, = (0),
VyeT)ise ¢g=0 dir.

(¢13) Eger U € F ve ¥ : U — M bir sag M-modiil homomorfizm ise Vu € U,
U (u) =g (u) (yada U (u) = ¢yu, Yu € U, v € T' ) olacak sekilde ¢ € Q vardir.

(4v) W, Q da bir altmodiilii ve ¥ : W — @ bir sag M-modiil homomorfizm
olsun. Eger W, M I'-halkasinin ¥ (U) C M ve AnnU = Ann,W olan U
idealini icerirse, herhangi b € W igin ¥ (b) = ¢ (b) ( yada ¥ (b) = ¢b, herhangi
be W ve«y el igin ) ve herhangi a € Ann,.W igin g (a) = 0 ( yada gya = 0,
herhangi a € Ann.W ve v € I igin ) olacak gekilde bir ¢ € Q vardir

Onerme 2.2.6 : M bir yari-asal Ihalkasi ve Q. M nin quotient halkas
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olsun. Eger W, @ sag ( sol ) M-modiiliiniin sifirdan farkli altmodiilii ise

WTW # (0) dir. Ayrica @ bir yar1-asal I-halkasidir.

Tamm 2.2.7 : Eger herhangi z € M,a,8 € T icin 2’ 8zyz = z olacak
sekilde ' € M varsa M I'-halkasina regiiler denir.

Teorem 2.2.8 : M bir yari-asal I’-halkas1 ve Cr, M nin genellegtirilmis
centroidi olsun. Cr bir regiiler I'-halkasidir.

Uyar1 2.2.9 : Cr daki biitiin idempotentlerin kiimesi F,

e1<e & exvep=e,y€l
ile tammli ‘<’ bagintis: ile kismi siralidir.

Tamim 2.2.10 : M bir yarni-asal ['-halkasi, @ M nin quotient I-halkas: ve
S CQolsun. Vs € S, v €T, eys = s olan e(S) = e € Cr, idempotent

elemanlarin en kiiciigiine S nin dayanag denir.

Lemma 2.2.11 : M bir yan-asal ['-halkasi, ¢ M nin quotient I'-halkas
ve S C Q olsun. Eger S, e(S) = e € Cr dayanagma sahipse bir ¢ € Q icin
gyMT'S = (0) ( STM~q = (0) ) esitligi gve (S) = 0 a esittir.

Lemma 2.2.12 : M bir yan-asal I'-halkasi, Q M nin quotient I'-halkasi,
S CQveS,e(S)=ec Cr dayanagma sahip olsun. Eger 0 # e; < e(9) ise
€1F S # 0 dir.

Onerme 2.2.13 : M bir yari-asal I-halkasi ve Cr M nin genellegtirilmis
centroidi olsun. Eger Cr bir cisimse M I'-halkas:1 bir asal I'-halkasidir.
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3. BOLUM

YARI-ASAL I"-HALKALARININ GENELLESTIRILMIS
CENTROIDI UZERINDE MODULLER

Bu boliimde, ikinci boliimde verilen makalelerden yararlanilarak halka teorisin-

dekine paralel yeni tanimlar yapilmig ve bazi sonuclar elde edilmigtir.

Tanim 3.1 : M bir yari-asal I'-halkasi, Cr onun genellegtirilmis centroidi
olsun. Bu durumda;

(¢) I yonlt kismi sirali bir kiime, A bir Cr-modiil ve a € A olmak iizere;
Vi,jo€ I, i1 < jise e; < ej, sup{e;} = 1 ve eyya; = eyya, Vy € T ola-
cak bigimde{e;| i € I} idempotentlerin yonli kiimesi varsa o zaman a ya
{a; € A| i € I} kiimesinin limiti denir ve li}nai = a ile gosterilir.

(it) T C A olsun. {a; € T| i € I} kiimesinin limiti a ve a € T ise T ye

kapalidir, denir.

Onerme 3.2 : M bir yari-asal I-halkas: ve Q,, M nin quotient I-halkas:
olsun. Eger r, s,r;, s; € (), olmak lizere, li}nn- =r, li}nsi = s ise lign (ri £ s;) =

r+ s ve li}n (rias;) =ras \V a €T dir.

Ispat : li}nr,- =, li}nsi = s olsun. {e;}, {fi} idempotentlerin yonlii
kiimesi olmak tizere {r; & s;}, {rias;} , o € T kitmeleriigin {e;vfs] 1 € I, vy € T'}
idempotentlerin yonli kiimesini alahm.Her ¢ € I ve her v, 8 € T igin evye,Bf; =
0 ise o zaman keyfi j € I icin k > i, j olmak iizere; Vv, 3, a,0 € I icin

(eves) Bf; = e (eices) B (30 f2) = (evesBfi) aeial f; = 0

sup {fi} = 1 oldugundan eye; = 0 ve sup {¢;} = 1 oldugundan e = 0 dir.
Boylece sup{e;vf;} =1 dir.

(evfi) B(r = s) = (exvfi) Br £ (e fi) Bs = fiB (eiyr) £ ey (fiBs)
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= fiB (esyri) L ey (fiBs:) = e fiB (ri £ 85)
Dolayisiyla Tanim 3.1( i ) den li;n (r; £ 8;) = r £ s olur. Benzer bigimde;
e fiB (ras) = fiveB(ras) = fiy(efr)as = fiy(efri) as
= (es0r:) v (fias) = (eifri) v (fiusi) = ey fiB (riaxs;)

Dolayisiyla Tamum 3.1 (i) den li}n (rias;) = ras dir.

Tanim 3.3 : CT halkasinda A modiiliintin essential sifirlayanlara sahip
biitiin elemanlarinn birlesimine A mn singiiler altmodiilii denir. Bir modiiliin

singiiler altmodiilleri sifira egitse bu modiile non-singiiler modiil denir.

Teorem 3.4 : A Cr-modiili {izerinde a@aglda'kiler denktir:
(a) A modiiliintin elemanlarinin herhangi yonli kiimesi birden fazla limite
sahip degildir.
(b) Herhangi tek elemanh kiime kapahdir.
(¢) {04} altmodiilii kapaldir.

(d) A non-singiiler modildiir.

Ispat : (a) = (b) a € A ve {a} tek elemanh bir kiime olsun. {a} kiimesi
yonlii kiimedir. {e;| ¢ € I'} idempotentlerin yonlii kiimesi olmak tizere; e;ya =
eiva, v € I' oldugundan limit tanimindan li}na =a dir. a € {a } oldugundan
{a} kiimesi kapaldir.

(b) = (c) {04} altmodiili tek elemanl bir kiime oldugundan kapahdir.

(c) = (d) Sifir altmodiiliintin kapamgimn bir singiiler ideale egit oldugunu
gosterelim.{0,4} altmodiiliiniin kapali oldugunu kabul edelim.

Cr-halkasinda U essential ideal oldugunda e(U) = 1 dir. Gergekten; U
essential ideal ve e (U) # 1 olsun. f = 1 —e(U) # 0 olur. Bu durumda
Crvf # (0), Cr nin bir ideali ve U essential ideal oldugundan U N Crvyf = (0)
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dir. Ciinkii U N Cpyf # (0) olursa; en az bir 0 # z € U N Cpyf vardir.
z € Uvez € Cryf dir. z = cyf olacak sekilde ¢ € Cr vardir. z = ¢y f =
cy(1—e(U)) =c—cye(U) olur. efz = efc—elB (cye(U)) = eBc— (efc) ye =
efic — (eye) Bc = effc — effc = 0 dir. Yani e = 0 olur. e # 0 olmasiyla celisir.
O halde U N Crvyf = (0) ve dolayisiyla f = 0 olur. Bu ise f # 0 olmasiyla
geligir. O halde varsayimimiz yanhstir. Yani e(U) = 1 dir. Tersine eger
e(U)=1ve UNV = (0) ise V de segilen keyfi bir f elemani ve vy € T i¢in
fAU CVNU = (0) oldugundan f = e (U)~vf = 0 ve buradan V = (0) dir.
Yani U essential idealdir.

a € Z(A) olsun. Lemma 1.23 den Ann@ (@) 'bir essential idealdir. J bu
idealin biitiin idempotentlerinin bir kitmesi olsun. J yonltidiir. Bu durumda
her i € J i¢in taa = 0 = a0, « € ' dir. a; = 0 olmak {izere; liier?aj =aq
dir. Sonug olarak Z (A) C (0) dir. Simdi Z (A) mn kapali altmodiil oldugunu
gosterelim. a; € Z(A) olmak iizere; Ii?ai =avea¢ Z(A) olsun. f =
1 - e(Annc, (a)) # 0 alalim. {e;| ¢ € J} idempotentlerinin kiimesi i¢in limit
tanimindan sup {ei} = 1 dir. Herhangi bir j € J vardir 6yle ki fve; # O,
v € T dur. (;:Je Z (A) ise sup (Anng; (a;)) = 1 dir ve bir u; € Annc, (a;)
ve u;Bfve; # 0 dir. Burdan u;Bfve;aa = u;8fve;ja0; = fye;ja(u;Ba;) =0
dir. Bunun anlam u;8fve; € Anncp. (a) dir. f idempotenti Annc, (a) yn
sifirladigindan; fo (u;6fve;) = w;B(faf)ve; = u;Bfye; = 0 olur. Bu ise
u;Bfve; # 0 olmasiyla celigir. O halde a € Z (A) dur.

(d) = (a) Kabul edelim ki a; elemanlarimin herhangi bir yonli kiimesi,
at) # a'® olacak sekilde iki limite sahip olsun. {e;}. {f;} idempotent kiimelerini

alalim. Bu durumda

(e:Bfi) v (@) — a®) = (e8f:) va'V) — (e:B3f:) va®

= fi8 (erya®) — e:B (fiva®) = fiB (eya:) — e:B (fivas) = 0

28



Onerme 3.2 yi dikkate alirsak; sup {e;vfi} = 1 oldugundan a¥ — a® =0,
yani a®) = a® elde edilir. O halde {a;| i € I} ailesinin limiti tek olur.

Uyar1 3.5: @, bir I-halkasi ve E (Q,,I"), @, nin toplamsal grubunun endo-
morfizmlerinin kiimesi olsun. E (Q,,I") mn bir I-halkasi oldugunu gostermek

kolaydir. F (Q,,[') I-halkasi, @, nin merkezi Cr tizerinde bir sag modiildiir.
Teorem 3.6: @, ve E (Q,,T") modiilleri non-singiilerdir.

Ispat : Onerme 3.4 iin (a) sikkini kullanalim.{r;| i € I'} kiimesinin {e;},
{f:} idempotent kiimelerine kargihk gelen limitleri sirasiyla r ve s olsun. Bu
durumda; e;8(fivyr) = fiB8(eiyr:) = e (fi'yr,;)' = e;B(fiys) dir. Baylece
(eBfi)y(r—s)=0dw. Egerr,s € Qriser—s =sup {e;8fi} v (r —s) =0dir.
Yani r = s olur. r,s € E(Q,,T") ise herhangi = € Q. i¢in ;8,7 (r — s) () =0

deklemleri r (z) = s (z) esitligini verir. Ispat biter.

Teorem 3.7 : Eger T, @, nin althalkas: ise onun kapanis T da bir al-
thalkadir.

ispat : & (T) ile T nin biittn limit noktalarimn kiimesini tammlayalim.
j bir limit sayis1 ve Th = T, Ty = k(T3), T; = iL<_JjTi olarak alalim.Bu du-
rumda biitiin 7; lerin birlesimi kapali bir kiimedir ve 7" y1 verir. Bundan dolay:
sonlu Gtesi tiimevarim ilkesine gore k (T') nin bir al"c halka oldugunu ispatlamak
yeterlidir. r;,s; € T igin li}nri =r, li}nsj = s ve {e;},{e;} srasiyla bu lim-
itler i¢in idempotentlerin kiimesi olsun.. {e;ve;| (i,7) € IzJ,v € T'} kiimesini
diigiinelim. Kabul edelim ki; (¢,7) < (i1,71) © ¢ < 41,5 < j; olsun. Bu du-
rumda; 11151} (rixsj) =rks, 111371 (riys;) = rys € k(T) olur ve boylece k (T')
bir althalkadir.
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Teorem 3.8 : T, (), nin bir althalkas1 ve U, T nin bir ideali olsun. Bu

durumda U , T nm bir idealidir.

Ispat : Teorem 3.7 deki gibi k (U) mn k (T) nin bir ideali oldugunu géster-
memiz yeterlidir. r;,s; € U i¢in li}nrz- =T, li5nsj = s ve {e;},{e;} swasiyla
bu limitler icin idempotentlerin kiimesi olsun. {e;ve;| (i,7) € IzJ,v € '}
kiimesini diigiinelim. Kabul edelim ki; (4,7) < (i1,71) < i < 41,5 < j; o
sun. Bu durumda; lligl}(ri:i:sj) =r+ts € k(U)ver; € T,s; € U igin
11151 (rivs;) = rys € k(U) ve syr € k(U) dir. Yani k(U), k(T) nin bir ide-

alidir.

Tanim 3.9 : A Cr-modiil ve {a;| i € [}, A nin elemanlarimin herhangi
bir kiimesi olsun. Buna gore sup{e;} =1 vei > jicin e;va; = ejya; ve e; > ¢,
olacak bigimde idempotentlerin yonlii kiimesi i¢in {a;| ¢ € I'} kiimesinin limiti

varsa o zaman A modiiliine tamdir, denir.
Teorem 3.10 : Q. ve E (Q,,T') modiilleri tamdir.

Ispat : Ilk olarak varsayahm ki i > j icin ejyr; = ejyry, e > e; ve

sup {e;} = 1 olacak bicimde r; € @, ve {e;} idempotentlerin kiimesi olsun.
N;={z € M| eisyx € M, e;ar;fz € M, v,a,8 € T'}

kiimesini alahm. Bu durumda N;, M nin bir sag idealidir. Gergekten her
z,y € N, icin e;yz, e;ar;fr € M ve eyyy, e;ar;By € M dir. Bu durumda
ez — ey = ey (x —y) € M ve e;ar;fz — e;ar;fy = e;ar,B(z—y) € M
olur. Yani x —y € N; dir. Her x € N; ve m € M igin, e;yx ve e;ar;fz € M
dir. (e;yz)a'm = ey (za'm) € M and (e;arifz) o'm = e;ar;8 (za'm) olur.

Yani za'm € N; dir. Boylece N;, M nin bir sag idealidir. r;, : U — M,
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z — r;(z) = riyz, v € I’ sag M-modil homomorfizm oldugundan e;yz ve
eiar;fx € M dir. Dolaysiyla U; C N; olacak bigimde U; € F (M) vardir.
N = LZ,JeﬁN,-, v € T birlesimi de bir sag idealdir. Gergekten e;va;, e;jva; € N
ve k > 1,7 icin
exaryf (esva; + ejya;) = eparifeya; + eparyfBe;ya;
= erBe;arpya; + exfejaryya; = e;aryya; + ejaryya;
= e;aryya; + e;ar;ya; € M.
Benzer sekilde
ext (e,70; + €57a;) = exoe;ya; + exae;ya; = e;ya; + ejya; € M dir.
Boylece e;ya; + ejya; € exy Ny, dir. Herhangi m € M, o €T igin;
erQ ((ei'yai) o/m) = (exoe;) Yaia'm = (e;ya;) a'm € M ve
exorf3 ((ei'yai) o/m) = (eparyBe;va;) o' m
= (exfBe;aryya;) a'm = (esaryya;) a'm
= (e;aryya;) om € M
Buradan ise (e;ya;) am e exYNe. Yani N is an idealdir. eyvN, D eU;
iken N D > e;yU; = U, M nin bir idealidir. Ayrica U nun sifirlayam sifira
egittir. Gercekten z8U = (0), B € T ise zfe;vU; = (0) oldugundan z8e; = 0
ve sup{e;} = 1 oldugundan z = 0 dir. £ : N — M, £ (eyva;) = riBeya; ile
tanmimlanan doniigtim bir sag M-modiil homomorfizmdir. Eger e;va; = e;7va;
ve k > 1,7 ise rfe;va; = riBeyya; = rpBejya; = riBejya; oldugundan £ iyi
tanmimhdir.
€ (eiva: + e5va;) = ref (eiyai + ejva;) = riBeiva; + rifejya; = riferya; +
riBejvas, ,
€ ((eiyas) am) = r;8 ((esyai) am) = (r;Beyva;) am = £ (eiya;) am.
Yani £ bir sag M-modiil homomorfizmasidir. £ nin tammli oldugu bélge

U € F (M) idealini kapsadigindan Teorem 2.2.5 den, rBe;va; = r;8e;va; olacak
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sekilde bir r € ), elemani vardir. Bu durumda (r[éei — r;Be;) ya; = 0 dir. Yani
(rBe; — rife;) YU; = 0. U; essential ideal oldugundan rf3e; — r;8e; = 0 dir. Bu
durumda rBe; = r;8e; dir. Yani li}nm = r. Ispat biter.

Eger r; € E(Q,,T") ise herhangi z € Q, i¢in r; (z) in bir limiti vardir ve

r(z) = r; (z) alabiliriz. Bu durumda Ii}n'ri = 7 dir. Ispat biter.

Teorem 3.11 : () ve Cr halkalar1 ), de kapalidir. Bu yiizden Cr iizerinde

tam modiillerdir.

ispat t i €EQver = li§nri alalim.. Teorem 2.2.5 den, U;Br;ae; C M,
Usae; © M olacak sekilde U; € F (M) vardir. V = } Uae; € F(M) ise
bu durumda U;ae;fr = Usae;fr; ve buradan ryV C M oldugundan r € @
dur. Yani Q kapalidir. Cr altmodiilii ad a : z — ayz — zva, v € T seklin-
deki tamamen siirekli dontisiimlerinin ¢ekirdeklerinin arakesiti olarak kapalidir.
r; € Cr ve li}m‘, = r olsun. e;,8(ad a(r)) = e;0 (ayr — rya) = e;8(ad a(r;))

oldugundan ad a (r) = li}nad a (r;) dir. Teorem ispatland.

Teorem 3.12 : Cr ilizerinde herhangi tam non-singiiler modiil injektiftir

ve tersine CT lizerinde herhangi injektif modiil tamdir.

ispat : T, A Cr modiliiniin tam non-singiiler altmodiilii olsun. 7' nin
bir direkt toplam olarak A dan gikarilabilecegini gosterelim.

A da T ile kesigimleri sifir olan biitiin altmodiillerin kiimesini diigiinelim.
Bu kiime kapsama bagintisiyla yonli kiime oldugundan Zorn Lemma ya gére
bu kiimede en az bir A" maksimal elemani vardir.

A’ niin A da kapali altmodiil oldugunu gosterelim. lima; = a, a; € Al ve
{ei| i € I} idempotentlerin kiimesi olsun.. Eger a ¢ A’ ise (A" + Crya) NT %
(0) dir. ¢ € A vece Crigint =a +cya #0, v €T olsun. Herhangi
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i € I igin e;ot = ejaa +ejacya € A NT ve A NT = (0) oldugundan T
altmodiiliiniin non-singiilerligi nedeniyle ¢ = 0 dir. Bu ¢ # 0 olmasiyla celisir.
a € A olmalidir,

a, A nin keyfi bir elemani olsun. a € A" + T oldugunu gosterelim. a ¢ A’
oldugunu kabul edelim. iya € A" + T, v € T olacak sekilde Cr daki biitiin
i idempotentlerinin / kiimesini digtinelim. Bukiime yonlidiir: ,,i3 € I ise,
Vy,8 € Tigin 41 V iy = i1 +4g — i1yip € I dur, &yle ki (i1 Viy) Ba = i18a +
(1 —41)vigBa dir. supl = 1 oldugunu gosterelim. Tersine f =1 —supl # 0
olsun. Eger f € I ise f2 = f oldugundan Vy € T igin fy (1 — f) = fysup] =
folur. fysupl = Oise f = 0 dir. f ¢ I. Boylece fya ¢ A" + T ve
ozellikle fya ¢ A’ oldugundan , (A' + Crafya) 0T # (0) dir. Birc € Cr
vea € A igin 0 # a' + cafya € T alam. Bu durumda 0 # cafya €
A + T dir. Cr regiiler I'-halkas: oldugundan bir ¢ elemam vardir. dyle ki
e, = ¢ Bc bir idempotenttir ve ca'e; = ¢ dir. Son esitlik gosterir ki e, f # 0
dir. Diger taraftan A" + T de elﬁ'fva e (c’ﬁc) ﬂlf'ya oldugundan e 4f € [
dir. Bununla birlikte Iy f = Iy (1 —supI) = I — Iy’ sup/ =1 — I =0 ve bu
yinden e1ff'f = (e16'f) = (8 £) (6'F) = (@18F) 7 f = 0 . Bu
ise e18 f # 0 olmasiyla celisir. sup ] = 1 olmahdur.

a; € A',t; € T olmak tizere; iya = a; + t; olsun. Eger j < i ise j8a =
3B (iva) = jBa;+jBt; dir. A'+T direkt toplam gibi ise a; = jfa;, t; = jft; dir.
T modiilii tam oldugundan l}é?ti = ¢t limiti vardir. iya = a; + ¢; oldugundan
iva—t; = a; € A" dir. Her iki taraftan limit alwsak, sup ] = 1 oldugundan
a—t= li}nai ve A’ kapah oldugundan a —t € A’ olur. Yania € A + T dir.

Tersine A bir injektif Cr-modiil olsun. Crab tek eleman tarafindan tiretilen
serbest modiil olmak {izere, Crab = Cr dir. Gergekten; ¢ : Cr — Crab,

z — zab dontsimi bir izomorfizmdir. Eger z = y ise zab = yab, yani
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p() = p(y) dir. plz+y) = (z+y)ab = zab+yab = p(z) + ¢ (y) ve
¢ (zfc) = (zBc) ab = (zab) Bc = ¢ (x) e olur. Yani ¢ bir modiil homomor-
fizmidir. Eger zay = yab ise (x — y) ab = 0 dir. Cr regiiler halka oldugundan
z —y =0, yani ¢ = y dir. Buradan ¢ 1 — 1 dir. Her zab € Crab igin
¢ (z) = zab olacak sekilde en az bir z € Cr vardir. Dolayisiyla ¢ brtendir.
Ay = A® Crab direkt toplamim diigiinelim. {a;}, A nin elemanlarinin bir
kiimesi ve sup{e;} = 1 ve ve j > 1 i¢in e;8a; = e;8a;, VB € T olacak
sekilde {e;} idempotentlerin yonlii bir kiimesi olsun. A; de e;ya; @ eyb el-
emanlar1 tarafindan tretilen N altmodiiliinii digiinelim. NN A = (0) dir.
Gergekten; eger a = Z (c;:Beiva; @ c;Beiyb) € A ise (Zc,ﬂei) vb = 0 olur.
Cr T'-halkasinn regﬁle}liginden Zczﬂei = (0 dir. Son t(;plamda, 7, © eleman-

larimn bir tist smur: olsun. 0 = (Zc,ﬂei> va; = Zciﬂei'yaj = Zciﬁenai
oldugundan a = 0 dir. Boylece gozz A — A/N czlogal homomoi"ﬁzmi bir
gomiilmedir ve her 7 icin e; vy (a;) + e;vb = 0 esitliklerini yazabiliriz. Gergek-
ten; o (e;va:) = ey (a;) € Ay/N dir. Burdan e;yp (a;) = a3 + N, a1 € Aidir.
ey (a;) = eyya; & eyb + N oldugundan ey (a;) + e;v6 = 0 olur. Simdi
injektifligin tanimim uygulayalim: ¢¥ = 1 olacak sekilde ¥ : A;/N — A
homomorfizmi vardir. a = —¥ (b) olsun.

0 =V (esvp (a;) + exvh) = eyV (¢ (@) + ey¥ (b) = eva; — eya.

Yani e;va; — e;ya = 0 olur. Buradan e;ya; = e;ya dir. Bu durumda

li}nai = g dir. Ispat biter.

Sonug 3.13 : Bir yari-asal I'-halkasinin genellestirilmis centroidi bir regiiler

self-injektif I'-halkasidir.

Uyar1 3.14: Herhangi yari-asal, self-injektif, komiitatif bir M I-halkas:

ile onun genellegtirilmis centroidi aymidir. () Martindale ia quotient I'-halkas
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olsun. @ yu bir sag M-modiil olarak diigiinelim. M C @ oldugundan @ =
M @ A direkt ayrisumi gecelidir. Eger a € A ise quotient halkas: tanimindan
bir U € F' ideali i¢in ayU € M, v € T dir. Diger taraftan ayU = (0) dir. U
essential ideal oldugundan a = 0 ve dolayisiyla A = (0)dir. Boylece M = Q

dur.

Teorem 3.15: E, Cr daki idempotentlerin kiimesi ve @ (E), E nin quo-
tient [-halkasi olsun. O zaman @ (E) = FE dir.

Ispat: U, E nin essential ideali olsun. Bu durumda supU = 1 ve eger
gyU C E ise q € Q (F) dir. e, = gyu ve U idempotentlerin yonlii bir kiimesi
olsun. Cr tam oldugundan e = lilgneu limiti vardir. Aciktir ki e bir idempotent
ve (e — q) yu = e, — ¢yu = 0 oldugundan (e — ¢)*yU = (0) dir ve U essential
ideal oldugundan e — ¢ = 0 dir. Boylece e = q € E dir. Dolayisiyla Q (E) = E

olur.
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