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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

SINGULER STURM - LIOUVILLE OPERATORU ICIN TERS
(INVERSE) PROBLEMLER

A. Sinan OZKAN
Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisfi
Matematik Ana Bilim Dali

Danigman: Prof Dr. Rauf AMiROV

Bu tez, giris ve dort béliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, lineer operat6rlerin temel tanim ve teoremleri verilmistir.

Ikinci boliimde, simetrik operatorlerin  selfadjoint geniglemeleri
incelenmistir.

Uglinci  boliimde, simetrik diferansiyel operatorierin  selfadjoint
genislemeleri aragtirllmig ve Bessel Potansiyelli, dissipative Schrddinger
operatdriintin bir selfadjoint genislemesi verilmigtir.

Dordilnct  boliimde, Sturm — Liouville operatdriiniin bazi spektral
Ozellikleri verilmistir. Ayrica bu boliimde, asagidaki L operatérii tarafindan
tiretilen bir inverse problem igin teklik teoremi ispatlanmigtir.

—y"+g(x)y =)y

L:3y'(0)-hy(0)=0

Y()+Hy()=0

Burada 0<x<1 ve g(x)e L,(0,1) dur.

Anahtar Kelimeler: Simetrik operatér, dissipative operatér, Schrédinger

operatdrli, selfadjoint genisleme, Sturm — Liouville operatorii, inverse prdblem.
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SUMMARY
MsC Thesis

INVERSE PROBLEMS FOR
SINGULER STURM - LIOUVILLE OPERATOR

A. Sinan OZKAN

Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Rauf AMIROV

This thesis has formed by introduction and four parts.

In the first part, basic definitions and theorems for linear operators have
been given.

In the second part, selfadjoint extensions of symmetric operators have
been investigated.

In the third part, selfadjoint extensions of symmetric differential operators
have been studied and a selfadjoint extension of dissipative Schrodinger operator
with Bessel potential has been given.

In the fourth part, some spectral properties of Sturm — Liouville operator
have been given. Moreover, in this part, a uniqueness theorem which is generated
by the following operator L has been proved:

—V'+q(x)y=2Ay

L:y'(0)-my(0)=0

YD+ Hy()=0

where 0<x <1 and q(x) e L,(0,1).

Key Words: Symmetric operator, dissipative operator, Schrddinger

operator, selfadjoint extension, Sturm — Liouville operator, inverse problem.
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GIRIS

Fonksiyonel analiz, matematiksel fizik ve uygulamali matematigin birgok
6nemli problemi, operatSrler teorisi yardimuyla c¢oziime kavugur. Operatorler
icerisinde ise selfadjoint (6zeslenik) operatorler simifi ayri bir yere sahiptir.
Ozellikle, lineer cebirsel denklem sistemleri, lineer diferansiyel denklemler ve
integral denklemler teorilerinde adjoint operatdr kavrami 6nemli rol oynar. Bir
operatériin adjoint operatériiniin bulunmasi ise her zaman kolay olmayabilir. Bu
noktada, selfadjoint operatérlerin 6nemi ortaya ¢ikar. Zira bu tiir operatérierin
adjointi kendine esittir. Diger yandan selfadjoint operatorlerin spektrumu reeldir
ve farkli 6zdegerlere karsilik gelen o6zfonksiyonlari ortogonaldir[1]. Ayrica,
kompakt selfadjoint operatérler igin gegerli olan Hilbert Schmidt Teoremi[2],
Spektral Teorem adiyla, kompakt olmayan, selfadjoint operatérlere
genellestirilebilmistir[2]. Biitiin bu Ozellikler ve daha fazlasi, selfadjoint
operatdrlerin 6nemini ortaya koyar. '

Bu ¢alismanin 2. ve 3. béliimlerinde, verilen bir operatoriin, selfadjoint bir
operatdre genisletilebilmesi icin saglamasi gereken sartlar arastirilmis ve bu
sartlar saglandiginda, selfadjoint genislemenin kurulma y6éntemi verilmistir.

Selfadjoint genislemeye sahip olabilecek yapida olan operatorier icinde,

ilk sirada yer alan, simetrik operatdrlerdir. Bir L operatériiniin simetrik olmasi,

Lc L' olmast demektir. Yani, verilen operatdriin adjointi onun bir genislemesi

ise, bu operatdr simetrik operatérdiir. $imdi akla su soru gelir: “Hangi sartlar
altinda, simetrik L operatdriiniin, Lc L, c L kosulunu saglayan, selfadjoint bir

L; genislemesi meveuttur?” ikinci béliimde bu sorunun cevabi verilmis ve bu
genislemenin nasil kurulacadi gosterilmistir. Ayrica bu bélimde, simetrik
operatrlerden daha genis bir smif olan  dissipative  operatorler
incelenmistir[2],(3]. Ustincii béliimde ise bu genel teori, ikinci mertebeden
diferansiyel operatérlere indirgenmis; simetrik ve dissipative diferansiyel
operatSrlerin genislemeleri incelenmistir[1],[31,[5].

Son olarak 4.boliimde, selfadjoint bir operatér olan Sturm — Liouville

operatorii ele alinmus; onun bazi spektral ozellikleri incelenmis ve inverse



Sturm-Liouville problemi i¢in teklik teoremi ispatlanmustir. Inverse problemlerin
tarihsel gelisimi sOyle 6zetlenebilir:
1929’da Ambartsumyan[7] yayinladii makalede ispatlaﬁnstlr ki,

q(x) reel degerli, siirekli bir fonksiyon iken;
-y +g(x)y=hy, 0<x<1 (1)
Y0 =y' =0

probleminin 6zdegerleri, A, :(mr)2 , ne N seklinde ise g(x)=0 dir.

Daha sonra 1946°da Isvecli matematik¢i Borg[9], bu sonucu su sekilde

gelistirmistir: ,
Y'(0)-hy(0)=0 2
Y (D+Hy(1)=0 3)
V(O -ly0)=0, h#h “4)

dizileri sirasiyla, (1),(2),(3) ve (1),(4).(3)

olmak iizere, {K,?}Zl, ve {”n}:=1

problemlerinin 6zdeger dizileri ise bu durumda {1, }:z , ve {u, }Z , dizileri ¢(x)

fonksiyonunu ve %, 4, H sayilarmi tek sekilde belirler.

V.A. Marchenko Borg'un ¢aligmasinda ispatladig: teoremi, p(A) spektral
fonksiyonu yardimtyla vermistir. Marchenko’nun ¢alismalari ile hemen hemen
ayni zamanda M.G. Krein, [18] ¢alismasinda, Sturm — Liouville operat6riinii iki
spektruma gore belirlemek igin etkili bir yontem vermistir.

Gelfand, Levitan, Bargmann, Tikhonov ve Hochstadt, inverse problemler
teorisini gelistiren matematikg¢ilerden bazilaridir.

Yeryiiziinde karsilagilan bir ¢ok fiziksel problem inverse problemdir.
Ozellikle kuantum mekanigindeki bir ¢ok problem, inverse problemler yardimiyla

cOziiliir.



1. BOLUM
HIiLBERT UZAYLARINDA
LINEER OPERATORLERIN GENEL TEORISI:

1.1. HILBERT UZAYLARI:

Tamm1.1.1: X, C kompleks saytlar cismi tizerinde tanimli bir vektor
uzay:i olsun. Vx,y,ze X, VAeC icin asagidaki kosullari saglayan
(.,.):X x X — C fonksiyonuna X ’de bir i¢ ¢arpim; X ’e de bir i¢ ¢arpim uzayi
denir. |

i) (x,x)20, (x,x)=0&=x=0

ii) (x,)=(y.x)
i) (Ax, y)=A(x,»)
iv) (x+y,z)=(x,2)+(y.2)
Bu kosullardan dolayi her i¢ ¢arpum uzayinda,

(x.2) =X(x,y),
(x,y+z)=(xp)+(x.2)
gzelliklerinin de saglanacag: agiktir.

Herhangi bir i¢ ¢arpim uzayinda, Cauchy-Schwartz esitsizligi denilen

2
[ p) < (%) (3, 2)
esitsizligi gecerlidir.
Gergekten de, y # 0 icin (y =0 ise ispat agiktir.);

0<(x=Ap.x=2y)=(x,%) = A(x,3) = A(x,y) + Ak (3.»)

ifadesinde A = E_X_,J_/% secilirse istenen elde edilir.
WY

|x]=/(x.x) ifadesine x vektoriinin normu denir. I¢ ¢arpim uzaymnmn

tanimindan ve Cauchy-Schwartz esitsizliginden, asagidakilerin her bir x icin

saglanacagt kolayca gosterilebilir.



i) “x" >0, “x" =0 x=0
if) x| = A, 2eC

i) [le+ v <[]+ ]

Gergekte bu kosullan saglayan X vektor uzayina normlu uzay denir.
Tamumdan goriiliir ki herhangi bir i¢ ¢arpim uzayr ayni zamanda bir normlu
uzaydir, fakat bunun tersi genelde dogru degildir.

Hilbert uzaymmn tanimindan &nce, yakinsak dizi ve Cauchy dizisi

kavramlarim verelim.

Tanm1.1.2: (x,) < X dizisini ve x) € X elemanin alahm. Ve >0 sayisi
igin IN >0 tam sayisi, Va>N igin |x, —x)| <& esitsizligi saglanacak sekilde
var ise (x,) dizisine X ’de yakinsak dizi;x, € X elemanmna ise (x,) dizisinin
limiti denir.

tim [, ~ 5] =0
ile gosterilir.

Tanmml.1.3: Ve>0 sayist igin IN >0 tam sayisi, Va,m>N igin
%, — x| <€ esitsizlizi saglanacak sekilde var ise (x,) dizisine X ’de bir Cauchy
dizisi (temel dizi) denir

Bu iki tanimdan, her bir yakinsak dizinin Cauchy dizisi oldugu gériilir.
Bunun tersi her zaman gegerli degildir. Zira, Q, rasyonel sayilar kiimesinde, v/2
gergel sayisina yakinsayan bir dizi mevcuttur. Yakinsakliktan dolayr bu dizi bir
Cauchy dizisidir. Ancak V2 ¢ Q oldugundan, dizi Q ’da yakinsak degildir. Bu ise
her Cauchy dizisinin yakinsak olmadigina bir ters ornektir. Béylece simdi

verecegimiz tam uzay kavrami bir anlam kazanir:

Taniml.1.4: Bir i¢ ¢arpim uzayinda, her Cauchy dizisi, uzay i¢inde kalan
bir limite sahip ise bu uzaya tam i¢ ¢arpim uzayi denir. Tam olmayan herhangi bir
i¢ garpim uzay: tamlagtirilabilir. Bunun en iyi 6rnegi Q, rasyonel sayilar uzaymmn

tamlangi olan R, reel sayilar uzayidir.



Simdi Hilbert uzaymin tanimimi ve ileride kullanacagimiz bazi Hilbert
uzay1 6rneklerini verebiliriz.

Tanimml.1.5: A, tam, i¢ ¢garpim uzaymna Hilbert uzay: denir.
Asagidaki dizi ve fonksiyon uzaylan verilen i¢ ¢arpimlarla birer Hilbert

uzayidir:

b=fn): Sl <o, (59)-E a5

Lz(a,b)={f:[a,b]—->(c:;].lf(x)|2dx<+co}, (]fg)=1]f(x)§-(;.)dx.

Ozellikle ikinci, figlincii ve dordiincii boliimlerde bu uzaylart ¢ok

kullanacagz.

Tamm 1.1.6: H, ve H, iki Hilbert uzay: ise

H;xH, ={[f,g]:feH,,geH2}
kiimesi;
[f.gl+l/.g1=[f+ g+, f.f'eH) g.g'cH,
a[f.g]=[of,0g], aeC
islemleri ile bir vektdr uzayidir. Bu uzaya H, ve H, uzaylannin direkt ¢arpim
uzay1 denir.

Kolayca gosterilebilir ki; H,;x H, uzayi;

([f:8llr.e1)=(f.1)+(2.8)
i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir. Bu uzayin normu;

| Ul |=( LT +lef )"
ile tanimlanir.

Tanm1.1.7: H bir Hilbert uzayi, M ve N, H’in sifirdan farklh iki alt
uzay: olsun. Eger herhangi bir h € H vektoril,

h=f+g, feM, geN



seklinde tek tiirlil yazilisa sahipse; yada bagka bir deyisle #=0 olmasi f=g=0
olmasint gerektiriyorsa A uzayina M ve N uzaylarinin direkt toplami denir.

H=M®N
ile gostertilir.

Tamm 1.1.8: fveg bir H Hilbert uzaymm (f.g)=0 kosullu iki
elemani ise f ile g ortogonaldir denir ve f L g ile gosterilir.

Herhangi bir S < H kiimesi igin;

St={he H:VseS;hLs}
kiimesine S ’nin ortogonal tiimleyeni adi verilir. i¢ carpimin siirekliliginden
dolayt herhangi M — H kapali alt uzayi icin M*, H ’in kapali bir alt uzay! olur.
Ustelik bu durumda,

H=MeM"*
esitligi gegerlidir.

Ortogonal tiimleyen kavrami ile ilgili son olarak su sonug verilmelidir:

M c H alt uzay! igin M =H olmas igin gerekli ve yeterli kosul
M* = {0} olmasidir. Burada M, M ’nin topolojik anlamda kapanis kiimesidir ve
M=H esitligi saglandiginda, M ’ye A ’da yogun alt uzay denir.

1.2. LINEER OPERATORLER: '

Bu kisimda lineer operatdrlerin tanimi: ve bazi temel Ozellikleri
verilecektir. Gergekte lineer operatorler teorisi olduk¢a kapsamlidir. Fakat burada
sadece ileriki béliimlerde kullanilacak olan Ozellikler incelenecektir. Bundan
béyle sadece Hilbert uzaylar1 iizerinde Qallsacag;z. Verecegimiz tanim ve

teoremler, genel vektor uzaylarina yada normlu uzaylara taginabilir.

Tamml1.2.1: H, ve H, iki Hilbert uzay: ve L, D(L)< H, alt uzayindan
H,’ye tamimli bir déniisiim olsun. Herhangi f,g € D(L) vektérleri ve herhangi
a,B e C skalerleri igin;

L(of +Bg)=o Lf +B Lg



esitligi saglaniyorsa L'ye H,’den H,’ye tanumli lineer operatdr denir.
L:D(L)—> H, ile gosterilir. Burada D(L), L ’nin tanim uzay; f e D(L) igin
Lf vektorii f elemaninin L altindaki gériintiisii;
R(LY=L(D(L))={geH,:Lf =g, 3f e D(L)}
kiimesi ise L ’'nin goriintit kiimesi olarak adlandimilir. Not edilmelidir ki, R(L)
ktimesi de A, ’nin bir alt uzaydir.
Yukaridaki tanimda H, =C (veya R) alimirsa bu 6zel operatér H,’de bir

lineer fonksiyonel adini alir.

Eger H,=H,=H ise L, H uzaymndan kendi iizerine tamiml lineer

operatdr olarak adlandirilir.

Simdi siireklilik ve sinirhilik kavramlarim tamitip, lineer operatdr i¢in bu iki
kavrami karsilagtiralim: .

Tamm1.2.2: D(4)c H;, A:D(A4)— H, herhangi bir doniigiim (lineer
olmayabilir) olsun f; € D(A ) olmak tizere;

Her >0 sayisrigin f € D(4) ve |~ f,] <8 iken |4f - 4f,| <& olacak
sekilde bir &> 0 sayist varsa 4’ya f, noktasinda stirekli doniisim denir. Eger
4, D{4)’nm her noktasinda siirekli ise D(4)’da stireklidir denir.

Yukaridaki tanimdan agiktir ki f, — £, olacak sekilde her (7, )< D(4)
dizisi i¢in 4f, = Af olmast 4’nin f,’da siirekli olmasina denktir.

Lemmal.2.3: L:D(L)-> H, lineer operatérii bir f; € D(L) noktasinda
siirekli ise L, D(L)’de stireklidir.

Ispat: (f,)cD(L), f,— f, dizisini alahm. Diyelim ki, g, e D(L)
keyfi bir nokta ve (g,)c D(L), (g,)—> g, kosulunu saglayan herhangi bir
dizidir. Bu durumda (g, -g+/f,) dizisi f;’a yakinsar. L operatorii f,’da

stirekli oldugundan;

Lgn ~Lg+Lf-—)Lf



olur. Buise Lg, — Lg demektir.

Tanxml;2.4: L:D(L) - H, lineer operator olsun. Eger her bir f e D(L)
igin; |

[l <mls
olacak sekilde m >0 sayist varsa L’ye D(L)’de siurh lineer operatdr denir.

D(L)=H, ise L, smrl lineer operator olarak adlandirilir.

Jil-sup ",, ,," - s 1]

-sayist, L sirh iken sonludur. Bu sayiya L operatériiniin normu denir. Sinirh

lineer operatorler uzayi i¢in bu tanim bilinen norm aksiyomlariu saglar.

L sirh oldugunda, ||Lf| < |Z] | f] esitsizligi her f e D(L) igin gegerlidir.

Vf e D(L) igin |Lf]| < m|f] ise |L]| < m dur.

Teorem1.2.5: L lineer operatoriiniin D(L)’de siirekli olmas: igin gerekli
ve yeterli kogul bu operatoriin D(L)’de siurh olmasidar.

Ispat: L sl ise f, >0 kosullu (f,)cD(L) dizisi igin
I <)) esitsizliginden alnz ki Lf, 0 dir. Yani L, f,=0 noktasinda
stireklidir. Bu durumda L, Lemmal.2.3 den dolayr D(L)’de siireklidir.

Tersine L; D(L)’de strekli ise smurhdir. Zira aksi durumda
3(g,) < D(L) dizisi igin;

IILg,.lI

Jed

ifadesinin limiti, n —> « iken sonsuz olmalidir.

=—&n
%, ||
alirsak, f, — 0 olmasina ragmen Lf, — 0 olmadifz sonucunu elde ederiz. Bu ise

L ’nin stirekliligi ile geligir. Béylece teorem ispatlanmug olur.



Simdi ileride de ¢ok kullanacagimiz bir lineer operatér drneginden yola

cikarak genisleme tanimini verelim.

Diyelim ki H =L, (0,1 ) uzayinda f'= %f— olmak lizere;
X

If=f, D(L)=C"[0,1]

if =y, D(L)=c'[0.1]
operatoriinti alalim. Burada C*[0,1], [0,/] arahgmd'a tanimli ve her mertebeden
stirekli tiireve sahip fonksiyonlar uzayi; C'[0,1] ise sadece birinci mertebeden

stirekli tlireve sahip fonksiyonlar uzayidir. Agiktir ki L ve L *nin ifadelerinin
ayni olmasina karsin tamim uzaylari farklt oldugundan bunlar farkli operatdrlerdir.,
Burada dikkati geken D(L)c D(Z ) ve Vf e D(L);, Lf = Lf olmasidir.

Asagidaki tanim bu ozelligi kavramlastirir ve bu bir anlamda bizim
baslangic noktamizdir.

Tamml.2.6: L ve L, siasiyla, D(L)veD(Z) tanim kiimeli lineer

operatérler olsun.

i) D(L):D(Z) ve VfeD(L)igin Lf =Lf ise L ve L operatorleri

birbirine esittir denir; L = L ile gosterilir.

i) D(L)c D(Z) ve Vfe D(L), Lf =Lf ise L operatSriine L nin bir
genislemesi veya L ’ye L 'nin bir kisitlanmast denir. L L ile gosterilir.

Tamimdan goriiliyor ki bir operatériin sonsuz sayida genislemesi olabilir.
Ayni esitlikle tiretilen operatdrlerden en kiiglik tanim kiimeli olana o esitligin
tirettigi minimal operatér; en genis tanim kiimeli olana ise maksimal operator adi
verilir.

Teorem 1.2.7: H, ve H, iki Hilbert uzay: ve L:D(L)—H,, D(L)

tanum kiimesi /,’de yogun olacak sekilde verilen bir lineer operatdr olsun.



Eger L, D(L)'de stirekli ise tek bir bigimde tanmli  L:H, —» H,
sitrekli, lineer operatorii vardir 8yle ki, Vf e D(L) icin Zf =Lf ve “Z“ = “L“

esitlikleri saglanir.

Ispat: D(L)=H, oldugundan Vf e H, i¢in 8yle bir (f,) = D(L) dizisi
vardir ki, f, — f dir. Yakinsak her dizi bir Cauchy dizisi oldugundan (f),)
bir Cauchy dizisidir. Yani, Ve > 0,3n, € N vardir dyle ki, Vi, n> n, icin,

Vol <l
dir. Su halde m,n > n, i¢in,

2P B TGRS B 12 VAR RS
olacagmdan (Lf,), H,’de bir Cauchy dizisi olur. A, bir Hilbert uzay
oldugundan;

lim Lf, = g

n—<D
olacak sekilde bir g € H, elemant vardir. Dolayisiyla;

L:H,~H,, feB,, Lf = lim Lf,
seklinde tanimli L operatdrii aradigimiz genisleme icin uygun bir adaydir. Zira
feD(L) ise f,=f aldigimzda If = Lf esitligini elde ederiz.

Ayrica fy, f, € H; vektorleri ve a,3 skalerleri i¢in,

L(of; +Bf) = odf; +BLf,

oldugundan L lineerdir. Diger yandan herbir /e H , icin,

|| =]t 17, = tim |2, = tm 5 = )
olup I{Z“S"L[l dir. Dolayisiyla I smurli yani siireklidir. Ayrica V£ e D(L) icin
Lf =Lf oldugundan ”LNHZHL" olur. Boylece (]le:[[l,“ sonucu elde edilir.

L ’nin tekligi tanimindan ¢ikan bir sonugtur.
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Bu teorem, yogun bir kiimede tanimlu, siirekli, lineer operatériin, siirekli ve
normu koruyacak sekilde tiim uzaya genisletilebilecegini kanitlamaktadir. Bizim
asil amacimiz, herhangi bir lineer operatériin ne zaman selfadjoint bir operatére
genisletilebildigini bulmaktir. Simdilik genisleme kavramnt bir tarafa birakip,
operatdr teorisinin ileride kullanacagimiz bazi: tanim ve teoremlerini vermeye
devam edelim.

Tamm1.2.8: L,, L, iki operatdr olsun. R(L;) = D(L,) olmak tizere,
seklinde tanimli operatdre L;, L, operatorlerinin bileskesi denir ve L,L; ile

gosterilir.

L, ve L, smirl lineer operatérler ise L,L, opefatc‘irii de lineer ve sinirhdir.

Gergekten de lineerlik bileske operatdriin tanimindan agiktir. Siirlilik ise,
feD(L),

(a2 A=z (o) slzllEr] < e E

esitsizliginden alinir.

Tanmm1.2.9: L bir lineer operatdr olsun.
N(L)={feD(L): Lf =0}
kiimesi D(L) uzaymm bir alt uzayidir bu uzaya L operatdriiniin sifir uzayi
(cekirdegi) adi verilir. Eger L operatorit sinicli ise N(L) bir kapali alt uzay olur.
Tanim1.2.10: L bir lineer operatdr olsun.
f,geD(L), f#g iken Lf #Lg
ise L operatdriine birebir operatdr denir.
Tamml.2.11: L, ve L,,
) R(L,)=D(Ly)

i) v/ e D(L,), Ly(L,f)=f

11



kosullarinin saglayan iki operatdr ise L, operatoriine L, ’in ters (invers) operatorii
denir ve L, ile gdsterilir. Ayni sekilde L; de L,’nin ters operatériidiir. Yani
(L;' )—1 = L, esitligi gecerlidir.

Bir operatdr her zaman terse sahip olmayabilir. Asagidaki teorem bunu

karakterize eden 6nemli bir sonugtur.

Teorem1.2,12: L lineer operatorii i¢in agagidaki kosullar denktir:

i) I'': R(L)— D(L) ters operatorii mevcuttur,

ii) L birebirdir.

iii) N(L)={0} dir.[2]

Asagidaki ilk sonug literatiirde ters operatdr teoremi olarak bilinir. Digeri
ise ileride kullanilacak 6nemli bir sonugtur.

Sonu¢l.2.13: L lineer, sinirl1 ve terse sahip bir operator ise L~/ de lineer
ve sturhidir.[2]
Sonug¢l.2.14: L lineer operatdriiniin sinirli bir terse sahip olmasi igin

gerek ve yeter kosul Vf e D(L) igin;
2712 m 7]

olacak gekilde bir m > 0 sayisinin var olmasidir.[2]

1.3. KAPALI OPERATORLER ve OPERATORUN KAPANISI:

Topolojiden bildigimiz gibi kapalilik ve kapanis, kiimeler igin verilen
kavramlardir. Bir kiimenin kapamgi, kendisi ile yigilma (limit) noktalarinin
birlesiminden olusan kiimedir. Eger verilen bir kiime kapanigina esitse yada baska
bir deyisle tiim yigilma noktalarini igeriyorsa o kiimeye kapali kiime denir. Bir
operatdriin kapalihig: da bigimsel olarak bodyledir. Gergekte, verilen bir operatdriin
kapalilifim yine bir kiime olan operatoriin grafigi yardimiyla incelemek
miimkiindiir. Daha o&tesi goérecegiz ki, operatSriin kapaliligi ile grafiginin
kapalilif denktir. Ige &ncelikle grafigin tammim vererek baslayalim.

Bundan boyle, aksi belirtilmedikge, L lineer operatsrt, H, Hilbert
uzaymin bir D(L) c H alt uzayindan yine H iizerine tamimh kabul edilecektir.

12



Tamm1.3.1: L lineer operatdrii i¢in,
G(L)={[f,Lf]e HxH |f e D(L)}
G'(L)y={{Lf.fle HxH |f e D(L)}

kiimelerine sirasiyla L operatdriiniin grafigi ve ters grafigi denir.

Tamm1.3.2: L: D(L) = H bir lineer operatér olsun.

Dfi—=>f

ii) Lf, > g
kogullarini saglayan her bir (f,)c D(L) dizisi i¢in feD(L) ve g=Lf
oluyorsa L operatériine kapali operatdr denir. |

Lemmal.3.3: Kabul edelim ki L, D(L) iizerinde siireklidir. Bu durumda
L’nin kapalt olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul D(L) nin kapali olmasidr.

Ispat: Diyelimki L kapalive f e D—(LS dir. Bu durumda 3(f,) < D(L)
vardirki f, = f dir. L siirekli oldugundan (Lf,) dizisi yakinsaktir. Bu ise L

kapali oldugundan tanim geregi f € D(L) demektir. Dolayisiyla D(L) kapahdir.
Tersine D(L) kapali ise Tamiml.3.2°deki kosullari saglayan her dizi i¢in

feD(L), Lf, - Lf olacagindan L kapalidir.

Lemmal.3.4: L kapalidir < G(L) kapalidir,
Ispat: L kapali olsun.

[/.8]€ GL)=3([£,.14,]) « GWL) dyle ki, | [ £,.41,]-[ /8] [0
=>| [/, - 7.4, -] | >0
=1 =T s, -l >0
= f, > f ve Lf, > g dr.
L kapali oldugundan f e D(L),Lf =g elde edilir. Buradan [f.g]eG(L)

oldugu ¢ikar. Bu ise G (L) nin kapaliligini kanitlar.
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G(L) kapali olsun. f, = f ve Lf,—> g olacak sekilde (f,)eD(L)
dizisini alalim. Bu durumda [f,,Lf,]—[f.g] olacagindan ve G(L) kapali
oldugundan [f,g]e G(L) dir. Dolayistyla fe D(L) ve g=Lf olur. Bu ise

L’nin kapaliligini kanitlar.

Bu sonug bir operatériin kapaliligi icin bir kriter verir. Bazi durumlarda
operatdriin kapaliligi, onun grafiginin kapalilig1 ile tanimlanir.

Tanim1.3.5: Bir L lineer operatoriiniin, kapali bir genislemesi varsa L’ye
kapanabilir operatér denir. Bu kapali genislemelerin minimal olan: ise L’nin
kapantsi olarak adlandirilir. L ile gésterilir.

Eger bir L operatdrii kapanabilir ve bunun kapanisi L ise G(Z) = FL)
dir. Ancak bu her operatériin bu yolla kapanabilir c;lmaSInl garanti etmez. Zira
H x H " her alt uzayi bir operatér i¢in grafik olmak zorunda degildir. Bunun
hangi durumda var oldugunu asagidaki lemma karakterize eder.

Lemmal.3.6: H xH 'in bir M alt uzaymnn bir lineer operatoriin grafigi
olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul [0,g]e M iken g =0 olmasidir.

ispat: {lk olarak diyelim ki M bir lineer operatériin grafigidir. Bu
durumda [0,g]e M ise 3f e D(L) vardir ki f=0 ve Lf =g dir. L lineer

oldugundan bu g =0 demektir.
Tersine [0,g]e M iken g =0 olsun.

S={f:3g [f.gleM} kimesini tanimlayalim. Bu kiimedeki her bir
S iginbirtek g karsihk gelmektedir. Zira [f,g]le M ve [f,g']e M ise Malt
uzay olduundan [f,g]-[f.&']=[0.g-g']e M dir. Buradan ise g—g'=0,
yani g=g' oldugu sonucu ¢ikar. O halde D(L)=S tamm kimeli, Lf =g
seklinde bir operatdr tanimlamak uygundur. Agiktir ki L lineerdir ve G(L)=M

dir. Bu ise ispati tamamlar.
Teorem 1.2.7°de, yogun bir kiimede tanimli, siirekli lineer operattriin

stirekli bir genislemesinin varoldugu kanitlandi. Ayrica, A, Hilbert uzaymda
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verilen D(L) tanim kiimeli bir L operatéril icin D(L) uzaymin da bir Hilbert
uzay! oldugu biliniyor. Zira bir Hilbert uzaymm her kapali alt uzay: da Hilbert

uzayidir. Dolayisiyla, L operatérii stirekli ise bir tek L:D(L)—> H sirekli
genislemesi vardir ve "Z“:"L" dir. Boylece asagidaki teoremi elde etmis

oluruz.

Teorem1.3.7: H Hilbert uzaymnda tanimli ve D(L) iizerinde sinicli her

lineer operatér kapanabilirdir ve onun kapanigt D(L)’a siirekli genislemesi ile

elde edilen operatordtir.

Teorem1.3.8( Kapali Grafik Teoremi ): / Hilbert uzay:, D(L)c H ve

L:D(L) - H kapali lineer operatdr olsun. Bu durumda L sinirlidir.

Ispat:
P :G(L)— D(L), AV AENS '
P:G(L)>H, P[f.Lf]=Lf, feD(L)

lineer operatorlerini tanimlayalim. Buna gére;

112
IRl =A< (WP +1erl) = | L7
oldugundan P, ve benzer sekilde de P, sinurlidir. P, ’in birebir ve 6rtenligi de agik

oldugundan Sonug!.2.13’den aliriz ki, £/ sinirh tersi vardir. Dolayisiyla £,7;”

sinirlidir,
(BE)f=Blf.1f]=Lf, feDW)
oldugundan L = AP olup L sinirhidir,

Lemmal.3.9: L, birebir lineer operator ise L"’in kapali olmasi i¢in

gerekli ve yeterli kosul L’nin kapali olmasidir.

Ispat: L, birebir oldugundan, G(L):G'(L”) dir.  Gergekten;

[f.Lf]eG(L) igin feD(L)=R(L') oldugundan f=L"'g. geR(L) di.
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Buradan ise, [f,Lf]=[L"g,g:| olup [f,Lf]e G'(L") dir. Benzer sekilde ters
kapsam da gosterilebileceginden G(L) = G’(L"I ) dir. Dolayistyla;

L kapahidir & G(L) kapalidir < G'(L™"y kapalidir < L7 kapalidir.

Teorem1.3.10: L, birebir, kapal:, lineer operator ise L tersi siirlidir.
Ispat: L kapali ise L’  kapalidir. Dolayisiyla Kapali Grafik

Teoreminden, ! operatorii sinirli olur.

Sonug¢l.3.11: L bir lineer operatér ve Vf € D(L);
[er1= ml 1]

olacak sekilde bir m > 0 sayisi var olsun. Buna gore;

L kapalidir <> R(L) kapalidir.

Ispat: Sonugl.2.14’e gore L operatdriiniin  sinirh tersi mevcuttur.
Lemmal.3.9 ve Lemmal.3.3 sonuglarindan ispati tamamlariz.

1.4. ADJOINT OPERATOR:

Fonksiyonel analizin en ¢nemli kavramlarindan birisi adjoint operatér
kavramidir. Operator teorisinin temel terimlerinden biri olmasinin yani sira, lineer
cebirsel ve lineer integral denklemlerin ¢6zlimiinde dnemli role sahiptir. Ayrica
fizik ve uygulamali matematifin bir ¢ok probleminin ¢Sziimiinde operatdriin

adjointinden yararlanilir.

Tamm1.4.1: H bir Hilbert uzay1 ve L:D(L)— H, D(L)= H olacak

sekilde bir lineer operatdr olsun. D"

(Lf.g)=(f.h)

kosulunu, Vf € D(L)ve bir he H igin saglayah tim 'g € A vektorlerinin kiimesi

olsun. D" tizerinde, L'g =h esitligi ile tamimh L’ operatdriine L'nin adjoint

operatérii denir. Burada D_(L—) = H kosulu her bir ge D' = D(L‘) vektériine bir

tek h e H elemanimun karsiiik gelmesini garantiler. Bdylece tanim anlamli olur.
Butanimdan f e D(L), g € D(L*) icin,

(Lf.e)=(r.L'¢)
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esitligi alinir. Adjoint operatériin lineer oldugu da bu esitlikten kolayca
gosterilebilir.
Asagidaki teorem adjoint operatdrlerin sagladigt temel &zellikleri ifade

eder:

Teorem1.4.2: L, vel, tanim uzaylar1 /’da yogun olan iki lineer
operatdr ise asagidakiler gegerlidir:

i) (AL,) =AL), AeC

)L cl,=>L,cL

iii) (L;+L,) L+ L,

i) (L,L,) o L,

V) (L +M) = L)+

vi) L, terse sahip ise ve ters operatdriin tanim uzay1 da H da yogun ise,

() ~(6)
dur.

Lemmald.3: G'(-L')=G(L)" du.

Ispat: [f,Lf]eG(L) ve [-L'g,gle G’(—L") keyfi elemanlari i¢in;
(111 [-Leg])=(f-Le)+(1f.8)=(f,-Ls)+(f . Le)=(.0)=0
olur. Yani G'(-L) c G(L)* dur.

Diger yandan herhangi |4, g}e G(L)* ve Vf e D(L) igin,

(/1) +(4f.8) = (1 Lf ). [me]) =0
olacagindan; geD(—-L‘*) ve h=-Lg olur. Bu ise G(L)‘L cG'(—L*) olmast

demektir. Béylece ispat tamamlanir.
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Teoreml.4.4: L kapalt bir operatordiir.

Ispat: i¢ carpimmn siirekliliginden; G(L)* kapahdir. Lemmal.4.3’e gore
G’(-L*)zG(L)l olup G'(—L*) ve dolayistyla G(L*) kapalidir. Bu ise L ’m
kapaliligina denktir.

(L* )" operatériine L’nin ikinci adjointi denir ve L” ile gosterilir.

Teoreml1.4.5: Verilen bir L operatoriiniin kapanabilir olmast i¢in gerekli
ve yeterli kosul L ’m tamm kiimesinin A ’da yogun olmasidir. Bu durumda

L” =1 esitligi gegerli olur.

ispat: Ik olarak D(L')=H olsun. Once gdsterelim ki
N i R
G(L)CII:G'(—-L*)] dir. Gergekten, [h,h,]e G(L) eleman igin bir
(L7, )= G(L)  dizisi vardir  oyle ki, [h,Lh,]|=>[h,h]  dir.
G(L) L G'(~L") oldugundan vf e D|L") igin ([h,,,Lh,,],[~L""f,f]):0 dir. Bu
ise i¢ carpimn siirekliliginden dolayr, ([h,,/zz],[—lff, f ])=0 demektir. Yani
RAG G’(——L" )l dir. Suhalde [0,g]e G(L) = [0,g]€ G'(-L')" olacagindan
herhangi bir feD(L') igin, ([o,g],[-zf f, f}):() ve dolayisiyla (g.f)=0

olur. D(L") yogun oldugundan g=0 dir. Yani, G(L) bir grafik olup bundan
dolay! L kapanabilirdir, '

iddianin ters yéniinii ispatlamak igin &ncelikle, L kapanabilir oldugunda
(l_,)' =1 oldugunu ispatlayalim. Bunun igin; [/‘ L*f} eG (L*) alalim.
Géosterelim ki, [ I, L'f ] eG (Z*) dir. feD(L) oldugundan Vg e D(L) igin
(/’,Lg)=(L¢f,g) olur. Ayrica geD(L) igin Zg =Lg olacagindan,

( /‘,Zg):(L* f,g) elde edili. Bu VgeD(L) igin de saglanacagindan,
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feD(Z*) ve heL'f=Z*f olur. Dolayistyla, [f,L*f:lz[f,z*f]eG(z*)

dir. Buise G(L") c G(Zm) ,yani L' L" demektir. Benzer sekilde ters kapsam da

var olacagmmdan G(Z')=G(L') yani, L*=L  olur.

Bu durumda Lemmal.4.3’den G(Z)zG’(~L’")l esitligini aliriz. D(L*)
yogun degil ise g e D(L‘)l vardir ki g #0 dir. Ayrica,

(lo.e].[-L' 1.7 ])=(g.1)=0, feDUL)
olacagindan [0, g]eG'(L“)l =G(L) elde edili. Bu ise G(L)'nin grafik

olmasiyla gelisir. Dolayisiyla, D(L") yogun olmalidir. Ayrica,

6(t)=cf-rf =al)
esitligi, ispati tamamlar. ,

Son olarak ileride kullanacagimiz ve operatér teorisinde énemli bir yere
sahip olan §zdeger ve Ozfonksiyon tanimlarini ve fonksiyonel analizin en ¢ok
bilinen sonuglaridan biri olan Riesz teoremini verelim:

Tanim1.4.6: L bir lineer operatdr olsun. L ’nin tanim uzayindan olan en
az bir f #0 vektdri i¢in,

Lf =)\
kosulunu saglayan A € C sayisina L operatériinlin 6zdegeri; bu f # 0 vektoriine
ise L ’nin bu dzdegere karsilik gelen §zfonksiyonu denir.

Teoreml.4.7(Riesz Teoremi): /', H Hilbert uzayinda tanimli bir lineer

fonksiyonel ise, Vf € H igin,
(f)=(r.¢)

esitligini saglayan bir tek g € H vektorii vardir. Ustelik, “f*” =|g]| dr.
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2. BOLUM
SIMETRIK ve DiSSIPATIVE OPERATORLER:

Bu boélimde ilk olarak simetrik operatrleri ve onlanin selfadjoint
genislemelerini ele alacagiz. Daha sonra ise daha genis bir suuf olan dissipative
operatdrleri inceleyecegiz.

Bundan bdyle H, bir kompleks Hilbert uzay: ve tiim operatérler, A *in bir
alt uzayindan yine H {izerine tanimli kabul edilecektir.

2.1. SIMETRIK OPERATORLERIN TEMEL OZELLiKLERI:

Tamim2.1.1: Tanim uzay: H ’da yogun olan L, lineer operatorii;

vf.g € D(Ly),(Lof &)=/, Log) ' (211
kosulunu sagliyorsa L, ’a simetrik operator denir. Buradaki (2.1.1) kosulu, L, < L:,
olmas! demektir.

Tanim2.1.2: L, = L, oldugunda L, ’a selfadjoint operatér denir.

Aciktir ki (2.1.1) kosulu ve D(L,,): D(Ly) esitligi L, n selfadjoint olmas:

icin gerekli ve yeterlidir. Bu ise simetriklik ile selfadjointligin denk olmadigint
gosterir. Selfadjoint operatériin simetrik olmasina ragmen bunun tersi her zaman
dogru degildir. Asagidaki 6rmek bunu ispatlayan bir ters drnektir:

H = L,(0,/) uzaymda,
D(Ly)={f e L,(0,1): f mutlak sirekli ve £ (0)= f (1) =0}
Lof = lf'

operatdriint alalim.

Tir (g = (/R0 - OO [/ ek = [T

0

oldugundan Vf e D(L,) igin (L,f.g)=(f,L,g) dir. Yani L, simetriktir. Oysa
ileride gosterilecek ki, L, 'in adjointi;
D(L:,) ={f e L,(0,1): f mutlak siirekli}

uzayinda tanimls olan;
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Lf =i
operatdriidiir. Dolayisiyla  D(Lj ) D(Z,) dir. Yani L, selfadjoint degildir.
Simdi simetrik operatérlerin bazi temel 6zelliklerini inceleyelim:

Lemma2.1.3: L, bir simetrik operattr olsun. Bu durumda;

i) L, kapanabilirdir ve kapanist Z; =L, di.

ii) L, simetriktir.

iif) L, n herhangi bir genislemesi L, ise; L, c Ly dir.

Ispat: i) L, simetrik oldugundan tanim geregi D(L,)), H *da yogundur. Bu
durumda Ly o Ly oldugundan Ly da yogun kiimede tanimlanmus olur. Dolayistyla,
Teorem 1.4.5’den L, kapanabilirdir ve f(; = [, dur.

ii) Adjoint kapali operatér oldugundan L:, kapalidir. Dolayistyla, L, ¢ L,
oldugundan Ly Ly olur. Ayrica Teorem!.4.5’in ispatinda verilen L}', :(—Lj)’a
esitlifinden L_o c (L—,,)* elde edilir. Yani L, simetriktir.

iit) L;, L, n bir geniglemesi ise adjoint maximal tanim kiimeli operatdr

oldugundan L’; c LZ oldugu kolayca gosterilir.
Lemma2.1.4: L, simetrik (yada selfadjoint) ise f e D(L,) igin;
I(Zo = A1)f] = |t | £] ‘ 2.1.2)

esitsizligi gegerlidir.

Ispat: A =u +iv alimirsa kolayca ;

Lo =AD)A]" = (Lo ~ut)f

esitligi kolayca goriiliir.

PV A Lo f o f) - f Lo f)

L, simetrik oldugundan f € D(L,) i¢in,

(Lof )= (F.Lof) = (Lo )= (f Lo f)=0
= Lo/, )~ (Lo f. f)=0
= 1m[(L, f, f)]=0
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olur. Buradan, (L,f,f)eR almur. $u halde son esitligin sagidaki son iki terim

£y = A2)f]| 2 M| ]l elde edilir. Bu

kisalir. Ayrica M(Lo -A)f "7 >0 oldugundan;

ise istenen esitsizliktir.

Lemma2.1.5: L, kapall, simetrik operatér ve ImA4 0 olsun. Bu durumda

N(L, -M)=1{0}

H=R(L, -M)@ N1y - 11)= R(L, - 21 )@ N(L, - 1)
esitlikleri gecerlidir.

Ispat: vf e D(L,) isin||(Z, — A1) f] 2 [ImA|| ] oldugundan N(L, —As)= {0}
esitligi cikar. Ayrica L, —AJ *nin kapaliligindan R(L, —AZ)’nin da kapaliligt alimir.
Bu ise ispat tamamlar. Zira R(L,-A[)=N (L; — A )l dir.

Tamm?2.1.6: H Hilbert uzayinda tanmimli L, simetrik operatori i¢in,

N, =Nz, i), N_ = N(L, +i1)
uzaylart L, i defekt uza)flarl olarak adlandiriir. Bu uzaylarm boyutlari olan n, ve
n_ sayilarina ise L, in indeks defektleri (defekt sayilari) denir. Indeks defektler
(n,,n_) ile gosterilir.

Lemma2.1.7: L, simetrik ve L =Z; ise

D(L*):D(L)@NﬁN_ (2.1.3)
esitligi gecerlidir.

Ispat: Herhangi bir f e D(L*) alalim. Lemma2.1.5’de A =/ alirsak;

H=R(L-i)®N(L +il)
olacagmdan, L f—if € H igin,

L'f-if=(Lg-ig)+h_,h_eN_, ge D(L)

yazilist gegerlidir. D(L) c D(L*) oldugundan, bir &nceki esitlik geregi;

L*(f—g—-;-z‘h_)zi(f~g)+ h_ ~L*(§ih_J
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=i(f—g)+h_——2]—h_

= i(f—g—éih_)

olur. Bu nedenle, f - g ——17—1’/4_ e N, olur. O halde,

f-—-g+(f—g-§fh_]+§fh- g6, +.. geD(L), b. € N., b_e N

bulunur. Bu gosterimin tekligini gdstermek igin f =0 alahm ve gdsterelim ki,
g=¢,=¢_=0 dir. Bunun igin son esitlifin her iki yanina L i operatoriinii

uygularsak f =0 oldugundan
0= -it)g+(C" —irp, + (" - irh_
(- i)+ (L + i - 210
(" -ulg-2i0_
olur. Son esitligin sagindaki terimler Lemma2.1.5.’e gore ortogonaldir. Yani ikisi de
sifir olmalidir. O halde ¢_ =0 bulunur. Benzer sekilde ¢, =0 olacagindan g =0
dir. Bu ise ispati1 tamamlar.
Sonu¢2.1.8: L kapali, simetrik operatér ve L,, L'nin, Lcl, c L
kosulunu saglayan bir genislemesi ise o halde,
D(L)=D(L)® N (2.1.4)
esitligini saglayan bir tek N < N, @ N_ alt uzay! vardr.
ispat: N={ne N, ® N_[3f, e D(L,),f € D(L). f, = f +n}
kitmesini alalim. D(L,) ve D(L) alt uzaylar oldugundan N de Syledir. Ayrica bu
sekilde gosterime sahip N kiimesinin tekligi de agiktr. Ispati bitirmek igin
D(L)~ N = {0} oldugunu gostermek yeterlidir.
ge D(L)K\N =>ge D(L),ge N
=geD(L),geN, ®N._
= geD(L)AN, ®N_
=g=0
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Bu sonug gosterir ki bir L, simetrik operatdriiniin simetrik- (ve selfadjoint)

genislemesinin tanim kiimesi D(Z;) ’a N, © N_'nin bir alt uzayinim eklenmesiyle

elde edilir.

Tanum2.1.9: Simetrik Z, igin,

(r.8)=(;7.2)-f-Log), £.2< D(L;) (2.15)
ifadesine D(L;)x D(L; ) uzaymda bir bilineer form denir.

Tanimdan, (f,g)=(g./) oldugu kolayca gosterilebilir.

Lemma2.1.10: L, simetrik operatsr ve fe D(Lj) olsun. Bu durumda
asagidaki kosullar denktir:

iy 7 eD(L,) dr.

ii) Vg e D(L) ) igin (£, g)=0 du.

i) Vo e N, @ N_ icin (f,0)=0 dir.

fspat: (i)=(ii) oldugunu gosterelim: f e’D(_[;) olsun. Buna gobre
veeDlty) isin Lp=(I,) oldusundan, (L,7.¢)=(f.Lhg) olur. Ayneca
I, c I, =L, oldugundan Vf e DL, ) igin L, f = L,/ dir. Bu durumda,

(tf.2)=(rLzg)
ve dolayisiyla Vg € D(Ly ) igin (f,g)=(L).g)-(f.Lhg) =0 bulunur.

(if)=>(i) oldugunu gdsterelim:

e D(Ly) ve Vg e D(L, ) igin, {f. ) = 0 olsun. Su halde (L £.g)={r. L)
olur. Bu esitlik Vg e D{Lj) igin saglandigindan f e D(L")= D(L, ) elde edilir.

(i)=> (iii ) oldugunu gosterelim: :

7eD(L,) ise (iiyden VgeD(y) ; (f.g)=0 dr. N,@N_cD(L)

oldugundan V¢ e N, @ N_ iginde (f.cb) =0 olur.
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(#ii y=> (ii) oldugunu gosterelim:

feD|Ly) alalm. VoeN, ®N_ igin (f.4)=0 olsun. Simdi keyfi bir
ge D(LZ) icin g=gg+¢, gg € D(—L;),cb e N, @ N_ ypitlist gecerli oldugundan,
(f.8)=(f80)+(f.0)

esitligini aliriz. Bu esitligin sag yanindaki terimler sifir olacagindan (i) saglanir.
Boylece ispat tamamlanir.

2.2. SELFADJOINT GENISLEMENIN INSASI:

Simdi, verilen bir simetrik operatdriin, hangi kosullar altinda bir selfadjoint
genislemeye sahip oldugunu inceleyip bu selfadjoint genislemenin nasil kurulacagini
gérecegiz. Bunun i¢in nce adjoint uzay kavramini tantyalim:

Tanm2.2.1: N, N, @ N_’nin bir alt uzayi olsun.
N*={feN,®N_|vgeN,(f.g)=0}
kilmesi N ’nin adjoint uzay: olarak adlandirilir.
Eger N c N* ise yada denk olarak V/,ge N igin ( £ g) =0 ise N'ye
simetrik; N¥=N* ise N ’ye selfadjoint denir.
Lemma2.2.2: L, simetrik ve L,, Ec L, c L, olacak sekilde bir lineer
operator olsun. Budurumda N, N_ @ N_’nin bir alt uzayi olmak {izere,
p(t,)=plT,)e n, pl;)=DL,)® N+
dir. Ayrica,

L, simetriktir <> N simetriktir,

L, selfadjointtir <> N selfadjointtir.
ispat: L=1, olsun. Bu durumda £’ :(-l;) =L, olur. Dolaysiyla
vf e D(L,), g < (L") igin;

(r.8)= (Lo f.e)-(f. Log)=(L,£.0)-(f. L' g)

olur. I, ¢ L, < L} c [}, oldugundan Sonug2.18 geregi, D(L,)=D(L,)ON ve

*

p(})=D[L,)® P olacak sekilde N,P N, @ N_ alt uzaylar vardrr,
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Simdi gosterelim ki N*=P dur. Biliyoruz ki, herhangi bir 7€ N * ve her
ge N igin (f,g)=0 dir. Su halde,

p(r’)=D(L)e N, ®N_
oldugundan; her bir f & D(L,)c D(L), igin £ = f,+¢ ve her bir ge D(L") igin
g =go + geserlidir. Burada £;.g, € D(L, ), b,y e N, ® N_ drr.

Simdi ye P < ge DL} (L*f,g)—(f,L*g);o = (f,8)=0 dur.

Ayrica (f,g)=0 iken,

(0 w)=(f - fo8 - &0)

=(f.8)~{fo-8)—{f+8a)+{fo-80)

esitliginde sag yandaki tiim terimler Lemma2.1.10’dan dolay: sifir oldugundan

(b, w)=0 bulunur. Su halde “yeP << VéeNcN,®N_ igin (§,y)=0"

onermesi dogrudur.

Buise w e N* olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir. Dolayisiyla P = N* dir.
Boylece gosterdik ki; L, simetrik operatér ve Z,: c L, c L ise,
p(L,)=D(L, )@ N, p(L;)=D(I,)eN*, Nc N, ® N

esitlikleri gegerlidir.

Son iddiann ispati bu esitliklerden asikardir. Gergekten de;

L, simetriktir < D(Z,) < D(L})<> Nc N* & N simetriktir.

L, selfadjointtir < D(L,)=D(L}) <> N = N* < N selfadjointtir .

Lemma2.2.3: ¢,ye N, @N_ ve ¢=¢,+6_, y=y,+y_, ¢,.y, €N,
olsun. Bu durumda,

(0. w) =210 v, )= (- w )] s (0.0) = 2. - Jo-I1 (2.2.1)
esitlikleri gegerlidir.

Ispat: ¢.,y, € N, oldugundan,

L'y, =2ip,, L'y, =tiy,

dir. Dolayistyla;

26



(£ ow)-0.27w)

(£ 6. +0 0w, +9_ )= (b, +0,L (v, +v.))
(Lo, + Loy, +w )l +o Ly + Ly )
(0, —id_w, +w_)—(d, +o_.iw, —iy_)

=i(0, =W, +y_)+ild, +o_, v, —v.)
=26, v,)- (6]

olur ki, boylece ilk esitligin dogrulugu goritliir. Ikincisi ise bunun agik bir sonucudur.

Sonu¢2.2.4: Nc N, @ N_ simetrik ise herhangi ¢ e N i¢in ¢=¢, +¢_,

I

(6.w)

H

¢, € N, olmak tizere

o0 =[o-1 (2.22)
esitligi gegerlidir.

Lemma2.2.5: L,, (n,.n_ ) indeks defektine sahip bir simetrik operator
olsun. Eger N, @ N_ uzaymm bir N alt uzay! n-boyutlu ise N * uzaymmn boyutu
n,+n_-n dir.

fspat: N, ® N_ uzaymm n-boyutlu bir N alt uzaym alalm. {p,},, N "nin
bir tabani olsun. Diyelim ki ¢e N, @ N_ eleman her bir feN, @ N_ igin
(f.g)=0 kosulunu saglamaktadir. Bu durumda gosterelim ki ¢ =0 dir. Gergekten
de, =6, +6_ .0, € N, olmak iizere £ =0, ve f=¢_ alisak Lemma2.2.3'den
b, =0¢_=0, yani ¢=0 elde ederiz. Dolaywsiyla her bir feN, @ N_ igin
( fs g) =0 kosulunu saglayan ¢ € N, © N_ eleman yalnizca sifirdir.

Simdi asil amacimiz igin N, @ N_’de {d)f}lﬂ: ; fonksiyonellerini tanimlayalim
dyleki feN, ®N_ igin d)?(f): (f,d),-) olsun. Buna gore her fe N, ® N_ igin
(2061¢?Xf)= 0 ise (f.>o;0;)=0 olacagindan az once ispatladigimiza gdre

D.o;d; =0 olur. ¢; vektdrleri lineer bagimsiz oldugundan (b'; fonksiyonelleri de
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. * {1 . .. . . - .
Oyledir. Ayrica N*, %b,- }i= , kiimesinin ortogonal tiimleyeni oldugundan istenen

elde edilir.

Bu lemma, ¥ uzay! ve onun adjoint uzaymin boyutlart arasinda bir baginti

kuran 6nemli bir sonugtur.

Simdi bu béltimiin temel teoremlerinden ilkini verelim:

Teorem2.2.6: Sonlu indeks defektli bir simetrik operatoriin selfadjoint bir
genislemeye sahip olmas: igin gerek ve yeter kosul onun indeks defektlerinin esit

olmasidir.

Ispat: Lemma2.2.2’ye gére asafidaki énermenin dogrulugunu gostermek

yeterlidir.

“n, =n_< N, @ N_’ninen az bir selfadjoint alt uzay: vardir”

ilk olarak #n, =m_=n olsun. Diyelim ki {6, }7: ;> N.’nin ortonormal
tabarudir. ¢, =¢;, +¢,_ ve N=span{d,,$,....,¢,} alahm. Buna gére Vf, ge N
icin,

f=Z”:°°i¢i & =§":Bi¢i
i=1 i=1

esitlikleri gegerlidir. Burada o, 3, € C dir. Lemma2.2.3’e gore,

(f.g)= <Zi:0t,~[¢,~+ +¢;_]a§B,~[¢,~+ +¢j—]>

=zfggaiﬁ,[(¢f+,¢,,+)~(¢,~_ 9,

elde edilir. Ortonormallikten dolayr bu esitligin sag tarafindaki terim sifirdir.

Dolayisiyla Vf,ge N icin ( fs g) =0 olup N simetriktir. Yani N < N * kapsami
gegerlidir. Ayrica
dimN*=n, +n_ ~n=n=dimN

oldugundan N =N* olup, N selfadjointtir.
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Diger yandan N selfadjoint ise #n, =#_ oldugunu gosterelim. Diyelim ki

{¢,}f=l, N ’nin tabant ve ; =, +¢,_, ¢ € Ny olsun. Bu durumda {, }',

&
lineer bagimsizdir. Gergekten; dyle olmasa, yani Zoc,.cb .+ =0 1iken «;’lerin en az
i=1

biri sifirdan farkl: olsa bu durumda,

f k
Z a9, = Z o,
f=1 i=1

olur. Ayrica Y ;. =0 oldugundan simetrik N igin Y o,¢,_ =0 dir. Bu ise
¢, ’lerin lineer bagimsizhig ile gelisir. Yani {(l) ,~+} lineer bagimsizdir. Benzer sekilde
{6} de lineer bagimsiz olur. Bu ise % <min{n,,n_} demektir. Bununla birlikte

N selfadjoint oldugundan Lemma2.2.5’e gore

k=n_+n_-k = 2k=n_+n_
olur. Simdi #, #n_ kabul edilirse n, +n_ > 2min{n e +n_},>_ 2k olacagindan bir
celiski elde edilir. Dolayisiyla #, =#_ olmalidir.

Tanim2.2.7: D(L”O) uzayindaki £, f;,.... f, fonksiyonlarmt alalim. Eger
fi=h+¢;, h;e D(Z), ¢, e N, ®N_ gosteriminde ¢, ler aralarinda lineer

bagimsiz ise f, elemanlarma D(L,) uzayma gore lineer bagimsiz (veya goreceli

lineer bagimsiz) vektorler denir.

Buna gdre D(LZ)’daki f1.f>...fy celemanlarnt igin yine D(LZ)’da

elemanlari D(L,)’a gore lineer bagimsizdir.

Simdi ise esit indeks defektli simetrik operatériin selfadjoint geniglemesinin

nasil kurulacagini veren temel sonucu ispatlayalim:
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Teorem2.2.8: L,, n,=n_=n sonlu indeks defektine sahip simetrik
operatér olsun.

i) Eger n=0 ise L, n kapanis! onun yegane sélfadjoint genislemesidir.

i)y n#0 iseve f),fr00n fr € D(L:,), fonksiyonlari,

(finf;)=0 (ij=120m) (2.2.3)
kosulunu saglayan, D(L,)’a gore lineer bagimsiz elemanlar ise;

M={feD(L;)| (£.£)=0,i=Tn}
kiimesi L,’in bir M selfadjoint genislemesinin tamim kiimesidir. Burada M,
feMigin Mf =L,f iletanimlanir.

i11) Tersine, M, L, m bir selfadjoint genislemesi ve h,,h,,..h,, € D(L‘,}),
D(L,)’a gore lineer bagimsiz vektorler ise, 4 ’lerin lineer kombinasyonlari arasinda
(2.2.3) kosulunu saglayan &yle f,, f;,....f, vektorleri vardir ki (ii) deki gibi
tanimlanan M alt uzayr M ’nin tanim kiimesidir.

Ispat: f,=g,+¢,, g€ D(Z;) , §, e N, @N_ diyelim. N = spcm{d:i}

segersek, V¢,0'e N igin Lemma2.1.10’dan,

(0.9") =<Zai¢i,;ﬁj¢j > =0

olur. Dolayisiyla N simetriktir. Yani ¥ < N* dir. Ayrica Lemma2.2.5°den N
ve N *’in boyutlar esit oldugundan N =N * oiup N selfadjointtir. Bu durumda

M=D(L;)(—BN oldugundan M tamim kiimeli M genislemesi selfadjoint olur.

Ustelik bu M, L}:’ln M ye kisitlamasidir.
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Tersine M, L,’m selfadjoint geniglemesi ise en az bir N selfadjoint uzay
i¢in D(M )= D(Z,)@ N esitligi gegerlidir. Bu durumda & i¢in uygun bir taban

sec¢imi ispati tamamlar.
Ornek2.2.9: A={f:[0.1] > C| f mutlak siirekli, f'< L, (0,1)} < L, (0.1)
olmak lizere Q= [0, 1] lizerinde  taniml f fonksiyonlari  igin
D(t)={f e 4l £(0)= 1(1)=0}, Lf =if

operatériinii alalim. Vf,g € D(L) igin;

(1f.8)= i (el

[E (e
G|+ [V o

= (f Lg )
esitliginden dolayt L simetriktir. Simdi L’nin adjointini bulalim. Vge 4 igin,
(Lf, g)=( f.k) esitligi VfeD(L) icin saglandigindan 4 c D(L*) dir. Diger

yandan,
Lf=if=if'=if = f=ce",
Lf=-if>if'=-if > f=cye”™
oldugundan, N_ =N (L* +iI) ve N, = N(L* —iI) olmak tizere (2.1.3) esitliginden,

plr)=pr)en, @ N ={g | g=flx)+c,e” +cre™, f e D(L)]
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alinir. Agiktir ki f(x).e*.e™ € 4 dir. Bu gésterir ki D(L* )C A dir. Dolayssiyla,
D(L*)=A olur. O halde verilen Lf =if" operatériiniin adjointi, A4 tanum
kiimeli, L f =if’ operatéridiir.

Simdi L operatériiniin selfadjoint geniglemesini bulalim.
—x

=if ve L f=-if denklemlerinin ¢bziimleri olan e* ve e

fonksiyonlari D(L*) kiimesine ait olduguna gére L ’nin indeks defektleri (7,/) dir.

Su halde genislemenin tamim kitmesi, D(L)’ye gore lincer bagimsiz olan ve

(f1./1)=0 kosullu f, e D(L*) elemanlart yardimi ile elde edilen,

m={ren)| (r./,)=0}

kiimesidir. Bu kosullardan,
(fo 1) =0= r(1)f,()- (0)f,00)=0 (2.2.4)
(S 11y =0= £,(0)1, ()~ £,(0)f,(0) =0 ' (2.2.5)

esitlikleri alinr. Simdi, #,,4,, h,(I)=1, #,(0)=0, h,(1)=0, h,(0)=1 kosullarmn

saglayan elemanlar olmak {izere;

det (. 4,)) =10
oldugundan #,,, D(L)’ye gére lineer bagimsizdir.
fi(x)=ahy(x)+ Bh,y(x)
secersek (2.2.5)’den;
fa, (1)+ Bk, (1)} o, (1)+ B, )}={ah,(0)+ﬁh O} an,(0)+B R, (0
elde ederiz. Buradan ise a@ =BB ve dolaysiyla |a|2 =|B|2 yani %: e®, BeR

bulunur. Bunu (2.1.4)’de kullanirsak;

f()=e"f(0), bR
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aliriz. Su halde,
M={reD(L)] £(1)=¢"1(0).0€R}

kiimesi, aranan selfadjoint genislemenin tanim kiimesidir. Dolayisiyla L ’nin

selfadjoint genislemesi, M = D(M), Mf = if operatoriidiir.
Yukaridaki ¢f =if' diferansiyel ifadesi i¢in aralig: Qz[O,oo) secelim.

f'=—f denkleminin ¢6ziimi olan f(x)=e™ fonksiyonu [0,00) araligimda
karesiyle Lebesque anlaminda integrallenebﬁen mutlak stirekli  fonksiyon
oldugundan D(L*)’a aittir; oysa ki f'= f denkleminin ¢6ziimii olan f(x)=e”
fonksiyonu [O.w) araliginda sonlu Lebesque integraline sahip olmadigindan D(L*)
kiimesine ait degildir. Dolayisiyla, ¢ diferansiyel ifadesinin {irettii simetrik
operatriin indeks defektleri (0,7) dir. Buradan ise bu simetrik operatoriin bir
selfadjoint genislemeye sahip olmadigr sonucu ¢ikar. Clinkl indeks defektleri esit
degildir.

Eger araligi Q = (~0,+0) alsaydik bu durumda yukaridaki ¢éziimlerin her
ikisi de bu aralikta karesiyle integrallenemeyen fonksiyon oldugundan ¢ diferansiyel
ifadesinin drettigi simetrik operatériin indeks defektleri (0,0) olacakti. Dolayistyla
bu simetrik operatériin yegane selfadjoint genislemesi onun kapanisi olacakti.

2.3. DISSIPATIVE OPERATORLER:

Simetrik operatér tamumindan kolayca gosterilebilir ki, L bir simetrik
operatér ise, Vf e D(L) igin,

Im(Lf, f)=0 (2.3.1)
esitligi gecerlidir. Simdi, incelemelerimizi daha genis bir operatér sinifina
genisletecek ve simetrik operatorlerin  sagladifi bazi  ozellikleri bu sinifin
elemanlarina tagiyacagiz.

Tamim2.3.1: H bir Hilbert uzayi, 4, _D_(Z):H tanim kiimeli bir lineer
operator olsun. Eger Vf e D(A4) igin,

Im(A4f, f)20 | (2.3.2)
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ise A ’ya dissipative operator;

Im{A4f, )< 0 (2.3.3)
ise A’ya accumulative operatér denir. A dissipative operatdr iken -4
accumulative operatdr olacagimdan dissipative operatdrler i¢in gegerli olan sonuglar
accumulative operatérler i¢in de gegerlidir.

Eger A dissipative operatoriiniin kendisinden bagka bir dissipative
genislemesi mevcut degil ise 4’ ya maksimal dissipative operatér adi verilir.

Simdi, Lemma?2.1.3’de simetrik operatorler igin ispatladigimiz gergekleri
dissipative operatérler igin verelim:

Teorem2.3.2: A bir dissipative operatdr ise agagidakiler gegerlidir:

i) 4 kapanabilir.

ii) A kapanigr da dissipative operatdrdiir.

iii) A maximal dissipative ise A=A dir.

ispat:i) G(4)’min bir grafik oldufunu, yani [0,g]e G(4) iken g=0
oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in f, =0 ve Af, = g olacak sekilde
(f,) = D(4) dizisini alalm. O halde Vf € D(4) igin, Im(4(f +af, ), f +af,)20
esitsizligi Va € C igin saglanir. Buradan ise,

Im(4f, )+ Im((g, )2 0
elde edilir. Bu esitsizlik VaeC igin saglanacagindan (g, f)=0 ve dolayisiyla
g =0 bulunur. Bu nedenle A kapanabilirdir.

ii) 4 dissipative ise Im(4f, f)= 0, yani Im(f, Af)<0 dur.
(f,Zf )e G(Z)=Z?m alalm. Buna gére f, — f, Af, = Af olacak sekilde
(f,)c D(4) vardir. Im(f,,4f,)<0 oldugundan Im(/, Zf)s 0 ve dolayisiyla

Im(Zf S )2 0 olur. Bu nedenle 4 dissipative operatordiir.
iii) (ii)'nin direkt bir sonucudur.

Lemma2.3.3: 4 bir kapali dissipative operatér:ve ImA <0 ise R(A -Al)
kapalidir.

Ispat: A kapaliise 4—AJ operatorii de kapalidir. Ayrica Vf D(4) igin;
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(4~ A1)f, f)=Im(df, f)~ 1] 20
olacagindan Im((4—Al)f, £)= ~ImA|f|’ bulunur. Diger yandan;
im((4 -M1)f, f)<|(4=-M)f 1) [ <[(4- )71/
oldugundan |(4~As)f]2 (~ImA)|f] elde edilir. Buradan ise Sonugl3.11’¢ gore

A —AJ ’nin kapaliliindan; R(A - M )’nln kapalilig1 ¢ikar.

Teorem2.3.4: A ’nin bir maximal dissipative operatdr olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul ImA < 0 i¢in R(4—-AJ ) = H olmasidir.

Ispat: A4 maximal dissipative operatér ise kapali olacagindan

Lemma2.3.3’den R(A~Al)=H elde edilir. Tersine ImA <0 igin R(4-Al)=H
olsun. Diyelim ki 4 maximal degildir. Yani A4 ’min kendisinden farkli bir 4
dissipative genislemesi vardir. O halde 6yle bir f, € D(Z) vardir ki f,, ¢ D(A) dir.
Ancak R(A-A)=H oldugundan, (Z —~ u) f, =(4-\l)g, olacak sekilde bir
g, € D(4) bulunmalidir. g, € D(4) igin Ag, = Ag, oldugundan (Z ~A ;=0

olacak sekilde bir 4, # 0 eleman: vardir. Buradan ise;
tm (A 1) = () <0

¢ikar ki bu, A nmn dissipative olmasi ile ¢elisir. Dolayisiyla 4 maximal dissipative

operatdr olur.

Teorem2.3.5: Her bir dissipative operatér bir maximal dissipative
genislemeye sahiptir.

Ispat: A kapali degilse bile 4=4, diyelim. Teorem2.3.2’de 4,’in de
dissipative oldugunu goéstermistik. $Simdi A4,’in maximal dissipative genislemeye
sahip oldufunu gosterirsek ispati tamamiamis oluruz.

ImA <0 igin R(4, - AI)= H
olsun. Buna gore N =R(A,-M )l #* {0} dir. '$imdi A genislemesini
D(Z)zD(A,)HV izerinde Z( +u)=A,f+Xu esitligi ile kuralim. Burada
feD(4,)ueN dir Butanim anlamlidir. Zira
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f+u=0:>(;f(f+u),f+u)=

= (41, f)+(4f.u)=0
:>(Af,f)—i(u,u)=0

= A’
=u=0
= f=0

dir. Simdi A’nm dissipative oldugunu gosterelim:
(2(f+u),f+u)=(A,f,f)%—i(u,f)+(A,f,u)+i(u,u)
= (4 )+ M (s )+ (fo A )+ 2 ()
=(4,1.f) +X(u,f)+7\.(f,u)+—1{(u,u)
:(A,f,f)+2Re(7»(f,u))+i(u,u)
esitligi gecerlidir. Buradan,
tm(A(f +u), f +u)=Tm(4f, £) +u]’ I >0

elde edilir. Bu ise 4 ’nm dissipative olmasi demektir.
2.4. POZITiF TANIMLI SIMETRIK OPERATORLER:

Tanmim2.4.1: 4, bir A Hilbert uzayinda tanimli simetrik operatér olsun.
Eger Vf e D(A) ig:in(Af, f)= m[lf“2 olacak sekilde bir m >0 sayisi varsa 4’ya

pozitif tanimli simetrik operatér denir. Bu m sayisi ise A4 ’nin alt sinir olarak

adlandirilir.
Af ==f", D(A)={f e L,(0,1): f' mutlak sirekli, £ (0)= f(I)=0}
operatorii bir pozitif tanimli simetrik operatérdiir.

Gergekten de; Vf e D(A) igin,

(4f.f)= jf () Gex = ﬂf () dx

esitligi kismi integrasyon ile gosterilebilir. Ayrica; f(x _[ f'(¢)dt oldugundan,

FAON

< [Xﬂf'(t)ldz)é < i[dt]']f’(t)lzdz =xxj|f’(i)|"dz < xl
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aliur. Her iki yani x e goére (0,1) araliginda integrallersek,

o ass [ =4 e

0

elde ederiz. Bu ise " f "7 < é(Af ,f) oldugunu kanitlar.
Teorem2.4.2: A pozitif tanimlt simetrik operatdr ise o zaman bir pozitif

tanumli selfadjoint A’ genislemesine sahiptir.

Ispat: [, =(Au,u)% normuna gore D(4) uzaymm tamlamisini alalim.
Burada yeni i¢ ¢arpim (u,v)A = (Au, v) seklinde olacaktir. Bu sekilde tanimlanmis
Hilbert uzaym: H , ile gosterelim.

Simdi 4" ’m D(A')zD(A*)m H, tanim kiimeli 4’ genislemesini alalim.
Ac 4 oldugu agiktir. D(A')’nin segiminden dolayi, u,ve D(4') ise &yle
(,)(v,) = D(4) dizileri vardir ki, Ju—u,|, >0, [v=v,], =0 dir. Dolayisiyla

m,n —> o iken;

(vﬂ b vm )‘4 = (Aun 3 vm ) = (ll” ? Avm )
terimleri limite sahiptir. Tekrarli limitlerin esitliginden,

lim lim (4u,,v,, )= lim(4u,,v)

AE M0

= lim(u,, 4'v)

-0

= lim(u,,A4'v)

H>W

= (u,A'v)

lim lim (Au,,v,, )= lim (Au,v,,)
11—>0 130 m—s

= lim (u,A*vm)

m—w
= lim (4"w,v,)
=(A'u,v)
oldugu bulunur. Dolayistyla (4's,v)= (4, 4'v) oldugundan A’ simetriktir.

Simdi herhangi ve H alalim. Vu e D(4) igin,
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(o <l < (e =] =
oldugundan (,v) suurh lineer fonksiyoneldir ve Riezs teoremine gore Vu e D(4)
icin bir tek v’ H, vardir dyle ki, (4,v)=(u,v"), =(4u,v") dir. Buradan ise
v eD(4") ve 4" =v elde edilir. Ayrica v" e H, oldugundan ve D(4") olup,
v=A"v" yani ve R(4') olur. Dolayisiyla R(4')= H dir. $imdi bunun yardiniyla

A' 'nin selfadjoint oldugunu gésterelim:

Vge D(A") icin bir he D(4') vardir ki, A'h=A4"g dir. Dolayisiyla,
feD(A) igin,

(af.8)=(r.4"g)=(f, 4'n)= (41, h)
olur. Buradan ise, g - A€ R(A’)J‘ = {0}, yani g = h elde edilir. Béylece g D(4')

olup 4’ selfadjointtir.
Teoremde kurulan A’ geniglemesi A operatériiniin Friedrichs genislemesi

olarak adlandirilir.
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3. BOLUM

SIMETRIK DIFERANSIYEL OPERATORLER:

Bir o6nceki bolimde gordikk ki, simetrik bir operatoriin selfadjoint
genislemesinin var olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul, onun sonlu ve esit indeks
-defektlere sahip olmasidir. Bli bize diferansiyel operatérlerin bu bakimdan uygun
oldugu sonucunu verir. Zira n. mertebeden bir diferansiyel denklemin en fazla » -
tane lineer bagimsiz ¢dziimii vardir. Dolayisiyla diferansiyel operatorierin indeks
defektleri sonludur.

Bu béliimde, 2. Béllimde elde edilen sonuglart 2. mertebeden diferansiyel

operatdrlere uygulayacagiz.

3.1. TEMEL KAVRAMLAR:

o =(of") +of (.1.1)

esitligi ile taumli ¢ diferansiyel ifadesi 2. mertebeden bir formal diferansiyel
operatdr olarak adlandirilir. Gergekte bu ifadenin bir operatdr belirtebilmesi igin

tamm uzaymin belli olmas:i gerekir. Formal kelimesinin kullanilmasi bu yiizdendir.
Burada p(x) ve q(x); a,b ug noktali bir Q aralifinda taniml ve C%(Q)
uzayindan alinan fonksiyonlardir. Ayrica, Vx € (a,b), p(x)#0 kabul edilir. a ve b

sayilarimin biri yada ikisi birden sonsuz olabilir.

Tanmm3.1.1: Eger a sonlu, p(a)#0 ve p,qeC([a,b)) ise a’ya regiiler

sol ug nokta; benzer sekilde b sonlu, p(b)#0 ve p,q e C”((a,b]) ise b ’ye regiiler
sag ug nokta denir. Regiiler olmayan ug¢ noktaya singiiler u¢ nokta adi verilir. Bir

formal £ operatérii a ve b’nin her ikisi de regiiler oldugunda regiiler operatér,
aksi halde singiiler operatér olarak adlandirilir.

39



Tamm3.1.2: f =(pf ')l +qf formal operatorii igin, ¢ g= (,Tyg')’ +gg

formal operat6rii ¢ ’nin formal adjointi olarak adlandirilir. Eger ¢ =0 ise ¢ 'ye

formal selfadjoint operatér denir.

Agiktir ki, ¢’nin formal selfadjoint olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul p ve

g fonksiyounlarinin reel degerli olmasidir.

Lemma3.1.3: / formal selfadjoint ise her f ve g i¢in,

§€f—f?§=§;[f,g] (3.1.2)

esitligi gecerlidir. Burada,

[f.gl=p(r'g-r7) (3.1.3)
dir.
Ispat: Dogrudan hesaplamayla,
%[ﬂg]=gx—p(f’§—f§’)
=p(r'g-rg)+plr'g-1e)
=pf'g-pfg+p(f'2+ /'8 -SE-SE)
=pf'g-pf8+p/'8+p/'8-p'E-0fE"
=glpf"+ P +af)- f(pE"+ P'E +48)
=glif - flg
oldugu goriiliir.

Sonu¢3.1.4: Eger [a,B], Q’nin sonlu alt araligi ise f,g,¢f,{gel, (o, B)

olmak {izere,
f s B
[(etr - reglic=[r.gL (3.14)
a

Green formiilt saglanir. Burada,
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[7.gk =[f.2l®)-[f . gke) (3.1.5)
dir.
3.2. REGULER OPERATORUN SELFADJOINT GENISLEMESI:

Simdi, Q =[a,b] tizerinde,
o =(of") +af
formal operatériinti alalim. Diyelim ki £ regiilerdir. Buna gore,

A={f e L,(@)] /' mutlak sirekli, " & L,(Q)}

olmak {izere,

il
Ry
S
S

H

<
Lo

D(L)={re 4l fla)= f(a)= £(b)
D(L')=4
Lf =¢f, Lf =1(f

operatdrlerini tanimlayalim. Tanimdan agik¢a goriiltir ki, L < L" dir.

Lemma3.2.1:
(Lr.8)-(fLg)=1r.gl, frigeDlt) (3.1.6)
(Lf.g)=(f.L'g), feD(L), g e D(L) (3.1.7)

esitlikleri gegerlidir.

Ispat: Agiktir ki (3.1.6) esitligi  (3.1.4) esitliginden (3.1.7) esitligi ise
D(L)’nin tanimindan ¢ikar. Zira, f € D(L) ise [ f,g]z =0 olacagindan (3.1.7),
(3.1.6)’dan elde edilir. |

(3.1.6) ve (3.1.7) esitlikleri £ ’nin formal selfadjoint olmasmin direkt bir

sonucudur. Ustelik bu esitlikler /¢ ile L, L' arasinda bir baglanti kurar. Ayrica

(3.1.6) esitligi (,) bilineer formu i¢in yeni bir gdsterim saglar.

Lemma3.2.2: D(L)=L,(a,b) dur.
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Ispat: Cla,b]= {f e C*la,b)| fla)= f(b) = f(a)= f'(b) =0 } uzayt,
L,(a,b)’de yogun oldugundan ve D(L)> C{ [a,b] oldugundan lemma gegerlidir.
Teorem3.2.3: L simetrik operatdrdiir.

Ispat: Lemma3.2.1°deki (3.1.7) esitliginden ve Lemma3.2.2’den teoremin

ispati agtktir.

Lemma3.2.4: Herhangi bir gelL, (Q) igin, ff=g denklemini ve
Vi (a) =f '(a) = 0 kosullarmi saglayan bir tek f fonksiyonu vardir.

Lemma3.2.5: R(L)= N(L')J‘ dir.

Ispat: Lemma3.2.4’¢ gore, L'f = g denklemi, f(a)=f"(a)=0 kosullarm
saglayan bir tek f ¢6ziimine sahiptir. N(L’)’mn {k,,k_,} tabanini alalim &yle ki,

k,(b)=k,y(b)=1 ve k;{b) = k,(b) =0 kosullari saglansin. Bu durumda;
(g.k)= (L k)= 1.k, = p(B)S(6)
(g.k2)= (L. k;) =11 ke | = pl6)1(0)
esitlikleri elde edilir. ¢ regiler oldugundan p(b)%0 dir. Dolayisiyla

(g k )= 0,j = 1,2 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul f e D(L) olmasidir. Buradan

*

ise ge N (L’)L & ge R(L) elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.
Teorem3.2.6: L' = L' ve (L') =L du.

Ispat: (3.1.7) esitliginden L' > L' oldugu elde edilir. Zira adjointin tanim

kiimesi maximaldir. Dolayistyla ters kapsami da gdsterebilirsek ispati tamamlariz.

Simdi herhangi g e D(L"‘) alalm. L'g=h ise L'f=h denkleminin bir

mutlak stirekli f ¢6ziimi vardir ve herhangi & € D(L) icin,

(k)= (k. Lif) = (L. /)

dir. Ayrica,
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(k.h)={k.L"g)= (Lk.g)

olacagmndan, (Lk,f-g)=0 yani f-ge R(L)" olur. R(L) = N(L') oldugundan
f-geN(L') elde edilir. O halde f e D(L'} oldugundan g de Gyle olmalidir.

Dolayisiyla L" < L' olacagindan L' = L' esitligi ispatl‘anmw olur.

Simdi (L') =L oldugunu gésterelim. L” =L >L ve L' =L’ oldugundan
(L) =L"=L>L yani (L) 5L dir. Tersine herhangi bir e D)) ve
Vg e D(L) igin, ((L')’“ £ g)=( f.L'g)=(f,Lg) olacagindan feD(L"‘) olur. Yani

(L')* c L' =L' dir. Boylece, f e D(L*), g € D(L') igin,

(L'g./)=le. ) 1)=(e. L)
elde edilir. Bu nedenle (3.1.6) esitliginden [g, f ]i =( bulunur. Burada ge D(L')
igin ozel olarak g'(a)=1/,g(a)=g(b)=g'(6)=0 kosullu fonksiyon segersek;
lg.f ]f, =0 esitliginden f(a)=0 buluruz. g | igin benzer secimlerle

f’(a) = f(b) =f'(b) =0 elde edilir. Buise fe D(L) demektir. Yani (L')* =L

dir.

Sonu¢3.2.7: L bir kapali operatordiir.

Ispat: (L’)* adjoint operatérii kapali oldugundan (L')* =L esitliine gore L
de kapalidir.

3.3. SINGULER OPERATORUN SELFADJOINT GENISLEMESI:

¢ singiiler oldugunda yukaridaki yontemin direk bir genellesmesi yaptlmak
istenirse bazi zorluklarla karsilagilir. Zira ¢ ’nin iirettii kapali simetrik operatériin
tanim kiimesi hem £ ’nin katsayilarima hem de Q’ya baglidir. Q’nin ug noktalar
sonsuz olabilecegi gibi, ¢’nin katsayilar1 (2’da integrallenemeyebilir. Bu
problemleri asmak igin uygulanacak olan taktik, Q’nin u¢ noktalarmin
komsulukiarinda sifir olan fonksiyonlarin olusturdugu kiimeyi, simetrik operatériin

tanim kiimesi olarak se¢mektir.
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Diyelim ki, D, kiimesi f'mutlak stirekli, /"€ L, (€2) kogullarini saglayan

ve (a,b)'nin sonlu bir [a,,bl] alt araligmin disinda sadece sifir degerini alan

fonksiyonlarmn kiimesi olsun. Burada her bir fonksiyon i¢in ayr bir alt aralik olabilir.
A={feL,(Q)| s mutlak sirekli, /" L,(Q)}
kiimesi 3.2°de tanimlanmisti. Bu kiimeler iizerinde,
Lof =4f, D(Ly)=Dy, Lf=tf,D(L)=4
operatérlerini tanimlayalim.
Aciktirki Dy < 4 ve L, c L' dir. Ayrica f € D, i¢in,
flo)=f'(a)=f(B)=f"(B)=0
olacak sekilde a <a < B < b sayilari vardir.
Lemma3.3.1: Vf € D(L,),Vge D(L') i¢in,
(Lof.8)=(f-Lg)
esitligi gecerlidir.
Ispat: feD, igin, f(a)=f'(a)=f(B)="f'(B)=0 olacak sekilde

a<a<f<b saylarn var oldugundan Green formiiliinde [f , g]f =0 olur.

Dolayisiyla verilen esitlik saglanir,

Teorem3.3.2: L, simetriktir.

Ispat: Bir 6nceki lemmadan dolay: V/f,g € D(L,) icin,

(Lnf, g) = (f’ L,,g)

esitlifinin saglanacagi aciktr. Ayrica D, Cy[ab] ve Cf[a,b]=L,(a,b)

oldugundan Dy, L;(a,b) uzaymda yogundur. Dolayistyla L, simetriktir.

Teorem3.3.3: Ly = L' dur.
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Ispat: Lycl'c LZ oldugundan, sadece L’;) c L' oldugunu gostermek
yeterlidir. Diyelim ki £, Q igindeki bir kapali ve sl A =[o,B] araliginda
regiilerdir. Bu durumda L, ve L} operatorleri, sirasiyla L, ve L' operatérierinin A
araligina kisitlanmis operatérleri olmak tizere, L, ve L., L, (A) uzay: iizerinde

regiiler durumda oldugu gibi tanimlanir.

Simdi keyfi bir f e D(LZ) alalim. Bu durumda her bir he D(L,) igin,

(Lo, f)=(n.L5 £)

olur. Lyf=g € L,(Q) olmak iizere, A’da tammli ve k() = #'(ct) = h(B) = #'(B) = 0
kosulunu saglayan bir # fonksiyonu segelim. Bu durumda f;, f fonksiyonunun
A’ya kisitlanist olmak tizere yukaridaki esitlikten,

(Loh, f3)=(h.g4)
elde edilir. Burada f, eD(LZ), g :L’:3 fa dir. Regiiler durumda LZ =1Ly
oldugundan f, € D(L}), g4 =Lyf, olur. Bu durumda f, e 4=D(L') dir. A
keyfi oldugundan f e D(L') olur. Bu ise L';) = L' demektir.

Daha 6nce regiiler durum igin [ f g]ﬁ ifadesini tanimlamigtik. Bu gosterimi

singtiler duruma tagimak i¢in limitten yararlanacagiz. Simdi asagidaki tanimlamalari

g6z Oniine alalim:

[£.8]' = tim[f.g]x)
[1.€l. = tim[7.g](x)
[7.gL =1r.e -1r.gl.

Lemma3.3.4: ¢ regﬁler veya singliler formal diferansiyel operatdr ise her bir

/g € A i¢in yukaridaki limitler mevcut ve sonludur.

Ispat: o <o < x<b igin Green formiiliine gore,
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RY

({gtf - righi=[7.elx)-1r gl

o

esitligi gecerlidir. Burada f, geD(L’) oldugundan f,g.ff.lg € LZ(Q) dir. Yani
yukaridaki esitligin sol yanindaki integral mevcuttur. Dolayisiyla x — 67 igin limite

gecersek yukaridaki ilk limitin varlhigi ¢ikar. Digeri de benzer sekilde gosterilir.

Teorem3.3.5: Formal selfadjoint ¢ diferansiyel ifadesinden elde edilen

simetrik operatsr (m, m) esit indeks defektlerine sahiptir. Diferansiyel ifade ikinci

mertebeden oldugunda m = 0,/ veya 2 dir.

Ispat: ¢ formal selfadjoint oldugundan katsayilari olan p ve ¢
fonksiyonlar: reel degerlidir. Dolayisiyla, #f =if olmasi igin gerekli ve yeterli kogul

67 — —i? olmasidir. Bufadan ise indeks defektlerin esitligi ¢ikar. ¢ ikinci
mertebeden oldugunda yukaridaki denklemlerin en fazla iki lineer bagimsiz ¢éziimii

olacagindan son iddianin dogrulugu goriiliir.

Simdi ikinci mertebeden formal selfadjoint diferansiyel ifadenin iirettigi
simetrik operatdriin selfadjoint genislemesinin nasil kurulacagini veren temel sonucu

verelim. Bunun ispati genel simetrik operatérler i¢in ispatladiimiz teorem de

(7.8)=[f.gl. almmasyla elde edilir.

Sonu¢3.3.6: £ formal selfadjoint diferansiyel ifadesinin trettigi L, simetrik
operatrii (m.m), m<0,1.2 indeks defektlerine sahiptir ve bu yiizden Ly, m bir

selfadjoint genislemesi vardir. Ayrica;

ym =0 ise L,=L' operatorii L, ’n yegane selfadjoint geniglemesidir.
ity m # Oise, {f,}, < D(L'),
k=0, ij=12

kosullarini saglayan, D(L,)) "a gore lineer bagimsiz elemanlar olmak {izere,

M={fep)| .1} =0,i=Tm)
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kiimesi L, n bir selfadjoint genislemesinin tanim kiimesidir.

iif) Tersine L, m her bir selfadjoint genislemesi bu yolla elde edilir.
Genelligi bozmadan, f; elemanlart, D(L') kiimesinde D (L, ) a gore lineer bagimsiz

olan 2m sayida fonksiyonun lineer kombinasyonlari arasindan secilebilir.

Sonu¢3.3.7: Diyelim ki Q aralifinin sol u¢ noktasi, «, regilerdir. Bu

durumda, #’nin dretti§i L, in indeks defektleri (7.7) ise onun bir selfadjoint

genislemesinin tanim kiimesi, @€ R olmak iizere,

M= {f e D(L") | fla)coso— f'(a)sing = 0,}
seklinde bulunur.

Ispat: L,’mn indeks defektleri (£,1) oldugundan bir énceki sonuca gore
herhangi selfadjoint genislemenin tanim kiimesi [ 7, f,]s =0 kosulu ile elde edilir.
Burada f,, [f,, f,]f, =0 kosulunu saglayan, D(L,)’a gore lineer bagimsiz bir
elemandir. $imdi a,B e C olmak iizere,

[, =ah, +Bh,
alalim, Syle ki, en az bir ce(ab) ve her bir x>c igin h,(.x')=h3(x)=0 ve
h(a)=H(a)=1 h(a)=h,(a)=0 olsun. Bu durumda [f,. f,]ﬁ =0 kosulundan

of=oB; [f.f,]L =0 kosulundan ise of'(a)-Bf(a)=0 esitlikleri elde edilir.

=tan@ alirsak bu kosul, f'(a)sing — f(a)cos =0 esitligine doniisiir.

=R

Ornek3.3.8: ¢f =—f" , Q=[0,1] olmak tizere
D(L)={feL,(Q)|f e 4, £(0)=f(1)=£'(0)=f (1)=0},
Lf =4

operatoriinii alalim.

47



Gosterdik ki , 4 =(pf") +gf diferansiyel ifadesinde p ve g fonksiyonlan

reel degerli oldugunda ¢ ’nin iirettigi simetrik operatdr bir selfadjoint genislemeye
sahiptir. Zira indeks defektleri esittir.

L 'nin selfadjoint geniglemesini bulmak i¢in indeks defektlerini belirleyelim.

n,=n_=m

ES -

olsun. Su halde m=dim N (L* —il ) oldugundan;

=
denkleminin ¢éziimlerine bakmaliyiz. A¢ikea bu ¢oziimler;

@)=, )= Lk me =
dir.

I/ (xl2 =™ | |f2,(xl2 e
oldugundan her ikisi de [0,]] araliginda Lebesque anlaminda integrallenebilirdir.
Yani f,f,€l, (Q) dir. Ayrica bu ¢oziimler mutlak stirekli olacagindan ikisi de
D(L')=D(L') kiimesi iginde kalir. Dolayisiyla m =2 d.

Buna gére selfadjoint genislemesinin tanim kiimesi,

m={ren(t) | [£.5] =17 1] =0)

seklindedir. Burada f, ve f, , D(L)’ye gore lineer bagimsiz olan ve [f,., S ]{’) =0,

i, j = 1,2 kosullarini saglayan elemanlardir. Simdi,

fr(x) =iy (x)+ 0z (x)
fo(x) = ashy(x)+oghy(x)

esitliklerini alalim. Burada, kabul edelim ki, %, fonksiyonlari reel degerli ve

h(0)=hy (0)=hy (0)=hy (0)=0:hy (1)=hy (1)=0. by (1) =y (1) =1
hy (1) =hy(1)=hy (1)=h, (1)=0; b ,(0)=h, (0)=0, by (0)=h,(0)=1

kogullari saglayan fonksiyonlardir.
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Bu durumda, det( [hnhj:I;)= 1 #0 oldugu kolayca hesaplamir. Dolayistyla

h.’ler D(L)’ye gore lineer bagmsiz elemanlardir.

Simdi [ Jin £y ll) =0 kosullarinda 4, ’lerin yukaridaki 6zelliklerini kullanirsak;

[r.1l=0 = a;=a0,

ool =0 = azo,=aj0,
sonuglarini elde ederiz. Dolayisiyla a,; ve o 3&: saytlari reel sayilardir. Ayrica
[f»f;]}l; =0, [f,fz],l) =0 oldugundan;

o f'(0)-a.f0)=0

a f'(1)~a,f(1)=0
elde edilir. « ,E ve o 3; reel oldugundan, bu kosullar,

F(0)cosg— f'(0)sing =0

F(I)cosy—f'(I)siny =0, g,y eR
kosullarina doniigtir. Su halde L’ nin bir M selfadjoint genislemesi,
f(0)cosp—f'(0)sinp=0

f(])cosw—f'(l)sinq;=0}’(p’\l’ER; Mf=—f"

D(M)z-—{feA

seklinde olacaktir.

Yukaridaki ¢f =—f" diferansiyel ifadesinde Q=[O,+co) alirsak, £’nin
lirettigi simetrik operatoriin indeks defektleri (Z,/) olacaktir. Gergekten de;

-fr=f

denkleminin ¢éziimlerinden biri olan,

flx)=e"", [K, =e_‘% ), L,(0,40) da olmadigindan denklemin yalnizca
bir lineer bagimsiz ¢6ziimil D(L') icindedir. Yani n, =n_=1 dir. Bu durumda ise
Sonug3.3.7°den dolay1 selfadjoint genisleme;

f(O)cosq)—f'(O)simp =0,0eR

kosuluyla elde edilir.
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Eger ki Q= (— 00,+oo) alsaydik — f"=if denkleminin iki ¢Oziimii de
L, (- 00,+oo) uzayinda olmayacagindan #n, =n_ =0 olacakti. Bu durumda ise L’nin
kapanisi, onun yegane selfadjoint genislemesi olacaktr.

3.4.DISSIPATIVE SCHRODINGER OPERATORUNUN

SELFADJOINT GENISLEMESI:

Asagidaki diferansiyel ifadeyi géz 6niine alalim:

2 1
0(y)=—y"(x)+ x24y(x)+q(x)y(x);0<x<+oo (3.4.1)

Burada 0<v</, g(x) bir stirekli ve reel degerli fonksiyondur. Bu diferansiyel
ifadenin tirettidi operatér Schrédinger Operatérii olarak bilinir.

Diyelim ki, v;(x),v,(x), ¢(y)=0 denkleminin  v{(/)=0=v,(/)
vi(I)=1=v,(I) baslangic kosullarimi saglayan ¢oziimleridir. Bu durumda,
W(v),v;] . v ve v, fonksiyonlarmin W [v;,v,] =vvs=vv, esitligi ile hesaplanan
Wronskian determinanti olmak {izere;

W[v,,v_,]x EW[v,,vz]l =]
oldugundan v,,v, lineer bagimsizdir.

Dy ={yeL,(0,%0):y'(x), (0,%) damutlak siirekli; £(y)e L, (0,) }
kiimesi tamimlansm. y(x).z(x)e D, keyfi fonksiyonlari igin:

Wp.z] =Wy ] W[Zv,] ~W[yv, ) W[Z.v]..0sx<s0  (3.42)

esitligi gecerlidir. Bu esitlik dogrudan hesaplama ile kolayca gosterilebilir.

Simdi D(L), asagidaki kosullart saglayan tim ye D, fonksiyonlarinin

kiimesi olsun:

Wy, + W [ yv;], =0 (3.4.3)
W[y,v,]00 —h,W [y,vz ]OO =0 (3.4.4)

Bu kiime iizerinde Ly = ¢ ( y) operatdril tanimlansin.
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Lemma3.4.1: Herhangi bir y D(L) igin,

2 2
tm(Ly,y) = (/i )W [y,v, ]| +(1m )| [,v,1,|
esitligi gegerlidir.
Ispat: Keyfi bir y € D(L) igin, kismi integrasyon yardimiyla;

(Ly,y)= (0. Ly)=W [y, 7], - W [».7], (34.5)
oldugu gdsterilebilir. (3.4.2) esitligini ve D(L) nin tanimimi kullanirsak,
Wip3l, =Wl #5v.l, W v [Tl
=(h =1 )W [y, ], W [Po2],
= 2i(Imm) ¥ [y,v,1,[
W1y 3]y =W [yvily W 921, =W [yv2 ], 7 [P,
=~( T Dl W[
=—2i(1mh,)|W[y,v2]0|2
esitliklerini aliriz. Bunlarin (3.4.5) de kullanilmasiyla lemma ispatlanir. Dolayisiyla
gosterdik ki; herhangi bir y € D(L) igin,
im(Ly, y) = (tm )| [y, ], + () i [y.v,],[
esitligi gegerlidir.
Bu lemmadan goriildiigli gibi &, veh, sayiari Imk, >0 (veya h; =) ve
Imh, 20 (veya h, =) olacak sekilde segildiginde L, D, tlizerinde kurulan
maximal dissipative operatorli; Im#h, =Imh, =0(veyah, =, =o) secildiginde
ise selfadjoint operatérit verir. Burada 4, =« ve h, =00 ifadeleri sirasiyla
W(y.v;],=0 ve W[y,v,], =0 kosullari ile denktir.
Simdi incelememizi Im#4, >0, Imba, =0 durumuna ozellestirelim. Bu

durumda L ’nin dissipative olacagi agiktir. Amacimiz onun selfadjoint geniglemesini

kurmaktir. Bunun i¢in asagidaki tanimlamalar gdz Oniine alalim:

H=D,=L,(0,%), D_=L,(~0,0)
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H, = {((p_,y,(pﬂL) cp_eD_,yeH,op, eD+}
W, (a,b) = {f €L, (a,b): f mutlak stirekli, /" € L, (a,b)} )
H, uzaymnmn elemanlarini f =(p_,y,p,) tglileri seklinde yazabilecegimiz

gibi, f=g¢_+y+g@, seklinde de yazabilecegimizi biliyoruz. Simdi, D, H,

uzayinin,
W[y,v,]o +h,W[y,v2]0 =ag_(0)
Wyl +Wy.v,], =op, (0)

=q
346
W[y,vl]w—'h2W[y,V2 . =0 ( )

yeD. ¢, e Wy(00), o_eW,(~,0), a =\/m,-
kosullarmi saglayan tiim f =¢@_+ y+¢@, elemanlarmn kitmesini gostermek iizere,
D iizerinde,

Lf =(igL, (), 19, ) = i+ £(y) +ip),
operatdriinii tanimlayalim. |

Teorem3.4.2: L operatérii H . uzay! lizerinde selfadjoint bir operatordiir.

Ispat: Diyelim ki, f;, f,€D; f,=0_+y+o,, fr=y_+z+y, dir. Kismi
integrasyon formuling, (¢(3),)—(3.€(0))=W[».7] -W|[».7], esitligini ve
W, (0,), W, (—0,0) uzaylarmm tanimini kullanarak; |

(L, £2)~(fir 1y ) = i0_(0F_(0) ~i0, (0§, (O)+ W [ y.Z], - W [ .7], (3.4.7)

esitliini elde ederiz. L ’nin simetrikligi igin (3.4.7) esitliginin sag tarafindaki
ifadenin sifira esit oldugunu gostermek gerekir. Bunun igin de (3.4.6) kosullarindan

yararlanaca§iz.

o NN | h . B
I(P-(O)W-(O)_I(P+(0)W+(0):I(EW[ysvl]o+&LW[J”,V2]())['&W[Z’VI]0+&LW[21VZ]OJ_
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Q |~

, h, I, hy v
~z[ W[y,v,]o+—QLW[y,v_,]0](EW[z,v1]o-l——OC—IW[Z,vz]OJ

W[y"z—]oo = W[y’vl]m W[Z’Vz]oo —W[y’v-‘?]oo W[E'v/]cc' = (172 —}_I;’)W[y’vz]w W[E’vz]w
=2ilmh W [yp,v,]| W [Z,v,],
Son hesaplanan ifadeler (3.4.7) esitliginde yerine yazilirsa, Im#h, =0 oldugu

da gdz 6niine alinarak,

(L. 12)=(f012) finfo€D
bulunur. Bu son esitlik I operatdriiniin simetrikligini kanitlar. Yani Z< Z” dur.
Ispatt tamamlamak igin L 5L oldugunu da gostermeliyiz. Bunun i¢in keyfi bir

ge D(Lw ), g=y_+z+y, elemanmi alip bunun D(Z ): D uzayinda igerildigini

kanitlamak gerekir. L g =g" = y* + 2"+, olsun.
Er.e)=(r.e") (3.4.8)
esitligi her bir f e D(Z) i¢in saglandigindan f igin uygun segimler yapabiliriz.

Ornegin (3.4.8)’de f=0_=(¢_,0,0), ¢_(0)=0, ¢_e W, (-,0) secersek,

0 0 .
[iolG.dt= [o.ylde

ifadesini aliriz. Son esitlifinin sol tarafindaki integralde kismi integrasyon

uygularsak,
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0
Jw_(iwi—wi)dé =0

buluruz. Burada ¢_ fonksiyonu \'\(;2' (—,0)= {(p_ e W, (-,0): 9_(0)= 0} Sobolev
uzayinin keyfi fonksiyonu oldugundan ve bu uzay L, (~co,()) ’da yogun oldugundan
\pi =iy’ olur.

f i¢in benzer segimlerle . =iy ve /(z)=z" bulunabilir. Dolayistyla
g = Lg yazabiliriz. Bu ise nceki gibi,

i9_(0)§_(0)~i9, ()T, (0) +W [».Z], -W[».Z], =0 (3.4.9)
esitligini verir.

Simdi erD(i), f=0_+y+0, elemam igin (3.4.4) kosullarmdan

asagidaki esitlikler alinir:

w [-V’ Y2 ]() = 'li;(q)— (0) -0, (0))

. h
w(y.v], = oe-(0) —;a’(cp_(o)—cm(f))).
Bunlari (3.4.9) esitliginde kullanirsak (3.4.2) bagintisinin da yardimuyla;

io_(0)§_(0)+ip (0)T.0) =W [y.v,] W[Z.v,], - W {yv, ] W [Z.v],,
—W[y, V/]() W[E’ V-’]() +W[-V’ V2]() W[*":' Vi ]()

=W [y, [ [2.7:], - [2.v/], ]
-W[zZ.v,], [o«p_ (0)—%(<p_ ) -9, (0))}
+W[Z,v], [;{;(cp_(m—%(ﬂ))}

= W[y,v_,]co [hZW[E, VZ]w —W[’z',v,]w]

+¢_(0)H%-QJW[E,V_,]0 +—.]—W[Z,v,]0}

h _ —
+(P+(0)[_;éw[z’v?]r) _T_W[Z’V/]()J
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esitligini aliriz. Bu esitligin her iki yanindaki terimleri ¢_(0) ve ¢, (0)sayilarinin
katsayilari seklinde esitlersek,
W(zv],+ W [z.v,], =ay_(0)

Wz, ), +hW[z.v,], =ay, (0), a={2Im%,

Wz, v, —mW [z,v_;]w =0
kosullarmin saglandigini goriirtiz. Bu ise g ’nin (3.4.4) kosullarin! saglamasi yani
D(Z): D’nin  elemant olmast demektir. Dolayisiyla L ’nin selfadjointligi

kanitlanmis olur.

Bu teorem gosterir ki, L operatorii; Imh, >0, Imh, =0 olmak tizere

(3.4.3), (3.4.4) kosullar: ile tanimlanmis olan L dissipative operatériiniin selfadjoint

genislemesidir.
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4, BOLUM
STURM - LIOUVILLE OPERATORU:

4.1. INVERSE PROBLEMIN TANIMI ve TARIHSEL GELISIiMi:

Asagidaki diferansiyel denklemi ve sinir kosullarini g6z 6niine alalim:

-2 (O O)+ 40 O =pw 1) “.11)
(sinc) /(@) +(cost) (@) =0 (4.1.2)
(sinB) f'(b)+(cosB) f(b) =0 (4.2.3)

Burada p(¢), g(t) ve w(t), te [a, b] degiskeninin reel degerli fonksiyonlari ve p bir

kompleks parametredir.
1830°larda  Sturm ve Liouville adli iki matematik¢inin  g¢aligmalari

g6stermistir ki, p parametresi keyfi se¢ilemez. Daha &tesi, (4.1.1) denklemini ve
(4.1.2), (4.1.3) sinr kosullarmi saglayan sifirdan farklt bir f(#) fonksiyonunun
varligina olanak veren p sayilart C’de ayrik bir kiime belirler. Iste bu p sayilarinn
ve onlara karsilik gelen f(¢) fonksiyonlarinm arastirilmas: problemi, literatiirde
Sturm — Liouville Problemi olarak bilinir. p sayilarina problemin 6zdegerleri, f(¢)

fonksiyonlarina ise szonkéiyonlarx denir.

Simdi kabul edelim ki, p(¢), g(¢), w(t) fonksiyonlari ve p'(1), (p(t)w(r))’
tirevleri [a,b]’de sirekli fonksiyonlardir. Ayrica diyelim ki, Vre[a,b],
p(t)>0, w(t) >0 kosullar saglanir. Bu durumda,

J- w(s M= J- w(s)

5 (S WS g, glt)= (p(t)w(f))

p(s)

olmak iizere,
y=gn)f
esitligi ile (4.1.1) denklemi,

2

d
- xf+q,(x)y=xy (4.1.4)
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denklemine doniiglir. Burada, g, (x) = £X +M? &) ,A=M? p dir.
g(x) w(x)

(4.1.4) denklemi, Sturm — Liouville denkleminin kanonik (standart) formu
olarak adlandirtlir. Yukaridaki doniisiim ise Liouville doniistimi diye bilinir.
Kolayca gosterilebilir ki, Liouville doniisiimii ile (4.1.2), (4.1.3) smnir

kosullart,

y'(0)-hy(0)=0
YD)+ Hy(H)=0

bigimini alir. Burada &, H € R dir. Béylece asagidaki sinir deger problemini alirtz:

=y +q(x)y =21y (4.1.5)
YOO -h0)=0 - (4.1.6)
v+ Hy(hH)=0 (4.1.7)

A,, neN sayilari (4.1.5) - (4.1.7) probleminin 6zdegerleri ve ¢(x,A,), ne N, bu

s

6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak tizere,
1
a, = Imz(x,k,,)dx
0
esitligi ile tanimlanan a,, sayilarina problemin normallestirici sayilart;
1
P(A) = Z £
A, <h &y
fonksiyonuna ise problemin spekiral fonksiyonu ad: verilir.
Bilinen spektral veriler (6zdeferler dizisi, normallestirici sayilar dizisi,

spektral fonksiyon gibi) yardimiyla, bilinmeyen ¢(x) fonksiyonunun ve h H
sayilarimin arastirilmast problemine Sturm — Liouville inverse problemi denir. Bu
konuda ilk c¢aligjma 1929’da V.A. Ambartsumyan tarafindan yapilmistir.
Ambartsumyan, asagidaki teoremi ispatlamistir.

Teorem4.1.1: ¢g(x), [0,1] aralifinda tammh,‘ reel degerli, stirekli bir

fonksiyon olsun.
-y'+g(x)y =2y
y'(O)y=y(H=0
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probleminin 6zdegerleri, A, =(mr)2 , ne N seklinde ise g(x)=0 dur.

Daha sonra 1946’da Isve¢li matematik¢i Borg, bu sonucu su sekilde
gelistirmigtir:

Teorem4.1.2:

V'(O0)-hy0)=0, h+h (4.1.6a)

olmak tizere, {A,}" = ve {u,} _, dizileri sirasiyla, (4.1.5), (4.1.6), (4.1.7) ve (4.1.5),

n=
(4.1.6a), (4.1.7) problemlerinin 6zdeger dizileri ise bu durumda {7, }:; , ve{ p,,}:= )
dizileri q(x) fonksiyonunu ve h,h;, H sayilarim tek sekilde belirler.

Borg’un bu ¢alismasi yayinlandiktan kisa bir siire sonra Levinson, bir ¢ok
yeni ve dnemli sonug elde etmistir. Inverse problemler teorisi boylece, Bargmann,
Tikhonov, Gelfand, Levitan ve Marchenko gibi {inlii matematik¢ilerin ¢alismalan ile
geligtirilmigtir.

Yerytiziinde karsilasilan bir ¢ok fiziksel problem inverse problemdir. Telin
titregim denklemi yada Schrédinger dalga denklemi ile kurulan problemler bunun en
iyi 6rnekleridir.

4.2. OPERATORUN TEMEL OZELLIKLERI:

W3 [0.1]={y € L,(0,1): y' mutlak stirekli, )" € L, (0,1)}
uzayindan alinan fonksiyonlar i¢in,

by=—=y"+q(x)y
diferansiyel ifadesini alalim. Burada ¢(x) € L,(0,1) dur.

Tanim1.4.6 hatirlanirsa, (4.1.5) — (4.1.7) probleminin gercekte,

D(L)={ye W;[0,1] :¥'(0)~hy(0)=0, y'(1) + Hy(D) =0},

Ly=1y
operatdriinlin zdegerlerinin ve &zfonksiyonlarinin aragtiriimasi -problemi oldugu
kolayca anlagilir. Bu gekilde tanimli L operatérine Sturm — Liouville Operatérii
denir. Asagidaki teoremler, Sturm — Liouville Operatérii igin en temel sonuglardir.

Teorem4.2.1: L operatoriiniin iki farklt A;,A, 6zdegerine karsilik gelen

(%), y,(x) dzfonksiyonlar: ortogonaldir. Yani,
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/
7100 A0, A)dxe =0, &, %2, (42.1)
/]

dir.

Ispat: Hipoteze géré,

—Vi+q)y =hy,  —yi+q(xX)y; =k,
esitliklerini aliriz. Buna gore, birinci esitligi y, ile ikinciyi ise —y, ile ¢arpip
toplarsak,

~yiy2tyey =M —A) vy, (42.2)
esitligini alinz.

iy + iy = (Vi =r29))
oldugundan (4.2.2) esitliginden,

(Vore=v2vy) = (M =23) v,

aliriz. Son esitligin her iki tarafini (0, I)’de integrallersek, sinir kosullarindan,

!
(l, —~7»2) Jy, (X)y,(x)dx =0
0

buluruz. Buise A, # A, oldugundan (4.2.1) esitligini kanitlar.
Teorem4.2.2: L operatdriiniin 6zdegerleri reel sayilardir.

Ispat: g(x) fonksiyonu ve %, H sayilar reel oldugundan, A j=utiv,vz0

bir 6zdeger ise x,zu—iv de bir Ozdeger olur. Ayrica A,’e karsilik gelen
ozfonksiyon y,(x,A;) ise A,’e karsilik gelen y,(x,A,) dir. Dolayisiyla bir dnceki

teoremden,

I

!
0= [v,(e, 1)y, Geh e = [|y (e, h))f dx
4] 0

aliriz. Buise y;(x,A;) =0 ¢eliskisine yol agar. Bu nedenle v =0 olmalidir.
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4.3. OZDEGERLERIN ve OZFONKSIiYONLARIN ASIMPTOTIK

DAVRANISLARI:
—y +g(x)y =y, g(x) € L,(0,1), yn =1 4.3.1)
YO -hy(0)=0 (4.3.2)
Y (D) +Hy(h)=0 (4.3.3)

problemini alalim. Diyelim ki, y,(x,A) fonksiyonu (4.3.1) denkleminin,
vo(OA)=1, ya(0,A)=h (4.3.4)
baslangi¢ kosullarint saglayan ¢6ziimii olsun. Parametrelerin degisimi metodu ile

kolayca gosterilebilir ki, bu ¢dziim;

a(50) =cosxx+.}’fsmx.x+%jsmx(x-z)q(z) So(t.0) (43.5)
g

seklinde yazilabilir. $imdi bu ¢éziimiin, [A|’nin bityiik degerlerindeki davranisini

ifade eden asagidaki lemmayt ispatlayalim.

Lemma4.3.1: |A| nin biiyiik degerlerinde y,(x,2) fonksiyonu igin asagidaki

esitlikler gecerlidir:

. p
yo(x,x)zcosm+81§;x[2h+ J‘q(z‘)dtJ+
’ (4.3.6)

] e|lm}\.|x.
+— [sinA(x—2t)g(¢)dt+ O

. ! / )
yo(l,k)=cosl+%7:[2h+ Iq(t)dt}+o(—}1:) (4.3.7)
0

Ispat: (4.3.6)’yi kamtlamak igin (4.3.5)°den ve Vz e C igin gegerli olan,

|imz Jimz|

|sinz| < e 1 |cosz|<e

esitsizliklerinden faydalanacagiz.

60



Yolx,A) = coskx+§sinAx-!—{—fsink(x—t)q(t)[coskr+]%sin Xt}dt

+— J.smlx ~1)gq(?) Jsm?»(f t)g(t)y, (T, X)dt}d

=cosAx+ /; sm7\.x+—— J.(smkxcosk{ —cosAxsinis) gt )(coskt-&%sm kt)dm

. e]lm}LI,\
+}%2J.sink(x—/)q(t)fsink(r—T)fl(T)yo(T’x)def 0[ 7 ]

2

=cosAx+ %sm Ax+ xsm Ax Icoszqu (¢)dt+ {—sm Ax Icos Atsinheg (t)dr+
0

X ]Im k],\"
M Jsinz Mq(t)dt+0{e 5 ]
0 ]

1 . hcos
+—cosAx |sinAfcosAtg(t)dt -
X oJ. ‘1( ) 22

kY
= coskx+%sin?\x+3]xsinkx’f(]+cosZM)q(t)c{f+

L gosn [sin 20tg (1)t + O] S
= cos Ism tq(¢)dr +

2

. ]Im)l\
=Cos7\x+81;::’\‘(2h+,{q )dt]-i———-—'fsm?\(x 2f)q(f)df+0[ | | J
A

Boylece (4.3.6)’y1 ispatlamis olduk. (4.3.7) yi ispatlamak i¢in ayni yéntemle,

sin A y
ILA)=cosh+——| 2h Hdt
Yo (1,A)=cosA+ ZK[ +(;fq() ]-i—

] i [Imk]
+_ZK sinA(7-2t)q(t)dt+0O

) S

esitligini aliriz. Ayrica bu son esitligin sag yanindaki son iki terim o(%) sintfindan

oldugundan (4.3.7) esitligi de kanitlanmis olur. Bu lemma y,(x,A) fonksiyonunun
]7»[ 'nin biiyitk degerlerindeki davranisini verir. Simdi (4.3.1) -~ (4.3.3) probleminin

6zdegerlerinin ve normallestirici sayilarinin asimptotik ifadelerini verelim:
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Diyelim ki, A,, neN sayilari, (4.3.1) — (4.3.3) probleminin 6zdegerleri ve
o(x,A,,) fonksiyonlart da bu Ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlari olsun.

Normallestirici sayilarin,

I
o, = J.(p"’(x,kn)dx (4.3.8)
0

esitligi ile tantmlandiZmi soylemigtik.
Teorem4.3.2: (4.3.1)«(4.3.3) probleminin A,, neN Ozdegerleri ve

a,, neN normallestirici sayilan i¢in,
c 1t
Ay =nmt—+s,, c=h+H+= [q(t)dt, s, €l (4.3.9)
nw 2,
1
a, =—2—+b,7, b,el, (4.3.10)

asimptotik ifadeleri gecerlidir.

Ispat: Diyelim ki A,, neN saytlar (4.3.1) — (4.3.3) probleminin &zdegerleri
ve ¢(x, ?»n) fonksiyonlart da bu 6zdegerlere kaI'$IlAIk gelen dzfonksiyonlardir.

Yo (x,A) ve o(x,A,) foﬁl<siyonlar1n1n Wronskian determinatini yazarsak,

W [vo,0), =W [y5.0], = yo (1)o' (1)~ ¥ (Do ()

elde ederiz. Ayrica W [ y,,,cp] =W [J/(;,(P]o oldugundan, (4.3.4) kosullarindan,

X

-cpu){yz,(f)—%yo(z)}=y0(0)<p'(0)—ya<0)<p(0)

= ¢'(0)~ho(0)=0
bulunur. Buradan ise (4.3.1) — (4.3.3) probleminin her bir A, 6zdegerinin,
Yo (LAg)+ Hyg (1,4,)=0 4.3.11)

denklemini sagladig: goriiltir. Bu denklem &zdeger denklemi olarak bilinir. Bunun

yardimiyla 6zdegerlerin asimptotik ifadeleri bulunabilir. Bunun i¢in,

62



yo (x,A) =cos ?\.x+£sin Ax +%'J‘sin?u(x—t)q (1) y(t)dt
0

yo(x,A) =~AsinAx +hcosAx + jcosk(x-—t)q(t)y(i)dt
0
ifadelerini (4.3.11)’de yerine yazarsak;

; .
_ksink+(h+H)cosk+—l—{ﬁsink+ '[cosk(l—f)q(f)y(f)dm
0

2 fsnn(1-0a()(0)ar=0

aliriz. Son esitligin her iki yani X ’ya bélersek,

I [im#
—sin A+ i 11 cosk+—;: .fcosx(l—t)q(t)y(t)dmO[e‘ I, J=0
, al?
0

bulunur. Lemma4.3.1’in ispatindaki gibi, integral i¢cindeki y(t) fonksiyonunun agik

sekilde yazilip diizenlenmesi sonucu asagidaki esitlik alinir:

) Im A
—sin?»+{-cos?x+%6fcosk(1—2t)q(t)a‘t+O[emg J= 0 (4.3.12)

I
Burada c=h+H +—;— _‘.q (t)de dr.
0

Simdi, (4.3.12) esitliginde,

/ |im 2}
F(A)==sinA, g(x)=%cos?ﬁ-z—lxocosl(1-2/)q(t)dt+O(elxlz]

alarak, bu fonksiyonlara Rouche Teoremini uygulayalim. Bunun i¢in,
G= {k € C:|Re7\] < (n+§]n, |Im?\.l < (n+;i]n}

bolgesini segersek, bu bolgenin 0G sinirinda asagidakiler gegerlidir:
Ae oG, )\.=c$i(n+—é-)n

ise,
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lSinll: sin Gii(ﬂ"'ijn Zig]lmu;
2 4
1y _.
A€ 0G, Xzi[”+3jn+lt
ise,
|sinA| = siniii(n+é]n:|:it} Zéellmki

dir. Ayrica VA € 0G igin;

lg(k)lsﬂ{c+ihq(t)ldt+£’—}
ML 2; M
degerlendirilmesi dogrudur. Buradan |A|’nin yeterince biiyiik degerleri diisiiniiliirse,
oG de;

,g (K)I - é Jim2]
yazabiliriz. Bu ise gosterir ki, f ve g fonksiyonlart G bélgesinde Rouche
teoreminin  kosullarini  saglar. Dolayisiyla  f(A)=—sinA fonksiyonu ile

F(A)+g(r) fonksiyonun G igindeki sifirlarnin sayisi aynidir. 7 — oo igin limite
gecersek titm kompleks diizlemde bunun dogru oldugunu gériiriiz. Bu sonugla aliriz

ki, (4.3.12) denkleminin sifirlari,

A, =nn+8,, 5, =o(i)

n

seklindedir. 8, sayilarimin yapisini belirlemek igin A ,"i (4.3.12) de yerine yazarsak,

cos(nn+8, )+

-sin(nn+3,)+

nm+9,

,Icos[(nn+6,,)(1—21)]q(t)df+0(;§-} =0

+2(nn+8,,) ;

esitligini aliriz. Ayrica bu esitlikte,
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sin(nn+8,)=(~1)"sin(8,)=(-1)" [8,, ————+—”——--} (4.3.13)

=(-1)"8, +0(%)

2 4
cos(mr+6ﬂ)=(—l)"cos(Sn):(—1)"{1—%+%—~} (4.3.14)
n 1

-+ )
n
2
I =i{1—§i+—8"—j—..}=i+o(i,] (4.3.15)
nn+9d, nm nm (rm) nrx n’

bagintilarint kullanirsak,

(-0)™'s, +%—C+sn =0, s, €l

ve dolayisiyla,

[4
8, =—+5,,5,€l,

nrw

ifadesini aliriz. Bu ise, 6zdegerlerin,

c
Ap=nn+—+5,, S, €l,
nn

asimptotik ifadesini verir. Burada s, kalan terimi,

1! !
—————— |cosi (nn+d, ){1-2t tydt+0| —
Sy [ Ll e300 et 0[5
ifadesinden gelir ve karesiyle, yakinsak seri olusturan diziler sinifindandir. Ayrica

Sps o(ij sinifindandir.
n

(4.3.10) esitligini ispatlamak i¢in (4.3.9)’u,

. X
o(x,A, )= cosh,x+ hs1}r: AnX +X]— .fsin?»,, (x=1)q()o(t. A, )dr

" n g

esitliginde kullanirsak, Lemma4.3.1’in, (4.3.13), (4.3.14) ve (4.3.15) esitliklerinin de

yardimiyla,
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@(x,A, ) =cosnnx+a,B(x), a, €,

asimptotik i/adesini aliriz. Bu ifadeyi; o, , normallestirici sayilart igin;

!

a, = J[(p(x, kﬂ)]g dt

0
esitliginde yerine yazarsak,

2

f 4

ifadesini aliriz.
4.4. INVERSE PROBLEM iCIN TEKLiK TEOREMI:

Bir 6nceki alt boliimde Sturm — Liouville diiz problemini, yani g(x)
fonksiyonu ve A, H sayilan verildiginde (4.3.1)—(4.3.3) probleminin 6zdegerlerinin
ve dzfonksiyonlarmimn ifadelerini aragtirdik. Simdi ise bunun tersini yapacagiz, yani
6zdegerler dizisi ve normallestirici sayilar dizisi bilindiginde, bu verilerin g(x)
fonksiyonunu ve s, H sayilarini nasil belirledigini inceleyecegiz.

Diyelim ki, y,(x,A), y;(x,A) fonksiyonlari (4.3.1) denkleminin,

Yo@y=1, y(O)=h ‘ (4.4.1)

»(h)y=1, yi(l)=-H (4.4.2)

baslangic kosullu ¢éziimleri olsun. Bu ¢dziimler agikga,

X

* sinA(x—t)g(r) y(¢)at

>~

yo(x.2) =coskx+§i-sinkx+

o
¥ (x,?L)=cosk(1—x)+%sink(1~x)—%Isin?»(x-—f)q(f)y,(f,k)d/
X

seklindedir. Bundan bdyle (4.3.1)~(4.3.3) probleminin bir A, &zdegerine karsilik
gelen ve (4.4.1), (4.4.2) kosullarini saglayan &zfonksiyonlar:i sirasiyla y,(x,%,),
y;(x,A,) seklinde gosterecegiz.

Lemmad.4.1: (4.3.1)~(4.3.3) probleminin A, Ozdegerleri ve o,

normallestirici saytlart i¢in asagidakiler gecerlidir.

D &, =y (L2,) D' (3,), D(R) = 3 (LA) + Hy (1.2) @43)
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A
i) y,(x,x”)=M n>1 (4.4.4)

y() (1’ }‘n) ’
Ispat: Wronsky determinantinin 6zelliginden ve (4.4.2) kosullarindan,
D(A)= yy(1A)+ Hyg (LX) =W [yg. ] _, =W [g-31], (4.4.5)

esitligini aliriz. Bu esitlik, A=A, i¢in D(A,)=0 oldugu sonucunu verir. Bu notun

yardimtyla aradiimiz esitﬁkleri elde edelim:

1) yp(x,A,) 6zfonksiyonu igin,

=205 M) + g0y (5, 1,) = Ay (x,4)

“VN) @y =My (60
esitliklerinin her iki yamin sirastyla y,(x,A) ve y,(x, ?'\.,,) fonksiyonlart ile garpip
taraf tarafa ¢ikarirsak,

PGNP (A = Y06 yp () = (M) =27) (2.3, ) (x,1)
esitligini aliriz. Bu esitligin her iki yanmi [0,/] de integrallersek;

Yo (e A)yp(x k) = YA ) vy () = (¥ 06 My (. 4,) = 9 (. )y (5, 1)

oldugunu kullanarak,
(905 A)p0 062 = 3 (6 Aa) Yo (6 ).y = (A2 =22) ’Jyo(x,x,ayo (x,M)dx
0
aliriz. y,(x,A,) dzfonksiyon oldugundan, (4.4.5)’e gore son esitlik,
Yo A)D(M) =(1]-27) ijo(x, Aa)yo (M)
0
seklinde yazilir. D(A,) =0 oldugundan,

DW-D(.)
B Sl S/, EA A, e, )b

olur. A, = \/ﬁ; oldugunu hatirlayip, n — 1, i¢in limite gegersek,

y{)(]’)\'n)

!

YaA)D'0) = [[yp(er,)] e
7]

elde ederiz. Bu ise (4.4.3)’1 ispatlar.
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i) A, 6zdegeri i¢in (4.4.5) esitliginden aliriz ki; -
30 (2. ) 95 (5:2,) = 5 (52,) 31 (2.4, ) = D(R,) =0
dir. Bu esitligin diizenlenmesiyle,

{yl (x,)vn):j )’f; (x,}\,ﬂ): 0

Yo (X’A’n)

ve dolayisiyla,

v (oA, )=y (xh,)

aliniz. x =1 i¢in /=cy, (1A, ), yani, ¢ = olacagindan

Yo (x’ )"n)

y x,?x.n =Y
k)= T

Y()(L;"n)

esitligi gecerlidir.
Boylece ispat tamamlanir. $imdi ise astl amacimiz olan inverse problem i¢in

teklik teoremini ifade ve ispat edelim:
~y"+g;(x)y=my, n=2’
y'(0)-hy(0)=0 , =12
y'()+Hy(1)=0

problemlerini L;, i =1,2 olarak gosterelim.

Teoremd.4.2: (h,H,;,q;)e RxRxL,(0,1), i=1,2 uglileri ayn1 A,, neN
6zdegerlerine ve a,, ne N normallestirici sayilarina sahip, L, problemlerinin
katsayilari olsun. Bu durumda, L, = L, dir. Yani,

h =hy, H=H, ve q,=q,,(hhy.) dr.

Ispat: i =12 i¢in —y"+¢;(x)y=my denklemlerinin (4.4.1) kosulunu
saglayan, ¢oziimlerini sirasiyla,

Vo (2.0, hy)s v (%.20q5,05)
seklinde; (4.4.2) kosulunu saglayan ¢oziimlerini ise sirasiyla,

yi (g Hy)s v (0 g5, H;)

seklinde gosterelim. (4.4.3) esitliginden,
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Yo (L@ hy) = yo (1A g20 1) (4.4.6)

LA A
oldugunu aliriz. Zira o, normallestirici sayilart aynidir ve D(X,,) sadece %,,"e

baghdir. (4.4.6) esitligini, (4.3.7)’yi kullanarak yeniden yazarsak,

sin A y 1 sinA,, f 1
cosh, + Iy "(2h,+Jq,(t)dt}+o[i—j=cosln+ o (2h2+(!q2(t)dtJ+o(}\—n-J

n 0 n

esitligini elde ederiz. Burada A, = [N + —;—Jn alirsak,

%;%?{2h1'2h2+{;[(‘]1(’)“‘]2 (z))dj'=o(—j<—/—] (44.7)

olur. Son esitligin her iki yanint N ile ¢arpip N — o igin limite gegersek,
;!
hy=hy+ [(g,(6)=a:(¢))dr =0 (4.4.8)
0

buluruz.

Diger yandan 6zdegerlerin (4.3.9) ifadesinden, ayn1 A, 6zdegeri icin,

n

Ap=nu+| h+H +i]- (¢)de —1—+o[iJ
n 1 1 ZOQI .

1 1 (1
=nn+ h2+H2+—2-Iq2(t)dt —+o|~

0 nn n

bagintisint aliriz. Buradan,

!
nn(lﬂ—nn)=h,+H,+-21—Iq,(t)dt+o(])
0

!
0
esitligini ve # — o iken,

I N
h,+H,+3Iq,(f)dt=h2+H2+3jq2 (1)t (4.4.9)
4 4]
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esitligini aliriz. (4.4.8) ve (4.4.9) esitliklerini taraf tarafa ¢ikarirsak;
H;=H,

bulunur.

Simdi, H,=H,=H olmak izere, yz{?»e(C: ]Al:(N+—§-)n,NeN}

egrisi {izerinde,

/ /
D—(x)«[y,, (x, 09,0, )= v (x,?\,qz,hz)] [y, (x.Ag,, H)=y, (.V,K,qJ,H)]ch
Y

2ni
integralini inceleyelim. Burada D(k), Yg.y, fonksiyonlart A°’nm analitik

fonksiyonlaridir. Ayrica D(K), A =X, 6zdegerinde basit sifirlara sahiptir. Yani A,

ozdegerleri, integral igindeki fonksiyonun basit kutuplaridir. Dolayisiyla bu

kutuplardaki rezidiiler toplami Lemma4.4.1’in kullaniimasiyla;

1
D'( _) [Y()(X,Kmq,h/)")’() (x,lns%,hz)rj [y, (X,?\-ﬂ,q,,H)—y, (X,K,,,qg,H):}

LX,,q;,h '
=Z{i’(—%d[)’o(xa7‘m4/ahz)—yo (xaln»‘],z,hz)]{

Yo (%2415 1) Yo (X,ln,q_;,hg)
.V()(1a7\n’QI>hl) .Vo(l’lns%ahz)

l 2
= ’OT[Y() (x, xnﬁql’hl) = Yo (%X, 92oh2):|
seklinde hesaplanir. Ayrica bu integral degerlendirilirse O(N -3 ) oldugu gériiliir. Bu

ise rezidiiler toplammnm sifir olmasi demektir. Yani,
Il 2
;*[)’o (Xakm%hl)"yo (%0542, 05 )] =0
n

olmalidir. Buradan ise,

ya(x,kﬂ,q,,h,)=yo(x,?x,,,q2,h3)
bulunur. Bu son esitlii L, ve L, problemlerinin denklem ve smir kosullarinda
kullanarak,

~Yp (x’%n"]/’h/)"“‘h (x))’o (x,?»,,,q,,h,) =
= '“,Vg (x’)\‘n’qZ’hZ)+q2 (x)y() (xv}\'naCIZsh_?)

Y'(0)~y(0)=y'(0)~hyy(0)
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esitlikleri alinir. Bu son esitliklerden de #;, =k, ve g, = g, (h.h.y.) elde edilir. Bu ise

ispat1 tamamlar.
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