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TESEKKUR
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Didem YESIL



TOPOLOJIK UZAYLARDA GENELLE STIRILM iS KAPALI KUMELER UZER iNE
OZET

Bu tezde, gp-kapal kiimeler, gp-acik kiimeler, @p-Ty uzay, @p-kapall kimeler ve
2
sureklilik, 6,s9-kapall kiimelergy,sg —acik kimelergysg -Ty uzay, dpsg-kapall kiimeler ve
2

sureklilik konulari ve ozellikleri agauriimistir.

Anahtar Sozcukler: gop-kapali kime, §p-acik kime, @p-Ty uzay, @p-surekli
2

fonksiyon,5,sg-kapall kimej,sg —agik kimej,sg -T}/ uzay,dpsg-surekli fonksiyon.
2



ON GENERALIZED CLOSED SETS IN TOPOLOGICAL SPACES

ABSTRACT

In this thesis, the notions oéjgrclosed sets,ap-open sets,Egp-Ty space, gp-closed
2

sets and continuityjp,sg -closed setsi,sg -open setspsg -Ty spacep,sg -closed sets and
2

continuity and their properties have been invegstiga

Keysword: : gop-closed set, gp-open set, @p-Ty space, gp-continuous function,
2

dpSg-closed set,sg —open seb,sg -Ty spacegysg-continuous function.
2
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BOLUM 1

GIRIS

Genellatirilmi s kapali kiime olarak ifade ettmiz g-kapali kiime ifadesi 1970

de Levine (Levine 1970) tarafindan sunuldu vesgdit

Bilindigi Uzere kapali kiimeler topolojik uzaylarda bir¢cak&kterizasyon roli

ustlenmglerdir.
Topolojik uzaylarda kapali kiimelerin Ustlegidiollerin bazilari:

1. Kompakt uzayda, Lindel6f uzayda, Sayilabilir Kompakayda, her kapall
alt kime sirasiyla Kompakttir, Lindeloftir, SayilaliKompakttir.

2. Normal uzayin her kapali alt kimesi normaldir.
3. Yerel kompakt uzayin her kapal alt kimesi yerehkakttir.
4. Hausdorff uzayda her kompakt kiime kapalidir.

Bu baglamda Levine 1970 de gensliigiimis kapali (g-kapali) kimelerin

Ozellikleri ve iliskilerini aragtirdl. Sonug olaraksagidaki ifadelere ulgt.

1. Kompakt uzayda, Lindel6f uzayda, Sayilabilir Kompakzayda her
genellgtiriimis (g-kapall)) kapali alt kime sirasiyla Kompakitir,

Lindel6ftir, Sayilabilir Kompakttir.
2. Normal uzayin her gene#iérilmi s kapall (g-kapali) alt kimesi normaldir.

3. Reguler yerel kompakt uzayin her gengitdmis kapali (g-kapal) alt
kiimesi yerel kompakttir.



Ustelik Levine (1970) Tve Ty ayirma aksiyomlari arasinda kesin olarak ifade
ettigi ve Ty, —uzaylar olarak adlandigg yeni bir ayirma aksiyomu sungiwe

ili skilerini calismistir.

Genellatirilmis kapali (g-kapall) kimeler bu gamda biyik 6nem arz

etmektedir.

Levine (1970) den sonra gengtieélmis kapali (g-kapali) kimeler tzerine ¢ok
yogun bicimde talep olmuve bir cok ilskileri arastirilmis ve calgiimistir. Oyle ki,
zaten var olan bir ¢ok karakterizasyonlar vgkiler genellgtirilmis kapali (g-kapal)

kimeler ile yeniden agariimis ve ifade edilmitir.

Son yillarda yapilan bir ¢cok ¢ghnalardan bazilari; Dontchev, J. ve Maki, H..
1999; Devi, R., Balachandran, K. ve Maki, H.. 1986jri, T. ve Sayed, O. R.. 2005;
Cao, J., Ganster, M. ve Relilly, I.. 2002; Baker,\&. 1996; Baker, C. W., 2001;
Dontchev, Julian; Maki, Haruo., 1999; Dontchev,ialyl Maki, Haruo., 1999;
Fukutake, Takayoshi., 1985; Nasef, EI-MaghrabiQ32EIl-Shafei ve Zahari., 2006;
Saraf, Naralafi, Whanna., 2005; Cao, Ganster, Refleeiner., 2005; El-Maghrabi,

Nasef., 2005; olarak g6zonine alinabilir.

Bunun yani sira son yillarda gengtiglmis kapali (g-kapali) kiimeler bir gok

yeni bilim dali i¢erisinde ¢aima ve ilgi alani bulmgtur.
Tezimizdeki cagmalar bu bglamda 6nem arz etmektedir.

Tezimizin ana amaciog-kapali kiimeleri, 6zelliklerini ve gkileri ile birlikte

dpsg- kapall kimelerinin, 6zelliklerini ve gkilerini ¢alismaktir.
Tezimiz 12 bolimden ofmaktadir.

Birinci bélimde tezimiz boyunca kullanggmiz ve yararlanagamiz temel

bilgi ve ifadeleri sunduk.

Ikinci bolimde topolojik uzaylarda sg-kapali kimelerin 6zelliklerini ve

ili skilerini aragtirdik.



Ucuncti  bolimde &p-kapali  kimelerinin  tiimleyenleri olan sgracik

kimelerinin 6zelliklerini ve ikkilerini aragtirdik.
Dorduncu bolumde hersg-kapali kiimenig-6nkapali oldgu ve gi)p-Ty uzay
2
olarak adlandirlan uzaylar vesHilerini inceledik.

Besinci bolumde gp-kapali kiimelerin sirekli fonksiyonlar ile skisi ve

korunma ozelliklerini argirdik.

Altinci bolimde gp-surekli fonksiyonlar ve gp-kararsiz fonksiyonlarinog-

kapali kiimeler ile ikkisi ve 6zelliklerini aratirdik.

7, 8, 9, 10, 11 ve 12 inci bolumlerde ise topolojikaylardad,sg-kapal

kimeler, 6zellikleri ve ikkileri caligiimistir.

Simdi tezimizde yararlanaganiz temel tanim, teorem, ifade ve bilgileri

sunalim.

Tezimizdeki temel topoloji bilgileri ¢cok eli topoloji kaynaklarindan N.
Bourbaki., 1996; S.Willard., 1970; J. Dugundji. 689 v.b. bakilabilir.

Tezimiz boyunca topolojik uzaylarX( z), (Y, v) v. b. yada kisacaX, Y v. b.

ile gosterecgiz.

X bir topolojik uzay veAll X olmak UzereA kimesinin kapagini cl(A) ve

icini int(A) ile gbsterec@z.

Tanim 1.1. (X,7) bir topolojik uzay veAll X olsun.A = int(cl(A)) ise A ya
dizenli acik kime denir (Stone, 1937).

Tanim 1.2.(X, 7 ) bir topolojik uzay veA Ll X olsun.O LJALIclO olacaksekilde

bir O acik kiimesi varsA’ ya yari-acik kiime denir (Levine, 1963).

Tanim 1.3. (X,7) bir topolojik uzay veAllX olsun.X \ A yari-acik iseA
kimesi yari-kapalidir denir (Levine, 1963).



Tanim 1.4. (X,7) bir topolojik uzay veA Ll X olsun. Ber OxUA icin xUUG L
A olacaksekilde en az biiG dizenli agil var iseA kiimesined-agik kiime denir
(Velicko, 1968).

Tanim 1.5. (X, 7) bir topolojik uzay olsund-acik kiimelerin timleyenlering

kapali kimeler denir (Velicko, 1968).

Tanim 1.6. (X,7) bir topolojik uzay ve ALlIX olsun. OxOVUO7 igin
int(cl(V)) n Az [0 isex noktasinaA nin bird-kapang noktasi denir (Velicko, 1968).

A kiimesinin tunmd-kapang noktalarinin kimesin& nin é-kapangi denir.
A nin tumad-kapang noktalarinin kiimesirii-cl(A) ile gosterecgz.

Tanim 1.7. (X,7) bir topolojik uzay veALIX olsun. ALl int(5-cl(A)) ise A
kimesined-0naciktir denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 1.8. (X,7) bir topolojik uzay olsuns-6nacik kiimelerin timleyenlerine
d-0nkapal kiimeler denir (Raychaudhuri ve Mukherjg93).

(X,7) bir topolojik uzay olmak Uzere tum+ 6nacik kiimelerinin ailesins-
PO(X) ile gbsterecgiz.

Teorem 1.9.(X,7) bir topolojik uzay veA [l X olsun. Bu durumda

A kimesinin 6- onkapali olmasi icin gerek ve yetersab cl(s-int(A)) LI A
olmasidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 1.10.(X, 1) bir topolojik uzay olsun.
1. &- 6nacik kiimelerin keyfi birkémleri 5- 6naciktir.
2. &-Onkapall kiimelerin keyfi arakesitlerionkapalidir.

(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).



Tanim 1.11. (X,7) bir topolojik uzay olsun. ALIX alalim. A kimesini
kapsayan tum-onkapall kiimelerin keyfi arakesitidekiimesinind-6nkapargi denir
ve 6- pcl(A) ile gosterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 1.12. (X,7) bir topolojik uzay olsun. ALX alalim. A kiimesinde
bulunan timd-6nacgik kiimelerin birlgmine A kiimesinind-6ni¢i denir ves- pint(A)

ile gosterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 1.13.(X,7) bir topolojik uzay veA[1X olsun. Bu durumdasagidaki

ifadeler gecerlidir.

1. A, 6-Onkapalidir= A =35-pcl(A)

2. AUB= &-pcl(A) U é-pcl(B)

3. d-pcl(A) kimesio- dnkapaldir.

4. d-pcl(@-pcl(A)) = 6-pcl(A)

5. xUs-pcl(A) = O(xU)VU 6-POK) icin An V£ O olur

(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 1.14.(X,7) ve (Y,0) iki topolojik uzay,All 6-POX) ve B[l 5-PO(Y)
olsun. Bu durumdaxBLl 6-POXxY) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 1.15. X bir topolojik uzay veA[lX olsun.O acik kiime olmak Uzere
Al Oikencl@A) I Osa



1) (X,T) T, -uzay iseT}/-uzaydlr.
2
2) (X,T) Ty-uzay iseT, -uzaydir (Levine, 1970).
2
Teorem 1.19.(X,7) ve (Y,v) iki topolojik uzay ve f :(X,7r) - (Y,v) bir
fonksiyon veALl X olsun.

Eger A g-kapali vef : (X,7) - (Y,v) kapah bir fonksiyon is€&A) g-kapalidir
(Levine, 1970).

Tanim 1.20. (X,7) topolojik uzay olsun.x, ylIX icin xUcl({y}) iken

yUcl({x}) oluyorsaX uzayina simetriktir denir (Levine, 1970).



BOLUM 2

gop-KAPALI KUMELER

Bu bélimde topolojik uzaylardasp-kapal kimelerin 6zellikleri ve gkilerini

argstirdik.

Tanim 2.1. X bir topolojik uzay olmak utzera alt kimesini alalimAU U ve
U acik oldgundas-pcl(A) O U oluyorsaA kimesine gp-kapalidir denir (Ekici ve
Noiri, 2006).

Teorem 2.2.X bir topolojik uzay olmak tGzer&[l X olsun.A gop-kapall ised-
pcl(A) \ A bos olmayan higbir kapali kimeyi kapsamaz.

Ispat: FO X kapali bir kiime vé= I 3-pcl(A) \ A olsun.X \ F acik veA gdp-
kapali oldgundans-pcl(A) L1 X\ F dir. Buradan,

F U o-pcl(A) n (X \d-pcl(A)=01
elde edilir. Bu durumd& = O dir.

Teorem 2.3.X bir topolojik uzay veA gop-kapali bir alt kiime olsurm-pcl(A)
\ A kapali iseA o-Onkapalidir .

Ispat: A gdp-kapall bir kime ved-pcl(A) \ A kapali olsun.A gdp-kapall
oldugundans-pcl(A) \ A bos olmayan kapali bir kime kapsamaz. O halde,

o-pcl(A) \A=01
dir. 5-pcl(A) = AveA 5-6nkapalidir .

Teorem 2.4.X bir topolojik uzay olmak tzera kapali bir kiime isé-pcl(A) \
A kapahdir.



Ispat: A kapali bir kiime isé-pcl(A) \ A = O olacgindan dolays-pcl(A) \ A

kapali olacaktir.

Teorem 2.5.X bir topolojik uzay olmak tzerd, BLI X olsun. EBer A ve B
gop-kapall iseALl1 B gop-kapalidir.

Ispat: A ve B gop-kapal kiimelerini alalimA B U ve U agik olsunA ve B
gop-kapal oldgundan,

d-pcl(A) LU ves-pcl(B) LI U
olur. Buradan,
d-pcl(A) O 5-pcl(B)
= 6-pcl(ALl B)
U u
olur. O haldeAl B gop-kapalidir.

Uyari 2.6. Bir topolojik uzayda iki gp-kapali kimenin arakesitiog-kapall

olmayabilir.
Ornek 2.7.X={a, b, c, d ve
r={0,{b}, {d}, {b,d X}
olsun.A={a, b, ¢ ve B={b, c, ¢ alt kiimeleri verilsin.
BuradanA ve B gop-kapall olupAn B={b, d} gop-kapal dgildir.

Teorem 2.8.X bir topolojik uzay veA gop-kapali bir alt kiime olsui\[1 B [ 6-
pcl(A) iseB gop-kapalidir.

Ispat: ALBLI§-pcl(A) olsun.B U ve U acik olsun ALIBL U ve A gop-
kapali oldgundan,

d-pcl(A) U U ved-pcl(B) L1 3-pcl(A)



Uu
ve
d-pcl(B) U
olur. Sonuc olaraB gop-kapalidir.

Sonug¢ 2.9.X bir topolojik uzay veA gop-kapali bir alt kime olsun. Bu
durumdad-pcl(A) da gp-kapalidir.

Ispat: A gdp-kapali bir kiime olsunAl §-pcl(A) 05-pcl(A) oldugundan

Teorem 2.8 den aciktir.

Teorem 2.10.X bir topolojik uzay olmak tzerAlJ BLJ X olsun.A, X de @p-
kapali veB diizenli acik isé kimesiB de de gp-kapalidir.

Ispat: A, X de gp-kapali olsun.ALl U ve U, B de acik olsun Buradan
AUBN U" olacaksekilde U” acgl vardir. ALl U” oldugundané-pcl(A) U™ olur.
Buradan,

Bnoé-pclA) L BnU =U
olur. O haldeA, B de gp-kapalidir.

Teorem 2.11.X bir topolojik uzay olsunX in acik kiimelerinin sinifi ile kapal

kiimelerinin sinifi ayni is¥ in her alt kimesi &p-kapalidir.

Ispat: X in acik kiimelerinin sinifi ile kapali kimelerirémifi ayni olsunALl
XveALll U, U agik olsun. O haldépcl(A) LJU ve buradai\ gop-kapalidir.

Teorem 2.12.X bir topolojik uzay olmak tzer¥ in her alt kimesi &p-kapal

ise her acik kim&-6nkapalidir.

Ispat: X in her alt kimesi &p-kapali olsunU [ X agik kiimesini alalimU [J
U ve U gop-kapall oldgundan s-pcl(U) LI U olur. O haldeJ s-6nkapalidir.



Teorem 2.13.X bir reguler topolojik uzay vA Ll X olsun.A kompakt ise gp-
kapalidir.

Ispat: X bir regiiler topolojik uzay v& kompakt veA[]l U veU agik olsun. Bu

durumda
AU VU cl(V)UU

olacak bicimdeV agik kiimesi vardir. Buradanpcl(A) LJU dur. Sonug olarak
A gop-kapahdir.

Tanim 2.14. (X,7) topolojik uzay olsun.0xy OX icin xOcl{y}) iken

yOcl({x}) oluyorsa bu uzaya simetrik uzay denir (Levin87Q).

Teorem 2.15.X bir topolojik uzay olsunX simetrik ise bu durumdal x(1X

icin {x} gop-kapaldir.

Ispat: X bir simetrik topolojik uzay olsun. Kabul edelikin xLIX icin {x} gdp-
kapali olmasin. YanixX} U ve U acik olmak Uzer&-pcl({x}) O U olsun. Bu
durumda cl((}) O U dur. O halde,

cl({x}) n X\U)z O
yaniz[l cl({x}) n (X\U) secebiliriz. Bu durumda,
xtcl({z}) O X\U
olur. Bu ise bir ¢efikidir.

Tanim 2.16. X bir topolojik uzay veAll X olsun.xOA alalim. Eer X i
bulunduran heb-onacgik kiimeA ninx den farkl bir noktasini kapsargae A nin bir
8-0nyigilma noktasi denir (Ekici, 2005)

Uyari 2.17. X bir topolojik uzay, Al X olsun. A nin tim 3-6nyigiima
noktalarinin kiimesink’” ile gdsterecgiz.

Teorem 2.18.X bir topolojik uzay, A0 X ve B[O X olsun.A ve B gop-kapali
kiimeler veA 0 A% ve B OB iseA 0 B kiimesi gp-kapalidir.

10



Ispat: A UB U ve U acik olsun.A, BUU ve A, B gop-kapali kiimeler
oldugundan,

d-pcl(A) OU ved-pcl(B) DU

olacaktir. Ote yandan

AP~ 7 §-pcl(A) veB® [ §-pcl(B)
oldugundan,

cl(A)= 6-pcl(A) ve clB)= 5-pcl(B)
olur. Boylece,
cl(A) O cl(B)=cl(A 1 B)
L &-pcl(A O B)

dir. Sonuc olarald [ B gop-kapalidir.

Teorem 2.19.X bir topolojik uzay veAl X olsun.A gop-kapall ve acik bir
kiime iseA 5-O6nkapalidir.

Ispat: A, gdp-kapali ve acik olsurs 1A oldugundand-pcl(A) LA ve buradan
A 5-6nkapalidir.

Tanim 2.20.(X,7) bir topolojik uzay veA X olsun.A’ yi1 kapsayan tim acik
kimelerin arakesitind’ nin ¢cekirdezi denir (Maki, 1986).

Bir AC X kiimesinin ¢ekirdgini Cek A ile gOsterecgiz.

Teorem 2.21.(X,7) bir topolojik uzay veA 1 X olsun. Bu durumdasagidaki

ifadeler denktir.
1. A, gdp-kapaldir.

2. 6-pcl(A) OCekA

11



Ispat: A, gdp-kapali olsunA LU ve U acik olsunA gdp-kapali oldgundans-
pcl(A) OU dur. Buradan,

d-pcl(A) O CekA
olur.
Tersine é-pcl(A) O CekAolsun.A 0OU veU acik alalim. Buradan,
d-pcl(A) O CekA OU
ve boylece,
d-pcl(A) O U

olur. O haldeA, gop-kapalidir.

12



BOLUM 3

g5p-ACIK KUMELER

Bu bélimde @p-kapal kimelerin timleyenleri olandmacik kimelerin

Ozelliklerini ve iliskilerini arastirdik.

Tanim 3.1. X bir topolojik uzay olmak Uzerd alt kimesini alalimX \ A

kimesi @p-kapall iseA kimesine gp-acik denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 3.2.X bir topolojik uzay veAll X olsun.A nin gp-acik olmasi icin
gerek ve yeter kal F kapali veF L1 A oldugundaF J 3-pint(A) olmasidir (Ekici ve
Noiri, 2006).

Ispat: Al X gdp-acik bir kiime vé= [0 X kapali veF [0 A olsun.X \ F agiktir
ve X\ A O X\F dir. X\ A gép-kapali oldgundan

d-pcl(X\A) LI X\F
olur. Buradan,
X\3-pint(A) O X\F
dir. BoyleceF [ 6-pint(A) olur.

TersineF kapal bir kime ve=[1 A oldugundaF [ &-pint(A) olsun.U L[] X
acik bir kime veX\ ALl U alalim.

X\ULA

ve X\ U kapali oldgundanX \ U [ §-pint(A) olur. Buradard-pcl(X \ A) 1 U
bulunur. BéyleceX \ A gdp-kapalidir. Dolayisiyl& gép-aciktir.

13



Teorem 3.3.X bir topolojik uzay olmak tzerall X alalim. Eser A gop-acik,
d-pint(A) U (X\A) LU ve U acgik oldgundaU = X dir.

Ispat: AL X gdp-acik bir kiime olmak tize@pint(A) O (X \ A)JU ve U agik

olsun. Bu durumda,
X\ULl &-pclX \A)n A
= S-pclX\A)\ (X\A)

olur. X \ A gop-kapali oldgundan
X\U=0 veX=U
elde edilir.

Teorem 3.4.X bir topolojik uzay, Al X olsun. int A) (X \A)JU veU acik
oldugundaU = X ise A gdp-aciktir.

Ispat: Kabul edelim ki int &) J (X \ A) U ve U acik oldgundaU=X olsun.

B A veB kapal alalim. Buradan,
int (A) O (X\A) O int (A) O (X\B)
oldugundan
int (A) J (X\B) =X
ve buradan dB L[] &-pint (A) olur. YaniA gop-aciktir.

Teorem 3.5. X bir topolojik uzay veA gép-acik bir alt kime olsun.
o-pint (A) L BUJ AiseB gop-aciktir.

Ispat: A gdp-acik bir kiime olmak lize@pint ALl B A olarak alalim. Bu

durumda,

X\AO X\B
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L &-pcl(X\ A)
ve buradarX \ B gop-kapalidir. O hald® gop-aciktir.

Sonu¢ 3.6.X bir topolojik uzay veA gop-acik bir alt kiime olsun. Bu durumda
d-pint(A) gop-aciktir.

Ispat: A gdp-acik bir kime olmak tizere
d-pint AUl s-pintALJA
oldusundan Teorem 3.5 den aciktir.

Teorem 3.7.X bir topolojik uzay veA Ll X olsun.A gop-kapall ise5-pcl(A) \ A
gop-agiktir.

Ispat: ALl X gdp-kapali bir kiime v&L 3-pcl(A) \ A ve B kapali kiime olarak

alalim. Bu durumda,
B=0 veBL &-pint(6-pcl(A) \ A)
dir. Dolayisiylas-pcl(A) \ A gdp-aciktir.

Teorem 3.8.X bir topolojik uzay, Al X olsun.X uzayinda hes-6nacik kiime
acik ve clp) \ A gop-acik iseA gop-kapalidir.

Ispat: AL X bir kilme olmak tizere @ \ A gdp-acik bir kiime olarak alalim.
AU U veU acik olsun. Bu durumda,

AN (X\U)  Ocl(A) n (X\A)
= cl(A) \ A

olur. Bu durumda,
cl(A) n (X\U) O int(cl(A) \ A)

=0
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olur. O halde>-pcl(A) LI U ve A gop-kapalidir.

Teorem 3.9.X bir topolojik uzay veA, B[] X olsun.X uzayinda heé-6nacik
kiime acgik olsunA ve B gop-acik ves-pcl(A) n B= 0 ve A n d-pcl(B)= [J iseA
O B gop-aciktir.

Ispat: A, BU X olmak iizereA ve B gdp-acik ves-pcl(A) n B= 0 veA n §-
pcl(B)= [J olarak alalimU kapali bir kime v& OA 0 B olsun. Buradan,

d é-pcl(A) O o-pcl(A) n (A OB)
O AO O=A
ve
d s-pcl(B) O 6-pcl(B) n (A OB)
0O BO O=B
olur.
Ote yandarA ve B gdp-acik oldgundan ve
U né-pcl(A) O AveU n 6-pcl(B) OB
oldugundan
U n 3-pcl(A) O 6-pint(A)
ve
U n é-pcl(B) O o-pint(B)

olur. Buradan,

U

Un(ADOB)
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olur. O haldeA O B g ép-aciktir.

= UnA OWM nB)

0 (U n d-pcl(dr) O (U n 8-pcl(B))

0 d-pint(A O B)
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BOLUM 4

gop-T12 UZAYLAR

Bu bolimde her &p-kapall kimeni-6nkapali oldgu ve gSp-Ty uzay olarak
2
adlandirilan uzaylar ve gkilerini inceledik.
Tanim 4.1. X bir topolojik uzay olsun. Herdp-kapali kimes-6nkapali ise

uzaya @p-Ty uzay denir.
2

Teorem 4.2. X bir ng-Ty uzaysa her tek nokta kiimesi kapall yadda
2

onaciktir.

Ispat: X bir g6p-T}/ uzay olsunx [OX ve {x} kapali olmasin. Bu durumd# \
2

{x} acik dezildir. O haldeX \ {x} gép-kapalidir. Her gp-kapali kiimes-6nkapall
oldugundanX\ {x} 6-6nkapalidir. Sonug olarak] 6-0naciktir.

Teorem 4.3.Her tek nokta kiimesi kapall ya dadnacik iseX bir gop-T
2

uzaydir.
Ispat: A O X bir gop-kapal kiime olsurx O §-pcl(A) alalim.

{x} kimesi kapali olsun. Kabul edelimkix [ A olsun. Buradan
{x} O d-pcl(A) \ A olur. {x} kimesi kapali oldgundan {x}= [0 olurki celigkidir. O
haldex A dir.

{x} kiimesi ¢-6nacik olsunx O &-pcl(A) oldugundan & n A # [ dir. O
haldex A dir.

Sonug olaralb-pcl(A) = A ve A 5-Onkapalidir. YanK uzayi gSp-Ty uzayidir.
2
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Sonuc 4.4(X, 1) bir topolojik uzay olmak tUzereasidaki ifadeler denktir.

1. X, gSp-Ty uzaydir.
2

2. Her tek nokta kiimesi kapali ya dkbnaciktir.
Ispat: Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 den agiktir.
Teorem 4.5.(X, 1) bir topolojik uzay olmak Uzeresazidaki ifadeler denktir.

1. X uzayi bir @p-Ty uzaydir.
2

2. A OX icin A’ nin 6-6nacik olmasi igin gerek ve yeterskbA’ nin gop-acik

olmasidir.

Ispat: (1)=(2) : X bir ng-Ty uzay veA gop-acik olsun. BuradaK \ A gop-
2
kapalidir. O halde uzay bir Sg-Ty uzay oldgundan her gp-kapali kimes-
2

Oonkapal oldgu icin X\ A, 3-6nkapalidir. BuradaA 3-6naciktir.

(2 (1) : A gdp-kapall olsun. Bu durumdé\ A gop-aciktir ve buradan
X\ A 8-0naciktir. O haldeA s-6nkapalidir. Sonug¢ olarak hebpykapall kiimes-
Onacik oldgundan X uzay! bir @p-Ty uzayidir.
2
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BOLUM 5

gop-KAPALI KUMELER VE SUREKL ILIK

Bu bolimde gp-kapali kimelerin stirekli fonksiyonlar ileskisi ve korunma

ozelliklerini argtirdik.

Teorem 5.1.X ve Y iki topolojik uzayAll X ve f:X - Ysurekli ve her
d-0nkapal kiimenin goruntusiu kapall olsun. Bu duramddop-kapali isef (A) gop-

kapalidir.

Ispat: f : X - Ysirekli bir fonksiyorve A gop-kapali olmak tizeref (A) U

veU acik olsunAL] f ™ (U) dur. Buradan,
s-pcl(A) U f™(U) ve f(d-pcl(hA) U

olur. Bu durumdaf ( 9-pcl(A)) kapalidir. O halde,
s-pel(f (&) O cl(f (A)
0O cl(f (6-pcl(A)))
= f(o-pcl®r) LU

yanio-pcl( f (A)) LU elde edilir. Boylecef (A) gop-kapalidir.

Teorem 5.2. X ve Y iki topolojik uzayAll Y ve f :X - Ybir fonksiyon
olsun. f surekli ve kapali v& [ Y g-kapali isef ™ (A) gdp-kapalidir.
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Ispat: f:X - Ysirekli ve kapall bir fonksiyon v&Ll Y g-kapali olsun.
f *(A)JU ve U agik olsun. Bu durumda

f (el F(A) n (X\U)Ocl(A)\ A
olur. Buradan,
f (el (A) n (X\WU)) = O
ve
cl(f(A) n (X\WU) = O
elde ederiz.
Sonug olaraki-pel( f ™ (A)) 0U olur. O haldef ™ (A) gdp-kapalidir.

Teorem 5.3.X ve Y iki topolojik uzayAll Y ve f :X - Y bir fonksiyon

olsun. f surekli ve kapali v& g-acik isef ™ (A) gdp-aciktir.

Ispat: f:X - Ysurekli ve kapali bir fonksiyon vé\ g-acik olsun. Bu

durumdayY \ Ag-kapalidir. Bir 6nceki teoremdet\ f ™ (A) gop-kapalidir. O halde

f ™ (A) gop-aciktir.
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BOLUM 6

gop-SUREKL I FONKSIYONLAR VE g ép-KAPALI
KUMELER

Bu boélimde @p-surekli fonksiyonlar ve &p-kararsiz fonksiyonlarin og-

kapali kiimeler ile ikkisi ve 6zelliklerini aratirdik.

Tanim 6.1. (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f:(X,r) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Eer her bir 3-6nagik kimenin ters resmé-Onacgik ise f

fonksiyonuna-onkararsizdir denir (Ekici, 2004).

Tanim 6.2. (X, 7) ve (Y, ») topolojik uzaylar ve f:(X,7r) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Eer her bir gp-kapali kiimenin ters resmidsgrkapal isef
fonksiyonuna gp-kararsizdir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 6.3. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f:(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Ber herOV OY kapali kiimesi icinf (V) O X §-6nkapali isef

fonksiyonunas-hemen hemen sureklidir denir (Mukherjee ve Raydhau, 1993).

Tanim 6.4. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f:(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Ber herOV O Y kapal kiimesi icinf (V) O X gdp-kapali isef
fonksiyonuna gp-sureklidir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 6.5. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f:(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. O haldeger f, gdp-kararsiz veX, 7) uzayi bir @p-Ty uzay! isef
2

5-Onkararsizdir.

Ispat: f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu gp-kararsiz veX, 7) uzay! bir @p-T}/
2

uzayl olmak UzerevV O0Y o4-0Onacik kime olsun. Heb-6nacik kime §p-acik
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oldugundan V gop-acikdir. Ayrica f fonksiyonu goép-kararsiz oldgundan

f (V) O X bir gdp-acik kiimedir.

(X, 7) gSp-Ty uzay! oldgundan ve buradant-Ty uzay tanimindan heg-acik
2 2

kime &-6nacgik oldgundan f™(V) kumesi &-6nacgikdir. Sonug olarak

f:(X,1) > (Y,0) o-O6nkararsizdir.

Teorem 6.6. (X, 7) ve (Y, o) iki topolojik uzay ve f:(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olmak tzereger f :(X,7) - (Y,v) gdp-surekli bir fonksiyon veX, 7)

gSp-Ty uzayi isef : (X,1) - (Y,v) fonksiyonud-hemen hemen streklidir.
2
Ispat: (X, 7) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f :(X,7) - (Y,v) bir fonksiyon
olmak tzeref : (X,7) - (Y,v) fonksiyonu @gp-surekli ve X, 7) bir ng-Ty uzayi
2
olsun. OV OY kapal kiimesi icinf (V) O X gdp-kapal ve X, 7) gSp-Ty uzayl
2

oldugundan f (V) O X kimesis-Onkapalidir. Sonug olardkfonksiyonus- hemen

hemen sureklidir.

Teorem 6.7. (X, 7) ve (Y,o) topolojik uzaylar, f:(X,7) -» (Y,o)ve
g:(Y,0) - (Z u) iki fonksiyon olsun. Aagidaki ifadeler denktir.

a)f:(X,1) - (Y,o) gdp-surekli bir fonksiyon veg:(Y,o0) - (Z u)
fonksiyonustrekliisego f : (X,1) - (Z,u) gop-surekli bir fonksiyondur.

b) f :(X,7) - (Y,0) gdp-kararsiz bir fonksiyon vey:(Y,o0) - (Z u)
gop-kararsiz bir fonksiyon isgo f : (X,7) - (Z, 1) gdp-kararsiz bir fonksiyondur.

c)f:(X,1) - (Y,o) gdp-kararsiz bir fonksiyon vey:(Y,o0) - (Z u)
gop-surekli bir fonksiyon isego f : (X,7) - (Z, 1) gop-surekli bir fonksiyondur.

Ispat: a) f:(X,7) - (Y,0) gop-sirekli bir fonksiyon veg:(Y,o) - (Z )

sirekli bir fonksiyon olsunOF 0O Z kapali kiimesi icin(go f)™(F) = f (g"(F))
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nin gop-kapali oldgunu gormeliyiz. F [0 Z kapali kimesi i¢ing:(Y,0) - (Z u)
surekli bir fonksiyon oldgundang™(F) O Y kapalidir. Buradanf : (X,7) — (Y,0)
gop-surekli bir fonksiyon oldgundan

f(g™(F)) =(gof) (F)
X de gpp-kapalidir.

Sonug olarakgo f : (X,7) - (Z, ) gdp-surekli bir fonksiyondur.

b) f:(X,7) - (Y,0) ve g:(Y,0) - (Z u) gop-kararsiz fonksiyonlar
olsunlar. FOZ gdp-aclk kimesi icin g (F)OY gdp-aciktir. Ayrica
f:(X,1) > (Y,0) ogp-kararsiz bir fonksiyon oldiwndan

(g™ (F)) =(gof)"(F)

X de @p-aciktir. Béylecegof :(X,7) - (Z,u) fonksiyonu @p-kararsiz bir

fonksiyondur.

c) f:(X,1) - (Y,0) gop-kararsiz veg:(Y,0) - (Z u) gop-surekli
fonksiyonlar olsunlar.g:(Y,o0) - (Z u) gép-surekli bir fonksiyon oldgundan
OV O Z kapah kiimesi icing™(V) O Y gdp-kapali bir kiimedir.f : (X,7) - (Y,0)
gdp-kararsiz bir fonksiyon oldwndan f™*(g™(V))kimesi X de @p-kapalidir.
Sonug olaraklV [0 Zkapali kimesi igin

f (g™ (V) =(gofy (V)

X de @p-kapalh oldgundangof :(X,7) - (Z,1)  gop-surekli  bir

fonksiyondur.

Teorem 6.8. (X, 7) ve (Y,o) topolojik uzaylar, f:(X,7) -» (Y,0)ve

g:(Y,0) - (Z u) iki fonksiyon olsun.(Y,o) uzay bir @p-Ty uzayl olmak Uzere
2

eger f:(X,7) > (Y,0) d-Onkararsiz bir fonksiyon veg:(Y,o) - (Z u) 9op-
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surekli bir fonksiyon ise gof:(X,7) - (Z,u) 6-hemen hemen surekli bir

fonksiyondur.

Ispat: X, 77 ve (Y,0) iki topolojik uzay, f:(X,7)- (Y,0)ve

g:(Y,0) - (Zu) iki fonksiyon olmak uzere(Y,o) uzay! bir @p-Ty uzayl,
2

f:(X,1) > (Y,0) d-6nkararsiz bir fonksiyon ve: (Y,o0) - (Z ) gdp-surekli bir

fonksiyon olsun. O haldeg:(Y,0) - (Z u) gdp-surekli oldgundan OF O Z

kapall kiimesi icin g™(F) kumesi, Y de dp-kapahdir. ¥,0) gSp-Ty uzayi
2

oldugundan g™(F) kumesis-6nkapahdir. Ayricaf :(X,r) - (Y,o) fonksiyonus-
onkararsiz oldgundan f ~(g™'(F)) X ded-6nkapaldir.

Sonu¢ olarak (gof)™(F), X de &-onkapali olacaktir. Boylece

gof :(X,1) - (Z, ) fonksiyonus-hemen hemen sirekli olgu elde edilir.
Teorem 6.9. (X, 7) ve (Y,o) topolojik uzaylar ve f :(X,7) - (Y,0) Qop-
kararsiz, 6rten v8-6nkapall bir fonksiyon olsun.gér (X, 7) gSp-Ty uzayi ise Y,0)
2

da gp-T,, uzayidir.
%

Ispat: (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar vef :(X,7) - (Y,0) gop-kararsiz,
orten ved-6nkapali bir fonksiyon olmak tzeré OY, gop-kapal olsun. O halde

f:(X,1) > (Y,0) gdp-kararsiz odgundan f *(F), X de ¢p-kapalidir veX uzayi
gSp-Ty uzay! oldgundan f *(F), X des-onkapalidir. Buradarf : (X,7) - (Y,0)
2

orten oldgundan f(f (F)) =F, Y ded-6nkapalidir. Sonug olarak (o) uzay! bir

gSp-Ty uzayidir.
2

Teorem 6.10.(X, ) ve (Y,o0) topolojik uzaylar vef :(X,7) - (Y,0) , 1-1,
orten, kapali vé-6nacik bir fonksiyon olsun.ger (X, 7) Ty uzayi ise Y,0) da @p-
2

Ty2 uzayidir.
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Ispat: (X, 7) ve (Y,0) topolojik uzaylar ve f :(X,7) - (Y,0) , 1-1 ves-
onacik bir fonksiyon veX, ) bir Ty uzayl olmak tUzereydY alalim. X, 7) T
2 2

uzayr ve f:(X,7) - (Y,0) 1-1 ve Orten oldgundan f(x)=y olacak sekilde

xO X vardir. ¥, 7) bir Ty uzay! oldgundan{¥ kapall veya aciktir.
2

Eger{¥ kapaliisef X ¥ y oldugundan{y} kapalidir.

Eger {X acikisef:(X,7) - (Y,o0) dé-6nacik bir fonksiyon oldgundan{y}
d-onagiktir.

Sonug olarakf gSp-Ty uzayidir.
2
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BOLUM 7

8,59-KAPALI KUMELER

Bu boéliimde topolojik uzaylard&sg-kapall kimelerin 6zellikleri ve gkilerini

arastirdik.

Tanim 7.1.X bir topolojik uzay veA [l X alt kiimesini alalim. gerA O U ve U
yari-acik oldgundags-pcl(A) U U oluyorsaA kiimesine,sg-kapali denir.

Teorem 7.2.X bir topolojik uzay veAl X olsun.A kiimesidpsg -kapall ise-

pcl(A) \ A bos olmayan yari-kapall kiime bulundurmaz.

Ispat: FOX yari kapall kiime v& O 8-pcl(A) \ A olsun. BuradarAO X \ F,
X\F yari-acik veA §,sg -kapall oldgundan

o-pcl(A) OX\F
olur. BoéyleceF O X \ 3-pcl(A) dir. O halde,
FO(X\ d-pcl(A)) n 8-pcl(A)
F
Bu durumda==0] olur.

Teorem 7.3.X bir topolojik uzay veA 5psg -kapali bir kiime olsui-pcl(A) \ A
yari-kapall iséA 5-6nkapalidir.

Ispat: X bir topolojik uzay veA 5ysg -kapall kiime olmak tzetepcl(A) \ A
yari-kapall olsunA &psg -kapall kiime oldiundans-pcl(A) \ A bos olmayan yari-

kapali bir kime kapsamaz. O halde
d-pcl(A) \ A=

olur. Buradam = 4-pcl(A) olup A 3-6nkapaldir.
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Teorem 7.4.X bir topolojik uzay veA, B X olsun. Eer A ve B 5,59 -kapall
ise ALl B §psg -kapaldir.

Ispat: A ve B 5,59 -kapall kiimelerAD]BOU ve U yari-agik olsunA ve B

dpsg -kapall kiimeler olduklarindan,
d -pcl(pA) U ved-pel(B)U

dur. Buradan,
d-pcl(A) O d-pcl(B) = 6-pcl(Al B)
0o u

dur. O haldeA I B 8psg -kapalidir.

Teorem 7.5.X bir topolojik uzay veA 5,59 -kapali bir alt kiime olsuA1 B
d-pcl(A) iseB dysg -kapaldir.

Ispat: X bir topolojik uzay veA §,sg -kapali bir alt kiime olmak izeté1 B[
d-pcl(A) olsun.B U veU yari-acik olsunA 00B DU veAdpsg -kapall oldgundan

d-pcl(A) OU
ve
d-pcl(B) O 6-pcl(A)
du
dur. O haldeB §,sg -kapalidir.

Sonug 7.6.X bir topolojik uzay veA dpsg-kapali bir alt kiime olsun. Bu
durumdad-pcl(A) dadpsg-kapalidir.

Ispat: A §,sg-kapali bir alt kiime olmak tizere

A 06-pcl(A) O 6-pcl(A)
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oldugundan Teorem 7.5 den agiktir.

Teorem 7.7.X bir topolojik uzay olmak Gzera 0B X olsun. B de her yari-
aclk kime aclk olmak uzeré, X dedpsg —kapall ve B dizenli agik igekiimesiB

de ded,sg -kapalidir.

Ispat: ADBOX olmak uizereA, X de dysg -kapali olsunACOU ve U, B de
yari-acgik olsun. BuradafA[1B n V olacaksekildeV acgl vardir.A [0 V oldugundan
d-pcl(A) OV dir. Buradan,

Bn 6-pcl(A) OBV
=U
olur. O haldeA, B de 5psg -kapalidir.

Teorem 7.8. X bir topolojik uzay olsun. Her yari-acik kiime aq& acik
kiimelerin sinifi ile kapali kiimelerin sinifi ayrseiX'in her alt kiimesid,sg -

kapalidir.

Ispat: Xin her yari-acik kilmesi acik ve acik kiimelerinimig ile kapali
kimelerinin sinifi ayni olsurA 00X, A OU veU yari-ac¢ik olsun. O hald&pcl(A)
OU olupA dpsg -kapalidir.

Teorem 7.9.X bir topolojik uzay olmak tzer®'in her alt kimesb,sg -kapall
ise her yari-agik kim&o6nkapalidir.

Ispat: Xin her alt kiimesi,sg —kapali olmak tizefd [1X yari-agik kimesini
alahm. UOU ve U, 3psg -kapall oldgundan é-pcl(U) TJU olur. O haldeU -

onkapaldir.

Teorem 7.10.X bir topolojik uzay olsunX simetrik ve her yari-acik kiime acik
ise OxUX i¢in {X}, 5ysg -kapahdir.

Ispat: X uzayi simetrik olmak tizere kabul edelinxkiX igin {x}, 5,sg -kapali
olmasin. Yani £} U veU yari-acik olmak tzer&pcl{x} 0 U olsun. Bu durumda
ci{x} O U dur. O halde
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cl{x} n (X\WW)# O
olur. Yani
zU c{x} n (X\U)
secebiliriz. Buradam(Icl{z} 0 X\U dur. Bu ise bir ¢ejkidir.

Teorem 7.11.X bir topolojik uzay,A ve BO X olsun.A ve B 3psg —kapali
kiimeler veA™ [ AP ve B" B iseA [ B §,sg -kapalidir.

ispat: AL X, BO X 8,59 —kapali kiimeler olmak izef€ ] A*” ve B™[J B*"
alahm. A OB OU ve U yari-acik olsunA BOU ve A, B 5,59 —kapali kimeler

oldugundan
d-pcl(A) U ves-pel(B) DU

olacaktir.
Ote yandan

AP~ 0 §-pcl(A) veB® O §-pcl(B)
oldugundan

cl(A) = o-pcl(A) ve clB) = 5-pcl(B)
olur. Boylece

cl(A) Ocl(B) = cl(A O B)
[ 6-pcl(A O B)

dir.

Sonug olaralA[1 B §psg -kapaldir.

Teorem 7.12.(X,7) bir topolojik uzay veA[l X olsun. Her yari-acik kiime acik

olmak Uzere gagidaki ifadeler denktir.
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1. A §ysg —kapaldir.

2. &-pcl(A) OCekA

Ispat: A, dpsg -kapall bir kime olsurA 0OU ve U yari-agik olsunA 3sg -

kapali oldgundans-pcl(A) OU dur. Buradan,
d-pcl(A) O CekA
olur.
Tersine 6-pcl(A) O CekAolsun.A OU veU yari-acik alalim. Buradan,
d-pcl(A) O CekA OU
ve boylece,
d-pcl(A) OU

olur. O haldeA, 5p,sg —kapalidir.
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BOLUM 8

8,S9-KAPALI KUMELER VE ILISKILERI

Bu bdlimde dpsg-kapali kiimeler ve dg-kapali kimeler ve ilgili kime

siniflarinin ilskisi arastirildi.

Teorem 8.1.X bir topolojik uzay veA [ X olsun. Eer A 5-0nkapall kiime isé
dpsg -kapahdir.

Ispat: AU X §-6nkapall bir kiime olsun. Bu durumdA = §-pcl(A) olup §-
pcl(A) \ A=0 dir. O haldeA §ysg -kapal kiimedir.

Teorem 8.2.X bir topolojik uzay veA X olsun. Eer A §,sg -kapall kime ise
A gop-kapahdir.

Ispat: A 5psg -kapall veA1O ve O aclk olsunA §,sg -kapali oldgundans-
pcl(A) 0O olup A gop-kapall kiimedir.

Teorem 8.3.X bir topolojik uzay, A0l X olsun.A dpsg—kapall ve yari-agik bir

kiime iseA 5-6nkapalidir.

Ispat: AO X 8ysg —kapali ve yari-agik bir kiime olsun. Bu durunAdal A
oldugundans-pcl(A) O A ve buradam 5-6nkapalidir.
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BOLUM 9

8,59-ACIK KUMELER

Bu boélimdedysg -kapali kiimelerin timleyenleri olaisg -acik kimelerin

ozellikleri ve iligkilerini arastirdik.

Tanim 9.1. X bir topolojik uzay veAO X alalim. X \ A 3psg -kapall iseA

kiimesinedpsg -aclk kiime denir.

Teorem 9.2.X bir topolojik uzay veAJ X olmak lGzere bu durumdsinin 8,59
-aclk olmasi icin gerek ve yeter kb F yari-kapali veFOA oldugundaFO 6-
pint(A) olmasidir.

Ispat: FU X yari-kapali veF A olsun. Bu durumdX \ ALIX \ F olup X \ F
yari-aciktir. X \ A §,sg -kapall oldgundan

d-pcl(X\A) OX\F
dir. Buradan,
X\o-pint(A) OX\F
dir. BoyleceF [0 8-pint(A).

TersineF yari-kapall ve- O A oldugundaF O 8-pint(A) olsun.U 0 X yari-agik
ve X\AOU alalim.X\UOA ve X \U yari-kapall oldgundan

X\uU O é-pint(A)
olur. Buradan
o-pcl(X\A) OU

bulunur. BoyleceX \ A 8,59 -kapali veA dpsg -agik olur.
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Teorem 9.3.X bir topolojik uzay olmak tzerall X alahm. Eser A §ysg -acik
ised-pint(A) O (X\A) OU veU yari-acik oldgundaU=X dir.

Ispat: A0 X §psg-acik olmak tizerd-pint(A) O (X \ A) OU ve U yari-agik

olsun. Bu durumda,
X\UDO o-pcl(X\A) nA
= 3-pcl(X\A)\ (X\A)

olur. X\ A dpsg -kapall oldgundan
X\U=0 veX=U
elde edilir.

Teorem 9.4.X bir topolojik uzay, ALl X olsun. intAl (X \ A)JU veU yari-
acik oldigundaU = X iseA 6,9 -aciktir.

Ispat: int AL (X\A)JU veU yari-acik oldgundaU = X olsun.
B A veB yari-kapal alalim. Buradan,

int AD (X\A) O int A (X \B)
oldugsundan

int ALJ (X\B) =X
ve buradan dB& L[ 3-pint A olur. YaniA dpsg -agiktir.
Teorem 9.5.X bir topolojik uzay veA 5,89 -acik bir alt kime olsun.
o -pintAll B AiseB kiimesidpsg -agiktir.

Ispat: A 5,5g-acik bir alt kiime olmak tizesepint ALl BU A olsun. Buradan,

X\AO X\B
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L &-pcl(X\ A)
ve buradarX \B §psg -kapalidir. Sonug¢ olardkd,sg -aciktir.

Sonug 9.6 X bir topolojik uzay veA §ysg-acik bir alt kime olsun. Bu durumda
d-pint(A) dpsg-aciktir.

Ispat: A 5,sg-acik bir alt kiime olmak tizere
d-pint(A) LI 5-pint(A) LA
oldugundan Teorem 9.5 den aciktir.

Teorem 9.7. X bir topolojik uzay veAll X olsun. A §psg-kapali ises-
pcl(A) \ A 8psg -aciktir.

Ispat: A 5559 -kapall veBLJ §-pcl(A) \ A ve B yari-kapali bir kiime olsun. Bu

durumda,

ve
B0 &-pint(6-pcl(A) \ A)
dir. Boyleces-pcl(A) \ A 8psg -aciktir.

Teorem 9.8.X bir topolojik uzay veAl] X olsun.X uzayinda heb-onagik
kiime agik ve cK) \ A dpsg -acik isel dpg -kapalidir.

Ispat: AD X, cl(A) \ A 3psg -agik bir kime olmak tzese U ve U aglk

olsun. Bu durumda,
cl(A) n (X\U) U cl(A)n (X\A)
= cl(A)\A

olur. Buradan,
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cl(A) n (X\U) U int(cl(A) \ A)
=0
olur. O halde
d-pcl(A) O U
ve boyleceA spg —kapalidir.

Teorem 9.9.X bir topolojik uzay veA 1 X olsun. Eer A 3-6nacik kime isé\
dpsg —aciktir.

Ispat: A §-6nacik veF yari-kapali veF O A olsun.A §-6nacik oldgundanF O
d-pint(A) olur. O haldeA dpsg-agik kiimedir.

Teorem 9.10.X bir topolojik uzay veA, B X olmak lizereX de hers-6nagik
kiime aclik olsunA ve B kiimelerid,sg —agik vé-pcl(A) n B= O veA n 5-pcl(B)=
[ iseA O B kiimesidysg —agiktir.

Ispat: A ve B §,5g —acik ved-pcl(A) nB= 0 ve A n §-pcl(B)= 0 olmak

tzereU yari-kapali bir kime v& OA O B olsun. Buradan

U n é-pcl(A) O 8-pcl(A) n (A OB)

O AO0O O
= A
ve
U n é-pcl(B) O &-pcl(B) n (A OB)
0 BUO UO=B
olur.
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Ote yandam ve B §,sg —acik oldgundan ve

U n d-pcl(h) DA

ve
Un é-pcl(B) OB
oldugsundan
U n é-pcl(A) O 8-pint(A)
ve

U n é-pcl(B) O o-pint(B)

olur. Buradan,

U= Un(ADOB)

= (UnA) OU nB)

0 (U n é-pcl(A) O (U n 3-pcl(B))

O o-pint(A 0 B)

olur.

O haldeA 0O B §,sg —agiktir.
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BOLUM 10

0,50-T1p UZAYLAR

Bu bt’)IUmdeSpsg-Ty uzay olarak adlandirilan topolojik uzaylari, 6iedrini
2
ve iliskilerini inceledik.
Tanim 10.1.X bir topolojik uzay olsun. Hes,sg —kapall kimé-6nkapall ise

uzayadpsg -Ty2 uzay denir.

Teorem 10.2.X bir 5,59 -Ty uzaysa her tek nokta kiimesi yari-kapall ya-da
2

onaciktir.

Ispat: X bir dpsg -T}/ uzay olsun.x OX ve {x} yari-kapali olmasin. Bu
2

durumdaX \ {x} yari-acik deildir. O haldeX\ {x} dpsg -kapalidir.

Her dpsg -kapali kimes-Onkapali oldgundanX \ {x} &-Onkapalidir. Sonug
olarak {x}, 5-6naciktir.

Teorem 10.3.Her tek nokta kimesi kapali ya da@nagik iseX bir 5,Sg -Ty
2

uzaydir.

Ispat: X bir topolojik uzay ve her tek nokta kiimesi kapgh das-onagik

olsun.
A O X bir 8,89 -kapali kiime olsun.
x [0 &-pcl(A) alalim.

{x} kumesi kapali olsun. Kabul edelimkix [ A olsun. Buradan
{x} O &-pcl(A) \ A olur. {x} kimesi kapali oldgundan &} = [ olur ki ¢elgkidir Bu
durumdax O 3-pcl(A) = A ve buradax LA olur.
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{x} kiimesis-6nacik olsunx O 6-pcl(A) oldugundan
{x} nA# 0O
dir. O haldex DA dir.
Sonug olarak-pcl(A) = A ve A kiimesié-6nkapalidir. YanX uzay16,S9 -T%
uzaydir.

Sonu¢ 10.4.X bir topolojik uzay ve her yari-kapall kime kapalmak Uzere
asagidaki ifadeler denktir:

a. X, 9ps9 -Ty uzaydir.
2

b. X de her tek nokta kiimesi kapali yasddanaciktir.
Ispat: Teorem 10.2 ve Teorem 10.3 den agiktir.

Teorem 10.5.(X,7) bir topolojik uzay olsun. gagidaki ifadeler denktir.

1. Xuzayi bir 5,89 -Ty uzaydir.
2

2. A OX igin A’ nin §-6nagik olmasi igin gerek ve yeterskb A’ nin 5,89 —

acik olmasidir.
Ispat: X bir 8,59 -Ty2 uzay veA §,8¢9 —aclik olsun. BuradaX \ A §,S0-
kapalidir. O halde uzay bis,sg -Ty2 uzay oldgundanX\ A 5-Onkapalidir. YanA o-
onaciktir.

TersineA dpsg —kapalil olsun. Bu durumda\ A 5psg —aciktir ve buradax
\ A 8-6nagciktir. O hald@ 5-6nkapalidir. Sonug olarakuzay! bir 6,59 -Ty uzaydir.
2

39



BOLUM 11

d,S9-KAPALI KUMELER VE SUREKL iLiK

Bu bdlimded,sg -kapall kiimelerin slrekli fonksiyonlar ileskisi ve korunma
ozelliklerini argtirdik.

Tanim 11.1. f : X - Y bir fonksiyon olsun. Her yari-acik kiimenin tersme

yari acik isd ye kararsizdir denir (Crossley ve Hildebrand, 1972)

Teorem 11.2.X ve Y iki topolojik uzayAll X ve f : X - Y kararsiz ve hep-

onkapal kiimenin gorintusu kapall olsun. Bu durumdgsg-kapali isef (A) d,S0-

kapalidir.

Ispat: f: X - Y kararsiz bir fonksiyon olsunA §,sg -kapali olmak tzere

f (A) OU veU yari-agik olsunA] f ™ (U) dur. Buradan,
5-pcl (A) O f 1 (U) ve f (-pcl (A) DU
olur. Buradanf ( 6-pcl (A)) kapalidir dolayisiyla yari-kapalidir.

O halde,
8-pel(f (A) U cl(f (A)
0 cl(f (3-pcl(A))
= f(8-pel(d)0u

yanié-pcl( f (A)) LU elde edilir. Boylecef (A) 6,59 -kapalidir.
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Teorem 11.3.X ve Y iki topolojik uzayAlJ Y ve f: X - Y bir fonksiyon ve

X de her yari-acik kiime acik olsurfi. suirekli ve kapali vé\ g-kapal ise f ™ (A)
dpsg -kapahdir.

Ispat: f: X-Y sirekli ve kapall bir fonksiyon ve\ g-kapali olsun.

f ™ (A) LU veU yari-acik olsun. Bu durumda,
f (cl( f 7 (A) n (X\U)) O cl(A) \A
olur. Buradan,
(cl( fH(A) n (X\U)) =0
ve
cl( f*(A)n X\U)=0
Sonug olarak
S-pcl(f(A) OU
olur. O haldef ™ (A) 5,sg -kapalidir.

Teorem 11.4.X ve Y iki topolojik uzayAll Y ve f: X - Y bir fonksiyon ve

X de her yari-acik kiime acik olsufi. stirekli ve kapall vé g-agik ise f ™ (A) 5,59
-aciktir.

Ispat: f: X - Y surekli ve kapali bir fonksiyon vA g-acik olsun. Y WA g-
kapalidir. Bu durumda\ f ™ (A) §,sg -kapalidir. O haldd ™ (A) §,sg -agiktir.
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BOLUM 12

8,59 —SUREKLI FONKSIYONLAR VE §,59-KAPALI
KUMELER

Bu bolimded,sg -surekli fonksiyonlar vépsg -kararsiz fonksiyonlarid,sg -

kapali kiimeler ile ikkisi ve 6zelliklerini aratirdik.

Tanim 12.1. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f:(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. EBer her bir 5-Onacgik kimenin ters resmb-Gnacik ise
f:(X,1) - (Y,v0) fonksiyonuna-onkararsizdir denir (Ekici, 2004).

Tanim 12.2. (X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f :(X,r) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Ber her bir §,sg-kapali kiimenin ters resnd,sg-kapall ise

f:(X,1) - (Y,0) fonksiyonunad,sg-kararsizdir denir.

Tanim 12.3. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f:(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Ber her OV O Y kapal kiimesi icinf (V) O X §-6nkapali ise
f:(X,r) > (Y,v) fonksiyonunad-hemen hemen sureklidir denir (Mukherjee ve

Raychaudhuri, 1993).

Tanim 12.4. (X, 7) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f :(X,7) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. Ber herOV OY kapali kimesi i¢inf (V) O X 3,59 -kapali ise
f 1 (X,1) - (Y,0) fonksiyonuna,sg-sureklidir denir.

Teorem 12.5.(X, 7) ve (Y, o) topolojik uzaylar ve f :(X,7) - (Y,0) bir
fonksiyon olsun. O haldeger f : (X,7) - (Y,v) dpsg-kararsiz bir fonksiyon veX(

7) Spsg-Ty2 uzayi isef : (X,7) - (Y,0) 6-6nkararsiz bir fonksiyondur.

Ispat: f:(X,r) - (Y,v) 8ysg-kararsiz bir fonksiyon veX(7) 8psg-Ty uzayi
2

olmak lzereV OY §-6nacik kiime olsun. Heér6nagik kimeysg-acgik oldgundan
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V §psg-acikdir. Ayricaf :(X,7) - (Y,v) §psg-kararsiz bir fonksiyon olgundan
f (V) O X dpsg-aciktir.

(X, 1) Spsg-Ty uzay! oldgundan hersysg-acik kiimes-onagik olup f (V)
2

kimesis-Onacgikdir. Sonug olarak : (X,7) - (Y,v) fonksiyonunurb-6nkararsiz bir

fonksiyon oldgunu elde ederiz.

Teorem 12.6.(X, 7) ve (Y, ») topolojik uzaylar ve f :(X,7r) - (Y,v) bir
fonksiyon olsun. O haldeger f:(X,7) - (Y,v)fonksiyonud,sg-surekli ve X, 7)

6psg-Ty uzayi isef : (X,7) - (Y,v) 6-hemen hemen sureklidir.
2

Ispat: f:(X,7) - (Y,0) fonksiyonu§,sg-surekli veX uzayi birapsg-Ty
2

uzay! olsun.f : (X,7) - (Y,v) fonksiyonud,sg-surekli oldgundanV O Y kapal

kiimesi icin f (V) O X §ysg-kapall ve X, 7) uzayi bir6psg-Ty uzay! oldgundan
2

f (V) O X kumesié-6nkapalidir. Sonug olarak : (X,r) - (Y,v) 6-hemen hemen

siurekli olur.

Teorem 12.7. (X, 7) ve (Y,o) topolojik uzaylar, f:(X,7) - (Y,0) ve
g:(Y,0) - (Z u) iki fonksiyon olsun.

1. f:(X,1) - (Y,0) 9psg-surekli bir fonksiyon ve g:(Y,0) - (Z )
surekli bir fonksiyon ise gof:(X,7) - (Z,u) &psg-surekli bir

fonksiyondur.

2. f:(X,1) - (Y,0) dpsg-kararsiz bir fonksiyon vg:(Y,0) - (Z u) 9pS9-
kararsiz bir fonksiyon isegof:(X,7) - (Z,u) dpsg-kararsiz bir

fonksiyondur.

3. f:(X,1) - (Y,0) dpsg-kararsiz bir fonksiyon vg:(Y,0) - (Z i) 3pS9-
surekli bir fonksiyon ise gof: (X,7) - (Z,u) dpsg-surekli bir

fonksiyondur.
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Ispat: 1. f:(X,1) - (Y,0) &psg-surekli ve g:(Y,0) - (Z ) surekli iki
fonksiyon olsun.OF 0 Z kapal kumesi igin(go f)™(F) = f *(g"(F)) nin §,s0-

kapali oldgunu gostermeliyiz.

F O Z kapali kimesi icing:(Y,o0) — (Z u) surekli oldgundan g™*(F)OY
kapalidir. Buradanf : (X,7) - (Y,0) §ysg-surekli fonksiyon oldgundan

(9o f)*(F)= (g (F)),
X dedpsg-kapalidir. Sonug olaragio f : (X,7) - (Z, ) fonksiyonud,sg -streklidir.

2. :(X,1) - (Y,0) ve g:(Y,0) - (Z u) dpsg-kararsiz iki fonksiyon
olsun. FOZ §psg-aclk kimesi igin g*(F)OY gdp-aciktir. Ayrica
f:(X,1) - (Y,0) fonksiyonu psg-kararsiz oldgundan

(gof)(F) = (g7 (F)),

X dedpsg-aciktir. Bu durumdao f : (X,7) - (Z,u) fonksiyonud,sg-kararsiz

oldugunu elde ederiz.

3.f:(X,1) - (Y,0) dpsg-kararsiz veg:(Y,0) - (Z u) dpsg-surekli
iki fonksiyon olsun. g:(Y,o) - (Z i) dpsg-surekli bir fonksiyon oldiundan
OV 0 Z kapal kimesi icing™(V)OY §psg-kapalidir. f :(X,7) - (Y,0) 08p-
kararsiz bir fonksiyon oldiundan (gof)™(F)= f*(g"'(F)) kimesiX de 3psg-
kapalidir.

Sonug olarakdV 0O Z kapal kiimesi icin(go f)™(F) = f *(g”*(F)) kimesi X
dedysg-kapall oldgundango f : (X,7) - (Z, 1) fonksiyonud,sg-sireklidir.

Teorem 12.8. (X, 7) ve (Y,o) topolojik uzaylar, f:(X,r) > (Y,0) ve
g:(Y,0) - (Z u) iki fonksiyon olsun. (Y,0) 8psg-Ty uzayl olmak Uzere ger
2

f:(X,1) - (Y,0) é-6nkararsiz bir fonksiyon vg:(Y,0) — (Z u) psg-surekli bir

fonksiyon isegof : (X,7) - (Z, ) 3-hemen hemen surekli bir fonksiyondur.
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Ispat: f:(X,1) - (Y,0) ve g:(Y,0) - (Z ) iki fonksiyon ve(Y,0) 8yS0-

Ty uzay! olmak tzeref : (X,7) - (Y,0) d-Onkararsiz veg:(Y,0) - (Z u) 6,50-
2

surekli iki fonksiyon olsun. O haldBF O Z kapali kiimesi icing™(F), Y ded,sg-
kapalidir. {Y,o) 6,89 -T}/ uzayi oldgundang™(F) kiimesié-6nkapalidir.
2

Ayrica f :(X,1) - (Y,0) 8-6nkararsiz bir fonksiyon olgundan f ~*(g™*(F))
X dedé-Onkapalidir. O halde

(gof)™(F) = (g7 (F)),

X ded-Onkapah olup gof : (X,r) - (Z,u) fonksiyonud-hemen hemen

sureklidir.

Teorem 12.9.(X, ) ve (Y,o0) topolojik uzaylar vef :(X,7) - (Y,0) 8pSO-

kararsiz, orten veé-6nkapall bir fonksiyon olsun. g&r (X, 7) Spsg-Ty uzayi ise
2

(Y,0) uzayldaBpsg-T}/ uzayidir.
2

Ispat: f:(X,r) - (Y,0) §psg-kararsiz, orten vé-onkapali bir fonksiyon

olmak UzereX, 7) Spsg-Ty uzay! olsun.F OY, §,sg-kapali olsun. O haldé *(F),
2

X de §psg-kapahdir veX Spsg-Ty uzayl oldgundan f™*(F) kiumesiX de &-
2

Onkapaldir.

Buradanf : (X,7) - (Y,o0) orten oldgundan f(f *(F))=F kumesiY deé-

onkapahdir. Sonug olarak (o) uzay|8psg-Ty uzayidir.
2

Teorem 12.10.(X, ) ve (Y,0) topolojik uzaylar vef : (X,7) - (Y,o0) , 1-1,

orten, kapali ves-OGnacik bir fonksiyon olsun. ger (X, 7) T}/-uzayl ise Y,0)
2

uzayldaspsg-Ty uzayidir.
2
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Ispat: f:(X,r) - (Y,o0) fonksiyonu 1-1, 6rten vé-6nacik bir fonksiyon ve

(X, 7) Ty uzayl olsunydY alalim. , 7) Ty uzayl ve f :(X,7) - (Y,0) , 1-1,
2 2

orten oldgundan f (x) = y olacaksekilde x[0 X vardir ve{%¥ kapall veya aciktir.
Eger{¥ kapaliisef x ¥ y oldugundan{y} kapaldir.
Eger{% acik isef 5-O6nacik oldgundan{y &-6naciktir.

Sonug olarakY,o0) 6psg-Ty uzay olarak elde edilir.
2
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