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TOPOLOJĐK UZAYLARDA GENELLE ŞTĐRĐLM ĐŞ KAPALI KÜMELER ÜZER ĐNE 

 

ÖZET 

 

 Bu tezde, gδp-kapalı kümeler, gδp-açık kümeler, gδp- 1
2

T  uzay, gδp-kapalı kümeler ve 

süreklilik, δpsg-kapalı kümeler, δpsg –açık kümeler, δpsg - 1
2

T  uzay, δpsg-kapalı kümeler ve 

süreklilik konuları ve özellikleri araştırılmıştır. 
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ABSTRACT 

 

 In this thesis, the notions of gδp-closed sets, gδp-open sets, gδp- 1
2

T  space, gδp-closed 

sets and continuity, δpsg -closed sets, δpsg -open sets, δpsg - 1
2

T  space, δpsg -closed sets and 

continuity and their properties have been investigated. 
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BÖLÜM 1  

 GĐRĐŞ  

 

Genelleştirilmi ş kapalı küme olarak ifade ettiğimiz g-kapalı küme ifadesi 1970 

de Levine (Levine 1970) tarafından sunuldu ve çalışıldı. 

Bilindiği üzere kapalı kümeler topolojik uzaylarda birçok karakterizasyon rolü 

üstlenmişlerdir. 

Topolojik uzaylarda kapalı kümelerin üstlendiği rollerin bazıları: 

1. Kompakt uzayda, Lindelöf uzayda, Sayılabilir Kompakt uzayda, her kapalı 

alt küme sırasıyla Kompakttır, Lindelöftür, Sayılabilir Kompakttır. 

2. Normal uzayın her kapalı alt kümesi normaldir. 

3. Yerel kompakt uzayın her kapalı alt kümesi yerel kompakttır. 

4. Hausdorff uzayda her kompakt küme kapalıdır. 

Bu bağlamda Levine 1970 de genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) kümelerin 

özellikleri ve ilişkilerini araştırdı. Sonuç olarak aşağıdaki ifadelere ulaştı. 

1. Kompakt uzayda, Lindelöf uzayda, Sayılabilir Kompakt uzayda her 

genelleştirilmi ş (g-kapalı) kapalı alt küme sırasıyla Kompakttır, 

Lindelöftür, Sayılabilir Kompakttır. 

2. Normal uzayın her genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) alt kümesi normaldir. 

3. Regüler yerel kompakt uzayın her genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) alt 

kümesi yerel kompakttır. 
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Üstelik Levine (1970) T1 ve T0 ayırma aksiyomları arasında kesin olarak ifade 

ettiği ve T1/2 –uzaylar olarak adlandırdığı yeni bir ayırma aksiyomu sunmuş ve 

ili şkilerini çalışmıştır. 

Genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) kümeler bu bağlamda büyük önem arz 

etmektedir. 

Levine (1970) den sonra genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) kümeler üzerine çok 

yoğun biçimde talep olmuş ve bir çok ilişkileri araştırılmış ve çalışılmıştır. Öyle ki, 

zaten var olan bir çok karakterizasyonlar ve ilişkiler genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) 

kümeler ile yeniden araştırılmış ve ifade edilmiştir. 

Son yıllarda yapılan bir çok çalışmalardan bazıları; Dontchev, J. ve Maki, H.. 

1999; Devi, R., Balachandran, K. ve Maki, H.. 1995; Noiri, T. ve Sayed, O. R.. 2005; 

Cao, J., Ganster, M. ve Reilly, I.. 2002; Baker, C. W.. 1996; Baker, C. W., 2001; 

Dontchev, Julian; Maki, Haruo., 1999; Dontchev, Julian; Maki, Haruo., 1999; 

Fukutake, Takayoshi., 1985; Nasef, El-Maghrabi., 2005; El-Shafei ve Zahari., 2006; 

Saraf, Naralafi, Whanna., 2005; Cao, Ganster, Reilly, Seeiner., 2005; El-Maghrabi, 

Nasef., 2005; olarak gözönüne alınabilir. 

Bunun yanı sıra son yıllarda genelleştirilmi ş kapalı (g-kapalı) kümeler bir çok 

yeni bilim dalı içerisinde çalışma ve ilgi alanı bulmuştur. 

Tezimizdeki çalışmalar bu bağlamda önem arz etmektedir. 

Tezimizin ana amacı gδp-kapalı kümeleri, özelliklerini ve ilişkileri ile birlikte 

δpsg- kapalı kümelerinin, özelliklerini ve ilişkilerini çalışmaktır. 

Tezimiz 12 bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde tezimiz boyunca kullanacağımız ve yararlanacağımız temel 

bilgi ve ifadeleri sunduk. 

Đkinci bölümde topolojik uzaylarda gδp-kapalı kümelerin özelliklerini ve 

ili şkilerini araştırdık. 
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Üçüncü bölümde gδp-kapalı kümelerinin tümleyenleri olan gδp-açık 

kümelerinin özelliklerini ve ilişkilerini araştırdık. 

Dördüncü bölümde her gδp-kapalı kümenin δ-önkapalı olduğu ve gδp- 1
2

T  uzay 

olarak adlandırılan uzaylar ve ilişkilerini inceledik. 

Beşinci bölümde gδp-kapalı kümelerin sürekli fonksiyonlar ile ilişkisi ve 

korunma özelliklerini araştırdık. 

Altıncı bölümde gδp-sürekli fonksiyonlar ve gδp-kararsız fonksiyonların gδp-

kapalı kümeler ile ilişkisi ve özelliklerini araştırdık. 

7, 8, 9, 10, 11 ve 12 inci bölümlerde ise topolojik uzaylarda δpsg-kapalı 

kümeler, özellikleri ve ilişkileri çalışılmıştır. 

Şimdi tezimizde yararlanacağımız temel tanım, teorem, ifade ve bilgileri 

sunalım. 

Tezimizdeki temel topoloji bilgileri çok çeşitli topoloji kaynaklarından N. 

Bourbaki., 1996; S.Willard., 1970; J. Dugundji., 1966. v.b. bakılabilir. 

Tezimiz boyunca topolojik uzayları (X, τ), (Y, υ) v. b. yada kısaca  X, Y  v. b.  

ile göstereceğiz.  

X bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere A kümesinin kapanışını cl(A) ve 

içini int(A) ile göstereceğiz. 

Tanım 1.1. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A = int(cl(A)) ise A ya 

düzenli açık küme denir (Stone, 1937). 

Tanım 1.2. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. O⊂ A⊂ clO olacak şekilde 

bir O açık kümesi varsa A’ ya yarı-açık küme denir (Levine, 1963). 

Tanım 1.3. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. X \ A yarı-açık ise A 

kümesi yarı-kapalıdır denir (Levine, 1963). 
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Tanım 1.4.  (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer ∀ x∈A için x∈G⊂  

A olacak şekilde en az bir G düzenli açığı var ise A kümesine δ-açık küme denir 

(Velicko, 1968). 

Tanım 1.5.  (X,τ ) bir topolojik uzay olsun. δ-açık kümelerin tümleyenlerine δ-

kapalı kümeler denir (Velicko, 1968). 

Tanım 1.6. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. ∀ x∈V∈τ  için 

int(cl(V)) ∩ A≠ ∅  ise x noktasına A nın bir δ-kapanış noktası denir (Velicko, 1968). 

A kümesinin tüm δ-kapanış noktalarının kümesine A nın δ-kapanışı denir. 

A nın tüm δ-kapanış noktalarının kümesini δ-cl(A) ile göstereceğiz. 

Tanım 1.7. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A⊂  int(δ-cl(A)) ise A 

kümesine δ-önaçıktır denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Tanım 1.8. (X,τ ) bir topolojik uzay olsun. δ-önaçık kümelerin tümleyenlerine 

δ-önkapalı kümeler denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).  

(X,τ ) bir topolojik uzay olmak üzere tüm δ- önaçık kümelerinin ailesini δ- 

PO(X) ile göstereceğiz. 

Teorem 1.9. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda  

A kümesinin, δ- önkapalı olması için gerek ve yeter koşul cl(δ-int(A)) ⊂  A 

olmasıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Teorem 1.10. (X,τ ) bir topolojik uzay olsun. 

1. δ- önaçık kümelerin keyfi birleşimleri δ- önaçıktır. 

2. δ-önkapalı kümelerin keyfi arakesitleri δ-önkapalıdır.  

(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 
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Tanım 1.11. (X,τ ) bir topolojik uzay olsun.  A⊂ X alalım. A kümesini 

kapsayan tüm δ-önkapalı kümelerin keyfi arakesitine A kümesinin δ-önkapanışı denir 

ve δ- pcl(A) ile gösterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Tanım 1.12. (X,τ ) bir topolojik uzay olsun.  A⊂ X alalım. A kümesinde 

bulunan tüm δ-önaçık kümelerin birleşimine A kümesinin δ-öniçi denir ve δ- pint(A) 

ile gösterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Teorem 1.13. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler geçerlidir. 

1. A, δ-önkapalıdır⇔ A = δ-pcl(A) 

2. A⊂ B⇒  δ-pcl(A) ⊂  δ-pcl(B) 

3. δ-pcl(A) kümesi δ- önkapalıdır. 

4. δ-pcl(δ-pcl(A)) = δ-pcl(A) 

5. x∈δ-pcl(A) ⇔ ∀ (x∈)V∈ δ-PO(X) için A∩ V≠ ∅  olur 

 (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Teorem 1.14. (X,τ ) ve (Y,υ ) iki topolojik uzay, A∈ δ-PO(X) ve B∈ δ-PO(Y) 

olsun. Bu durumda A×B∈ δ-PO(X×Y) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Tanım 1.15. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. O açık küme olmak üzere  

A⊆  O iken cl(A) ⊆  O sa

Α
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1) (X,τ )  1T -uzay ise 1
2

T -uzaydır. 

2) (X,τ )  1
2

T -uzay ise 0T -uzaydır (Levine, 1970). 

Teorem 1.19. (X,τ ) ve (Y,υ ) iki topolojik uzay ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon ve A⊂ X olsun. 

Eğer A g-kapalı ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  kapalı bir fonksiyon ise f(A) g-kapalıdır 

(Levine, 1970). 

Tanım 1.20. (X,τ ) topolojik uzay olsun. x, y∈X için x∈cl({ y}) iken 

y∈cl({ x}) oluyorsa X uzayına simetriktir denir (Levine, 1970). 
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BÖLÜM 2 

gδp-KAPALI KÜMELER 

 

Bu bölümde topolojik uzaylarda gδp-kapalı kümelerin özellikleri ve ilişkilerini 

araştırdık. 

Tanım 2.1. X bir topolojik uzay olmak üzere A alt kümesini alalım. A⊂  U ve 

U açık olduğunda δ-pcl(A) ⊂  U oluyorsa A kümesine gδp-kapalıdır denir (Ekici ve 

Noiri, 2006). 

Teorem 2.2. X bir topolojik uzay olmak üzere A⊂  X olsun. A gδp-kapalı ise δ-

pcl(A) \ A boş olmayan hiçbir kapalı kümeyi kapsamaz. 

Đspat: F ⊂  X kapalı bir küme ve F ⊂  δ-pcl(A) \ A olsun. X \ F açık ve A gδp-

kapalı olduğundan δ-pcl(A) ⊂  X \ F dir. Buradan,  

F ⊂  δ-pcl(A) ∩ (X \ δ-pcl(A))=∅  

elde edilir. Bu durumda F = ∅  dir. 

Teorem 2.3. X bir topolojik uzay ve A  gδp-kapalı bir alt küme olsun. δ-pcl(A) 

\ A kapalı ise A  δ-önkapalıdır . 

Đspat: A gδp-kapalı bir küme ve δ-pcl(A) \ A kapalı olsun. A  gδp-kapalı 

olduğundan δ-pcl(A) \ A boş olmayan kapalı bir küme kapsamaz. O halde,  

δ-pcl(A) \ A = ∅  

dir. δ-pcl(A) = A ve A  δ-önkapalıdır . 

Teorem 2.4. X bir topolojik uzay olmak üzere A kapalı bir küme ise δ-pcl(A) \ 

A kapalıdır. 
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Đspat: A kapalı bir küme ise δ-pcl(A) \ A = ∅  olacağından dolayı δ-pcl(A) \ A 

kapalı olacaktır. 

Teorem 2.5. X bir topolojik uzay olmak üzere A, B⊂  X olsun. Eğer A ve B 

gδp-kapalı ise A∪ B  gδp-kapalıdır. 

Đspat: A ve B gδp-kapalı kümelerini alalım. A∪ B⊂  U ve U açık olsun. A ve B 

gδp-kapalı olduğundan,  

δ-pcl(A) ⊂ U ve δ-pcl(B) ⊂  U 

olur. Buradan, 

δ-pcl(A) ∪  δ-pcl(B) 

= δ-pcl(A∪ B) 

                                                             ⊂  U 

olur. O halde A∪ B  gδp-kapalıdır. 

Uyarı 2.6. Bir topolojik uzayda iki gδp-kapalı kümenin arakesiti gδp-kapalı 

olmayabilir. 

Örnek 2.7. X={a, b, c, d} ve  

τ ={ ∅ , {b}, { d},  { b, d}, X} 

olsun. A={a, b, d} ve B={b, c, d} alt kümeleri verilsin.  

Buradan A ve B gδp-kapalı olup A∩ B={b, d} gδp-kapalı değildir. 

Teorem 2.8. X bir topolojik uzay ve A gδp-kapalı bir alt küme olsun. A⊂ B⊂ δ-

pcl(A) ise B gδp-kapalıdır. 

Đspat: A⊂ B⊂ δ-pcl(A) olsun. B⊂  U ve U açık olsun. A⊂ B⊂  U ve A gδp-

kapalı olduğundan,  

δ-pcl(A) ⊂ U ve δ-pcl(B) ⊂  δ-pcl(A) 
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                              ⊂ U 

ve  

δ-pcl(B) ⊂ U 

olur. Sonuç olarak B gδp-kapalıdır. 

Sonuç 2.9. X bir topolojik uzay ve A gδp-kapalı bir alt küme olsun. Bu 

durumda δ-pcl(A) da gδp-kapalıdır. 

Đspat: A gδp-kapalı bir küme olsun. A⊂  δ-pcl(A) ⊂ δ-pcl(A) olduğundan 

Teorem 2.8 den açıktır. 

Teorem 2.10. X bir topolojik uzay olmak üzere A⊂  B⊂  X olsun. A, X de gδp-

kapalı ve B düzenli açık ise A kümesi B de de gδp-kapalıdır. 

Đspat: A, X de gδp-kapalı olsun. A⊂  U ve U, B de açık olsun Buradan 

A⊂ B∩ U´ olacak şekilde U´ açığı vardır. A⊂  U´ olduğundan δ-pcl(A) ⊂ U´ olur. 

Buradan,  

B∩ δ-pcl(A) ⊂  B∩ U´ = U 

olur. O halde A, B de gδp-kapalıdır. 

Teorem 2.11. X bir topolojik uzay olsun. X in açık kümelerinin sınıfı ile kapalı 

kümelerinin sınıfı aynı ise X in her alt kümesi gδp-kapalıdır. 

Đspat: X in açık kümelerinin sınıfı ile kapalı kümelerinin sınıfı aynı olsun. A⊂  

X ve A⊂  U, U açık olsun. O halde δ-pcl(A) ⊂ U ve buradan A gδp-kapalıdır. 

Teorem 2.12. X bir topolojik uzay olmak üzere X in her alt kümesi gδp-kapalı 

ise her açık küme δ-önkapalıdır. 

Đspat: X in her alt kümesi gδp-kapalı olsun. U ⊂  X açık kümesini alalım. U ⊂  

U ve U gδp-kapalı olduğundan  δ-pcl(U) ⊂  U olur. O halde U δ-önkapalıdır. 
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Teorem 2.13. X bir regüler topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A kompakt ise gδp-

kapalıdır. 

Đspat: X bir regüler topolojik uzay ve A kompakt ve A⊂  U ve U açık olsun. Bu 

durumda  

A⊂  V⊂  cl(V) ⊂ U 

olacak biçimde V açık kümesi vardır. Buradan δ-pcl(A) ⊂ U dur. Sonuç olarak 

A gδp-kapalıdır. 

Tanım 2.14. (X,τ ) topolojik uzay olsun. ∀ x,y ∈X için x∈cl({y}) iken 

y∈cl({ x}) oluyorsa bu uzaya simetrik uzay denir (Levine, 1970). 

Teorem 2.15. X bir topolojik uzay olsun. X simetrik ise bu durumda ∀ x∈X 

için {x} gδp-kapalıdır. 

Đspat: X bir simetrik topolojik uzay olsun. Kabul edelim ki x∈X için {x} gδp-

kapalı olmasın.  Yani {x} ⊂ U ve U açık olmak üzere δ-pcl({x}) ⊄  U olsun. Bu 

durumda cl({x}) ⊄  U dur. O halde,  

cl({ x}) ∩ (X \ U) ≠ ∅  

 yani z∈ cl({x}) ∩ (X \ U) seçebiliriz. Bu durumda,  

x∈cl({ z}) ⊂  X \ U 

olur. Bu ise bir çelişkidir.  

Tanım 2.16. X bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. x∈A alalım. Eğer x’ i 

bulunduran her δ-önaçık küme A nın x den farklı bir noktasını kapsarsa x’ e A nın bir 

δ-önyığılma noktası denir (Ekici, 2005) 

Uyarı 2.17. X bir topolojik uzay, A⊂  X olsun. A nın tüm δ-önyığılma  

noktalarının kümesini Aδp~ ile göstereceğiz. 

Teorem 2.18. X bir topolojik uzay, A⊂ X ve B⊂  X olsun. A ve B gδp-kapalı 

kümeler ve A~ ⊂ Aδp~ ve B~ ⊂ Bδp~ ise A ∪ B kümesi gδp-kapalıdır. 
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Đspat: A ∪ B ⊂ U ve U açık olsun. A, B⊂ U ve A, B gδp-kapalı kümeler 

olduğundan,  

δ-pcl(A) ⊂ U ve δ-pcl(B) ⊂ U 

olacaktır. Öte yandan  

Aδp~ ⊂  δ-pcl(A)  ve Bδp~ ⊂  δ-pcl(B) 

 olduğundan,  

cl(A)= δ-pcl(A) ve cl(B)= δ-pcl(B) 

 olur. Böylece,  

cl(A) ∪ cl(B)=cl(A ∪ B) 

                              ⊃  δ-pcl(A ∪ B) 

dir. Sonuç olarak A∪ B gδp-kapalıdır. 

Teorem 2.19. X bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A gδp-kapalı ve açık bir 

küme ise A δ-önkapalıdır. 

Đspat: A, gδp-kapalı ve açık olsun. A ⊂ A olduğundan δ-pcl(A) ⊂ A ve buradan 

A δ-önkapalıdır. 

Tanım 2.20. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A’ yı kapsayan tüm açık 

kümelerin arakesitine A’ nın çekirdeği denir (Maki, 1986). 

Bir A⊂ X kümesinin çekirdeğini Çek A ile göstereceğiz. 

Teorem 2.21. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda aşağıdaki 

ifadeler denktir. 

1. A, gδp-kapalıdır. 

2. δ-pcl(A) ⊂ Çek A 
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Đspat: A, gδp-kapalı olsun. A ⊂ U ve U açık olsun. A gδp-kapalı olduğundan δ-

pcl(A) ⊂ U dur. Buradan, 

δ-pcl(A) ⊂ Çek A 

olur. 

Tersine  δ-pcl(A) ⊂ Çek A olsun. A ⊂ U ve U açık alalım. Buradan, 

δ-pcl(A) ⊂ Çek A ⊂ U 

ve böylece, 

δ-pcl(A) ⊂ U 

olur. O halde A, gδp-kapalıdır. 
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BÖLÜM 3 

gδp-AÇIK KÜMELER 

 

Bu bölümde gδp-kapalı kümelerin tümleyenleri olan gδp-açık kümelerin 

özelliklerini ve ilişkilerini araştırdık. 

Tanım 3.1. X bir topolojik uzay olmak üzere A alt kümesini alalım. X \ A 

kümesi gδp-kapalı ise A kümesine gδp-açık denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 3.2. X bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A nın gδp-açık olması için 

gerek ve yeter koşul F kapalı ve F ⊂  A olduğunda F ⊂  δ-pint(A) olmasıdır (Ekici ve 

Noiri, 2006). 

Đspat: A⊂  X gδp-açık bir küme ve F ⊂  X kapalı ve F ⊂  A olsun. X \ F açıktır 

ve X \ A ⊂  X \ F dir. X \ A gδp-kapalı olduğundan  

δ-pcl(X \ A) ⊂  X \ F 

olur. Buradan,  

X \ δ-pint(A) ⊂  X \ F 

dir. Böylece F ⊂  δ-pint(A) olur. 

Tersine F kapalı bir küme ve F ⊂  A olduğunda F ⊂  δ-pint(A) olsun. U ⊂  X 

açık bir küme ve X \ A⊂  U alalım.  

X \ U ⊂ A  

ve X \ U  kapalı olduğundan X \ U ⊂  δ-pint(A) olur. Buradan δ-pcl(X \ A) ⊂  U 

bulunur. Böylece X \ A  gδp-kapalıdır. Dolayısıyla A gδp-açıktır. 
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Teorem 3.3. X bir topolojik uzay olmak üzere A⊂  X alalım. Eğer A gδp-açık, 

δ-pint(A) ∪ (X \ A) ⊂ U ve U açık olduğunda U = X dir. 

Đspat: A⊂ X gδp-açık bir küme olmak üzere δ-pint(A) ∪ (X \ A) ⊂ U ve U açık 

olsun. Bu durumda,                

                                                     X \ U ⊂  δ-pcl(X  \ A) ∩ A 

                                                              = δ-pcl(X \ A) \ (X \ A) 

olur. X \ A gδp-kapalı olduğundan  

X \ U = ∅  ve X= U 

elde edilir. 

Teorem 3.4. X bir topolojik uzay, A⊂  X olsun. int (A) ∪ (X \ A) ⊂ U ve U açık 

olduğunda U = X ise A gδp-açıktır. 

Đspat: Kabul edelim ki int (A) ∪ (X \ A) ⊂ U ve U açık olduğunda U=X olsun. 

B⊂ A ve B kapalı alalım. Buradan,  

int (A) ∪ (X \ A) ⊂  int (A) ∪ (X \ B) 

olduğundan  

int (A) ∪ (X \ B) = X 

 ve buradan da B⊂  δ-pint (A) olur. Yani A gδp-açıktır. 

Teorem 3.5. X bir topolojik uzay ve A gδp-açık bir alt küme olsun.                  

δ-pint (A) ⊂  B⊂  A ise B gδp-açıktır. 

Đspat: A gδp-açık bir küme olmak üzere δ-pint A⊂  B⊂  A olarak alalım. Bu 

durumda,  

X \ A⊂  X \ B 
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                   ⊂  δ-pcl(X \ A) 

ve buradan X \ B gδp-kapalıdır. O halde B gδp-açıktır. 

Sonuç 3.6. X bir topolojik uzay ve A gδp-açık bir alt küme olsun. Bu durumda 

δ-pint(A) gδp-açıktır. 

Đspat: A gδp-açık bir küme olmak üzere  

δ-pint A⊂  δ-pint A⊂ A 

 olduğundan Teorem 3.5 den açıktır. 

Teorem 3.7. X bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A gδp-kapalı ise δ-pcl(A) \ A 

gδp-açıktır. 

Đspat: A⊂  X gδp-kapalı bir küme ve B⊂  δ-pcl(A) \ A ve B kapalı küme olarak 

alalım. Bu durumda,  

B=∅  ve B⊂  δ-pint(δ-pcl(A) \ A) 

dır. Dolayısıyla δ-pcl(A) \ A gδp-açıktır. 

Teorem 3.8. X bir topolojik uzay, A⊂  X olsun. X uzayında her δ-önaçık küme 

açık ve  cl(A) \ A gδp-açık ise A gδp-kapalıdır. 

Đspat: A⊂  X bir küme olmak üzere cl(A) \ A gδp-açık bir küme olarak alalım. 

A⊂  U ve U açık olsun. Bu durumda,  

                                          cl(A) ∩ (X \ U)  ⊂ cl(A) ∩ (X \ A) 

 = cl(A) \ A 

olur. Bu durumda,  

cl(A) ∩ (X \ U) ⊂  int(cl(A) \ A)  

          = ∅  
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olur. O halde δ-pcl(A) ⊂  U ve A gδp-kapalıdır. 

Teorem 3.9. X bir topolojik uzay ve A, B⊂  X olsun. X uzayında her δ-önaçık 

küme açık olsun. A ve B gδp-açık ve δ-pcl(A) ∩ B= ∅  ve A ∩  δ-pcl(B)= ∅  ise A 

∪ B gδp-açıktır. 

Đspat: A, B⊂  X olmak üzere A ve B gδp-açık ve δ-pcl(A) ∩ B= ∅  ve A ∩  δ-

pcl(B)= ∅  olarak alalım. U kapalı bir küme ve U ⊂ A ∪ B olsun. Buradan, 

                                      U ∩  δ-pcl(A) ⊂  δ-pcl(A) ∩ (A ∪ B) 

                                                              ⊂  A ∪  ∅=A 

ve 

                                      U ∩  δ-pcl(B) ⊂  δ-pcl(B) ∩ (A ∪ B) 

                                                              ⊂  B ∪  ∅=B 

olur. 

Öte yandan A ve B gδp-açık olduğundan ve  

U ∩ δ-pcl(A) ⊂  A ve U ∩  δ-pcl(B) ⊂ B 

olduğundan  

U ∩  δ-pcl(A) ⊂  δ-pint(A) 

 ve  

U ∩  δ-pcl(B) ⊂  δ-pint(B) 

olur. Buradan,  

U = U ∩ (A ∪ B) 
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= (U ∩ A) ∪ (U ∩ B) 

⊂  (U ∩  δ-pcl(A)) ∪  (U ∩  δ-pcl(B)) 

⊂  δ-pint(A ∪ B) 

olur. O halde A ∪ B g δp-açıktır. 
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BÖLÜM 4 

gδp-T1/2 UZAYLAR 

 

Bu bölümde her gδp-kapalı kümenin δ-önkapalı olduğu ve gδp- 1
2

T  uzay olarak 

adlandırılan uzaylar ve ilişkilerini inceledik. 

Tanım 4.1. X bir topolojik uzay olsun. Her gδp-kapalı küme δ-önkapalı ise 

uzaya gδp- 1
2

T  uzay denir. 

Teorem 4.2. X bir  gδp- 1
2

T  uzaysa her tek nokta kümesi kapalı ya da δ-

önaçıktır. 

Đspat: X bir gδp- 1
2

T  uzay olsun. x ∈X ve {x} kapalı olmasın. Bu durumda X \ 

{ x} açık değildir. O halde X \ {x} gδp-kapalıdır. Her gδp-kapalı küme δ-önkapalı 

olduğundan X \ {x} δ-önkapalıdır. Sonuç olarak {x} δ-önaçıktır. 

Teorem 4.3. Her tek nokta kümesi kapalı ya da δ-önaçık ise X bir gδp- 1
2

T  

uzaydır. 

Đspat: A ⊂ X bir gδp-kapalı küme olsun. x ∈ δ-pcl(A) alalım.  

{ x} kümesi kapalı olsun. Kabul edelimki x A∉  olsun. Buradan                 

{ x} ⊂  δ-pcl(A) \ A olur. {x} kümesi kapalı olduğundan {x }= ∅  olurki çelişkidir. O 

halde x ∈A dır. 

{ x} kümesi δ-önaçık olsun. x ∈ δ-pcl(A) olduğundan {x} ∩ A ≠ ∅  dir. O 

halde x ∈A dır.  

Sonuç olarak δ-pcl(A) = A ve A δ-önkapalıdır. Yani X uzayı g δp- 1
2

T  uzayıdır. 
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Sonuç 4.4. (X,τ ) bir topolojik uzay olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir.  

1. X,  g δp- 1
2

T  uzaydır. 

2. Her tek nokta kümesi kapalı ya da δ-önaçıktır. 

Đspat: Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 den açıktır. 

Teorem 4.5. (X,τ ) bir topolojik uzay olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

1. X uzayı bir  gδp- 1
2

T  uzaydır. 

2. A ⊂ X  için A’ nın δ-önaçık olması için gerek ve yeter koşul A’ nın gδp-açık 

olmasıdır. 

         Đspat: (1)⇒ (2) : X bir  gδp- 1
2

T  uzay ve A gδp-açık olsun. Buradan X \ A gδp-

kapalıdır. O halde uzay bir  gδp- 1
2

T  uzay olduğundan her gδp-kapalı küme δ-

önkapalı olduğu için  X \ A,  δ-önkapalıdır. Buradan A δ-önaçıktır. 

                  (2)⇒ (1) : A gδp-kapalı olsun. Bu durumda X \ A gδp-açıktır ve buradan 

X \ A δ-önaçıktır. O halde A δ-önkapalıdır. Sonuç olarak her gδp-kapalı küme δ-

önaçık olduğundan  X uzayı bir  gδp- 1
2

T  uzayıdır. 
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BÖLÜM 5 

 gδp-KAPALI KÜMELER VE SÜREKL ĐLĐK 

 

Bu bölümde gδp-kapalı kümelerin sürekli fonksiyonlar ile ilişkisi ve korunma 

özelliklerini araştırdık. 

Teorem 5.1. X ve Y iki topolojik uzay A⊂  X ve :f X Y→ sürekli ve her       

δ-önkapalı kümenin görüntüsü kapalı olsun. Bu durumda A gδp-kapalı ise f (A) gδp-

kapalıdır. 

Đspat: :f X Y→ sürekli bir fonksiyon ve A gδp-kapalı olmak üzere  f (A) ⊂ U 

ve U açık olsun. A⊂ 1−f (U) dur. Buradan,  

δ-pcl(A) ⊂ 1−f (U) ve f ( δ-pcl(A)) ⊂ U 

olur. Bu durumda f ( δ-pcl(A)) kapalıdır. O halde,  

δ-pcl( f (A)) ⊂  cl( f (A)) 

⊂  cl( f (δ-pcl(A))) 

= f ( δ-pcl(A)) ⊂ U 

yani δ-pcl( f (A)) ⊂ U elde edilir. Böylece f (A) gδp-kapalıdır. 

Teorem 5.2.  X ve Y iki topolojik uzay A⊂  Y ve :f X Y→ bir fonksiyon 

olsun. f  sürekli ve kapalı ve A⊂  Y g-kapalı ise 1−f (A) gδp-kapalıdır. 
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Đspat:  :f X Y→ sürekli ve kapalı bir fonksiyon ve A⊂  Y g-kapalı olsun. 

1−f (A) ⊂ U ve U açık olsun. Bu durumda 

f (cl( 1−f (A)) ∩ (X \ U)) ⊂ cl(A) \ A 

 olur. Buradan,  

f (cl( 1−f (A)) ∩ (X\U)) = ∅  

ve  

cl( 1−f (A)) ∩  (X\U) = ∅  

elde ederiz. 

Sonuç olarak δ-pcl( 1−f (A)) ⊂ U olur. O halde 1−f (A) gδp-kapalıdır. 

Teorem 5.3. X ve Y iki topolojik uzay A⊂  Y ve :f X Y→  bir fonksiyon 

olsun. f  sürekli ve kapalı ve A g-açık ise 1−f (A) gδp-açıktır. 

Đspat: :f X Y→ sürekli ve kapalı bir fonksiyon ve A g-açık olsun. Bu 

durumda Y \ A g-kapalıdır. Bir önceki teoremden X \ 1−f (A) gδp-kapalıdır. O halde 

1−f (A) gδp-açıktır. 
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BÖLÜM 6 

 gδp-SÜREKLĐ FONKSĐYONLAR VE g δp-KAPALI 

KÜMELER 

 

Bu bölümde gδp-sürekli fonksiyonlar ve gδp-kararsız fonksiyonların gδp-

kapalı kümeler ile ilişkisi ve özelliklerini araştırdık. 

Tanım 6.1. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her bir δ-önaçık kümenin ters resmi δ-önaçık ise f 

fonksiyonuna δ-önkararsızdır denir (Ekici, 2004). 

Tanım 6.2. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her bir gδp-kapalı kümenin ters resmi gδp-kapalı ise f 

fonksiyonuna gδp-kararsızdır denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 6.3. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her V Y∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )f V X− ⊂   δ-önkapalı ise f 

fonksiyonuna δ-hemen hemen süreklidir denir (Mukherjee ve Raychaudhuri, 1993). 

Tanım 6.4. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her V Y∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )f V X− ⊂   gδp-kapalı ise f 

fonksiyonuna gδp-süreklidir denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 6.5. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. O halde, eğer f, gδp-kararsız ve (X, τ) uzayı bir gδp- 1
2

T  uzayı ise f 

δ-önkararsızdır. 

          Đspat: : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonu gδp-kararsız ve (X, τ) uzayı bir gδp- 1
2

T  

uzayı olmak üzere V Y⊂  δ-önaçık küme olsun. Her δ-önaçık küme gδp-açık 
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olduğundan V gδp-açıkdır. Ayrıca f fonksiyonu gδp-kararsız olduğundan 

1( )f V X− ⊂  bir gδp-açık kümedir.  

(X, τ) gδp- 1
2

T  uzayı olduğundan ve buradan gδp- 1
2

T  uzay tanımından her gδp-açık 

küme δ-önaçık olduğundan 1( )f V−  kümesi δ-önaçıkdır. Sonuç olarak 

: ( , ) ( , )f X Yτ υ→  δ-önkararsızdır. 

Teorem 6.6. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olmak üzere eğer : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  gδp-sürekli bir fonksiyon ve (X, τ)  

gδp- 1
2

T  uzayı ise : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonu δ-hemen hemen süreklidir. 

Đspat:  (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir fonksiyon 

olmak üzere : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonu gδp-sürekli ve (X, τ)  bir gδp- 1
2

T  uzayı 

olsun. V Y∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )f V X− ⊂  gδp-kapalı ve (X, τ) gδp- 1
2

T  uzayı 

olduğundan 1( )f V X− ⊂  kümesi δ-önkapalıdır. Sonuç olarak f fonksiyonu δ- hemen 

hemen süreklidir. 

Teorem 6.7. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar, : ( , ) ( , )f X Yτ σ→ ve 

: ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  iki fonksiyon olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

a) : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-sürekli bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  

fonksiyonu sürekli ise g fο : ),(),( µτ ZX →  gδp-sürekli bir fonksiyondur. 

b) : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-kararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  

gδp-kararsız bir fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  gδp-kararsız bir fonksiyondur. 

c) : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-kararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  

gδp-sürekli bir fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  gδp-sürekli bir fonksiyondur. 

 Đspat: a) : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-sürekli bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  

sürekli bir fonksiyon olsun. F Z∀ ⊂  kapalı kümesi için 1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −=  
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nin gδp-kapalı olduğunu görmeliyiz. F Z⊂ kapalı kümesi için : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  

sürekli bir fonksiyon olduğundan 1( )g F Y− ⊂  kapalıdır. Buradan : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  

gδp-sürekli bir fonksiyon olduğundan  

1 1( ( ))f g F− − =(gof)-1(F) 

X de gδp-kapalıdır.  

 Sonuç olarak g fο : ),(),( µτ ZX →  gδp-sürekli bir fonksiyondur. 

b) : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  gδp-kararsız fonksiyonlar 

olsunlar. F Z⊂  gδp-açık kümesi için 1( )g F Y− ⊂  gδp-açıktır. Ayrıca 

: ( , ) ( , )f X Yτ σ→   gδp-kararsız bir fonksiyon olduğundan  

1 1( ( ))f g F− − =(gof)-1(F) 

X de gδp-açıktır. Böylece g fο : ),(),( µτ ZX →  fonksiyonu gδp-kararsız bir 

fonksiyondur. 

c) : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-kararsız ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  gδp-sürekli 

fonksiyonlar olsunlar. : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  gδp-sürekli bir fonksiyon olduğundan 

V Z∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )g V Y− ⊂  gδp-kapalı bir kümedir. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  

gδp-kararsız bir fonksiyon olduğundan 1 1( ( ))f g V− − kümesi X de gδp-kapalıdır. 

Sonuç olarak V Z∀ ⊂ kapalı kümesi için  

))(( 11 Vgf −− =(gof)-1(V) 

X de gδp-kapalı olduğundang fο : ),(),( µτ ZX →  gδp-sürekli bir 

fonksiyondur. 

Teorem 6.8. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar, : ( , ) ( , )f X Yτ σ→ ve 

: ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  iki fonksiyon olsun. ( , )Y σ  uzayı bir gδp- 1
2

T  uzayı olmak üzere 

eğer : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δ-önkararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  gδp-
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sürekli bir fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  δ-hemen hemen sürekli bir 

fonksiyondur. 

  Đspat:  (X, τ) ve (Y,σ ) iki topolojik uzay, : ( , ) ( , )f X Yτ σ→ ve 

: ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  iki fonksiyon olmak üzere ( , )Y σ  uzayı bir gδp- 1
2

T  uzayı, 

: ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δ-önkararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  gδp-sürekli bir 

fonksiyon olsun. O halde : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  gδp-sürekli olduğundan F Z∀ ⊂  

kapalı kümesi için 1( )g F−  kümesi, Y de gδp-kapalıdır. (Y,σ ) gδp- 1
2

T  uzayı 

olduğundan 1( )g F−  kümesi δ-önkapalıdır. Ayrıca : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  fonksiyonu δ-

önkararsız olduğundan 1 1( ( ))f g F− −  X de δ-önkapalıdır. 

Sonuç olarak 1( ) ( )g f Fο − , X de δ-önkapalı olacaktır. Böylece 

g fο : ),(),( µτ ZX →  fonksiyonu δ-hemen hemen sürekli olduğu elde edilir. 

Teorem 6.9. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-

kararsız, örten ve δ-önkapalı bir fonksiyon olsun. Eğer (X, τ) gδp- 1
2

T  uzayı ise (Y,σ ) 

da gδp- 1
2

T  uzayıdır. 

Đspat: (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-kararsız, 

örten ve δ-önkapalı bir fonksiyon olmak üzere F Y⊂ , gδp-kapalı olsun. O halde 

: ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-kararsız oduğundan 1( )f F− , X de gδp-kapalıdır ve X uzayı 

gδp- 1
2

T  uzayı olduğundan 1( )f F− , X de δ-önkapalıdır. Buradan : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  

örten olduğundan  1( ( ))f f F F− = , Y de δ-önkapalıdır. Sonuç olarak (Y,σ ) uzayı bir 

gδp- 1
2

T  uzayıdır. 

Teorem 6.10. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  , 1-1, 

örten, kapalı ve δ-önaçık bir fonksiyon olsun. Eğer (X, τ) 1
2

T  uzayı ise (Y,σ ) da gδp-

1
2

T  uzayıdır. 
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Đspat: (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  , 1-1 ve δ-

önaçık bir fonksiyon ve (X, τ) bir 1
2

T  uzayı olmak üzere y Y∈  alalım. (X, τ) 1
2

T  

uzayı ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  1-1 ve örten olduğundan ( )f x y=  olacak şekilde 

x X∈  vardır. (X, τ ) bir 1
2

T  uzayı  olduğundan { }x  kapalı veya açıktır.  

Eğer { }x  kapalı ise ( )f x y=  olduğundan { }y  kapalıdır.  

Eğer { }x  açık ise : ( , ) ( , )f X Yτ σ→   δ-önaçık bir fonksiyon olduğundan { }y  

δ-önaçıktır.   

Sonuç olarak Y gδp- 1
2

T  uzayıdır. 
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BÖLÜM 7 

 δpsg-KAPALI KÜMELER 

 

Bu bölümde topolojik uzaylarda δpsg-kapalı kümelerin özellikleri ve ilişkilerini 

araştırdık. 

Tanım 7.1. X bir topolojik uzay ve A⊂ X alt kümesini alalım. Eğer A ⊂ U ve U 

yarı-açık olduğunda δ-pcl(A) ⊂ U oluyorsa A kümesine δpsg-kapalı denir. 

Teorem 7.2. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi δpsg -kapalı ise δ-

pcl(A) \ A boş olmayan yarı-kapalı küme bulundurmaz. 

Đspat: F ⊂ X yarı kapalı küme ve F ⊂  δ-pcl(A) \ A olsun. Buradan A⊂ X \ F,    

X \ F yarı-açık ve A  δpsg -kapalı  olduğundan  

δ-pcl(A) ⊂ X \ F 

olur. Böylece F ⊂ X \ δ-pcl(A) dır. O halde,  

F ⊂ (X\ δ-pcl(A)) ∩  δ-pcl(A) 

                                            = ∅  

Bu durumda F=∅  olur. 

Teorem 7.3. X bir topolojik uzay ve A δpsg -kapalı bir küme olsun. δ-pcl(A) \ A  

yarı-kapalı ise A δ-önkapalıdır. 

Đspat: X bir topolojik uzay ve A δpsg -kapalı küme olmak üzere δ-pcl(A) \ A  

yarı-kapalı olsun. A δpsg -kapalı küme olduğundan δ-pcl(A) \ A boş olmayan yarı-

kapalı bir küme kapsamaz. O halde  

δ-pcl(A) \ A=∅  

olur. Buradan A = δ-pcl(A) olup A δ-önkapalıdır. 
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Teorem 7.4. X bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun. Eğer A ve B δpsg -kapalı 

ise A∪ B δpsg -kapalıdır. 

Đspat: A ve B δpsg -kapalı kümeler, A∪ B⊂ U ve U yarı-açık olsun. A ve B 

δpsg -kapalı kümeler olduklarından,  

δ -pcl(A) ⊂ U ve δ-pcl(B) ⊂ U 

dur. Buradan,  

δ-pcl(A) ∪  δ-pcl(B) = δ-pcl(A∪ B) 

⊂  U 

dur. O halde A∪ B δpsg -kapalıdır. 

Teorem 7.5. X bir topolojik uzay ve A δpsg -kapalı bir alt küme olsun. A⊂ B⊂  

δ-pcl(A) ise B δpsg -kapalıdır. 

Đspat: X bir topolojik uzay ve A δpsg -kapalı bir alt küme olmak üzere A⊂ B⊂  

δ-pcl(A) olsun. B ⊂ U ve U yarı-açık olsun. A ⊂ B ⊂ U ve A δpsg -kapalı olduğundan  

δ-pcl(A) ⊂ U 

ve 

δ-pcl(B) ⊂  δ-pcl(A) 

     ⊂ U 

dur. O halde B δpsg -kapalıdır. 

Sonuç 7.6. X bir topolojik uzay ve A δpsg-kapalı bir alt küme olsun. Bu 

durumda δ-pcl(A) da δpsg-kapalıdır. 

Đspat: A δpsg-kapalı bir alt küme olmak üzere  

A ⊂ δ-pcl(A) ⊂ δ-pcl(A) 
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olduğundan Teorem 7.5 den açıktır. 

Teorem 7.7. X bir topolojik uzay olmak üzere A ⊂ B ⊂ X olsun. B de her yarı-

açık küme açık olmak üzere  A, X de δpsg –kapalı ve B düzenli açık ise A kümesi B 

de de δpsg -kapalıdır. 

Đspat: A⊂ B ⊂ X  olmak üzere A, X de δpsg -kapalı olsun. A⊂ U ve U, B de 

yarı-açık olsun. Buradan A⊂ B∩ V olacak şekilde V açığı vardır. A ⊂  V olduğundan 

δ-pcl(A) ⊂ V dır. Buradan,  

B∩  δ-pcl(A) ⊂ B∩ V 

                =U 

olur. O halde A, B de  δpsg -kapalıdır. 

Teorem 7.8. X bir topolojik uzay olsun. Her yarı-açık küme açık ve açık 

kümelerin sınıfı ile kapalı kümelerin sınıfı aynı ise X’in her alt kümesi δpsg -

kapalıdır. 

Đspat: X’in her yarı-açık kümesi açık ve açık kümelerinin sınıfı ile kapalı 

kümelerinin sınıfı aynı olsun. A ⊂ X ,  A ⊂ U ve U yarı-açık olsun. O halde δ-pcl(A) 

⊂ U olup A δpsg -kapalıdır. 

Teorem 7.9. X bir topolojik uzay olmak üzere X’in her alt kümesi δpsg -kapalı 

ise her yarı-açık küme δ-önkapalıdır. 

Đspat: X’in her alt kümesi δpsg –kapalı olmak üzere U ⊂ X yarı-açık kümesini 

alalım. U ⊂ U ve U, δpsg -kapalı olduğundan δ-pcl(U) ⊂ U olur. O halde U δ-

önkapalıdır. 

Teorem 7.10. X bir topolojik uzay olsun. X simetrik ve her yarı-açık küme açık 

ise ∀ x∈X için {x}, δpsg -kapalıdır. 

Đspat: X uzayı simetrik olmak üzere kabul edelim ki x∈X için {x}, δpsg -kapalı 

olmasın.  Yani {x} ⊂ U ve U yarı-açık olmak üzere δ-pcl{x} ⊄  U olsun. Bu durumda 

cl{ x} ⊄  U dur. O halde  
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cl{ x} ∩ (X\U) ≠ ∅  

olur. Yani  

z∈ cl{x} ∩ (X\U) 

seçebiliriz. Buradan x∈cl{z} ⊂  X\U dur. Bu ise bir çelişkidir. 

Teorem 7.11. X bir topolojik uzay, A ve B⊂  X olsun. A ve B δpsg –kapalı 

kümeler ve A~ ⊂ Aδp~ ve B~ ⊂ Bδp~ ise A ∪ B δpsg -kapalıdır. 

Đspat: A⊂  X,  B⊂  X  δpsg –kapalı kümeler olmak üzere A~ ⊂ Aδp~ ve B~⊂ Bδp~ 

alalım. A ∪ B ⊂ U ve U yarı-açık olsun. A ,B⊂ U ve A, B δpsg –kapalı kümeler 

olduğundan  

δ-pcl(A) ⊂ U ve δ-pcl(B) ⊂ U 

 olacaktır.  

Öte yandan  

Aδp~ ⊂  δ-pcl(A)  ve Bδp~ ⊂  δ-pcl(B)  

olduğundan  

cl(A) = δ-pcl(A) ve cl(B) = δ-pcl(B) 

 olur. Böylece  

cl(A) ∪ cl(B) = cl(A ∪ B)  

                            ⊃ δ-pcl(A ∪ B) 

dir. 

Sonuç olarak A∪ B δpsg -kapalıdır. 

Teorem 7.12. (X,τ ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Her yarı-açık küme açık 

olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 
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1. A, δpsg –kapalıdır. 

2. δ-pcl(A) ⊂ Çek A 

Đspat: A, δpsg -kapalı bir küme olsun. A ⊂ U ve U yarı-açık olsun. A δpsg -

kapalı olduğundan δ-pcl(A) ⊂ U dur. Buradan, 

δ-pcl(A) ⊂ Çek A 

olur. 

Tersine  δ-pcl(A) ⊂ Çek A olsun. A ⊂ U ve U yarı-açık alalım. Buradan, 

δ-pcl(A) ⊂ Çek A ⊂ U 

ve böylece, 

δ-pcl(A) ⊂ U 

olur. O halde A, δpsg –kapalıdır. 
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BÖLÜM 8 

 δpsg-KAPALI KÜMELER VE ĐL ĐŞKĐLERĐ 

 

Bu bölümde δpsg-kapalı kümeler ve gδp-kapalı kümeler ve ilgili küme 

sınıflarının ilişkisi araştırıldı. 

Teorem 8.1. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A δ-önkapalı küme ise A 

δpsg -kapalıdır.  

Đspat: A⊂ X δ-önkapalı bir küme olsun. Bu durumda  A = δ-pcl(A) olup δ-

pcl(A) \ A=∅  dir. O halde A δpsg -kapalı kümedir. 

Teorem 8.2. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A δpsg -kapalı küme ise 

A gδp-kapalıdır.  

Đspat: A δpsg -kapalı ve A⊂ O ve O açık olsun. A δpsg -kapalı olduğundan δ-

pcl(A) ⊂ O olup A gδp-kapalı kümedir. 

Teorem 8.3. X bir topolojik uzay, A⊂  X olsun. A δpsg–kapalı ve yarı-açık bir 

küme ise A δ-önkapalıdır. 

Đspat: A⊂  X  δpsg –kapalı ve yarı-açık bir küme olsun. Bu durumda A ⊂ A 

olduğundan δ-pcl(A) ⊂ A ve buradan A δ-önkapalıdır. 
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BÖLÜM 9 

δpsg-AÇIK KÜMELER 

 

Bu bölümde δpsg -kapalı kümelerin tümleyenleri olan δpsg -açık kümelerin 

özellikleri ve ilişkilerini araştırdık. 

Tanım 9.1. X bir topolojik uzay ve A⊂ X alalım. X \ A δpsg -kapalı ise A 

kümesine δpsg -açık küme denir.  

Teorem 9.2. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere bu durumda A’nın δpsg 

-açık olması için gerek ve yeter koşul F yarı-kapalı ve F ⊂ A olduğunda F ⊂  δ-

pint(A) olmasıdır.  

Đspat: F ⊂ X yarı-kapalı ve F ⊂ A olsun. Bu durumda X \ A⊂ X \ F olup X \ F 

yarı-açıktır. X \ A δpsg -kapalı olduğundan  

δ-pcl(X \ A) ⊂ X \ F 

 dir. Buradan,  

X \ δ-pint(A) ⊂ X \ F 

dir. Böylece F ⊂  δ-pint(A). 

Tersine F yarı-kapalı ve F ⊂ A olduğunda F ⊂  δ-pint(A) olsun. U⊂ X yarı-açık 

ve X \ A⊂ U alalım. X \ U ⊂ A ve X \U yarı-kapalı olduğundan  

X \ U ⊂  δ-pint(A) 

 olur. Buradan  

δ-pcl(X \ A) ⊂ U 

 bulunur. Böylece X \ A δpsg -kapalı ve A δpsg -açık olur. 
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Teorem 9.3. X bir topolojik uzay olmak üzere A⊂  X alalım. Eğer A δpsg -açık 

ise δ-pint(A) ∪ (X \ A) ⊂ U ve U yarı-açık olduğunda U=X dir. 

Đspat: A⊂  X δpsg-açık olmak üzere δ-pint(A) ∪ (X \ A) ⊂ U ve U yarı-açık 

olsun. Bu durumda,                     

X \ U ⊂  δ-pcl(X \ A) ∩ A 

= δ-pcl(X \ A) \ (X \ A) 

olur. X \ A δpsg -kapalı olduğundan  

X \ U = ∅  ve X = U 

elde edilir. 

Teorem 9.4. X bir topolojik uzay, A⊂  X olsun. int A∪ (X \ A) ⊂ U ve U yarı-

açık olduğunda U = X ise A δpsg -açıktır. 

Đspat:  int A∪ (X \ A) ⊂ U ve U yarı-açık olduğunda U = X olsun.  

B⊂ A ve B yarı-kapalı alalım. Buradan,  

int A∪ (X \ A) ⊂  int A∪ (X \ B) 

 olduğundan   

int A∪ (X \ B) = X 

 ve buradan da B⊂  δ-pint A olur. Yani A δpsg -açıktır. 

Teorem 9.5. X bir topolojik uzay ve A δpsg -açık bir alt küme olsun. 

δ -pint A⊂  B⊂  A ise B kümesi δpsg -açıktır. 

 Đspat: A δpsg-açık bir alt küme olmak üzere δ-pint A⊂  B⊂  A olsun. Buradan,  

X \ A⊂  X \ B 
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                   ⊂  δ-pcl(X \ A) 

ve buradan X \B δpsg -kapalıdır. Sonuç olarak B δpsg -açıktır. 

Sonuç 9.6. X bir topolojik uzay ve A δpsg-açık bir alt küme olsun. Bu durumda 

δ-pint(A) δpsg-açıktır. 

Đspat: A δpsg-açık bir alt küme olmak üzere  

δ-pint(A) ⊂ δ-pint(A) ⊂ A 

olduğundan Teorem 9.5 den açıktır. 

 Teorem 9.7. X bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A δpsg-kapalı ise δ-                      

pcl(A) \ A δpsg -açıktır. 

Đspat: A δpsg -kapalı ve B⊂  δ-pcl(A) \ A ve B yarı-kapalı bir küme olsun. Bu 

durumda,  

B=∅  

ve  

B⊂  δ-pint(δ-pcl(A) \ A) 

dır. Böylece δ-pcl(A) \ A δpsg -açıktır. 

Teorem 9.8. X bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. X uzayında her δ-önaçık 

küme açık ve cl(A) \ A δpsg -açık ise A δpg -kapalıdır. 

 Đspat: A⊂  X , cl(A) \ A δpsg -açık bir küme olmak üzere A⊂  U ve U açık 

olsun. Bu durumda,  

cl(A) ∩ (X \ U) ⊂  cl(A) ∩ (X \ A) 

= cl(A) \ A 

olur. Buradan,  
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cl(A) ∩ (X \ U) ⊂  int(cl(A) \ A)  

         = ∅  

olur. O halde  

δ-pcl(A) ⊂  U 

 ve böylece A δpg –kapalıdır. 

Teorem 9.9. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A δ-önaçık küme ise A 

δpsg –açıktır. 

 Đspat: A δ-önaçık ve F yarı-kapalı ve F ⊂ A olsun. A δ-önaçık olduğundan F ⊂  

δ-pint(A) olur. O halde A δpsg-açık kümedir. 

Teorem 9.10. X bir topolojik uzay ve A, B⊂  X  olmak üzere X de her δ-önaçık 

küme açık olsun. A ve B kümeleri δpsg –açık ve δ-pcl(A) ∩ B= ∅  ve A ∩  δ-pcl(B)= 

∅  ise A ∪ B kümesi δpsg –açıktır. 

Đspat: A ve B δpsg –açık ve δ-pcl(A) ∩ B= ∅  ve A ∩  δ-pcl(B)= ∅  olmak 

üzere U yarı-kapalı bir küme ve U ⊂ A ∪ B olsun. Buradan 

U ∩  δ-pcl(A) ⊂  δ-pcl(A) ∩ (A ∪ B) 

⊂  A ∪  ∅  

= A 

ve 

U ∩  δ-pcl(B) ⊂  δ-pcl(B) ∩ (A ∪ B) 

⊂  B ∪  ∅  = B 

olur. 
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Öte yandan A ve B δpsg –açık olduğundan ve  

U ∩  δ-pcl(A) ⊂ A 

ve 

U ∩  δ-pcl(B) ⊂  B 

 olduğundan  

U ∩  δ-pcl(A) ⊂  δ-pint(A) 

 ve  

U ∩  δ-pcl(B) ⊂  δ-pint(B) 

 olur. Buradan,  

U = U ∩ (A ∪ B) 

= (U ∩ A) ∪ (U ∩ B) 

⊂  (U ∩  δ-pcl(A)) ∪  (U ∩  δ-pcl(B)) 

⊂  δ-pint(A ∪ B) 

olur.  

O halde A ∪ B δpsg –açıktır. 
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BÖLÜM 10 

δpsg-T1/2 UZAYLAR 

 

Bu bölümde δpsg- 1
2

T  uzay olarak adlandırılan topolojik uzayları, özelliklerini 

ve ilişkilerini inceledik. 

Tanım 10.1. X bir topolojik uzay olsun. Her δpsg –kapalı küme δ-önkapalı ise 

uzaya δpsg - 1
2

T  uzay denir. 

Teorem 10.2. X bir  δpsg - 1
2

T  uzaysa her tek nokta kümesi yarı-kapalı ya da δ-

önaçıktır. 

Đspat: X bir δpsg - 1
2

T  uzay olsun. x ∈X ve {x} yarı-kapalı olmasın. Bu 

durumda X \ {x} yarı-açık değildir. O halde X \ {x} δpsg -kapalıdır.  

Her δpsg -kapalı küme δ-önkapalı olduğundan X \ {x} δ-önkapalıdır. Sonuç 

olarak {x}, δ-önaçıktır. 

Teorem 10.3. Her tek nokta kümesi kapalı ya da δ-önaçık ise X bir δpsg - 1
2

T  

uzaydır. 

Đspat: X bir topolojik uzay ve her tek nokta kümesi kapalı ya da δ-önaçık 

olsun.  

A ⊂ X bir δpsg -kapalı küme olsun. 

x ∈ δ-pcl(A) alalım.  

{ x} kümesi kapalı olsun. Kabul edelimki x A∉  olsun. Buradan                 

{ x} ⊂  δ-pcl(A) \ A olur. {x} kümesi kapalı olduğundan {x} = ∅  olur ki çelişkidir Bu 

durumda x ∈ δ-pcl(A) = A ve buradan x ∈A olur. 
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{ x} kümesi δ-önaçık olsun. x ∈ δ-pcl(A) olduğundan  

{ x} ∩ A ≠ ∅  

dir. O halde x ∈A dır.  

Sonuç olarak δ-pcl(A) = A ve A kümesi δ-önkapalıdır. Yani X uzayı δpsg - 1
2

T  

uzayıdır. 

Sonuç 10.4. X bir topolojik uzay ve her yarı-kapalı küme kapalı olmak üzere 

aşağıdaki ifadeler denktir: 

a. X, δpsg - 1
2

T  uzaydır. 

b. X de her tek nokta kümesi kapalı ya da δ-önaçıktır. 

Đspat: Teorem 10.2 ve Teorem 10.3 den açıktır. 

Teorem 10.5. (X,τ ) bir topolojik uzay olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

1. X uzayı bir  δpsg - 1
2

T  uzaydır. 

2. A ⊂ X  için A’ nın δ-önaçık olması için gerek ve yeter koşul A’ nın δpsg –

açık olmasıdır. 

Đspat: X bir  δpsg - 1
2

T  uzay ve A δpsg –açık olsun. Buradan X \ A δpsg-

kapalıdır. O halde uzay bir  δpsg - 1
2

T  uzay olduğundan X \ A δ-önkapalıdır. Yani A δ-

önaçıktır. 

                Tersine A δpsg –kapalı olsun. Bu durumda X \ A δpsg –açıktır ve buradan X 

\ A  δ-önaçıktır. O halde A δ-önkapalıdır. Sonuç olarak X uzayı bir  δpsg - 1
2

T  uzaydır. 

 

 



 40 

BÖLÜM 11 

δpsg-KAPALI KÜMELER VE SÜREKL ĐLĐK 

 

Bu bölümde δpsg -kapalı kümelerin sürekli fonksiyonlar ile ilişkisi ve korunma 

özelliklerini araştırdık. 

Tanım 11.1. f : X→Y bir fonksiyon olsun. Her yarı-açık kümenin ters resmi 

yarı açık ise f ye kararsızdır denir (Crossley ve Hildebrand, 1972). 

Teorem 11.2. X ve Y iki topolojik uzay A⊂  X ve f : X→Y kararsız ve her  δ-

önkapalı kümenin görüntüsü kapalı olsun. Bu durumda A δpsg-kapalı  ise f (A) δpsg-

kapalıdır. 

Đspat: f : X→Y kararsız bir fonksiyon olsun. A δpsg -kapalı olmak üzere  

f (A) ⊂ U ve U yarı-açık olsun. A⊂ 1−f (U) dur. Buradan,  

δ-pcl (A) ⊂ 1−f (U) ve f ( δ-pcl (A)) ⊂ U 

olur. Buradan f ( δ-pcl (A)) kapalıdır dolayısıyla yarı-kapalıdır.  

O halde,  

δ-pcl( f (A)) ⊂  cl( f (A)) 

⊂  cl( f (δ-pcl(A))) 

= f ( δ-pcl(A)) ⊂ U 

yani δ-pcl( f (A)) ⊂ U elde edilir. Böylece f (A) δpsg -kapalıdır. 
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Teorem 11.3. X ve Y iki topolojik uzay A⊂  Y ve f : X→Y bir fonksiyon ve 

X de her yarı-açık küme açık olsun. f  sürekli ve kapalı ve A g-kapalı ise 1−f (A) 

δpsg -kapalıdır. 

Đspat:  f : X→Y sürekli ve kapalı bir fonksiyon ve A g-kapalı olsun. 

1−f (A) ⊂ U ve U yarı-açık olsun. Bu durumda,  

f (cl( 1−f (A)) ∩ (X \ U)) ⊂  cl(A) \ A 

olur. Buradan,  

(cl( 1−f (A)) ∩ (X \ U)) = ∅  

ve 

cl( 1−f (A)) ∩  (X \ U) = ∅  

Sonuç olarak  

δ-pcl( 1−f (A)) ⊂ U 

olur. O halde 1−f (A) δpsg -kapalıdır. 

Teorem 11.4. X ve Y iki topolojik uzay A⊂  Y ve f : X→Y bir fonksiyon ve 

X de her yarı-açık küme açık olsun. f  sürekli ve kapalı ve A g-açık ise 1−f (A) δpsg 

-açıktır. 

Đspat: f : X→Y sürekli ve kapalı bir fonksiyon ve A g-açık olsun. Y \ A g-

kapalıdır. Bu durumda  X \ 1−f (A) δpsg -kapalıdır. O halde 1−f (A) δpsg -açıktır.  
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BÖLÜM 12 

δpsg –SÜREKLĐ FONKSĐYONLAR VE δpsg-KAPALI 

KÜMELER 

 

Bu bölümde δpsg -sürekli fonksiyonlar ve δpsg -kararsız fonksiyonların δpsg -

kapalı kümeler ile ilişkisi ve özelliklerini araştırdık. 

Tanım 12.1. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her bir δ-önaçık kümenin ters resmi δ-önaçık ise 

: ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonuna δ-önkararsızdır denir (Ekici, 2004). 

Tanım 12.2. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her bir δpsg-kapalı kümenin ters resmi δpsg-kapalı ise 

: ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonuna δpsg-kararsızdır denir. 

Tanım 12.3. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her V Y∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )f V X− ⊂   δ-önkapalı ise 

: ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonuna δ-hemen hemen süreklidir denir (Mukherjee ve 

Raychaudhuri, 1993). 

Tanım 12.4. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. Eğer her V Y∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )f V X− ⊂   δpsg -kapalı ise 

: ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonuna δpsg-süreklidir denir. 

Teorem 12.5. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. O halde, eğer : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  δpsg-kararsız bir fonksiyon ve  (X, 

τ)  δpsg- 1
2

T  uzayı ise : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  δ-önkararsız bir fonksiyondur. 

Đspat: : ( , ) ( , )f X Yτ υ→   δpsg-kararsız bir fonksiyon ve  (X, τ) δpsg- 1
2

T  uzayı 

olmak üzere V Y⊂  δ-önaçık küme olsun. Her δ-önaçık küme δpsg-açık olduğundan 
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V δpsg-açıkdır. Ayrıca : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  δpsg-kararsız bir fonksiyon olduğundan 

1( )f V X− ⊂  δpsg-açıktır.  

(X, τ) δpsg- 1
2

T  uzayı olduğundan her δpsg-açık küme δ-önaçık olup 1( )f V−  

kümesi δ-önaçıkdır. Sonuç olarak : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonunun δ-önkararsız bir 

fonksiyon olduğunu elde ederiz. 

          Teorem 12.6. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  bir 

fonksiyon olsun. O halde, eğer : ( , ) ( , )f X Yτ υ→ fonksiyonu δpsg-sürekli ve (X, τ) 

δpsg- 1
2

T  uzayı ise : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  δ-hemen hemen süreklidir. 

Đspat:  : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonu δpsg-sürekli ve X uzayı bir δpsg- 1
2

T  

uzayı olsun. : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  fonksiyonu δpsg-sürekli olduğundan V Y∀ ⊂  kapalı 

kümesi için 1( )f V X− ⊂  δpsg-kapalı ve (X, τ) uzayı bir δpsg- 1
2

T  uzayı olduğundan 

1( )f V X− ⊂  kümesi δ-önkapalıdır. Sonuç olarak : ( , ) ( , )f X Yτ υ→  δ-hemen hemen 

sürekli olur. 

Teorem 12.7. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar, : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  ve 

: ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  iki fonksiyon olsun. 

1. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-sürekli bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  

sürekli bir fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  δpsg-sürekli bir 

fonksiyondur. 

2. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-kararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-

kararsız bir fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  δpsg-kararsız bir 

fonksiyondur. 

3. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-kararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-

sürekli bir fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  δpsg-sürekli bir 

fonksiyondur. 
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 Đspat: 1. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-sürekli ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  sürekli iki 

fonksiyon olsun. F Z∀ ⊂  kapalı kümesi için 1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −=  nin δpsg-

kapalı olduğunu göstermeliyiz.  

 F Z⊂ kapalı kümesi için : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  sürekli olduğundan 1( )g F Y− ⊂  

kapalıdır. Buradan : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-sürekli fonksiyon olduğundan  

1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −= , 

X de δpsg-kapalıdır. Sonuç olarak g fο : ),(),( µτ ZX →  fonksiyonu δpsg -süreklidir. 

            2. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-kararsız iki fonksiyon 

olsun. F Z⊂  δpsg-açık kümesi için 1( )g F Y− ⊂  gδp-açıktır. Ayrıca  

: ( , ) ( , )f X Yτ σ→  fonksiyonu  δpsg-kararsız olduğundan  

1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −= , 

X de δpsg-açıktır. Bu durumda g fο : ),(),( µτ ZX →  fonksiyonu δpsg-kararsız 

olduğunu elde ederiz. 

            3. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-kararsız ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-sürekli 

iki fonksiyon olsun. : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-sürekli bir fonksiyon olduğundan 

V Z∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )g V Y− ⊂  δpsg-kapalıdır. : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  gδp-

kararsız bir fonksiyon olduğundan 1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −=  kümesi X de δpsg-

kapalıdır.  

Sonuç olarak V Z∀ ⊂ kapalı kümesi için 1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −=  kümesi  X 

de δpsg-kapalı olduğundang fο : ),(),( µτ ZX →  fonksiyonu δpsg-süreklidir. 

Teorem 12.8. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar, : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  ve 

: ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  iki fonksiyon olsun. ( , )Y σ  δpsg- 1
2

T  uzayı olmak üzere eğer 

: ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δ-önkararsız bir fonksiyon ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-sürekli bir 

fonksiyon ise g fο : ),(),( µτ ZX →  δ-hemen hemen sürekli bir fonksiyondur. 



 45 

Đspat:  : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  iki fonksiyon ve ( , )Y σ  δpsg-

1
2

T  uzayı olmak üzere : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δ-önkararsız ve : ( , ) ( , )g Y Zσ µ→  δpsg-

sürekli iki fonksiyon olsun. O halde F Z∀ ⊂  kapalı kümesi için 1( )g F− , Y de δpsg-

kapalıdır. (Y,σ ) δpsg - 1
2

T  uzayı olduğundan 1( )g F−  kümesi δ-önkapalıdır.  

Ayrıca : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δ-önkararsız bir fonksiyon olduğundan 1 1( ( ))f g F− −  

X de δ-önkapalıdır. O halde  

1 1 1( ) ( ) ( ( ))g f F f g Fο − − −= , 

X de δ-önkapalı olup     g fο  : ),(),( µτ ZX →  fonksiyonu δ-hemen hemen 

süreklidir. 

Teorem 12.9. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-

kararsız, örten ve δ-önkapalı bir fonksiyon olsun. Eğer (X, τ) δpsg- 1
2

T  uzayı ise 

(Y,σ ) uzayıda δpsg- 1
2

T  uzayıdır. 

Đspat: : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  δpsg-kararsız, örten ve δ-önkapalı bir fonksiyon 

olmak üzere (X, τ) δpsg- 1
2

T  uzayı olsun. F Y⊂ , δpsg-kapalı olsun. O halde 1( )f F− , 

X de δpsg-kapalıdır ve X δpsg- 1
2

T  uzayı olduğundan 1( )f F−  kümesi X de δ-

önkapalıdır.  

Buradan : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  örten olduğundan  1( ( ))f f F F− =  kümesi Y de δ-

önkapalıdır. Sonuç olarak (Y,σ ) uzayı δpsg- 1
2

T  uzayıdır. 

Teorem 12.10. (X, τ) ve (Y,σ ) topolojik uzaylar ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  , 1-1, 

örten, kapalı ve δ-önaçık bir fonksiyon olsun. Eğer (X, τ) 1
2

T -uzayı ise (Y,σ ) 

uzayıda δpsg- 1
2

T  uzayıdır. 
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Đspat: : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  fonksiyonu 1-1, örten ve δ-önaçık bir fonksiyon ve 

(X, τ) 1
2

T  uzayı olsun.y Y∈  alalım. (X, τ) 1
2

T  uzayı ve : ( , ) ( , )f X Yτ σ→  , 1-1 , 

örten olduğundan ( )f x y=  olacak şekilde x X∈  vardır ve { }x  kapalı veya açıktır.  

Eğer { }x  kapalı ise ( )f x y=  olduğundan { }y  kapalıdır.  

Eğer { }x  açık ise f  δ-önaçık olduğundan { }y  δ-önaçıktır.   

Sonuç olarak (Y,σ )  δpsg- 1
2

T  uzay olarak elde edilir. 
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