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OZET
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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dahl

Bu caligma Dirac operatorlerin spektral teorisine aittir. Sunulan bu ¢alig-

mada, sonlu araligin i¢ noktasinda siireksizlik kogullarina sahip Dirac operatorii
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spektral karakteristiklerin ozellikleri, davramglar, Weyl fonksiyonu ve Weyl

¢oziiminiin 6zellikleri ile ters problem icin teklik teoremleri incelenmistir.
Anahtar Kelimeler: Operator, Spektrum, Ters Problem, Dirac Operatér,
Weyl Fonksiyon, Weyl Cozlimii.
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spectral characteristics, properties of Weyl function and Weyl solution and
finally uniqueness theorems are investigated for Dirac operators with discon-
tinuity conditions iuside a finite interval.
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GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi; matematik, fizik ve mekanigin cesitli alan-
larinda genig bir sekilde kullanilmaktadir. Lineer operatorlerin spektral teorisinin
esas kaynaklari bir yandan lineer cebir olmak tizere diger yandan titresim teorisinin
problemleridir(telin titresimi vb.). Lineer cebir problemleri ve titregim teorisi
problemleri arasindaki benzerliklerin farkina varilmasi ¢ok eskilere dayanir. In-
tegral denklemler teorisinde yapilan ¢aligmalarda bu benzerliklerden siirekli fay-
dalanan ilk olarak D. Hilbert olmustur. Bunlarin sonucu olarak ¢nce [y uzayi
daha sonralari ise genel Hilbert uzay1 meydana gelmigtir.

Matematikte I ve H soyut Hilbert uzay: tanimlandiktan sonra H de lineer
self-adjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamistir. XIX. ve XX. yiizyil-
larda bir¢ok matematikgiler sayesinde bu teori miikemmel bir seviyeye ulagmigtir.
Ozel olarak bu calismalarda ozdegerler, dzfonksiyonlar, spektral fonksiyon, nor-
mallegtirici sayilar, vs. spektral veriler tanimlanmig ve farkli yontemlerle bunlar
i¢cin asimptotik formiiller bulunmustur.

Regiiler ve singiiler olmak {izere iki tiir diferansiyel operator tanimlanmis ve
bunlarin spektral teorileri yapilandirilmigtir.

Tanim 0.1. Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar: siirekli fonksiyonlar olan dife-
ransiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari(bazilar veya
tamami) toplanabilir olmayan (veya her ikisi saglanacak bigimde) diferansiyel
operatorlere singiilerdir denir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin toplanabilir teori giiniimiizde Sturm-
Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. yiizyilin sonlarinda ikinci mertebeden dife-
ransiyel operatorler icin sonlu aralikta regiiler sinir sartlar: saglanacak sekilde adi
diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi G. D. Birkoff tarafindan ince-
lenmigtir. Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatorlerin
ozdegerlerinin dagilimi, ozellikle Kuantum mekaniginde ¢ok énem tagimaktadir.
Birinci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alin-

migtir. Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak H. Weyl tarafindan ince-



lenmigtir. Daha sonra F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs ve diger matema-
tikciler tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olus-
turulmugtur. Simetrik operatorlerin tiim self-adjoint geniglemelerinin bulunmasi
problemi Neumann tarafindan bir siire sonra yapilmistir.

Ikinci mertebeden singiiler operatérlerin spektral teorisine yeni bir yaklagimi
1946 yilinda E. C. Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde taniml azalan(artan)
potansiyelli

d2

L= —@%—q(az)

Sturm-Liouville operatorleri igin 6zdegerlerin dagilimi formiilii E. C. Titchmarsh
tarafindan bulunmustur. Son yillarda bu operatoére bir boyutlu ¢(x) potansiyelli
Schrodinger denklemi de denir. Ayni zamanda bu galismada Schrodinger o-
peratorii icin 6zdegerlerin dagilim formiilii de verilmistir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel ope-
ratorlerin spektral teorisinde énemli bir yere sahip olan caligmalar 1949 yilinda
B. M. Levitan tarafindan yapilmigtir. B. M. Levitan bu caligmalarinda spekt-
ral teoriyi esaslandirmak icin kendine has bir yontem vermistir. Farkh singiiler
durumlarda diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, ozellikle 6zdegerlerin, 6z-
fonksiyonlarin asimptotigine ve 6zfonksiyonlarin tamligina ilgkin konular R. Courant,
T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P. Maslov, M. V. Keldish vs.
matematik¢iler tarafindan geligtirilmigtir.

Tanim 0.2: {\.},., ve {a,},, dizilerine L operatoriiniin spektral karak-
teristikleri denir. L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristik-
lerinin bulunmasi problemine diiz problem, spektral karakteristikleri verildiginde
bu hangi Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatoriiniin spektral karakteris-
tikleri oldugu problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatorlerin spektral analizinde
onemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir sira problemleri ile siki
baglantilidir. Diferansiyel denklemler icin ters problemler teorisinin baglangici

sayilan ilk ¢aligma V.A. Ambartsumyan’ a [1] aittir. 1929 yilinda V.A. Ambart-



sumyan Sturm-Liouville operatorleri i¢in ters problemlerle ilgili agagidaki teoremi
ispatlamigtir:
Teorem 0.3: ¢(x), [0,7] araliginda gergel degerli siirekli fonksiyon olmak

iizere A\g, A1, -+, Ap, -+ ler
y'+{A—al@)ty=0, (0<az<m), (0.1)

y'(0) =y'(m) =0, (0.2)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, =n? (n=0,1,...) ise q(x) = 0 dr.

V.A. Ambartsumyan’ in bu c¢alismasindan sonra ters problemler teorisinde
gesitli problemler ortaya cikmis ve bu tip problemlerin ¢6ziimii icin farkli yon-
temler verilmigtir. Bu problemlerle ilgili en énemli sonuclardan birisi G.Borg’ a
aittir[2].

Teorem 0.4: Ao, A1, -+, Ay, -+ ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) = 0, (0.3)
y'(m) + Hy(w) = 0, (0.4)
siur kogullari ile verilen problemin, pig, fiy, -+« , fi,,, - -+ ler ise (0.1) denklemi ve
y (0) = hiy(0) =0, (h# M) (0.5)
y'(m) + Hy(m) = 0, (0.6)

siir kogullariyla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {\, },>0 ve {1, }n>0
dizileri ¢(z) fonksiyonunu ve h, hy ve H sayilarimi tek olarak belirtir. (h, hy ve H
sonlu gergel sayilardir.)

G. Borg’ un bu ¢alismasinda, {\,},>0 ve {u, }n>0 dizileri verilen operatoriin
farkli spektrumlar: oldugu farz edilir ve operatorii bu dizilerin yardimiyla belirt-
mektedir. Yani, bu tip operatoriin varligi énceden belli oldugu kabul edilir. G.
Borg, aym ¢alismada, bu tip diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi icin
bir tek { A, }n>0 spektrumunun yeterli olmadigini ggstermistir. O yiizden de, V.A.

Ambartsumyan’in sonucu istisna bir durum olarak diisiiniilmektedir.

3



Bu galisgmadan sonra potansiyelin ¢(m — ) = ¢(x) simetriklik kogulunu sagla-
mas! durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii tanimladigimi N.
Levinson [3], [4] ispatlamugtir. Ayrica, N. Levinson negatif 6zdegerlerin mev-
cut olmadigi durumda, sacilma fazinin, potansiyeli birebir olarak tanimladigim
gostermigtir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden biri
de ters problemin ¢oziimlerinde 6nemli bir arac olan cevirme operatorii kavrami
olmugtur. Bu kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde J. Del-
sarte, J. Lions[5], [6] ve B. M. Levitan[7] tarafindan verilmigtir. Keyfi Sturm-
Liouville denklemleri i¢in gevirme operatoriiniin yapisini ilk olarak A. V. Povzner
[8] kendi galigmalarinda incelemistir.

IT. mertebeden lineer diferansiyel operatorler igin ters problemler teorisinde bir
sonraki en 6nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko [9] tarafindan kaydedilmistir.
1950 yilinda V.A. Marchenko[9] ters problemlerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville op-
eratoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.

@(x, \) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
p(0,0) =1,  ¢'(0,) =h, (0.7)

baglangic kosullarimi saglayan ¢oziimii, ¢(x, A,) = ¢, () fonksiyonlar ise bu o-

peratoriin 6zfonksiyonlar: olsun. Bu durumda

™

ap = /902(:v, Ap)dx (0.8)

0
sayilar1 verilen operatoriin normallegtirici sayilari,
1
p(N) = o
An<X "
fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere V.A. Marchenko,
G. Borg'un ispatladigi teoremin benzerini p(\) spektral fonksiyonu yardimiyla
vermigtir. Ayrica, bu galismada, p(\) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir

diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter kosulu
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verilmigtir. V. A. Marchenko’ nun ¢aligmalari ile hemen hemen ayni zamanda
M.G. Krein [10], [11] ¢ahsmalarinda Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel ope-
ratorii {\, }n>0 ve {i, }n>o dizilerine gore belirtmek icin etkili yontem vermistir.
Fakat, bu galigmalarda verilen gerekli ve yeterli kosul, {\, },>0 ve {1, }n>o dizileri
yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla kurulan yardimei fonksiyon kullanilarak
verilmistir.

1949 yilinda V.A. Marchenko’ nun galigmasi yayimlanmadan énce A.N. Tikhonov
[12] tarafindan V. A. Marchenko’ nun ispatladig: teklik teoremine denk olan bir
teorem ispatlanmigtir. A.N. Tikhonov caligmasinda ispatlanan teoremin ifadesi
asagidaki sekildedir:

Teorem 0.5: A\ < 0 oldugunda

U'+2p*(x)U =0, x>0 U(x)=0

probleminin ¢oziimii U(x, A) olsun. Burada p(x) pargal analitik fonksiyon ve
U'(0, )

p(x) > py >0 dir. R(\) = TN olsun. Bu durumda A < 0 oldugunda R(\)
fonksiyonuna gore p(z) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

1951 yilinda I.M. Gelfand ve B. M. Levitan [13], p(A) monoton fonksiyonun
Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerekli ve yeterli
sartlar1 verdiler. Ayrica, bu galigmada Sturm-Liouville operatoriiniin belirtilmesi
icin etkili bir yontem verilmistir.

Diger taraftan bu ¢alismada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatorii-
niin {\, }n>0 ve {an}n>o (a, > 0) dizilerine gore belirlenmesi icin yani, verilen
dizilerin sirasiyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallegtirici

sayilar1 olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul agsagida verilen klasik asimptotik egit-

liklerin saglanmasidir:

a Q|| m
)\’T'L — n+_0+...+ H"LQH rz/:; :
” PR Y P P8
b
_ 7 b 15l Tn
A = 5 + n? +- 4 PR e



™

1 1
burada ag = — |h+ H + §/q(t)dt dir. Eger m ¢ift say1 ise Y72 < oo ve
7r

0

> (%)2 < 00, eger m tek ise Y (%)2 < oo ve Y. 712 < oo dir.

Fakat, bu galismalarda ters problemin iki spektrumuna goére tam c¢oziimii
verilmemistir. Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani, iki
spektruma gore regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi problemi B.M.
Levitan ve M.G. Gasimov’ un [14] caligmasinda verilmigtir. Bu ¢aligmada, veri-
len problemin {O‘n}nzo normallegtirici sayilariin iki spektruma bagli oldugunu
gosteren en 6nemli formiil,
hi—h 7'M — A
Mo = An o B = An

(0.9)

apy =

seklinde elde edilmistir. Burada ] sembolii, sonsuz carpimda k = n. carpanm
bulunmadigini gosterir. (0.9) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinii
vermektedir. Gergekten de, eger {\,},>0 ve {i, tn>o dizileri verilmis ise (0.9)
formiiliinden yararlanarak {a,}, -, sayilarimin asimptotik ifadesi bulunur ve [14]
caligmasinin sonuglarindan yararlanarak {\,},>0 ve {ay,}n>0 dizilerine gore ters
problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii igin
gerekli ve yeterli kogullar1 verecektir ve o kogsullar agsagidaki sekilde siralanabilir:
1) {\n}nso ve {i, fn>o dizileri sirali, yani

Ao < g <A< by < Ag < fhg < vv v

2) \, ve p,’ler

ap | @
Vi, = n+—+—=+0(—
i n o n? <n4 )
asimptotik formiillerine sahiptir.

3) ap # ay

Simdi ise Dirac operatoriiniin spektral teorisine ait bazi1 6nemli sonuclar: hatir-

latalim. Dirac operatoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk calismalar dogal olarak
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fizikgiler F. Prats, J. Toll[15], H. E. Moses[16] ve digerleri tarafindan yapilmigtir.
Dirac operatorii i¢in (0, 00) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem
M. G. Gasimov ve B. M. Levitan[17] tarafindan ¢oziilmiistiir. Bu ¢alismada p(z)

ve q(x) [0,00) yar1 ekseninin her sonlu araliginda siirekli, reel fonksiyonlar ve

0 1 p(z)  q(x) yi(z, A)
B = ) Q(:E) = 7y($7)‘) =
~-10 q(r) —p(z) ya(z, A)
olmak tizere
d
Bd—i +Q)y =Xy, 0<z<oo (0.10)
yl(O) :O, y2(7r)—|—Hy1(7T) =0 (011)
(y1(0) = 0, yo(m) + Hyyy (1) =0 Hy # H) (0.11")
. . ng(ZL’, )‘)
smir problemi ele alinmigtir. Bu takdirde p(z, ) = , (0.10) denk-
P2 (I, )‘)
leminin

baglangi¢ sartlarini saglayan ¢oziimii, monoton artan p(A) (—oo < A < 00)
fonksiyonu (0.10), (0.11) probleminin spektral fonksiyonu ve her f(x) € Ly(0, 00)

fonksiyonu icin
RN = [ £ @)ela Ao
0

olacak bicimde

tim [ {FO) — BN} dp() = 0
olmak iizere OO_ -
/ §7 (@) f () = / F2(0)dp(N) (0.13)

Parseval egitliginin saglandig1 gosterilmistir.

Ayrica, bu calismada asagidaki énemli sonuglar elde edilmigtir:



Teorem 0.6:

ve

2 T [ (1= coshx)/\ _ :
Floy) = 0 / (1 —cosAz)/ ( 1 —cosAy  sin)y )de\)
9y —sin Az/A A A

—00

olmak iizere y < x i¢gin K (z,y) matris fonksiyonu
F(z,y) + K(z,y) + /K(x, s)F(s,y)ds =0 (0.14)
0

integral denklemini saglar.
Teorem 0.7: p()\) fonksiyonu agagidaki sartlar saglasin:

1. g(z) € L2(0,00) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

o0

sin Az
GO = [ @t N, ) =
— COS AT
0
olmak tizere -
/G2()\)d,0()\) =0
ise g(x) = 0 dur.
2.
A (1 —cosAx)/A
U()‘) = p()‘) ) C(il?, )‘) =
T —sin \x/A
olacak bigcimde
fla) = [ ele. Ve (3 do ()

matris fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli f”(x,y) = F(x,y) tiireve sahiptir.
Bu takdirde her sabit z > 0 i¢in (0.14) integral denklemi her iki degiskene
gore siirekli olan tek K (x,y) ¢oziimiine sahiptir.
Teorem 0.8: ((x) siirekli matris fonksiyonu olmak iizere, monoton artan
p(A) fonksiyonunun (0.10), (0.11) simr probleminin spektral fonksiyonu olmasi

icin agagidaki sartlarin saglanmasi gerek ve yeterdir:
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1. Eger g(z) € Ly(0, 00) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

(o)

G(\) = /gT(x)s(x,)\)dx

olmak iizere -
/ G2(\)dp()) = 0

ise g(x) =0 dir.

flz,y) = 7c(:c, AN (y, \)d {pg) _ i}

™

—00

matris fonksiyonu Fy(x,0) = Fy(x,0) = 0 olmak iizere ikinci mertebeden siirekli
f"(x,y) = F(x,y) tiireve sahiptir.

Iki spektruma gore regiiler Dirac operatoriiniin belirlenmesi problemi M. G.
Gasimov ve C. Cebiyev[18] tarafindan yapilan ¢aliymada verilmistir. Bu g¢alis-
mada asagidaki 6nemli teoremler ispatlanmigtir:

Teorem 0.9: {\,}~_ ve {u,}~ dizileri sirasi ile (0.10), (0.11) ve (0.10)
(0.11") problemlerinin 6zdegerleri ise

H,— H Ak — A
= i Mo = I

o)

Qy, , (n=0,F1,F2,...) (0.15)

dir.

Teorem 0.10: p(z) ve ¢(z), [0, 7] arahginda tanimli reel fonksiyonlar ve k.
mertebeden tiirevleri Ly (0, 7) de olacak bigimde {\,}>_ ve {y, }™ dizileri sirasi
ile (0.10), (0.11) ve (0.10), (0.11") problemlerinin spektrumlar1 olmasi icin

1. {\.} ve {u,} sayilarimin sirali olmasi, yani

e <A < Py <A1 < < A < g <A < <A <y, < A <

2.a#3,0< 8, a<Tve Z | i |” ve Z }Bn’kf serileri yakinsak olmak

n=-—00 n=-—o0o
lizere
« aq a1 A K
An = n———l———l—...—i—ﬁ—i- A
T n n
B 61 Bk—l Bn,k
U, = n——+—+...+ k;—1+_k
T n n n



asimptotik formiillerinin saglanmas1 gerek ve yeterdir.

Dirac operatorii igin 6zfonksiyonlarin tamligi, Cauchy probleminin ¢oziimii,
self-adjointlik durumunda spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilerize izin
hesaplanmasi, periodik ve antiperiodik problemler, acilim teoremleri, 6zfonksiyon-
larin asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi icin ters sagilma prob-
lemi, kismen gakigmayan iki spektruma gore ters problem sirasi ile [19]-[32] calig-
malarinda incelenmistir.

Diger taraftan W, '(0,1) uzaynda singiiler reel degerli potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operatorler sinifi igin ters spektral problem R. O. Hryniv ve Ya.
V. Mykytyuk[33] tarafindan yapilan ¢alisgmada incelenmistir.

Bu calismada, ¢ € W, *(0,1) reel degerli dagilim(distrubition) fonksiyonu
olmak tizere H := L(0, 1) Hilbert uzayinda

[ =——+q (0.16)

diferansiyel ifadesine kargilik gelen 7" Sturm-Liouville operatorii tanimlanmig ve
A. M. Savchuk ve A. A. Shkalikov’un [34]’deki galigmasina gore, regiilarizasyon
yontemi ile Dirichlet sinir kosullarindan bahsedilmigtir.

Distrubition anlaminda ¢’ = ¢ olacak sekilde reel degerli o € H alinmig ve

D(T,) = {ue W{(0,1)| v — ou e W(0,1),l,(u) € H,u(0) =u(l) =0}

(0.17)
tanmim kiimesinde
Tu="T,u=l,(u):=——ou) —ou (0.18)
ifadesi yazilmigtir.
Burada, distrubition anlaminda biitiin v € D(7,) i¢in l,(u) = —u” + qu

ifadesi incelendiginde ozellikle T, operatorii, regiiler potansiyeller i¢in ilkel o nin
ozel segimine bagh degildir ve (0.16)’ya karsilik gelen standart Dirichlet Sturm-
Liouville operatorii ile cakigir. Ayrica T, ilkel 0 € H’ye diizgiin resolvent an-

laminda siirekli olarak baghdir ve boylece T, herhangi bir ¢ = ¢/ € W, (0, 1) i¢in
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(0.16)’ya ait standart Dirichlet Sturm-Liouville operatériidiir. Ele alinan potan-
siyeller sinifi Dirac d—tipli ve i—Coulomb tipli potansiyelleri icerir ve matematik-
sel fizik ve kuantum mekaniginde genig olarak kullanilir[35,36].

[34] den iyi bilinir ki, her reel degerli 0 € H igin yukarda tamimlanan T,
operatorii, diskret basit ()\i) ,k € N spektrumlu self adjoint operatordiir ve A,
A = mk + py, (1, € U olan dizi) seklinde asimptotige sahiptir[34,37,38]. Regiiler
q potansiyelleri i¢in yukardaki asimptotikler p;, = O(%) olacak sekilde yazilir.

Bu caligmada, reel ikigerli farkhh sayilardan olusan ve yukarda ifade edilen
asimptotiklere sahip hangi ()\i) dizileri, W, *(0,1) den olan singiiler potansiyelli
Sturm-Liouville operatorlerinin spektrumu dur? sorusunun cevabi aragtirilmigtir.
Bu soru, ele alinan potansiyeller i¢in ters spektral probleme gotiiriir. Yani; bu du-
rum, kargilik gelen spektral parametreye dayanan ¢ potansiyelinin kurulmasidir.

Regiiler durumda, yukarida bahsedilen problemin ¢oziimii i¢in sadece ()\i)
spektrumunun yetersiz oldugu bilinmektedir. Ayni dirichlet spektrumlu Sturm-
Liouville operatorlerinin iirettigi bir ok farkli ¢ potansiyelleri(isospectral) vardir.
J. Péschel ve E. Trubowitz[39]; verilen (A7) spektrumlu (reel, basit ve A\, = 7wk +
O(%) asimptotigine ait) H Hilbert uzaymdaki biitiin potansiyellerin kiimesinin,
analitik olarak w, = n agirliklan ile ¢5(w,) agirlikl uzaya difeomorfik oldugunu
gostermislerdir.

q potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek icin spektrumun yaninda bazi
ek bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0, 1) araligimin yarisi iizerindeki potansiyelin
bilinmesi veya farkli sinir kosullar1 olan ayni diferansiyel ifade ile verilen Sturm-
Liouville operatoriiniin spektrumu veya biri biitiin aralik icin ve digerleri araligin
esit iki yarisi i¢in olan ii¢ spektrum olabilir.

(Cevirme operatorlerine dayanan regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin spekt-
ral verisinden, ¢ potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmasi, 1950’lerin baglarin-
da V. A. Marchenko[40] ve I. M. Gelfand, B. M. Levitan[41] tarafindan geligtiri-
len Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi olarak adlandirihir. Iki spektrum ile

¢ potansiyelinin kurulumu i¢in bir alternatif metod, M. G. Krein[42] tarafindan
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geligtirildi. Daha sonra H Hilbert uzayindan potansiyellere sahip Sturm-Liouville
operatorler smifi i¢in [39] da E. Trubowitz ve J. Poschel tarafindan farkli bir
yaklagim onerildi. Yazarlar, spektral veriyi ve H’ deki potansiyeller arasindaki
doniisiimii ayrintili olarak calismiglar ve ters spektral problemin coziilebilirligini
ispatlamuglardir. Ozellikle spektral veriyi tam olarak karakterize etmislerdir.

[33] caligmasinda; I. M. Gelfand, B. M. Levitan ve V. A. Marchenko’ya gore,
klasik yaklasim genellestirilmis ve W, '(0,1) den singiiler potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operatorler sinifi igin ters spektral problem tam olarak ¢oziilmiistiir.
Soyle ki, spektral veriler kiimesinin agik bir sekli verilmig ve bu kiimenin keyfi bir
elemanindan ¢'nun yeniden nasil elde edildigi aciklanmigtir.

Diger singiilerite tiplerine(6rnegin Sturm-Liouville operatorler siifi igin a
stireksizlik noktasi, 1/27’ya benzer potansiyeller, vs.), [43]’de O. Hald, [44]’de
L. Andersson, [45)’de R. Carlson, [46]’da O. Hald ve J. R. McLaughlin, [47]’de V.
A. Yurko, [48]’de V. A. Yurko ve G. Freiling bakmuglardur.

Araligin i¢ noktasinda singiileriteye ve siireksizlik kogullarina sahip diferan-
siyel operatorler, R. Kh. Amirov, V. A. Yurko[49] tarafindan ¢aligilmigtir. Bu
caligmada x = 0 noktasinda singiileriteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potan-
siyelli Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu araligin i¢ noktasinda ¢dziimiin siirek-
sizlige sahip oldugu durumu incelenmistir ve verilen operatoriin spektral 6zellik-
leri ve bu spektral ozelliklere gore ters problemin konumu ve ¢oziimii igin teklik
teoremleri ispatlanmigtir.

Benzer gekilde R. Kh. Amirov [50] calismasinda, self-adjoint olmayan Bessel
potansiyelli Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu aralikta sonlu sayida siireksiz-
lik noktalarina sahip oldugu durum incelenmistir. Burada verilen diferansiyel
operatorii iireten diferansiyel denklemin coziimlerinin davranmislari, operatoriin
spektral 6zellikleri, spektrumu basit oldugu durumda yani yalnizca 6zdegerlerden
olustugu durumda, 6zdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyon ve kogulmus fonksiyon-
lara gore operatoriin ayrilisimi, spektral parametrelere gore ters problemin konu-

mu ve bu ters problemlerin ¢oziimii ic¢in teklik teoremleri ispatlanmigtir.
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R. Kh. Amirov’un [51] galigmasinda, sonlu araligin i¢ noktasinda siireksizlige
sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorler siifi igin ve [52] galigmasinda Dirac
operatorii i¢in ¢cevirme operatorii, ¢ekirdek fonksiyonunun bazi 6zellikleri, spektral

karakteristiklerin ozellikleri ve ters problem icin teklik teoremleri 6grenilmistir.

Araligin i¢ noktasinda siireksizlige sahip Dirac operatorii icin diiz ve ters prob-
lemlerin arasgtirildigi bu tezde asagidaki yol izlenmistir.

1. Boliim de tez de kullanilan temel tanmim, teoremler ile bir boyutlu Dirac
sistemi ve ozellikleri verilmistir.

2. Boliim de, sonlu aralikta Dirac diferansiyel denklemlerin kanonik sistemi
ele alinmig, karakteristik fonksiyonun elde edilisi, ¢evirme operatorii ve ¢zellikleri

aragtirilmigtir.

2.1 alt boliimiinde; Q(x) = 0 ve Q(x) # 0 oldugu durumlarda

Yo () + p(2)y1(2) + q(2)y2(r) = Ays ()

(2.1.1")
—y1(2) + a(@)y1(z) — p(x)y2(z) = Aya()
ys(x) = Ay (@) ,
(2.1.1")
—11(z) = Ay2(2)
I'i(y) == y2(0) — hy1(0) = 0 (2.1.2)
La(y) = ya(m) + Hyr(m) = 0 (2.1.3)

olmak tizere (2.1.1"), (2.1.2), (2.1.3) ve (2.1.1'), (2.1.2), (2.1.3) problemlerinin
karakteristik fonksiyonlar1 elde edilmistir.

2.2 alt bolimiinde,

By (z) + Q(x)y(z) = M\y(z), O0<z<m (2.1.1)
Y2(0) — hy1(0) =0 (2.1.2)
Yo(m) + Hyi(m) = 0 (2.1.3)

smir kogullar1 ve ( g, 7) araligiin x = a i¢ noktasindaki
y(a —0) = Ay(a+0) (2.1.4)
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stireksizlik koguluna sahip L problemin, (2.1.1) matris denkleminin Y (0, \) = [

baslangi¢ kogulunu ve (2.1.4) siireksizlik kogulunu saglayan Y (z, \) ¢dziimiiniin;
Y(z,\) = Yy(z, \) +/K(x,t)e"\3tdt (2.2.3)

seklinde bir gosterime sahip oldugunu gosterilmistir. Burada Yy(z, A) , (2.1.1)
matris denkleminin Q(z) = 0 oldugu durumda Y;(0, A) = I baglangi¢ kosulunu
ve (2.1.4) siireksizlik kogulunu saglayan ¢oziimiidiir. Ayrica her bir durum da
K, (z,t) K_(x,t) fonksiyonlar igin agagidaki integral denklemleri sistemleri elde
edilmigtir.

[.t <z <aigin,

xT

)+ / BOUOK_(C.t+ 1 — C)dc

x+t
2

1 T+t

K(t) = [ BOOKCt -0+ 0

x

2

IT.a <xve —x <t <z —2aigin,

a

Kiwt) = 5B +at [ BUOK Gt+o- Qe
1 0
ta / BO(OK (Ct — 2a+ 3+ C)dC
0 -1

K_(n.t) = / BOUOKL (Gt — 2+ O)dC

r—t

2
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[l.a<x,r—2a <t <2a—xigin,

a

)+ Oﬁ/BQ(C)K_(C,t +z —¢)dC

x+t

at x4+t
Ki(z,t) = 7BQ( 5

1 0 i
+a~ ( ) / BQOK (¢, t—2a+x+)dC
0 -1/,

—x—t
2

T

1 0 i
+a( ) /BQ(C)K_(Q“,t—l—Qa—:L'—C)dC

T / BOUOKL(C,t 4+ ¢ — 2)dC

a

IV.a<z,2a—2x<t<xigin,

at T+t

- (1 0 —
K (1) = a” BO t—x+2a
2 0 —1 2
- — 1 0
+a—BQ r—t+ 2a
2 2 0 -1

a

+a+/BQ(§)K+((,t+C—m)dC

z—t
2
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0
+a~ / BQO)K_ (¢, t+2a — 2 — ()d¢
0 -1

2a—x+t
2

" / BO(OKL(C,t 4+ ¢ — 2)dC

2.3 alt bolumiinde; 2.2 alt boliimiinde alinan integral denklemleri sistemlerinin
her bolge i¢in ¢oziimiiniin varligi ve tekligi gosterilmig ve ayrica Q(x) fonksiyo-
nu diferansiyellenebilir ise ¢evirme operatoriiniin K (x,t) ¢ekirdek fonksiyonunun
asagidaki ozelliklere sahip oldugu gosterilmigtir:
0K (z,1)

ox
2) BK(z,—z+0)=K(z,—z+0)B

+ Q(z)K(x,t) = —MB

1) B BT

3) BK (2, — 0) + Q(z) = K(z,2 — 0)B, z < a
4) BK (2,7 — 0) + o*Q(z) = K(z,2 — 0)B, x > a
5) B[K(z,2 — 2a — 0) — K2,z — 2+ 0)]

— [K(z,2 — 20— 0) — K(z,2 — 22+ 0)] B, x> a

1 0
0 -1

6) B[K(z,2a —x —0) — K(z,2a —x + 0)] + a~Q(x)

= [K(z,2a —2—0) — K(2,2a —x+0)| B,z > a

3. Boliimde, verilen L probleminin spektrumunun 6zellikleri, Weyl ¢oziimii ve
Weyl fonksiyonunun ozellikleri ile L probleminin belirlenmesi i¢cin Weyl fonksiyo-
nuna ve diskret spektral verilere gore ters(inverse) problemin ¢oziimii incelen-
migtir.

3.1 alt boliimiinde,

Q(z) = 0 oldugu duruma karsilik gelen Ly probleminin
Ao(N) = at[hcos At +sin ) + a” (—hcos A\(2a — 7) — sin A\(2a — 7)] +
+H [aT(cos A\t — hsin Aw) + o (cos A(2a — 7) — hsin A(2a — 7))]
karakteristik fonksiyonunun ozellikleri incelenmistir.
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3.2 alt boliimiinde, L probleminin spektral karakteristiklerinin n’nin yeterince
biiyiik degerlerinde davraniglari 6grenilmistir.

3.3 alt boliimiinde, L probleminin Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonunun 6zel-
likleri aragtirilmigtir.

3.4. alt boliimde, L probleminin belirlenmesi i¢cin Weyl fonksiyonuna ve

diskret spektral verilere gore ters(inverse) problemin ¢oziimii verilmistir.
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I.BOLUM

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
onemli kavramlar ve teoremler verilmigtir.

Tanim 1.1.1: a <t < b olmak tizere Ly|a, b] uzayi,

b

Lolab] =  2(t) - / ()2t < o0

a

seklinde tanimlanir ve bu uzayda i¢ carpim ise

< f.g>= /f(:v)mdx

seklinde tanimlanir (reel durumda g(z) = g(x)).
Tanim 1.1.2: /5 uzay,

(0.0
ly = {:p: (@1, 22, Ty )| € K, Y | <oo}

n=1

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.1.3: L, D(L) tamim kiimesinde sinirli lineer bir operator ve

P TS I CONCO I DS ICPY
-1 0 q(z) —p(x) ya(, A)
olmak tizere
Ly =By + Q(z)y = My
esitligini saglayan y(x) # 0 vektor fonksiyonu mevcut ise A sayisina L ope-
ratoriiniin 6zdegeri, y(z,\) fonksiyonuna ise A ya karsihk gelen 6zfonksiyonu
denir.

Tanim 1.1.4: {)\,} dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve y(x, A,) ler bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak iizere
b
an = [ {03, 00) + 1w 0} da
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sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar: denir.

Tanim 1.1.5: L— [ operatoriiniin simirh (L— A7)~ tersinin mevcut olmadig:
Nlar kiimesine L operatoriiniin spektrumu denir.

Tanim(Adjoint Operatér) 1.1.6: H; ve H, iki Hilbert uzaylar ve
L : Hy — Hy smirh lineer bir operator olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii
< Lz,y >=< x, L*y > sartim saghyorsa L* operatoriine L nin adjointi denir.
Eger L = L* ise L operatoriine self adjoint operator denir.

Tamim(Cevirme Operatorii) 1.1.7: FE lineer topolojik uzay, A ve B de
A:EF — E, B:FE — FE geklinde tanimh iki lineer operator olsun. FE; ile Ey de
E lineer uzayimin kapal alt uzaylar1 olmak {izere F uzayimin tamaminda tanimli,
E, den F5 ye doniisiim yapan ve lineer terse sahip X operatorii,

i) X ve X~ ! operatorleri F uzaymda siireklidir,

ii) AX = X B operator denklemi saglanir
sartlarim sagliyorsa, bu operatore A ve B operatorler cifti icin ¢cevirme operatorii
denir.

Tanim 1.1.8: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy noktasinin ¢ komsu-
lugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda ana-
litiktir denir.

Tanim 1.1.9: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik
ise f(z) ye tam fonksiyon denir.

Teorem(Rouché Teoremi) 1.1.10: f ve g kompleks diizlemin bir B bol-
gesinde sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri diginda analitik
olan fonksiyonlar olsunlar. Eger v, f ve g nin higbir sifir ve kutup yerinden
gegmeyen, B i¢inde bulunan basit kapali bir egri ve de ~ itizerinde |g(2)| < |f(2)]
olsun. Bu durumda f(z) ve f(2) + g(z) fonksiyonlarimin ~ igindeki sifirlarinin
say1st kathhg ile birlikte aynidir.

Teorem(Cauchy Integral Teoremi) 1.1.11: f(z) baglantilh G bolgesinde
birebir analitik fonksiyon, v ise G de bulunan keyfi diizlendirilebilir kapali egri
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olacak bigimde f(z)'nin ~ egrisi iizerinden integrali sifira egittir:

Teorem(Cauchy Integral Formiilii) 1.1.12: B bir bolge ve v bu bolge
icinde bir kapali egri olsun. Eger a, v i¢inde bir nokta ve f(z), B de analitik ise,

dir.
Tanim 1.1.13: Analitik f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi zo olsun.
Eger,
lim f(2) = o0

zZ—20
ise zg noktasina f(z) nin kutup noktasi denir.
Teorem(Rezidii Teoremi) 1.1.14: D bolgesinde (f(z) nin sonlu sayida
ayrik tekil zq, 29, . . ., 2, noktalar1 hari¢) ve D nin I' sinirinda analitik f(z) fonksiyo-

nu icin

esitligi saglamir. zy noktasi f(z) nin & kath kutup noktas: ise

dk—l

Resie) =1 - i 2 ) = =)'

2o noktas1 f(z) nin basit kutup noktasi oldugunda ise

Resf(z) = lim [f(2)(z — 29)]

z=2z) z—20

dir. f(z) tam fonksiyon olmak iizere

R = (lim +/|az])~"
formiilii ile tamimh R sayis1

f(2)=)
n=0
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serisinin yakinsaklik yaricap1 ve M (r) = max |f(z)| olsun.

|z|=r

Tanim 1.1.15: r > R igin
M(r) < exp(r")

olacak sekilde i > 0 varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve (1.1.6)
esitsizligini saglayan p sayilar kiimesinin

Inln M
p:miL@

r—oo Inr

formiilii ile taniml p alt simirina f(z) nin mertebesi denir.
Tanim 1.1.16: f(z) tam fonksiyonunun mertebesi sonlu p(0 < p < oo) olmak
tizere r > R igin

M(r) < exp(ar®) (1.1.1)

olacak gekilde a > 0 sayis1 varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.
(1.1.1) esitsizligini saglayan a say1 kiimesinin o alt simrina f(z) fonksiyonunun

tipi denir ve
. InM(r)
o = lim

r—00 rP

dir.

Tanim 1.1.17: 0 = 0,0 < 0 < 00, 0 = oo olmak iizere p(0 < p < o0)
mertebeli f(z) tam fonksiyonu sirasi ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir
denir.

Tanim(Mittag-Leffler Acilimi) 1.1.18: Bir f(z) fonksiyonunun sonlu diiz-
lemdeki aykiriliklart mutlak deger biiyiikliigiine gore siralanmis, basit ay, as, as, . . .
kutup yerleri, ve bu noktalardaki rezidiileri sirasiyla by, bo, b3, . .. olsun. Eger C'y
higbir kutup yerinden gegmeyen, iizerinde |f(z)| < M esitsizliginin gerceklendigi

Ry yarigapli cember ise ve N — oo iken Ry — oo oluyorsa

ﬂ@ﬂ@+gm[l+i}

zZ—a, a,

yazilir.
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1.2. Bir Boyutlu Dirac Sistemi ve Ozellikleri

pir(x)'ler, (i,k =1,2) [0, 7] araliginda tanimh ve siirekli reel degerli fonksi-

yonlar olmak {izere

L | @ P . pra(@) = pa(2) (1.2.1)

p21($) p22(x)

bir matris operatorii olsun. y(x) iki bilegenli bir vektor fonksiyonu

T 0 1 1 0
gy = [ ") B =
Yo () -1 0 01
olmak {izere
d
B— +L — A\ =0 1.2.2
(B4 + 1@ -a1) (12:2)

denklemi

Yo + p11(z)y1 + p12(2)y2 = Ay )
(1.2.2)

=41+ pa1(2)y1 + p22(2)y2 = Ay2
seklinde iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemine denktir.
V (z)-potansiyel fonksiyon, m-zerrecigin kiitlesi olmak iizere p1a(x) = po1(x) =
0, pu(x) = V(z)+m, pa(z) =V (z)—m ise (1.2.2) sistemi, relativistic kuantum
teorisinde bir boyutlu stasyoner dirac sistemi olarak bilinmektedir.
Sabit, ortogonal ve normallestirilmis tabana gore; iki boyutlu uzayin herhangi
diizgiin ortogonal doniisiimii,

cosp(r) —sinp(x)
H(z) =

sinp(x)  cosp(x)

seklinde bir matris ile tanimlanir[53].
BH=HB

oldugu kolayca goriiliir.
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(1.2.2) ’de y = H(x)z doniigiimii yapilir ve her tarafi H ! ile soldan ¢arpilirsa;
pd -1 -1
H Bd—(Hz) +H "LHz=H "\Hz
x

veya

d d
B—Z + (HIB—H + HILH) z= Az (1.2.3)
dx dx

elde edilir.
O=n'BLH Ly
dz

matrisi hesaplanacak olursa,

cos o(x sin p(x d "(z)sinp(z) —o'(x)cosv(x
oy [ e sne@) ) [ Fwsnet) —pwesel) |
—sing(z) cosp(z) du ¢'(z) cosp(x) —¢'(x)sinp(z)
d
H'B—H =
dx
cosp(z) sine(x) 0 1 O (x)sinp(z) —¢'(x)cosp(r)
—sinp(z) cosp(zx) -1 0 O (z)cosp(x) —¢'(z)sinp(z)
¢'(x) 0
0 @ )
H'LH =
[ cose(z)  sinp(z) pu(x) pia(v) cosp(z) —sinp(x)
—sinp(z) cosp(x) po1(x)  paa(x) sinp(z)  cosp(x)
. . 1 )
P11c0s” 9 + piasin 2¢ + pypsin® o p1pcos 29 + 5 (pe2 — pu) sin 2
= 1 . . .
P12 COS 2 + 5(1722 — pi1)sin2¢  piisin® ¢ — piasin2¢ + pay cos?
oldugundan
qu(z) qu2(7)
(Z21(37) %2(96)
. . 1 .
@' (z) + p11 cos® o + pra sin 2 + pag sin? @ P12 cOS 2 + 5(}922 — p11) sin 2¢p
1 . . .
P12 €08 20 + =(paz — p11) Sin 2¢ @' (z) + p11sin® @ — pya sin 2 + Py cos? @

2
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ifadesi elde edilir. g12(x) = 0 olarak segilirse,

p12(x) cos 2¢p(x) + %(pgz(&?) — p11(2)) sin 2¢(x) = 0 olur.

Boylece eger p11(x) # paa(x) ise
2p1a(7)
pui(w) — pa2()

o(z) = 5 arctan

olarak elde edilir ve Q(z) matrisi,

Q) = qu(z) 0 _ p(z) 0
0 qo2() 0 r(x)

seklinde olur. Buna gore (1.2.3) denklemi,

0 1\d T 0
dz [ 2 2=\ (1.2.4)
~1 0 ) dv 0 r(x)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.
Simdi izQ(z) = q11(x) + goa(z) = 0 olmak iizere p(z) fonksiyonu segilsin. Bu

durumda 2¢’(x) + p11(2) + pa2(x) = 0 olacagindan
1 €T
p(r) = 3 {p11(s) + p22(s)} ds
0

elde edilir. Buna gore (1.2.3) denklemi

0 1 dz+ p(z) q()

— =\ 1.2.
P z z (1.2.5)

q(z) —p(x)

seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin II. kanonik formu denir.
(1.2.4) ve (1.2.5) denklemlerine (1.2.2) sisteminin kanonik formlar1 da denir.
(1.2.2) denklem sistemlerinin spektral teorisinin gegitli problemlerini incelerken bu
veya diger kanonik formlardan faydalanmak kolaylik saglar. Ornegin, 6zdegerlerin
ve Ozfonksiyonlarin asimptotik davranigi aragtirilirken ve de keyfi vektor degerli
fonksiyonlarin (0 ve 7 noktalarinda homojen sinir kogullar: altinda) (1.2.2) denk-
lem sisteminin 6zfonksiyonlarina gore agilimi incelenirken (1.2.4) kanonik denk-
lemini kullanmak uygundur. Sonsuz aralikta verilmis (1.2.2) denklem sistemi-
nin dzdegerlerinin asimptotik davranigi ve ters problem incelenirken de (1.2.5)

kanonik denkleminden faydalanmak kolaylik saglar.
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(1.2.4) kanonik denklem sistemi i¢in p(z) ve r(z), [0, 7] araliginda reel degerli

ve siirekli fonksiyonlar olmak iizere

Yo+ {p(@) =AMy =0, yp+{r(@) = A y=0 (1.2.6)
y1(0)sina + y»(0) cosav = 0 (1.2.7)
y1(m)sin 4 yo(mw) cos 5 =0 (1.2.8)

sinir problemi gozoniine alinsin. Herhangi bir \g i¢in bu problemin sifirdan farklh

N y1(2, Ao) o
¢oztimii y(x, Ag) = olsun. Bu durumda \y’a 6zdeger, buna karsilik

Y2 (SU ) )‘0)
gelen y(z, A\o)’a 6zfonksiyon denir.

Lemma 1.2.1: )\; # )y olmak iizere \; ve )y dzdegerlerine karsilik gelen

y(x, \1) ve z(z, \g) dzfonksiyonlar1 ortogonaldir, yani,

/{yl(a:, AM)z1(2, A2) + ya(2, A1) 22(, A2) }d = 0

dir.
Ispat: y(z, \;) ve z(z, \y) dzfonksiyonlar: (1.2.6) sisteminin ¢oztimleri oldugun-

dan,

ya(@, A1) + {p(z) = M} aa(z, A1) = 0
(M) —{r(@) = M}ye(z, M) = 0
zo(x, Ao) + {p(x) — Ao} z1(2, N9) = 0
(@A) — {r(2) = Mo} 2a( ha) = O

dir. Budenklemler sirasiile 21 (z, A2), —29(z, A2), —y1(x, A1) ve yo(x, A1) ile carpilir

ve sonuclar1 toplanirsa,

% {yQ(x7 )\1)21(.%’, )\2) — y1(3€, )\1)22(1’, )‘2)}

= (A1 = o) {m (@, M)z (, Aa) + (@, A1) z2(2, A2) }
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elde edilir. Son esitlik 0’dan 7’ye x’e gore integrallenirse,
(/\1 — Ag)/ {yl(I, )\I)Zl(ZE, )\2) + yQ(x, )\1)22(1’, )\2)} dx
0

= {y2(z, M) 21z, A2) =y (@, M) za(@, A2) Hg
bulunur. Ote yandan,

{?/2(377 )\1>Zl(37> )\2) - yl(xa )\1>22(957 >\2)}‘g = 0 oldugundan

(M = o) / {31 (2. A2 (2, Aa) + 9o, ) 2ol Ag) i = 0

veya

™

(A — AQ)/yT(x, A)z(z, Ao)dz =0
0
olur. \; # Ap oldugundan, y(x, A1) ve z(z, A\2) 6zfonksiyonlar1 ortogonaldirler.

Lemma 1.2.2: (1.2.6)-(1.2.8) sinir-deger probleminin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: \; = u + iv’nin kompleks dzdeger oldugu kabul edilsin. p(z) ve r(z)
reel degerli ve [0, 7] de siirekli fonksiyonlar, «, 8 sayilar: reel oldugundan, A\, =
A1 = u — v sayisida problemin 7(x, \;) ézfonksiyonuna karsilik gelen 6zdegerdir.

Bu durumda, Lemma 1.2.1’den,

/{yl(%/\l)%(%)q) + y2(2, M)Ya (2, A1)} dz =0

ve

/ {Iv(z, M)+ |ya(z, /\1)|2} dr =0

olur. Buradan y;(z, A1) ve yo(x, A1) sifir olur ki, bu da 6zfonksiyonlarin sifir

olmamasi ile geligir. O halde 6zdegerler reeldir.
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II. BOLUM
CEVIRME OPERATORU VE OZELLIKLERI

2.1 Karakteristik Fonksiyonun Elde Edilmesi

Sonlu aralikta
By (z) + Q(x)y(z) = My(z), O0<z<m (2.1.1)
Dirac diferansiyel denklemlerin kanonik sistemi ele alinsin ve
I1(y) = 52(0) — hyr (0) = 0 (2.1.2)

Lo(y) = ya(m) + Hyr(7) = 0 (2.1.3)

T
sinir kosullar1 ve (5, 7) araligimin x = a i¢ noktasindaki

y(a—0) = Ay(a+0) (2.1.4)

siireksizlik kogulu ve (2.1.1) denklemi tarafindan iiretilen sinir deger problemi L

ile gosterilsin. Burada,

s * ') ) = p(z)  q(z) ) = y(z)
~-10 q(z) —p(x) ya(x)
p(z), q(x) reel degerli ve p(z),q(z) € La(0,7), A = z (il , a € (g,ﬂ') ve

a > 0, a # 1 olan reel sayidir.
Ayrica (2.1.4) siireksizlik kogulundaki A matrisi i¢in det A = 1 dir. Diger
taraftan L operatoriiniin tanmim kiimesi
T
D)= {40) = () ale) )+ (o) alo): [0.0) 7] avaliklarnda
y(a —0) = Ay(a + 0) siireksizlik kogullarim saglayan mutlak siirekli

fonksiyonlar, y2(0) — hy1(0) = 0, ya(7) + Hyi(7) = 0}
seklindedir.
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(2.1.1) denklemi

Yo(2) + p(2)y1(2) + q(2)y2(7) = My ()

(2.1.1")
—1 (@) + q(x)yi(x) — p(e)y2(z) = Ay2()
bigiminde ve (2.1.2) ve (2.1.3) sir kosullar
—h 1 0 0
I'(y) = Aoy (0)+Ay(m) =0, Ap= , A= h,HeR
0 0 H 1

olarak yazilabilir.
[k once Q(x) = 0 oldugu durumda () karakteristik fonksiyonu arastirilacak
olursa, bu durumda (2.1.1") denklemi,
Yo(x) = Ay ()

—y1(x) = Aya ()

(2.1.17)

denklem sistemine indirgenir.y, () karakteristik fonksiyonun kokleri (2.1.1"), (2.1.2),
(2.1.3) problemin ozdegerleri ile ¢akigmaktadir. Bu denklem sisteminin genel
¢Oztimii
y1(z, A) = ¢1sin Az + ¢o cos Ax
Yo(z, A) = —c1 cos Az + o sin Ax
seklinde yazilabilir.
Burada y;(z, ) ve ya(z, \) fonksiyonlarmin; (2.1.17), (2.1.2), (2.1.3) proble-
minin ¢dziimii olmasi igin (2.1.2), (2.1.3) sinir kogullarimi saglamasi gerekir.

O halde,
I'i(y) =—c+h(—c) =0=T1(y) = —c1 —hea =0
[a(y) = —c1cos AT + cosin A + Hey sin A + Hegcos Am = 0
To(y) = c1(H sin A\ — cos Am) + ea(sin Am + H cos Aw) =0

olur.
(2.1.1"), (2.1.2), (2.1.3) probleminin sifirdan farkli ¢éziimiiniin olmast igin ¢;
ve ¢y ye gore elde edilen katsayilar determinantinin sifir olmasi gerekir. I'y(y) ve

[y(y) ye gore yazilan sistem bir lineer cebirsel homojen denklem sistemidir.

28



O halde

-1 —h
Xo(/\) = =0
Hsin A\t — cos A\m sin A\w + H cos \w

dir.
(2.1.17), (2.1.2) (2.1.3) probleminin sifirdan farkli ¢oziimlerinin varhg icin

ozdegerleri; x,(A) karakteristik fonksiyonun kokleridir. Determinant acilirsa,;
Xo(A) = (=h — H)cos A\m + (=1 + hH) sin A\r = 0

olur.
Q(z) # 0 oldugu durumda sistemin genel ¢oziimii y(z, ) = e(x, \)c sek-
. . €11 12 .
lindedir. Burada e(z,\) = (x,A); (2.1.1) denkleminin e(0,\) = I
€21 €22
baslangic kosullarini saglayan temel ¢oziimii, ¢ keyfi sabit matristir.

611(1‘7 /\) 612(1’, )\) C1
y(z, \) =
€921 (IE, )\) €929 ((E, )\) Co
yani
Y1 (.f, )\) = C1€11 (I‘, )\) + 02612(.13, )\)
yQ(ZE, )\) = C1€21 (ZE, )\) + CQ@QQ(ZE, )\)
olur.

Simdi (z) # 0 oldugu durumda y(A) karakteristik fonksiyonu aragtirilsin.
Burada da yine bu fonksiyonun kokleri (2.1.1'), (2.1.2), (2.1.3) problemin 6zdeger-
leri ile cakisacaktir.

y1(z, ) = creqr(x, N)4caera(x, A) ve ya(z, A) = crea(x, \)+caean(x, ) fonksiyon-
lar1 verilen problemin ¢oziimii olmasi i¢in (2.1.2) (2.1.3) siur kogullarini saglamasi
gerekir. Buna gore,

Fl(y) = C1€921 (0, )\) -+ CQ€22<0, )\) — ]’L(CIGH(O, )\) + 02612(07 )\)) = 0
Fg(y) = C1€921 (71', )\) + 62622<7T, )\) + H(01611 (71', )\) + 62612(71', )\)) =0
Fl(y) = cl(—hen(O, /\) + 621(0, )\)) + 02(622(0, /\) - h€12<0, )\)) =0
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Fg(y) = 61(621(77, )\) + H611(7T, )\)) + 02(622(77', )\) + H€12(7T, )\)) =0

olur.

(2.1.1"), (2.1.2), (2.1.3) probleminin sifirdan farkli ¢oziimiiniin olmas igin ¢
ve ¢y ye gore elde edilen katsayilar determinantinin sifir olmast gerekir. I'y(y) ve
[y (y) ye gore yazilan sistem bir homojen denklem sistemidir. O halde

—hell(O, )\) + e (O, )\) —h€12<0, )\) + 622(0, )\)

xX(A) = =0
H611(7T,)\)+€21(7T,)\> Helg(ﬂ,)\)—i‘egz(ﬂ',)\)

dur.
(2.1.1"), (2.1.2), (2.1.3) probleminin sifirdan farkh ¢oziimlerinin varhg igin

ozdegerleri; y () karakteristik fonksiyonunun kokleri olmasi gerekir. Determinant

acilirsa,

X()\) = —]’LHGH(O, )\)612(71', /\) — heu((), )\)622(71’, )\)
+H€21 (0, )\)612(7T, )\) + €21 (O, )\)622 (7T, )\)
+hH€11(7T, )\)612(0, )\) — Hen(ﬂ', )\)622(0, )\)
+h€21 (71'7 )\)612(0, /\) — €921 (71', )\)622(0, )\) =0

veya

X()\) = €921 (07 A)622<7T, /\) — €921 (71', )\)622(0, /\)
—h(en((), /\)622(77', )\) — 621(71', )\)612(0, )\))
—hH (e11(0, N)era(m, A) — eg1(m, N)eia(0, X))

+H(€21 (0, )\)612(71', )\) — €11 (7'(', )\)622(0, )\)) =0

olur. Burada e(z,\); e(0,\) = I baglangi¢ kosullarimi saglayan temel ¢oziimii

oldugundan yani e11(0,\) = 1, e22(0, ) = 1, €12(0,\) = 0, e51(0, A) = 0 oldugun-
dan

X(A\) = —ea1(m, A) — hega(m, \) — hHejo(m, A) — Heqy(m, A) =0

veya

X(A) = det(Ag + Are(m, N))

elde edilir.
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2.2. Integral Denklemin Olusturulmasi

(2.1.1) denkleminde Q(z) = 0 oldugu durumda (2.1.1) matris denkleminin
Yo(0, A) = I (I birim matristir) baglangig kogulunu ve (2.1.4) siireksizlik kogulunu
saglayan ¢oziimii Yy(z, \) olsun. Bu durumda

BYj = \Yj esitligi saglamir. Bu esitligin iki tarafi B~ ile garpilirsa,
Y], = B7'\Y; = AB7'Y; = —ABY,

elde edilir. Buradan

YE)(SC,)\) — e*/\Bw

bulunur. (Yy(0,\) = 1)

O halde;
e BT <a
Yoz, A) =

e B0 x> a

olur. Buradaki C- sabit matrisi (2.1.4) siireksizlik kogulu kullanilarak elde edilebilir.

Bunun igin Yy(a—0) = AYy(a+0) esitliginde e 8% = Ae=*B2C alimir. Bu esitlikte

once her iki taraf A~! ile soldan carpilirsa,

A—le—)\Ba — G—ABaC

ABa

olur. C"yi yalmiz birakmak icin simdi de her iki taraf e*”“ ile soldan ¢arpildiginda

eMaA-1le=rBe — (7 elde edilir. C'nin ifadesi yerine yazilirsa,

e Bz, 0O<z<a
}/E)($7A) -

67)\3:136)\3(1147167)\BOL7 a<T<T

e Bz, 0<z<a
e ABa—a) g~1g=XBa ¢ < 5 < 1 (2.2.1)
\
4
e BT 0<z<a
- 1 0
ate BT 4 o e M=) g <y < 1
0 —1

31



olur. Y (x, \) ile Q(x) # 0 oldugu durumda (2.1.1) matris denkleminin Y (0, \) =
baslangi¢ kogulunu ve (2.1.4) siireksizlik kogulunu saglayan ¢oziimii gosterilsin.
BY' 4+ Q(x)Y = AY veya BY' — \Y = —Q(z)Y matris denkleminin ¢oziimii;
Y(z,A) = Yy(x, \)C(x) seklinde oldugundan,
Y'(xz,\) = Yy (x,\)C(x) + Yo(x, \)C’(z) olur. Bu denklemde yerine yazilirsa
BY{(xz,\)C(x) + BYy(z, \)C'(z) — AYy(z, \)C () = —Q(x)Y(z, \)C(2)
[BYg (2, A) — AYy(z, \)] C(2) + BYy (2, A)C'(z) = —Q(=)Yo(z, ) ()
BYy(x, \)C'(x) = =Q(x)Yo(z, \)C(x)
BYy(z, \)C'(x) = —=Q(z)Y (x, \)
elde edilir. Her iki taraf B ile carpilirsa,
Yo(z, \)C'(x) = BQz)Y (x, \)

C'(z) = Yy Y2, \)BQ(2)Y (z, \)

C(z) = /Yo‘l(t, NBQ)Y (t, N)dt + Cy
0
olur. Burada Cj, sabit bir vektordiir.

Y (z,\) = Yo(z, \)C(z) oldugundan
Y(z,\) = CoYo(z, \) + /Yo(x, MYy HE, N BQUHY (¢, N)dt

integral denklemi ve Y (0, \) = I baglangi¢ kogulunu sagladigindan Cy = I oldugu

gozoniinde bulundurulursa,
Y(z,A) =Yo(x,\) + /Yb(m, MYy HE, N BQUDY (8, N)dt (2.2.2)
0

elde edilir.
Simdi, (2.1.1) matris denkleminin Y (0,\) = I baslangi¢ kogulunu ve (2.1.4)

siireksizlik kogulunu saglayan Y (z, \) ¢dziimiiniin

Y(z,\) = Yy(z,\) + / K(z,t)e *Pldt (2.2.3)
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seklinde gosterime sahip oldugu gosterilsin. Burada K (x,t) 2 x 2 tipinde, yani,
Ku(z,t) Ki(z,1)

K21 (IL‘, t) KQQ(Q?, t)
len Y (z,\) ¢oziimiiniin (2.2.2) denklemini saglamas i¢in

seklinde bir matris fonksiyonudur. (2.2.3) seklinde veri-

T

Yoz, \) + / K(z,t)e Pldt = Yy(z, \) + / Yoz, Y5 (¢, ) BQ)Y (£, \)dt

ve buradan

_ / Yo(a, N5 (£, \)BQUE) Yo (£, \)dt (2.2.4)

T t
—I—/Yo(m,/\)YO_l(t, /\)BQ(t)/K(t,s)e)‘BSdsdt
0 Z

esitliginin saglanmas1 gerekir.

Tersine, eger K (x,t) matris fonksiyonu (2.2.4) esitligini sagliyorsa; Y (x, \)
fonksiyonu (2.2.3) denklemini saglamalidir. (2.2.4) esitliginin sag tarafi oyle
doniigtiiriilsiin ki; bu ifade egitligin sol tarafindaki ifadeye benzer olsun.

Bunun icin ilk 6nce agagidaki gosterimler kabul edilsin:

Ki(x,t) == [K(z,t) £ BK(z,t)B], (K(x,t) = K (x,t) + K_(x,t))

N —

K, (z,t) ve K_(z,t) matris fonksiyonlarimin ifadelerinden agikca goriiliiyor ki; bu

fonksiyonlar

B, (z,1) = % (BK(2,t) — K(z,)B] = —K . (z,1)B

BK (1) % [BK () + K(x,6)B] = K_(2,£)B

(2.2.5)

ozelliklerine sahiptir.

e B z<a

Yo(x,A) =

67)\3(17(1)147167)\3(17 a<x
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oldugundan,
t < a i¢in,
Y5 l(t, \) = e*B olur.
a <  i¢in,
Yo(x, \) = e MB@E-a) A=1e=ABa gldugundan
a <t < igin,
Yyt \) = e*PeAer 9 olur. Bu durumda
(

e ABla—t) t<z<a

Yo(2, \)Yy Lt A) = 4 e ABX=a) Am1ABl=a) ¢ < g < 1

e AB@—t) a<t<ux
\
veya

e AB@—t) t<zr<a

1 0
Yo(x, )Y, 1 (t,\) = ateBE— 4 o~ e MBRame=t) < g < g

0 —1
e ABla—t), a<t<zx

\

1.1
elde edilir. Burada, a* = 5(— + o) dir.

Simdi Yy(z, \)Y; (¢, \) ifadesi ve K. (x,t) fonksiyonlarmm ifadeleri gozoniin-
de bulundurularak (2.2.4) esitliginin sag tarafini sol taraftaki ifadeye benzer ola-
cak sekilde doniistiiriiliirse, K (z,t) ve K_(z,t) matris fonksiyonlar1 i¢in integral
denklemler sistemi elde edilir:

.t <z <aigin,

xT T

/K(m,t)e)‘Btdt = /Y (z, )Y, (¢, \) BQ()Yo(t, \)dt

—T

+/Yo L(t, \)BQ(t /Kts ABsdsdt
0

34



esitligi sagdan ve soldan B ile garpilirsa,
/ BE (x,)e— B Bdt — / BY(z, N L (£, \) B Yo (£, \) Bt

—x 0

T t
+ / BYy(z, \)Yy (t, \) BQ(t) / K(t,s)e *BsdsBdt
—t

0

olur. Elde edilen bu esitlik, yukardaki egitlikle taraf tarafa toplanirsa;

/ [K(x,t) + BK (z,t)B] e *Bldt = /e_)‘B(QC—t)BQ(t)e—ABtdt

. 0
x t
+ / e BE=D BO(t) / K(t,s)e *Bsdsdt
0 —t

xT

x t
+ / Be A=) BQ(t)e Pt Bdt + / Be B BO(t) / K(t,s)e B*dsBdt
0 —t

0

veya
1 x x
3 / [K(z,t) + BK(x,t)B] e *Bldt = / e MB@=2) BQ(t)dt
e 0
1 T t
—i/eAB(’”t)Q(t)/B [K(t,s) — BK(t,s)B] e *Pdsdt
0 —t

elde edilir. Buradan

T

/ K, (z,t)e Bldt = / e B2 BQO(t)dt
—x 0

x t

—/e_/\B(x_t)Q(t)/BK_(t,s)e_ABSdsdt

0 “t
olur. Son esitligin sag tarafindaki integraller B, €2 ve K matrislerinin 6zellik-

lerinden yararlanarak

x x

I = / e MBE=2) BO(t)dt = / BQ(t)erPE=2)qt

0 0
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T t

L= —/e‘AB(ﬂc_t)Q(t)/BK(t,s)e‘ABsdsdt

—t

/ Bt BO(t) /K (t,s)e *Bsdsdt

BQ(t )‘B(zt)/K_ (t, s)e *Bsdsdt

I
o —.

¢
BQ(t) /K_(t, 5)erBE—t=s)ds dt

O\

seklinde yazilir ve bu integrallerde gerekli degisken degistirmesi yapilarak,

1 xr
I = 2/39 <$;C> ABCG( = 1/BQ (x;t> e Bt

—z —x
T 2t—x

I, = /BQ(t) / K_(t,¢ +x —t)e BSd(dt

0

- / / BOOK (Ct+ — Q)¢ | e Pt

elde edilir.
O halde

/K+(x, t)e ABldt

xT x x

_ %/BQ(Q:TH)eABtdt—k/ /BQ(C)K_(QHx e | evmar
_/ %BQ(xgrt)Jr/BQ(C)K_(C,ter—g)dg e—ABt ¢

2

olur. Buradan

T

)+ / BOOK_ (¢t + 7 — Q)dc

x+t
2

1 T+t
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elde edilir.

Simdi K_(x,t) elde edilsin. Bunun igin / K(x,t)e *Bldt esitligini sagdan ve

—X
x

soldan B ile carpip, elde edilen ifade / K(x,t)e *Ptdt ifadesinden ¢ikarihr ve

—T

gerekli diizenlemeler yapilirsa,

x T

/[K(L t) — BK (z,t)B] e *Pldt = /eAB(wt)BQ(t)eABtdt

x

+ / “ABE=H) BO(t / K(t,s)e *Pedsdt

x

t
Be et BQ(t)e Mt Bdt — / Be B BQO(t) / K(t,s)e *B*dsBdt

0

/ —AB(z— tBQ (t)e Bt — e—)\B(r—t)BQ(t)e—)\Bt] dt
0

t

/ e MBE=DQO(¢ )/BK(t s)e MBsds + e ABE-NQ /Kt s)Be *Bsds | dt
0

—t

_l_

esitligi veya

x x t

1
/ K (2, £)e Bt — — / eABE-0Q(p) / S IBK(1,5) — K(t,5)Be™ds | di
—x 0 —t

xT

= /e)‘B(xt)BQ(t)/KJr(t, s)e Bsdsdt

T

t
= / BQ(t) / K (t,s)e M@t dsdt
0

elde edilir. Son esitlik gerekli doniisiimlerden sonra

/ K (2, t)eBidt / BO) / Ko (t, ¢+t — 2)e BedCdt =
—x 0 r—2t
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x T

- [| [ Bororic o+ o | e

—x z—t

2

seklinde yazilir. Buradan

K_(a:,t):/BQ(C)K+(C,t—a:+C)dC, t<zx<a

x

2
olur.
Simdi @ < z araligi icin inceleme yapilacak olursa, ¢ < & < a durumunda

yapilan islemlere benzer sekilde Yo (x, \) Y, !(, \) fonksiyonunun ifadesi de gozoniinde

bulundurularak,
/K(a:,t)eABtdt = /Yo(x NYy H(E, N BQA) Yo (t, N)dt
—x 0

xT

/Yg(x MYy Lt N BQ(t /K (t,s)e *Bsdsdt
0

:/ aTe MBl—t) 1~ I 0 e~ AB(2a—1—1) BQ(t)e_)‘Btdt
0

0 —1
1 0
+/ ate ME—t 4o~ e AB(a—z—1) BQ(t)/K(t, s)e Bsdsdt
0 -1
1 0
+/6—>\B(33 t)BQ ) Oé+€_>\Bt + O[_ €—>\B(2(l—t) dt
0 —1
—|—/ Bt BO(t /K (t,s)e *Bsdsdt
a 0 a
— OZJF/G)‘B(xt)BQ(t)e)‘Btdt—i-Oé /BQ( ) AB(2a—x—t) 7)\Btdt
0 0 -1 /3
+a+/BQ(t)€/\B(xt)€/\Btdt+a/BQ< ) AB(z—t) )\B(2a7t) dt
0 —1
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a

t
+&+/BQ(t)€/\B($—t)/K(t’ S)Q—ABstdt
0

y t
1 0
—l—/a BQ(t)e)‘B(ant)/K(t,S)e)‘Bsdsdt
0 -1
0 —1

T

t
+/BQ(t)€>‘B($_t)/K<t,S)G_ABsdsdt
—1

a

a O a
= @+/BQ(t)€)\B(m—2t)dt+ a” /BQ( ) AB(2a—x— 2t)dt
0 0 —1 )
-I-Oer/BQ(t)e)‘B(m%)dt—i—Oé/BQ(t)eAB(‘T+2“2t) dt
a J 0 —1
a t
—I—Oer/BQ(t)e)‘B(mt)/K(t, S)B*ABsdsdt
0 _
1 0 r !
+a~ /BQ(t)ekB@a_x_t)/K(t?S)G—ABstdt
0 -1
0 —t

xT

t
+/BQ(t)e)‘B(xt)/K(t,s)e)‘Bsdsdt
—t

esitligi veya

T

+
%/ [K(z,t) + BK (z,t)B] e Ptdt = 042 /BQ( )eABE=20) gt
e "
o 0 I Oé+ z
+— /BQ(t)e)\B(2ax2t)dt+ _/BQ(t)e)\B(z%)dt
2 \o -1 2
_|_a AB(z+2a—2t) L0 dt
2 0 —1

t
+% 6)‘B(It)/'_[<(t7 S)eiABstdt

[ Bawe
e
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a t

1 0
+— /BQ(t)eAB(h—ac—t)/K(t’ S)G_ABSdsdt

2
0 —-1/9 J,

x t o
1 +
—l-é/BQ(t)e’\B(xt)/K(t,s)e)‘Bsdsdt + %/BQ(t)e’\B(IQt)dt

a

a

- 1 0 +
_&_ /BQ(t)ez\B@ath)dt + a_/BQ(t>6)\B(:p2t)dt
2o -1 2

0 a

_a_/BQ<t)e)\B(aﬂ+2a—2t) 10 i
2 0 -1

a t
+
_%/Q(t)eAB(x_t)/K@,S)Be_ABsdsdt
0 —t

a t
- (1 0
_|_Oé_ /Q(t)eAB(Zaxt)/K(t,S)Be)‘Bsdsdt
2 \o -1
0 —t
1 [ /
_§/Q<t)e)\B(J:—t)/K(t7 S)Be_/\BSdsdt
—t

a

elde edilir. Buradan

a a

/K+(CU, t)ef)\Btdt — a+/BQ(t)6)\B(:v2t)dt + aJr/BQ(t)e)\B(I%)dt

0

a t
+&+/BQ(t)€/\B(x_t) /%(K _ BKB) e=ABs [t
0 —t
a t
. (1) 01 /GAB(ant)BQ(t) %/K(t,s) + BK(t,s)B| e Bdsdt
0 —t

z t
1
+/€—AB(x—t)BQ(t) /iK(t’s) — BK(t,s)B e—Bs st
a —t
= a+/BQ(t)€)‘B(I_2t)dt + a+/BQ(t)e)\B(x—2t)dt

0 a
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a

+a+/e_AB($_t)BQ(t)/K(t,s)e‘ABSdsdt
0

a

1 0
+a~ /eAB(Q“xt)BQ(t)/KJF(t,S)e)‘Bsdsdt
0 -1

0

T

+ / e B BQO(t) / K_(t,s)e*Bsdsdt

a
yazilir.

Son egitligin sag tarafindaki integrallerde gerekli doniigtimler yapilirsa,

a 2a—z
1
I = /BQ(t)e)‘B(m—%)dt — 5 / BQ(t—;Jj) —ABt 1y
0 —x
X 1 T
I, = /BQ( Je AB(z—2t) 1t — 5 / BQ(t_gx)e_)‘Btdt
a 2a—z
/ —AB(z— tBQ /K t S —/\Bsdsdt
/BQ ’\B(wt)/K_(t, S)Q’ABsdsdt
0 —t
t
:/ t/K(t, S)eAB(z—t—s)dsdt
0 —t
2a—x a
I3 = / /BQ(C)K—(Cat‘f‘w—C)dC 6_)‘Btdt7
—T tta

2

a

Iy = /eAB@aﬂ”t)BQ(t)/KJr(t,s)eABsdsdt
0

a

_ / BO) / K (1, )e B Ca—z—t+) gy

0 —t
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a 2a—x

— /Bg(t) / K, (t,(+x+t—2a)e BCd(dt

0 2a—x—2t
2a—x a
Iy = / / BQUOK (¢t + 2+ ¢ —2a)dC | e *Blat
—x 2a—x—t
2
x t

I5 = /eAB(mt)BQ(t)/K_(t,s)eABSdet
Zt

a

x t

= / BQ(t) / K_(t,8)e MU—m+3)dsdt
—t

a

x 2t—x

:/BQ(t)/K_(t,(—I—x—t)eABQdCdt

a

2a—x T
Eo= [ | [Bo0K @t ra-qdc | e

x x

[ [ BoOR (Gt = Qe | e
olur. Iy, Iy, I3, I, ve I5 in ifadeleri son esitlikte yerlerine yazilirsa,

[ 1 0
/K+(a:, t)e Mldt = ot + oL +at I3+ a” Iy + I

0 —1
2a—x T
at t+a\,—\Bt a’ t+ay,—A\Bt
=5 BQ(EE)eMhdt + -5 BQ(55E)e P dt
—x 2a—x
2a—x a
+at / /BQ(C)K_(C, t+ax—)d¢ | e dt
—x tta
2
2a—x a
— 1 0 _ —\Bt
+a BQOK (¢, t+ax+(¢—2a)d( | e dt
0 _1 2a—x—t
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2a—x

+ / / ((t+x— g)d() e Bt

—T

x

+ / / ((t+a— g)dg‘) e Bldt

2a—x

2a—x

/K+ x,t)e Mt + /K+ z,t)e Midt =

2a—x

+ a
= [ St +ar | BUAOK (Gt +a =0

10 f
+a~ ( ) / BQO KL (¢ t+x+ (¢ —2a)dC
O -1/),7,

T

+ [ BAOK (Gt 2 = e

a

x T

+/O§BQ(HT$)+/BQ(§)K(g7t+x_§)dq SABt gy

2a—x ttz
2

elde edilir.

Buradan a < z ve —x < t < 2a — x i¢in,

Ky(o1) = SBO(E) 4ot BAQK (Gt 40— Qe

2

1 0 r
+a< ) /BQ<<)K+<<,t+x+<—2a)d<

a
olur.

a<xve2a—x<t<xigin,

T

)+ / BOOK_(Ct+ 7 — Q)dc

t+x
2

at t+x
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dir.
Benzer gekilde K_(z,t) elde edilecek olursa,

1 [ Lo
5/ [K(z,t) — BK(z,t)B] e *Bldt = CYQ /BQ( )eAB@=20) gt
e )
a
+— /BQ() AB(2a—z—2t) Jt
2\ 0 -1
0
+ x
+5- [ BQ()ePe0dt + - / BQ(t)e)Ble+2a-20) SR
2 a 0 —1
oﬁ /
+5 [ B ”/K (t,s)e Psdsdt
0
a” [ 1 0 I f
T /BQ( )erBRae= t)/K(t, s)e sdsdt
2\ 0 -1
0 —t
1 AB(z—t) —>\B at AB(2—2t)
2 BQ(t)erEt [ K(t, 5) Sdsdt — - BQ(t)erBlE=20) gt
“ 0
+a_ 10 /BQ(t)e,\B@a—x—gt)dt Q BO(t)e P20
2 \o0 -1 2
0 a
4_0‘_/ oA Bla+2a—2t) 10 &t
2 0 -1
at
Y /G_ABm 90(t) /K (t,s)Be Psdsdt
0
_% /Q )\B(2a T— t/K t S —)\Bsdsdt
1 —A\B 7t _\B
+§ e ME0Q(t) | K(t,s)Be *Psdsdt
oldugundan,
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x a

0
/ K_(z,t)e?Btdt = o / BQ(t)erBRa—2=2t) gy
0 —1
. 0
/BQ( ) AB(z+2a—2t) 10 dt
0 —1

a

a

+
—i—a—/e_AB(“”_t)BQ(t)/K(t,s)e‘ABSdet

2
0 —t
B 1 0 a t
+2 / e~ ABQRa—z=1) BQ)(t) / K(t,s)e *Bsdsdt
2\ o0 -1
0
T t
1
—l-é/e)‘B(It)BQ(t)/K(t, s)e Bsdsdt

a

4 a
+&—/6A3(mt)9(t)/K(t, s)Be *Bsdsdt

2
0
-(1 0\ 7
e /eAB (2a—z=t)Q)(¢) /K (t,s)Be *Bsdsdt
2 \o0 -1

1
+2/ —AB(z=t)() /K (t,s) e MBS dsdt

a

1 0
— o /BQ() AB(2a—z— 2t)dt

0 -1/

/BQ( ) AB(z+2a—2t) 1 0 dt

0 -1

1
+a+/e’\B(””t)BQ(t) i/K(t,s) + BK(t,8)B| e *Psdsdt

a t
1
+a~ / e MBQRa=2=) BQO)(t) 3 / K(t,s) — BK(t,s)B| e *dsdt
1

0 —t

1
+/6—AB(x—t)BQ(t) E/K(t’s) + BK(t,s)B| e *Psdsdt

a
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a

1 0
— o /BQ() AB(2a—z— 2t)dt

0 -1/

/BQ( ) AB(z+2a—2t) 1 0 dt

0 -1

a

a

t
+Oz+/e’\B(f”t)BQ(t)/KJF(t,S)e’\Bsdsdt

1o\
+a~ /e/\B(ant)BQ(t)/K_(t,s)e)‘Bsdsdt

0 —1 :

x t
+ / B0 BO(#) / K, (1 ) P dsdt

a

esitligi elde edilir. Burada

a x

1 t+2q —
IlZ/BQ(t)e)\B@a_w_zt)dt:5/BQ( + ; T)e Bl g
0 r—2a
12 = /BQ(t) e—/\B(x—l—Za—Qt)dt
o 0 —1
2a—x 1 0
1 2a —t
= ——/BQ(—H ) e Bt
2 2 0 -1

/ —ABz=t) BO(t /K+ (t,5)e *Bsdsdt

/BQ )‘B(zt)/KJr(t, s)e *Bsdsdt
0

t
:/ t/K+(t, s)e ABE=t+s) g5t

0 —t

T a

Iy = / / BQUOK, (¢, t+ ¢ —2)d¢ | e Pt

z—2a z—t
2
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a

t
- / e~ AB(2a—s—1) (1) / K (1 5)e— B dsdt
0 —t

a t

= /BQ(t)/K_ (t, s)eBRamr=t=s) gs t
Zt

0

a r—2a+2t
= /BQ(t) / K_(t,¢+2a—x —t)e d(dt
0 r—2a

Iy = / / BQUOK _(¢,t+2a —x — )d¢ | e *Plat

r—2a t+2a—=x
2

x t

I5 = /eAB(ﬁt)BQ(t)/KJF(t,S)eABSdsdt
Zt

a

x t

= / BQ(t) / K (t,8)e MEt3)dsdt
—t

a

x x

:/BQ(t)/K+(t,§+t—x)e_w<d(dt
r—2t

a

r—2a T

I :/ /BQ(C)K+(C,t—|—Q—x)dQ e Bt

—x x—t

+ ] (iBQ(g)K+(§,t+ ¢ — x)d<> e Bt

r—2a a

oldugundan,

/K_(x,t)e’\Btdt . ( ) / BO( 2=z )~ ABt gy
2\ o0 -1

—x —2a

2a—x
- 1 0
o / BO(e-L2a) e ABt gy
2 J 0 —1
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+at / /BQ(C)KJF(C,H— ¢ —x)d¢ | e Bldt

+a(1 0 )/ /BQ(()K({,t—I—Qa—aJ—C)dC e Bt

r—2a t+2a—x
2

- / / BQ(OK, (¢, t+ ¢ —x)d¢ | e Bldt

o] /m@m@ﬂmdg) gy

seklinde yazilir.

Buradan,
r—2a 2a—zx T
/K(.T,t)@_ABtdt+ /K(l’,t)e_)‘Btdi—i— /K(I,t)e_ABtdt
T r—2a 2a—x
_ 1 0 2a—2z
= O[_ /BQ(M%)e—)\Btdt
2 \o0 -1
r—2a
(3 0) Jomerne
2
0 -1
2a—2x
+a_/BQ(xt24r2a) e—ABtdt
2 0 -1
2a—x
2a—2z a
+O‘+/ /BQ<C)K+(C,t+C—x)d§ e Bt
r—2a z—t

v ‘

T

+at / /BQ(C)[Q(C,t—l— ¢ —x)d¢ | e *Bldt

2a—zx z—t
2

2a—x a
+a~ ( by ) / / BQOK_(¢,t+2a —x — ¢)d¢ | e *Bldt
0 -1 r—2a t+2a—x

48



—1—04(1 0 ) / ( / BQ(C)K(C,t—i—%xQdC) e Bt
0 —1 .

2a—x T
+ / (/BQ(Q)}Q((, t+ ¢ —x)dC | e it

r—2a a

+/ (/BQ(C)[Q(C,tJer)d( e~ ABt

2a—x a

esitligi elde edilir. Bu egitlige gore,

a<x, —r <t<zx—2a durumunda,

xT

K_ (1) = / BO(OKL (Gt + ¢ — 2)dC

r—t

2

a<z,r—2a<t<2a— r durumunda,

o 1 O 249
K_(o.t) = = ( . ) BO(=52)

a

tat / BOUOKL (¢t +C — 2)dC

x—t

2

1 0 r
+a” ( ) / BQOK_((,t+2a — 2 — ()d¢
0 -1

t+2a—x
2

T

" / BOUOKL(C.t+C — 2)dC,

a
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x> a, 2a — x < t < x durumunda ise,

- (1 0 —
K_(0,t) = & BO (ﬂ)
1

+a+/BQ(C)K+(C,t+C—x)dC

x—t

2

1 0
+a” / BQO)K_(¢,t+2a —x —)d¢
0 —1 t+2a—z

" / BO(OKL (Gt + ¢ — 2)dC

a

oldugunu alimir. Boylece, her durumda, K, (z,t) ve K_(x,t) fonksiyonlar1 igin

asagidaki integral denklemleri sistemleri elde edilmis olunur.

.t <x < aigin,

K (z,t) = §BQ(

K_(nt) = / BO(OK- (ot — o + ()dc

IT.a <x ve —x <t <z —2aigin,

a

Kiwt) = Spoh +ar [ BOQOK @b+ - Qe
1 0 r
+a~ /BQ(C)K+(C,t—2a+x+C)d(
0 1),/
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x

+/BQ(C)K(C,t+ x —()d¢

K (n,t) = / BO(OKL (.t — 2+ O)de

z—t

2

l.a<xz,xr—2a <t <2a—xigin,

a

)+ a+/BQ(C)K_(C,t+x —()d¢

x+t

at T+t
Ki(z,t) = TBQ( 5

1 0
—i—oz( ) /BQ(C)K(C,t—l—Qa—x—C)dC
0 -1

2a—x+t
2

T / BOUOKL(C,t 4+ ¢ — 2)dC

a

IV.a<z,2a—2x<t<xigin,

at T+t

-(1 0 —
K_(n.t) — a_( )BQ(t x+2a>
2 0 —1 2




rat [ BRAOKL G+~ g

x—t

10 f
+a~ ( ) / BQOK_(¢,t+2a —x —)dC
0 -1/,

T+t
2

xT

" / BO(OKL(C,t 4+ ¢ — 2)dc

a
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2.3 Cevirme Operatdriiniin Varhig ve Ozellikleri

Bu boliimde 2.2 alt boliimiinde alinan integral denklemlerinin her bélge icin
¢oziimiiniin varlhigi ve tekligi gosterilecektir. Ayrica cevirme operatoriiniin gekir-
deginin sagladig1 ozellikler incelenecektir. Bunun i¢in ardisik yaklagimlar yontemi

uygulanirsa;

.t <z <aigin,

x+t
2

Kﬂ(w,t):%BQ( ), KOz, ) =0

( T

K(et) = [ BOOK (Gt -0+ Qe

z—t
2

T

K2 (a,t) = /Bﬂ(g)m—l(g,t + o= )de

x+t
\ 2

I[I.a<zve —x <t<zx—2aicin,

T+t
2

0 at 0
K (x,t) = 7BQ( ), K%(x,t) =0

xT

K" (2,1) = /BQ(()Kil(g,t—a:JrC)dC n=12,. ..

x—t
2

a
+

K1) =% / BO(OK™ (.t + 2 — C)dC

ta / BO(OK™ (.t + 2 + ¢ — 2a)dC

2a—x—t
2

T

+/BQ(§)K"‘1(§,75 tz—Qdc  n=12...

a

III. a < x ve £ — 2a < t < 2a — 7 igin,
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xT

1 0

) / BQOKYHC t+ 2+ ¢ — 2a)dC
0 _]' 2a— t

+/BQ(§)K21(<,t + 1z —()d¢ n=12...

a

a

K™(z,t) = oﬁ/BQ(QKil(g,t—ijC)dQ

x—t

2

1 0 r
o ( ) / BQOK™ (¢, t — & — ¢ + 2a)d(C

x

0 -1

2a—x+t
2

+/BQ(§)K1—1<<,15 —rx+0d¢ n=1,2,...

a

IV.a <z ve2a—2x<t<uzigin,

Oé+
KO (x,t) = —BQ(

2

KO (z,t) = %

T

x—i—t)
2

1 0 20 — - 2 —
BQ(a x+t)+a_BQ<a+x t
0 —1 2 2 2

K% (x,t) = /BQ(C)K"_I(C,t+x—C)dC n=12...

x+t

K(r.0) =t [ BROKIGt— o+ Qe

1 0 f
—i—oz( ) /BQ(C)Kfl(C,t—x—C—i—%)dC
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T

+/BQ(C)K” YW t—2+0d¢ n=1,2,...

elde edilir.

Simdi ise t < x < a i¢in yukarida elde edilen ardigik yaklagimlara gore alinan

integral denklemlerinin ¢oziimiiniin varhigi ve tekligi gosterilecek olursa;
at t
K(z,1) = - B9 <x+ > ,
8 1 [ '

e A e

1 [ '

- = / o (220 | a
2 2

/I\Kﬂx,t)\ldt:/Hmoudg:a<x> olur,

n =1 i¢in,

jHKi(x,t)Hdt/ / (QHJ )d{ dt
<3/ | [ 1o@n]jo (35=2) ac |

5/ \¢/ 12(0)] 9(2“%) dt | d¢
%]Q«)U 9(2“#) dt | d¢

olur. Buradan

T T ¢ T
JlK @ ola < [0l (/ms)ds) ac = [ 1960 oc)ac

95




- / o(Qd(o(0)) = T \ _ @)

2 0
0

elde edilir.

n = 2 i¢in,

:% xBQ(g) j BQ(s)BQ(

2s — 2 t
K2 (a, 1) - ”)

dsd(

oldugundan

/HK (@.0)| dt = /
2/(/|Q (/ oo o (22260
(/Q ( 19(s ||H 28 2<+t+x)

%/mc( (

‘/HQ /ﬁ( 7’\Kz (2 2C+t+m>
=
_ %O/||Q<<>||O/||Q<s>||2<_£_x o (*5)

olur. Buradan,

T T ¢ s
Sz ol < 101 [ 1961 [ 100 dudsic
- z q x ¢
- / 1200 / 19(s)]] o (s)dsdC = / 1200)] / o(s)d(o(s))dc

56

¢
/ BQ(s)BO <2S - QC; t x) dsdc| | at

ds ) dg) dt
d5> dt) d¢
ds) dt) d¢
dt) dsd¢

dtdsdC

—————

\m

2§+t+x)




= [0601 Z&ic = [ aoien = T

elde edilir.

Benzer gekilde n = k i¢in de tiimevarim yontemiyle

x o2k (o r - o (2k+2) (o
/HK_%’“(m,t)HdtS@k—Jrg)!)Ve/HK—Jr (1) dt < (2k+;)!)

—x

esitliklerin dogrulugu elde edilir. Gergekten de,

T

KE%2(w0) = [ BOOKHI(C 40— O

x—t

2

/|\K2’f+2xt\|dt<//uﬂ WK 42— Q)| d¢dt

—xz—t
2
T 2(—x

=// 1RO || B¢t + @ — )] dede
0 —=x

T 2(—x
= [ [ 152+ - 0| deic
0 —x

olur. Boylece,

x x q
/I\Ki’”%x,t)udtg/HQ(OH/\lKi’““(c,u)Hdudc
- —C

U(2k+3) (:E)

U(%H (€) 1 2k+2 _
/H O (2k:+2)!/0( (Qdo(¢) = (2k + 3)!

elde edilir.

Benzer sekilde,

xT

K30 ) = [ BUOKTHC b+ ¢ - a)de

x—t

2

/|\K2k+3xt\|dt<//||sz W22t — @+ 0)|| deat
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= [ [ 1o RE G = o 0 dta

0 z—2¢

/HQ H/HKM t— 2+ Q)| dtd
r—2¢

/||Q H/ / (s) K%+ (s,2¢ +t — x — s)ds|| dtdC
x—2( | R¢=z+t +t

/HQ II/ / 1) || | |2 (s, 2¢ +t — 2 — s)|| dsdtd(
r—2( 2wt
¢ 2s+x——2¢

/||sz ||/ [ 124,26 + ¢~ ) s

z—2(
veya

/IHKT“”’( 1) _/w“Q(C)H/CHQ(S)H/SHK%“(S,U)Hdudsdg

o2 H2)( a(2k+2
/HQ H/HQ Shasdc = /HQ H/

/|| H oI 1 / 2k+3)(()do (¢) = _ (2k+4) (1)
2k+3 T k3’ ? 2k +a” W
0
olur.
O halde
/ (2k+1)
2%k o (x)
<
[lIrteaye <
r (2k+2)
2k+1 < 2 (z)
/HK (1) = (2k+2)!

esitliklerinden Z / HK:’E(ar,t)H dt serisinin [0, 7] araliginda z’e gore diizgiin
yakinsak oldugu soylenir.
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K(z,t) = Ki(x,t) + K_(x,t) oldugundan K"(x,t) = K% (z,t) + K" (x,t) dir.

T

K™ (x,t) = /BQ(C)K”_l(C7t+éB—C)dC+ /BQ(C)Kﬁ_l(C,t—:BJrC)dC

z+t r—t
2 2

T+t
2

KO, 1) = KO () + K° (1, 1) = %BQ( ) = KOz, 1)

oldugundan lim Z/HKm(a:,t)Hdt < e’ — 1 olur.
m:O_m

Q(z) fonksiyonu diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda Y (z,\) fonksiyo-

nunun (2.2.3) ifadesi By’ + Q(x)y = Ay denkleminde yerine yazilirsa,

Y(z,\) = Yo(z,\) + /K(x,t)e"\Btdt oldugundan,
Bdi Yo(w, \) +/K(m,t)eABtdt + Q(x) | Yo(z, \) + /K(xjt)e)‘Btdt
T

=\ | Yo(z,\) + /K(:U,t)e_’\Btdt
veya

BY{(z,\) + B%/K(w, t)e ABtdt + Q(z)Yo(z, \)

+Q(I)/K(l‘,t)e—>\3tdt = AYo(z,\) + A/K(m7t)6—)\3tdt

yazilir.

BY{(z,\) = AYy(z, \) oldugundan,
d [ z .
B%/K(x,t)e—ABtdt+Q(x)%(x, A)+Q(x)/K(x,t)e—ABtdt — )\/K(x’t)e—)\Btdt

—T

elde edilir.

t <z < aigin,

a7 v )
B% /K(x,t)e—*Btdt —|—Q(x)e—ABw+Q(g;)/K(:c,t)e—/\Btdt - )\/K(m’t)e—)\Btdt

—
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olur. Buradan,

[OK (a1
B |K(xz,x —0)e *B* — K(x,—x + 0)e*B* + / 0(37’ )efABtdt
T

—T

+Q(z)er? +Q($)/K(ag,t>€—ABtdt _ )\/K@j’t)e—)\Btdt

—x

yazilir. Boylece,

[BK (2,7 — 0) + Q(z)] e *P* — BK(z, —z + 0)e??

+ / {BW +Q(2)K (x, t)} e MBldt = ) / K(x, t)e Bt
olur.

Son egitligin sag tarafindaki integral icin bir kez kismi integrasyon uygulanirsa,

)\/K(x, t)e*Bldt = K(z,x — 0)Be " — K(x, —x + 0) Be*P?

—x

T

_/8K(x,t) Bef)\Btdt
ot

—x

elde edilir. O halde
[BK(z,z — 0) + Q(z)] e *B* — BK(z, —z + 0)e??

+/ {BW - Q(x)K(x,t)} e Bt = K(x, 2 — 0)Be B

—T

—K(z,—x + 0)Be* — /

—T

0K (z,1)

B —)\Btdt
ot ¢

olur. Bu son esitlikten,

1) BK(z,z —0)+Q(z) = K(z,z — 0)B

2) BK(x,—x+0) = K(z,—z+0)B
B@K(x,t) _aK(x,t)B

3) ox ot

+ Q) K (2,) =
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elde edilir.

a < 7 i¢in,

2a—2x

/th Ye Bldt + /th Je MBtdt + /th Je B gt

1 0
+Q(z) |aTe B +a~ o~ B(2a—2) —i—Q(x)/K(x,t)eABtdt
0 —1
2a—x
/th Ye MBldt + /th Je MBldt + /K:ct Je Bt
r—2a _

olur. Boylece,

B[K(z,z —2a— 0)e MBE20) _ [((g —x + 0)erB?

T— aaK ,
+ / %6)\]&6(& + K(CL’, 2 — T — O)BfAB(2afx)

xXr
2a—zaK
t
—K(z,7 —2a + 0)e ABl—20) 1 / ﬂe—mdt
Ox
r—2a
[ 0K (,t
+K(z,2 —0)e B — K(2,2a — x + 0)e M=) 1 / (z, )6_)‘Btdt
s
2a—x

1 0 .
+(X+Q<$)€_)‘Bx 4 on(x) 6—/\3(2a—x) + Q(ﬁ)/K(]?, t)e—)\Btdt

0 —1

2a—zx

= /K:Et Ye ABtdt + /th Ye ABtdt + /th )eABtdy

seklinde yazilir. Diger taraftan,

r—2a

A / K(:C, t)e_)‘Btdt = K(x, xr — 2a — O)Be—/\B(x—Qa)

r—2
—K(z,—x + 0)BePr — /

—T

0K (x,1)

Be Pt
o
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2a—x 2a—x

a—I aK 7t
A / K(x,t)e Bt = Kz, t)Be_ABtﬁ,w _ / #Be—kBtdt
r—2a 9
— K(l’, 2 — T — O)Bef)\B(2a7w) _ K(l’, x — 2a + O)BefAB(foa)
2a—2x
_ / K (x,1) Be- Bty
ot
r—2a

A / K(z,t)e Pldt = K(2, 2 — 0)Be P — K(x,2a — x + 0) Be P(2a-2)
2a—z

x

B / 8K(x’t)Be*ABtdt
ot

2a—x

olarak bulunur. Boylece,
[BK (2,2 — 2a — 0) — BK (2,2 — 2a + 0)] e *B@—20)

+ | BK(2z,2a — 2 — 0) — BK(x,2a — x4+ 0) + o~ Q(z) e~ MB(2a—x)
0 -1
[ OK(z,t
—BEK(z, —z + 0)*P* + [BK (z, 2 — 0) + o+ Q(x)] e 57 + / B gfm ) o ABiy
X

—i—Q(x)/K(x, t)e ABtdt

= [K(z,7 —2a — 0)B — K(z,x — 2a + 0)B] e~ *B(z=24)

+[K(z,2a — x — 0)B — K(z,2a — 4 0)B] e P(e—2)
—K(z,—x + 0)Be*B* + K (x, 2 — 0)BeB* — /%Be—wtdt

—X

olur. Bu son esitlikten,

1) BIK(z,z —2a — 0) — K(x,x — 2a + 0)]
= [K(z,z —2a—0) — K(z,x — 2a + 0)| B
1 0
0 —1

2) B[K(z,2a —z —0) — K(x,2a — 2+ 0)] + o~ Q(x)
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= [K(z,2a — 2 —0) — K(2,2a —x +0)| B
3) BK(z, —z +0) = K(z, — + 0)B
4) BK(z,x —0) + a*Q(z) = K(z,z — 0)B

B@K(x, t) _O0K(z,t)

ox ot B

5) Q@)K (2,1) =

elde edilir.

O halde agagidaki teorem ispatlanmig olur.

Teorem 2.3.1: /HQ(x)H dx < 400 olsun. (2.1.1) denkleminin Y (0,\) = I
0

baglangi¢ deger kogulunu saglayan Y (z, \) ¢oziimii,

Y(xz, ) =Yo(z,\) + /K(m,t)e_)‘Btdt

seklinde gosterilebilir, oyleki ||K(z,t)|| oklid normu, o(x) = / [|€2(t)]| dt olmak
0

lizere

/|\K<x,t>udtsﬂx>—1

esitsizligi saglanir.
Ayrica Q(x) fonksiyonu diferansiyellenebilir ise K (x,t) fonksiyonu agagidaki
ozelliklere sahiptir:
0K (z,t)
ox
2) BK(z,—2+0) = K(z,—2+0)B

0K (x,t)

B
ot

1) B + Q) K (2,t) = —
3) BK (2,7 — 0) + Q(z) = K(z,2 — 0)B, t<z<a
4) BK (2,2 —0) + o Q) = K(z,z — 0)B, a<ua
5) BIK(z,x —2a —0) — K(z,z — 2a + 0)]
= [K(z,2 —2a—0) — K(z,z —2a+0)]| B, a<u
1 0

6) B[K(z,2a —x —0) — K(z,2a —x +0)] + a~ Q(x) -
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=[K(z,2a—2—-0)— K(z,2a—z+0)|B, a<zx

Diger taraftan p(z) € L9(0,7) ve q(z) € L2(0,7) oldugundan K(z,t) =
(KGj(x,t))7 =, matris fonksiyonunun elemanlar; her bir fiks edilmis = € [0, 7]

icin ¢ degiskenine gore Ly(0, 7) uzayma aittir.
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ITI. BOLUM
3.1. Karakteristik Fonksiyon ve Ozellikleri

Bu boliimde L self-adjoint operatoriiniin spektrumunun 6zellikleri 6grenile-
cektir.
Q(z) = 0 oldugu durumda L problemi L olarak gosterilsin.
[k olarak,
Y = Ay1
—h = Ay2
denklem sisteminin

y1(0) = 1, y2(0) = h baglangi¢ kogullarim saglayan ¢oziimii yazilirsa;

y1(x, \) = —hsin Az + cos Az
yo(z,\) = hcos Az + sin Az

olur.
©01(0) = 1, ¢©u(0) = h baslangic kosullarini ve ¢y(a — 0) = Agy(a + 0)
stireksizlik kogulunu saglayan ¢,(x, A) fonksiyonunu elde etmek igin;

once r < a oldugunda,

—hsin \x + cos \x

1
= QOO(xv )‘> = 2_ fO(gj7/\) - f0($,)\)
hcos Az + sin Ax v

olacak gekilde fo(z, ) aramir. Bu fonksiyon

—h 41
f0(07>\): af(a_Oa)\):Af(a'+0a)‘)
1+1h
kogullarim saglamaktadir.
( h
—h+1 ,
e, r<a
1+1h
fO(Ia >‘) =
—h 41 . —h—1 .
c1 e 4 ¢ e‘“‘”*’, a<x
\ 1+ih 1—1h
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oldugundan,
fla—0,A) = Af(a+ 0,)\) siireksizlik koguluna gore,
—h+i . a 0 —h+1 —h—1

ez)\a — ¢ ei)xa + ¢y e
1+ ih 0 ot 1+ ih 1—ih

—ida

(—h+1i)e? = aci(—h + i) + acg(—h — i)e™

(14 ih)e? = a~te (1 +ih)e + aley(1 — ih)e e

1,1 1,1 —1—ih 4.
a =gl teke =@ T
bulunur. Bu durumda,
(
—h+1 o\
e, z<a
1+1h
1,1 —h+1
folz,\) =< =(=+a) e
2°a 1+ih
1,1 —1—1h —h —1 .
"‘_(— — Oé) .Z €2>\ e_ZALE? T >a
2« 1—1h 1—ih
\
veya
(
—h+1 "
e, z<a
1 +h
fU((Ea )‘) =
—h+1 . t—nh :
Oé+ elkﬁ_i__a* 62)\(2a71)’ a < x
141h —1—1h

seklinde elde edilir.

ool V) = - [ ol V) = Tola, )

oldugundan,
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900(1‘7 )‘> =

olur. Boylece,

\

—hsin Ax + cos \x
Tz <a

hcos \x + sin \x

—hsin A\x + cos \x
at
h cos Ax + sin Az

cos A(2a — x) — hsin A(2a — )
—‘—O[i 5 a<x
hcos A(2a — x) + sin A\(2a — x)

1
By’ = Ay denkleminin ¢,(0,\) = baslangi¢ kogullarini ve
h

pola—0) = Apy(a+0), A=

900(33’ )‘) =

300(% )‘> =

\

0

suireksizlik kosullarini saglayan

a—l

Po1 (% )\)

¥o2 (’ra )\)

¢ozimii,

—hsin Ax + cos \x
5 O<zr<a

h cos Ax + sin Az

—hsin Ax + cos \x
hcos A\x + sin \x

10 cos A(2a — x) — hsin A(2a — )
+a~ ,a<zr<m
0 —1 hcos A(2a — x) + sin A(2a — x)

seklinde gosterime sahiptir.

Ag(N) ile Ly probleminin karakteristik fonksiyonu gosterilecek olursa;

Ag(N) = yao(m, A) + Hyy (m, A) = 0 oldugundan

Ag(A) = at [hcos A +sin Am) + a~ (—hcos A(2a — 7) — sin A(2a — 7)]

+ H [aT(cos A\m — hsin Am) + a~ (cos A(2a — m) — hsin A(2a — 7))] = 0

oldugu aciktir.
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Bu denklemin kokleri Ly probleminin ézdegerleridir. Burada n > 0ise A2 > 0,
n = 0igin \) = 0 ve n < 0 ise A2 < 0 olarak kabul edilirse; n = 1,2,...icin
A= — XY oldugu agiktir.
Asgagidaki lemma dogrudur.

Lemma 3.1.1: ;;151 An = A = B8 > 0 yani Ag(\) = 0 karakteristik denk-
leminin kokleri ayriktir.

Ispat: Tersi kabul edilecek olursa, yani {)\2} dizisinin {Agk} ve {5\?%} alt

N N
o 1 s (0 - 0
dizileri vardir, oyleki A, # A, ve k — oo iken A, , A, — oo ve ayrica

<0

lim (A) — A, |=0
k—o00 k

Nk

dir. Ly(0,7; R?) uzaymda Lo probleminin ¢,(z, ) ) ve ¢y(z, 5\?%) ozfonksiyon-
larinin ortogonallik kosulundan yararlanilirsa;

K ™

S -
0= [eule 8, ool o, )iz = [anfe, X ool 0, )
0 0

™

<0
+ feoe ) [ate ) — a0 de
0

veya

a ™

0= /gpo(x,)\gk)goo(x,)\gk)dx+/g00(a:, )\gk)¢0($7)\gk)d$

a

™

)
+ [, {%@:, 3 ) = pola, Az,g] da

™

_— )
ol 8, Voo N+ [l ) {mx, )~ ol ASL,)} da

0

v -
o .

- \0 0
—hsin A\, x +cos A,

I
—

( —hsin Agkﬁ—i—cos )\?%:v hcos)\gkx+sin)\2kx ) o o
' hcos A, x +sin A, x

<0

oo X2,) [mx, 32— pola, Aii,)] da

St~ ©°
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a ™

- /(h2 + 1)dx + /900(3:, )\?Lk) |:(,00<£L’,5\nk) — (e, )\?lk)} de

0 0

<0
=2+ D+ [l ) [%(x, ) ool Agg} da
0

olur. Burada < -,- > sembolii R? 6klid uzayndaki i¢ carpimi gosterir. Boylece

<0
0> (R*+1)a+ / < oz, A} ), [900(%/\7%) - cpo(m,/\gk)} > dx (3.1.1)
0
esitsizligi elde edilir.
o, ) ¢oziimiiniin ifadesinden goriildiigii gibi her = € [0, 7] i¢in z’e gore

diizgiin olarak

) {0
Tim |leo(w, ,) = 2ol A0, )|
.10 10 <10 0
—hsin\, x +cosA, T+ hsin\, r—cosA,
= klim

<0
0 : 0 10
hcos A, x +sinA, x —hcos\, © —sin A, -

- klggo\/(hZ + 1)(sin ;\?lkx —sin Ay, 2)? + (h2 + 1)(cos ;\2kx — cos A, x)?

<0
A A, — A
= lim4/2(h2+1)(1 — cos()\zk -\ )T) = klim 2Vh? + 1sin M

k—oo 2

olur. Burada ||-||p. = /< -,- > dir.

Bu nedenle (3.1.1) esitsizliginde k& — oo iken limite gegilirse 0 > (h% + 1)a

r =0

oldugu elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Bu geligki Lemma 3.1.1 'in dogru oldugunu

gosterir.

A(N), {M\} ve {a,} ’ler sirasiyla L probleminin karakteristik fonksiyonunu,

ozdeger dizisini ve normallestirici sayilar dizisini gostersin.

¥1 (ZL’, )‘) . . ..
o(x,\) = fonksiyonu ile (2.1.1) denkleminin ¢(0, \) =
P2 (I‘, )‘) h
baglangic kosullarimni ve (2.1.4) siireksizlik kogullarim saglayan ¢oziimii gosterilsin.
—h+1 —h+1i
YE) (5(], /\) — efABx
1+1h 1+ih
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—h +i
={I - XzB+ N2’B> - N’2*B*+ ...}
1+ih

0 1 , (10 Lo 0 1 —hti
= I—)\z — N2 + 2723 +...
-1 0 0 1 -1 0 1+1h

—hi Lin \ [ ki L[ 14k
= —\z — N2 + M3 +...
1+ h h—1 1+1h h—1

—h+1i— At — Mxih + N222h — X222 + 323 + \323ih + . ..

14+ ih — Axh + Mxi — N222 — N222ih + Na3h — 323+ ...

—h(1=M224+ . ) +i(1 = N2+ ) = D = N2 ) —ih(ODa — N2 L)

(1=XN224+ .. ) +ih(1 = X224+ ..) —h(dz = N3 + . ) +i(da — V23 +..)

—hcos Ax + icos \x — sin Ax — thsin Az

cos A\x + th cos \x — hsin Ax 4 ¢sin A\x
—h+1 .

= (cos Az + isin Ax) = fo(z, \)
1+ih

oldugu goriiliir. Boylece

—h+1 —h+1
fo(z, A) = Yo(x, \) , F(x,\) =Y (z,\)
1+1h 14 ih

vektor ¢oziimleri yardim ile,

z,\) — F(x —h+1 —h—i
pfoy - FEN TGN _1 YW)( 1+J;h ) YW)( o )]
=Y(z,\) ,
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yazilabilir.

Y(z,\) =Yo(z,\) + /K(x, t)e *Bldt gosteriminden yararlanilirsa,

—h+i —h+i [ —h+i
Y(z,\) — Yz, \) +/K(a:,t)e—ABt "
1+ ih 1vih ) 1+ ih

—h—i —h—i i o [ i
Y(z,\) ‘ = Yo(z, \) ‘ + /K(:c,t)e ‘ dt
1 —1h 1—1h 7 1 —1h

elde edilir. Daha sonra elde edilen egitlikler taraf tarafa gikarilirsa,

1 —h+i —h—i
— < Y(x,\) —Y(x,\)
2 1+ih 1—ih
1 —h i —h—i
L SRS RS Z
20 1+ih 1—ih
[ —h+i+h+i
—i—/K(x,t)e/\Bt ' ' i,dt
J 14ih—1+ih | 2

olur. Buradan,

r 1
@CLA)@dxwv%/}(@aﬂeABt( )fﬁ
h
elde edilir.

() (e
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()0

M= Mh = N2+ N53h+ ... 1= Mh =22+ \383h + ...

“Nth + M — N22h — N33 + ... h+ M — N22h — X33 + ...

(LN + .. ) —h(NM =N+ ..) cos A\t — hsin At

h(1=N2+ . )+ M=XNE+ ) hcos At 4 sin At
oldugundan,

i 1
ez, A) = @o(z,A) + / K(z,t)e P ( ) dt
h
i cos A\t — hsin At
7 hcos A\t 4 sin At
olur.

@(x, \) matris ¢oziimiiniin @, (x, \) ve p,(x, ) bilegeni igin

Spl(xv )‘> = 9001(‘737 )‘)

+/ {Ki1(z,t) [cos \t — hsin \t] + Kqa(x,t) [hcos A\t 4 sin \t]} dt

—x

302(x7 >‘> - QOOQ(IJ >‘)

—i—/ {Ka(x,t) [cos A\t — hsin \t] + Koo(x,t) [h cos At + sin At]} dt

ifadeleri elde edilir. Buradan,
01(, A) = oy (x, ) + / (K11 (2, t) + K1 (x, —t)] cos Atdt

0

x T

+/ [Ky1(z, —t) — Kij1(x, t)] hsin Atdt + / [Ki2(z,t) + Kia(x, —t)] hcos Atdt

0 0
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T

+ / (Kia(w, ) — Kia(, —t)] sin Mdt
0

veya

©1(x, N) = ooy (x, \) + /Iw(ll(x,t) cos \tdt + /I?ll(x,t)hsin Atdt
0 0

+/IN(12(at,t)h cos \tdt + /%12(I,t> sin Atdt
0 0
yazilir. Burada
Kll(l’,t) = Kll(I‘,t) + Kll(l‘, —t)
Ku(z,t) = Ku(z, —t) — Ku(z,1)
Kip(r,t) = Kpp(x,t) + Kia(z, —t)

Kia(z,t) = Kia(x,t) — Ko, —1)

Benzer sekilde,

©o(x, N) = Yoz, \) + /l}gl(x,t) cos \tdt + /I}gl(w,t)hsin Atdt
0 0

—|—/}N(22(x,t)h cos Atdt + /}?22(x,t) sin Mtdt
0 0
olur. Burada N
Kzl(ﬂi,t) = Kgl(l', t) + K21($, —t)
}N(gl(x,t) = Kgl(l', —t) — KQl(IL‘,t)
Kzg(l’,t) = KQQ(.CL‘, t) + KQQ(LL‘, —t)

Kop(w,t) = Kp(x,t) — Koa(w, —1)

~ 2 ~ 2
ve ayrica (Kij(:c, )) ve (Kij(x, )) € Ly(—z,z) dir.

3,j=1 i,j=1
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Boylece L probleminin karakteristik denklemi

A(N) = Ag(A) + /Iw(gl(w,t) cos \tdt + /[N(gl(ﬂ,t)hsin Atdt
0 0
+ /IN(QQ(W, t)h cos Atdt + /.7(22(7?, t) sin \tdt
0 0
+H /IN(H(W,IS) cos Atdt + /7(11(71’,75)]1 sin A\tdt
0 0

+/f?12(n,t)hcos ,\tdt+/f(12(7r,t) sin)\tdt] ~0
0 0

seklinde elde edilir. Burada Ag(\) = pgo(m, A) + Hepgy (7, \) dir.

Lemma 3.1.2: L probleminin 6zdegerleri basittir. Yani A(),) # 0 dir.
Ispat:  By'(z,\) + Qz)p(z, \) = Ap(z, \)

B@'(x,\) + Q) p(x, N) = Ap(, \) + ¢(z, \)

oldugundan R? ¢klid uzayinda 1.denklem ¢(z, ), 2.denklem ise ¢(z, ) ile skaler

olarak carpilir ve taraf tarafa cikarilirsa,

B/ (z, Nz, A) + Qx)p(z, \)p(z, A) = Aoz, A)p(z, A)

B/ (z, Np(z, A) + Uz)p(z, Np(z, A) = Ap(w, )z, A) + ¢*(2, A)
B! (2, \p(w, A) — B! (2, o, A) = ¢2(, A) olur. Yani,

<, N, 93, 3) >=< BF (2, 0), (2, )) > — < B (2, A), ¢, ) >

elde edilir. Buradan

< BE'(x,A), p(x, A) >



= QOIQ(Z', )\)(,01(1', )‘) - Spll(xv )\)QO2<IL‘, )‘)
ve diger taraftan

< Be'(x, A), p(a,A) >

o 1) A )] [ et
| -1 0 90,2('%7)‘) gb2($,)\)

NECORNEEE
_90/1 (CE, )‘) 9232 (37, )‘>

- 90/2(1‘7 )\)(p1<l‘, /\) - Qoll(xv )‘)§02<x7 /\)

olur. Dolayisiyla

< 90($’ )‘)790(1" >‘) >= 90/2(3:’ )‘)Spl(x> )‘) - (10/1(1:’ )‘)SOZ(xﬂ )‘)
= [pa(z, N1 (2, A) — (2, A)py(, A)]

esitligi elde edilir. Bu son esitlik [0, 7] aralig) iizerinde A = A, yazilarak integral-

lenirse ve

s ™

a, = /('02@7 An)dz = / [gpf(x, An) + a(, /\n)} dx
0 0
oldugu gozoniinde bulundurulursa,

™

ay, = /@2(56,)\”)@:
0

™

_ / (252, M) (2, An) — &4 (2, M), M) d

0
/ ol M) o1 (2 ) — (0, ) (2, M)
0

™

= ¢2(xa>‘n)901($a>‘n)|g - /@2(% An) @) (T, A )dx — Sb1($7/\n)902(37>/\n)|g

0

B



™

+/ Lz, )@y, A)d

0

= 9232(777 )\n)Spl(Wa An) - @1(”7 )‘n)W2(7"a )‘n) - g'o2(0, )‘n)#’l(oa An)

(b (2, M)y (2, M) — @1 (2, An)Po (2, An)] do

c\

T

—szl (07 An)@2(07 /\n) + / [901 (J}, /\n)gD/2<$, /\N) - ¢2<x7 /\N)Qoll(xv /\n)] dx

™

- / (b An)o1 (2, ) — 91 M) (i, M) dit

= @o(, An) 01 (70, An) = P1(T, An)pa (0, An)
= ¢2(0, An)21(0, An) + 21(0, An) 22 (0, An)
= @o(, An) o1 (70, An) = P1(T5 An)pa (70, An)
= @1(7, An)@o (1, An) — 21(7, An) (= Hepy (7, An))
= @1(7, An) @2 (7, An) + Hepy (70, An )1 (70, An)
= @1(m, An) [@o(m, An) + Hpy (1, An)]
= o1 (1, ) A(An)
olur. Yani
o = A(Na) 1 (T, An)

elde edilir. Buradan A(),) # 0 oldugu aciktir.
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3.2. Ozdegerler ve Normallestirici Sayilarin Asimptotik ifadeleri

Lemma 3.2.1: L probleminin 6zdegerleri icin A, = A2 4-¢,, asimptotik esitligi

dogrudur. Burada ¢, € /5 dir.

Ispat: ¢ yeterince kiiciik pozitif say1 olmak tizere (§ < é)

2

. 0 /é

Gs = {A:|]A=X)| >0, n=0,+1,42,...}

n:O,il,i2,...}

olsun. Ag()\) siniis tipli oldugundan, A € G i¢in |Ag(\)| > Cse!™™ olacak

sekilde Cs > 0 vardir veya
A € Gy icin
Ag(A) = at(hcos At + sin A\) + a~ (—sin A(2a — m) — hcos A(2a — 7))

+Hat (—hsin Am + cos Aw) + Ha™ (cos A(2a — 7) — hsin A(2a — 7))

oldugundan,
|AO()\)| > 7h |ez)\7'r + 671/\71" o 7 ‘61/\71’ o 671/\71’
_ |OZ7| ‘ei)\(2a7ﬂ') _ efi)\(Qafﬂ)‘ _ |Oé7| h |€i)\(2af7r) + efi)\(2a77r)
2 2

_th ‘ei/\ﬂ o e—iAT(‘ o EH ‘e’i>\ﬂ' + 6—i)\7r|
2 2

_ |Oé2_ | H |ei)\(2a—7r) + e—i)x(2a—7r)| _ ’062_| Hh ‘ei)\(2a—7r) _ e—i)\(Qa—ﬂ)

= athlcos(mx + imy)| — o |sin(7rx + iTy)|

— o~ | [sin(z(2a — 7) + i(2a — 7)y))|
—|la~|h|cos((2a — m) x + i (2a — ) y)|
—atHhl|sin(rx + iny)| — o™ H |cos(mx + imy)|
—|a~| H |cos((2a — ) x + i (2a — ) y)|

—|a~| Hh|sin((2a — m) z + i (2a — 7) y)|

7



> ath[sinhmy| — a™ |cosh Ty|
— |~ | |cosh(2a — m)y| — |a~| b |cosh(2a — 7)y|
—atHh|cosh my| — at H |cosh 1y|

— |a~| H |cosh(2a — m)y| — |~ | Hh |cosh(2a — 7)y|

> ath|sinh ry| — at coshmy — |a~| coshy — — |a~ | h cosh 1y
—atHhcoshmy — ot H coshy — |a~ | H coshmy — |a~| Hh cosh my
= ah|sinh my| — coshmy(a™ + a*hH + o™ H + |a~|

+la~|h+|a”|H+|a"| Hh)

+ + - A
>e | Copletw L (1 hH+ H 4 D)
2 ' T 2 2
+ h
—0‘7(1 FhH 4 H 4 e | = tmn Gy

olur. Diger taraftan

A<)‘) = 902(71-7 )‘) + ngl(ﬂ-v >‘)

ve

Ao(A) = ¢o2(m, A) + Hpg (1, 3)

oldugundan

AN) = Ap(A) + /[N(Ql(w,t) cos Atdt + /[N(Ql(w,t)hsin Atdt
0 0
+ / Kas(, t)h cos Atdt + / Ko, t) sin Atdt+
0 0
+H /IN(H(W, t) cos Atdt + /I}H<7T,t)h sin Atdt
0 0

+/IN(12(7T,t)h cos \tdt + /?(m(ﬂ,t) sin \tdt
0 0

yazilir.
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lim e ™AT(A(N) — Ag(N))

[Al—o0

= lim e~ MmAIr /%21(71’,75) cos )\tdt—i-/f(gl(ﬂ,t)hsin Atdt
0 0
+ /}N(Qg(w,t)hcosAtdt+/f€22(7r,t) sin \Mtdt
0 0
te~ImAIm i /%11(77',25) cos/\tdt—i-/f}u(w,t)hsin)\tdt
0 0

+ /[?12(71’,t)h cos Atdt + /}%12(71',25) sin \tdt | =0
0 0

olur([54] Lemma 1.3.1 ’den).

Yani n ’'nin yeterince biiyiik degerlerinde A € I',, i¢in
C
IAN) — Ag(N)] < 7‘5@“1“'”
esitsizligi saglanir. Boylece n yeterince biiyiik dogal say1 olmak iizere A € I',, icin
[Im A|7 05 [Im A7
|Ag(N)| > Cse > e > |AN) — Ag(N)|

esitsizligi elde edilir.

Bu durumda Rouché teoremi uygulanirsa; n 'nin yeterince biiyiik degerlerinde
', yoriingesinin i¢ kismunda Ag(A\) ve Ag(A) + {A(N) — Ag(N)} = A(N) fonksi-
yonlarmin egit sayida sifirlar1 yani (2n + 1) sayida A_,, ..., Ag, ..., A\, sifirlan
vardir.

Benzer gsekilde Rouché teoreminden yararlanarak; yeterince biiyiik n ’ler icin
|/\ — )\2} < ¢ dairelerinin herbirinde A(\) fonksiyonunun yalmzca bir sifir1 oldugu
gosterilir.

Bu durumda § yeterince kiigiik pozitif say1 oldugundan, 7111_{1010 €, = 0 olmak
iizere A\, = /\,?l + &, yazilabilir.

An sayilary, A(X) karakteristik fonksiyonunun kokleri oldugundan,
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AN = Ag(A0 +e,) + / Ko (m,t) cos (A) + €, tdt
0

+/f<21(7r, t)hsin(AY + e, )tdt + /f{m(w, t)hcos(A\) + e, )tdt
0 0

+/f(22(7r, t)sin(\) + e, )tdt + H /IN(H(?T, t) cos(\) + e, )tdt
0 0

+ / K, )hsin(A0 + e,)tdt + / Kia(m, )h cos(\0 + e, )tdt
0 0

—l—/fflg(ﬂ, t)sin(A + e )tdt| =0
0

dir. Diger taraftan Ag(\?) = 0 oldugundan

€

Ei®

N

Bo(X) + £0) = Ag(AD)en + 0fzn) = (Bo(A2) +0(1) ) &,

olur. Eger Ag(\2 + ¢,,) ifadesi A()\,) ifadesinde yerine yazilirsa,

(B0(X2) +0(1)) 20 + / or(m, t) cos (A0 + <) tdt
0

+/f(21(7r, t)hsin(A) + e, )tdt + /f(m(w, t)hcos(N) + e, )tdt

0 0
+/f(22(7r, t) sin(\) + e, )tdt

0
+H /[N(ll(ﬂ, t) cos(An + e )tdt + /f(n(w, t)hsin(A\) + e, )tdt

0 0

+ /[}12(7@ t)hcos(AY + e, )tdt + /I?lg(ﬂ, t)sin(A) +e,)tdt| =0
0 0
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olur. Ag(\) fonksiyonu siniis tipli oldugundan, tiim )\g kokleri igin N7, N, sabitleri

vardir oyleki 0 < N7 < ’AO()\g) < Ny <00, n=0,£1,42,...dir[55]. Ayrica

[56, 57] calisgmasindan yararlanilirsa; sup |h,| < M olmak iizere
A =n+h,

elde edilir.
Teorem 3.2.2[56]: e + a;e™* + ... +a, 1% +a, =0
as ler(s = 0,1,...,p — 1) gergel sayilar, a,_1 > a, > 0, a, ler (s = 1,p)
2T () (n=0,+1,...)

kompleks, ve a, # 0 ise bu denklemin kokleri A,, =
Qo
dir. ¥(n) ise simirh kompleks degerli fonksiyon, sup |¥(n)| < +oo dur.

Bu teoreme gore,

Aog(A) = at (hcos A + sin Am) + a~ (—sin A(2a — w) — hcos A(2a — 7))

+atH(—hsin At + cos Aw) + a~ H(cos A(2a — 7) — hsin A\(2a — 7)) =0

athcos A+ atsin \r — a” sin A(2a — 1) — a~ hcos A\(2a — )

—athH sin A\t + o H cos A\t + o~ Hcos A(2a — m) —a"hHsin A(2a —m) =0

denklemi

2ie ail—a h+a hHi+a H 9ira
e e
ath—ati+athHi+aoTH

—ai—a h—a hHi+ao H 2iA(r—a)

+ e T T—a
ath—ati+athHi+aotH
ath+ati—a"hHi+ao"H
ath —ati+athHi+aotH

seklinde yazilir ve

ap =21, ap = 2a, ag =2(m —a), ag>a;>ay>0
_ai—a h+a hHi+a H
ath—ati+athHi+aotH

—a i—a h—a hHi+ao H
ath—ati+athHi+otH

ai

a9 —
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B ath+ati—athHi+atH
ath—ati+athHi+aotH

as

gosterimleri kabul edilerek Teorem 3.2.2 uygulanirsa, denklemin kokleri i¢in

.
i\ = ;T:Z +U(n) = ni + W(n)

veya

N =n—i¥(n) =n+TUi(n) (¥i(n)=h,=—i¥(n))
ifadesi elde edilir.

Burada sup |¥;(n)| < M < oo kosulu saglanmir. O halde

1 [~
Ep = ——————— Ko (m, t)cos(n + h, + &,) tdt
A&00) 1 o) 0/ 21(7, 1) cos ( )

—I—/[N(gl (7, t)hsin(n + h, + &,)tdt + /[N(gg(ﬂ, t)hcos(n + hy, + €,)tdt
0 0

+/k22(ﬂ', t) sin(n + hn + €n)tdt (321)
0

+H /IN(H(W, t)cos(n + hy, + &,)tdt + /[N(ll(w, t)hsin(n + h, + €,)tdt

0 0

+/}%12(7T, t)h cos(n + hy, + e, )tdt + /IN(H(W, t)sin(n + hy, + £,)tdt

0 0

Ku(r,-), Ki(r, ), Kia(m, ), Kis(m, ), Kot (m,-), Kot (m,-), Koa(m,-), Kao(r,-) €
Ls(0,7) oldugundan, (3.2.1)’den [54, sayfa 66-67]'ye gore ¢, € l5 oldugu elde
edilir.

Lemma 3.2.3: L probleminin normallegtirici sayilar i¢in a,, = a2 + 6,
asimptotik esitligi gecerlidir. Burada 9,, € ¢5 dir.

ispat:

A(N) = Ap(A) + /[N(Ql(ﬂ,t) cos Atdt + /?(21(71',t)hsin Atdt
0 0
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+/[N(22(7r,t)h cos Mdt + /IN(22(7r,t) sin Mtdt
0 0
H /IN(H(?T, ) cos Mdt + /IN(ll(w,t)h sin Mtdt
0 0

+/IN(12(7r, £)h cos Atdt + /f(lg(w, £) sin \tdt
0 0

oldugundan

™

A\ = Ag(h,) — / £1 91 (7, £) sin A telt

0

™ ™

—|—/tl~(21(7r, £)h cos Aptdt — /tf(m(n, £)h sin A, tdt

0 0

™

+/t}}22<7{', t) cos \,tdt
0

+H —/th(n(ﬁ,t) sin)\ntdt+/tf(n(ﬂ,t)hcos)\ntdt
0 0
- / £ 1o, )R sin Antdt + / tK 15(m, 1) cos A tdt
0 0

yazilir.

01 (T, An) = @or(m, An) + /[N(H(?T,t) cos A\, tdt + /IN(H(W, t)hsin A, tdt
0 0

+ / K1a(, t)h cos Antdt + / K1o(r, t) sin A\, tdt
0 0

ve o1 (T, An) = o1 (T, A + €n) = @01 (M, A0) + 0 0 € L
oldugu aciktir.

€

5%

!

N

= Ag(A) + Ofen)
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ve

Qp = A()‘n)gol(m An)

oldugundan,

Qp = AO<)‘H)301(7T7 )\n)

™ T

+ / Ko (m, 1) sin Antdt + / tK o (,t)h cos \utdt

™

- / £ a5 (0, )P sin Antdt + / tK 5 (1, t) oS Ay telt

0 0
+H —/tlw(ll(w,t) sin A\, tdt + /tf(ll(ﬂ',t)h cos \,tdt
0 0
—/tl}lg(’ﬂ',t>h sin A, tdt + /t}}m(w,t) cos A tdt | oy (m, Ay)
0 0
veya

a, = [AO(AEL) + O(&n)] @or (1, A0) + 0, + /l}n(w,t) cos A\ tdt
0

—|—/[N(H(W,t)hsin)\ntdt—l-/Iw(lg(ﬂ,t)hcoskntdtjt/[N(lg(ﬂ,t) sin A tdt
0 0 0

m ™

+ / — t[N(Ql(W, t) sin A, tdt + /t%gl(’ﬂ', t)h cos A, tdt

0 0

K ™

- / £ a9 (0, )R sin Antdt + / tK 5 (1, 1) cOS A tt

0 0

™ m

+H —/t[w(ll(ﬂ,t) sin A\, tdt + /tfw(ll(ﬂ,t)h cos \,tdt

0 0

s ™

- /t;{m(ﬂ, t)hsin A\, tdt + /tf(u(ﬂ, t)cos A\ptdt | | ¢i(m, A\n)
0 0
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egitligi alimir. Buradan,

= Ag(A2) 00 (1, A0) + Ag(A2)3, + Ag(A0) / K (m, 1) cos Atdt
0

+ / K, t)hsin Atdt + / Ko, )h cos Antdt

0 0
4 / Kia(m, £) sin Antdt | + O(en)oy (1, A°) + O(en)30

0
+0(e,) /lw(ll(w,t) cos \,tdt + /IN(H(W,t)h sin A\, tdt

0 0

+ / K 1o(m, )l cos Antdt + / K 1(m, t) sin A, tdt
0 0

+ / — tHK o (. 1) sin Aptdt + / tI 1o(m, )h cos Antdt
0 0
- / £ a5, )P sin Antdt + / tK 5 (1, t) cos Antdlt
0 0
+H —/tfw(ll(ﬂ,t) sin A\, tdt + /t[N(ll(W,t)hcos Aptdt
0 0
— /t%u(’ﬂ',t)hSin)\ntdt‘i‘/t?(lg(?'f,t) cos Atdt | | 1(m, An)
0 0

olur. Boylece, Lemma 3.2.1 ’de oldugu gibi
Oén:CYg“—(sn, (5n 662

oldugu aciktir.
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3.3. Weyl Coziimii ve Weyl Fonksiyonunun Ozellikleri

T, A
O(z,\) = ) vektor fonksiyonu, (2.1.1) denkleminin

U(®) = @5(0,)) — hd,(0,)) = —h
V(@) = Py(m,A\)+ HPy(m,A) =0

kogullarimi ve (2.1.4) siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimii olsun. ®(z, A) fonksi-
yonuna L sinir deger probleminin Weyl ¢oziimii denir.
A) ,A)
U(z,\) = s (e, N) = ve C(z,\) =

fonksiyonlari, (2.1.1) denkleminin

1 1
U(m, A) = H » 0(0,4) = , ve C(0,)) = .

baglangi¢ kogullarim ve (2.1.4) siireksizlik kogullarimi saglayan ¢oziimleri olsun.
U(z,\) ve C(z, A) fonksiyonlarimin A ’ya gore tam olduklar: agiktir.
Ayrica
Uz, ) =c1(N)p(z, A) + ca(N)C(z, A)

seklinde yazilir. Buradan
Uyi(m A) =c1( Ny (z, A) + co(N)Cr(z, M)

Uy (m, A) = c1(AN)y(x, A) + c2(A)Ca(x, N)

veya

1(0,A) = c1(N)p1(0,A) 4+ c2(A)C1(0,A) = c1(A) + c2(A)

Uy(0,A) = c1(A)y(0, A) + c2(N)Ca(0, X)) = c1(A)h
olur. O halde,
&) = 2 W5(0,2)
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3 = T(0,)

(B2(0,4) = RT3 (0,) = A0

ca(A) =

Wy (0,
1
h

oldugundan

Wz, \) = %\112(0,/\) (2, )) — EA()\)C(x A

elde edilir. O halde

h¥(z,\)
_W =

olur.

Diger taraftan, ®(z,\) = AN)C(z,A) + B(A)p(z, A) seklinde Weyl ¢oziimii

olugturulsun.
B(\) = %(2’ N e A = (0, 1) — w 1
oldugundan Weyl ¢oziimii i¢in
O(z,\) =C(z,\) + wwx, A) =C(x,\) + MN)p(z, N) (3.3.1)

ifadesi elde edilir.
@2(07 /\)90(3:7 )‘)
A(N)

h¥(z,\)

A =C(z,\) —

O(x, ) =C(z,\) + wwx, A)

oldugundan, C(z,\) ve ¢(z,\) (2.1.1) denkleminin lineer bagimsiz iki ¢oziimii
ve bunlarm lineer bilegeni de (2.1.1)’in bir ¢ziimii oldugundan, bu ¢dziimiin tek-

liginden
_ h¥(z, /\)

ve de

\112(07 /\) . @2(0,)\)
ANk

(3.3.3)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla ®(z, A) Weyl (;ozumu, (3.3.2) seklinde de ifade
Wy (0, A 0, A
edilebilir. Ayrica, (3.3.3) esitligindeki — Z( o ) _ = (h’ ) = M ()) fonksiyon-

lar1 Weyl fonksiyonudur.
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Weyl ¢oziimii ve Weyl fonksiyonu, kutup(poles) noktalar1 L probleminin spekt-

rumunda yerlesen merimorf fonksiyonlardir.

Teorem 3.3.1:

[e o]

h , 1 1
AﬂM:—aﬁth—hE: L%@—MJ+%ﬁ} (3.3.4)

gosterimi dogrudur.
Ispat: o(z,\) icin ispatladigimiz gosterime benzer olarak W(z, \) ¢oziimii

icinde

cos A\t — hsin A\t
W(x, \) = Uo(z, A) + / N dt (3.3.5)
h cos At + sin A\t

—(m—x)

gosterimi dogrudur. Buradan,

Uy (z,A) = Woi(z, A)

+ / (Kfn(x, £) + Niao(z, t)h) cos At + (.7\}11@, )+ Noo(a, t)) sin )\t} dt
0
\IIQ(ZE, )\) \1’02 Z, )\)

{<N21 x,t) + NQQ(:B t)h) cos A\t + (ﬁgl(x,t)h + Egg(x,t)) sin )\t} dt

yazilir. Bura,da,
Nu(z,t) = Nua(z,8) + Nia(w, —t),  Nua(w,t) = — Nt (, ) + Nua (2, —t)
Nia(,8) = Nus(z,8) + Nia(w, —t),  Nia(w,t) = Nia(x,t) — Nua(z, —1)
Not(x,) = Noa(2,8) + Noa(w, —t),  Noa(w,t) = —Non (2, ) + Noa (2, —t)
Noa(,) = Noa(x,) + Noo(z, —t),  Noa(z,1) = Naa(x,t) — Nas(w, —t) dir.
2

N(z,t) = {Nij (x, t)}ij:1 matris fonksiyonunun Nj;(z,t) elemanlar1 ve

~ ~ 2 ~
N(z,t) = {N i, t)} matris fonksiyonunun N;;(z,t) elemanlar: her fiks
ij=1
edilmis x € [0, 7] i¢in ¢ degiskenine gore Lo(0, 7) uzayina aittir.
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1
(2.1.1) denkleminin Wo(m, \) = baglangi¢ kogullarmi ve (2.1.4)

—-H
stireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimii icin;

Hsin A\ (z — 1) 4+ cos A (x —7)

‘1’0(1’, )\) =
—Hcos A (z —m) +sin A (z — )
Hsin A (m —x) —cos \ (m — x)
HcosA(m—x) +sin A (m — x)
oldugundan,
(
—H+1 :
e T—a) a<xr<T
—1—H
fO(x7 A) =
—H +1 : —1—H :
c1 eMT=) 4 ¢y e‘”‘(ﬂ_w), I<zx<a
\ —1—H —1+:H

olur. fo(a —0) = Afo(a + 0) kosulundan yararlanilirsa,

—H +1 . —i—H

o elA(Wfa) + ¢y efi/\(wfa)
—1—1H —1+4¢H

_ a 0 —H +1 JiA(r—a)
0 ot —1—4iH

veya
ci(—H +1)erm=) ¢y (—i — H) e™™ ) = o (= H + ) eN™=a)
c1 (=1 —iH) e ¢y (=1 4+ iH) e ) = o7 (=1 — iH) A9

oldugu c¢ikar. Buradan,
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H+1 A
co=a", cg=a" (i> e? M=) gldugundan,

1H—1
.
—H+1 A
eANT=2) a<z<m
—1—1H
—H+1 4
fow, ) =1 ot )
—1—H

H + 1 —i—H .
+a~ (EH t 1> eArte=20) (< g <q

—1+:H
\
veya
.
—H+1 A
A=) a<zr<T
—1—1H
—H+1 4
fow, ) =1 ot )
—1—H
1— H A
+a~ eNmt2=20) () < 1 < q
1+4+iH

oldugu elde edilir.

Bu durumda,

;

cos \(m — x) — Hsin \(7 — )

—sin \(m — ) — H cos A\(7m — z)

1 0 cos AN(z + 7 — 2a) — Hsin A(x + 7 — 2a)
Uo(z,\) = ¢ +a~ ,r<a
0 —1 —sin AN(z + 7 — 2a) — H cos A\(x + ™ — 2a)

cos \(m — x) — Hsin \(m — )
—sin A\(m — z) — H cos A\(7m — z)

) a<zx

\

Uy(0, )

oldugu gikar. O halde, M(\) = TN — R 0N

oldugundan,

Wp2(0,N)

Mo(A) = _@02(0, A) — hWo(0, A)

(3.3.6)
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yazilir.

s

FOV) = / { (Na(0,) + Nia(0, 1)1 cos Mt + (ﬁil(o,t)h + ﬁig(o,t)) sin )\t} di, i=1,2

0
gosterimi kabul edilsin. Bu durumda,

W,;(0,A) = Wg;(0,\) + fi(N), i = 1,2 esitlikleri elde edilir. Lebesgue lemmasindan
A € Gs igin l/\l‘iilrlooe*“““A‘7r |fi(A)| = 0 olur.

A(N) = Uy(0, ) — h¥1(0, ), Ag(A) = Ypa(0, ) — AW (0, N)

ve

W3(0,A) = hW1(0,A) = Woa(0, A) + f2(A) = A [Tor (0, A) + ()]

esitliklerinden yararlanilirsa,
A(N) = Woe(0,A) — AU (0, ) + fo(A) — hfi(N)

veya
A(A) = Ao(A) + f2(A) = hfi(A)
dir. ) € Gy igin [A(N)| > Csel™ ™ oldugu gozoniinde bulundurulursa,

\112(07 )‘) \Il02(07 >‘)

M(N\) — My(N\) = W0, ) — hTL(0,N) | Te(0, N) — hWy (0, )

_ Us(0,A) [Wee(0,A) — h‘l’m(o )]
o ]

[W2(0, A) = hWy (0, A)

_ = o) W0a(0,A) + hfa (M) Wor(0, 1) + fo(N)Po2(0, ) — hfi(A) Woa (0, A)
[W2(0, A) = 701 (0, M) [W02(0, A) — h¥01 (0, V)]

+ Wo2(0,A) [U(0,A) — A1 (0, A)]
[\1102(07 )‘> - hq]Ol (07 )‘)]

_ —fa(A) [Wo2(0, A) — AW (0, M)]
a [\I!2<Oa )‘) - h\lll(()? /\)] [\1102(07 /\) - h\Il()l (07 /\)]

. Woa(0,A) [2(A) = hfi (V)
(W0, ) — Ay (0, \)] [Wo(0, ) — hlg (0, M)]

B fo(N) fo(A) = hfi(N) Po2(0, A)
Wy(0,A) — h¥1(0,0)  Wy(0,A) — AT (0, \) Ugy(0,A) — hWg; (0, )
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_ L) L) —RhAX

- Mo (A
YV VR
olur. Son egitlikten,
lim sup |M(X) — My(\)| =0 (3.3.7)
[A|—ooxeGs

oldugu alinir.
Diger taraftan o(z, A,)(©o(x, A2)) ve W (z, A\,)(Po(z, A?)) vektor fonksiyonlar:
L(Lg) probleminin ozfonksiyonlaridir. O yiizden de (3, (8°) sabitleri mevcuttur

oyleki
U, M) = Bop(, M) (Wo(a, A) = Brg(e, Ay))

esitligi saglanir. O halde,

\Ijl(oa )\n) = ﬁn(pl <07 )\n)
oldugundan

1 —H 1
B, =Wy (0,\n) = ~Ws(0, \y) = _
10:0) = 7¥200.) = 2050 = arlmw)

—-H B 1
8002(7T7 )\2) 9001(7T7 )\2)

1
B = Tor(0,2,) = 7 Yo2(0, ) =
esitlikleri elde edilir.

Op = A()‘n)(:pl(wa)\n)
oy = AO(A2)9001(7T7>‘2)

esitliklerinden yararlanilirsa, W9(0,\) ve A(A) fonksiyonlart A = A, ’de analitik
ve Uy(0,\,) # 0, A(\,) = 0, A(\,) # 0 oldugundan M()\), A = A, de basit
kutup noktasina sahiptir. Ayrica My(A)'da, A = )\2 da basit kutup noktasina

sahip oldugundan

v
Res M () = _—2.(0’)\”) = —— h S
=5 Ad)  AQder(mA) o (3.358)
Wo(0, O h h -
Res My(A) = — 92< 5 ) = T30 0y 0
A=A, Ao()\n> AO()\n)SOOI <7T, )\n) Qn,

elde edilir.
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1 [ M(u) — Mo(p)

I,(z) = du, A € intl, egrisel integrali ele alinsin. (3.3.7)

T omi A—p
Iy
'den dolay1 lim I,,(z) = 0 dur.
U y Mp), _
A, M (p)’niin bir kutbu olmadigindan U H= An, n=0,%1,... ve X nok-
talarinda basit kutup yerlerine sahiptir. Bu durumda (3.3.8) ’den yararlamlirsa,
M (1) M(p) h
Res| ——=, A\, ) = lim (u — A, = —
%(u—x ) Jm =) = o T
M(p) M ()
Res| ——=, A | = lim(p — \)——= = M (A
S(3) = o - v
olur. Rezidii teoremine gore,
1 [M(u) h
— | ——=dp=M(\) — _
omi ) o= MO 2 (M — N
I An€intly
yazilir.
Benzer sekilde,
1 [ Mo(p) h
— dp = My(N) — _
2 T S D Dy
Ay, Eintl'y

n

elde edilir. Buna gore,

1 [ M(u) — Mo(p) h
— du = —M(\ Mo(A -
27i A—p H () + M) + Z (A — A)
An€intl’
F7L n n
Y
_ 5
X0 cintl'y, Q"O\" /\)
olur.
O halde

I(x) = —=M(\) + Mp(\) — Z ﬁ—f- Z ﬁ

oldugu elde edilir. Buradan n — oo iken limite gegilirse; lim I,,(x) = 0 oldugun-

dan,
o o h

0= MO - 3 S X
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M(X) = My(X) — h Z {Oén()\_)\n) a a%()\—)\o)}

n=—oo n

olur.

Mittag-Leffler acilimina gore,

h — , h 1 1
o+ == 2 g ()

yazilir. Buradan,

h >, h 1 1
My(\) = ——— — S — =
W= X (=3

elde edilir.

Elde edilen M () ve My(A) esitliklerinden,

h =, h 1 1
M) = ——— — A (.
W= X w o)

olur.

esitligi elde edilir.
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3.4. Ters Problemler

Bu boliim de L probleminin belirlenmesi i¢in Weyl fonksiyonuna ve diskret
spektral verilere gore ters(inverse) problemin ¢oziimii verilmigtir. Bu tip ters
problemler, Dirac operatorii icin konulan klasik ters problemlerden daha geneldir.

L problemi ile beraber, Q(x) potansiyele sahip L problemi ele alinsin ve her-
hangi o sembolii L problemine ait ise & semboliiniin de L problemine ait oldugu
kabul edilsin.

Teorem 3.4.1: Eger M()\) = M()) ise L = L dir. Dolayisiyla Weyl fonksiyo-
nu L simir deger problemini tek olarak belirtmektedir.

Ispat: P(x,)\) = [Pj(z, M) ko1, matrisi ele alnsin.

P @ i
P(z, \) Y1 - L) _ [ ¥ ™ 7
Py Py 0y Py
esitligi ile verilen
N $1 . i e : .
Q= , ¢ = _ ¢oztimlerinin Wronsky determinanti icin
P2 ®,

W {@(x, £), bz, )\)} = (2, ) ®s (2, \) — By, N)®1(2,0) = —h = —h

oldugu gozoniinde bulundurulursa,

Pii(x,A)  Pra(z,A) o1 0 | % oy

Por(x,A) Pz, A) Py i s P9
o, —d

egitliginin her iki tarafi sagdan matrisi ile ¢arpildiginda,

BZERZ

P11(SC, )\) P12(36, )\) Py (i)l éz —iﬁ

P21($7 >\) P22($; )\) Py ‘i)2 —Py P

B ©1 D, &)2 —&)1
©y Py —Py P
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olur. Buradan,

T Piu(z, ) Pi(A) | [ @1® = @19y~ 1+ ®1p,
Poi(z,A) Pr(z,A) 020y — D2py  —py®1 + D2y

elde edilir. Boylece,

[ Pu(e.3) = —1 (91 VBo(r,3) — Ba(, Nl )
Pialr, 3) = =1 (—oaa, Na(z, 2) + 1, ) (7, 1)) i
Py (2, )) = —% (ol Na(r. X) — Baf. N3y 1))
| P, 3) = —1 (el NBa(, ) + 0o, 1) (2, )
([ 01(@,A) = Pua(a, N3y (2, A) + Pra(, Ao, A)
03, X) = Poa(, NPy (2, 0) + Poa(, \py(, ) i)

By (x,\) = Py (2, \) @1 (2, A) + Pro(x, \)Py(x, \)

(1)2(17, )\) = Pgl(l’, )\)i)l(flf, /\) + PQQ(I, /\)‘ig(l‘, )\)
U(z, \)

\

oldugu almir. (3.4.1) ve ®(x,\) = —h ifadelerinden yararlanilirsa,

A(A)
By (2, \) = —h—\pg(x)’\;\), <I>2(x,)\):—h\p2A<(x)’\;\)
Oy(z,\) = —h\I”A(?;’)A), ég(x,)\):—hqu(?)’\))\)

yazilir. Boylece,

Pu(e.) = 5755 (21 e ) = a2 0)2a(a )

=1+ ﬁ [gpl(x, A) (‘ifg(m, A) — ‘If2($,/\)> = Wy (2, A)(@2(, A) — wa(z, )\))]
1

Pu(e: ) = 035 (—r(a V(@A) + W1 (2,0 (2, )
1

Pa(.X) = 575 (0ol Nl A) = Wale, V(@)

>

(A)
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1

PQQ(I,)\) A(}\)

CZERN ACPIER HERVENERY)

1 ~ ~
= 1t 5 [0 V@1l 0) = 1 0) = il V(T 3) = s, )|

esitlikleri elde edilir.

Sol(xa )‘) = ()001(337 )‘>

+/ {Kj1(z,t) [cos \t — hsin \t] + Kya(x,t) [hcos A\t 4 sin \t]} dt

902(:57 )‘) = ()002(377 )‘>

+/ {Ko(x,t) [cos A\t — hsin At] + Koo(z,t) [h cos At + sin At]} dt

cos At — hsin At
Uz, \) = Wo(x,\) + / N(z dt
) h cos At + sin A\t
Uy(z, \) = Yo (z, \)

+ / {N11(,t) [cos At — hsin At] + Nyo(z,t) [hcos At + sin At]} dt
(72

Uz, ) = Woa(z, A)

m™—X

+ / {No1(,t) [cos At — hsin At] + Nao(z,t) [hcos At + sin At] } dt
—(r—z)
esitlikleri ve A € G5 i¢in |A(N)| > Cse™A™ oldugu dikkate alinarak, Lebesgue

lemmasindan

lim max |[Py(z,A) — 1| = lim max |P22(a: A) — 1]

A—o00<ax<m A—000<
AEGs AeGy (3 4 3)
= lim max |[Ppp(x,\)| = lim max [Py (xz,\)| =0
A—oo 0<z<7 A—o000<z<7
AEGs AeGs

yazilir. (3.3.1) ve (3.4.1) den,

Pll(xv )‘) = _1 901(‘777 )‘>C~’2(:C7 >‘) - Cl(xa )‘)@2(567 )‘) =+ (M(A) - M<)‘))§01(x7 )\)@2(1’,)\)

h
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Pialr, N) = 1 [Ca(e, Nga(e, ) = 4 N, 3) + (M) = M) () (V)]

Par(w,N) = =5 |alz, N Calw, A) = Gl N)@o(w, A) + (M(A) = M(N)pa(w, Nale, M)]

> =

Ponl, 2) = = [Calar, N (2, 0) = Cu N, 3) + (M) = BTN, N, Y)|

esitlikleri elde edilir.

Boylece eger M(\) = M()) ise, her fiks edilmis z i¢in Pj(x, \) fonksiyonlar:
A 'ya gore tamdirlar.

Ayrica (3.4.3)’den yararlanilirsa,
Pll(l’,/\) = ]_,Plz(l‘, /\) = 0, PQQ(JZ,/\) = ]_, Pgl([E, )\) =0

oldugu gikar. Bunlar (3.4.2) esitliklerinde gozoniinde bulundurulursa, her = ve

her A igin,
901(3:7)‘> = @1(33,)\), @2(3:7)‘) = @2(377)‘)7 (I)l('xﬂ)‘) = (i)l(l'a )‘)7 q)Z(xﬂ)‘) = &32(33,)\)

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla L = L dr.
Teorem 3.4.2: Eger her n € Z igin \,, = An, Gt = @y, ise 0 halde L = L dur.
Dolayisiyla diskret spektral veriler, L problemini tek olarak belirtmektedir.
ispat:

- h 1
M == (A %) hz{ n>+agxo}

n=—oo

ve her n € Z i¢in A\, = S\n, o, = @, oldugundan,

olur.

\IJQ(ZE, )\) — @2(1’, /\) — \IJOQ(I7 /\) —f- \I}OQ({E, )\) =
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T

= <h - ﬁ) / {ngl(a:, t)sin A\t + Ngg(.’p, t) cos )\t} dt
0
yazilabildiginden,

lim e~ /tmAln [\Ifg(x, A) — Uy (2, \) — Weo(, \) + Do, A)}

|A[—o0

= <h — iL) liInMe‘_“‘““)"7r / {Kfm(ln t)sin At + &22(% t) cos )\t} dt
0

ve her bir z icin,

lim‘fl_um’\‘” / {Kfm (z,t)sin At + Kfn(x, t) cos )\t} dt =0

oldugundan,

lim €—|Im/\|7r [Wg(I, )\) — \1’2(1’, )\) — \1102(51), )\) + \ij()g(I, )\)i| =0

[Al—o0

e|Im A

R

olur ki

Wy, \) — Ua(, \) — oo, A) + Vo, /\)‘ <
seklinde sinirhdir. O halde Liouville teoreminden
’\112(95, ) — Wa(a, ) — Wea(, A) + Too(a, )\)‘ — ¢(sabit)dir.

z = 7 noktasmda Wy(m, ) = Wey(m, A), Ty(m, \) = Woy(m, \) oldugundan

‘%(w, ) — Uy, A) — Woa(m, A) + Woo(, A)‘ — 0 dur.

mT—X

Buna gore (h — h) / {N21($, t)sin A\t + Kfzz(x, t) cos )\t} dt = 0 olur.

Bu durumda h — h = 0 veya h = h dir. Béylece M(\) = M () olur ki Teorem
3.4.1’den L = L dur.

Teorem 3.4.3: Eger her n € Z igin A, = Ay, W, = [, ise L = L dir, yani
{A\n} ve {u,} dizileri L problemini tek olarak belirtir.
spat: A(\) ve A()\) fonksiyonlarmin 6zelliklerinden,

lim &
A—00 A()\) )
olup, analitik fonksiyonlarin teklik teoreminden, A(X) = A(\) oldugu gikar.

— 1 oldugu agiktir. A, = X, ve A()) ile A()\) analitik fonksiyonlar
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U(z, \) = B,p(x, \,) oldugundan

U(z, \y) = B,@(2, M) = B,2(z, An)

\I/(.I‘, )‘n) = ﬁ/(l‘, )‘n) = Bn@(ﬂf, )‘n) = ﬁn@(l‘, )‘n)

~
~

yazilir. Buradan 3, = 3, olur. Ayrica A(\) = A()\) oldugundan A(\,) = A(\,)
dir. O halde A()\n) = a,, [, esitliginden o, 3, = dan yazilir. Buna gore «,, = &,

olur. Boylece Teorem 3.4.2’den L = L olur.
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