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Ekici ve Noiri 2006 yilinda normal, almost norma mildly normal uzaylarin
bir genellemesini sunmgtur. Bu genellemenin karakterizasyonundapreacik
kiimelerden yararlanilgtir. Bu tezde §pr -kapali kiimelerin ézellikleri ve &pr~ -

kapali kimelerin 6zellikleri asairiimaktadir.
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In 2006, Ekici and Noiri have introduced a genegatlon of normal, almost
normal and mildly normal spacesépy-open sets are used to characterize this
generalization. In this thesis, the properties&gfrgclosed sets andgr -closed sets

are investigated.
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BOLUM 1. GiRIS Sena OZEN

BOLUM 1

GIRIS

Levine 1970 yilinda genefteilmis kapali kiimeler kavramini ve;Fuzaylar
kavramini sunduktan sonra literatirde buléada bircok cabdmalar olmugtur.
Ornesin Caldas ve ark. (2008); El-Shafei ve Zakari (20@araf ve ark. (2005); Cao
ve ark. (2005); Muthukumaraswamy ve Devi (2004tdas ve Jafari (2003); Cao ve
ark. (2002); Baker (2001); Dontchev ve Maki (199Bpntchev ve Maki (1999);
Ekici ve Noiri (2006).

2006 yilinda Ekici ve Noiri normal, almosdrmal ve mildly normal uzaylarin
bir genellemelerini sunmglardir. Bu calymada Ekici ve Noiri birgok ifki ve
Ozellikler elde etmslerdir. Ayrica karakterizasyonlarda ve sKilerde kullanmak
Uzere @pr-kapali kime, gpr-acik kime ve op-regular T, kavramlarini
sunmulardir. Bu kavramlarla ilgili 6zellikleri ve karadtizasyonlari aggirmiglar ve
normal uzaylarin genellemelerindeki  karakterizatyamta ve ilskilerde

kullanmslardir.
Bu tezimiz alti bélimden aglmaktadir.
Ik bolimde tezimizi tanitacak bilgiler sunulmaktadi

ikinci bolumde tezimiz icin faydall olacak temel tan ve teoremler

sunulmaktadir.
Uctincti boliimdesgr -kapall kiimelerin dzellikleri cafiimistir.

Dordiincli  bolimde bir kiimenin dpr-cekirdgi ve ¢pr-T: uzaylar

calisiimistir.
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Bainci bélimde gpr -kapali kiimelerin dzellikleri cafilmistir.

Son bolimdedgr -kapali kiimeler ve &pr~ -kapali kiimeler ile birlikte gtli

fonksiyon siniflarinin 6zellikleri agairiimistir.
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BOLUM 2

ONCEKI CALI SMALAR

Bu tezde topolojik uzaylari (%) ve (Y, v) ya da kisaca X ve Y ile

gOsterecgiz.

X bir topolojik uzay ve AlIX olsun. A kiimesinin kapagini cl(A) ve icini

int(A) ile gosterecgiz.

Tanim 2.1.(X, t) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A=int(cl(A)) ise A
kiimesine duzenli agik denir (Stone, 1937).

Tanim 2.2.(X, t) bir topolojik uzay ve AJX olsun. A=cl(int(A)) ise A

kiimesine duzenli kapal denir (Stone, 1937).

Tanim 2.3.(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Ber Allint(cl(A)) ise A
kiimesine 6nacik kime denir (Mashhour ve ark., 1982)

Tanim 2.4.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. Onagik kiimelerin timleyeneri
onkapali kimeler denir (EI-Deeb ve ark., 1983).

Tanim 2.5.(X, 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. OGOz igin
int(cl(G))n A% [ ise x noktasina A kiimesinin kirkapang noktasi denir (Velicko,
1968).

A kumesinin tind-kapang noktalarinin kiimesine A’ nib-kapang! denir ve
d-cl(A) ile gosterilir (Velicko, 1968).

Tanim 2.6. (X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Alint(3-cl(A)) ise A
kiimesine-onaciktir denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.7.(X, 1) bir topolojik uzay olsuné-6nacik kiimelerin timleyenlerine
d-0nkapall kiimeler denir (Raychaudhuri ve Mukherje93).

10
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Tanim 2.8. X bir topolojik uzay ve AIX olsun. XJX alalim. Bger X
bulunduran hed-6nacik kiime A’ nin X’ ten farkli bir noktasini kegrsa x noktasina

A kiimesinin birs-6nyigilma noktasi denir (Ekici, 2005).

A kiimesinin tiind-6nyigilma noktalarinin kiimesi & ile gosterilir.

Tanim 2.9(X, t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesini kapsayan tim
d-0nkapali kiimelerin arakesitine A kiimesihdnkapargi denir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

A kimesinirs-6nkapargi 6-pcl(A) ile gosterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee,
1993).

Tanim 2.10.(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesinde bulunan
tum §-0nacgik kimelerin birlgmine A kumesininé-Oni¢i denir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

A kimesining-6nici o-pint(A) ile gosterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee,
1993).

Teorem 2.11(X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. Bu durumda A’nin
d-0nkapall olmasi icin gerek ve yeterskb A=3-pcl(A) olmasidir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

Teorem 2.12(X, 1) bir topolojik uzay ve A, BIX olsun. Bu durumda Al B
ised-pcl(A) L o-pcl(B) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.13.(X, 1) bir topolojik uzay ve AJIX olsun. Bu durumda
d-pcl(A) kiimesis-onkapahdir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.14.(X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. Bu durumda
d-pcl(6-pcl(A))=6-pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.15. (X, 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumda
x[d-pcl(A) olmasi icin gerek ve yeter ga [0 (XU)GL6-PO(X) icin An G# [
olmasidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).
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Tanim 2.16(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. B ac¢ik kime olmak tzere
AOB iken cl(A)UB oluyorsa A kimesine genejteilmis kapali kiime denir
(Levine, 1970).

Genellgtirilmi s kapali kimeye kisaca g-kapali kiime denir (Levii®&,0).

Tanim 2.17.(X, t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Eger X \ A g-kapali ise A

kiimesine geneligiriimis acik kime denir (Levine, 1970).
Genellgtirilmis acik kimeye kisaca g-acik kiime denir (Levine, 1970

Tanim 2.18(X, 1) topolojik uzay olmak tzere her g-kapal kime kakame

ise bu uzaya 1}, —uzay denir (Levine, 1970).

Tanim 2.19.(X, t) bir topolojik uzay ve AIX olsun. ALUB ve BLIX acik
oldugunda 6-pcl(A) LB oluyorsa A kimesine ég-kapalidir denir (Ekici ve Noiri,
2006).

Tanim 2.20(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eer X \ A gop-kapali ise
A kiimesine gp-acik denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.21(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. ALIB ve BLIX dizenli
acik old@gunda é-pcl(A) LIB oluyorsa A kiimesine ogr-kapahdir denir (Ekici ve
Noiri, 2006).

Tanim 2.22(X, t) bir topolojik uzay ve AJX olsun. EBer X \ A gopr-kapal
ise A kiimesine gpr-acik denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.23.(X, 1) bir topolojik uzay olsun.00 x, ylIX icin xUcl({y}) iken

ylIcl({x}) oluyorsa bu uzaya simetrik uzay denir (Laei, 1970).

Tanim 2.24.(X, t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesini kapsayan

tum acik kimelerin arakesitine A’ nin ¢cekigileenir (Maki, 1986).
Bir ALl X kiimesinin cekirdg cek(A) ile gosterilir.

Tanim 2.25.(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesini kapsayan

12
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tum o6nkapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin greeas! denir (EI-Deeb ve ark.,
1983).

A kiimesinin dnkapasi pcl(A) ile gosterilir (EI-Deeb ve ark., 1983).

Tanim 2.26. (X, 1) bir topolojik uzay ve AJX olsun. ALIB ve BUX agik
oldugunda pcl(A)IB oluyorsa A kimesine genejteilmis p-kapali kiime denir
(Maki ve ark., 1996).

Genellatirilmis p-kapal kiimeye kisaca gp-kapali kime denir (Makiark.,
1996).

Tanim 2.27(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. ALIB ve BL X dtzenli
acik oldgunda cl(A)IB oluyorsa A kiimesine duzenli gengtlalmis kapali kime

denir (Palaniappan ve Rao, 1993).

Duzenli geneligiriimis kapali kimeye kisaca rg-kapali kume denir

(Palaniappan ve Rao, 1993).

Tanim 2.28(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. AL0B ve BLIX dizenli
acik oldgunda pcl(AXJB oluyorsa A kimesine genedtgilmis ondizenli kapali

veya diuzenli geneligiriimi s 6nkapali kiime denir (Gnanambal, 1997; Noiri, 1998)

Duzenli genellgiriimis ©6nkapali kimeye kisaca gpr-kapali kime denir
(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998).

Uyari 2.29(Ekici ve Noiri, 2006). (X) bir topolojik uzay veA [1X olsun. Bu
durumda gagidaki diyagram gecerlidir:

13
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kapali— g-kapali- rg-kapali

Oonkapali— gp-kapali- gpr-kapal

d-0nkapali- gop-kapali— gopr-kapal

Tanim 2.30(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Hers-6nacik kiimenin gortintisttonacik kiime isé ye 6-6nacik fonksiyon
denir (Ekici, 2004).

Tanim 2.31(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, t) - (Y, v) bir fonksiyon
olsun. Heré-0nkapali kimenin goruntusé-onkapal kime isd ye o-6nkapall
fonksiyon denir (Ekici, 2004).

Tanim 2.32.X, Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY &-6nkapali kimesi icinf “(A)OX &-6nkapall ise f fonksiyonuna
d-Onkararsizdir denir (Ekici, 2004).

Tanim 2.33.X, Y iki topolojik uzay vef : X Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY acik kimesi icinf *(A) X 6nacik isef fonksiyonuna oénsireklidir denir
(Blumberg, 1922; Berner, 1982; Mashhour ve ark8219Rose, 1984; Ahmad ve
Noiri, 1985).

Tanim 2.34.X, Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY o6nkapall kimesi icirf (A) OX o6nkapall isef fonksiyonunadnkararsizdir

denir (Reilly ve Vamanamurthy, 1985).

Tanim 2.35.X, Y iki topolojik uzay vef : X Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY kapali kiimesi icirf *(A) X §-6nkapall isef fonksiyonunas-hemen hemen
sureklidir denifRaychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.36.X, Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her

14
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ALY kapall kiimesi icinf (A) UX gdp-kapal isef fonksiyonuna gp-stireklidir
denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.37.X, Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY kapal kiimesi icinf (A) OX gdpr-kapali isef fonksiyonuna gpr-stireklidir
denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.38.X, Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY gdp-kapali kimesi icinf (A)OX gdp-kapall ise f fonksiyonuna
gop-kararsizdir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.39.X, Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY gdpr-kapall kimesi icinf (A)OX gdpr-kapall ise f fonksiyonuna
gopr-kararsizdir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

15
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BOLUM 3
gdpr -KAPALI KUMELER SINIFI

VE OZELL IKLER i

Tanim 3.1X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesi i¢cin A1B ve B X
gdpr-acik oldgunda cl(A)J B oluyorsa A kiimesinedgr -kapall kiime denir.

Tanim 3.2.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. X \ A kiimesi gpr -kapali ise
A kiimesine gpr -acik kiime denir.

Teorem 3.3.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eger A kapali bir kiime ise A
gopr*-kapahdir.

Ispat:

Kabul edelim ki ALIX kapali bir kime olsun. Bdpr-acik kime ve AIB
olsun. Bu durumda cl(A)=Al B olacaktir. Bdylece cl(A)l B ve A ¢pr -kapalidir.

Uyari 3.4.Her ¢pr -kapall kiime kapali kiime olmak zorundaittkr.

Ornek 3.5. X={a, b} ve © ={ 0, {a}, X} olmak Uzere A={a} gpr -kapal

kiimedir ancak kapali kiime giklir.

Teorem 3.6.X bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumda A agik bir kime
ise A gbpr -aciktir.

Ispat:

Kabul edelim ki Al1X acik bir kiime olsun. Dolayisiyla X \ A kapahdBir
onceki teoremden X \ Aspr -kapalidir. O halde A&pr -aciktir.

Tanim 3.7 X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesini kapsayan tim

16
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acik kimelerin arakesitine A’ nin ¢ekigelenir (Maki, 1986).
Bir ALl X kiimesinin cekirdgi cek(A) ile gosterilir.

Tanim 3.8. X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesini kapsayan tim

gopr-acik kiimelerin arakesitine A kimesinidpg-cekirdegi denir.
Bir ALl X kiimesinin gpr-cekirdesi gépr-cek(A) ile gosterilir.

Teorem 3.9.X bir topolojik uzay ve AIX olmak tizere A'nin §pr -kapali

olmasi icin gerek ve yeter kal cl(A) [ gépr-cek(A) olmasidir.
Ispat:

A gdpr-kapall ve AUB ve B dpr-acik olsun. A §pr-kapali oldgundan
cl(A) OB dir. Buradan cl(A)]gopr-cek(A) elde edilir.

Tersine, cl(A)Y1gopr-cek(A) olsun. A1B ve B ghpr-acik olsun. Bu durumda
cl(A) LI gopr-cek(A)LIB
olur. Béylece cl(A)XIB olup A ¢pr -kapalidir.

Tanim 3.10.(X, t) bir topolojik uzay ve AIX olsun. O acik kime ve BO
iken cl(A)OJO oluyorsa A kiimesine geneiteilmis kapali (g-kapali) kiime denir.
(Levine, 1970).

Teorem 3.11X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Bu durumda A kimesi

gopr -kapali ise g-kapalidir.
Ispat:

Kabul edelim ki A @pr -kapall ve B acik kiime olmak tizere B olsun. Her
actk kime gpr-acik oldgundan B @pr-aciktir. A @pr -kapali oldgundan
cl(A) UB dir. Dolayisiyla A g-kapalidir.

Tanim 3.12X bir topolojik uzay olsun. Herdpr -kapali kiime kapali ise uzaya

gopr -Ty, uzay denir.

17
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Teorem 3.13X bir topolojik uzay olsun. ger X uzayi T,-uzay ise gpr -Tu

uzaydir.
Ispat:

Kabul edelim ki X uzay1 T-uzay olsun. AlX gdpr -kapali kiimesini alalim.
Her gbpr -kapali kiime g-kapali olgundan A g-kapalidir. Ayrica, X uzaynFuzay
oldugundan A kapalidir.

O halde X, &pr -Ty, uzaydir.

Teorem 3.14.X bir topolojik uzay ve AIX olsun. X uzay! §pr-Ty, uzay
olmak iizere A kiimesinin 8gr-kapali olmasi icin gerek ve yeter skb
cl(A) Ucek(A) olmasidir.

Ispat:

A gopr-kapall, ALIB ve B d@pr-acik olsun. A §pr-kapal oldgundan
cl(A) UB olur. Buradan cl(A)lcek(A) elde edilir.

Tersine, cl(A)l cek(A) ve ALIB ve B ghpr-acik olsun. Buradan
cl(A) Ucek(A) LB
olur. Béylece cl(A)XIB olup A ¢pr -kapalidir.

Tanim 3.15X bir topolojik uzay ve A1X ise gpr -cl(A)=N{B : A OB ve B,

X de ¢pr -kapali kiime} olarak tanimlanir.

Teorem 3.16X bir topolojik uzay ve XI1X olsun. xJgdpr -cl(A) olmasi igin
gerek ve yeter kal x' i bulunduran her B &pr-acik kiimesi icin By A# O

olmasidir.
Ispat:

xLJgdpr -cl(A) ve kabul edelim ki By A=0 olacaksekilde x’ i bulunduran bir
B gdpr -acik kiimesi var olsun. Bu durumda A \ B oldugundan gpr -cl(A) U

18
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X \ B dir. Buradan X1gdpr -cl(A) olur ki bu bir celikidir. Dolayisiyla Bn A% O

olmalidir.

Tersine, kabul edelim kiDgdpr -cl(A) olsun. O zaman XB olacaksekilde
ALB olan bir gpr-kapali alt kiimesi vardir. BuradanOX \ B ve X \ B
gopr -aciktr.

(X\B)n A=0
olup bu bir cekidir. O halde X1gdpr -cl(A) olmalidir.

Teorem 3.17X bir topolojik uzay ve A, BI1X olsun. ALIB ise gpr -cl(A) U
gdpr -cl(B) olur.

Ispat:

ADOB olmak tzere Xigdpr-cl(A) olsun. x' i bulunduran her Gagr -acik
kimesi icin Gh Az [0 olacaktir. AUB oldugundan Gh Bz [0 dir. Dolayisiyla
xIgdpr -cl(B) dir.

O halde &pr -cl(A) LI gépr -cl(B) dir.

Teorem 3.18X bir topolojik uzay ve A, BIX olsun. gpr -cl(A) n gdpr -
cl(B)Ogdpr -cl(A n B) olur.

Ispat:

x1gdpr -cl(A n B) olarak alalim. Bu durumda x’ i bulunduran heggpr -acik
kiimesi icin Un (A n B)z O dir. Béylece x’ i bulunduran her Usgr -acik kiimesi

icin
UnB#0U veUn Az [0
olacaktir.

Dolayisiyla  xigdpr-cl(A) ve xUgdpr-cl(B) olur. Sonug olarak
gdpr -cl(A) n gdpr -cl(B)Ogdpr -cl(A n B) elde ederiz.

19
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Teorem 3.19.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesinin &pr -acik
olmasi icin gerek ve yeter fal B gopr-kapali olmak tzere BA iken BLlint(A)

olmasidir.
Ispat:

Kabul edelim ki A @pr -acik ve B gpr-kapall ve BJA olsun. Buradan X \ B
gdpr-acik ve X \ AUX \ B dir. X \ A gopr -kapali oldgundan

cl(X\ A)=X\int(A) UX\B
olur. Sonug olarak Blint(A) elde ederiz.
Tersine B gpr-kapali bir kime olmak tzerelBA iken BLIint(A) olsun.

G X gopr-acik ve X \ AOG olsun. Bu takdirde X \ GA olup X \ GUint(A)

dir. Buradan
X \int(A)= cl(X \ A) [1G
oldugundan X \ A gpr -kapalidir. Dolayisiyla A &pr -acik olacaktir.

Teorem 3.20X bir topolojik uzay ve AIX olsun. A gpr -kapall kiime ise
cl(A) \ A kimesinin bg kiimeden farkli gpr-kapali alt kiimesi yoktur.

Ispat:

A &pr -kapall kiime olmak lizere Bpr-kapali bir kiime ve Bicl(A) \ A
olsun. Buradan X \ B &pr-acik olacaktir. A §pr-kapali kiime oldgundan
cl(A) O X\ B ve buradan BI X \ cl(A) olacaktir. Bdylece

B Ucl(A)N(X \ cl(A)=0
olacgindan B=@ elde ederiz.

Sonug olarak cl(A) \ A kiimesinin o&timeden farkli gpr-kapal alt kimesi

yoktur.
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Tanim 3.21. X bir topolojik uzay olsun.O0 x, ylX icin xUcl({y}) iken

ylcl({x}) oluyorsa bu uzaya simetrik uzay denir (Leei, 1970).

Teorem 3.22.X bir topolojik uzay olsun. Herd&pr-kapali kime kapali ve X

uzay! simetrik olmak tizergl xUX icin {x} kiimesi gdpr -kapalidir.
Ispat:

X simetrik uzay olmak Uzere kabul edelim ki bif1X icin {x} kimesi
gdpr -kapall olmasin. Bu durumda {X}B ve B dpr-acik olmak lizere cl({x}}J B

olacak bicimde bir B kimesi vardir. Buradan
cl({x}) n(X\B)z O

olur. Buradan ¥icl({x}) n (X \ B) olan bir y vardir. Bu durumdalicI({y}) 0X \ B
oldugundan X1B dir. Bu ise {x}LUB olmasiyla celir. O halde 0 x[UX igin {x}
gopr -kapaldir.

Teorem 3.23.Bir X topolojik uzayinda her tek nokta kiimesipg-kapall ya da
acik ise X bir gpr -Ta, uzaydir.

Ispat:

X bir topolojik uzay olmak Uzere her tek nokta kiamgpr-kapall ya da acik

olsun.

A X gdpr -kapall kiime olsun.Xcl(A) alalim. {x} kimesi gpr-kapali olsun.
Kabul edelim ki XJA olsun. Bu durumda {x}Icl(A) \ A olur. {x} kimesi
gopr-kapali oldgundan {x}=0 olmahdir. Bu durumda bu bir cgkidir. O halde
xOA dir. {x} kimesi aclik olsun. Xicl(A) oldugundan

X} nA£ 0

dir. Bu durumda XA dir.
O halde xJA olarak elde etiimizden cl(A)UA elde edilir. Boylece cl(A)=A
olduguna ulgiriz.

Sonug olarak X &pr -Ty, uzaydir.
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Teorem 3.24.Bir X topolojik uzayl @pr -Ta, uzayi ise her tek nokta kiimesi

gopr-kapall ya da aciktir.
Ispat:

X bir gdpr -Ta, uzay ve xIX olsun. Kabul edelim ki {x} gpr-kapali olmasin.
Dolayisiyla X \ {x} gdpr-acik dgildir. O halde X \ {x} g5pr -kapalidir. X gpr -Tu
uzay oldgundan X \ {x} kapalidir ve béylece {x} aciktir.

Sonug:Bir X topolojik uzayinin gpr-Ty, uzay olmasi icin gerek ve yeter

kosul her tek nokta kiimesinirdgr-kapali ya da agik olmasidir.
Ispat: Teorem 3.23 ve Teorem 3.24 ten aciktir.

Teorem 3.25.X bir topolojik uzay ve A, X in bir §pr -kapali alt kiimesi olsun.

Bu durumda cl(A) \ A kiimesidpr-kapali ise A kapali kimedir.
Ispat:

A, X in bir gdpr -kapali alt kiimesi ve cl(A) \ A&pr-kapali kiime olsun. A
gopr -kapall kiime oldgundan cl(A) \ A nin bg kiimeden farkli gpr-kapali alt

kiimesi yoktur. Bu durumda
cl(A)\ A=0
olacaktir. Yani cl(A)=A dir. Sonug olarak A kapahd

Teorem 3.26.X bir topolojik uzay ve AJX olsun. A gpr -kapall ve §pr-acik

bir kiime ise A kapalidir.
Ispat:

A gdpr-kapall ve gpr-acik bir kime olsun. AIA ve A gpr -kapali
oldugundan dolayi cl(A)J A dir. Bu durumda cl(A)=A ve boéylece A kapalidir.

Teorem 3.27.X bir topolojik uzay, A ve B, X in iki alt kiimesilsun. Bu

durumda A ve B gpr -kapali kiimeler ise Al B kiimesi de §pr -kapalidir.
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Ispat:
A ve B ¢pr -kapali iki kiime olsun.

AOBLOC olmak lizere C &pr-acik kiimesini alalim. A ve Bdgr -kapali
kiimeler oldgundan cl(A) C ve cl(B)LI C olacaktir. Bu durumda

cl(A)Ucl(B)UC
ve buradan cl(Al B) I C elde ederiz. Sonug olarakiAB gspr -kapalidir.

Teorem 3.28.X bir topolojik uzay ve A, X in bir §pr -kapali alt kiimesi olsun.
Bu durumda AIB LIcl(A) ise B kiimesi de&pr -kapali kiimedir.

Ispat:

A, X in bir gdpr -kapali alt kiimesi olmak tizere[(2B [Icl(A) olsun. BOC ve
C gopr-acik bir kiime olsun. ABOC ve A gpr -kapall oldgundan cl(AXJC ve
buradan

cl(B)Ucl(A)UC
olacaktir. Boylece Bapr -kapali kiimedir.

Teorem 3.29X bir topolojik uzay olmak tizere AX gdpr -acik kiime ve
int(A) UB LA ise B gpr -aciktir.

Ispat:
A, X in bir gdpr -acik alt kiimesi vint(A) 0B L A olsun. Bu durumda
X\VAOX\BOX\int(A)=cl(X \ A)

olacaktir. Bu durumda X \ Adpr -kapali oldgundan X \ B gpr -kapali olacaktir.
Boylece B kiimesi&pr -aciktir.

Teorem 3.30X bir topolojik uzay olmak tizere BX gdpr -acik kiime ise
int(A) da gpr -aciktir.
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Ispat:
A, X in bir gdpr -acik alt kiimesi olmak tizere
int(A) Jint(A) DA
oldugundan dolayi int(A) kiimesi deésgr -aciktir.

Teorem 3.31.X bir topolojik uzay olmak tizere AX ve A gopr - kapall kiime
ise cl(A) da gpr -kapali kiimedir.

Ispat:
A, X in gdpr -kapali bir alt kiimesi olsun. Bu durumda
AlLlcl(A) Licl(A)
oldugundan cl(A) nin §pr -kapali kiime oldgunu elde ederiz.

Teorem 3.32.X bir topolojik uzay ve AIX olsun. A ¢pr -acik, B gpr-acik
ve int(A)UJ (X \ A) LUB ise B=X olur.

Ispat:

A bir gdpr-aclk kime ve B bir gpr-actk kime olmak Uzere
int(A) [0 (X \ A) 1B olsun. Buradan

X\ BLX\ (int(A) U (X \ A))
=(X \int(A)) n A=cl(X\ A) n A
=cl(X \ A) \ (X \ A)
olur. Bu durumda
X\BLCI(X\A)\ (X \A)

olacaktir. X \ B gpr-kapali ve X \ A gpr -kapali oldgundan cl(X \ A) \ (X \ A) nin
bos kiimeden farkli gpr-kapali alt kiimesi yoktur. O halde X \ B=olmalidir.
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Sonug olarak X=B elde ederiz.

Teorem 3.33. X bir topolojik uzay olmak Uzere X in her alt kimes

gopr -kapali ise X in acik kiimelerinin sinifi, kapalirkélerinin sinifina gt olur.
Ispat:

X bir topolojik uzay olmak iizere her alt kiimespg-kapali olsun. Bir A acik
kiimesi icin ADA ve A gopr -kapali oldgundan cl(AXJA olur. Ustelik ALIcl(A)
oldugundan cl(A)=A ve buradan A kapalidir.

A kapall kiime olsun. Bu durumda X \ A agik

X\VAOX\VAve X\A

gopr -kapali oldgundan cl(X \ AJX \ A dir. O halde cl(X \ A)=X \ A ve
buradan X \ A kapalidir.

Sonug olarak A aciktir.

Teorem 3.34.Her ¢ppr-acik kiime acik olmak tzere ve X bir reguler toplo

uzay olmak iizere A X olsun. Bu durumda A kompakt bir kiime isipg-kapalidir.
Ispat:

Her ¢ppr-acik kiime acik olmak Uzere, X bir reguler topiklauzay ve A

kompakt bir alt kiimesi, AIB ve B gpr-acik bir kime olsun. Bu durumda
AUGUcl(G)LB

olacaksekilde bir G @pr-acik kiimesi vardir. Boylece cl(A)B olacaktir. O halde A
kiimesi @pr -kapalidir.

Teorem 3.35X bir topolojik uzay olmak tizere B X olsun. A gpr -kapali ise
cl(A) \ A gdpr -aciktir.
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Ispat:

A &pr -kapall bir kiime olmak izere Bcl(A) \ A ve B ¢ppr-kapali kiime
olsun. A @pr -kapali bir kiime oldgundan dolay! BE ve buradan

B Oint(cl(A) \ A)
olacaktir. Sonug olarak cl(A) \ Asgr -acik bir kiimedir.

Teorem 3.36.X bir topolojik uzay olmak lzere A, BX olsun. A ve B
gopr -acik kiimeler ise A B gdpr -acik bir kiimedir.

Ispat:
A ve B @pr -acik kiimeler olsun. Bu durumda X \ A ve X \ Bpg -kapalidir.
(X\A)J (X\B)LIC

olmak tizere C kiimesidpr-acik olsun. X \ A ve X \ B &pr-kapali kiimeler

oldugundan
clX\A)UC vecl(X\B)JC
olacaktir. Bu durumda
cl(X\A)Ucl(X\B)=cl((X\ A) 1 (X\B))
=clX\(AnB))OC

olur. Boylece X \ ( A B) gdpr -kapalil bir kiime olacaktir. Boylece B gdpr -acik

bir kiimedir.

Teorem 3.37X bir topolojik uzay olmak tizere X in birsgr -T1/, uzay olmasi

icin gerek ve yetegart her AJ X gdpr -acik alt kiimesinin acik olmasidir.
Ispat:

X gdpr -T2 uzay ve A bir gpr -acik alt kiime olsun. Buradan X \ Apy -

26



BOLUM 3. gdpr -KAPALI KUMELER SINIFI VE Sena OZEN

kapalidir.X uzayi gpr -Ta, uzay oldgundan X \ A kapalidir. Dolayisiyla A agiktir.

Tersine, A &pr -kapall bir kilme olsun. Bu durumda X \ Apy -aciktir. Her
gopr -acik alt kiime acik oldundan X \ A aciktir. Bdylece A kapalidir. Yani Xrbi
gopr -Tu uzaydir.
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BOLUM 4
BiR KUMEN iN gépr-CEK iRDEGI VE

gdpr*—T ; UZAYLARI

Teorem 4.1.(X, 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A @®pr—-acik ise,
A=gopr-¢cek(A) olur.

Ispat: Kabul edelim ki A gpr—acik kiime olsun.&pr—cek(A) nin tanimi “X bir
topolojik uzay ve AIX olsun. A kimesini kapsayan tumdm-acik kimelerin
arakesitine A kiimesininogr-cekirdei denir.” olduzundan A=g@gpr-¢cek(A) dir.

Teorem 4.2(X, 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. xJgdpr-¢cek(A) ancak ve
ancak her (X)G gdpr—kapal kiimesi icin AG#0 olur.

Ispat:

Xdgopr-cek(A) olsun. Kabul edelim kiG gdpr—kapah ve AG=0 olsun.
Buradan AUX\ G ve X\ G gpr-aciktir. HipotezdenX X \ G olur. Bu bir ¢ekkidir.

Tersine her (X)G gdpr—kapali kimesi icin AG#0 olsun. Kabul edelim ki
x[Ogdpr-cek(A) olsun. BuradanX({ U: A OU, U gpr-acik } olur. Boylece[ U
gopr-acik kiimesi vardit AU ve xJJU dur. X X \ U ve Xd X \ U gdpr—kapahdir.
O halde (X\ UpAz0 olur. AUU oldugundan (X \ Apn A= olur ki celgkidir.

Tanim 4.3X bir topolojik uzay ve A1X ise gpr-cl(A)=N{B: AOB ve B, X
de gopr-kapali kiime} olarak tanimlanir (Ekici ve NoIZQ06).

Teorem 4.4.X bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumda A kapali ise
gopr-cl(A) L gdpr-cek(A) olur.
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Ispat:
Kabul edelim ki A kapali olsun. Bu durumdapg-cl(A)=A [1gépr-¢cek(A) olur.

Tanim 4.5(X, 1) bir topolojik uzay olsun. » y olan her x, y noktasi i¢inDA,
yUOA ve xB, y[IB olacak bicimde A ve B &r*-acik kiimeleri var ise X uzayina
gopr*- T1 uzaydir denir.

Teorem 4.6.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. Her XX icin {x} kimesi

gdpr*- kapali ise (X;1) topolojik uzayr @pr*—T, uzaydir.
Ispat:

OxOX icin {x} kiimesi gdpr*- kapal olsun. x, y1X olmak Uzere x£ y alalim.
Bu durumda {x} ve {y} kimeleri @pr*- kapal olur. Dolayisiyla X \ {x} ve X\ {y}
gopr*-aciktir. Ayrica xO X\ {x},y O X\{x}ve x O X \{y}, y O X \{y} olur.

O halde (X;), gdpr*—T,uzaydir.
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BOLUM 5
gdpr  -KAPALI KUMELER SINIFI

VE OZELL IKLER i

Tanim 5.1X bir topolojik uzay ve A1X olmak lGzere A kiimesi icin AB ve
BOX gdpr-acik oldgundad-pcl(A) B oluyorsa A kiimesinedgr -kapali kiime

denir.

Tanim 5.2. X bir topolojik uzay ve AJX olmak tzere X \ A kimesi

gopr~ -kapali ise A kiimesinedgr -acik kiime denir.

Teorem 5.3.X bir topolojik uzay ve AJX olsun. Eser A ¢pr -kapali bir kiime
ise A gppr_ -kapalidir.

Ispat:

A gdpr -kapall bir kiime B &pr-acik bir kiime olmak iizere [AB olsun. A
gopr -kapall oldgundan cl(AY]B olacaktir. Bu durumda-pcl(A) OB olur. O halde
A gdpr_ -kapalidir.

Uyari 5.4.Her ¢pr -kapali kiime gpr -kapall kiime olmak zorunda glklir.

Ornek 5.5. X={a, b, ¢, d} vet={ 0, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {a, b, c},
{a, c, d}} olmak tizere A={a} kiimesi &pr -kapali kiimedir ancakdgr -kapali kiime

desildir.

Teorem 5.6X bir topolojik uzay ve AlX olmak lGzere A5-6nkapall bir kiime

ise A gprr*-kapalidir.
Ispat:

A L1 X 3-6nkapali bir kime v8 gopr-acik bir kiime olmak tzerelAB olsun.
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Bu durumda
o-pcl(A)=ALIB
dir. Buradang-pcl(A) OB oldusundan A gpr~ -kapalidir.
Uyari 5.7.Her ¢pr  -kapall kimed-6nkapall kiime olmak zorundaglelir.

Ornek 5.8. X={a, b, c} ve 1={ 0, X, {a}, {b}, {a, b}} olmak uzere A={b}

kiimesi @pr -kapall kiimedir ancak-6nkapall kiime dgldir.

Teorem 5.9.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eer A s-6nacik bir kiime ise

A gdpr_ -aciktir.
Ispat:

Kabul edelim ki AJX &-Onacik bir kime olsun. Dolayisiyla X A
§-6nkapalidir. Bir dnceki teoremden X \ Ay~ -kapalidir. O halde Adpr~ -aciktir.

Teorem 5.10.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eer A gppr -kapall ve
gopr-acik bir kime ise A-6nkapalidir.

Ispat:

A X gdpr -kapall ve gpr-acik bir kiime olarak alalim. Bu durumdalf ve
A gdpr_ -kapali oldgundand-pcl(A) A dir. Sonug olarak A-onkapalidir.

Teorem 5.11.X bir topolojik uzay ve AJX olsun. Eser A ¢pr -acik ve
gopr-kapali bir kiime ise A-6naciktir.

Ispat:

ALX gdpr -aclk ve @pr-kapali bir kime olarak alalim. Dolayisiyla X \ A
gopr -kapall ve gpr-acik bir kimedir. Bir 6nceki teoremden X \dAdnkapalidir.
O halde Ad-Onagiktir.

Teorem 5.12.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Her gpr-acik kime acik

olmak tizere A g-kapali bir kiime ise Apy -kapalidir.

31



BOLUM 5. gdpr” -KAPALI KUMELER SINIFI VE Sena OZEN

Ispat:

Kabul edelim ki A, X" in g-kapah bir alt kiimesi, IAB ve B gpr-acik kime
olsun. Hipotezden B acik bir kime olup A g-kapaldugundan cl(AX1B dir.

Buradan
o-pcl(A) LB
olacazindan A’ nin gpr -kapali oldgu elde edilir.

Teorem 5.13Her gopr-kapal kiime kapal ve X uzayi simetrik iSexL X i¢in
{x} gdpr -kapalidir.

Ispat:

X simetrik bir topolojik uzay olsun. Kabul edelimi kir x[IX icin {x}
gopr -kapall olmasin. Bu durumda {x}B ve B dpr-acik olmak (izere
d-pcl({x}) OB olacak bicimde B kiimesi vardir. Bu durumda cl({x}B dir. Buradan

cl({x}) n (X\B)# O
ve
yUcl({x}) n (X\B)
olacak bicimde y vardir. Béylece
xUcl({y}) OX\B

oldugundan XJB olur. Bu ise {x}L1B olmasiyla cekir. O halde [ xLIX i¢in {x}
gopr -kapalidir.

Teorem 5.14.X bir topolojik uzay olmak Uzere X' in her alt kusie

gopr_ -kapali ise her gpr-acik kiimed>-6nkapalidir.
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Ispat:

Kabul edelim ki X’ in her alt kiimesisgr -kapall olsun. B1X gdpr-acik
kiimesini alalim. BUB ve B @pr -kapali oldgundan d-pcl(B)LIB dir. Ayni
zamanda BJ &-pcl(B) oldusundand-pcl(B)=B elde edilir. O halde B-6nkapalidir.

Teorem 5.15X bir topolojik uzay olmak tizere X' in her alt kiisigppr  -acik

ise her gpr-acik kimed-0nkapalidir.
Ispat:

Kabul edelim ki X’ in her alt kiimesidgr~ -acik olsun. B1X alalim. Buradan
X \ B gdpr -aciktir. Yani B @pr -kapalidir. Bir énceki teoremden hedpg-acik

kiimed-6nkapalidir.

Tanim 5.16 X bir topolojik uzay ve AJX olmak tizere §pr -cl(A)=N{B :

A B ve B, X de gpr -kapall kiime} olarak tanimlanir.

Teorem 5.17X bir topolojik uzay ve x1X olmak lizere xigdpr_ -cl(A) olmasi
icin gerek ve yeter kal X’ i bulunduran her B &r -acik kiimesi icin By A% [

olmasidir.
Ispat:

x1gdpr -cl(A) olmak (izere kabul edelim ki BA=0 olacak sekilde x i

bulunduran bir B §pr~ -acik kiimesi var olsun. Bu durumda A \ B oldugundan
gopr -cl(A) X\ B
dir. O halde xXigdpr_ -cl(A) olup bu bir celkidir. Dolayisiyla Bn Az O olmalidir.

Tersine, X’ i bulunduran her Bay -acik kiimesi icin By A# [ olmak Uizere
kabul edelim ki XJgdpr  -cl(A) olsun. O zamanXB olacaksekilde ALl B olan bir B
gopr_ -kapali alt kiimesi vardir. BuradaniX \ B ve X \ B ¢bpr_ -aciktir.

(X\B)n A=[]
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olup bu bir ¢edkidir. O halde xJgdpr -cl(A) olmalidir.

Teorem 5.18X bir topolojik uzay ve A, B1X olsun. Bu durumda AIB ise
gdpr~ -cl(A) Ogdpr -cl(B) olur.

Ispat:

AL B olsun. xJgdpr -cl(A) ise x’ i bulunduran her Udpr -acik kiimesi igin
UnA# O dir. AUB oldugundan Un Bz O olacaktir. Dolayisiyla Xgdpr -cl(B)
dir.

O halde &pr  -cl(A) Ligdpr  -cl(B) elde ederiz.

Teorem 5.19.X bir topolojik uzay ve A, BIX olsun. Bu durumda
gopr_ -cl(A) n gdpr -cl(B)Ogdpr -cl(A n B) olur.

Ispat:

x1gdpr -cl(A n B) olsun. Bu durumda x’ i bulunduran her @pr -acik

kimesi igin
Gn(AnB)z 0O

olacaktir. Buradan x’ i bulunduran her Gpg -acik kiimesi icin G A# 0 ve
Gn B# O olacaktir.

Boylece X gdpr -cl(A) ve xUgdpr -cl(B) olur. Yani, @pr -cl(An B)O
gopr_ -cl(A) n gdpr -cl(B) olur.

Teorem 5.20.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A @gpr -kapall bir kiime ise
o-pcl(A) \ A kimesinin bg kiimeden farkli §pr-kapali alt kimesi yoktur.

Ispat:

Kabul edelim ki B gpr-kapal bir kime ve BI&-pcl(A) \ A olsun. Buradan
X \ B gdpr-acik ve A gpr_ -kapali kiime oldgundan

o-pcl(A)LUX\B
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ve
B X\ &-pcl(A)
olacaktir. Boylece
B U &-pcl(A) n (X \ &-pcl(A))=a
olacagindan B=@ olur.

Teorem 5.21.X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Bu durumda Adpr -acik
ve B gppr-acik olmak tzeré-pint(A) L1 (X \ A) 1B ise B=X olur.

Ispat:

X bir topolojik uzay ve A1X olsun. Bu durumda Adpr -acik ve B gpr-acik

olmak tzere
d-pint(A) 0 (X\A) B

olsun. Buradan

X\BUX\ (8-pint(A) U (X \ A))

=(X\o-pint(A)) n A

=3-pcl(X \VA) \ (X \ A)
ve boylece

X\BUS-pcl(X\A)\ (X \A)

olur. X \ B gppr-kapali ve X \ A gpr_ -kapali oldgundans-pcl(X \ A) \ (X \ A) nin
bos kimeden farkh gpr-kapal alt kimesi yoktur. Dolayisiyla X \ B ve buradan
X=B olacaktir.

Teorem 5.22.X bir topolojik uzay ve A gpr -kapali bir alt kiime olsun.

ALBU3-pcl(A) ise B gpr -kapali kiimedir.
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Ispat:
X bir topolojik uzay olmak tzere
A LB LId-pcl(A)
ve BUG ve G gpr-acik olsun. AIBUG ve A gipr -kapali kiime oldgundan
o-pcl(A) UG ved-pcl(B) LI &-pcl(A) LIG
oldugundand-pcl(B) 1 G elde ederiz. Yani Bapr -kapali kiimedir.

Teorem 5.23X bir topolojik uzay olmak iizere Asgr~ -kapali bir alt kiime ise
5-pcl(A) da gpr -kapall kiimedir.

Ispat:
X bir topolojik uzay olmak tizere Asgr~ -kapali bir kiime olsun.
A [0d-pcl(A) L1d-pcl(A)
oldugundand-pcl(A) nin gpr  -kapall kiime oldgunu elde ederiz.

Teorem 5.24X bir topolojik uzay ve A1X gdpr_ -acik bir kiime olmak tizere
§-pint(A) UB LA ise B ¢pr  -aciktir.

Ispat:
X bir topolojik uzay ve A1X gdpr  -acik bir kiime olmak tizere
d-pint(A) UBOA
olsun. Buradan
X\VALUX\BUX\3-pint(A)
=3-pcl(X \ A)

olur. Ayrica X \ A gopr -kapali oldgundan X \ B gpr~ -kapalidir.
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Dolayisiyla B gpr_ -acik olacaktir.

Teorem 5.25X bir topolojik uzay ve A1X gdpr -acik bir kiime olmak tizere
§-pint(A) gdpr  -aciktir.

Ispat:
A gdpr -acik kiime olmak tizere
d-pint(A) L o-pint(A) LIA
oldugundans-pint(A) kiimesi gpr  -aciktir.

Teorem 5.26. X bir topolojik uzay ve AI1X olmak lzere A kimesinin
gdpr~ -acik olmasi icin gerek ve yeter kb B gopr kapali olmak (izere BA iken
B LI 5-pint(A) olmasidir.

Ispat:

A gdpr -acik bir kiime olmak tizere Bdpr-kapali ve BJA alalim. Buradan
X\ B gépr-acik ve

X\VALUX\B
olacaktir. X\ A gpr_ -kapali oldgundan
S-pcl(X \ A)=X\ é-pint(A) 1X \ B
olur. Sonug olarak Bl 3-pint(A) olacaktir.
Tersine, Bgpr-kapali bir kime olmak tzerelBA iken BLI5-pint(A) olsun.

G X gopr-acik bir kime olmak tzere X \|AG alalim. Buradan X \ GA
olacaindan X \ G135-pint(A) olur. Boylece

X\ 8-pint(A)=s-pcl(X \A) LG

oldugundan X \ A gpr~ -kapalidir. Buradan Agpr_ -agiktir.
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Tanim 5.27.X bir topolojik uzay olsun. X de herdpr -kapali kiime
§-0nkapall ise uzayadgr -Tij uzay denir.

Teorem 5.28.Bir X topolojik uzayinda her tek nokta kiimesipg-kapall ya da
§5-6nacik ise X bir §pr- -Ty, uzaydir.

Ispat:

X bir topolojik uzay olmak Uzere her tekkita kiimesi §pr-kapali ya da
5-6nacik olsun. AIX gdpr -kapali kiimesini alalim. X8-pcl(A) olsun. Kabul

edelim ki {x} kimesi gpr-kapali ve XJA olsun. Bu durumda
{x} O&-pcl(A) \ A

olacaindan {x} kimesi gpr-kapali oldgundan {x}=0 olmahdir. Bu bir ¢elkkidir.
O halde XJA dir. Kabul edelim ki {x} kimesid-O6nacik olsun. Kkld-pcl(A)
oldugundan {x}n Az [0 dir. Bu durumda XA olacaktir. Sonu¢ olarak [XA

oldugundan
d-pcl(A) LA

elde ederiz. O halde&-pcl(A)=A ve buradan Ajs-Onkapalidir. Yani X uzayi
gopr~ -Ty, uzaydir.

Teorem 5.29.X bir topolojik uzay olmak lizere Xdgr -Ty/» uzay! ise her tek

nokta kimesi §pr-kapall ya da-0nagiktir.
Ispat:

X bir gdpr~ -Ty, uzay ve XJX olmak lzere kabul edelim ki {x} kiimes®pr-
kapali olmasin. Bu durumda X \ {x} kiimesbgr-acik dgildir. Buradan X \ {x}
gopr_ -kapalidir. X @pr -Ti, uzay oldgundan X \ {x} &-6nkapalidir. Yani {x}

kimesis-0nacik olur.

Teorem 5.30X bir topolojik uzay olmak tizere X' in birdpr -Ty, uzay

olmasi icin gerek ve yeter kal her A gpr~ -acik kiimesinirs-6nacik olmasidir.
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Ispat:

X bir topolojik uzay olmak tizere X bibgy~ -T1/» uzay olsun. A gpr_ -acik bir
kime olsun. X \ A §pr -kapalidir. X @pr -Ty, uzay oldgundan X \ A

d-0nkapalidir. Buradan A-6naciktir.

Tersine, herdpr -acik kiimesB-6nagcik olmak tizere Adgr -kapali bir kiime
olsun. Bu durumda X \ Adpr -aciktir. Buradan X \ A5-6nagciktir. Dolayisiyla A
§-6nkapalidir. Yani X bir §pr_ -Ta, uzaydir.

Teorem 5.31.X bir topolojik uzay ve A gpr  -kapali kiime olsurd-pcl(A) \ A
gopr-kapall kime ise A-6nkapalidir.

Ispat:

X bir topolojik uzay olmak tizere Adgr~ -kapall kiime ve>-pcl(A) \ A gdpr-
kapali olsun. A gpr_ -kapali oldgundand-pcl(A) \ A kiimesinin be kilmeden farkli

gopr-kapali alt kimesi yoktur. Buradan
o-pcl(A) \ A=0
olacaktir. Yanid-pcl(A)=A ve bdylece Ad-Onkapal olur.

Teorem 5.32X bir gdpr -Ta topolojik uzay olmak lizere X' ird-6nagik
kimelerinin sinifi 5-6nkapali kimelerinin sinifinasigse X' in her alt kimesi

gopr -kapalidir.
Ispat:

Kabul edelim ki X' in 8-6nacik kidmelerinin sinifé-dnkapal kiimelerinin

sinifina git olsun. ALl X kiimesi i¢in ALIB ve B ghpr-acik olsun. Buradan,
o-pcl(A) L d-pcl(B)=B

yani A gspr_ -kapalidir.
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Teorem 5.33.X bir topolojik uzay olmak Uzere X' in her alt kusie
gopr_ -kapall ise X ins-6nagik kiimelerinin sinii-énkapall kiimelerinin sinifingie

olur.
Ispat:

X bir topolojik uzay olmak tizere X in her alt kiimegpr -kapali olsun. A
§8-6nacik bir kiime olmak tizere [AA ve A gopr -kapall oldgundans-pcl(A) O A
olacaktir. Ayrica Ald-pcl(A) oldugundans-pcl(A)=A olur. Yani, A s-0nkapalhdir.
A d-6nkapali bir kiime olsun. Bu durumda X $Anaciktir.

X\VAOX\A
ve X \ A gppr -kapali oldgundan
S-pcl(X\VA)LUX\A
dir. Ayrica
X\VAOs-pcl(X\ A)

oldugundan é-pcl(X \ A)=X \ A ve buradan X \ Ad-Onkapaldir. O halde A
d-Onagiktir.

Tanim 5.34.X bir topolojik uzay ve AJX olsun. ¥xJX alahm. Eser X’ i
bulunduran heé-6nacik kiime A’ nin X’ ten farkli bir noktasini kegrsa x noktasina

A’ nin bir 3-6nyigilma noktasi denir. (Ekici, 2005)

Uyari 5.35.X bir topolojik uzay ve AIX olsun. A’ nin timg3-6nyigiima

noktalarinin kiimesini Xile gosterecgiz.

Teorem 5.36.X bir topolojik uzay ve A, BIX olmak lzere A ve B
gopr -kapall kimeler ve AL A% ve B0 B*ise AU B gdpr~ -kapalidir.
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Ispat:

X bir topolojik uzay ve A, B1X olmak lizere A ve B&pr -kapalikimeler ve
A"UAY ve B'UB*™ olmak lizere AIBUG ve G gpr-acik olsun. A ve B
gopr_ -kapali kiimeler ve AIG ve BUG oldusundans-pcl(A) UG ve 8-pcl(B)LU G

olacaktir.

A% 5-pcl(A) ve B §-pcl(B)
oldugundan dolayi

cl(A)=0-pcl(A) ve cl(B)=5-pcl(B)
olacaktir. Bu durumda

d-pcl(A L1 B) Ocl(A 0 B)=cl(A) U cl(B)
&pcl(A) U s-pcl(B) L1 G

olur. O halde A1B gdpr_ -kapali olur.

Teorem 5.37.X bir topolojik uzay ve A1X olmak iizere A’ nin §pr_ -kapali
olmasi icin gerek ve yeter &al 5-pcl(A) LI gopr-cek(A) olmasidir.

Ispat:

X bir topolojik uzay ve AlX olmak tizere A §pr -kapali olsun. A1B ve B
gopr-acik kiime alalim. A bir &r -kapali kime oldgundan &-pcl(A) LB olur.
Buradan

d-pcl(A) Ll gopr-cek(A)
elde edilir.

Tersine,d-pcl(A) L gopr-cek(A) olmak tzere AIB ve B @pr-acik olsun.
Buradan

d-pcl(A) L gopr-cek(A)1 B
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olur. Béyleces-pcl(A) LB olup A ¢pr -kapalidir.

Teorem 5.38X bir topolojik uzay ve AlX olsun. Her gpr-acik kiime acik
olmak tizere A'nin 8pr -kapali olmasi icin gerek ve yeterskib 5-pcl(A) L cek(A)

olmasidir.
Ispat:

X bir topolojik uzay ve AlIX olsun. Her gpr-acik kime acik olmak tzere A
gopr~ -kapall bir kiime ve AIB ve B gpr-acik kiime olsun. A &pr -kapall
oldugundans-pcl(A) L1 B dir. Buradard-pcl(A) Ll cek(A) elde edilir.

Tersined-pcl(A) LI ¢cek(A) olmak Uizere AlB ve B ¢pr-acik olsun. Buradan
d-pcl(A) Licek(A)LIB
olur. Béyleces-pcl(A) LI B olac&indan gpr -kapalidir.

Teorem 5.39X bir topolojik uzay ve A1X olmak tizere A §pr -kapall ise
§-pcl(A) \ A kiimesi gpr~ -aciktir.

Ispat:

Kabul edelim ki A gpr -kapall ve B18-pcl(A) \ A ve B gpr-kapali kiime

olsun. Bu durumda BE ve buradan
B [ 5-pint(6-pcl(A) \ A)
olacaktir. O haldé-pcl(A) \ A gdpr~ -agiktir.

Teorem 5.40X bir topolojik uzay ve A, B1X olsun. A ve B gpr -acik
kimeler, (X \ A)P0(X \ A) ¥ ve (X \ B)"O(X \ B) ®ise An B kiimesi de
gopr_ -acik kiimedir.

Ispat:

A ve B ¢ppr -acik kiimeler olsun. Bu durumda X \ A ve X \ Bpg" -kapali
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kimelerdir.
X\VA) U X\B)UU
ve U gpr-acik olsun. X \ A ve X \ Bpr -kapall kiimeler oldgundan
d-pcl(X \A) U ved-pcl(X\B)LU

olur. Bu durumda

d-pcl(X\A) LI (X\B))Ucl((X\A) U (X\B))

=cl(X\ A)U cl(X \ B)

B3-pcl(X \ A) I 8-pcl(X \ B)

du

olacaktir. Yani X \ (An B) gdpr -kapali kiimedir. Bu durumda AB gdpr -acik

kiime olur.
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BOLUM 6
gépr -KAPALI KUMELER VE
gdpr -KAPALI KUMELER SINIFI VE

FONKSIYON SINIFLARI

Tanim 6.1.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY &-6nkapali kimesi icinf Y(A)UX &-6nkapall ise f fonksiyonuna
d-Onkararsizdir denir (Ekici, 2004).

Tanim 6.2.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY gopr-kapali kimesi icinf (A)UX gdpr-kapali ise f fonksiyonuna

gdpr -kararsizdir denir.

Tanim 6.3.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her

A DY acik kiimesi icirf (A) O X 6nacik isef fonksiyonuna énsureklidir denir.

(Blumberg, 1922; Berner,1982; Mashhouase, 1982; Rose, 1984; Ahmad ve
Noiri, 1985)

Tanim 6.4.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY onkapall kimesi icirf *(A) OX o6nkapall isef fonksiyonuna 6nkararsizdir

denir (Reilly ve Vamanamurthy, 1985).

Tanim 6.5.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY kapall kiimesi icirf (A) OX &-6nkapall isef fonksiyonunas-hemen hemen
sureklidir denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 6.6.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY kapall kimesi icirf *(A) X gdpr -kapali isef fonksiyonuna gpr -sureklidir

denir.
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Tanim 6.7.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY kapall kimesi icinf (A) OX gdp-kapall isef fonksiyonuna gp-stireklidir
denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 6.8.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY kapal kiimesi icinf (A) UX gdpr-kapali isef fonksiyonuna gpr-siireklidir
denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 6.9.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY gdp-kapali kimesi icinf (A)OX gdp-kapall ise f fonksiyonuna
gop-kararsizdir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 6.10X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY gdpr-kapall kimesi icinf “(A)UX gdpr-kapall ise f fonksiyonuna
gopr-kararsizdir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 6.11. X ve Y iki topolojik uzay ve f : X - Y bir fonksiyon olsun.
Her ADY kapali kimesi icinf “(A)OX gdpr -kapali ise f fonksiyonuna

gopr -siireklidir denir.

Teorem 6.12.X ve Y iki topolojik uzay olmak tizere: X — Y gdpr -sirekli bir
fonksiyon ise f fonksiyonugp-sureklidir.

Ispat:

f: X -Y gdpr-surekli bir fonksiyon olsun. Her BY kapall kiimesi icirf
gopr -siirekli oldgundan f (A)UX gdpr -kapalidir. Her @pr-kapali kiime
gdp-kapali kiime oldgundanf *(A) gdp-kapalidir. O haldégsp-sureklidir.

Teorem 6.13.X ve Y iki topolojik uzay ve f : X - Y bir fonksiyon olsun.
f: X Y gdpr-strekli ve X @pr-Ty, uzay isef : X -~ Y sirekli ve buradar

onsureklidir.
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Ispat:

f: X =Y gdpr -siirekli ve X @pr -Ty, uzay olsunf gdpr -siirekli old@gundan
her ALY kapali kiimesi icirf “(A) L1X gdpr -kapalidir. Buradan X &pr -Ta, uzay
oldugundanf (A) kapalidir. O haldé siirekli ve béylecé dnsiireklidir.

Teorem 6.14.X ve Y iki topolojik uzay ve f : X - Y bir fonksiyon olsun.

f: X - Y gdpr -siirekli ve X @pr -Ty, uzay isef gdpr-siireklidir.
Ispat:
Bir dnceki teoremden f siurekli olgaadanf : X — Y gépr-surekli olur.

Teorem 6.15.X ve Y iki topolojik uzay vef : X -Y orten, kapall ve
gopr -kararsiz bir fonksiyon olmak lizere X uzayipg-Ti» uzay ise Y uzayl da

gopr Ty, uzaydir.
Ispat:

X ve Y iki topolojik uzay ve : X - Y orten, kapall ve &pr -kararsiz bir
fonksiyon olmak tizere X uzaydpr -T1 uzay olsun. AlY gépr -kapali kiimesini
alalim. Bu durumdé gdpr -kararsiz oldgundanf *(A) O X gdpr -kapalidir. Buradan
X gdpr -Ty» uzay oldgundanf *(A) kapalidir.f 6rten ve kapali oldiundan

f(fYA)=ALY
kapalidir. Sonug olarak Y uzaysp -Tu/» uzaydir.

Teorem 6.16X ve Y iki topolojik uzay olmak tzere [BX vef : X - Y kapal
ve gppr-kararsiz bir fonksiyon olsun. Bu durumda ASpg-kapali ise f(A)

gopr -kapaldir.
Ispat:

X ve Y iki topolojik uzay olmak ulzere [BX ve f : XY kapall ve
gopr-kararsiz bir fonksiyon ve Adgr -kapali bir kiime olsurf. (A) LIB ve B dpr-
acik kiimesini alalim. Bu durumdal4f *(B) ve buradan A &pr -kapali oldgundan
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cl(A) Uf (B) olupf (cl(A)) LI B elde ederiz. Béyleck(cl(A)) kapali oldgundan
cl(f (A)) Ucl(f (cl(A)))=f (cl(A)) LB
olur. Yani cIf (A)) OB elde edilir. O haldé(A) gdpr -kapali olacaktir.

Teorem 6.17X ve Y iki topolojik uzay ve : X - Y bir fonksiyon olmak tzere
ALY ve X de her gpr-acik kime acik olsun. Bu durumdastrekli, kapali bir
fonksiyon ve A g-kapall isE™(A) gdpr -kapalidir.

Ispat:

f 1 X - Y surekli, kapal bir fonksiyon ve A g-kapali bititne olsun. Kabul

edelim kif (A) LB ve B dgpr-acik kiime olsun. Bu durumda
f(cl (F*(A)) n (X\B))Ocl(A)\ A
olur. A g-kapali oldgundan
f (cl F (A)) n (X \B))=0
olmahdir. Yani
cl (f%(A) n (X\B)=0O
olacaktir. Dolayisiyla clf(*(A)) LI B dir. O halde ™(A) gapr -kapalidir.

Teorem 6.18X ve Y iki topolojik uzay,f : X - Y bir fonksiyon, ALY ve
X' de her @pr-acik kiime acik olsun. Bu durumtsiirekli, kapali bir fonksiyon ve A
g-acik isef (A) gdpr -aciktir.

Ispat:

f : X =Y sirekli, kapal bir fonksiyon ve A g-acik bir ki@émolsun. Bu
durumda Y \ A g-kapalidir. Bu durumda X V'(A) gdpr -kapali ve boylecé *(A)
kiimesi @pr -aciktir.

Teorem 6.19X ve Y iki topolojik uzay ve : X - Y bir fonksiyon olmak
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tizeref : X - Y fonksiyonu @pr -surekli ve Y @pr -Ta, uzay isef gopr -kararsizdir.
Ispat:

f 1 XY gdpr-surekli bir fonksiyon ve Y &pr-Ti, uzay olsun. AlY
gopr -kapall kiimesini alalim. Y &pr -T1;, uzay oldgundan A kapaldirf : X - Y
gopr -siirekli bir fonksiyon oldgundan AUX kapali kimesi icinf ™(A)UX
gopr -kapalidir. O hald&fonksiyonu @pr -kararsizdir.

Teorem 6.20.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun.

f: X - Y gdpr-kararsiz ve X ve Y&pr_ -Ty, uzay isd, 3-6nkararsizdir.
Ispat:
Benzer bigimde goruldr.

Teorem 6.21X ve Y iki topolojik uzay, A X' in bir alt kimesif : X - Y
surekli ve @gpr-kararsiz bir fonksiyon ve heértnkapali kiimenin goruntisu kapal

olsun. Bu durumda A&pr~ -kapali isef (A) gdpr  -kapalidir.
Ispat:

f : X =Y sirekli, gpr-kararsiz bir fonksiyon ve Adgr -kapall bir kiime
olmak tizeref (A)UB ve B dpr-acik kiimesini alalim. Bu durumdal# “*(B)
olacaktir. Bu durumda A &pr -kapali oldgundan §-pcl(A) f *(B) ve béylece
f (5-pcl(A)) LI B elde ederiz. Bu durumdds-pcl(A)) kapal oldgundan

5-pel(f (A)) D cl(f (A)) T cl(f (5-pcl(A)))
= (5-pcl(A)) OB

olacaktir. Yani8-pcl(f (A)) LB elde edilir ve béylece (A) nin gopr -kapall

olduguna ulgiriz.

Teorem 6.22X ve Y iki topolojik uzay,f : X - Y bir fonksiyon, ALY ve
X de her gpr-acik kime acik olsun. Bu durumfdsiirekli, kapali bir fonksiyon ve A
g-kapali is€ (A) gdpr~ -kapalidir.
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Ispat:

f : X - Y surekli, kapah bir fonksiyon ve A g-kapali bitike olmak Uzere
f"1(A) LB ve B gpr-acik kiime olsun. Bu durumda

f(cl (FX(A)) n (X \B))Licl(A) \ A
oldugundan ve A g-kapali oldundan
f(cl (F%(A)) n (X \B))=0O
olacaktir. Bu durumda
cl (f%(A)) n (X\B)=0O

olur. Béylece cl { *(A)) B ve bu durumdas-pcl(f (A)) LB olacaktir. O halde
f1(A) gdpr~ -kapalidir.

Teorem 6.23X ve Y iki topolojik uzay,f : X - Y bir fonksiyon, ALlY ve X
de her gpr-acik kime acik olsun. Bu durumtiairekli, kapali bir fonksiyon ve A
g-acik bir kiime isé€ *(A) gdpr~ -aciktir.

Ispat:

f : X =Y sirekli, kapal bir fonksiyon ve A g-acik bir ki@émolsun. Bu
durumda Y \ A g-kapalidir. Dolayisiyla Xf\*(A) gdpr -kapali ve boylecé *(A)
gopr_ -aciktir.

Teorem 6.24.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g Y - Z iki fonksiyon
olsun.f : X - Y gdpr -siirekli bir fonksiyon veg: Y — Z siirekli bir fonksiyon ise

gof: X - Z fonksiyonu @pr -siirekli bir fonksiyondur.
Ispat:

f: X =Y gdpr-sirekli veg: Y — Z sirekli iki fonksiyon olmak tizere BZ
kapali kiimesi icindof )*(A) nin gpr -kapall oldgunu gostereggz. AZ kapali
kiimesi icing: Y — Z siirekli bir fonksiyon oldgundang *(A) OY kapalidir. Ayrica
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f: X =Y gopr -siirekli oldgundanf *(g *(A))=(g-f Y*(A), X' de gdpr -kapalidir.
Yani,gof: X - Z gdpr -strekli bir fonksiyon olur.

Teorem 6.25.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g Y - Z iki fonksiyon
olmak Uzeref : X - Y ve g: Y — Z gdpr -kararsiz fonksiyonlar isgof : X - Z

fonksiyonu da §pr -kararsiz bir fonksiyondur.
Ispat:

f: X-Y veg Y-Z gopr-kararsiz iki fonksiyon olmak iizere [AZ
gopr -kapall kimesi icindof )*(A) nin gpr -kapali oldgunu gdsteregez. ALZ
gopr -kapall kiimesi icirg: Y — Z fonksiyonu @pr -kararsiz oldgundang *(A) OY
gopr -kapalidir. Buradanf : X - Y gdpr-kararsiz oldgundan f (g *(A))=
(gof )}(A), X' de gdpr -kapalidir.

Sonug olarafjof : X — Z gdpr -kararsiz bir fonksiyondur.

Teorem 6.26.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olmak Uizeref : X - Y gdpr -kararsiz bir fonksiyon ve: Y — Z gdpr -stirekli bir

fonksiyon isegof : X — Z gdpr -stirekli bir fonksiyondur.
Ispat:

f: X =Y gdpr -kararsiz bir fonksiyon ve: Y — Z gdpr -siirekli iki fonksiyon
olmak iizere AlZ kapali kiimesi icin dof Y*(A) nin ¢pr -kapali oldgunu
gosterecgiz. AUZ kapali kimesi icing: Y —Z gdpr -surekli bir fonksiyon
oldugundang (A) 0Y gdpr -kapalidir. Ote yandaf : X - Y gdpr -kararsiz bir
fonksiyon oldgundanf (g *(A))= (g-f )*(A), X’ de gdpr -kapalidir.

Yanigof: X — Z gdpr -surekli bir fonksiyon olur.

Teorem 6.27.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g Y - Z iki fonksiyon
olsun. Y @pr -Ty uzay olmak tizeré: X — Y 8-hemen hemen stirekli bir fonksiyon

veq: Y - Z gopr -suirekli bir fonksiyon isegof : X — Z 8-hemen hemen sureklidir.
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Ispat:

f: X =Y 8-hemen hemen siireklii Y — Z gdpr -stirekli fonksiyonlar ve Y
gopr -T1, uzay olsun. AlZ kapali kimesini alalim.g: Y —Z gdpr -surekli

fonksiyon oldgundang *(A) LY gépr -kapalidir.

Buradan Y gpr-Ty, uzay oldgundang *(A) kapaldir.f : X =Y 8-hemen

hemen surekli oldgundan
f g™ (AN=(g°F) ' (A)
d-0nkapalidir. O haldg-f: X - Z 6-hemen hemen stirekli olacaktir.

Teorem 6.28.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g Y - Z iki fonksiyon
olsun. Y @pr -Ty, uzay olmak tizeré: X — Y onstirekli bir fonksiyon vey: Y - Z

gopr -siirekli bir fonksiyon isgof : X — Z énsureklidir.
Ispat:

f: X oY onsurekli veg: Y - Z gdpr -surekli fonksiyonlar ve Y &pr-Ty»
uzay olsun. AJZ kapali bir kiime olsung: Y - Z gdpr -sirekli fonksiyon

oldugundang *(A) DY gdpr -kapalidir.

Buradan Y §pr-Ty, uzay oldgundang *(A) kapalidir.f : X - Y onstrekli
oldugundanf (g *(A))=(g-f)*(A), X’ de dnkapalidir.

Sonug olaralgef: X - Z dnsurekli olur.

Teorem 6.29.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olmak tizere ve Y &pr -T1» uzay olmak tizeré: X — Y dnkararsiz bir fonksiyon ve

g: Y — Z gdpr -stirekli bir fonksiyon isgof : X — Z dnsiireklidir.
Ispat:

Bir dnceki teoremden aciktir.
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Teorem 6.30.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olsun. Y @pr-Ty, uzay olmak lzerd : X Y §-6nkararsiz bir fonksiyon ve

g: Y — Z gdpr -stirekli bir fonksiyon isgof : X — Z §-hemen hemen stireklidir.
Ispat:

f: XY 8-6nkararsizg: Y — Z gopr -siirekli fonksiyonlar ve Y &pr-Tq
uzay olsun. Her AIZ kapall kimesi icing: Y —Z ¢dpr -sirekli fonksiyon
oldugundang *(A) OY gdpr-kapalidir. Buradan Y &pr -T1, uzay oldgundan
g (A) kapalidir. Her kapali kiimé-6nkapali oldgundang (A) s-6nkapalidir.
f: X - Y 8-6nkararsiz oldgundanf (g *(A))=(g-f)*(A), X’ de s-6nkapalidir.

O haldegof: X - Z 6-hemen hemen sureklidir.

Teorem 6.31.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olsun. Y @pr-Ty, uzay olmak lzerd : X - Y gdp-kararsiz bir fonksiyon ve

g: Y — Z gdpr -suirekli bir fonksiyon isgof : X - Z gdp-sureklidir.
Ispat:

f: X Y gdp-kararsiz,g: Y — Z gopr -siirekli fonksiyonlar ve Y &pr-Ty
uzay olsun. Her AIZ kapall kimesi icing: Y — Z ¢dpr -siirekli fonksiyon

oldugundang *(A) LY gdpr -kapalidir.

Buradan Y @pr-Ty, uzay oldgundang *(A) kapalidir. Her kapali kiime
gop-kapall oldgundang™(A) gdp-kapalidirf : X — Y gdp-kararsiz oldgundan

g™ (A)=(g-f)(A)
X' de gop-kapalidir.
Bdylecegof: X — Z gdp-sureklidir.

Teorem 6.32.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g Y - Z iki fonksiyon
olsun. Y @pr-Ty, uzay olmak Uzerd : X - Y gdpr-kararsiz bir fonksiyon ve

g: Y — Z gdpr -suirekli bir fonksiyon isgof : X — Z gdpr-sureklidir.
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Ispat:

Y gdpr-Ty, uzay olmak lzerd : X - Y gdpr-kararsiz bir fonksiyon ve

g: Y - Z gdpr -suirekli bir fonksiyon olmak tizere bir énceki temden agiktir.

Tanim 6.33.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Her
ALY gdpr -kapali kimesi icinf (A) X gépr -kapall isef fonksiyonuna

gopr_ -kararsizdir denir.

Tanim 6.34. X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun.
Her ALY kapali kimesi icinf “(A)LX gdpr -kapali ise f fonksiyonuna

gopr -siireklidir denir.

Teorem 6.35.X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y orten, 3-6nkapal ve
gdpr_ -kararsiz bir fonksiyon olmak iizere X uzaypg -Ti, uzay ise Y @pr -Tup

uzaydir.
Ispat:

X ve Y iki topolojik uzay vef : X — Y &rten,5-6nkapali ve §pr_ -kararsiz bir
fonksiyon olmak lizere X uzaydpr -Ti uzay olsun. AlY gdpr -kapall kiimesi
icin f gdpr~ -kararsiz oldgundanf “}(A) OX gdpr~ -kapalidir. Buradan X&pr -Ty
uzay oldgundanf *(A) §-6nkapalidir.f orten oldgundanf ( f “(A)=A0Y

d-Onkapalidir.
O halde Y §pr~ -Ty, uzaydir.

Teorem 6.36.X ve Y iki topolojik uzay,f : X - Y gdpr_ -stirekli bir fonksiyon

ve X gpr Ty uzay isef fonksiyonus-hemen hemen suireklidir.
Ispat:

f: XY gdpr -sirekli bir fonksiyon ve X bir &pr -T1, uzay olsun. AlY
kapali kiimesini alalinf.: X — Y gdpr_ -stirekli bir fonksiyon oldgundan her AlY
kapali kiimesi icirf (A) UX gdpr_ -kapalidir. X gpr_ -T1> uzay oldgundanf *(A)
d-6nkapalidir. Buradah fonksiyonud-hemen hemen sireklidir.
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Teorem 6.37X ve Y iki topolojik uzay vef : X - Y bir fonksiyon olsun. Bu
durumdaf : X — Y gdpr~ -siirekli ve X @pr_ -Ty, uzay isef gdp-streklidir.

Ispat:
Bir dnceki teoremdendhemen hemen strekli olgundanf gop-streklidir.

Teorem 6.38.X ve Y iki topolojik uzay vef : X Y bir fonksiyon olsun.

f: X - Y gdpr -kararsiz ve X ve Y&pr -Ty, uzaylar isé 3-6nkararsizdir.
Ispat:

f: X Y gdpr - kararsiz ve X ve Y &pr -Ty uzay olsunf gdpr -kararsiz
ve Y gppr -Ti uzay oldgundan her AlY &-dnkapali kiimesi icirf (A) X
gopr~ -kapalidir. Buradan X &pr -Ti, uzay oldgundanf “(A) s-dnkapalidir.

Dolayisiylaf 6-6nkararsizdir.

Teorem 6.39.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olsun. Bu durumdd : X - Y gdpr -siirekli bir fonksiyon veg: Y - Z surekli bir
fonksiyon isegof: X — Z gdpr  -strekli bir fonksiyondur.

Ispat:

f: XY gdpr -surekli veg: Y — Z surekli iki fonksiyon olsun. Her AZ
kapali kiimesi icindf )*(A) nin gpr_ -kapali oldgunu géstermeliyiz. AlZ kapali
kiimesi icin g: Y - Z sirekli bir fonksiyon oldgundan g *(A)UY kapalidir.
f: X Y gdpr -sirekli oldgundanf *(g*(A))=(g-f)?*(A), X’ de gdpr -kapalidir.

O haldegof: X — Z gdpr  -strekli bir fonksiyondur.

Teorem 6.40.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olsun. Bu durumdaf : XY ve g Y —Z ¢dpr -kararsiz fonksiyonlar ise

gof: X — Z fonksiyonu da gpr_ -kararsizdir.
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Ispat:

f: X-Y veqg YoZ gopr -kararsiz iki fonksiyon olsun. Her AZ
gopr_ -kapali kiimesi icindof )*(A) nin gopr_ -kapali oldgunu gostermeliyiz. AlZ
gopr -kapall kiimesi icing: Y - Z fonksiyonu @pr -kararsiz oldgundan
g ALY gdpr -kapaldir. Buradanf : X Y gdpr -kararsiz oldgundan
f Y9 (A)= (gof ) (A), X' de gopr -kapalidir.

O haldegof: X — Z gdpr_ -kararsiz bir fonksiyondur.

Teorem 6.41.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olsun. Bu durumd&: X — Y gdpr -kararsiz bir fonksiyon vg: Y — Z gdpr_ -surekli
bir fonksiyon isegof: X — Z gdpr_ -suirekli bir fonksiyondur.

Ispat:

f 1 XY gdpr -kararsiz bir fonksiyon veg: Y —Z gdpr -strekli bir
fonksiyon olsun. Her Al Z kapali kiimesi icindof )*(A) nin gdpr -kapali oldgunu
gosterecgiz. ALZ kapall kimesi icing: Y —Z gdpr -strekli bir fonksiyon
oldugundang (A) 0Y gdpr -kapalidir. Ote yandah: X - Y gdpr_ -kararsiz bir
fonksiyon oldgundanf (g (A))=(g-f)*(A), X’ de gdpr  -kapalidir.

O haldegof: X — Z gdpr_ -stirekli bir fonksiyondur.

Teorem 6.42.X, Y, Z topolojik uzaylar,f: X - Y ve g: Y - Z iki fonksiyon
olmak lizere Y uzay birdpr -T1, uzay ise vé : X — Y 8-6nkararsiz bir fonksiyon
veqg: Y - Z gopr -surekli bir fonksiyon isgjof : X — Z 8-hemen hemen siirekli bir

fonksiyondur.
Ispat:

f: X - Y 8-6nkararsiz bir fonksiyorg: Y — Z gdpr_ -suirekli bir fonksiyon ve
Y gdpr~ -Ty uzay olsun. Her A1Z kapali kimesi icing: Y — Z gdpr  -strekli bir
fonksiyon oldgundang (A)OY gdpr -kapalidir. Y @pr -Ta, uzay oldgundan
g(A) 5-6nkapalidir. Ote yanddn X — Y §-6nkararsiz bir fonksiyon olgundan
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f (g (A)=(gof ) *(A), X' des-6nkapalidir.
O haldegef: X - Z fonksiyonud-hemen hemen sureklidir.

Teorem 6.43.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olsun. Y @pr -Ti, uzay olmak lzerd : X - Y gdp-kararsiz bir fonksiyon ve

g Y - Zgdpr -surekli bir fonksiyon isegof: X — Z gdp-siireklidir.
Ispat:

f: XY gdp-kararsizg: Y — Z gdpr -siirekli fonksiyonlar ve Y &pr -T2
uzay olsun. Her AlZ kapall kimesi icing: Y - Z gdpr -sirekli fonksiyon
oldugundang (A) Y gdpr -kapalidir. Buradan Y &pr -Ty, uzay oldgundan
g A) &-6nkapalidir. Her 8-onkapali kiime &p-kapali oldgundan g *(A)
gop-kapalidir.f : X - Y gdp-kararsiz oldgundanf (g (A))=(g-f )*(A), X' de
gop-kapaldir. Boylecgof: X — Z gop-surekli olacaktir.

Teorem 6.44.X, Y, Z topolojik uzaylar vef : X - Y, g: Y - Z iki fonksiyon
olmak lizere ve Y&pr -Ti, uzay olmak iizeré: X - Y gdpr-kararsiz bir fonksiyon

veg: Y - Z gopr  -siirekli bir fonksiyon isegof : X - Z fonksiyonu gpr-siireklidir.
Ispat:

f: X Y gdpr-kararsizg: Y — Z gdpr_ -surekli fonksiyonlar ve Y &pr -T2
uzay olmak lizere AZ kapall kiimesini alalimg: Y — Z gdpr_ -siirekli fonksiyon
oldugundan g (A) Y gdpr -kapalidir. Y @pr -Ti, uzay oldgundan g*(A)
§-6nkapalidir. Hes-6nkapall kiime &pr-kapali oldgundang *(A) gdpr-kapalidir.
f: X - Y gdpr-kararsiz oldgundanf (g *(A))=(g-f)*(A), gdpr-kapalidir.

Sonug olaralyef: X - Z fonksiyonunun gpr-sirekli oldgunu elde ederiz.
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