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OZET

TOPOLOJIK OZELL iKLER UZER iNE

Hatice ASLAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali Yuksek Lisans Tezi
Dansman: Dog. Dr. Erdal EiCI

HAZIRAN 2009, Sayfa Sayisi: 53

Bu tezde G topolojik 0Ozellik kavrami ve & topolojik o6zellik kavrami
calisiilmis ve oOzellikleri aratinimistir. Bu balamda @pr- To uzay, @pr- Ti uzay,
gopr- T, uzay ve @pr- kompakt uzay olmanin birer ;G topolojik 6zellik oldgu

gorulmistar. Ayrica @dpr- T, uzay ve gpr- simetrik uzay ozellikleri agairiimistir.

Anahtar Sozciukler: Gi- topolojik 6zellik, G- topolojik 6zellik, gpr- T, uzay,

gopr- simetrik uzay.



ABSTRACT

ON TOPOLOGICAL PROPERTIES

Hatice ASLAN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Mathematics Thesis of Master of Science
Advisor: Dog. Dr. Erdal EKici
June 2009, Page Number: 53

In this thesis, the notions 06G;— topological property and & topological
property and their properties are investigated.oAls is shown that the properties of
gopr- To space, QJpr- T, space, Jpr- T, space and qpr-compact space are
G;— topological properties. Also, properties odpg T, space and &pr— symmetric

space are investigated.

Keywords: G;— topological property, & topological property, @pr- T, space,

gopr- symmetric space.
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BOLUM 1- GiRIiS Hatice ASLAN

BOLUM 1

GIRIS

Topolojik kiimeler ile birlikte topolojik Ozellik d#igimiz iki topolojik uzay
arasindaki oOzelliklerin ayni kalmasi fikri literati¢ bircok cakmada bslica

arastirma konusu olmgtur.

Genellatiriimi s kapal kimeler kapali kiimeler ile ¢oksitk yerlerde ayni
karakterizasyonlari Ustlenmeleri acisindan Onemlidievine, 1970 yilinda

genellgtiriimi s kapal kiimeleri sunngtur.

Daha sonralari bircok alanda gengildmis kapali kimeler uygulama alani
bulmuwtur. Ornegin, Dontchev ve Maki, 1999. El- Shafei ve Zaka008. Saraf ve
ark., 2005. El- Maghrabi ve Nasef, 2005. El- Sha?@05. Muthukumaraswamy ve
Devi ,2004. Dontchev ve Ganster, 1996. Thakur vévivia 1995/ 96, 1997.

Ekici ve Noiri 2006 yilinda §pr- kapali kimeleri ¢cagmistir. Bu calsmalarda
Ekici ve Noiri gdpr- kapali kimeler ile normal ve almost normal viddim normal
uzaylarin birer genellemelerini sungtwr. Bu genellemenin karakterizasyonunda
gopr- kapali kimelerden yararlangtardir. Ayrica ceitli Ozelliklerin korunmasi

fikrini de argtirmiglardir.
Bu tez be bolimden olgmaktadir.
Birinci bolimde tezimizi tanitacak bilgiler sunulgtur.
ikinci bolimde temel tanim ve teoremler sunutau
Uctincii bolumde & topolojik 6zellik bilgisi ve 6zellikleri argiriimistir.

Dorduncu bolimde apr- T, uzaylar ve @pr- simetrik uzay ve Ozellikleri

arastirilmistir.

Son bélimde & topolojik dzellik bilgisi ve ozellikleri argiriimistir.



BOLUM 2- ONCEK i CALI SMALAR Hatice ASLAN

BOLUM 2

ONCEKI CALI SMALAR

X bir topolojik uzay ve ALl X olsun. A kiimesinin kapasini cl(A) ve igini
int(A) ile gosterecgiz.

Tanim 2.1. (X, 1) bir topolojik uzay ve Al X olsun. A= int( cl(A) ) ise A’ ya
dizenli acik kime denir ( Stone, 1937).

Tanim 2.2. (X, t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A = cl( int(A) ) ise A
kiimesine duzenli kapal denir (Stone, 1937).

Tanim 2.3. (X, 1) bir topolojik uzay ve ALl X olsun. EBer AUint( cl(A) ) ise

A kiimesine 6nacik kiime denir (Mashhour ve ark.2)98

Tanim 2.4. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Onagcik kiimelerin timleyenteri

Onkapal kiime denir (ElI-Deeb ve ark., 1983).

Tanim 2.5. (X, t) bir topolojik uzay ve AU X olsun. O (x )V L7 igin
int( cl(V) ) n A# 0O ise x noktasina A kimesinin b& kapang noktasi denir
(Velicko, 1968).

Tanim 2.6. (X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. A kiimesinin tind-kapans

noktalarini kimesine A’ niad kapang! denir (Velicko, 1968).

A’ nin tim & kapang noktalarinin kimesinid>- cl( A) ile gbsterecgz
(Velicko, 1968).

Tanim 2.7. (X, 1) bir topolojik uzay ve Al X olsun. A=6- cl(A) ise A
kiimesined- kapali denir (Velicko, 1968).

Tanim 2.8.(X, t) bir topolojik uzay olsunsé- kapali kimelerin timleyenlerine
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o- acik kiimeler denir (Velicko, 1968).

Tanim 2.9. (X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. A int ( & cl(A) ) ise A
kiimesin&- 6nagciktir denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993)

Tanim 2.10. (X, 1) topolojik uzay olsund- énacik kiimelerin timleyenlerine

o~ dnkapall kiimeler denir (Raychaudhuri ve Mukherje93).

Tanim 2.11.(X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. A kiimesini kapsayan tim
o- Onkapali kiimelerin arakesitine A kiimesidin 6nkapangi denir (Raychaudhuri
ve Mukherjee, 1993).

A kimesinin & oOnkapamyi & pcl(A) ile gosterilir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

Tanim 2.12.(X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. A kiimesinde bulunan tim
O- Onacik kumelerin birkemine A kimesinin d-0ni¢i denir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

A kiimesinind- onici &- pint (A) ile gosterilir (Raychaudhuri ve Mukhegje
1993).

Teorem 2.13. (X, 1) topolojik uzay ve A X olsun. Bu durumda

O- pcl(A) = A0 cl( &int (A) )olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.14. (X, 1) topolojik uzay ve A X olsun. Bu durumda A,
O- Onkapall olmasi icin gerek ve yetart A =o- pcl(A) olmasidir (Raychaudhuri ve
Mukherjee, 1993).

Teorem 2.15.(X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. Bu durumda Al B ise
O~ pcl(A) O & pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.16.(X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. Bu durumda®- pcl(A)
kiimesid- dnkapalidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

10
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Teorem 2.17. (X, 1) topolojik uzay ve A X olsun. Bu durumda

O pcl(d- pcl(A) ) =& pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.18. (X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. Bu durumda
x O & pcl(A) olmasi icin gerek ve yeter fd [0 (x 0) B O & PO(X) icin
A n B # 0 olmasidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.19.(X, 1) topolojik uzay ve Al X olsun. A0 B ve B acik oldgunda
o- pcl(A) O B oluyorsa A kiimesinedp- kapalidir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.20(X, t) bir topolojik uzay olsun. @p- kapali kimelerin

tumleyenlerine dp- acik kiimeler denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.21. ¥, 1) topolojik uzay olsun. AJ X kiimesi icin ger A [0 B ve
B O X diuzenli acik oldgundad- pcl(A) O B oluyorsa A kiimesine dpr- kapall
kiime denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.22(X, t) bir topolojik uzay olsun. Bir §or- kapali kiimenin
tumleyenine gpr- acik kime denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.23 (X, 1) topolojik uzay olsun. A1 X alalim. A kiimesinde bulunan

tum gdpr- acik kiimelerin birlgmine A kiimesinin gpr ici denir.
A kiimesinin @pr ici ve gdpr- int(A) ile gosterilir.

Tanim 2.24. Bir (X, 1) topolojik uzayindaki bir A alt kimesi igin
gopr- cl(A) = n { G: A OG ve G, X' te @pr- kapali} olarak tanimlanir
(Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.25.(X, 1) topolojik uzay olsun. Bu durumdayg- cl(d) = 0O ve
gopr- cl(X) = X olur (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.26. (X, 1) topolojik uzay A ve B (X,1) topolojik uzayinin alt
kimeleri olsun. Bu durumda AJ B ise @pr- cl(A) O gdpr- cl(B) olur
(Ekici ve Noiri, 2006).

11
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Teorem 2.27.(X, 1) topolojik uzay A (X,1) topolojik uzayinin bir alt kimesi
olsun. Bu durumda Al gdpr- cl(A) olur (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.28.(X, 1) topolojik uzay A (X, 1) topolojik uzayinin alt kimesi
olsun. Bu durumdadgpr- cl(A) = gdpr- cl( gdpr- cl(A) ) olur (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.29.(X, 1) topolojik uzay A ve B (X,1) topolojik uzayimnin alt
kimeleri olsun. Bu durumdadgr- cl(A O B) O gdpr- cl(A) O gdpr- cl(B) olur
(Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.30. (X, 1) topolojik uzay A ve B (X,1) topolojik uzaymnin alt
kimeleri olsun. Bu durumdadgr- cl(A n B) O gdpr- cl(A) n gdpr- cl(B) olur
(Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.31.(X, 1) topolojik uzay A ve B (X,1) topolojik uzayinin alt
kimeleri olsun. Bu durumdager A [0 X gdpr- kapall ise A = §pr- cl(A) olur
(Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.32.(X, 1) topolojik uzay olsun. ger pr- acgik kiimeler ailesi bir
topoloji olusturuyorsat = { V O X: gdpr- cI(X \ V) = X \ V Jailesi gdpr- acik

kimeler ailesinegt olur (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 2.33.(X, 1) topolojik uzayi igin, her @pr- kapali kiimesinin kapal

olmasi icin gerek ve yeteartt =T olmasidir (Ekici ve Noiri, 20086).

Tanim 2.34. (X, 1) bir topolojik uzay ve AL X olsun. A0 B ve B aclk
oldugunda cl(A) O B ise A kimesine geneliriimis kapall kiime denir
(Levine, 1970).

Genellatirilmi s kapali kimeye kisaca g-kapali kiime denir (Levi®g,0).

Tanim 2.35.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. geneligriimis kapah kiimelerin

tumleyenlerine genelj@iriimi s acik kiimeler denir (Levine, 1970).

Genellatirilmi s acik kiimeye kisaca g- acik kime denir (Levine,1970

12
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Tanim 2.36. (X, 1) topolojik uzayinda her g-kapali kime kapali kiise bu

uzaya T, —uzay denir (Levine, 1970).

Tanim 2.37.(X, 1) bir topolojik uzay ve ALl X olsun. A kiimesini kapsayan
tum onkapali kiimelerin arakesitine A kiimesinin gréa@s1 denir (EI-Deeb ve ark.,
1983).

A kiimesinin dnkapasu pcl(A) ile gosterilir (EI-Deeb ve ark., 1983).

Tanim 2.38.(X, 1) bir topolojik uzay ve ALl X olsun. Al B ve B [0 X acik
oldugunda pcl(A)_ B oluyorsa A kimesine genegiteilmis p- kapal kiime denir
(Maki ve ark., 1996).

Genellatirilmi s p-kapali kiimeye kisaca gp-kapali kime denir (Makiark.,
1996).

Tanim 2.39. (X, t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. ALl B veB LU X
dizenli acik oldgunda cl(A)LI B oluyorsa A kimesine dizenli gensgtiglmis

kapali kime denir (Palaniappan ve Rao, 1993).

Duzenli genellgtiriimis kapali kimeye kisaca rg- kapali kime denir

(Palaniappan ve Rao, 1993).

Tanim 2.40. (X, t) bir topolojik uzay ve ALl X olsun. A0 B ve BU X
dizenli acik oldgunda pcl(A)JB oluyorsa A kiimesine genedtgilmis ondiuzenli
kapali veya duzenli genejlirilmis dnkapali kime denir (Gnanambal, 1997, Noiri,
1998).

Duzenli genellgtiriimis ©nkapali kimeye kisaca gpr-kapali kiime denir
(Gnanambal, 1997, Noiri, 1998).

Uyari 2.41. (X, 1) bir topolojik uzay ve ALl X olsun. Bu durumdasagidaki

diyagram gecerlidir:

13
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kapali— g- kapali- rg- kapali

Onkapali- gp- kapali- gpr- kapali

8- 6nkapali- gop- kapali—» gopr- kapali

(Ekici ve Noiri, 2006).

14
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BOLUM 3
G;-TOPOLOJIiK OZELL iKLER

VE ILISKILERIT

Tanim 3.1. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1)- (Y, v) bir
fonksiyon olmak tzere helgr- acik A0 X kiimesi icin f(A), Y ‘de @pr- acik ise

f fonksiyonuna gpr- acik fonksiyon denir.

Tanim 3.2. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Her &pr- kapali FOI X kimesi icin f(F), Y‘de @pr- kapal ise

f fonksiyonuna gpr- kapall fonksiyon denir.

Tanim 3.3. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,t) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Her &pr- acik FO Y kimesi icin f(F), X’ de gopr- acik ise

f fonksiyonuna @pr- kararsizdir denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 3.4. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,;T) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Eer f fonksiyonu 1-1 ve Orten ve Ustelikdpgy- kararsiz ve

gopr- acik oluyorsa f fonksiyonuna bin€iomeomorfizma denir.

Tanim 3.5. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere X ve Y uzaylari
arasinda bir f: (X1) - (Y, v) Gi-homeomorfizmasi var ise X ve Y uzaylarina

Gi—homeomorfik topolojik uzaylardir denir.

Tanim 3.6. f: (X, 1) - (Y, v) bir Gi-homeomorfizma olmak Uzere

Gi—homeomorfizma altinda korunan topolojik 6zellikl&e-topolojik 6zellik denit

Tanim 3.7.(X, 1) bir topolojik uzay ve NIX olsun. xOG [0 N olacak bigcimde

bir gdpr- acik G kiimesi var ise N kimesine x noktasimmgdpr- komsulugu denir.

15
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Teorem 3.8. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1)- (Y, v) bir
fonksiyon olmak tzere f fonksiyonwpgr- acik ise her bir XX noktasinin her bir

gopr- komsulugunun gorintisu o noktanin goérunttistundprg komsulugu olur.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X;t) - (Y, v) bir fonksiyon olmak
uzere f fonksiyonu &pr- acik olsun. xL X ve A kiimesi x noktasinin bir
gdpr- komsulugu olsun. Bu durumda kI B [J A olacak bicimde. bir B gpr- agik
kimesi vardir. Buradan f(x)J f(B) O f(A) elde ederiz. f fonksiyonu &pr- agik
oldugundan f (B) @pr- acik bir kimedir. Boylece f (A) kiimesi f(x) noktas bir
gopr- komsulugu olur.

Tanim 3.9. (X, 1) topolojik uzay olmak Uzere herdgr- kapali kiime

o- dnkapall kiime ise bu uzadp- reguler T, — uzay denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 3.10.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar, (Y ) dp- reguler T,uzay ve
f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak Uzeresagidaki ifadeler denktir.

(1)f fonksiyonu @pr- aciktir,

(2)Her A X igin f( gdpr- int (A) ) O gdpr- int (f (A) ) olur,

(3)Her BO Y icin gdpr- int (f(B) ) O f *( gdpr- int (B) ) olur.
Ispat:

(1) =(2) f fonksiyonu @pr- agik olsun. A0 X alalim. @pr- int (A) O A
oldugunu biliyoruz. Buradan f(apr- int (A) ) O f (A) olacaktir. Bu durumda

gopr- int (f ( Ppr-int (A)))
=f (gdpr- int (A) ) Ogdpr- int (f (A))

olacaktir.

16
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(2) =(3) Her A0 X igin f( gdpr- int (A) ) Ogdpr- int ( f (A) )olsun. BO Y

alalim. Buradan
f (gdpr-int (£ (B)))Ogdpr-int (f(f*(B)))
0 gdpr- int (B)
olacaktir. Bu durumda
f4(f(gopr-int (f*(B))))Df™(gdpr-int(B))
ve boylece
gdpr-int (f (B) )0 f ™ ( gdpr-int (B))
elde ederiz.

(3) = (1) Her BO Y icin gdpr- int (™ (B) ) Of * ( gdpr- int (B) ) olsun.
A [0 X bir gdpr- acik kiime olsun. Bu durumda

gdpr- int (£ (A)) Of * (gdpr- int (f (A)))
olacaktir. Bu durumda
A= gdpr- int (A) O f ™ (gdpr - int (f(A)))
olur. Sonug olarak
f(A) Of (f™ (gdpr-int (f(A))) )0 gdpr-int (f(A))
elde ederiz. Yani f(A)l gdpr- int (f (A) ) olur. Oyleyse f, §or- acik fonksiyon olur.

Teorem 3.11.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,;1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak tzere f fonksiyonunudm- kapali olmasi icin gerek ve yeterskb
her AO Y ve f *(A) O B olan her B §pr- acik kiimesi icin A1 G ve f*(G) O B

olacak bigcimde bir G &pr- acgik kiimesinin var olmasidir.

17
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Ispat:

f fonksiyonunun §pr- kapali olsun. AJ Y ve f*(A) O B ve B @pr- acik bir
kime olarak alalim. Buradan G = Y \ f(X \ B) dersékkimesi @dpr- acik bir
kiimedir. Ayrica AD G ve f*( G) O B elde ederiz.

Tersine, her A1Y ve f*(A) O B olan her B gpr- acik kiimesi icin A1 G ve
f 1(G) O B olacak bicimde bir G &pr- acik kiimesinin var olsun. B X bir gdpr-

kapall kime olarak alalim. Buradan
fLY\f(A))OX\A

ve X \ A kiimesi @pr- acik olacaktir. U=Y \f(A)ve B=X\Adak Y \f(A)OG
ve f1(G) O X\ A olacak bicimde bir G &pr- acik kiimesi vardir. Boylece f (A) =
Y\ G vef(A) Pdpr- kapal olur. Bu ise bize ' nindgr- kapali oldgunu verecektir.

Teorem 3.12.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak uzere ve (Y,u) Op-regliler T, uzay olmak uUzere f
fonksiyonu @pr- kapali olmasi icin gerek ve vyeter skb her A O X igin
gopr- cl( f(A) ) O f ( gdpr- cl (A) ) olmasidir.

Ispat:

f fonksiyonu @pr- kapal olsun. AJ X olmak lzere Al gdpr- cl(A) sahibiz.
Ayrica

f(A) O gdpr- cl (A) )
ve f fonksiyonu gpr- kapali oldgundan dolay!
gdpr- cl(f(A) ) Ugdpr- cl (f( dpr- cl (A) )= f( Ppr- cl(A) )
olacaktir. Yani gpr- cl( f(A) ) O f ( gdpr- ¢l (A) ) olur.

Tersine, her Al X igin gdpr- cl( f(A) ) Of ( gdpr- cl (A) ) olsun. Al X

gopr- kapali bir kiime olmak Gzere
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gopr- cl( f(A) ) O f ( gdpr- cl (A) ) = f(A)

elde ederiz. Buradan f (A), Y’ dedpr- kapali kime ve boéylece Bgr- kapall bir

fonksiyon olur.

Teorem 3.13.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X;1) - (Y, v) bir
G, - homeomorfizma olmak tizere®fY - X,y — f™*(y) = x fonksiyonu da bir

G;1 — homeomorfizmadir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) bir G, — homeomorfizma olsun. Buradan &g-kararsiz,
gdpr- acik, 1-1 ve ortendir. Buradan'f (Y, v) - (X, 1) gdpr- kararsiz, gpr-acik,

1-1 ve Orten olur. Sonug¢ olarakf G;— homeomorfizmadir.

Teorem 3.14. (X, 1) ve (Y, v) ve (Z, o) topolojik uzaylar ve
.0 1) > (Y,0), g (Y,v) - (Z, o) iki G; —homeomorfizma olmak Uzere

gof: (X, 1) - (Z,0), x - (gof) (x) fonksiyonu da bir &~ homeomorfizmadir.
Ispat:

. (X, 1) > (Y,v)veg: (Y,0) - (Z,0) iki G;-homeomorfizma olmak Uzere
go f: ( X, 1) - (Z, 0) fonksiyonunu alalim. (Zg) uzayinda bir A §pr- acik kiime
olmak (izere g fonksiyonu bir ;G—homeomorfizma oldgundan g™ (A)
gdpr- acik bir kiime olacaktir. g (A), (Y, v) uzayinda gpr- acik kiime ve f
fonksiyonu bir G -homeomorfizma oldgundan dolay f (g™ (A) ) = (g f ) {(A)

gopr- acik kiime olacaktir.

Bu ise bize g f: (X, 1) - (Z, o) fonksiyonunun gpr- kararsiz oldgunu
verecektir. Ayrica f: (X,1) - (Y, v) ve g: (Y, V) - (Z, o) fonksiyonlar
gopr- acik oldgundan @ f: (X, 1) - (Z, o) fonksiyonuda gpr- acik olacaktir.

Sonug olarak g f: (X, 1) - (Z, o) fonksiyonu bir G = homeomorfizma

olacaktir.
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Teorem 3.15. Topolojik uzaylar arasinda ;G-homeomorfik uzay olma
bagintisi bir denklik bgintisidir.

Ispat:

(X, 1) topolojik uzay olmak Uzere i: X- X, i(xX) = x 6zdalik donistimu bir

G1 - homeomorfizmadir. Dolayisiyla gati yansiyandir.

Kabul edelim ki (X,1) ve (Y, v) topolojik uzaylari G—= homeomorfik uzaylar
olsun. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X, 1) - (Y, v) bir
G; — homeomorfizma olmak tzere'f Y - X,y — f(y) = x fonksiyonu da bir
Gi1 — homeomorfizmadir. O halde (Yyv) ve (X, 1) topolojik uzaylari

Gi1 —homeomorfik uzaylar olur. Yani Banti simetriktir.

(X, 1), (Y, L) ve (Z,0) topolojik uzaylar olmak tizere (X) ile (Y, v) topolojik
uzaylari G -homeomorfik ve (Y ) ile (Z, o) topolojik uzaylari G—homeomorfik
uzaylar olsun. Bu durumda f: (Xt) - (Y, v) ve g: (Y, V) - (Z, o) iki
Gi1 “homeomorfizma olsun. Buradarod: ( X, 1) - ( Z, 0), X - go f ( X)
fonksiyonu da bir G— homeomorfizmadir. Yani (X1) ile (Z, o) topolojik uzaylari

Gi1 -homeomorfik uzaylar olacaktir. Yani gati gecskendir.

Teorem 3.16.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,;1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak tzere fonksiyonunudgg- kararsiz olmasi icin gerek ve yeteglio

her A gdpr- acik kiimesi icin T (Y / A) kilmesinin gpr-kapali olmasidir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu @pr- kararsiz olsun. Al'Y gopr- acik kiimesini
alalim. Bu durumdat (A) gdpr- acik olacaktir. Buradan X /¥ (A) = f 1 (Y / A)
gopr- kapalidir.

Tersine, her A dor —acik kiimesi icin f (Y \ A) kiimesi @pr-kapali olsun.
A O'Y gdpr- acik kiimesini alalim. Buradartf(Y \ A) gdpr-kapalidir. Bu durumda
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fLY\A)=X\f1(A)
ve £ (A) gdpr- acik olacaktir. Yani f fonksiyonudpr- kararsiz olur.

Teorem 3.17.(X, 1) ve (Y, v) dp- reguler T, —uzaylar ve f: (X1) - (Y, V)
bir fonksiyon olmak tzere f. (Xt) - (Y, v) fonksiyonunun gpr- kararsiz olmasi
icin gerek ve yeter kol her AQY icin f ™ ( gdpr- int(A) )O gdpr- int ( f™ (A))

olmasidir.
Ispat:

f: (X, ) - (Y, v) fonksiyonu @pr- kararsiz olsun. Al Y alalim. Bu durumda
gopr- int(A) kimesi @pr —acik kime oldgundan f™ (gdpr- int(A)) kiimesi
gopr —acik olacaktir. Buradardpy- int(A)C] A ve buradan,

f* (gBpr- int(A) ) f ™ (A)
olacaktir. Ustelik
gdpr- int (f* ( gdpr- int(A) ) )= £ ( gdpr- int(A) )
0 gdpr-int( £ (A))
olur. Yani f™* ( gdpr- int(A) )d gdpr- int (™ (A) ) olur.

Tersine, her AJ Y icin f ™ ( gdpr- int(A) )O gdpr- int (£ (A) ) olsun. A bir

gopr- acik bir kime olsun. Bu durumda
f 1 (gdpr- int(A) ) O gdpr- int ((A))
ve
f 1 (A) O gdpr- int( f (A))

olacazindan f (A) bir gdpr- acik kiime olur. O halde f birdgr- kararsiz

fonksiyondur.
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Teorem 3.18. (X, 1) ve (Y, v) dp- reguler T, —topolojik uzaylar ve
f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak tizeresagidaki ifadeler denktir.

1. fbir gdpr- kararsiz fonksiyon,

2. her AD Y icin gdpr- cl(f™* (A)) Of ™ (gdpr- cl(A) ) olur,

3. her Al Xigin f( gdpr- cl(A) ) O gdpr- cl( f(A) ) olur.
Ispat:

()= (2) f bir gdpr- kararsiz fonksiyon olsun. Al Y alalim. Buradan
gdpr- cl(A) kimesi @pr- kapali oldgundan f* ( gdpr- cl(A) ) gdpr- kapalidir.
A [0 gdpr- cl(A) oldusu aciktir. Boylece

4 (A) O™ (gdpr-cl(A))
elde ederiz. F ( gdpr- cl(A) ) gpr- kapali oldgundan
gdpr- cl( £ (A))
0 gdpr- cl (f*( gdpr- cl(A) ) )
=f (gpr-cl(A))
ve boylecedpr- cl(f (A)) Of™ ( gdpr- cl(A) ) elde edilir.

(2)= (3) Her A Y icin gdpr- cl( f * (A) ) O f ™ ( gdpr- cl(A) ) olsun.
f(A) O Y alalim. Bu durumda

gdpr- cl( ™ (f(A))) O™ (gdpr- cl( f(A)))
ve buradan
gopr- cl(A) O f . (gdpr-cl(f(A)))

elde ederiz. Bu durumda
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f( gdpr- cl( A) ) Of(f * ( gdpr- cI(f(A))))
Ogdpr- cl( f(A))
olacaktir. Yani f(@pr- cl(A) ) O gdpr- cl( f(A) ) olur.

(3)= (1) Her A O X i¢in f( gdpr- cl(A) ) O gdpr- cl( f( A) ) olsun. ALY

kimesi @pr- kapali bir kiime olsun. Bu durumda
f( gdpr- cl(f * (A)))
0 gdpr- cl(f(f™ (A)))
(gdpr- cl(A) =A

olacaktir. Buradan &r- cl(f * (A) ) O f * (A) elde deriz. Yani f* (A) kimesi
gopr - kapall bir kimedir.

Teorem 3.19. (X, 1) ve (Y, v) Op- reguler T, topolojik uzaylar ve
f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak tzere f* nindpr- kararsiz fonksiyon olmasi
icin gerek ve yeter kol her xJ X i¢in ve f(x) JA olan A pr- acik kiimesi icin
f(B) O A olacak bigcimde xJ B olan B @pr- acgik kiimesi var olmasidir.

Ispat:

f bir gdpr- kararsiz fonksiyon olsun. XX ve f(x) O A ve A ®dpr- acik bir
kiime olsun. Buradan Xif * (A) olacaktir. Bu durumda  (A) bir gdpr- acik bir
kiimedir. B= f* (A) dersek f(B)J A olur.

Tersine, her XIX icin ve f(x) O A olan A gdpr- acik kiimesi icin f(BY1 A
olacak bicimde XIB olan B @pr- acik kiimesi var olsun. A bidgr- acik kiime ve
x O f ™ (A) olsun. Bu durumda f(x)J A oldugundan f(x)O f(B) O A olacak bicimde
B gdpr- acik kiimesi vardir. Buradan XB O f ™ (A) ve béylece f* (A) bir
gopr- acik kiime olur.

Teorem 3.20.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X1)- (Y, v) bir 1-1,
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orten fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunim@ — homeomorfizma olmasi

icin gerek ve yeter kail f * fonksiyonunun G- homeomorfizma olmasidir.
Ispat:
Tanimlardan agiktir.

Teorem 3.21. (X, 1) ve (Y, v) Op- reguler T, topolojik uzaylar ve
f. (X, 1) -(Y, v) bir 1-1, 6rten fonksiyon olmak Uzere f fonksiyown bir
G:1 — homeomorfizma olmasi icin gerek ve yetegoher A0 X alt kimesi icin

gopr- cl (f (A)) = f( Ppr- cl (A) ) olmasidir.
Ispat:
Teorem 3. 12 ve 3.18 ‘ den agiktir.

Teorem 3.22. (X, 1) ve (Y, v) Op-regiler T, —topolojik uzaylar ve
f: (X, 1) - (Y, v) bir 1-1, orten fonksiyon olsun. Bu durumda f ferjonu
G:1 — homeomorfizma olmasi icin gerek ve yeterslod S [ Y igin

gdpr- int (£1(S)) = f( gdpr- int (S) ) olmasidir.
Ispat:
Teorem 3. 10 ve Teorem 3.17 * den agiktir.

Teorem 3.23.Y, X' in bir dizenli acik ve @pr- kapali alt uzayi olsun.

A, Y icinde gdpr- acik ise A, X icinde dedpr- aciktir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 3.24.(X, 1) bir topolojik uzay olmak tizerexy olan her x ve y noktasi
icin x 0 A, y OO A veya x[1 B,y 0 B olacak bicimde A ve Bapr- agik kimeleri var

ise X uzayina §pr- To uzaydir denir.

Tanim 3.25.(X, 1) bir topolojik uzay olmak tizerexy olan her x ve y noktasi
icin x 0 A, y JA ve x B,y I B olacak bicimde A ve Bdapr- acik kimeleri var ise

X uzayina @pr- T1 uzaydir denir.
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Tanim 3.26.(X, 1) bir topolojik uzay olmak tizerexy olan her x ve y noktasi
icin x J A,y B ve An B =0 olacak bicimde A ve Bapr- acik kiimeleri var ise

X uzayina @pr- T, uzay denir.

Tanim 3.27. (X, 1) bir topolojik uzay olmak lzere her kapali K kiimese
x O K olan her x noktasi igin XI A ve K[ B olacak bicimde An B = olan A ve

B gdpr- acik kiimeleri var ise X uzayinapy- reguler uzaydir.

Tanim 3.28.(X, 1) bir topolojik uzay AJ X olmak tzere A kiimesinin (%)
uzayindaki her gpr-acik ortistinin A’ yi drten sonlu bir alt ortigirsa A kiimesine

X' e gbre @pr- kompaktir denir.

Tanim 3.29. (X, 1) bir topolojik X kimesi X' e gore apr- kompakt ise

X uzayina @pr- kompaktir denir.

Tanim 3.30. (X, 1) bir topolojik uzay olmak tGzere A B = olan her A, B
kapali kiimeleri icin A U ve BIO V ve U n V = Jolacak bicimde U ve V

gopr- acik kiimeleri var ise X uzayinédm- normal uzay denir.

Teorem 3.31. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere ve bir
f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu 1-1, 6rten vedpr- acik olmak Uzere X uzaydgr- To
uzay ise Y uzay! dadpr- Tp uzaydir.

Ispat:

f. (X, 1) -(Y, v) fonksiyonu 1-1, Orten ve dpgr- acik olmak Ulzere

X uzay! @dpr- Tp uzay olsun.

y # zolacak bicimde y, 1 Y noktalarini alalim. Buradan f(a) = y ve f(b) =z
olacak bicimde a, O X vardir. Bu durumda & A, b[J A veya d1 B, b[J B olacak
bicimde A ve B @pr- acik kimeleri vardir. Buradan f(a) f(A), f(b) O f(A)
veya f(a)d f(B), f(b) O f(B) elde ederiz. Ustelik f(A) ve f(B) &pr- acik kiimeler

olacaktir.
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Bdylece Y uzayinin @pr- Tp uzay oldgunu elde ederiz.

Teorem 3.32. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere ve
f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, oOrten, gpr- acik bir fonksiyon olmak Uzere X uzaywpy- T,
uzay ise Y uzayi dadgr- T, uzaydir.

Ispat:

f: (X, 1) -(Y, v) 1-1, orten, gpr- acik bir fonksiyon olmak tzere X uzayi

gopr- T, uzay olsun.

y# zolan y, z[O Y noktalarini alahim. Bu durumda f(a)= y ve f(b2 elacak
bicimde a, k1 X vardir. Bu durumda & A, b0 A ve all B, b [ B olacak bicimde A
ve B iki gdpr- acik kiimeleri vardir. Boylece (&) f(A), f(b) O f(A) ve f(a)O f(B),
f(b) O f(B) olacaktir. Ustelik f(A) ve f(B) iki @pr- acik kiimedir.

O halde Y uzayinin bird&pr- T; uzay oldgunu elde ederiz.

Teorem 3.33. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak uzere ve
f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, drten, gpr- acik bir fonksiyonu olmak Gzere X uzaypg- T,
uzay ise Y uzayi dadgr- T, uzaydir.

Ispat:

f: (X, ) (Y, v) 1-1, orten, gpr- acik bir fonksiyonu olmak lzere X uzayi

gopr- T, uzay olsun.

Bu durumda ¥ zolmak ulzere y, Z1 Y noktalarini alalim. Buradan f(a)=y ve
f(b) =zolacak bicimde a, b X vardir. Buradan &l A, b0 B ve An B=0 olan
A ve B iki gdpr- acik kimeleri vardir. Buradan f(a) f(A), f(b) O f(B) ve
f(A) n f(B) = 0O olan f(A) ve f(B) iki ®dpr- acik kiimeleri var olacaktir.

Bdylece Y uzayinin birdpr- T, uzay oldgunu elde ederiz.

Teorem 3.34.(X, 1) ve (Y,v) topolojik uzaylar olmak tzere f: (X) - (Y, v)
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gopr- kararsiz, 1-1,0rten bir fonksiyon olmak Uzera@i2ay1 @pr- T o uzay ise X 'de

gopr- T o uzay olur.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) gdpr- kararsiz, 1-1, orten bir fonksiyon olmak Uz¥rezay!
gdpr- To uzay olsun. x# y olacak bicimde x, Y X olsun. Buradan f(x)}# f(y)
olacaktir. Bu durumda Y uzaydpr- Touzay oldgundan f(x)O A, f(y) O A veya
f(x) O B, f(y) O B, olacak bicimde A ve Bapr- acik kimeleri vardir. Bu ise

xOf1(A), yOf™*(A)
veya
xOf1(@B),yOf*(B)

oldugunu verecektir. Ustelik T (A) ve ™ (B) gdpr- acik kiimelerdir. Sonug olarak

X uzayinin @pr- Tp uzay oldgunu elde ederiz.

Teorem 3.35.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzay olmak tzere f: (%) - (Y, v)
gopr- kararsiz, 1-1, 6rten bir fonksiyon olmak Uz&fteuzayr @dpr- T; uzay ise X

uzay da gpr- T, uzay olur.
Ispat:

f: (X, 1) ->(Y,0) gdpr- kararsiz, 1-1, orten bir fonksiyon olmak Uz¥rezay!
gdpr- T1 uzay olsun. Buradanxy olacak bicimde x,}'X olsun. f, 1-1 oldgundan
f(x) # f(y) olur. Ayrica Y uzay! gpr- T1 oldugundan dolayi f(x)JA, f(y) OO A ve
f(x) OB, f(y) OB olacak bigcimde A ve B ikigpr- acik kiimeler vardir.

Bu durumda & f * (A), yO f* (A) ve xO f ™ (B), y O f ™ (B) olacaktir. O
halde X uzayi §pr- T, uzay olur.

Teorem 3.36.(X, 1) ve (Y, V) topolojik uzaylar olmak tzere f: (X) - (Y, v)

1-1, 6rten bir fonksiyonu alalim. Bu durumda f feijonu @pr- acik ve Y uzayi
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gopr- kompakt ise X uzay dadgr- kompakt uzay olur.
Ispat:

f. X, ) -(Y, v) 1-1, oérten bir fonksiyon olmak Uzere f fonksiyonu
gopr-acik ve Y uzayi §pr- kompakt olsun. X in bir@pr- acik ortist A= {& i O 1}
olsun. Bu durumda X3 | Aj ve buradan Y= f(X) = f(J Ai) =] f(A)

iol iol iol

olacaktir .

Buradan f fonksiyonu apr-acik oldgundan her i0 1 icin f(A;) kimesi
gopr- aclk olacaktir. Ayrica Y uzayidgr- kompakt oldgundan, Y:U f(Ai)

idlo
olacak bicimded [ | sonlu kiimesi vardir.

Boylece X = (V) = f*({J f(A))=(J f*(fA)))=1J A vebu

idlo idlo idlo

durumda X uzayinin birdgpr- kompakt uzay oldtunu elde ederiz.

Teorem 3.37.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzay olmak tzere f: (X) - (Y, v)
gopr- kararsiz, 1-1, orten bir fonksiyon olmak tzeteuzayr @dpr- kompakt ise

Y uzay! da gpr- kompakt uzay olur.
Ispat:

. (X, 1) -(Y,0 ) gopr- kararsiz, 1t, orten bir fonksiyon olmak Uzere

Y uzayinin bir @pr- acik értist U ={ i 01} olsun.

Bu durumda Y ] Uiveburadan X = (Y)=f*(|J U)=J f*(U)

il il idl
olur. Ayrica, f fonksiyonu dpr- kararsiz oldgundan dolayi f* ( U)) bir gdpr- acik

kiime olacaktir.

Bu durumda X uzayi &pr- kompakt uzay oldtunda X :U f1(U)olan

idlo

bir 100 I sonlu kiime vardir. Boylece Y =f (X) =t ( f*(U))=J (ff*U))

idlo idlo
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:U Ui ve bdylece Y uzayinindgr- kompakt uzay oldtunu elde ederiz.
idlo
Tanim 3.38. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f. (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Her A acik kiimesi icin*f(A) gdpr- acik oluyor ise fonksiyonuna

gopr- surekli fonksiyon denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 3.39.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzay olmak utzere f: (%) - (Y, v)
gopr- surekli, 1-1, drten bir fonksiyon olmak Uzere uxayl @pr- kompakt ise

Y uzayl da kompakt uzay olur.
Ispat:

f: (X, 1) =(Y, v) gdpr- surekli, 11, orten bir fonksiyon olmak Uzere

Y uzayinin bir acik 6rtist U = {;Uil] | } olsun.

Bu durumda Y ¢ J Ujveburadan X =T (Y)=f*(|J U)=] f*(U)

iol iol iol
olur. Ayrica, f fonksiyonu dpr- strekli oldgundan dolayr f* (U) bir gdpr- acik
kime olacaktir. Bu durumda X uzayidm- kompakt uzay dugunda
X = U f (U;) olan bir b | sonlu kiime vardir.

idlo

Boylece Y =f(X)=f(|J f*(U))=J Ff*(U))={J Uivebdylece

idlo idlo idlo

Y uzayinin kompakt uzay olgunu elde ederiz.

Teorem 3.40. (X, 1) ve (Y, v) topolojik wuzaylar olmak Uzere
f: (X, 1) - (Y, V) bir G;— homeomorfizma olmak Uzerégy- Tp uzay olma ozelfi

bir G, — topolojik ozelliktir.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak tzere f. (X1 ) - (Y, v) bir
G1 - homeomorfizma olsun. X uzaydpr- To uzay olsun. Bu durumda Teorem 3.31

‘den Y uzayi da §pr- To uzaydir.
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Teorem 3.41.(X, 1) ve (Y, V) topolojik uzaylar olmak tzere f. (X) - (Y,0)
bir G; —homeomorfizma olmak Uzerédgy- T; uzay olma 6zelfii bir G; — topolojik

ozelliktir.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak tzere f. (X1) - (Y, v) bir

G1 -homeomorfizma olsun. X uzaydgr- T uzay olsun.
Bu durumda Teorem 3.32 ‘den Y uzayl dpg T, uzaydir.

Teorem 3.42. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere
f: (X, 1) - (Y, v) bir G;—homeomorfizma olmak tzeredgy- T, uzay olma Ozelfi

bir G, — topolojik ozelliktir.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere f. (X1) - (Y, v) bir
G1 - homeomorfizma olsun. X uzaydpr- T, uzay olsun. Teorem 3.33 dan Y uzayi

da gdpr- T, uzaydir.

Teorem 3.43. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere
f: (X, ) > (Y, v) bir G; = homeomorfizma olmak Utzeredgr- kompakt uzay olma

Ozelligi bir G, — topolojik 6zellik olur.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak tzere f. (X1) - (Y, v) bir
Gi1—-homeomorfizma olsun. X uzaydgr- kompakt uzay olsun. Teorem 3.37' den Y

uzay! da gpr- kompaktuzay olacaktir.

Teorem 3.44.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X,1) - (Y, v) bir
gopr- kapali fonksiyon olmak tzere B X duzenli acik ve gor- kapall kime ise

fla: (H,ta) - (Y, V) fonksiyonu @pr- kapaldir.
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Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) bir gdpr- kapah fonksiyon olmak tzere A X dizenli acik

ve gdpr- kapall kiime olsun. U (Aa) uzayinda gpr- kapali kiime olarak alalim.

Buradan A0 X duzenli agik ve gpr- kapali kime oldgundan Teorem 3.23’
den dolayr () (U)=f (U) gdpr- kapali kiime olacaktir. Yan|af bir gdpr- kapal

fonksiyon olur.

Teorem 3.45. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Ulzere ve
f: (X, 1) -(Y, v) 1-1, orten, kapal bir fonksiyonu olmak Uzere dnlsiyonu

gopr- kararsiz ve Y uzayidgr- reguler ise X uzay dadgr- reguler uzay olur.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, kapal bir fonksiyonu olmak tzereohksiyonu
gopr- kararsiz ve Y uzayidpr- reguler olsun. xJ A ve A bir kapali kime olsun. Bu
durumda f onksiyonu kapali oldtundan f(A) bir kapali kiime ve ayrica
f(x) O f(A) olacaktir. Y uzayi gpr- reguler oldgundan dolay f(xJJU ve f(A) O V

olan ayrica Uh V=0 olan U ve V iki @pr- acik kiimeleri vardir.

Bu durumda xO f *(U) ve A O f ™ (V) ve ustelik 1 U) ve 7 (V)
kiimelerinin @pr- acik oldgunu elde ederiz. Ayricaf(U) n f* (V) = O olacaktir.

Yani X uzay! bir @pr- regiler uzaydir.

Teorem 3.46. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Ulzere ve
f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, kapali bir fonksiyon olmak Uzere hksiyonu

gopr-kararsiz ve Y uzayidpr- normal ise X uzayl dadgr- normal uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) ->(Y, v) 1-1, orten, kapali bir fonksiyon olmak Uzere hisiyonu
gopr- kararsiz ve Y uzayidpr- normal olsun. An B= [0 olan A ve B kapali

kimelerini alalim. Bu durumda f fonksiyonu kapdtdw@undan dolayi f(A) ve f(B)
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kimeleri kapali ve f(An f(B) = O olacaktir.

Y uzay! gpr- normal uzay oldgundan f(A)OJ U, f(B) OV ve Un V =01 olan
U ve V iki gdpr- acik kiimeleri vardir. Bu durumdalAf ™ (U), BO f (V) ve
f "2(U) ve £ (V) kiimeleri @pr- acik kimelerdir. Ayrica f(U) n f * (V) = O

olacaktir.
O halde X uzay! bir @pr- normal uzay olacaktir.

Teorem 3.47.(X, 1), (Y, L) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (Xg) - (Y, v) ve
g : (Y,v) -(Z, o) iki fonksiyon olmak tzere f ve g fonksiyonlardm- acik ise

go f fonksiyonu da §pr- aciktir.
Ispat:

f: (X, 1) -(Y, v) ve g : (Y,u) -(Z, o) iki fonksiyon gdpr- acik olsun.
f gopr- acik oldgundan her A dpr- acik kiimesi icin f(A) §pr- acik olacaktir.
Ayrica, g fonksiyonu §or- acik oldgundan her A Jpr- acik kiimesi icin g(A)
gopr- acik olacaktir.

Bu durumda f(A) dpr- acik oldgundan g( f(A) ) dpr- acik ve boylece
a( f(A) ) = go f (A) gdpr- acik olur.

O halde g f fonksiyonu @pr- aciktir.

Teorem 3.48.(X, 1), (Y, v) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f. (X1) - (Y, v) ve
g:(Y, v) - (Z, o) iki fonksiyon olmak tzere f ve g fonksiyonlardg- kapall ise

go f fonksiyonu da §pr- kapalidir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) ve g: (Y, ) -(Z, o) iki fonksiyonu gpr- kapali olsun. Bu
durumda f @pr- kapall oldgundan her A §pr- kapali kiimesi icin f(A) gor- kapal
olacaktir. g fonksiyonudpr- kapali oldgundan her A §pr- kapali kiimesi icin g(A)
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gopr- kapali olacaktir.

Bu durumda f(A) @pr- kapali kimesi icgin g( f(A) ) apr- kapah olur ve
boylece g( f(A) ) = g f (A) gdpr- kapali olur.

O halde g f fonksiyonu @pr- kapalidir.

Teorem 3.49.(X, 1), (Y, v) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) ve
g: (Y, v) - (Z, o) iki fonksiyon olmak tzere f ve g fonksiyonlardm- kararsiz ise

go f: (X, 1) - (Z, o) fonksiyonu da §pr- kararsizdir.
Ispat:

f: (X, 1) ->(Y,v)veg: (Y,0) - (Z 0) iki fonksiyonu gpr- kararsiz olsun. A
bir gdpr- acik kiime olmak tizere g fonksiyondpg kararsizoldugundan g(A)
gdpr- acik bir kime olacaktir. Ayrica f fonksiyondpg-kararsiz oldgundan g*(A)
gdpr- acik kiimesi icin (g *(A) ) gdpr- acik elde ederiz.

Bu durumda ffo g™ (A) = (go f ) " (A) gdpr- acik olacaktir. O haldeodf

fonksiyonunun gpr- kararsiz oldgu elde edilir.

Teorem 3.50.(X, 1), (Y, v) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f. (X1) - (Y, v) ve
g: (Y, v) - (Z, o) iki Gi— homeomorfizma olmak Uzereod fonksiyonu da bir

G1— homeomorfizmadir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y,v) ve g: (Y,0) - (Z, o) iki G;— homeomorfizmalmak lzere
go f: (X, 1) - (£, o) fonksiyonunu alalim.(Zg) uzayinda bir A gpr- agik kime
olmak tizere g fonksiyonu bir,& homeomorfizma oldgundan g* (A) gdpr- acik bir
kiime olacaktir. g* (A) (Y, v) uzayinda gpr- acik kime ve f fonksiyonu bir
G;— homeomorfizma oldgundan dolay f{(g™*(A) ) = (oo f) (A) gdpr- acik kiime

olacaktir.

Bu ise bize g f: (X, 1) - (Z, o) fonksiyonunun §pr- kararsiz oldgunu
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verecektir.

Ayrica f: (X, 1) - (Y, v) ve g:(Y,v) - (Z, o) fonksiyonlari @pr- acik
oldugundan @ f:(X, 1) - (Z, o) fonksiyonu da gdpr- acik olacaktir.

Sonug¢ olarak g f: (X, 1)- (Z, o) fonksiyonu bir G — homeomorfizma

olacaktir.
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BOLUM 4
gdpr — T 1 UZAYLAR VE

gdpr — SIMETR IK UZAYLAR

Teorem 4.1.Bir (X, 1) dp-reguler T, topolojik uzayinin gpr— T, uzayi olmasi

icin gerek ve yeter kal her x[1 X i¢in {x} kiimesinin gdpr- kapali olmasidir.
Ispat:
(=):

(X, 1) topolojik uzayr @pr- T ; uzay olsun. Kabul edelim ki bir XI X icin

{x} kiimesi gdpr- kapall olmasin.

Bu durumda % y olacak bicimde bir - pcl({x}) vardir. Uzay @pr- T, uzay
oldugundan xO U, y O U ve xO V, y O V olacak bicimde U ve V apr- acik

kimeleri vardir.
Bu durumda Un {x} # O olacaktir ki bu bir cekidir.

(g ):

Her x O X i¢in {x} kimesi gdpr- kapali olsun. x, y1 X olmak Uzere x y

alalim.

Bu durumda {x} ve {y} o®dpr— kapah olacaklardir. Buradan X \ {x}ve
X\ {y} gopr— aciktir. Ayrica x[O X \ {x}, y O X\ {x} ve x O X \ {y},
y O X \ {y}olacaktir.

Yani (X, 1) topolojik uzay! @pr- T ;uzay olur.
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Tanim 4.2. (X, 1) bir topolojik uzay olmak Uzere her x, ¥ X igin
x O gopr- cl{y}) iken y O gdpr— cl({x}) oluyorsa bu uzaya &pr- simetrik uzay

denir.

Teorem 4.3. (X, 1) bir topolojik uzay olmak tzere her X X icin {x}

kiimesinin @pr- kapali ise (X1) bir gdpr- simetrik uzay olur.
Ispat:

Her x O X icin {x} kumesi @dpr- kapali olmak {zere kabul
edelim ki X uzayi gpr— simetrik uzay olmasin. Bu durumdalxgdpr— cl({y}) iken
y O gdpr— cl({ x}) olacak bicimde x, y1 X vardir. Buradan

{y} O X\ gopr - cl({x})
ve
gdpr— cl({y}) O X\ gdpr— cl({x})
olacaindan xJ X \ gdpr— cl({x}) olacaktir.
Bu ise bir cekkidir.

Teorem 4.4. (X, 1) bir dp- reguler T, topolojik uzay olmak Uzere

X bir gdpr— T; uzay ise gpr- simetriktir.
Ispat:

X bir gdpr- T; uzay! oldgundan dolayl her tek nokta kimespg kapal

olacaktir. Bu durumda bu uzagmg— simetrik olur.

Teorem 4.5. (X, 1) bir dp-reguler T, topolojik uzay olmak tzere (Xt)
uzayinin @pr- simetrik uzay ve apr- To olmasi icin gerek ve yeter &d (X, 1)

uzayinin @pr- T; olmasidir.
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Ispat:

(X, 1) uzayigdpr- T, uzay olmak Uzeredpr- simetrik ve @pr- T; uzay! ayni

zamanda §pr— To uzaydir.

Tersine,(X, 1) uzayigdpr- simetrik uzay ve apr- T o olsun. x# y olmak Uzere

X, yaX alalim. X uzayi gpr- Tp oldugundan
x OA OX\{y}

olacaksekilde A gdpr- acgik kiimesi vardir. Bu durumddxgdpr- cl({y}) ve buradan
y O gdpr— cl({x}) olacaktir. Bu durumda

y OB O X\ {x}
olacaksekilde bir B @pr- acik kiimesi vardir.
O halde (X1) uzayi @pr- T, uzay olacaktir.

Teorem 4.6. (X, 1) bir topolojik uzay olmak tzere X' in her alt kiime
gopr- kapall ise X’ in dizenli acik kimelerinin sind dnkapal kiimeler sinifinda

kapsanilir.
Ispat:

(X, 1) bir topolojik uzay olmak tzere X’ in her alt kiisiedpr- kapali olsun.
Bu durumda A dizenli acik kiimesi icin B A ve A @dpr- kapali oldgundan
o- pcl (A) O A olacaktir.

Yani & pcl (A) = A ve buradan &- dnkapali olur.

Teorem 4.7. (X, 1) bir topolojik uzay olmak tUzere X' in her alt kisie
gopr- kapall ise X' in dizenli kapal kimelerinin gind- Onagik kimelerinin

sinifinda kapsanilir.
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Ispat:
A dizenli kapali kiime olmak tizere X \ A duzenli agcikBu durumda
XVAOX\A
ve X\ A, gdpr- kapali oldgundand- pcl (X\ A) [0 X \ A olur. Bdylece
& pcl (X\A) =X\ A
ve buradan X \ Ay- 6nkapalidir. O halde A kimedi dnaciktir.

Teorem 4.8. (X, 1) topolojik uzay ve A X olmak Uzere A kiumesi

gopr- kapali ve duzenli acik ie dnkapalidir. ( Ekici ve Noiri, 2006).
Ispat: Ekici ve Noiri (2006) cakmasinda yer almaktadir.

A kimesi @pr- kapali ve dizenli acik olmak Uzere [A A ve A kimesi

gopr- kapali oldgundand- pcl (A) O A olur.
Bu durumdad- pcl (A) = A ve buradan A- dnkapali olur.

Tanim 4.9. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1)- (Y, v) bir
fonksiyon olmak tzere hér 6nacik Al X kimesi igin f(A), Y ‘de @pr- acik ise f
fonksiyonunadp- gdpr-acik fonksiyon denir.

Teorem 4.10.(X, 1) ve (Y, ) topolojik uzaylar.f: (X,1) - (Y, v) dp - Ppr-
aclk fonksiyon olmak Uzere Xp- reguler - Ty, uzay ise X* in her §pr- acik

kiimesinin goruntasudpr- aciktir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) Op- gdpr- acik fonksiyon olmak Uzere &p- regiler — Ty»

uzay olsun. A X gdpr— acik kiimesini alalim.

Bu durumda X uzaydp- reguler— Ti, uzay old@gundan A,d- 6naciktir. Bu
durumda f0p- gdpr— acik fonksiyon oldgundan f(A) kiimesi §pr- acik olacaktir.
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Teorem 4.11.(X, 1), (Y, L) topolojik uzaylar ve f: (Xg) - (Y, v), 1-1, érten,
gopr- kararsiz, kapali bir fonksiyon olmak tzere X her @pr- kapal alt kimesi

0- kapali ve X uzay! 1}> uzay ise Y uzayl da;b uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v),1-1, orten, gpr- kararsiz, kapall bir fonksiyon olmak tzere

X in her gdpr- kapalh alt kimesi g- kapali olsun.

X, T12 uzay olsun. Bu durumda her[AX g- kapall kiimesi kapalidir. A'Y,
g- kapali olsun. Bu durumda Bpr- kararsiz oldgundan f* (A) gdpr- kapali ve X
uzayinda her &pr- kapali kilme g- kapali olgundan f* (A) g- kapali ve hipotezden
f 1 (A) kapalidir. Bu durumda f fonksiyonu kapali odimdan A kapali elde edilir.

O halde Y uzay! 1, uzaydir.

Teorem 4.12.(X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (Xg) - (Y, v), 1-1, érten,
gopr— kararsizp- dnacik bir fonksiyon olmak tzere X uzayp- reguler- T, uzay

ise Y uzayi d&p- reguler- T, uzaydir.
Ispat:

f: (X, ) - (Y, V), 1-1, orten, gpr- kararsiz,d- 6nacik bir fonksiyon olmak
Uzere X uzayop- reguler- T uzay olsun. Buradan her B X, gdpr- acik kiimesi
O- Onaciktir. A Y, gdpr- aclk kime alalim. Bu durumda fogy- kararsiz
oldugundan f* (A) gdpr-acik olacaktir. X uzaydp- regiiler- T uzay oldgundan
f 1 (A) & 6naciktir. Buradan - 6nacik oldgundan A3- 6naciktir.

Yani Y uzay! dadp- reguler -, uzaydir.

Teorem 4.13.(X, 1), (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (Xg) - (Y, v), 1-1, érten,
gopr- kararsiz,d- Onkapall olmak Uzere X uzayp- regiler- T, uzay ise Y

uzayindadp- reguler- T, uzaydir.
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Ispat:

Bir dnceki teoreme benzer olarak elde edilir.
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BOLUM 5
G,-TOPOLOJIiK OZELL iKLER

VE ILISKILERIT

Tanim 5.1. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f: (X,1) -(Y, v) bir
fonksiyon olmak tzere her A kapali kimesi icin(A) gdpr- kapali oluyor ise

f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonuna zayif gpr-kapali fonksiyon denir.

Tanim 5.2. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f: (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak Uzere her A acik kimesi icin §A) gdpr- acik oluyor ise

f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonuna zayif gpr-acik fonksiyon denir.

Teorem 5.3.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f. (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X) - (Y, v) acik ise zayif §or- aciktir.

Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) actk ve A0 X acik olsun. Buradan f fonksiyonu acik
fonksiyon oldgundan f(A) acik bulunur. Buradan f(A) X gdpr- aciktir Oyleyse

f fonksiyonu zayif §pr-acik fonksiyondur.

Uyari 5.4. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak tUzereger f: (X, 1) - (Y, v) bir f zayif @dpr- acik ise agik

olmayabilir.

Ornek 5.5.X ={a, b}, t={ O, {a}, X} ve f: (X, 1) - (X, 1) bir fonksiyon
olmak Uzere f(a) = f(b) = b olsun. f fonksiyonu #agdpr- aciktir ancak acik

desildir.

Teorem 5.6.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay ve f: (X;1) - (Y, v) bir olsun.
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Bu durumda f: (X1) - (Y, v) gdpr- acik ise zayif §pr- aciktir.

Ispat:

f: (X, 1) -» (Y, v) gdpr - acik ve A0 X acik olsun. Buradan Al X
gopr- aciktir Ustelik f fonksiyonu apr- acik fonksiyon oldgundan f(A) @pr- acik

bulunur. Oyleyse f fonksiyonu zayibgr- acik fonksiyondur.

Teorem 5.7.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f: (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X) - (Y, v) kapali ise zayif §pr- kapalidir.

Ispat:

f: (X, 1) > (Y, v) kapah ve A0 X kapalh olsun. Buradan f fonksiyonu kapal
fonksiyon oldgundan f(A) kapal bulunur. Buradan f(A) X gdpr- kapalidir.

Oyleyse f fonksiyonu zayifapr-kapali fonksiyondur.

Teorem 5.8.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f: (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f: (Xg) - (Y, v) gdpr- kapall ise zayif
gopr- kapalidir.

Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) gopr- kapali ve Al X kapall olsun. Buradan [A X
gopr- kapalidir, Ustelik f fonksiyonu dgr- kapali fonksiyon oldgundan f(A)
gdpr- kapall bulunur. Oyleyse f fonksiyonu zaydipg- kapali fonksiyondur.

Teorem 5.9.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay ve f: (X,1)-> (Y, v) bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X) — (Y, v) gopr- kararsiz ise @pr- streklidir
(Ekici ve Noiri, 2006).

Ispat. Ekici ve Noiri (2006) cakmasinda yer almaktadir.

f: (X, 1) - (Y, v) gdpr- kararsiz ve B1 Y acik olsun. Buradan Bl Y gopr-
acik, ustelik f fonksiyonudpr- kararsiz fonksiyon oldwndan f*(A) gdpr- acik
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bulunur.
Oyleyse f fonksiyonu @pr- siirekli fonksiyondur.

Teorem 5.10. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak Uzere ve
f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, bir fonksiyon olmak tzere™ : (Y, v) - (X, 1)
fonksiyonunun @pr-surekli olmasi icin gerek ve yeterskb f: (X, 1) - (Y, VL)

fonksiyonunun zayif @pr- agik olmasidir.
Ispat:

f: (X, T) - (Y, v) 1-1, 6rten, bir fonksiyon olmak tizefe® : (Y, v) - (X, 1)
fonksiyonu @pr-sirekli olsun. A de X de acik bir kiime olsun? fonksiyonu

gopr-surekli oldgundan dolay: f( A) gpr- acik olacaktir.

Bu durumda f: (X,;t) - (Y, v) fonksiyonunun zayif gpr- ac¢ik oldgu elde

edilir.

Tersine f. (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, bir fonksiyon olmak Uzere
f: (X, 1) - (Y, v) f fonksiyonu zayif §pr- acik olsun. A de X de acik bir kiime
olsun. ffonksiyonu zayif §pr- acik oldgundan dolayi f(A) gpr- acik olacaktir.

Bu durumda f* : (Y, v) - (X, 1) fonksiyonunun §pr-surekli oldgu elde

edilir.

Teorem 5.11. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak Uzere ve
f:(X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, bir fonksiyon olmak tizere*f: (Y, v) - (X, 1)
fonksiyonu @pr-surekli olmasi icin gerek ve vyeter skib f: (X, 1T)-(Y, V)

fonksiyonunun zayif gpr- kapali olmasidir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, 6rten, bir fonksiyon olmak tizefe' : (Y, v) - (X, 1)
fonksiyonu @pr-surekli olsun. A de X de kapali bir kime olsut/ A acik bir
kiimedir. f*fonksiyonu @pr-surekli oldgundan dolayi f(X / A)=Y / f(A) dpr- acik
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ve buradan f(A) §pr- kapali olacaktir.

Bu durumda f: (X;1) - (Y, v) fonksiyonunun zayif @pr- kapali oldgu elde

edilir.

Tersine f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, bir fonksiyon olmak Uzere
f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu zayif gpr- kapal olsun. A da X de kapal bir kiime
olsun. ffonksiyonu zayif §pr- kapal oldgundan dolayi f(A) gpr- kapali olacaktir.

Bu durumda f* : (Y, v) - (X, 1) fonksiyonunun §pr-sirekli oldgu elde

edilir.

Tanim 5.12. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X;1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak Uzere f fonksiyonu 1-1, orten veelik zayif gdpr- acik ve

gopr- surekli oluyorsa f: (X1) -» (Y, v) fonksiyonuna bir @-homeomorfizma denir.

Teorem 5.13(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak uzere ger f: (X, 1) - (Y, v) bir G; -—homeomorfizma ise

G, —-homeomorfizmadir.
Ispat:

f. (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak tzere f. (Xg) - (Y, v) bir
G:1 “homeomorfizma olsun. Herdpr- acik fonksiyon zayif @pr- acik ve her
gopr- kararsiz fonksiyon apr- sudrekli oldgundan f: (X, 1) - (Y, v) bir

G, —-homeomorfizma olacaktir.

Teorem 5.14.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,;1) - (Y, v) bir
fonksiyon olmak Uzere ger f: (X, 1) -(Y, v) bir homeomorfizma ise

Gz—homeomorfizmadir.
Ispat:
f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak uzere f: (Xg) - (Y, v) bir

homeomorfizma olsun. Her acik fonksiyon zaypg acik ve her surekli fonksiyon
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gopr- surekli oldgundan f:(X,1) - (Y, v) bir G;~homeomorfizma olacaktir.

Teorem 5.15.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) 1-1,
orten, @pr-surekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksnu zayif @pr-kapal

olmasi icin gerek ve yeter fal f fonksiyonu G — homeomorfizma olmasidir.
Ispat:
Tanimlardan aciktir.

Teorem 5.16.(X, 1) ve (Y, ) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) 1-1, 6rten
bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu zagdpr- acik olmasi icin gerek ve

yeter kaul f fonksiyonunun zayif @pr- kapali olmasidir.
Ispat:
(=):

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X;t) - (Y, v) 1-1, 6rten ve zayif
gdpr- acik bir fonksiyon ve A7 X kapali bir kime olsun. Buradan X \ A acik bir
kimedir, dyleyse f zayifdpr- acik fonksiyon oldgundan

X\ A) = f(X) \ f( A) = Y \ f(A)

gopr- acik bir kimedir. Dolayisiyla f(A) &pr- kapal kime olur ki bu da bize

f fonksiyonunun zayif §pr- kapali fonksiyon oldgunu verir.

(0O):

(X, 1) ve (Y, V) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) 1-1, 6rten ve zayif&pr-
kapali bir fonksiyon ve Al X acik bir kime olsun. Buradan X \ A kapal bir
kimedir, dyleyse f zayifdpr- kapall fonksiyon oldgundan

f(X\ A) = f(X) \ f(A) = Y \ f(A)

gopr- kapall bir kiimedir. Dolayisiyla f(A) dpr-acik kime olur ki bu da bize
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f fonksiyonunun zayif §pr- acik fonksiyon oldgunu verir.
Teorem 5.17 Bir (X, 1) topolojik uzay! icin gagidaki ifadeler denktir.
(1) ( X, 1) Op- reguler T» uzaydir.
(2) X" in her tek nokta kiimesi duzenli kapalidir véyanaciktir
(Ekici ve Noiri, 2006).
Teorem 5.18 Bir (X, 1) topolojik uzay! icin gagidaki ifadeler gecerlidir.
(1) dPO(X) O GOPRO(X) ,
(2) X uzay1dp- reguler T, uzaydir< dPO( X) = GPRO(X)
(Ekici ve Noiri, 2006).

Teorem 5.19. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak uzere ve
f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak tzere (X&) ve (Y, v) topolojik uzaylarinda

her gdpr- kapall kiime kapali oluyorsa bu durumdagelakiler denktir.
(Df: (X, 1) - (Y, V) bir G; — homeomorfizma
(2)f: (X, 1) - (Y, v) bir G;—homeomorfizma
(3)f: (X, 1) - (Y, v) bir homeomorfizma

Teorem 5.20.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,t1)- (Y, v) bir
fonksiyon olmak uzere f fonksiyonu zaydg- acik ise her bir XX noktasinin her

bir komsulugunun goruntisi o noktanin gorintistundprg komsulugu olur.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X;t1)- (Y, v) bir fonksiyon olmak
tzere f fonksiyonu zayif &pr- acik olsun. xi1 X ve A kimesi x noktasinin bir

komsulugu olsun.
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Bu durumda xO0 B O A olacak bicimde bir B a¢ik kimesi vardir. Buradan
f(x) Of (B) Of(A) elde ederiz. f fonksiyonu zayifdgr- acgik oldgundan
f (B) gdpr- acik bir kimedir.

Boylece f (A) kiimesi f(x) noktasinin bidgr- komsulugu olur.

Teorem 5.21.(X, 1) ve (Y, ) topolojik uzaylar, (Y ) &p- regiler T, uzay ve
f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak lzeresagidaki ifadeler denktir.

(1)f fonksiyonu zayif gpr- aciktir,

(2)Her A X icin f(int (A) ) O gdpr- int (f (A) ) olur,

(3)HerBOYicinint (f*(B))Of™( gdpr-int (B) ) olur.
Ispat:

(1) = (2) f fonksiyonu zayif gpr- acgik olsun. ALJ X alalim. int (A) O A
oldugunu biliyoruz. Buradan f(int (A)) f (A) olacaktir. Bu durumda

gopr- int (f (int (A) ) =f (int (A) ) gdpr- int (f (A))
olacaktir.

(2) = (3) Her A OX igin f(int (A) ) Ogdpr- int ( f (A) ) olsun. BO Y alalim.

Buradan
f (int (f(B)) 0O gdpr-int (f(f*(B)) O gdpr- int (B)
olacaktir. Bu durumda
£ (f(int(f*(B)))0f™ (gdpr-int (B))
ve boylece int (f (B) )T f * ( gdpr- int (B) ) elde ederiz.
(3) = (1) Her BOY icin int (f > (B) ) O f * ( gdpr- int B ) olsun. AT X bir

acik kiime olsun. Bu durumda
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int (£ (A)) Of™ (gdpr-int (f(A)))
olacaktir. Bu durumda
A= int (A) Of ™ (gdpr - int (f (A))
olur. Sonug olarak
f(A) O f( f ™ gdpr - int (f (A)) )0 gdpr - int ( (A))

elde ederiz. Yani f(A)J gdpr - int ( f (A) ) olur. Oyleyse f zayif&pr- acik fonksiyon

olur.

Teorem 5.22.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X,1) - (Y, v) bir
fonksiyon ve (Y,u) dp- reguler T, uzay olmak tzere f: () - (Y, v) fonksiyonu
zayif pr- kapali olmasi icin gerek ve vyeter skb her A O X icin
gopr- cl( f(A) ) Of (cl (A) ) olmasidir.

Ispat:

f: (X, 1) ->(Y, v) fonksiyonu zayif gpr- kapal olsun. A0 X olmak Uzere
A 0O cl(A) sahibiz. Ayrica f (A)O f (cl (A) ) ve f fonksiyonu zayif §or- kapal

oldugundan dolayi
gopr- cl( f (A) ) O gdpr- cl (f(cl (A) ) =1 (cl(A))
olacaktir. Yani @pr- cl( f(A) ) Of ( cl (A) ) olur.

Tersine, her AJ X i¢in gdpr- cl( f(A) ) Of (cl (A) ) olsun. AO X kapali bir

kiime olmak lUzere
gopr- cl( f(A) ) O f (cl (A) ) =1f(A)

elde ederiz. Buradan f (A) Y’ dedgr- kapali kime ve boylece f zayidg- kapal

bir fonksiyon olur.

Teorem 5.23.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1) - (Y, v) bir
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fonksiyon olmak Uzere f fonksiyonunun zaydpg- kapali olmasi icin gerek ve yeter
kosul her AO Y ve f*(A) O B olan her B acik kiimesi icin & G ve f*(G) O B

olacak bigcimde bir G &pr- acik kiimesinin var olmasidir.
Ispat:

f fonksiyonu zayif §pr- kapali olsun. A1 Y ve f*(A) O B ve B agik bir kiime
olarak alalim. Buradan G = Y \ f(X \ B) dersek Gnigsi @pr- acik bir kiimedir.
Ayrica A G ve f*(G) O B elde ederiz.

Tersine, her AJ Y ve f*(A) O B olan her B acik kiimesi icin Al G ve
f 1(G) O B olacak bicimde bir G &pr- acik kiimesinin var olsun. B X bir kapali

kiime olarak alalim. Buradan
fLY\VF(A))OX\A

ve X \ A kiimesi acik olacaktir. U = Y \ f(A) ve BX\ A dersek Y \ f(A)O G ve
f 1 (G) O X \ A olacak bicimde bir G &pr- acik kiimesi vardir. Boylece
f(A)=Y\Gvef(A) Ppr- kapah olur.

Bu ise bize f' nin zayif §or- kapall oldgunu verecektir.

Teorem 5.24. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak Uzere ve
f: (X, 1) -(Y, v) 1-1, orten, kapal bir fonksiyonu olmak Uzere dnlsiyonu

gopr- surekli ve Y uzayi regtler ise X uzay! dgpg reguler uzay olur.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, kapal bir fonksiyonu olmak tzereohksiyonu
gopr- surekli ve Y uzayi reguler olsun. @ A ve A bir kapali kime olsun. Bu
durumda f fonksiyonu kapali oldundan f(A) bir kapali kiime ve ayrica
f( x) O f( A) olacaktir. Y uzayi reguler olgundan dolayi f(x)JU ve f( A) O V olan
ayrica. Un V= [ olan U ve V iki acik kiimeleri vardir. Bu durumdaxf )
ve A f™ (V) ve Ustelik f*(U) ve f* (V) kiimelerinin gpr- acik oldgunu elde
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ederiz. Ayrica f{(U) n f* (V) = O olacaktir.
Yani X uzay! bir @pr- regiler uzaydir.

Teorem 5.25. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak uUzere ve
f:(X, 1) -(Y, v) 1-1, orten, kapali bir fonksiyon olmak Uzere fnksiyonu

gopr- surekli ve Y uzayl normal ise X uzaypy- normal uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) -(Y, v) 1-1, orten, kapal bir fonksiyon olmak Uzere hlsiyonu
gopr- surekli ve Y uzayl normal olsun. A B= [ olan A ve B kapali kiimelerini
alalim. Bu durumda f fonksiyonu kapali ofgindan dolayi f(A) ve f(B) kiimeleri
kapali ve f(A)n f(B) = O olacaktir.

Y uzay! normal uzay oldiundan f(A)J U, f(B) 0 V ve Un V = [0 olan
U ve V iki acik kiimeleri vardir. Bu durumda@f™*(U), BOf (V) ve f (U) ve
f 1 (V) kiimeleri @pr- acik kimelerdir. Ayricat(U) n f* (V) = O olacaktir.

O halde X uzay! bir&pr- normal uzay olacaktir.

Teorem 5.26.(X, 1), (Y, L) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, L) ve
g: (Y, v) - (Z, o) iki fonksiyon olmak Uzere g: (Yv) - (Z, o) fonksiyonu
gopr- sdrekli ve f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu @pr- kararsiz ise
go f: (X, 1) - (Z, o) fonksiyonu @pr- sureklidir (Ekici ve Noiri, 2006).

Ispat: Ekici ve Noiri (2006) cakmasinda yer almaktadir.

. (X, 1) > (Y, 0 ve g (Y,v) - (Z, o) iki fonksiyon olmak Uzere
g:(Y, v) - (Z, o) fonksiyonu @pr- surekli ve f: (X,1) - (Y, v) fonksiyonu
gopr- kararsiz olsun. A o alalim. g fonksiyonu @pr- surekli oldgundan

g! (A) gdpr- acik olur.

f: (X, T) - (Y, v) fonksiyonu @pr- kararsiz oldgundan, g* (A) gdpr- acik
icin (g™ (A) ) gdpr- acik olur. Boylecet( g™ (A) )= (fo g™ (A)=(go f) *(A)
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kimesinin @pr- acik oldgunu elde ederiz. Yaniogf fonksiyonunun gpr- surekli

olur.

Teorem 5.27. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar olmak uzere ve
f: (X, 1) - (Y, v) ve g: (Y,v) - (Z ,0) iki fonksiyon ve f 6rten olmak Uzere
go f: (X, 1) - (Z, o) orten ve @pr- surekli bir fonksiyon ve f: (X1) - (Y, L)
gopr- acik bir fonksiyon ise g: (M3) — ( Z, o) gdpr- sureklidir.

Ispat:

f. (X, 1) - (Y, v) orten olmak Uzereagf (X, 1) -(Z, o) oOrten ve
gopr- surekli bir fonksiyon ve f @pr- agik bir fonksiyon olsun.af fonksiyonu
gdpr- sirekli oldgundan A agii icin (go f) *(A) gdpr- acik olacaktir. Bu durumda
f( (go f) * (A) ) gdpr- acik kiimesini elde ederiz. Boylece f (¢d g™) (A) ) =
((fof)og™) (A) = g(A) gdpr- acik olur. A acik kiimesi icin §A) gdpr- acik
oldugundan dolayi g: (Yv) - (Z, o) fonksiyonu @pr- surekli olur.

Teorem 5.28.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X,;1) - (Y, v) ve
g: (Y, v) - (£, o) iki fonksiyon ve f: (X, 1) - (Y, v) orten olmak Uzere
go f: (X, 1) - (Z, o) orten ve @pr- surekli bir fonksiyon ve f @pr- kapal bir
fonksiyon ise g: (Yp) — (Z, o) gdpr- sureklidir.

Ispat:

f. X, ) - (Y, v) orten olmak Uzereqgf. (X, 1) - (Z, 0) Orten ve
gdpr- surekli bir fonksiyon ve fapr- kapali bir fonksiyon olsun.ogf, gdpr- surekli
oldugundan A kapali kiimesi icin ¢gf) * (A) kiimesi @pr- kapali olur. f fonksiyonu
gopr- kapall olgundan A @pr- kapali bir kimesi icin f( A) @pr- kapali olacaktir.
A kapall kimesi icin (g f) *(A) = f g™ (A) ) gdpr- kapall bir kiime olagandan
f(f (g™ (A)) )= g™ ( A) gdpr- kapali olur. Yani g: (Yv) - (Z, 0) gdpr- stireklidir.

Teorem 5.29.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,;1) - (Y, v) bir

fonksiyon olmak tzere f: (&) — (Y, v) fonksiyonu @pr- strekli ve A kimesi X‘ e

51



BOLUM 5- G,~-TOPOLOJIK OZELL IKLER VE Hatice ASLAN

gore @pr- kompakt ise f(A) kiimesi de Y* ye gore kompakitt
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon olmak dzere f. (X5) — (Y, v) fonksiyonu
gopr- surekli ve A kiimesi X e goredgr- kompakt olsun. { A: i0 1} f(A) * nin agik

bir ortisi olsun.

Bu durumda f(AJ1 [ J A ve buradan A7 | f(A)) olacaktir. A kiimesi X

iol iol

e gbre @pr- kompakt olgundan Al U f (A }) olacak bicimde ¢ O I sonlu

idlo
kiimesi vardir.

Buradan f(A)O f(|J f *(A))O | f(f %A ) )3 (J Aive boylece

iOlo iOlo idlo

f(A)' nin Y’ ye gbre kompakt oldgunu elde ederiz.

Teorem 5.30. X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X1) - (Y, v) orten bir
fonksiyon olmak lzere f: (X1) - (Y, v) fonksiyonu @pr- surekli ve X uzayi

gopr- kompakt ise Y kompakt uzaydir.
Ispat:

f: (X, )= (Y, v) bir fonksiyon olmak lzere f: (X1) - (Y, v) fonksiyonu
gopr- surekli ve X @pr- kompakt olsun. { A: ilJ 1} Y’ nin acik bir drtlist olsun.

Bu durumda Y :U Ai ve buradan X :U f 'l(Ai) olacaktir.

idl iol

X gopr- kompakt oldgundan X :U f (A} olacak bicimde O I sonlu kiimesi

idlo

vardir.

Buradan Y = f(J f(A))=J f(f™(A))=J Aive bdylecer kompakt
iOlo iOlo idlo

oldugunu elde ederiz.

Teorem 5.31. X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar, f: (X,1) - (Y, V)
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1-1,6rten, zayif §pr- acik bir fonksiyon olsun. Bu durumda X uzaylUkay! ise Y

uzayi da gpr-T, uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1,06rten, zayif §or- acik bir fonksiyon olsun. X, zTuzayi
olsun. y # y, olmak Uzere, yve y noktalarini alalim. Bu durumda ffx y; ve

f(x2) = y» olacak bicimde xve % [ X vardir.

Bu ise x 0 A, x 0 B ve AnB=0 olacak bicimde A ve B aciklarinin var
oldugunu verir. f fonksiyonu zayif @r- acik oldgundan f(A) ve f(B) @pr- acik
kimeler olacaktir. f® O f(A), f(xz) O f( B) ve f(A) n f(B) =00 olmak Uzere
f(A) ve f(B) gdpr- acik oldgundan Y uzayi §pr-T, uzay olur.

Teorem 5.32. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X,T) - (Y, V)
1-1,6rten, zayif &or- acik bir fonksiyon olmak tzere X uzay dzayi ise Y uzay! da

gopr- T, uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1,06rten, zayif §or- acik bir fonksiyon olmak lzere
X uzayl T, uzay olsun. y# y, olan yi ve y noktalarini alalim. Bu durumda

f(X1) = y1, f(X2) = y» olacak bicimde x x, [J X vardir.

Buise x O U, x; 0 Uvex OV, x2 0V olacak bicimdeU ve V aciklarinin
varhgini verir. f fonksiyonu zayif §pr- acik oldgundan f(U) ve f(V) @pr- acik
kimeler olacaktir. Ustelik fgx O f(U) , f(x2) O f(U) ve f(x)) O f(V), f(x2) O f(V)
olmak Uzere f(U) ve f(V) §pr- acik olacaktir.

O halde Y uzayi @pr- T; uzay olur.

Teorem 5.33. (X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X,1) - (Y, V)
1-1,6rten, @pr- surekli bir fonksiyon olmak Uzere Y uzayp Gizay ise X uzayl

gopr-Touzaydir.
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Ispat:

f: (X, ) - (Y, v) 1-1,6rten, @pr- surekli bir fonksiyon olmak tzere Y uzayi

Touzay olsun. ¥ y olan x, y[1 X noktalari alalim.

Y uzay! Tp uzay olgundan ve f(x}# f( y) oldugundan f(x)OA, f(y)JA veya
f(x) O B, f(y) O B olacak bicimde A ve B ac¢ik kiimeleri vardir. Burdmda
x O fA)y Of*A) veya xO f B),y O f (B) olacaktir. Ustelik f fonksiyonu
gdpr- stirekli olgundan fY(A) ve f(B) gdpr-acik ve buradan X uzaydpr- To uzay

olur.

Teorem 5.34.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f. (X,1) - (Y, v)
1-1, orten, gpr- surekli bir fonksiyon olmak Uzere Y uzayi Uzay ise X uzayl

gopr- Ty uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, @pr- surekli bir fonksiyon olmak tzere Y uzayi
Tiuzay olsun. ¥ y olan x, y[I X noktalarini alalim. Bu durumda Y uzayj Uizay
olugundan ve f(x} f(y) oldugundan f(x)OA, f(y) OA ve f(x) O B, f(y) O B olacak

bicimde A ve B aciklari vardir.

Bu ise bize xO f (A),y O f {(A) ve x O f %B), y O f }(B) oldugunu verir.
f fonksiyonu @pr- siirekli oligundan f(A) ve f(B) gdpr- acik kiimeler olacaktir.
O halde X uzayi @pr- T; uzay olacaktir.

Teorem 5.35.(X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (X;1) - (Y, v) 1-1,
orten, @pr- surekli bir fonksiyon olmak tzere Y uzay Uzay ise X uzayi &pr- T,

uzaydir.
Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten, gpr- surekli bir fonksiyon olmak Uzere Y uzayi
T, uzay olsun. % y olacak bicimde x, yiI X noktalarini alalim. Bu durumda

f(x) # f(y) olur. Y uzayl % uzay olgundan f(x)O U, f(y) O V ve U n V=0 olan
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U, V Ov vardir.

Buradan X1 f %(U), y O f %(V) ve fXU) n V) =0 olur. f: (X, T) - (Y, )
fonksiyonu @pr- siirekli oldgundan, f}(U) ve f(V) gdpr-acik olur.

O halde X uzay! bir @pr- T, uzaydir.

Teorem 5.36.(X, 1), (Y, v) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) ve
g: (Y, v) - (Z, o) iki fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X1) -(Y, v) zayif
gopr- acik ve g: (Yp) - (Z, o) gdpr- acik ise g f fonksiyonu zayif §pr- aciktir

Ispat:

. (X, 1) - (Y, v) ve g (Y,v) - (Z, o) iki fonksiyon olmak Uzere
. (X, ) - (Y, v) zayif Ppr- acik ve g: (Y,u) - (Z, o) gdpr- acik olsun.
f fonksiyonu zayif gpr- acik oldgundan her A a@ icin f(A) gdpr- acik
olacaktir. g fonksiyonu &pr- acik oldgundan ve f(A) @pr- acik oldgundan
a( f(A) )=(go f) (A) gdpr- acik olur.

O halde g f fonksiyonu zayif @pr- acik olarak elde edilir.

Teorem 5.37.(X, 1), (Y, L) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) ve
g: (Y,v) - (Z, o) iki fonksiyon olsun. Bu durumdaod: (X, 1) - (Z, o) surekli ve
f: (X, 1) - (Y, v) orten, zayif gpr- acik ise g: (Y,u) - (Z, o) fonksiyonu
gopr- sureklidir.

Ispat:

go f: (X, 1) - (Z, o) surekli ve f: (X,1) - (Y, v) Orten, zayif §pr- acik olsun.
go f: (X, T) - (Z, o) siirekli oldgundan her A a@ icin (go f) (A) agiktrr.
f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu érten ve zayifdgr- acik oldgundan ve (g f) *(A)
acik bir kiime oldgundan f( (@ f) *(A) )= (foftog™) (A) = g™ (A) gdpr- acik
ve buradan g: (Yv) - (Z, o) fonksiyonu @pr- streklidir.

Teorem 5.38.(X, 1), (Y, v) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v)
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ve g: (Y,u) - (Z, o) iki fonksiyon olsun. Bu durumdaod surekli ve f orten, zayif

gopr- kapali ise g: (Yv) - (Z, o) fonksiyonu @pr- streklidir.
Ispat:

go . (X, ) - (Z, o) surekli oldgundan her A kapali kimesi icin
(go f) (H) kapalidir. f fonksiyonu 6rten ve zayidgr- kapali oldgundan ve
(go f) (H) kapali bir kiime oldgundan f( (@ f) *(H) )= (fo f *og™) (H) =
g™ (H) gdpr- kapali ve buradan g: (¥) — (Z, o) fonksiyonu @pr- sureklidir.

Teorem 5.39.(X, 1), (Y, v) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, v) ve
g: (Y, V) - (Z, o) iki fonksiyon olsun. g f: (X, 1) - (Z, 0) zayif gdpr- kapal ve

f: (X, 1) - (Y, v) surekli, 6rten ise g fonksiyonu zaydm- kapali olur.
Ispat:

go f: (X, 1) - (Z, o) zayif Ppr- kapal ve . (X,;t) - (Y, v) surekli, orten
olmak Uzere Al Y kapali kimesini alalim. f: (X1) - (Y, v) fonksiyonu surekli
oldugundan fY(A) kapalidir. @ f: (X, T) - (Z, 6) zayif Ppr- kapall oldgundan
dolay (o f) (f (A) ) gdpr- kapalidir. Béylece g fonksiyonu zaydmg- kapali olur.

Teorem 5.40.(X, 1), (Y, L) ve (Z,0) topolojik uzaylar ve f: (X1) - (Y, L) ve
g: (Y,v) - (Z, o) iki fonksiyon olsun.f: (X;t) - (Y, v) kapal ve g: (Yp) - (Z, 0)
zayif gpr- kapali ise g f: (X, 1) - (Z, 0) zayif Pdpr- kapalidir.

Ispat:

A 0O Y kapal olsun. f fonksiyonu kapali olgundan f(A) kapalidir.
Bu durumda (g f) (A) gdopr- kapalidir. Dolayisiyla @ f fonksiyonu zayif
gopr- kapalidir.

Teorem 5.41.( X, 1) ve (Y, v) topolojik uzaylar ve f: (Xg) - (Y, v) zayif
gopr- kapali fonksiyon ve Al X kapali bir kime olmak tUzergaf (A,ta) - (Y, L)
fonksiyonu zayif @pr- kapalidir.
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Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) zayif dpr- kapal fonksiyon ve Al X kapali bir alt kime

olsun.
BOA, ta_ kapah kiimesini alalim. Buaf (B) = f(B) O Y gdpr- kapali olacaktir.

O halde [ fonksiyonu zayif gpr- kapal olur.
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