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BÖLÜM 1– GĐRĐŞ                                                                             Hatice ASLAN 

 

BÖLÜM 1 

GĐRĐŞ 

 

Topolojik kümeler ile birlikte topolojik özellik dediğimiz iki topolojik uzay 

arasındaki özelliklerin aynı kalması fikri literatürde birçok çalışmada başlıca 

araştırma konusu olmuştur. 

Genelleştirilmi ş kapalı kümeler kapalı kümeler ile çok çeşitli yerlerde aynı 

karakterizasyonları üstlenmeleri açısından önemlidir. Levine, 1970 yılında 

genelleştirilmi ş kapalı kümeleri sunmuştur. 

Daha sonraları birçok alanda genelleştirilmi ş kapalı kümeler uygulama alanı 

bulmuştur. Örneğin, Dontchev ve Maki, 1999. El- Shafei ve Zakari, 2006. Saraf ve 

ark., 2005. El- Maghrabi ve Nasef, 2005. El- Shafei, 2005. Muthukumaraswamy ve 

Devi ,2004. Dontchev ve Ganster, 1996. Thakur ve Malviya, 1995/ 96, 1997.  

Ekici ve Noiri 2006 yılında gδpr- kapalı kümeleri çalışmıştır. Bu çalışmalarda 

Ekici ve Noiri gδpr- kapalı kümeler ile normal ve almost normal ve mildly normal 

uzayların birer genellemelerini sunmuştur. Bu genellemenin karakterizasyonunda 

gδpr- kapalı kümelerden yararlanmışlardır. Ayrıca çeşitli özelliklerin korunması 

fikrini de araştırmışlardır. 

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde tezimizi tanıtacak bilgiler sunulmuştur.  

Đkinci bölümde temel tanım ve teoremler sunulmuştur. 

Üçüncü bölümde G1- topolojik özellik bilgisi ve özellikleri araştırılmıştır. 

Dördüncü bölümde gδpr- T1 uzaylar ve gδpr- simetrik uzay ve özellikleri 

araştırılmıştır. 

Son bölümde G2- topolojik özellik bilgisi ve özellikleri araştırılmıştır. 
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BÖLÜM 2- ÖNCEK Đ ÇALI ŞMALAR                                              Hatice ASLAN 

 

BÖLÜM 2 

ÖNCEKĐ ÇALI ŞMALAR 

 

X bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. A kümesinin kapanışını cl(A) ve içini 

int(A) ile göstereceğiz. 

Tanım 2.1. (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A= int( cl(A) ) ise A’ ya 

düzenli açık küme denir ( Stone, 1937). 

Tanım 2.2. (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A = cl( int(A) ) ise A 

kümesine düzenli kapalı denir (Stone, 1937). 

Tanım 2.3. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. Eğer A⊂ int( cl(A) ) ise 

A kümesine önaçık küme denir (Mashhour ve ark., 1982). 

Tanım 2.4. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. Önaçık kümelerin tümleyenlerine 

önkapalı küme denir (El-Deeb ve ark., 1983). 

Tanım 2.5. (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. ∀ (x ∈ )V ∈ τ için               

int( cl(V) ) ∩  A ≠ ∅  ise x noktasına A kümesinin bir δ- kapanış noktası denir 

(Velicko, 1968). 

Tanım 2.6. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinin tüm δ-kapanış 

noktalarını kümesine A’ nın δ- kapanışı denir (Velicko, 1968). 

A’ nın tüm δ- kapanış noktalarının kümesini δ- cl( A) ile göstereceğiz 

(Velicko, 1968). 

Tanım 2.7. (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A= δ- cl(A) ise A 

kümesine δ- kapalı denir (Velicko, 1968). 

Tanım 2.8. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. δ- kapalı kümelerin tümleyenlerine  
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BÖLÜM 2- ÖNCEK Đ ÇALI ŞMALAR                                              Hatice ASLAN 

         δ- açık kümeler denir (Velicko, 1968). 

Tanım 2.9. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂ int ( δ- cl(A) ) ise A 

kümesine δ- önaçıktır denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Tanım 2.10. (X, τ) topolojik uzay olsun. δ- önaçık kümelerin tümleyenlerine   

δ- önkapalı kümeler denir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Tanım 2.11. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini kapsayan tüm    

δ- önkapalı kümelerin arakesitine A kümesinin δ - önkapanışı denir (Raychaudhuri 

ve Mukherjee, 1993). 

A kümesinin δ- önkapanışı δ- pcl(A) ile gösterilir (Raychaudhuri ve 

Mukherjee, 1993). 

Tanım 2.12. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinde bulunan tüm         

δ- önaçık kümelerin birleşimine A kümesinin δ-öniçi denir (Raychaudhuri ve 

Mukherjee, 1993). 

A kümesinin δ- öniçi δ- pint (A) ile gösterilir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 

1993). 

Teorem 2.13. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Bu durumda                            

δ- pcl(A) = A ∪ cl( δ-int (A) )olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Teorem 2.14. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Bu durumda A,                   

δ- önkapalı olması için gerek ve yeter şart A = δ- pcl(A) olmasıdır (Raychaudhuri ve 

Mukherjee, 1993). 

Teorem 2.15. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda A ⊂ B ise           

δ- pcl(A) ⊂ δ- pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).  

Teorem 2.16. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Bu durumda δ- pcl(A) 

kümesi δ- önkapalıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 
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BÖLÜM 2- ÖNCEK Đ ÇALI ŞMALAR                                              Hatice ASLAN 

Teorem 2.17. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olsun. Bu durumda                        

δ- pcl( δ- pcl(A) ) = δ- pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Teorem 2.18. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda                              

x ∈ δ- pcl(A) olması için gerek ve yeter koşul ∀ (x ∈) B ∈ δ- PO(X) için                 

A ∩ B ≠ ∅ olmasıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

Tanım 2.19. (X, τ) topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂ B ve B açık olduğunda 

δ- pcl(A) ⊂ B oluyorsa A kümesine gδp- kapalıdır denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 2.20.(X, τ) bir topolojik uzay olsun. gδp- kapalı kümelerin 

tümleyenlerine gδp- açık kümeler denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 2.21. (X, τ) topolojik uzay olsun. A ⊂ X kümesi için eğer A ⊂ B ve     

B ⊂ X düzenli açık olduğunda δ- pcl(A) ⊂ B oluyorsa A kümesine gδpr- kapalı 

küme denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 2.22.(X, τ) bir topolojik uzay olsun. Bir gδpr- kapalı kümenin 

tümleyenine gδpr- açık küme denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 2.23. (X, τ) topolojik uzay olsun. A ⊂ X alalım. A kümesinde bulunan 

tüm gδpr- açık kümelerin birleşimine A kümesinin gδpr içi denir.  

A kümesinin gδpr içi ve gδpr- int(A) ile gösterilir. 

Tanım 2.24. Bir (X, τ) topolojik uzayındaki bir A alt kümesi için                       

gδpr- cl(A) = ∩ { G: A ⊂ G ve G, X‘ te gδpr- kapalı} olarak tanımlanır                           

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.25. (X, τ) topolojik uzay olsun. Bu durumda gδpr- cl(∅) = ∅ ve 

gδpr- cl(X) = X olur (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.26. (X, τ) topolojik uzay A ve B (X, τ) topolojik uzayının alt 

kümeleri olsun. Bu durumda A ⊂ B ise gδpr- cl(A) ⊂ gδpr- cl(B) olur                      

(Ekici ve Noiri, 2006). 
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Teorem 2.27. (X, τ) topolojik uzay A (X, τ) topolojik uzayının bir alt kümesi 

olsun. Bu durumda A ⊂ gδpr- cl(A) olur (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.28. (X, τ) topolojik uzay A (X, τ) topolojik uzayının alt kümesi 

olsun. Bu durumda gδpr- cl(A) = gδpr- cl( gδpr- cl(A) ) olur (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.29. (X, τ) topolojik uzay A ve B (X, τ) topolojik uzayının alt 

kümeleri olsun. Bu durumda gδpr- cl(A ∪ B) ⊃ gδpr- cl(A) ∪ gδpr- cl(B) olur  

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.30. (X, τ) topolojik uzay A ve B (X, τ) topolojik uzayının alt 

kümeleri olsun. Bu durumda gδpr- cl(A ∩ B) ⊂ gδpr- cl(A) ∩ gδpr- cl(B) olur  

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.31. (X, τ) topolojik uzay A ve B (X, τ) topolojik uzayının alt 

kümeleri olsun. Bu durumda Eğer A ⊂ X gδpr- kapalı ise A = gδpr- cl(A) olur  

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.32. (X, τ) topolojik uzay olsun. Eğer gδpr- açık kümeler ailesi bir 

topoloji oluşturuyorsa τ* = { V ⊂ X: gδpr- cl(X \ V) = X \ V }ailesi gδpr- açık 

kümeler ailesine eşit olur (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 2.33. (X, τ) topolojik uzayı için, her gδpr- kapalı kümesinin kapalı 

olması için gerek ve yeter şart τ* = τ olmasıdır (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 2.34. (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A⊂ B ve B açık 

olduğunda cl(A) ⊂ B ise A kümesine genelleştirilmi ş kapalı küme denir                  

(Levine, 1970). 

Genelleştirilmi ş kapalı kümeye kısaca g-kapalı küme denir (Levine, 1970). 

Tanım 2.35. (X, τ) bir topolojik uzay olsun. genelleştirilmi ş kapalı kümelerin 

tümleyenlerine genelleştirilmi ş açık kümeler denir (Levine, 1970). 

Genelleştirilmi ş açık kümeye kısaca g- açık küme denir (Levine,1970).  
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Tanım 2.36. (X, τ) topolojik uzayında her g-kapalı küme kapalı küme ise bu 

uzaya T1/2 –uzay denir (Levine, 1970). 

Tanım 2.37. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. A kümesini kapsayan 

tüm önkapalı kümelerin arakesitine A kümesinin önkapanışı denir (El-Deeb ve ark., 

1983). 

A kümesinin önkapanışı pcl(A) ile gösterilir (El-Deeb ve ark., 1983). 

Tanım 2.38. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. A ⊂  B ve B ⊂  X açık 

olduğunda pcl(A)⊂ B oluyorsa A kümesine genelleştirilmi ş p- kapalı küme denir 

(Maki ve ark., 1996). 

Genelleştirilmi ş p-kapalı kümeye kısaca gp-kapalı küme denir (Maki ve ark., 

1996). 

Tanım 2.39. (X, τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂  B ve B ⊂  X 

düzenli açık olduğunda cl(A)⊂ B oluyorsa A kümesine düzenli genelleştirilmi ş 

kapalı küme denir (Palaniappan ve Rao, 1993). 

Düzenli genelleştirilmi ş kapalı kümeye kısaca rg- kapalı küme denir 

(Palaniappan ve Rao, 1993). 

Tanım 2.40. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. A ⊂  B ve B ⊂  X 

düzenli açık olduğunda pcl(A)⊂ B oluyorsa A kümesine genelleştirilmi ş öndüzenli 

kapalı veya düzenli genelleştirilmi ş önkapalı küme denir (Gnanambal, 1997, Noiri, 

1998). 

Düzenli genelleştirilmi ş önkapalı kümeye kısaca gpr-kapalı küme denir 

(Gnanambal, 1997, Noiri, 1998). 

Uyarı 2.41. (X, τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. Bu durumda aşağıdaki 

diyagram geçerlidir: 
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kapalı→g- kapalı→ rg- kapalı 

↓             ↓                  ↓  

önkapalı→gp- kapalı→gpr- kapalı 

↓             ↓                  ↓  

                               δ- önkapalı→gδp- kapalı→  gδpr- kapalı 

 (Ekici ve Noiri, 2006). 
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BÖLÜM 3- G1−−−−TOPOLOJĐK ÖZELL ĐKLER VE                          Hatice ASLAN 

 

BÖLÜM 3 

 G1−−−−TOPOLOJĐK ÖZELL ĐKLER  

VE ĐLĐŞKĐLERĐ 

 

Tanım 3.1. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere her gδpr- açık A ⊂ X kümesi için f(A), Y ‘de gδpr- açık ise   

f fonksiyonuna gδpr- açık fonksiyon denir.  

Tanım 3.2. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Her gδpr- kapalı F ⊂ X kümesi için f(F), Y‘de gδpr- kapalı ise                               

f fonksiyonuna gδpr- kapalı fonksiyon denir.  

Tanım 3.3. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Her gδpr- açık F ⊂ Y kümesi için f -1(F), X’ de gδpr- açık ise                   

f fonksiyonuna gδpr- kararsızdır denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 3.4. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Eğer f fonksiyonu 1-1 ve örten ve üstelik gδpr- kararsız ve                              

gδpr- açık oluyorsa f fonksiyonuna bir G1−−−−homeomorfizma denir.  

Tanım 3.5. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere X ve Y uzayları 

arasında bir f: (X, τ) → (Y, υ) G1−−−−homeomorfizması var ise X ve Y uzaylarına              

G1−−−−homeomorfik topolojik uzaylardır denir. 

Tanım 3.6. f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1−−−−homeomorfizma olmak üzere                    

G1−−−−homeomorfizma altında korunan topolojik özelliklere G1−−−−topolojik özellik denir. 

Tanım 3.7. (X, τ) bir topolojik uzay ve N⊂X olsun. x ∈G ⊂ N olacak biçimde 

bir gδpr- açık G kümesi var ise N kümesine x noktasının bir gδpr- komşuluğu denir. 
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Teorem 3.8. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu gδpr- açık ise her bir x∈X noktasının her bir 

gδpr- komşuluğunun görüntüsü o noktanın görüntüsünün gδpr- komşuluğu olur. 

Đspat: 

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir fonksiyon olmak 

üzere f fonksiyonu gδpr- açık olsun. x ∈  X ve A kümesi x noktasının bir                     

gδpr- komşuluğu olsun. Bu durumda x ∈ B ⊂ A olacak biçimde. bir B gδpr- açık 

kümesi vardır. Buradan f(x) ∈ f(B) ⊂ f(A) elde ederiz. f fonksiyonu gδpr- açık 

olduğundan f (B) gδpr- açık bir kümedir. Böylece f (A) kümesi f(x) noktasının bir                         

gδpr- komşuluğu olur. 

Tanım 3.9. (X, τ) topolojik uzay olmak üzere her gδpr- kapalı küme                

δ- önkapalı küme ise bu uzaya δp- regüler T1/2 – uzay denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 3.10. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar, (Y, υ) δp- regüler T1/2 uzay ve 

f: (X, τ)→ (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

( 1 ) f fonksiyonu gδpr- açıktır, 

( 2 ) Her A ⊂ X için f( gδpr- int (A) ) ⊂ gδpr- int ( f (A) ) olur, 

( 3 ) Her B ⊂ Y için gδpr- int ( f -1(B) ) ⊂ f -1( gδpr- int (B) ) olur. 

       Đspat:  

(1) ⇒⇒⇒⇒(2) f fonksiyonu gδpr- açık olsun. A ⊂ X alalım. gδpr- int (A) ⊂ A 

olduğunu biliyoruz. Buradan f( gδpr- int (A) ) ⊂ f (A) olacaktır. Bu durumda  

gδpr- int ( f ( gδpr- int (A) ) ) 

= f ( gδpr- int (A) ) ⊂gδpr- int ( f (A) )  

olacaktır.  
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(2) ⇒⇒⇒⇒(3) Her A ⊂ X için f( gδpr- int (A) ) ⊂gδpr- int ( f (A) )olsun. B ⊂ Y 

alalım. Buradan 

f ( gδpr- int ( f -1 (B) ) ) ⊂gδpr- int ( f ( f -1 (B) ) ) 

            ⊂ gδpr- int (B) 

         olacaktır. Bu durumda  

f -1 ( f ( gδpr- int ( f -1 (B) ) ) ) ⊂ f -1 ( gδpr- int (B) ) 

         ve böylece  

gδpr- int ( f -1 (B) )⊂ f -1 ( gδpr- int (B) ) 

         elde ederiz. 

(3) ⇒⇒⇒⇒ (1) Her B ⊂ Y için gδpr- int ( f -1 (B) ) ⊂f -1 ( gδpr- int (B) ) olsun.        

A ⊂ X bir gδpr- açık küme olsun. Bu durumda                  

gδpr- int ( f -1 f (A) ) ⊂f -1 (gδpr- int ( f (A) ) ) 

         olacaktır. Bu durumda  

A= gδpr- int (A) ⊂ f -1 ( gδpr - int ( f (A) ) ) 

         olur. Sonuç olarak  

f(A) ⊂ f (f -1 ( gδpr - int ( f (A) ) ) ) ⊂ gδpr- int ( f (A) ) 

         elde ederiz. Yani f(A) ⊂ gδpr- int ( f (A) ) olur. Öyleyse f, gδpr- açık fonksiyon olur. 

Teorem 3.11. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun gδpr- kapalı olması için gerek ve yeter koşul 

her A ⊂ Y ve f -1 (A) ⊂ B olan her B gδpr- açık kümesi için A ⊂ G ve f -1 (G) ⊂ B 

olacak biçimde bir G gδpr- açık kümesinin var olmasıdır. 
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Đspat:  

f fonksiyonunun gδpr- kapalı olsun. A ⊂ Y ve f -1 (A) ⊂ B ve B gδpr- açık bir 

küme olarak alalım. Buradan G = Y \ f(X \ B) dersek G kümesi gδpr- açık bir 

kümedir. Ayrıca A ⊂ G ve f -1 ( G) ⊂ B elde ederiz. 

Tersine, her A ⊂ Y ve f -1 (A) ⊂ B olan her B gδpr- açık kümesi için A ⊂ G ve 

f -1 (G) ⊂ B olacak biçimde bir G gδpr- açık kümesinin var olsun. A ⊂ X bir gδpr- 

kapalı küme olarak alalım. Buradan  

f -1 ( Y \ f (A) ) ⊂ X \ A 

ve X \ A kümesi gδpr- açık olacaktır. U = Y \ f( A) ve B = X \ A dersek Y \ f(A) ⊂ G 

ve f -1 (G) ⊂ X\ A olacak biçimde bir G gδpr- açık kümesi vardır. Böylece f (A) =          

Y \ G ve f (A) gδpr- kapalı olur. Bu ise bize f’ nin gδpr- kapalı olduğunu verecektir. 

Teorem 3.12. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere ve (Y, υ) δp-regüler T1/2 uzay olmak üzere f                         

fonksiyonu gδpr- kapalı olması için gerek ve yeter koşul her A ⊂ X için                                     

gδpr- cl( f(A) ) ⊂ f ( gδpr- cl (A) ) olmasıdır.  

Đspat: 

f fonksiyonu gδpr- kapalı olsun. A ⊂ X olmak üzere A ⊂ gδpr- cl(A) sahibiz. 

Ayrıca  

f(A) ⊂ f( gδpr- cl (A) ) 

ve f fonksiyonu gδpr- kapalı olduğundan dolayı  

gδpr- cl( f(A) ) ⊂gδpr- cl ( f( gδpr- cl (A) )= f( gδpr- cl(A) ) 

olacaktır. Yani gδpr- cl( f(A) ) ⊂ f ( gδpr- cl (A) ) olur. 

Tersine, her A ⊂ X için gδpr- cl( f(A) ) ⊂f ( gδpr- cl (A) ) olsun. A ⊂ X                

gδpr- kapalı bir küme olmak üzere  
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gδpr- cl( f(A) ) ⊂ f ( gδpr- cl (A) ) = f(A) 

elde ederiz. Buradan f (A), Y’ de gδpr- kapalı küme ve böylece f gδpr- kapalı bir 

fonksiyon olur. 

Teorem 3.13. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir           

G1 −−−− homeomorfizma olmak üzere f -1:Y → X, y → f -1 (y) = x fonksiyonu da bir           

G1 −−−− homeomorfizmadır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1 −−−− homeomorfizma olsun. Buradan f gδpr-kararsız, 

gδpr- açık, 1-1 ve örtendir. Buradan f -1: (Y, υ) → (X, τ) gδpr- kararsız, gδpr-açık,  

1-1 ve örten olur. Sonuç olarak f –1, G1−−−− homeomorfizmadır. 

Teorem 3.14. (X, τ) ve (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve                                 

f: (X, τ ) → (Y, υ), g: (Y, υ) → (Z, σ) iki G1 −−−−homeomorfizma olmak üzere                    

gο f: (X, τ) → (Z, σ), x → ( gο f ) (x) fonksiyonu da bir G1 −−−− homeomorfizmadır.  

Đspat: 

f: (X, τ ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z, σ) iki G1 −−−−homeomorfizma olmak üzere 

gο f: ( X, τ ) → (Z, σ) fonksiyonunu alalım. (Z, σ) uzayında bir A gδpr- açık küme 

olmak üzere g fonksiyonu bir G1 −−−−homeomorfizma olduğundan g -1 (A)                     

gδpr- açık bir küme olacaktır. g -1 (A), (Y, υ) uzayında gδpr- açık küme ve f 

fonksiyonu bir G1 −−−−homeomorfizma olduğundan dolayı f  -1(g -1 (A) ) = ( gο f ) -1(A) 

gδpr- açık küme olacaktır.  

Bu ise bize gο f: (X, τ ) → (Z, σ) fonksiyonunun gδpr- kararsız olduğunu 

verecektir. Ayrıca f: (X, τ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonları             

gδpr- açık olduğundan gο f: (X, τ) → (Z, σ) fonksiyonuda  gδpr- açık olacaktır.   

Sonuç olarak gο f: (X, τ) → (Z, σ) fonksiyonu bir G1 −−−− homeomorfizma 

olacaktır. 
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Teorem 3.15. Topolojik uzaylar arasında G1 −−−−homeomorfik uzay olma 

bağıntısı bir denklik bağıntısıdır. 

Đspat:  

(X, τ) topolojik uzay olmak üzere i: X → X, i(x) = x özdeşlik dönüşümü bir   

G1 −−−− homeomorfizmadır. Dolayısıyla bağıntı yansıyandır. 

Kabul edelim ki (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzayları G1 −−−− homeomorfik uzaylar 

olsun. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir                                   

G1 −−−− homeomorfizma olmak üzere f -1: Y → X, y → f -1 (y) = x fonksiyonu da bir                 

G1 −−−− homeomorfizmadır. O halde (Y, υ) ve (X, τ) topolojik uzayları                            

G1 −−−−homeomorfik uzaylar olur. Yani bağıntı simetriktir. 

(X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar olmak üzere (X, τ) ile (Y, υ) topolojik 

uzayları G1 −−−−homeomorfik ve (Y, υ) ile (Z, σ) topolojik uzayları G1 −−−−homeomorfik 

uzaylar olsun. Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z, σ) iki                    

G1 −−−−homeomorfizma olsun. Buradan gο f: ( X, τ ) → ( Z, σ), x → gο f ( x) 

fonksiyonu da bir G1 −−−− homeomorfizmadır. Yani (X, τ) ile (Z, σ) topolojik uzayları 

G1 −−−−homeomorfik uzaylar olacaktır. Yani bağıntı geçişkendir. 

Teorem 3.16. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere fonksiyonunun gδpr- kararsız olması için gerek ve yeter koşul 

her A gδpr- açık kümesi için f -1 (Y / A) kümesinin gδpr-kapalı olmasıdır. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- kararsız olsun. A ⊂ Y gδpr- açık kümesini 

alalım. Bu durumda f -1 (A) gδpr- açık olacaktır. Buradan X / f -1 (A) = f -1 (Y / A)  

gδpr- kapalıdır. 

Tersine, her A gδpr –açık kümesi için f -1 (Y \ A) kümesi gδpr-kapalı olsun.          

A ⊂ Y gδpr- açık kümesini alalım. Buradan f -1 (Y \ A) gδpr-kapalıdır. Bu durumda  
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f -1 (Y \ A)= X \ f -1 (A) 

 ve f -1 (A) gδpr- açık olacaktır. Yani f fonksiyonu gδpr- kararsız olur. 

Teorem 3.17. (X, τ) ve (Y, υ) δp- regüler T1/2 –uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) 

bir fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonunun gδpr- kararsız olması 

için gerek ve yeter koşul her A⊂Y için f -1 ( gδpr- int(A) )⊂ gδpr- int ( f -1 (A) ) 

olmasıdır. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- kararsız olsun. A ⊂ Y alalım. Bu durumda 

gδpr- int(A) kümesi gδpr –açık küme olduğundan f -1 (gδpr- int(A)) kümesi                 

gδpr –açık olacaktır. Buradan gδpr- int(A)⊂ A ve buradan,  

f -1 (gδpr- int(A) )⊂ f -1 (A) 

olacaktır. Üstelik  

gδpr- int (f -1 ( gδpr- int(A) ) )= f -1 ( gδpr- int(A) ) 

          ⊂ gδpr- int( f -1 (A) )  

olur. Yani f -1 ( gδpr- int(A) )⊂ gδpr- int ( f -1 (A) ) olur. 

Tersine, her A ⊂ Y için f -1 ( gδpr- int(A) )⊂ gδpr- int ( f -1 (A) ) olsun. A bir 

gδpr- açık bir küme olsun. Bu durumda  

f -1 ( gδpr- int(A) ) ⊂ gδpr- int ( f -1(A) ) 

         ve  

f -1 (A) ⊂ gδpr- int( f -1(A) ) 

olacağından f -1(A) bir gδpr- açık küme olur. O halde f bir gδpr- kararsız 

fonksiyondur. 
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Teorem 3.18. (X, τ) ve (Y, υ) δp- regüler T1/2 –topolojik uzaylar ve                       

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

1. f bir gδpr- kararsız fonksiyon, 

2.  her A ⊂ Y için gδpr- cl( f -1 (A) ) ⊂ f -1 ( gδpr- cl(A) ) olur, 

3.  her A ⊂ X için f( gδpr- cl(A) ) ⊂ gδpr- cl( f(A) ) olur. 

 Đspat: 

(1)⇒⇒⇒⇒ (2) f bir gδpr- kararsız fonksiyon olsun. A ⊂ Y alalım. Buradan              

gδpr- cl(A) kümesi gδpr- kapalı olduğundan f -1 ( gδpr- cl(A) ) gδpr- kapalıdır.              

A ⊂ gδpr- cl(A) olduğu açıktır. Böylece  

f -1 (A) ⊂ f -1 ( gδpr- cl(A) ) 

         elde ederiz. f -1 ( gδpr- cl(A) ) gδpr- kapalı olduğundan   

 gδpr- cl( f -1 (A) )  

 ⊂ gδpr- cl ( f -1 ( gδpr- cl(A) ) ) 

 = f -1  ( gδpr- cl(A) )  

         ve böylece gδpr- cl( f -1 (A) ) ⊂ f -1 ( gδpr- cl(A) ) elde edilir. 

(2)⇒⇒⇒⇒ (3) Her A ⊂ Y için gδpr- cl( f -1 (A) ) ⊂ f -1 ( gδpr- cl(A) ) olsun.                 

f(A) ⊂ Y alalım. Bu durumda  

gδpr- cl( f -1 ( f(A) ) ) ⊂ f -1 ( gδpr- cl( f(A) ) ) 

ve buradan  

gδpr- cl(A) ⊂ f -1 ( gδpr- cl( f(A) ) ) 

elde ederiz. Bu durumda  
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 f( gδpr- cl( A) ) ⊂f( f -1 ( gδpr- cl( f( A) ) ) ) 

                            ⊂gδpr- cl( f(A)) 

         olacaktır. Yani f( gδpr- cl(A) ) ⊂ gδpr- cl( f(A) ) olur.  

(3)⇒⇒⇒⇒ (1) Her A ⊂ X için f( gδpr- cl(A) ) ⊂ gδpr- cl( f( A) ) olsun. A ⊂Y 

kümesi gδpr- kapalı bir küme olsun. Bu durumda  

f( gδpr- cl(f -1 (A) ) ) 

    ⊂ gδpr- cl( f( f -1 (A) ) ) 

                                              ⊂gδpr- cl(A) =A 

olacaktır. Buradan gδpr- cl(f -1 (A) ) ⊂ f -1 (A) elde deriz. Yani f -1 (A) kümesi     

gδpr - kapalı bir kümedir.  

Teorem 3.19. (X, τ) ve (Y, υ) δp- regüler T1/2 topolojik uzaylar ve                   

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere f‘ nin gδpr- kararsız fonksiyon olması 

için gerek ve yeter koşul her x ∈ X için ve f(x) ∈A olan A gδpr- açık kümesi için          

f(B) ⊂ A olacak biçimde x ∈ B olan B gδpr- açık kümesi var olmasıdır. 

Đspat: 

f bir gδpr- kararsız fonksiyon olsun. x ∈X ve f(x) ∈ A ve A gδpr- açık bir 

küme olsun. Buradan x ∈f -1 (A) olacaktır. Bu durumda f -1 (A) bir gδpr- açık bir 

kümedir. B= f -1 (A) dersek f(B) ⊂ A olur. 

Tersine, her x ∈X için ve f(x) ∈ A olan A gδpr- açık kümesi için f(B) ⊂ A 

olacak biçimde x ∈B olan B gδpr- açık kümesi var olsun. A bir gδpr- açık küme ve  

x ∈ f -1 (A) olsun. Bu durumda f(x) ∈ A olduğundan f(x) ∈ f(B) ⊂ A olacak biçimde 

B gδpr- açık kümesi vardır. Buradan x ∈B ⊂ f -1 (A) ve böylece f -1 (A) bir                

gδpr- açık küme olur.  

Teorem 3.20. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir 1-1, 
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örten fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun bir G1 −−−− homeomorfizma olması 

için gerek ve yeter koşul f -1 fonksiyonunun G1 −−−− homeomorfizma olmasıdır. 

Đspat:  

Tanımlardan açıktır.  

Teorem 3.21. (X, τ) ve (Y, υ) δp- regüler T1/2 topolojik uzaylar ve                        

f: (X, τ) →(Y, υ) bir 1-1, örten fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun bir                               

G1 −−−− homeomorfizma olması için gerek ve yeter koşul her A ⊂ X alt kümesi için 

gδpr- cl ( f (A) ) = f( gδpr- cl (A) ) olmasıdır. 

Đspat:  

Teorem 3. 12 ve 3.18 ‘ den açıktır. 

Teorem 3.22. (X, τ) ve (Y, υ) δp-regüler T1/2 –topolojik uzaylar ve                       

f: (X, τ) → (Y, υ) bir 1-1, örten fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu                  

G1 −−−− homeomorfizma olması için gerek ve yeter koşul ∀ S ⊂ Y için                               

gδpr- int ( f -1 (S) ) = f  -1( gδpr- int (S) ) olmasıdır. 

Đspat:  

Teorem 3. 10 ve Teorem 3.17 ‘ den açıktır. 

Teorem 3.23. Y, X' in bir düzenli açık ve gδpr- kapalı alt uzayı olsun.                

A, Y içinde gδpr- açık ise A, X içinde de gδpr- açıktır (Ekici ve Noiri, 2006). 

Tanım 3.24. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere x ≠ y olan her x ve y noktası 

için x ∈ A, y ∉ A veya x ∉ B,y ∈ B olacak biçimde A ve B gδpr- açık kümeleri var 

ise X uzayına gδpr- T0 uzaydır denir. 

Tanım 3.25. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere x ≠ y olan her x ve y noktası 

için x ∈ A, y ∉A ve x ∉ B,y ∈ B olacak biçimde A ve B gδpr- açık kümeleri var ise 

X uzayına gδpr- T1 uzaydır denir.  
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Tanım 3.26. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere x ≠ y olan her x ve y noktası 

için x ∈ A, y ∈ B ve A ∩ B = ∅ olacak biçimde A ve B gδpr- açık kümeleri var ise   

X uzayına gδpr- T2 uzay denir. 

Tanım 3.27. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere her kapalı K kümesi ve                  

x ∉ K olan her x noktası için x ∈ A ve K ⊂ B olacak biçimde A ∩ B = ∅ olan A ve 

B gδpr- açık kümeleri var ise X uzayına gδpr- regüler uzaydır. 

Tanım 3.28. (X, τ) bir topolojik uzay A ⊂ X olmak üzere A kümesinin (X, τ) 

uzayındaki her gδpr-açık örtüsünün A’ yı örten sonlu bir alt örtüsü varsa A kümesine 

X' e göre gδpr- kompaktır denir. 

Tanım 3.29. (X, τ) bir topolojik X kümesi X’ e göre gδpr- kompakt ise             

X uzayına gδpr- kompaktır denir. 

Tanım 3.30. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere A ∩ B = ∅olan her A, B 

kapalı kümeleri için A ⊂ U ve B ⊂ V ve U ∩ V = ∅olacak biçimde U ve V             

gδpr- açık kümeleri var ise X uzayına gδpr- normal uzay denir. 

Teorem 3.31. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve bir                         

f: (X, τ) →(Y, υ) fonksiyonu 1-1, örten ve gδpr- açık olmak üzere X uzayı gδpr- T0 

uzay ise Y uzayı da gδpr- T0 uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) fonksiyonu 1-1, örten ve gδpr- açık olmak üzere                   

X uzayı gδpr- T0 uzay olsun. 

y  ≠ z olacak biçimde y, z ∈ Y noktalarını alalım. Buradan f(a) = y ve f(b) =z 

olacak biçimde a, b ∈ X vardır. Bu durumda a ∈ A, b ∉ A veya a ∉ B, b ∈ B olacak 

biçimde A ve B gδpr- açık kümeleri vardır. Buradan f(a) ∈ f(A), f(b) ∉ f(A)              

veya f(a) ∉ f(B), f(b) ∈ f(B) elde ederiz. Üstelik f(A) ve f(B) gδpr- açık kümeler 

olacaktır. 
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Böylece Y uzayının gδpr- T0 uzay olduğunu elde ederiz.      

Teorem 3.32. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                        

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, gδpr- açık bir fonksiyon olmak üzere X uzayı gδpr- T1 

uzay ise Y uzayı da gδpr- T1 uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, gδpr- açık bir fonksiyon olmak üzere X uzayı 

gδpr- T1 uzay olsun. 

y ≠ z olan y, z ∈ Y noktalarını alalım. Bu durumda f(a)= y ve f(b) =z olacak 

biçimde a, b ∈ X vardır. Bu durumda a ∈ A, b ∉ A ve a ∉ B, b ∈ B olacak biçimde A 

ve B iki gδpr- açık kümeleri vardır. Böylece f(a) ∈ f(A), f(b) ∉ f(A) ve f(a) ∉ f(B),  

f(b) ∈ f(B) olacaktır. Üstelik f(A) ve f(B) iki gδpr- açık kümedir.  

O halde Y uzayının bir gδpr- T1 uzay olduğunu elde ederiz. 

Teorem 3.33. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                              

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, gδpr- açık bir fonksiyonu olmak üzere X uzayı gδpr- T2 

uzay ise Y uzayı da gδpr- T2 uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, gδpr- açık bir fonksiyonu olmak üzere X uzayı 

gδpr- T2 uzay olsun. 

Bu durumda y ≠ z olmak üzere y, z ∈ Y noktalarını alalım. Buradan f(a)= y ve 

f(b) =z olacak biçimde a, b ∈ X vardır. Buradan a ∈ A, b ∈ B ve A ∩ B= ∅ olan     

A ve B iki gδpr- açık kümeleri vardır. Buradan f(a) ∈ f(A), f(b) ∈ f(B) ve                   

f(A) ∩ f(B) = ∅ olan f(A) ve f(B) iki gδpr- açık kümeleri var olacaktır. 

Böylece Y uzayının bir gδpr- T2 uzay olduğunu elde ederiz.  

Teorem 3.34. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere f: (X, τ) →(Y, υ)  
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gδpr- kararsız, 1-1,örten bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı gδpr- T 0 uzay ise X 'de 

gδpr- T 0 uzay olur. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) gδpr- kararsız, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı 

gδpr- T0 uzay olsun. x ≠ y olacak biçimde x, y ∈ X olsun. Buradan f(x) ≠ f(y) 

olacaktır. Bu durumda Y uzayı gδpr- T0 uzay olduğundan f(x) ∈ A, f(y) ∉ A veya        

f(x) ∉ B, f(y) ∈ B, olacak biçimde A ve B gδpr- açık kümeleri vardır. Bu ise  

x∈ f -1 (A), y ∉ f -1 (A) 

veya  

x ∉ f -1 (B), y ∈ f -1 (B) 

olduğunu verecektir. Üstelik f -1 (A) ve f -1 (B) gδpr- açık kümelerdir. Sonuç olarak 

X uzayının gδpr- T0 uzay olduğunu elde ederiz. 

Teorem 3.35. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzay olmak üzere f: (X, τ) →(Y, υ) 

gδpr- kararsız, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı gδpr- T1 uzay ise X 

uzayı da gδpr- T1 uzay olur. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y,υ ) gδpr- kararsız, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı 

gδpr- T1 uzay olsun. Buradan x ≠ y olacak biçimde x,y ∈X olsun. f, 1-1 olduğundan 

f(x) ≠ f(y) olur. Ayrıca Y uzayı gδpr- T1 olduğundan dolayı f(x) ∈A, f(y) ∉ A ve  

f(x) ∉B, f(y) ∈B olacak biçimde A ve B iki gδpr- açık kümeler vardır.  

Bu durumda x∈ f -1 (A), y ∉ f -1 (A) ve x ∉ f -1 (B), y ∈ f -1 (B) olacaktır. O 

halde X uzayı gδpr- T1 uzay olur. 

Teorem 3.36. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere f: (X, τ) →(Y, υ) 

1-1, örten bir fonksiyonu alalım. Bu durumda f fonksiyonu gδpr- açık ve Y uzayı  
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gδpr- kompakt ise X uzayı da gδpr- kompakt uzay olur. 

Đspat:  

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu              

gδpr-açık ve Y uzayı gδpr- kompakt olsun. X in bir gδpr- açık örtüsü A= {Ai: i ∈ I} 

olsun. Bu durumda X= U
Ii∈

A i ve buradan Y= f(X) = f(U
Ii∈

A i ) = U
Ii∈

f(A i )  

olacaktır . 

Buradan f fonksiyonu gδpr-açık olduğundan her i ∈ I için f(A i) kümesi      

gδpr- açık olacaktır. Ayrıca Y uzayı gδpr- kompakt olduğundan, Y= U
Ioi∈

f(A i ) 

olacak biçimde I0  ⊂ I sonlu kümesi vardır.  

Böylece X = f -1 (Y) = f -1 (U
Ioi∈

f(A i ) ) = (U
Ioi∈

f -1 ( f(A i ) ) ) = U
Ioi∈

 Ai ve bu 

durumda X uzayının bir gδpr- kompakt uzay olduğunu elde ederiz. 

Teorem 3.37. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzay olmak üzere f: (X, τ) →(Y, υ) 

gδpr- kararsız, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere X uzayı gδpr- kompakt ise               

Y uzayı da gδpr- kompakt uzay olur. 

Đspat:  

f: (X, τ) →(Y,υ ) gδpr- kararsız, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere                     

Y uzayının bir gδpr- açık örtüsü U = { Ui : i ∈ I } olsun.  

Bu durumda Y =U
Ii∈

 Ui ve buradan X = f -1 (Y) = f -1 (U
Ii∈

Ui ) = U
Ii∈

 f -1 ( Ui) 

olur. Ayrıca, f fonksiyonu gδpr- kararsız olduğundan dolayı f -1 ( Ui) bir gδpr- açık 

küme olacaktır. 

Bu durumda X uzayı gδpr- kompakt uzay olduğunda X = U
Ioi∈

 f -1 ( Ui ) olan 

bir I0 ⊂ I sonlu küme vardır. Böylece Y = f (X) = f (U
Ioi∈

f -1 (Ui ) ) = U
Ioi∈

(f f -1(Ui ) ) 
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=U
Ioi∈

 Ui ve böylece Y uzayının gδpr- kompakt uzay olduğunu elde ederiz. 

Tanım 3.38. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Her A açık kümesi için f -1 (A) gδpr- açık oluyor ise f fonksiyonuna 

gδpr- sürekli fonksiyon denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 3.39. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzay olmak üzere f: (X, τ) →(Y, υ) 

gδpr- sürekli, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere X uzayı gδpr- kompakt ise                 

Y uzayı da kompakt uzay olur. 

Đspat:  

f: (X, τ) →(Y, υ) gδpr- sürekli, 1-1, örten bir fonksiyon olmak üzere                     

Y uzayının bir açık örtüsü U = { Ui : i∈ I } olsun.  

Bu durumda Y =U
Ii∈

Ui ve buradan X = f -1 (Y) = f -1 (U
Ii∈

Ui ) = U
Ii∈

 f -1 ( Ui) 

olur. Ayrıca, f fonksiyonu gδpr- sürekli olduğundan dolayı f -1 (Ui) bir gδpr- açık 

küme olacaktır. Bu durumda X uzayı gδpr- kompakt uzay olduğunda                            

X = U
Ioi∈

 f -1 (Ui ) olan bir I0 ⊂ I sonlu küme vardır.  

Böylece Y = f ( X) = f ( U
Ioi∈

f -1 (Ui ) ) = U
Ioi∈

(f f -1( Ui ) ) =U
Ioi∈

 Ui ve böylece 

Y uzayının kompakt uzay olduğunu elde ederiz. 

Teorem 3.40. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere                                  

f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1 −−−− homeomorfizma olmak üzere gδpr- T0 uzay olma özelliği 

bir G1 −−−− topolojik özelliktir.  

Đspat:  

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere f: (X, τ ) → (Y, υ) bir               

G1 −−−− homeomorfizma olsun. X uzayı gδpr- T0  uzay olsun. Bu durumda Teorem 3.31 

‘den Y uzayı da gδpr- T0  uzaydır.  
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Teorem 3.41. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere  f: (X, τ) → (Y,υ) 

bir G1 −−−−homeomorfizma olmak üzere gδpr- T1 uzay olma özelliği bir  G1 −−−− topolojik 

özelliktir. 

Đspat:  

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) bir               

G1 −−−−homeomorfizma olsun. X uzayı gδpr- T1  uzay olsun.  

Bu durumda Teorem 3.32 ‘den Y uzayı da gδpr- T1  uzaydır. 

Teorem 3.42. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere                                   

f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1 −−−−homeomorfizma olmak üzere gδpr- T2 uzay olma özelliği 

bir G1 −−−− topolojik özelliktir. 

Đspat:  

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) bir                   

G1 −−−− homeomorfizma olsun. X uzayı gδpr- T2  uzay olsun. Teorem 3.33 dan Y uzayı 

da gδpr- T2  uzaydır. 

Teorem 3.43. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere                               

f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1 −−−− homeomorfizma olmak üzere gδpr- kompakt uzay olma 

özelliği bir G1 −−−− topolojik özellik olur. 

Đspat:  

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) bir                      

G1 −−−−homeomorfizma olsun. X uzayı gδpr- kompakt uzay olsun. Teorem 3.37’ den Y 

uzayı da gδpr- kompakt  uzay olacaktır. 

Teorem 3.44. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) bir           

gδpr- kapalı fonksiyon olmak üzere A ⊂ X düzenli açık ve gδpr- kapalı küme ise          

f|A : (H, τA) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- kapalıdır. 
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Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) bir gδpr- kapalı fonksiyon olmak üzere A ⊂ X düzenli açık 

ve gδpr- kapalı küme olsun. U (A, τA) uzayında gδpr- kapalı küme olarak alalım.  

Buradan A ⊂ X düzenli açık ve gδpr- kapalı küme olduğundan Teorem 3.23’ 

den dolayı ( f|A ) (U)=f (U) gδpr- kapalı küme olacaktır. Yani f|A  bir gδpr- kapalı 

fonksiyon olur. 

Teorem 3.45. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                               

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyonu olmak üzere f fonksiyonu             

gδpr- kararsız ve Y uzayı gδpr- regüler ise X uzayı da gδpr- regüler uzay olur. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyonu olmak üzere f fonksiyonu 

gδpr- kararsız ve Y uzayı gδpr- regüler olsun. x ∉ A ve A bir kapalı küme olsun. Bu 

durumda f fonksiyonu kapalı olduğundan f(A) bir kapalı küme ve ayrıca                        

f(x) ∉ f(A) olacaktır. Y uzayı gδpr- regüler olduğundan dolayı f(x) ∈U ve f(A) ⊂ V 

olan ayrıca U ∩ V= ∅ olan U ve V iki gδpr- açık kümeleri vardır.  

Bu durumda x ∈ f -1(U) ve A ⊂ f -1 (V) ve üstelik f -1( U) ve f -1 (V) 

kümelerinin gδpr- açık olduğunu elde ederiz. Ayrıca f -1(U) ∩ f -1 (V) = ∅ olacaktır.  

Yani X uzayı bir gδpr- regüler uzaydır. 

Teorem 3.46. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                     

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu               

gδpr-kararsız ve Y uzayı gδpr- normal ise X uzayı da gδpr- normal uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu 

gδpr- kararsız ve Y uzayı gδpr- normal olsun. A ∩ B= ∅ olan A ve B kapalı 

kümelerini alalım. Bu durumda f fonksiyonu kapalı olduğundan dolayı f(A) ve f(B)  
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kümeleri kapalı ve f(A) ∩ f(B) = ∅ olacaktır. 

Y uzayı gδpr- normal uzay olduğundan f(A) ⊂ U, f(B) ⊂ V ve U ∩ V = ∅ olan 

U ve V iki gδpr- açık kümeleri vardır. Bu durumda A⊂ f -1 (U), B⊂ f  -1 (V) ve               

f -1(U) ve f -1 (V) kümeleri gδpr- açık kümelerdir. Ayrıca f -1(U) ∩ f -1 (V) = ∅  

olacaktır. 

O halde X uzayı bir gδpr- normal uzay olacaktır. 

Teorem 3.47. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) ve 

g : (Y, υ) →(Z, σ) iki fonksiyon olmak üzere f ve g fonksiyonları gδpr- açık ise          

gο f fonksiyonu da gδpr- açıktır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) ve g : (Y, υ) →(Z, σ) iki fonksiyon gδpr- açık olsun.                     

f gδpr- açık olduğundan her A gδpr- açık kümesi için f(A) gδpr- açık olacaktır. 

Ayrıca, g fonksiyonu gδpr- açık olduğundan her A gδpr- açık kümesi için g(A)          

gδpr- açık olacaktır.  

Bu durumda f(A) gδpr- açık olduğundan g( f(A) ) gδpr- açık ve böylece          

g( f(A) ) = gο f (A) gδpr- açık olur.  

O halde gο f fonksiyonu gδpr- açıktır. 

Teorem 3.48. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) ve 

g:(Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olmak üzere f ve g fonksiyonları gδpr- kapalı ise            

gο f fonksiyonu da gδpr- kapalıdır.  

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) ve g : (Y, υ) →(Z, σ) iki fonksiyonu gδpr- kapalı olsun. Bu 

durumda f gδpr- kapalı olduğundan her A gδpr- kapalı kümesi için f(A) gδpr- kapalı 

olacaktır. g fonksiyonu gδpr- kapalı olduğundan her A gδpr- kapalı kümesi için g(A) 
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gδpr- kapalı olacaktır. 

Bu durumda f(A) gδpr- kapalı kümesi için g( f(A) ) gδpr- kapalı olur ve 

böylece g( f(A) ) = gο f (A) gδpr- kapalı olur. 

O halde gο f fonksiyonu gδpr- kapalıdır. 

Teorem 3.49. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→(Y, υ) ve 

g: (Y, υ) →(Z, σ) iki fonksiyon olmak üzere f ve g fonksiyonları gδpr- kararsız ise 

gο f : (X, τ) →(Z, σ) fonksiyonu da gδpr- kararsızdır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) ve g : (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyonu gδpr- kararsız olsun. A 

bir gδpr- açık küme olmak üzere g fonksiyonu gδpr- kararsız olduğundan g -1(A) 

gδpr- açık bir küme olacaktır. Ayrıca f fonksiyonu gδpr-kararsız olduğundan g -1(A) 

gδpr- açık kümesi için f -1 ( g -1(A) ) gδpr- açık elde ederiz.  

Bu durumda f -1 ο g -1   (A) = (gο f ) -1 (A) gδpr- açık olacaktır. O halde gο f 

fonksiyonunun gδpr- kararsız olduğu elde edilir. 

Teorem 3.50. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) ve 

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki G1−−−− homeomorfizma olmak üzere gο f fonksiyonu da bir          

G1−−−− homeomorfizmadır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z, σ) iki G1−−−− homeomorfizma olmak üzere               

gο f: (X, τ) → (Z, σ) fonksiyonunu alalım.(Z, σ) uzayında bir A gδpr- açık küme 

olmak üzere g fonksiyonu bir G1−−−− homeomorfizma olduğundan g -1 (A) gδpr- açık bir 

küme olacaktır. g -1 (A) (Y, υ) uzayında gδpr- açık küme ve f fonksiyonu bir                

G1−−−− homeomorfizma olduğundan dolayı f  -1(g -1 (A) ) = ( gο f ) -1(A) gδpr- açık küme 

olacaktır. 

Bu ise bize gο f: (X, τ) → (Z, σ) fonksiyonunun gδpr- kararsız olduğunu 
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verecektir. 

Ayrıca f: (X, τ) → (Y, υ) ve g:(Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonları gδpr- açık 

olduğundan gο f:(X, τ) → (Z, σ) fonksiyonu da gδpr- açık olacaktır.  

Sonuç olarak gο f: (X, τ)→ (Z, σ) fonksiyonu bir G1 −−−− homeomorfizma 

olacaktır. 
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BÖLÜM 4 

gδδδδpr – T 1 UZAYLAR VE 

 gδδδδpr – SĐMETR ĐK UZAYLAR 

 

Teorem 4.1. Bir (X, τ) δp-regüler T1/2 topolojik uzayının gδpr– T1 uzayı olması 

için gerek ve yeter koşul her x ∈ X için {x} kümesinin gδpr- kapalı olmasıdır. 

Đspat: 

( ⇒⇒⇒⇒ ) : 

(X, τ) topolojik uzayı gδpr- T 1 uzay olsun. Kabul edelim ki bir x ∈ X için          

{x} kümesi gδpr- kapalı olmasın. 

Bu durumda x ≠ y olacak biçimde bir y∈δ- pcl({x}) vardır. Uzay gδpr- T1 uzay 

olduğundan x ∉ U, y ∈ U ve x ∈ V, y ∉ V olacak biçimde U ve V gδpr- açık 

kümeleri vardır. 

Bu durumda U ∩ {x} ≠ ∅ olacaktır ki bu bir çelişkidir. 

( ⇐⇐⇐⇐ ) : 

Her x ∈ X için {x} kümesi gδpr- kapalı olsun. x, y ∈ X olmak üzere x ≠ y 

alalım. 

Bu durumda {x} ve {y} gδpr– kapalı olacaklardır. Buradan X \ {x}ve               

X \ {y} g δpr– açıktır. Ayrıca x ∉ X \ {x}, y ∈ X\ {x} ve x ∈ X \ {y},                             

y ∉ X \ {y}olacaktır.  

Yani (X, τ) topolojik uzayı gδpr- T 1 uzay olur. 
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Tanım 4.2. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere her x, y ∈ X için                      

x ∈ gδpr- cl({y}) iken y ∈ gδpr– cl({x}) oluyorsa bu uzaya gδpr- simetrik uzay 

denir. 

Teorem 4.3. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere her x ∈ X için {x} 

kümesinin gδpr- kapalı ise (X, τ) bir gδpr- simetrik uzay olur. 

Đspat: 

Her x ∈ X için {x} kümesi gδpr- kapalı olmak üzere kabul                         

edelim ki X uzayı gδpr– simetrik uzay olmasın. Bu durumda x ∈ gδpr– cl({y}) iken 

y ∉ gδpr– cl({ x}) olacak biçimde x, y ∈ X vardır. Buradan  

{y} ⊂ X \ gδpr - cl({x}) 

ve  

gδpr– cl({y}) ⊂ X \ gδpr– cl({x}) 

olacağından x ∈ X \ gδpr– cl({x}) olacaktır.  

Bu ise bir çelişkidir. 

Teorem 4.4. (X, τ) bir δp- regüler T1/2 topolojik uzay olmak üzere                   

X bir gδpr– T1  uzay ise gδpr- simetriktir. 

Đspat: 

X bir gδpr- T1  uzayı olduğundan dolayı her tek nokta kümesi gδpr- kapalı 

olacaktır. Bu durumda bu uzay gδpr– simetrik olur. 

Teorem 4.5. (X, τ) bir δp-regüler T1/2 topolojik uzay olmak üzere (X, τ) 

uzayının gδpr- simetrik uzay ve gδpr- T0 olması için gerek ve yeter koşul (X, τ) 

uzayının gδpr- T1  olmasıdır. 
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Đspat: 

(X, τ) uzayı gδpr- T1  uzay olmak üzere gδpr- simetrik ve gδpr- T1  uzayı aynı 

zamanda gδpr– T0 uzaydır. 

Tersine, (X, τ) uzayı gδpr- simetrik uzay ve gδpr- T 0 olsun. x ≠ y olmak üzere 

x, y∈X alalım. X uzayı gδpr- T0 olduğundan  

x ∈ A ⊂ X\ {y} 

olacak şekilde A gδpr- açık kümesi vardır. Bu durumda x ∉ gδpr- cl({y}) ve buradan 

y ∉ gδpr– cl({x}) olacaktır. Bu durumda  

y ∈ B ⊂ X\ {x} 

olacak şekilde bir B gδpr- açık kümesi vardır.  

O halde (X, τ) uzayı gδpr- T1  uzay olacaktır. 

Teorem 4.6. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere X’ in her alt kümesi            

gδpr- kapalı ise X’ in düzenli açık kümelerinin sınıfı δ- önkapalı kümeler sınıfında 

kapsanılır. 

Đspat: 

(X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere X’ in her alt kümesi gδpr- kapalı olsun. 

Bu durumda A düzenli açık kümesi için A ⊂ A ve A gδpr- kapalı olduğundan          

δ- pcl (A) ⊂ A olacaktır. 

Yani δ- pcl (A) = A ve buradan A δ- önkapalı olur. 

Teorem 4.7. (X, τ) bir topolojik uzay olmak üzere X’ in her alt kümesi            

gδpr- kapalı ise X’ in düzenli kapalı kümelerinin sınıfı δ- önaçık kümelerinin 

sınıfında kapsanılır. 
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Đspat: 

A düzenli kapalı küme olmak üzere X \ A düzenli açıktır. Bu durumda  

X \ A ⊂ X \ A 

ve X \ A, gδpr- kapalı olduğundan δ- pcl (X\ A) ⊂ X \ A olur. Böylece  

δ- pcl (X\ A) = X \ A 

ve buradan X \ A, δ- önkapalıdır. O halde A kümesi δ - önaçıktır. 

Teorem 4.8. (X, τ) topolojik uzay ve A ⊂ X olmak üzere A kümesi                

gδpr- kapalı ve düzenli açık ise δ- önkapalıdır. ( Ekici ve Noiri, 2006). 

Đspat: Ekici ve Noiri (2006) çalışmasında yer almaktadır.  

A kümesi gδpr- kapalı ve düzenli açık olmak üzere A ⊂ A ve A kümesi           

gδpr- kapalı olduğundan δ- pcl (A) ⊂ A olur. 

Bu durumda δ- pcl (A) = A ve buradan A δ- önkapalı olur. 

Tanım 4.9. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere her δ- önaçık A ⊂ X kümesi için f(A), Y ‘de gδpr- açık ise f 

fonksiyonuna δp- gδpr-açık fonksiyon denir. 

Teorem 4.10. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar.f: (X, τ) → (Y, υ) δp - gδpr- 

açık fonksiyon olmak üzere X δp- regüler - T 1/2 uzay ise X‘ in her gδpr- açık 

kümesinin görüntüsü gδpr- açıktır. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) δp- gδpr- açık fonksiyon olmak üzere X δp- regüler – T 1/2 

uzay olsun. A ⊂ X gδpr– açık kümesini alalım. 

Bu durumda X uzayı δp- regüler– T 1/2 uzay olduğundan A, δ- önaçıktır. Bu 

durumda f, δp- gδpr– açık fonksiyon olduğundan f(A) kümesi gδpr- açık olacaktır. 
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Teorem 4.11. (X, τ), (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ), 1-1, örten, 

gδpr- kararsız, kapalı bir fonksiyon olmak üzere X’ in her gδpr- kapalı alt kümesi          

g- kapalı ve X uzayı T1/2  uzay ise Y uzayı da T1/2  uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) ,1-1, örten, gδpr- kararsız, kapalı bir fonksiyon olmak üzere 

X’ in her gδpr- kapalı alt kümesi g- kapalı olsun. 

X, T1/2 uzay olsun. Bu durumda her A ⊂ X g- kapalı kümesi kapalıdır. A ⊂ Y, 

g- kapalı olsun. Bu durumda f gδpr- kararsız olduğundan f -1 (A) gδpr- kapalı ve X 

uzayında her gδpr- kapalı küme g- kapalı olduğundan f -1 (A) g- kapalı ve hipotezden 

f -1 (A) kapalıdır. Bu durumda f fonksiyonu kapalı olduğundan A kapalı elde edilir. 

O halde Y uzayı T1/2 uzaydır. 

Teorem 4.12. (X, τ), (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ), 1-1, örten, 

gδpr– kararsız, δ- önaçık bir fonksiyon olmak üzere X uzayı δp- regüler- T1/2  uzay 

ise Y uzayı da δp- regüler- T1/2  uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ), 1-1, örten, gδpr- kararsız, δ- önaçık bir fonksiyon olmak 

üzere X uzayı δp- regüler- T1/2  uzay olsun. Buradan her A ⊂ X, gδpr- açık kümesi         

δ- önaçıktır. A ⊂ Y, gδpr- açık küme alalım. Bu durumda f gδpr- kararsız 

olduğundan f -1 (A) gδpr-açık olacaktır. X uzayı δp- regüler- T1/2  uzay olduğundan               

f -1 (A) δ- önaçıktır. Buradan f, δ- önaçık olduğundan A δ- önaçıktır.  

Yani Y uzayı da δp- regüler -T1/2  uzaydır. 

Teorem 4.13. (X, τ), (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ), 1-1, örten, 

gδpr- kararsız, δ- önkapalı olmak üzere X uzayı δp- regüler- T1/2  uzay ise Y 

uzayında δp- regüler- T1/2  uzaydır. 

 



 40

BÖLÜM 4- gδδδδpr– T 1 UZAYLAR VE g δδδδpr–                                 Hatice ASLAN 

Đspat: 

Bir önceki teoreme benzer olarak elde edilir. 
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BÖLÜM 5 

 G2−−−−TOPOLOJĐK ÖZELL ĐKLER  

VE ĐLĐŞKĐLERĐ 

 

Tanım 5.1. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) →(Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere her A kapalı kümesi için f  (A) gδpr- kapalı oluyor ise           

f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonuna zayıf gδpr-kapalı fonksiyon denir. 

Tanım 5.2. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere her A açık kümesi için f  (A) gδpr- açık oluyor ise                  

f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonuna zayıf gδpr-açık fonksiyon denir. 

Teorem 5.3. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) açık ise zayıf gδpr- açıktır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) açık ve A ⊂ X açık olsun. Buradan f fonksiyonu açık 

fonksiyon olduğundan f(A) açık bulunur. Buradan f(A) ⊂ X gδpr- açıktır Öyleyse     

f fonksiyonu zayıf gδpr-açık fonksiyondur. 

Uyarı 5.4. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere eğer f: (X, τ) → (Y, υ) bir f zayıf gδpr- açık ise açık 

olmayabilir. 

Örnek 5.5. X = {a, b} , τ = { ∅ , {a}, X} ve f: (X, τ) → (X, τ) bir fonksiyon 

olmak üzere f(a) = f(b) = b olsun. f fonksiyonu zayıf gδpr- açıktır ancak açık 

değildir.  

Teorem 5.6. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir olsun. 
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Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) gδpr- açık ise zayıf gδpr- açıktır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) gδpr - açık ve A ⊂ X açık olsun. Buradan A ⊂ X                   

gδpr- açıktır üstelik f fonksiyonu gδpr- açık fonksiyon olduğundan f(A) gδpr- açık 

bulunur. Öyleyse f fonksiyonu zayıf gδpr- açık fonksiyondur. 

Teorem 5.7. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) kapalı ise zayıf gδpr- kapalıdır. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) kapalı ve A ⊂ X kapalı olsun. Buradan f fonksiyonu kapalı 

fonksiyon olduğundan f(A) kapalı bulunur. Buradan f(A) ⊂ X gδpr- kapalıdır. 

Öyleyse f fonksiyonu zayıf gδpr-kapalı fonksiyondur. 

Teorem 5.8. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) gδpr- kapalı ise zayıf                      

gδpr- kapalıdır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) gδpr- kapalı ve A ⊂ X kapalı olsun. Buradan A⊂ X            

gδpr- kapalıdır, üstelik f fonksiyonu gδpr- kapalı fonksiyon olduğundan f(A)            

gδpr- kapalı bulunur. Öyleyse f fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı fonksiyondur. 

Teorem 5.9. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir 

fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) gδpr- kararsız ise gδpr- süreklidir 

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Đspat. Ekici ve Noiri (2006) çalışmasında yer almaktadır. 

f: (X, τ) → (Y, υ) gδpr- kararsız ve B ⊂ Y açık olsun. Buradan B ⊂ Y gδpr- 

açık, üstelik f fonksiyonu gδpr- kararsız fonksiyon olduğundan f -1(A) gδpr- açık  
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bulunur.  

Öyleyse f fonksiyonu gδpr- sürekli fonksiyondur. 

Teorem 5.10. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay olmak üzere ve                             

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, bir fonksiyon olmak üzere  f -1 : (Y, υ) → (X, τ) 

fonksiyonunun gδpr-sürekli olması için gerek ve yeter koşul f: (X, τ) → (Y, υ)                 

fonksiyonunun zayıf gδpr- açık olmasıdır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, bir fonksiyon olmak üzere  f -1 : (Y, υ) → (X, τ) 

fonksiyonu gδpr-sürekli olsun. A de X de açık bir küme olsun. f -1 fonksiyonu           

gδpr-sürekli olduğundan dolayı f( A) gδpr- açık olacaktır. 

Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonunun zayıf gδpr- açık olduğu elde 

edilir. 

Tersine f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, bir fonksiyon olmak üzere                                  

f: (X, τ) → (Y, υ) f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olsun. A de X de açık bir küme 

olsun. f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olduğundan dolayı f(A) gδpr- açık olacaktır. 

Bu durumda f -1 : (Y, υ) → (X, τ) fonksiyonunun gδpr-sürekli olduğu elde 

edilir. 

Teorem 5.11. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay olmak üzere ve                       

f:(X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, bir fonksiyon olmak üzere f -1 : (Y, υ) → (X, τ) 

fonksiyonu gδpr-sürekli olması için gerek ve yeter koşul f: (X, τ)→(Y, υ) 

fonksiyonunun zayıf gδpr- kapalı olmasıdır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, bir fonksiyon olmak üzere  f -1 : (Y, υ) →(X, τ) 

fonksiyonu gδpr-sürekli olsun. A de X de kapalı bir küme olsun. X / A açık bir 

kümedir. f -1 fonksiyonu gδpr-sürekli olduğundan dolayı f(X / A)= Y / f(A) gδpr- açık  
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ve buradan f(A) gδpr- kapalı olacaktır.  

Bu durumda f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonunun zayıf gδpr- kapalı olduğu elde 

edilir. 

Tersine f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, bir fonksiyon olmak üzere                       

f: (X, τ) →(Y, υ)  fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olsun. A da X de kapalı bir küme 

olsun. f  fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olduğundan dolayı f(A) gδpr- kapalı olacaktır. 

Bu durumda f -1 : (Y, υ) → (X, τ) fonksiyonunun gδpr-sürekli olduğu elde 

edilir. 

Tanım 5.12. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu 1-1, örten ve üstelik zayıf gδpr- açık ve           

gδpr- sürekli oluyorsa f: (X, τ)→ (Y, υ) fonksiyonuna bir G2−−−−homeomorfizma denir. 

Teorem 5.13.(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere eğer f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1 −−−−homeomorfizma ise              

G2 −−−−homeomorfizmadır. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) bir                 

G1 −−−−homeomorfizma olsun. Her gδpr- açık fonksiyon zayıf gδpr- açık ve her               

gδpr- kararsız fonksiyon gδpr- sürekli olduğundan f: (X, τ) → (Y, υ) bir                                  

G2 −−−−homeomorfizma olacaktır. 

Teorem 5.14. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere eğer f: (X, τ) →(Y, υ) bir homeomorfizma ise 

G2−−−−homeomorfizmadır. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

homeomorfizma olsun. Her açık fonksiyon zayıf gδpr- açık ve her sürekli fonksiyon 
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gδpr- sürekli olduğundan f:(X, τ)→ (Y, υ) bir G2 −−−−homeomorfizma olacaktır. 

Teorem 5.15. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, 

örten, gδpr-sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu zayıf gδpr-kapalı 

olması için gerek ve yeter koşul f fonksiyonu G2 −−−− homeomorfizma olmasıdır. 

Đspat:  

Tanımlardan açıktır. 

Teorem 5.16. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten 

bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olması için gerek ve 

yeter koşul f fonksiyonunun zayıf gδpr- kapalı olmasıdır. 

Đspat:  

( ⇒⇒⇒⇒) :  

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten ve zayıf  

gδpr- açık bir fonksiyon ve A ⊂ X kapalı bir küme olsun. Buradan X \ A açık bir 

kümedir, öyleyse f zayıf gδpr- açık fonksiyon olduğundan  

f(X \ A) = f(X) \ f( A) = Y \ f(A) 

gδpr- açık bir kümedir. Dolayısıyla f(A) gδpr- kapalı küme olur ki bu da bize                

f fonksiyonunun zayıf gδpr- kapalı fonksiyon olduğunu verir. 

( ⇐⇐⇐⇐): 

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten ve zayıf gδpr- 

kapalı bir fonksiyon ve A ⊂ X açık bir küme olsun. Buradan X \ A kapalı bir 

kümedir, öyleyse f zayıf gδpr- kapalı fonksiyon olduğundan  

 f(X \ A) = f(X) \ f(A) = Y \ f(A)  

gδpr- kapalı bir kümedir. Dolayısıyla f(A) gδpr-açık küme olur ki bu da bize            
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f fonksiyonunun zayıf gδpr- açık fonksiyon olduğunu verir. 

Teorem 5.17. Bir (X, τ) topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler denktir. 

( 1) ( X, τ) δp- regüler T1/2 uzaydır. 

( 2) X‘ in her tek nokta kümesi düzenli kapalıdır veya δ- önaçıktır 

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 5.18. Bir (X, τ) topolojik uzayı için aşağıdaki ifadeler geçerlidir. 

( 1) δPO(X) ⊂ GδPRO(X) , 

( 2) X uzayı δp- regüler T1/2 uzaydır ⇔ δPO( X) = GδPRO(X) 

(Ekici ve Noiri, 2006). 

Teorem 5.19. (X, τ) ve (Y, υ) iki topolojik uzay olmak üzere ve                             

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylarında 

her gδpr- kapalı küme kapalı oluyorsa  bu durumda  aşağıdakiler denktir.  

( 1) f: (X, τ) → (Y, υ) bir G1 – homeomorfizma 

( 2) f: (X, τ) → (Y, υ) bir G2 −−−− homeomorfizma 

( 3) f: (X, τ) → (Y, υ) bir homeomorfizma 

Teorem 5.20. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu zayıf gδpr- açık ise her bir x∈X noktasının her 

bir komşuluğunun görüntüsü o noktanın görüntüsünün gδpr- komşuluğu olur.  

Đspat: 

(X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) bir fonksiyon olmak 

üzere f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olsun. x ∈ X ve A kümesi x noktasının bir 

komşuluğu olsun.  
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Bu durumda x ∈ B ⊂ A olacak biçimde bir B açık kümesi vardır. Buradan           

f (x) ∈ f (B) ⊂ f (A) elde ederiz. f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olduğundan                  

f (B) gδpr- açık bir kümedir.  

Böylece f (A) kümesi f(x) noktasının bir gδpr- komşuluğu olur. 

Teorem 5.21. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar, (Y, υ) δp- regüler T1/2 uzay ve 

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir. 

( 1 ) f fonksiyonu zayıf gδpr- açıktır, 

( 2 ) Her A ⊂ X için f(int (A) ) ⊂ gδpr- int ( f (A) ) olur, 

( 3 ) Her B ⊂ Y için int ( f -1 (B) ) ⊂ f -1 ( gδpr- int (B) ) olur. 

Đspat: 

(1) ⇒⇒⇒⇒ (2) f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olsun. A ⊂ X alalım. int (A) ⊂ A 

olduğunu biliyoruz. Buradan f(int (A)) ⊂ f (A) olacaktır. Bu durumda  

gδpr- int ( f (int (A) ) = f (int (A) ) ⊂ gδpr- int ( f (A) ) 

olacaktır. 

(2) ⇒⇒⇒⇒ (3) Her A ⊂X için f(int (A) ) ⊂gδpr- int ( f (A) ) olsun. B ⊂ Y alalım. 

Buradan  

f (int ( f -1 (B) ) ⊂ gδpr- int ( f ( f -1 (B) ) ⊂ gδpr- int (B) 

olacaktır. Bu durumda  

f -1 ( f ( int ( f -1 (B) ) )⊂ f -1 ( gδpr- int (B) ) 

ve böylece int ( f -1 (B) )⊂ f -1 ( gδpr- int (B) ) elde ederiz. 

(3) ⇒⇒⇒⇒ (1) Her B ⊂Y için int ( f -1 (B) ) ⊂ f -1 ( gδpr- int B ) olsun. A ⊂ X bir 

açık küme olsun. Bu durumda  
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int ( f -1 f (A) ) ⊂ f -1 (gδpr- int ( f (A) ) ) 

olacaktır. Bu durumda  

A= int (A) ⊂f -1 (gδpr - int ( f (A) ) 

olur. Sonuç olarak  

f(A) ⊂ f( f -1 gδpr - int ( f (A) ) ) ⊂ gδpr - int ( f (A) ) 

elde ederiz. Yani f(A) ⊂ gδpr - int ( f (A) ) olur. Öyleyse f zayıf gδpr- açık fonksiyon 

olur. 

Teorem 5.22. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) bir 

fonksiyon ve (Y, υ) δp- regüler T1/2 uzay olmak üzere f: (X, τ) →(Y, υ) fonksiyonu 

zayıf gδpr- kapalı olması için gerek ve yeter koşul her A ⊂ X için                                  

gδpr- cl( f(A) ) ⊂f ( cl (A) ) olmasıdır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olsun. A ⊂ X olmak üzere           

A ⊂ cl(A) sahibiz. Ayrıca f (A) ⊂ f (cl (A) ) ve f fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı 

olduğundan dolayı  

gδpr- cl( f (A) ) ⊂ gδpr- cl ( f(cl (A) ) = f (cl(A)) 

olacaktır. Yani gδpr- cl( f(A) ) ⊂f ( cl (A) ) olur. 

Tersine, her A ⊂ X için gδpr- cl( f(A) ) ⊂f (cl (A) ) olsun. A ⊂ X kapalı bir 

küme olmak üzere  

gδpr- cl( f(A) ) ⊂ f ( cl (A) ) = f(A) 

elde ederiz. Buradan f (A) Y’ de gδpr- kapalı küme ve böylece f zayıf gδpr- kapalı 

bir fonksiyon olur. 

Teorem 5.23. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) bir       
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fonksiyon olmak üzere f fonksiyonunun zayıf gδpr- kapalı olması için gerek ve yeter 

koşul her A ⊂ Y ve f -1 (A) ⊂ B olan her B açık kümesi için A ⊂ G ve f -1 (G) ⊂ B 

olacak biçimde bir G gδpr- açık kümesinin var olmasıdır. 

Đspat: 

f fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olsun. A ⊂ Y ve f -1 (A) ⊂ B ve B açık bir küme 

olarak alalım. Buradan G = Y \ f(X \ B) dersek G kümesi gδpr- açık bir kümedir. 

Ayrıca A ⊂ G ve f -1 (G) ⊂ B elde ederiz. 

Tersine, her A ⊂ Y ve f -1 (A) ⊂ B olan her B açık kümesi için A ⊂ G ve             

f -1 (G) ⊂ B olacak biçimde bir G gδpr- açık kümesinin var olsun. A ⊂ X bir kapalı 

küme olarak alalım. Buradan  

f -1 ( Y\ f (A) ) ⊂ X\ A 

ve X \ A kümesi açık olacaktır. U = Y \ f(A) ve B = X \ A dersek Y \ f(A) ⊂ G ve              

f -1 (G) ⊂ X \ A olacak biçimde bir G gδpr- açık kümesi vardır. Böylece                      

f (A) = Y \ G ve f (A) gδpr- kapalı olur.  

Bu ise bize f’ nin zayıf gδpr- kapalı olduğunu verecektir. 

Teorem 5.24. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                              

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyonu olmak üzere f fonksiyonu               

gδpr- sürekli ve Y uzayı regüler ise X uzayı da gδpr- regüler uzay olur. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyonu olmak üzere f fonksiyonu 

gδpr- sürekli ve Y uzayı regüler olsun. x ∉ A ve A bir kapalı küme olsun. Bu 

durumda f fonksiyonu kapalı olduğundan f(A) bir kapalı küme ve ayrıca                   

f( x) ∉ f( A) olacaktır. Y uzayı regüler olduğundan dolayı f(x) ∈U ve f( A) ⊂ V olan 

ayrıca. U ∩ V= ∅ olan U ve V iki açık kümeleri vardır. Bu durumda x ∈ f -1(U)                     

ve A ⊂ f -1 (V) ve üstelik f -1(U) ve f -1 (V) kümelerinin gδpr- açık olduğunu elde  
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ederiz. Ayrıca f -1(U) ∩ f -1 (V) = ∅ olacaktır.                 

Yani X uzayı bir gδpr- regüler uzaydır. 

Teorem 5.25. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                   

f:(X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu                 

gδpr- sürekli ve Y uzayı normal ise X uzayı gδpr- normal uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) →(Y, υ) 1-1, örten, kapalı bir fonksiyon olmak üzere f fonksiyonu 

gδpr- sürekli ve Y uzayı normal olsun. A ∩ B= ∅ olan A ve B kapalı kümelerini 

alalım. Bu durumda f fonksiyonu kapalı olduğundan dolayı f(A) ve f(B) kümeleri 

kapalı ve f(A) ∩ f(B) = ∅ olacaktır. 

Y uzayı normal uzay olduğundan f(A) ⊂ U, f(B) ⊂ V ve U ∩ V = ∅ olan           

U ve V iki açık kümeleri vardır. Bu durumda A ⊂ f -1 (U), B ⊂ f  -1 (V) ve f -1(U) ve             

f -1 (V) kümeleri gδpr- açık kümelerdir. Ayrıca f -1(U) ∩ f -1 (V) = ∅ olacaktır.  

O halde X uzayı bir gδpr- normal uzay olacaktır. 

Teorem 5.26. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) ve 

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olmak üzere g: (Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonu               

gδpr- sürekli ve f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- kararsız ise                                 

gο f: (X, τ) → (Z, σ) fonksiyonu gδpr- süreklidir (Ekici ve Noiri, 2006). 

Đspat: Ekici ve Noiri (2006) çalışmasında yer almaktadır. 

f: (X, τ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olmak üzere              

g:(Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonu gδpr- sürekli ve f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu               

gδpr- kararsız olsun. A ∈ σ alalım. g fonksiyonu gδpr- sürekli olduğundan                  

g 1 (A) gδpr- açık olur. 

f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- kararsız olduğundan, g -1 (A) gδpr- açık 

için f -1( g -1 (A) ) gδpr- açık olur. Böylece f -1( g -1 (A) )= ( f -1ο g -1) (A)= (gο f)  -1 (A) 
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kümesinin gδpr- açık olduğunu elde ederiz. Yani gο f fonksiyonunun gδpr- sürekli 

olur. 

Teorem 5.27. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar olmak üzere ve                              

f: (X, τ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z ,σ) iki fonksiyon ve f örten olmak üzere                

gο f: (X, τ) → (Z, σ) örten ve gδpr- sürekli bir fonksiyon ve f: (X, τ) → (Y, υ)     

gδpr- açık bir fonksiyon ise g: (Y, υ) → ( Z, σ) gδpr- süreklidir. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) örten olmak üzere gο f: (X, τ) →(Z, σ) örten ve                      

gδpr- sürekli bir fonksiyon ve f gδpr- açık bir fonksiyon olsun. gο f fonksiyonu    

gδpr- sürekli olduğundan A açığı için (gο f) -1 (A) gδpr- açık olacaktır. Bu durumda 

f( (gο f) -1 (A) ) gδpr- açık kümesini elde ederiz. Böylece f (( f -1ο g -1 ) (A) ) =                

( ( fο f -1 )ο g -1 ) (A) = g -1(A) gδpr- açık olur. A açık kümesi için g -1(A) gδpr- açık 

olduğundan dolayı g: (Y, υ) →(Z, σ) fonksiyonu gδpr- sürekli olur. 

Teorem 5.28. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) ve          

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon ve f: (X, τ) → (Y, υ) örten olmak üzere                       

gο f: (X, τ) → (Z, σ) örten ve gδpr- sürekli bir fonksiyon ve f gδpr- kapalı bir 

fonksiyon ise g: (Y, υ) → (Z, σ) gδpr- süreklidir. 

Đspat:  

f: (X, τ) → (Y, υ) örten olmak üzere gο f: (X, τ) → (Z, σ) örten ve                      

gδpr- sürekli bir fonksiyon ve f gδpr- kapalı bir fonksiyon olsun. gο f, gδpr- sürekli 

olduğundan A kapalı kümesi için (gο f) -1 (A) kümesi gδpr- kapalı olur. f fonksiyonu 

gδpr- kapalı oluğundan A gδpr- kapalı bir kümesi için f( A) gδpr- kapalı olacaktır.          

A kapalı kümesi için (gο f)  -1 (A) = f -1(g -1 (A) ) gδpr- kapalı bir küme olacağından  

f( f  -1(g -1 (A) ) )= g -1( A) gδpr- kapalı olur. Yani g: (Y, υ) → (Z, σ) gδpr- süreklidir. 

Teorem 5.29. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) bir 

fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- sürekli  ve A kümesi X‘ e 
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göre gδpr- kompakt ise f(A) kümesi de Y‘ ye göre kompakttır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu 

gδpr- sürekli ve A kümesi X e göre gδpr- kompakt olsun. { A i : i∈ I } f(A) ‘ nın açık 

bir örtüsü olsun. 

Bu durumda f(A)⊂ U
Ii∈

A i ve buradan A ⊂ U
Ii∈

f -1(A i) olacaktır. A kümesi X 

e göre gδpr- kompakt oluğundan A⊂ U
Ioi∈

 f -1(A i) olacak biçimde I0 ⊂ I sonlu 

kümesi vardır. 

Buradan f(A) ⊂ f( U
Ioi∈

f -1(A i) )⊂ U
Ioi∈

 f( f -1(A i) )⊂ U
Ioi∈

A i ve böylece                  

f(A)‘ nın Y’ ye göre kompakt olduğunu elde ederiz. 

Teorem 5.30. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) örten bir 

fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu gδpr- sürekli ve X uzayı             

gδpr- kompakt ise Y kompakt uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ)→ (Y, υ) bir fonksiyon olmak üzere f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu 

gδpr- sürekli ve X gδpr- kompakt olsun. { A i : i∈ I } Y’ nin açık bir örtüsü olsun. 

Bu durumda Y = U
Ii∈

A i ve buradan X = U
Ii∈

 f -1(A i) olacaktır.                              

X gδpr- kompakt olduğundan X = U
Ioi∈

 f -1(A i) olacak biçimde I0 ⊂ I sonlu kümesi 

vardır.  

Buradan Y = f(U
Ioi∈

f -1(A i) )= U
Ioi∈

f( f  -1(A i) )= U
Ioi∈

A i ve böylece Y kompakt 

olduğunu elde ederiz.  

Teorem 5.31. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar, f: (X, τ) → (Y, υ)              
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1-1,örten, zayıf gδpr- açık bir fonksiyon olsun. Bu durumda X uzayı T2 uzayı ise Y 

uzayı da gδpr-T2 uzaydır.     

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1,örten, zayıf gδpr- açık bir fonksiyon olsun. X, T2 uzayı 

olsun. y1 ≠ y2 olmak üzere, y1 ve y2 noktalarını alalım. Bu durumda f(x1)= y1 ve            

f(x2) = y2 olacak biçimde x1 ve x2 ∈ X vardır. 

Bu ise x1 ∈ A, x2 ∈ B ve A∩B=∅ olacak biçimde A ve B açıklarının var 

olduğunu verir. f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olduğundan f(A) ve f(B) gδpr- açık 

kümeler olacaktır. f(x1) ∈ f(A), f(x2) ∈ f( B) ve f(A) ∩ f(B) =∅ olmak üzere              

f(A) ve f(B) gδpr- açık olduğundan Y uzayı gδpr-T2 uzay olur. 

Teorem 5.32. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ)               

1-1,örten, zayıf gδpr- açık bir fonksiyon olmak üzere X uzayı T1 uzayı ise Y uzayı da 

gδpr- T1 uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1,örten, zayıf gδpr- açık bir fonksiyon olmak üzere                 

X uzayı T1 uzay olsun. y1 ≠ y2 olan y1 ve y2 noktalarını alalım. Bu durumda               

f(x1) = y1, f(x2) = y2 olacak biçimde x1, x2 ∈ X vardır. 

Bu ise x1 ∈ U, x2 ∉ U ve x1 ∉ V, x2 ∈ V olacak biçimde U ve V açıklarının 

varlığını verir. f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olduğundan f(U) ve f(V) gδpr- açık 

kümeler olacaktır. Üstelik f(x1) ∈ f(U) , f(x2) ∉ f(U) ve f(x1) ∉ f(V), f(x2 ) ∈ f(V) 

olmak üzere f(U) ve f(V) gδpr- açık olacaktır. 

O halde Y uzayı gδpr- T1 uzay olur. 

Teorem 5.33. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ)                   

1-1,örten, gδpr- sürekli bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı T0 uzay ise X uzayı   

gδpr-T0 uzaydır. 
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Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1,örten, gδpr- sürekli bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı 

T0 uzay olsun. x≠ y olan x, y ∈ X noktaları alalım. 

Y uzayı T0 uzay oluğundan ve f(x) ≠ f( y) olduğundan f(x) ∈A, f(y)∉A veya         

f(x) ∉ B, f(y) ∈ B olacak biçimde A ve B açık kümeleri vardır. Bu durumda               

x ∈ f -1(A),y ∉ f -1(A) veya x ∉ f -1(B),y ∈ f -1(B) olacaktır. Üstelik f fonksiyonu 

gδpr- sürekli oluğundan f -1(A) ve f -1(B) gδpr-açık ve buradan X uzayı gδpr- T0  uzay 

olur. 

Teorem 5.34. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ)                   

1-1, örten, gδpr- sürekli bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı T1 uzay ise X uzayı      

gδpr- T1 uzaydır. 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, gδpr- sürekli bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı 

T1 uzay olsun. x≠ y olan x, y ∈ X noktalarını alalım. Bu durumda Y uzayı T1 uzay 

oluğundan ve f(x) ≠ f(y) olduğundan f(x) ∈A, f(y) ∉A ve f(x) ∉ B, f(y) ∈ B olacak 

biçimde A ve B açıkları vardır. 

Bu ise bize x ∈ f -1(A),y ∉ f -1(A) ve x ∉ f -1(B), y ∈ f -1(B) olduğunu verir.          

f fonksiyonu gδpr- sürekli oluğundan f -1(A) ve f -1(B) gδpr- açık kümeler olacaktır. 

O halde X uzayı gδpr- T1  uzay olacaktır. 

Teorem 5.35. (X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, 

örten, gδpr- sürekli bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı T2 uzay ise X uzayı gδpr- T2 

uzaydır.  

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) 1-1, örten, gδpr- sürekli bir fonksiyon olmak üzere Y uzayı 

T2 uzay olsun. x≠ y olacak biçimde x, y ∈ X noktalarını alalım. Bu durumda               

f(x) ≠ f(y) olur. Y uzayı T2 uzay oluğundan f(x) ∈ U, f(y) ∈ V ve U ∩ V=∅ olan 
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U, V ∈ υ vardır. 

Buradan x∈ f -1(U), y ∈ f -1(V) ve f -1(U) ∩ f -1(V) = ∅ olur. f: (X, τ) → (Y, υ) 

fonksiyonu gδpr- sürekli olduğundan, f -1(U) ve f -1(V) gδpr-açık olur.  

O halde X uzayı bir gδpr- T2 uzaydır. 

Teorem 5.36. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) ve 

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olsun. Bu durumda f: (X, τ) →(Y, υ) zayıf          

gδpr- açık ve g: (Y, υ) → (Z, σ) gδpr- açık ise gο f fonksiyonu zayıf gδpr- açıktır 

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) ve g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olmak üzere                   

f: (X, τ) → (Y, υ) zayıf gδpr- açık ve g: (Y, υ) → (Z, σ) gδpr- açık olsun.                  

f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olduğundan her A açığı için f(A) gδpr- açık     

olacaktır. g fonksiyonu gδpr- açık olduğundan ve f(A) gδpr- açık olduğundan                              

g( f(A) )=( gο f) (A) gδpr- açık olur.  

O halde gο f fonksiyonu zayıf gδpr- açık olarak elde edilir. 

Teorem 5.37. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) ve 

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olsun. Bu durumda gο f: (X, τ) → (Z, σ)  sürekli ve 

f: (X, τ) → (Y, υ) örten, zayıf gδpr- açık ise g: (Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonu           

gδpr- süreklidir. 

Đspat: 

gο f: (X, τ) → (Z, σ) sürekli ve f: (X, τ) → (Y, υ) örten, zayıf gδpr- açık olsun. 

gο f: (X, τ) → (Z, σ) sürekli olduğundan her A açığı için (gο f) -1(A) açıktır.             

f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu örten ve zayıf gδpr- açık olduğundan ve ( gο f) -1(A) 

açık bir küme olduğundan f( ( gο f ) -1(A) )= ( f ο f -1 οg -1 ) (A) = g -1 (A) gδpr- açık 

ve buradan g: (Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonu gδpr- süreklidir. 

Teorem 5.38. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) →(Y, υ) 
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ve g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olsun. Bu durumda gο f sürekli ve f örten, zayıf 

gδpr- kapalı ise g: (Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonu gδpr- süreklidir. 

Đspat: 

gο f: (X, τ) → (Z, σ) sürekli olduğundan her A kapalı kümesi için                       

(gο f) -1(H) kapalıdır. f fonksiyonu örten ve zayıf gδpr- kapalı olduğundan ve            

(gο f) -1(H) kapalı bir küme olduğundan f( ( gο f) -1(H) )= ( f ο f -1 οg -1 ) (H) =           

g -1 (H) gδpr- kapalı ve buradan g: (Y, υ) → (Z, σ) fonksiyonu gδpr- süreklidir. 

Teorem 5.39. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ)→ (Y, υ) ve 

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olsun. gο f: (X, τ) → (Z, σ) zayıf gδpr- kapalı ve         

f: (X, τ) → (Y, υ) sürekli, örten ise g fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olur. 

Đspat: 

gο f: (X, τ) → (Z, σ) zayıf gδpr- kapalı ve f: (X, τ) → (Y, υ) sürekli, örten 

olmak üzere A ⊂ Y kapalı kümesini alalım. f: (X, τ) → (Y, υ) fonksiyonu sürekli 

olduğundan f -1(A) kapalıdır.  gο f: (X, τ) → (Z, σ) zayıf gδpr- kapalı olduğundan 

dolayı (gο f) ( f -1(A) ) gδpr- kapalıdır. Böylece g fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olur. 

Teorem 5.40. (X, τ), (Y, υ) ve (Z, σ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) ve 

g: (Y, υ) → (Z, σ) iki fonksiyon olsun.f: (X, τ) → (Y, υ) kapalı ve g: (Y, υ) → (Z, σ) 

zayıf gδpr- kapalı ise gο f: (X, τ) → (Z, σ) zayıf gδpr- kapalıdır. 

Đspat:  

A ⊂ Y kapalı olsun. f fonksiyonu kapalı olduğundan f (A) kapalıdır.                

Bu durumda (gο f) (A) gδpr- kapalıdır. Dolayısıyla gο f fonksiyonu zayıf                       

gδpr- kapalıdır. 

Teorem 5.41. ( X, τ) ve (Y, υ) topolojik uzaylar ve f: (X, τ) → (Y, υ) zayıf 

gδpr- kapalı fonksiyon ve A ⊂ X kapalı bir küme olmak üzere  f|A: (A,τA ) → (Y, υ) 

fonksiyonu zayıf gδpr- kapalıdır. 



 57

BÖLÜM 5- G2−−−−TOPOLOJĐK ÖZELL ĐKLER VE                          Hatice ASLAN  

Đspat: 

f: (X, τ) → (Y, υ) zayıf gδpr- kapalı fonksiyon ve A ⊂ X kapalı bir alt küme 

olsun. 

B⊂A, τA – kapalı kümesini alalım. Bu f|A (B) = f(B) ⊂ Y gδpr- kapalı olacaktır. 

O halde f|A fonksiyonu zayıf gδpr- kapalı olur. 
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