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OZET

SONLU SISTEMLERDE DENEME PROBLEMLER |

Ayse CAPKIN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Matematik Yiksek Lisans Tezi
Dangman: Dog. Dr. Yakup HACI
Haziran, 61

Sonlu deneme sistemlerinde, denemelerden faydatakilbalangic durumunun
bulunmasi amagclangtir. Baslangic durumunu bulmaya yonelik gahalarimizda, B,
cizelgeleri olgturularak minimal tghis dizisi belirlenmj ve bu tghis dizisinin, sonlu
sisteme uygulanmasiyla ggkdizisi elde edilmgtir. Baslangi¢ durumunun bulunmasi icin
olusturulan tghis gacina, tehis dizisi uygulanmy, teshis gzacinin dallarinin sonlanmasi
icin verilen kurallardan yararlanilgtir. Teshis gacinin sonlanmasiyla uygunskengic

durumuna ulgllmistir.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Sistem, Bgangi¢ Durumu, B, Cizelgeleri, Giry ve

Cikis Dizileri, Minimallestirme, Tehis Agaci.
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EXPERIMENT IN A FINITE SYSTEM PROBLEMS

Ayse CAPKIN
Canakkale Onsekiz Mart University
Science Institute
Mathematics Thesis of Master of Science
Advisor: Assist. of Prof. Yakup HACI
June, 61

With the help of the investigations over finiteatrisystems. We find the initial

states. In the study of these initial states, wenfthe P, tables and find the minimal

representation sequence. Then applying this tofithiee system, we get the output
sequence. In order to find the initial state welpgpe representation sequence to the
formed representation tree. Given rules on branofid¢ise representation trees were used

to finish it. Finishing the representation treeegws the suitable initial state.

Key Words: Finite System, Initial Statep, Tables, Input Output Sequences,

Minimization, Diagnosing Tree.
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BOLUM 1 — GIRIiS Ag CAPKIN

BOLUM 1
GIRIS

Baslangic durumuna g olan her sonlu sistemin istenilen girdizisine uygun
tepkisi (¢iks dizisi) belirlenemez. ger bglangic durumu dnceden verilgnise veya gerekli
islemlerden sonra BEngic durumu belirlenebiliyor ise, 0 zaman hersgilizisine uygun
cikis dizisi yani sistemin tepkisi belirlenebilir. Bu denle sonlu sisteme gla bircok
uygulamali problemde kngi¢c durumunun belirlenmesarttir. Ayrica sonlu sistemlerin
son durumlarinin belirlenebilmesi icin de durumlaimesi verildginde, balangicta
sistemin bu durumlarin hangisinde aldu belirleyen yontemlerin agtarilmasi gerekir.
Tezde sdz konusu problemin ¢ozumi icin metotlaterek incelenmitir.

Tezin 2. bolumuinde agiklanan graf teorisi sonltesimn temelini olgturan terimlerin
aciklanmasinda yardimci olgtur. Graf teorisindeki ga¢ ve orman kavramlariyla sonlu
sistemlerdeki gegive tehis gzaclarinin sonlanmasi @anmstir.

Tezin 3. boliminde sonlu durum sistemleri tanimiakabglangi¢c durumu verilen
bir sistemin gleyisi anlatilmg ve bununla ilgili olarak bir 6rnek gosterilgtir.

4. bélimde durumlarin denklnden soz edilerek Mve M, sistemleri icin denk veya

farkl oldugu durumlar incelenngtir. Ayni sinifa ait olan durumlar k-denk, farkinga ait
olan durumlar k-ayrilabilir (farkli) olarak kabuldiémis bundan yola cikilarak sistemin
k-denk bdlguleri bulunmuveR, ile gosterilmstir.

5. boélimde sonlu sistemlerde denemeler tanimlanaag&ngic durumunu bulmaya
yonelik calsmalar yapilmgtir. Bunun icin de, tghis problemi ile sonlu sistemin hangi
durumda oldgu belirlenmg; son durum problemi ile de, sonlu sisterghte problemi ile
bulunan bu duruma gotarlrtir.

Son boélimde ise sonlu sistemin mimkin durumlar lsiimeinden bglangic
durumunun belirlenebilmesi icin gieis ve gegiler gzaci kurulmy, verilen sonlandirma
kurallarindan yararlanilarak stgs gzacinin sonlanmasi ganms, bunun sonucunda da,

herhangi bir M sonlu sistemi i¢in gdangi¢ durumu bulunnytur.
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BOLUM 2
GRAF TEORISININ TEMEL TER IMLER i

2.1.Giris

Noktalar ve bunlari birbirine gayan kenar adi vergimiz egri parcalarindan okan
sekle graf (cizge) denir.

Daha geni olarak matematiksel tanimigu sekilde yapabiliriz. Oncelikle G adini

verdigimiz grafimizsu sekilde olsun.

E » D

Sekil 2.1. Graf.

Bu sekildeki grafta A, B, C, D, E noktalarina grafinktalari denir. G grafinin
noktalar kiimesi V(G) olarak gdsterilir. Yani:

V(G) = {A,B,C,D,E} olarak gosterilir.

iki nokta arasindaki cizgilere kenar denir g&dya da dgim de denilir). Her kenari
bu cizgeye gore iki noktali bir kiime olarak godtéigz. Ornegimiz olan G grafinin
kenarlarigunlardir:

E(G) ={{AB},{AE},{B,C},{B,D},{B,E},{C D}, {D,E}}

G’ nin kenarlar kimesi matematikte E(G) olarak giist.

Tanim 2.1: Matematiksel anlamda bir graf V kimesiyle V'nini iklemanl alt
kiimelerinden olgan bir E kiimesinden meydana gelir.

V ile butin kenarlardan ojan E kiimesinin ayri ayri sonlu veya sonsuz olmagina

verilebilir. Tezde her iki kiimenin sonlu olglunu kabul edip ¢ajmalarimi bunun tzerinde

yapacgiz.
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Bir grafta V kiimesinin oolmasi ¢ok anlamsizdir (Cunkii Tanim 2.1’den V ikin
elemanh alt kimelerinden clan bir E kiimesi vardir). Buna kark E kimesi be olabilir.
iki nokta arasinda en az bir kenar varsa burkanasu noktalar denir.

Eger bir noktayr kendisine myan kenar varsa bu nokta kendisiyle kanolur.
Ama genel olarak her nokta kendisine kowtur diyemeyiz. Bir noktayl kendisine glayan
kenaraseklinden dolayilmek adini alir.

IImegi ve iki noktasi arasinda en cok bir kenari bulugeaflarabasit graflar denir.

iki noktasi arasinda birden ¢ok kenar bulunan gaftaultigraf (coklu cizge)denir.

Bir noktadaki kenarlarin sayisina (yerelgrece denir. Eger V, bir G grafinin bir

noktasi ise V deki derece L(v) ile gosterilir, J.ve L, ile bir G grafinin derecelerinin

icinde en buygu ve en kicgu gosterilir.

ki noktasi arasinda birden ¢ok kenari bulunan graéfi noktalari saymak kolaydir.
Ancak kenarlar tek tek saymak zor olabilir. Bu wadasu uygulamayi yapabiliriz. Her
kenarin iki ucu vardir ve bu uclarin her biri bioktaya bglanmstir. Buna goére her
noktasindaki kenar sayisini toplarsak bitiin kenakger kez saynsioluruz. Yani butin
noktalardaki derecelerin toplami, kenar sayisirkn katina gittir. Bunu soyle ifade
edebiliriz. Bir G gizgesinde n nokta ve e kenainsun.

n noktalar kimesi,

V={v,V,,.,Vv, }ise2e= L(V) (2.1)

n
i=1

olur.
Bitin noktalarin dereceleri ayni olan grafldiezgiin (reguler) graflar denir. Lokal

dereceleri hep rise r-li diizgun graf denir. |\f] elan bir r-li dizgiin grafta;
1
|E] :e=§nr (2.2)

olaca aciktir.
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Bir drnek vermemiz gerekirse:

Sekil 2.2. 3-1t diizgun graf.

Bu grafta:
1 1
V=6,r=3 e=2nr:e:§.6.3:e:9 (2.3)

olur.

Bir grafta derecelerin toplaminin kenarlarin sayrsiki kati oldigunu soylemgtik. O
halde L(v,) +L(v,) +...+ L(v,) toplami her zaman ¢ift bir sayidir. Tek sayidagayinin
toplami yine tek sayl oldiwundan yukaridaki toplamda yer alan tek sayilarfh sayida
olmasi gerekgii anlssilir. Yani bir ¢cizgede derecesi tek olan noktalasayisi cift olmak

zorundadir. Bunu teorem olarak da yazabiliriz.

Teorem 2.1:Her grafta derecesi tek olan noktalarin sayistigift

Ispat: Sonlu bir G = (V,E) grafinda A grafin noktasiniA)(o noktanin derecesini

gostersin. Bu durumda:

2, L(A=2]E| (2.4)

ANV

esitli gi gecerlidir.
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V, ., derecesi ¢ift olanV, , derecesi tek olan noktalar kiimesi olsun. Birazed

bahset@imiz ssitlikten;

ADZVO L(A) + A%L(A) =2|E| (2.42)
dir. O halde:

DLA + D LA
AN AV, (2.4b)

cift bir sayidir.

Sol taraftaki toplamda L(A) sayilarinin her biri ¢ift ve toplamin sonucu dé& ci
oldugundan;

Z L(A) sayisi da cift olmalidir. Ama buradaki(A) larin her biri tek sayidadir.

AV,
Dolayisiyla L(A) larin toplaminin ¢ift olmasi icin ¢ift sayida(A) toplamaliyiz. O halde
V, cift sayl olmalidir. Yani derecesi tek olan no&tah sayisi cifttir.

Bir grafta tek baina kalms noktalar bulanabilir. Boyle noktalanaole noktalar
(kismus noktalar) denir.

Bitin noktalari izole olan bir grafaos graf denir. Yani bir grafin b olmasi
kenarlar kiimesi E’'nin oolmasi anlamina gelir.

Herhangi iki noktasi arasinda en fazla bir kenalutan ve hi¢ ilmgi olmayan

graflara tam graf denilmektedir. Nokta sayisi mdd& tam grafK, ile gosterilir.

A

4

Sekil 2.3. K, tam grafi.
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K, grafi dgal olarak (n-1)-li diizgtin graftlr% n(n-1) kenara sahiptir.

C, grafi, her noktaya tam iki kenar g tek parca n noktali graflardir. Bunlara

dongu denir.
A VAN
o Cq Lo Ty

Sekil 2.4. C, grafi.

K. grafi, noktalarin n ve m elemanl olmak lzereAkve B kimesine ayrilng)

A 'daki her noktanin B’ deki her noktaya @andg bakada kenari olmayan graflardir.

K. Ye iki parca ya da iki kimeli tam graf denir. Buaflarda nokta sayisi n+m. Kenar

sayisi nm’dir.

Sekil 2.5. K ., iki kimeli tam grafi.
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2.2. Agac ve Orman

Dongusu olmayan graflara orman denir. Bir donggldohsi noktaya geri donen ve
iki kez ayni noktadan ge¢cmeyen bir yolculukturga& ise tek parca bir ormandir; Yani

agac, dongl barindirmayan tek parca graftir.

Tanim 2.2: Bir grafta bir noktadan ger noktaya ulgmak icin kullanilan nokta ya da
kenar dizileringyol denir.

Agaclar basit ve sade graflardir. Bigazin herhangi iki noktasi birbirine tek ve tek
bir yolla bahdir.

Agacin iki noktasi iki dgisik yolla baslanms olsa bu iki yoldan kolaylikla bir dongu

elde edilebilir.Simdi bununla ilgili teoremleri inceleyelim.

Tanim 2.3 (Bagsli): Her nokta cifti arasinda en az bir yol bulunan lgrafbagh graf

denir.

Teorem 2.2: Bagl bir grafin &ac olabilmesi icin gerek ve yeter sk, bitiin nokta

ciftleri arasinda yalniz tek bir yol bulunmasidir.

Ispat: =: Bir G grafini ele alalim. G'ningac olmasi her nokta cifti arasinda yalniz

bir yol bulund@gu anlamina gelecektir. Bununga olmadgini distinelim.

G'deki d;, d; noktalar arasindg; ve y; olarak iki ayri yol bulunsun.

O zamany, [ vy, ortak kenarsiz dongliden gacaktir. Bu ise ga¢c tanimi ile

celisir. O halde, her nokta cifti arasinda yalniz bit yardir.

[ :G’de her nokta ciftleri arasinda yalniz bir yol sagraf bahdir.

Teorem 2.3:Her b&li gafta en az birgag¢ vardir.
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Ispat: G grafini digiinelim. G’nin b&li olmas! her nokta cifti arasinda en az bir yol
bulundwu anlamina gelir. Oyleyse G’nirgac olmamasi G’nin iginde bir dongl bulurgdu
anlamina gelir. Simdi bu dongulerden herhangi birini ginelim. Bu dongliye ait
kenarlardan birinin graftan cikarilmasi bu dongigiiadan kaldiracak ancak grafin
baglil gini ya da nokta sayisini etkilemeyecektir. Blemin yeterince tekrarlanmasi bir

agac ile sonuclanir.

Teorem 2.4:n noktali bir gacin n-1 kenari vardir.

Ispat: ispatimizi nokta sayisi (izerine tiimevarimla yagaca

n = 1 ise, gacimiz tek noktall kenarsiz bir graf olmak zorunoldugundan
teoremimiz buik igin dogrudur.

Simdi n>1 olsun ve 0<r<n ise, her r noktagaain r-1 kenar oldgunu kabul edelim
(tumevarim varsayimindan). n noktali bir Jaaini ele alalim. T'nin bir kenarini silelim
(kenarlarin u¢ noktalarini silmeyelim). Boylece €nddaha az kenarlari ve ikgactan

olusmus bir orman elde ederiz. Bu ikiacin nokta sayilarina, we n, diyelim. n,+n,=n
dir. Tumevarim varsayimindan dolayr bu iki kiicikagta n-1 ve n,-1 kenar vardir.

Dolayisiyla T &acinda;

(n,-1)+(n,-1)+1=n +n,-1=n-1 (2.5)
tane kenar vardir.

O halde n noktall birgacin n-1 tane kenari vardir.

Goruldigu Uzere gacta dongu yokken n noktall bigacin n-1 kenari vardir. Bundan
yararlanaralgu sonuclar ortaya cikar.

Sonu¢ 2.1:En az n kenarl n noktal bir grafta dongu vardir.

Sonug¢ 2.2:n noktal bir graf en az n kenari varsa o zamaraftagmutlaka bir dongu

vardir.
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2.3. Tek Hamlede Cizilebilen Graflar

Sekil 2.6. Tek dereceli graf.

Bu sekildeki bir grafi elimizi en fazla iki kez kaldnak yani en fazla t¢ gizimde

cizebilirmiyiz.

Oncelikle cizimde her noktaya 3 kenarzg®r. Yani her noktanin derecesi 3 tr.
Simdi ¢izimin ortasinda oldtumuzu digtnelim. Bir noktaya dgru ilerliyoruz. O noktaya
ulastik. Ve o noktadan c¢ikiyoruz; demek ki ¢izimin amtadan gec¢gimiz her noktaya 2
derece kazandiririz: o noktaya giigimizda ve o noktadan uzaklgimizda. Ote yandan
cizime baladigimiz ve ¢izimi bitirdgimiz noktalara yalnizca 1 derece kazandiririz.

O halde hi¢ elimizi kaldirmazsak, elde gitiz cizimin noktalarinin en fazla ikisi
disinda hepsinin derecesi ¢ift olmak zorundadir.

Ornegimize donersek en fazla 3 ¢izim ofglindan en fazla 6 noktasinin derecesi tek
olabilir. Oysa c¢izimimizde 8 tane noktanin deredegi oldigundan bu imkansizdir. Yani
bu graf en fazla 3 hamlede ¢izilemez.

Aslinda tek cizimde, elimizi kaldirmadan cizebilgiceiz graflarin tek derecel
noktasi ya hic olmaz ya da sadece iki tane olabéger cizimi bagladigimiz yerde
bitiriyorsak her nokta cift dereceli olmaliger cizimi bagladigimiz yerde bitirmiyorsak

sadece iki noktanin derecesi tek olabilir; gizinaglddigimiz ve ¢izimi bitirdgimiz nokta.
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2.4. Euler Dongusi

Graf kuraminin bilinen en eski sorusu “Koénisbergod problemi” dir. Burada
Konisberg'deki Pregel nehrinin ve karalar arasigggsi saslayan 7 koprinin planini
goruyorsunuz. Bu 7 koprinin her birinden sadecekbir gececek yolculuk mimkin
mudur?

Euler 1736'da bunun midmkin olmgdu gostermgtir. Bunu su sekilde
acliklayabiliriz. Nehrin iki yakasini ve adaciklatdrt noktayla, 7 kopriyl de bu noktalar

arasina koyagamiz kenarlarla gosterelim:

Sekil 2.7. Koprunun grafla gosterimi.

Tanim 2.4: Her kenardan tam bir kez gecenslbdigi noktaya geri donen
yolculuklara Euler déngiist denkuler déngusiolan graflarin tek parca ve her noktasinin

cift dereceli olmasi gerekir.

Teorem2.5:Bir G grafinin Euler grafi olmazsi icin gerek veegrekasul G grafindaki
tum noktalarin derecesinin c¢ift olmasidir.
Bu teoremden yararlanilaraRekil 2.7." ye bak@mizda bu grafin Euler graf

olmadg! aciktir.

10
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2.5. Euler Formuli

D E

1.Graf

2.Graf

Sekil 2.8. Duzlemsel graf.

Kenarlarin sadece grafin noktalarinda $estk bicimde dizleme cizilebilen
graflara diizlemsel graf denir. Ogiie 1. graf dizlemsel ggdir. Ciinkii AC ve BE kenar
cizgileri kesgmistir. 2. graf dizlemseldir. Yani bir dizleme kenarlkessmeyecek
sekilde cizilmgtir. 2. grafta goraldgi sekilde dizlemsel graf dizlemi bolgelere ayirir.

Bu grafta dizlemi 6 parcaya ayigt(grafin dsinda kalan parcayida sayiyoruz).

Teorem 2.6 (Euler Formuld): Tek parca duzlemsel bir grafin bolge sayisi b, kena
sayisi k, nokta sayisi n ise b-k+n=&legi gecerlidir.
11
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Ispat: ispati b tizerine tiimevarimla yapgza

Eger b=1 ise, 0 zaman grafta hicbir dongu yok demejdini graf bir gactir. Agac ve
orman konusunda k=n-1 olgunu sdylemgtik. Bunu yerine koyarsak:

b-k+n =1-(n-1) +n=2 (2.6)

olur ve gitlik dogrudur.
Simdi b>1 olsun. Grafa G adini verelim. AB de grabim dongustnin bir kenari

olsun. AB kenarini kaldiralim. Geriye kalan grafa &ini verelim. G grafinin bolge,
kenar ve nokta sayilari sirasiylg,lk, , n, olsun. AB kenari G nin iki bélgesine de ortaktir.
Dolayisiyla AB kenarini kaldirgimizda h=b-1, k=k-1 ve n= n sitlikleri gegerlidir. Ve
dolayisiyla timevarim varsayimina gore Euler foim@, grafi icin dgrudur. Yani;
b,-k,+n =2"dir.

bk +n = (+1) -( k+1) + n, = b;-k, + n, = 2 bulunur. O halde b-k+n = 2
dogrudur.

2.6. Hamilton Dongusu

Bir G grafi verildginde her noktadan yalniz bir kez gecrakti ile kapali bir yol
olusturabilen graflara Hamilton grafi denirs&gidaki graf hamilton grafidir.
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Sekil 2.9. Hamilton grafi.

2.7. B Yapil (izomorfik) Graflar

ki Graf verildiginde bu iki graf ta kenarlar ve konumlar arasinddigki ayni
olabilir. Bu durumda benzer 6zellikte iki farkll @metrik sekiller ortaya cikabilir. Ayni
durumu yansitan, kka bir deysle ayni yapiya sahip graflarayapili graflar denir. Bgka
bir deykle bunlara izomorfik graflar denir.

iki grafin eyapili olabilmesi icin;

* Kenar sayilari ayni olmalidir.

* Nokta sayilari ayni olmalidir.

* Nokta dereceleri ayni olmalidir.

* Noktalar arasindaki #kiyi gosteren matrisler ayni olmalidir. Bu
matrislerdeki benzerlik satir ve sdtunlardaki yeegigikligi ile de

sgilanabilir.

13
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U Ua Vi Vq

us U, W Wy

Sekil 2.10.izomorfik graflar.

Yukarida gorilen bu iki graf izomorfiktir. Kenar yskari, nokta sayilari, nokta

dereceleri aynidir. Noktalar arasindakiklyi gosteren matrislerde aynidgdyle ki

Cizelge 2.1Sekil 2.10°daki graflarin matrisi

Wty i B B A
w | 0 1 1 0 w|l o o 1 1
£y 1 ] 0 1 v 0 0 1 1
£y 1 1] 0 1 vl o1 1 0 0
w,| 0 1 1 0 vl 1 1 00

Matrislerinde uy ve u, satir ve sutunlar yer dggtirdiginde elde edilen matrisle

ikinci matriste it olur. BOylece iki grafin izomorfik oldgu kolayca goralur.
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BOLUM 3
SONLU SISTEMLER TEOR iSI UZERINE

3.1. Sonlu Durum Sistemi

Sonlu durum sistemi sonlu sayida duruma (statepsabrilen girsi bir durumdan
diger duruma ileten ve ¢ikriretebilen bir gdir. Sonlu kelimesinin kullanilmasinin sebebi
s6z konusu nesnel vaiin sahip olaca durumlarin (state) sayili olmasidir.

Otomatlar strenin kullanilmasi veléme dahil edilmesi acgisindan senkron ve
asenkron otomatlar olarak siniflandirilabilirleen®ron otomatin durumlarinda ggme
ancak belirli anlarda olabilir. Durum gigimine imkan vermesliemi senkronlama adini

alir.
Asenkron otomatlarda otomatin bir durumdagediduruma gecmesi ani 6énceden

belli degildir ve herhangi bir olaya Igadir. Girisler desistikce otomatin durumlari da
degisir.

Tanim3.1: M bir sistem olsun. Bu M sistemini g6z dnine ahal

X={¢&,€,,...,£,} sonlugirs kimesi (alfabesi);
Z={¢,,¢,,.-,¢,} sonlu ciks kimesi (alfabesi);
S={o0,,0,,...,0,} sonludurum kiimesi verilginde

f , ve f_ aagidaki gibi tanimlanan fonksiyonlar olmak tzere
ZV:f z (XV’Sv) (31)

Su+l: f S (Xv ’Sv) (32)

(X,2,S,f,, fg, aio) bileskesinden olgan sisteme sonlu durum sistemi denir.
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o, sonlu durum sisteminin Blangi¢ durumudur. Bgangi¢ durumu verilmezse gjri

dizine uygun cilg dizisi ve son durum belirlenemez.

Burada sirasiylax, z, ve s, Mnint, (v=1,2,3,...) anlarindaki gigisembolu, ciky
semboll ve durumu belirten sembolddr.

Goruldigu gibi otomatiny anindaki ¢ikg s6zu; v anindaki durum ver anindaki
giris s6zl %, ye balidir. v+1 anindaki durumu isg anindaki durumu ilez anindaki girg
soziline bghdir.

Bir otomat, v stresinin sayisal anlarinda gabilir. Yalniz bu anlarda ggine sinyal

verilebilir ve yalniz ¢cikyindan sinyal alinabilir.

Sonlu durum sisteminin 6zel bir durumda;

f z (XV 'Sv) = f z (Xv) (33)

dir.

Boyle sistemlere trivial @@kar) sistem denir. Trivial bir sistem icindeki ara
degiskenlerin girg ve ciksina herhangi bir etkide bulunmaz. Bu nedenle duhdyle
sistemlerde gereksizdir.

Nontrivial bir sistemde de

f,(x,s)#f,(X,) (3.4)

dir.
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3.2. Sonlu Durum Sistemi Orngi
Sonlu sistemlerde kullanilarf , ve f_ fonksiyonlari geg ¢izelgesi adi altinda

cizelge icinde gosterilebilir. Bu cizelge iki forikenun bitln alabilecek parametrelerinin

degerlerini listeler. Bunlar (), s, ) olarak listelenir. x, X giris alfabesinin tzerinde ve, s

de S durum kimesinin tzerindedir. Gegizelgeleinde butin sistemler icin gideserleri
{£,.€,,..,6,}, cikig degerleri {¢,,¢,,...,é,} ve durum kimesi §,,0,,...,0,}

olarak gosterilir. Aagidaki gizelge bunu anlatmaktadir.

Cizelge 3.1. Sonlu sistem geggizelgesi

Z, Seat
E ; 2
= 1 =7 ] =1 =3 =]
&
T,
i-—]_r—-r réwl’\ {J'[rg] rgi
G-’!

Cizelgedez, ve s,,, gibi bitisik iki alt ¢izelgesinden ogmustur. Ve bunlarf , ve
f . fonksiyonlari ile gosterilir. Goruldiui gibi sttun bgligl s, ve x, icin aynidir. Yani
olabilecek mevcut durumlarla, mevcut gideserlerinden meydana gelir. Satirlar, ler,

, g;), S, alt

sutunlar £, lerdir. f (&,, o; ), z, alt gizelgesinde; f_ (¢,,

cizelgesinde yer alir.

17
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Bu tanimlar girg ve cik degerleri arasindaki igki hakkinda bize yardimci olur.
X={d,nu,mA}

Z={0,1}

S={1,2,3,4,5}

olan bir M sisteminin gegicizelgesi gagidaki gibi verilmitir.

Cizelge 3.2. M sisteminin gecgizelgesi

‘Z;: S:_
d # 1 T A d ¥ 1 T A
1 ] 0 0 0 ] 2 2 3 1 2
2 ] 0 0 0 i 2 2 2 1 2
2 0 0 0 0 ] 3 4 2 1 2
4 ] ] ] ] i b L L] 1 4
3 ] i] 0 1 ] 3 4 4 1 4

Ornesin bu sisteminin gig dizisi 7unNAdmr ve balangic durumu da 3 olarak

verilsin. Buna gore cikidizisini ve gecii durumlarisu sekilde bulabiliriz.

f,(m,3)=0

f (,3)=1 f (1,4)=0
f.(ul)=0 fA,4)=4
f (u1)=3 f (d,4)=0
f (n,3)=0 f (d,4)=5

18
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f_(n3)=4 f (m5)=1
f,(1,4)=0 f (m5)=1
f.(,4)=4

Goruldigu gibi ¢iks dizisi 0000001
Gegctigi durumlar ise 1344451 olarak bulunur.
Bu giris dizisi verildigine olwan ciks dizisini ve gectii durumlari aagidaki graf

(diagram) adini verg@imiz sekille gosterebiliriz.

(770) {7 /0) (d/0) V {n/0}V (uf0)V (4 /0)

(/1)

(mr/0]

(n/0)
(nfo)v (ufo)v (A o)

(G o)

(df0) (d/0) (n/0)Vu/0) v (A /0

Sekil 3.1. M sistemin graf ile gbsterimi
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BOLUM 4
DENEMELER TEOR iSINDE DENKL iK BOLGULER i

4.1. Durumlarin Denkligi

Bu bolumle birlikte bundan sddrabdlimlerde Ma gosterimini
" odurumundaki M sistemi” ifadesi igin kisaltma @llakullaniimgtir.

Tanim 4.1: g, durumundaki M sistemi veg; durumundaki M sistemi herhangi
giris dizisiyle olwan Ml|ai ve MZ‘O'J- ayni ciks dizilerini veriyorlarsa o zaman
bunlarin denk oldgu séylenir. o, ve o, denk dgillerse ayrilabilir olduklari
soylenir. M, ve M, ayni sistemler gibi kullanilabilir. (Sudkamp997)
Boylece g, ve o, derktirler. Ancak ve ancak o; baslangic duumundaki M,
sstemi ile o, bglangic durumundaki Msistemi arasinda, @i uglari

gbdemlenmesiylg hicbir bolinme ydu yoktur. o; ve o, ayrilabilir. Ancak ve

ancak fem M1|ai hem de M,|o; 'e wgulandigin da farkli ¢ikis dizileri veren en az
bir giris dizisi vardir.g; ve o, aralarinda denkler. Bu g, =g, ile gGsterilir. o,
ve o, arasindaki ayrilabilirlik o, # g, ile gogerilir. Tanim 41 ‘den duoum

denkliginin yansima kuralinad; = o,), simetri kuralina(Eger o, = o, isg 0

zamang, = o, dogrulanabilir) ve geggme kuralina (ger o, =o,ve g, =g, ise; 0
zamen o, = g, olur.) uydgu kolayca dgrularnabilir. Sonug olaak, durum denkigi

sirachn bir denklik bagintisi olarakgorilebilir ve herhangi bir bguttaki durumlar
kimesire direk uygulanabilir. Baka bir deysle, durum ayrilabilirlgi yansima ve
gegcisme kurallarina ymaz ve bu yuzdersadee durum citlerine uygulanabilir.

Bazi durumlard ayni sstemlere ait olan bir ¢ift durumun denkfi ya da
ayrilabilirligi bu sisemin gecis cizelgesinin kntrol edilmesiyle bulunur. Bu

durumébrin bazilar gagidaki 3 yardimci teoremle tanimlanabilir.
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Yardimci Teorem 4.1: g, veg; M sisteminin durumlari olsunlar. Mnin z, alt
cizelgesindeo; ve og; satirlar (dizileri) farklysalar o zamang; # o, olur (Gill,

1962).

Ispat: M |ai ve M‘O’i 've wgulandginda farkl ¢ikis semboléri veren en az birahe
giris semboll olmalidir. Tanim 4:den 0 zaman g; # o, olur

Yardimci Teorem 4.2: g, ve g;, M sisteminin durumlari olsunlar. M sisteminin
tim geck cizelgesini kapsan o, vea,; satirlar (dzileri) ayni iseler,o zaman,
o, =o; olur (Gill,1962)

Ispat: Herhangi bir g semboli Mo ve M‘Jj 've wgulandginda c¢iks
sembolleri ve bir sonka durumlar ikisekilde birbirine benzerdirleilk olarak M|o;

ve M|g; ayni duruma gectiklerinde tim sonraki gi&ra cevaplari cakmalidir.
Tanim 4.1den O zamang, =g, olur.

Yardimci Teorem 4.3: g, ve g; M sisteminin durumlari olsunlar. M'nin  tim
geck cizelgesini kapsayaw; ve g, dizileri her birg;, o; 'nin yerini aldginda
(yahut o, ,o0; nin yerini aldginda) benzer oluyorlarsa, 0 zaman=o; olur(Gill,
1962).

Ispat: Herhangi bir girg semboliiv |0'i ve I\/I‘Jj ye uygulandiinda ¢iks sembolleri

iki sekilde birbirine benzerlerl\/||ai ve M‘O’i ya aynl durumlar icinde gecer ya da
o, ve g,, durumlari icinde gecerler(Her birini sOylefidsirayagdre zorunlu dgil).

Eger sonraki durum ayni iséim tepki dizilerine onlarin cevabi cakalidir. Eger

sonraki durumlarg, ve o, ise, ilk (asil) durum yenilenir ve yukaridaki géru

sonraki ¢ik§ sembollerinin ki yonden ayni olduklarini gOstekmeyin

tekrarlanabilir. TUmevarim yoluyl@ zaman herhangi gjridizisine o; ve o, nin

cevabi benzerdir ki bu da; ve o, oldusunu gosterir.
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Yardimci Teorem 4.1'de belirtilen 6zellikleri gosta dizi ciftlerinin basitce
ayrilabilir olduklari séylenir ve bu dizilerin akalan durumlari basitce ayrilabilen
durumlar olarak adlandirilir. Yardimci Teorem 4&ya 4.3'de belirtilen Ozellikleri
gosteren dizi ciftlerinin basitce denk ofglu sdylenir. Bu dizilerin koklerindeki

durumlar basitce denk durumlar olarak adlandifddylelikle aagidakine ulairiz:

Teorem 4.1:Eger g, veo,; basitce ayrilabilirse, o zaman # o, olur. Ezer g, ve

o; basitce denk is® zaman g, =g, olur (Gill, 1962).

Teorem 4.1'in kantinin dgru olmadgini belirtelim. Her bir ayrilabilir durum cifti
basitgce ayrilabilir dgldir. Her bir denk durum cifti basitce denk dgleir. Sinif

tanimi kullanilarak basit¢ce bir minimal sistemdékin durum ciftlerinin ayrilabilir
ve basitce indirgenebilir bir sistemde en az birudu ¢iftinin denk oldgu sonucuna

varilabilir.
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(/1)

— (1) (2)
S
(e /o) B /1) (S/0)

(B lopv (o /o) Y /1)
(/1)
(/1)

(e fopv( 511} (B /0)
4 7) -
S

(B/oW (/T

Sekil 4.1. A6 sistemi.

A6 sisteminin dikkate alingi Yardimci Teorem 4.1'den 4.3'e kadarki kismi
orneklerle aciklamak icin Cizelge 4.1 yekil 4.1 belirlenir. Gegi ¢izelgesindeki 1
ve 5 dizilerinin benzer oldiuna ve her 2, 6 ile yer gatirdiginde, 2 ve 6 dizilerinin
benzer oldguna dikkat edilebilir. Sonuplarak, {15} ve {2,6}durum ciftlerinin
herbiri denktir. A6'nin z, alt ¢izelgesinesdyle bir bakildginda {1, 4, 5, 8}
kiimesinde higbir durumun {2, 3, 6, 7} kimesindéldarhangi bir duruma denk

olmayacgini agga cikarir.
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Cizelge 4.1. A6 sistemi

Z v Sp+1
g, N X, & fal ¥ & fai ¥
1 1 0 1 2 5 5
2 0 1 1 6 2 5
3 0 1 1 2 2 7
4 1 ] 1 8 3 1
5 1 0 1 2 5 5
6 0 1 1 2 6 5
7 0 1 1 6 6 3
8 1 ] 1 8 7 =]

4.2. k-Denkligi:
Daha sonraki tagmalarda yararl buldiumuz kavram k-denkdi sOyledir:

Tanim 4.2: Eger M1|0'i ve Mz‘aj k uzunl@gundaki bir girg dizisiyle warildiginda
6zde cikis dizileri veriyorlarsa,M, sisteminin g, durumuve M, sistemining,
durumunun k-denk oldiu sd/lenir. Ezer o, ve o, k-denk dgilseler, onlarin

k-ayrilabilir olduklari soylenir. M ve M,sistemleri ayni sistemler olarak

adlandirilabilir (Gill 1962)

Boylece o, ve o, k-denktirler. Ancakve ancak k-uzungunun girg dizilerini
kullanarak ve di uglarini gozlemleyerekg, durumundaki M sistemi ve g,

durumundaki M sistemiarasinda grilmanin higbir yolu yokturo, ve o,
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k-ayrilabilirler. Ancak ve ancak hem MT, hem de I\/L‘O'j 'ye uygulandiinda

farkh cikis dizileri veren k-uzunlgunda en az bir gigidizisi vardir 1-ayrilabilir iki
durum basitce ayrilabilir olarak gorulebilir

Tanim 4.2den k-deklginin yansima simetrik ve geislilik kurallarina wdugu
kolaylikla dogrulanabilir. Sonug olarakk-denkligi siradan denklik bantisi olarak
gorulebilir. Direk olarak herhangi bir buyukliktetturumlar kiimesine uygulanabilir.
Bagka bir deysle, k-ayrilabilirligi yansimave geglilik kurallarina wmaz ve bu

yuzden sadece durum ciftlerine uygulanabilir.
Yardimci Teorem 4.4:

a) BEser iki durum k-denk§i ise, o zaman her bir<k icin | -denkligidir.
b) Eger iki durum Kk-bolunebilir ise, o zaman onlar heir b |2k igin
| -ayrilabilirler (Gill, 1962)

ispat:

a) o, ve o; ‘nin k-derkligi oldugu fakat &, olarak sodylenenl<k uzunluzunda
ayni giris dizileriyle gmrilabilir oldugunu farz edelim. O zamare,_, , k-l
uzunlugununherhangibir giris dizisi oldysu yerdeo, ve o;, &€&, giris dizisiyle
ayrilabilir olmalidir. Bi nedenle g, ve o, k-ayrilabilirdir ki bu da bir gefikidir,

b) o, ve o, 'nin k-bolunebilir oldgunu fakat bazi >k icin |-denkligi oldugunu
varsyalim(a)ya gore buna gnen g, ve o, |-denkligi ise her birk <1 igin k-

denkligi olmalidir. Daha sonra aksine b maddesi takip edezualygunun bir girg

dizisi uygulandginda o, durumuna gegen ggridurumu bu diziyle ilgili olarak

g 'nin k.ardiliolarak adlandirilir. Bir durumun O.ardili kendisimdurumudur.

Teorem 4.2: Eger g, ve o, durumlan kdenk ise ve onlarin -kzunlyggunun
herhangi bir giri~ dizisyle ilgili olarak k. Ardillari k-denk isep zamang, = o, olur.
(Gill, 1962).
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Ispat: Eger o, ve o, k-denk ise 0 zaman Yardimci Teorem 4.4 ile onlakn

uzunlysundaki ttimgiris dizileri ya da daha azi icinyal yaniti verir. Eger onlarin k.
ardillari, k uzunlgunda herhangi bir giidizisine gore, denk iseleo zaman onlar

ilk k sembollint izleyen tim girdizilerine benzer tepki verirler. Bdece o, ve o,

herhangbir uzunluktaki girg dizilerine benzer tepkverir ki bu da g, = o, oldugunu

o
\
Denk

_/,-'r"/ ’
M, o,

Denk T

gosterir.

f_.-r’
‘4\

®/

Sekil 4.2. yollarg; = g, oldusunda M, ve M, .

Teorem 4.3:Eger o0;, o, durumlari denkse, O zaman k uzyplndaki herhangi

giris dizisine gore onlarin k. ardillari denktir (Gill962).

Ispat: & keyfi giris dizisine gore, sirasiyla ' ve o;', g, ve g;'nin k. ardillarini
gostersin. Bero;' # o0,' ise, 0 zamanyg, olarak stylenen,o;' ve o;'ye farkli
tepkiler veren bir dizi vardir. Bu ylzden) ¢,'ye o, ve o, 'nin yaniti farkli olmalidir

ki bu durumo; =g, varsayimiyla ¢eir. Bundan dolayi, hem Mbj hem de
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M ,|o; 'ye uygulanan gis dizisi sirasiyla M ve M, 'nin geck diyagramindao; ve

o; durumlarinda bdangictaki yol ciftiyle birlgtirilebilir.

Hem M1|ai hem de I\/L‘Jj 'ye uygulanan gisidizisi sirasitylaM, ve M, donum
diyagramindao; ve o, deki kaynak yol ciftleriyle bilgirilebilir. Teorem 4.3 ger

bu yollarda ilk durum cifti gitse, O zaman yollarda her bir benzer durum ciftlerinin

de denk oldgunu gosterir. (Yani ayni sayidaki dallarin capran@an durumlar ilk
duruma ulair.) Bu durum belirli bir gig diziminin M1|0'i ve Mz‘aj 'ye
uygulandginda M, ve M, 'de gdsterilen yollarin ¢apraz yollar ofgluSekil 4.2'de
orneklerle gosterildi. ger o; ve o, denk ise, k. ardillar olaw, ve o, tim k'lar

icin denk olmalidir.

Onceki sonugclar, bircok durumda, gdi durumlarin denki zaten saptanmi
oldugundan saptanmidenk durumlar icin kullanilabilir. Orgén sekil 4.1 'in A6
sistemindeki {1 5} ve {3, 7} durum ciftlerinin denk oldgu bilinir. Sonug olarak,
{4 , 8} 1-denk oldgundan, onlar ilk ardillarindan olan {1, 5} ve {3,%iftleriyle
{4, 8} cifti de denk olmalidir. Ber {4, 8} cifti denk olarak biliniyorsa, onlar 4 \&
durumlarinda bdangi¢ yolunda benzer durum ciftleri eturdusundan, O zaman
{1, 5}, {2, 6} ve {3, 7} ciftleri de denk olmalich.

4.3. k-Denkligi Bolguleri

Daha sonraki bélimlerde olan amaclar icigagadaki kriterler siniflardaki bir
sistemin durumlarini bélmek veya boéluntuyle ilgiid(l) Ayni sinifa ait olan tim
durumlar k-denk olmalidir. (2) Farkh siniflara aikan tim durumlar kyailabilir
olmahdir. Bu bolinme sistemin k-dengli bolimi olarak adlandirihr ve Pile

gosteriir. B’ nin siniflari k-denkfi siniflar olarak adlandirihr ve&,,,2,,,2 s

olarak gosterilir. Ayni siniflara ait olan durumikgklenmg durumlar olarak
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adlandintir.  Farkh siniflara ait olan durumlar rgglanmg durumlar olarak

adlandirilir.

Sekil 4.3. ve Cizelge 4.2. A7 sistemini temsil edgu. sistem igin 2-denklik bolumu

Fi2y={1,357, 8

2.,={2, 4, 6} 4.1
2 = {9}
ile verilir.

A7’'nin gecgk diyagrami kolgca dggrulanac& gibi, (4.1) ile verilen B, 'deki
eklenmi durumlar 2-denktirler ve parcalansmidurumlar 2-ayrilabilirlerdir A7 de
hicbir durum 9 durumuna 2-denkgilelir (9'un kendi durumu haric) ve byiizden 9
bir tek durum sinifi veya bir tekillik medyana geti

Acikgasi, bu durumun kendisinin k-ayrilabilir ofglitnu gosterdiinde, higbir
durum ayni andagezamanli) iki farkli k-denkfi sinifina ait olamazZBundan dolayi
durumun kendisiyle ilgili olarak k-ayrilabilir olgunu belirtecektir. Bu ylzden

P’ da ki durumlarin toplam sayisi sistemdeki durumm@oplam sayisinasktir.
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(e /1L B /0)

(3/0 ) @

{c fo) v( G /o)

{ ¥/0}

( B/ /1)

{afoyv( /1)

Q
(e /1) ( B/1)

(7/1) {5/1)

Sekil 4.3. A7 sistemi.
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Cizelge 4.2. A7 sistemi

Z, Pl
RN S I A ¥ & g ¥
1 1 0 0 2 2 5
2 0 1 1 1 4 4
3 1 0 0 2 2 3
4 0 1 1 3 2 2
5 1 0 0 & 4 3
o 0 1 1 a 9 o
7 1 0 0 ] 2 8
8 1 0 0 4 4 7
9 0 1 1 7 9 7

Yardimci Teorem 4.5:Sistemin k-denkfi bélgusu tektir (Gill, 1962).

Ispat: ¥,,,%,,, ..., X, 'dan meydana gelen P 'nin tek olmadgini farz edeim.
Ayni gstemler i¢in2,,", X,,', ..., 2, 'den olkan, P, olarak sdylenen, kka
k-derkligi boluma olmalidir. 2, ={ o,,, 0,,, ...04} olsun 2, durumlar k-
denkligi oldugundan ve, deki herhangi bir duruma denk oflap’'nin disinda
hicbir durumolmadgindan, ', olarak s§lenen o,, o,,, ...0,, durumlarini
iceren ve Otekdurumlari icermeyen'P de bir sinif olmalidir. r = 1,2, ... , ui¢in bu
degiskenleruygulandginda P, ’da ki her bir sinif B, da ki benzer siniflarlaskenir.
P, ’'da ki durumlarin toplam sayisi P da kilerle ayni olmahdir. P ve P’

benzer olmalidir ve byltizden B, tektir.
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Yardimci Teorem 4.6: P, da parcalanngi durumlar gni zamandaPR,,'de de

parcalanmy olmalidir. (Gill, 1962).

Ispat: Yardimci Teorem 4.4'den iki durum k-ayrilabilir jsenlar ayrica

(k+1)- anlabilir olmahdir. O zamansimdiki Yardimci teorem B ve PR,

tanimindan dgrudan cikar.

Ornek olarakA7 sistemininP, ‘G {1, 3, 6} veya {2, 5, 9} gibi siniflari igermeyebilir
bu yizden (4.1)den sonucavarilabilecgi gibi bu siniflar BE’de parcalanngi

durumlari icerir.

Yardimci Teorem 4.7: M sistemi k-denk olan iki grilabilir durum iceriyorsao
zaman k-denk fakat fk1)-ayrilabilir olan iki durum da icermelid{(Gill, 1962).

ispat: gve o, k-denk olan Mnin ayrilabilir durumlari olsunlar vé, , &, ..., &,
giris dizisi g, ve o, 'yi ayiran girg dizilerinin en kisasolsun o; veo;, sonra¢,
uygulandginda farkl ciks sembolleri verir, ama daha 6nce vermez.ve o, k-
denk olduklarindanl > k'ya ulamaliyiz. $nv Sy eer Sk ilgili olarak o; veo,'in
(I-k-1). ardillari o', ve ¢'; olsun sirasiylal >k, |-k-1 >0oldugundan ve bu ardillar
daimavardir. ', ve ¢';, daha sonrauzunigu | -(1-k-1)=k+1olan & &, .- &,
dizisiyle ayrilabilir. g, ve o, k-denk olduklari farz edilirse bu bir ¢gti yarattgi

icin onlar herhangi daha kisa diziyle ayrilamazBundan dolayi,o’, ve o', k-

denktirler fakat (k+1)-ayrilabilirdir ki teorem igganir. Yukaridaki durunmsekil
4.4 'te orneklerle agiklanir.

Simdi B da her bir denk sinifta eklengralurumlarin denk oldtunu farz edelim. O
zaman, agik¢a R, tum negatif olmayan u tamsayilari ich) ile aynidir. B’ da iki
eklenmg durum ayrilabilir ise, o zaman onlar k-denk oldmn ayrilabilir durum
meydana getirir. Bu durumda, Yardimci Teorem 4atégiyla, sistem k-denk fakat

(k+1)-ayrilabilen iki durum icermelidir. Bu ytzdeR,, B,,,’de parcalanngiiki
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eklenmg durum icermelidir.Bundan dolayR, 'nin herhangi bir sinifindaki eklengi
durumlar ayrilabilir iseR,,, R, ’den farkli olmalidir.Yardimci Teorem 4.6'yI&,,,
R, ’'dan farkliysaPR, 'nin bir “ tam dizeltmesi” olmalidii§dyle ki, iki veya daha fazla

alt siniflar icinde B.’'nin bir veya daha fazla siniflarinin parcalanmiasiglde

edilmelidir. Sonuc olaraksagidakiler séylenebilir:

Teorem 4.4: R, ve R,,’in benzer oldgu durumlardaR, 'nin her bir sinifinda kogu

durumlar denk olmaz isd&,,, B, 'nin bir tam gelstirilmi si olmahdir. (Gill, 1962).

e

- Shiok Sh_ g " <h

:Pi ;h: — - ///_”\

O

=

- Shok Sh_ g "t =h

Sk Sk SR

(2 O

Sekil 4.4. Yardimci Teorem 4.7 icin 6rnekle agiklama

Ornek olarak A7 sistemi igin

P,: 2, ={1357,8

2=1{2,4 (4.2)
243 = {6}
2o = {9}
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P, 'nin bir “tam gelstirilmisi” ne ve

P, 2, ={1,328

2 ={2,4}

> =1{5.7} (4.3)
2. = {6}

245 = {9}

P,’Un bir “tam gelitirilmi si” ne sahibiz. Buna @men

P.: 2., ={1,3,8

2, =1{2, 4}

263 ={5,7} (4.4)
2e, = {6}

2es = {9}

P,’e benzer lwlugu goraltr. Buytzden B ’in her bir sinifineki komsu olan

durumlar denktir.

4.4. Denklik Bolguleri

Eger bu bolinmenin her bir siniftaki eklegnaiurumlar denk ise, M sistemi icin bir

k-denklik bolimi M'nin bir denklik béliimi olarak ehdirilir ve P ile gosterilir.

Bu sartlar altinda bélinmelerdeki her bir sinif bir Bigk sinifi olarak adlandirilir.

P, P bolinmesinden daha cok inceltiktii. Teorem 3.4 ile, ilk kez, bir bélunti
O6nceden Uretilene benzer Uretim oluncaya kadar,231.. icin B, yapilslyla P

bulunabilir; bu bélintiP dir.P; = P, 'nin benzer boliimler oldiu gercgidir ve |P|,
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P.’deki siniflarin sayisini gostersin. Bu g0sterimullanarak oOnceki sonuclar

asagidaki gibi 6zetlenebilir (Gill, 1962)

AL (4.5)
Eger |R| < |P., ise, o zaman;
R=P,,=P u=0,1,2,3,... .

Bir verilen n-durumlu sistemdeki tim durumlar 1-Hs®, B, n tane durum iceren

tekil siniflardan meydana gelir. Agikgasi, tun mwhalar 1-denk ise, herhangi giri
dizisiyle ilgili olarak onlarin ilk ardillari da tlenktir. Sonug olarak, tim n durumlari

2-denk olmalidir ve bundan dolayj B P, ’ dir. (4.6)'dan, o zaman,

P,=P
olur ve tum n durumlari denktir. Bu gesistemler i¢cin f,(x,,s) tim s, icin
aynidir ve bundan dolayf,(x,,s,)= f,(%x) olur. Tum durumlari denk olan bir

sistemin aikar (baya&!) sistem oldgu soylenebilir. Aksi belirtimedikce, ilerideki
tartisma yalnizca gkar olmayan sistemler icin, org®, en az bir ayrilabilir durum

cifti veya en az iki sinifi olan 1-denk boltinmekrosistemler icin sinirlandirilir.

Yardimci Teorem 4.8: B, =P, _, ise 0o zaman ;

P, | = k+1 (4.7)

dir (Gill, 1962)
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ispat: B = P,_, ise 0 zaman, (4.5) ve (4.6) iler=1,2,..., kigin

IP.|> |P.|.|P| = 2 olduundan, (4.7) timevarimla gosterilir.

Yardimci Teorem 4.9:n-durumlu sistem icirB, # P,_, ise, o zamark, 'nin her bir

sinifindaki durumlarin sayisi en ¢ok n-k dir (Gli§62)

Ispat: Yardimci Teorem 4.8'leR,’ daki siniflarin sayisi en az k+1 'dir. Bir sumf

n-k ’ dan fazla icerdiini farz edelim, n-k+1 durumlari séylenir. O zaman,

P 'daki her bir 6teki sinifin en az bir durum icermegerektginden, B, ’daki

durumlarin toplam sayisi en az k+(n-k+1) = n+1'durumlarin sayisinin toplami

n'yi asamayacgindan, yardimci teorem cgti olarak devam eder.

Yardimci Teorem 4.10:Bir n durumlu sistemd®_ = P,_,'dir (Gill, 1962).

Ispat: P, # P_, ise, 0 zaman, Yardimci Teorem 4.8'yi&| = n+1 olur. n-durumlu

sistemin k denkfii bélumlerinde siniflarin sayisi n’isamayacgindan, yardimci
teorem cekki olarak devam eder. Yardimci Teroem 4.10" daiidvé) denkleminden

asagidaki sonuca varilabilir.

Teorem 4.5:n-durumlu sistemde
P =P (4.8)

olur (Gill, 1962).
Boylece, k =1,2,3,... icinR_ 'yl olusturan sirasiyla, n- durumlu sistem i(;ir15

belirleme surecinde en ¢ok n-1 'de bu tur yapiltgyag duyulur. Teorem 4.5 ’in
alternatif formulu sagidaki gibidir:

Teoremden Elde Edilen Sonug¢ 4.1:n-durumlu sistemdeki iki durum (n-1)-denk,
(n-1) ayrilabilir ise ayrilabilirlerdir.
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P, 'in Belirlenmesi: P, asagidaki kurallar arasindan belirlenebilir:
Durumlar P,’de konmsudurlar ancak ve ancak her bir gisembol igin, benzer ¢kki

sembollerini veriyorlarsa (Gill, 1962).

P. (k=1) 'den P,,, 'in Belirlenmesi: Her giris sembolu ile ilgili olarak, ilk ardillari
k-denk durumlarini gosterer®, 'daki eklenmg durumlar iginde gegen, her bir giri
sembolt igin B 'da ki eklenm§ durum ciftleri k-denktir. Boylece eklengi
durumlar, o zaman, (k+1)-derfk ,, 'de eklenmj olmalidir. Ayni girg sembolleri ile
ilgili ilk ardillar k-denk durumlari gostereR, 'da ki par¢alanngidurumlar iginden
gecen, ayni gisi sembolleri i¢in B, 'da ki eklenmy durum ciftleri k-ayrilabilir.
Boylece eklennsi durumlar, o zaman, (k+1)-ayrilabilir v®,,, 'de parcalanmi
olmahdir. B, 'de ki parcalanngi durum ciftleri P,,, 'de parcalanngi olmalidir.
Bundan dolayi, P,,,, alt siniflar icinde P, ’'da her bir smifin durumlarinin
bolinmesiyle P, "den belirlenebilir. Oyle ki iki durum ayni alt sftadir ancak ve
ancak her bir gisi semboltyle ilgili olan onlarin ilk ardillariB, ’'da eklenmy
durumlardir. Sonug olarak alt sinifld,,, * in siniflaridir. Tek olan alt siniflar
icinden ayrilamayagandan, B, 'da gorllen tek olanlar kendilnden P,,, i¢in tek

olarak atanir. (Gill, 1962)

Ornek olarak (4.2) 'de verildi gibi A7 sisteminin P,’G distnelim. 1, 3 ve 8
durumlarinin ilk ardillarid veya S uygulandginda >.,, 'de ve y uygulandginda
2., 'de eklenmgtir. 5 ve 7 durumlarinin ilk ardillare uygulandginda .., 'de, S
uygulandginda X_,, 'de ve y uygulandginda >.,, 'de eklenmgtir. Sonucta, {1, 3, 8}
ve {5, 7} P, ’'un siniflandir. Her bir gi§ sembolleriyle ilgili olarak 2 ve 4
durumlarinin ilk ardillariP, 'de eklenmg durumlardir; {2, 4}, bu ylizderP, 'de bir
siniftir.{6} ve {9} gibi tek olanlar P, 'de tek gibi gozukur. SonuctR, bdlintus, o

zaman, (4.3)" de gosterilgigibidir.
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k=1, 2, 3, ... icin B'nin araliksiz olgturulmasi igin kriter taslak ofturabiliriz.
Herhangi bir girg sembolii i¢in,B, * da ki eklenmi durum giftlerinin her biriR,’da
ki eklenmg durumlar igcinde oldgunda,

P’ nin daha fazla gsfliriimesi mumkin dgildir ve bu yUzdenPk:ﬁ’dir. Taslak

kriter, 0 zaman, verilen sistemin denklik boltnéni belirlenmesinde yardimci olur.

4.5. P, Cizelgeleriyle Bélinme

Geck cizelgeleri, diyagram veya matrisin incelenmesiyierilen sistemin denk
bolumlerinin belirlenmesindeki yéntem, bununla lixenaen basit durumlarda yine de
neredeyse imkansizdir. Bu boliumde cizelgeleri olarak adlandirilan bir serinin
olusturulmasiyla, bdlinmenin simetrik olarak uygulandity bir metodu

tanimlamamiz gerekir.
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Cizelge 4.3. A7 iginP, cizelgesi

S

2 [EAGE = B ¥
1 2z, 2 3
3 2z, 2 3

a 5 6, 4. 3,
7 6, 2. g,
8 4, 4, Ty
2 E; 4, 4,

b 4 % % 2,
& g, 9, 6,
3 T o T

38



BOLUM 4 — ARASTIRMA BULGULARI VE TARTI _SMA Age CAPKIN

Cizelge 4.4. A7 icin Pcizelgesi

LS
ZlsN&| @ 8 ¥
1 2, 2, 5
3 2, 2, 5,
a| 5 6, 4, 3,
7 6, 2, 8,
8 4, 4, 7,
2 1, 4, 4,
b | 4 3, 2, 2,
6 8, 9 6,
c 9 7, 9 7,

Sistem icin gagidaki deisimlerle verilen sisteminP, ¢izelgesi aslinda g, alt
cizelgesiyle benzer olur. (1)4,, 0,,, 0, ..., 0, } P, 'da bir sinifsa,

g,, 0,, O,, ..., 0, dizileri beraber gruplandirlir. Her bir grup uoralla kongu

olanlardan ayrilir. Cizelgedeki gruplarin dizimi ¥er bir grup icindeki dizilerin
dizimi keyfidir. Ayni gruba ait olan ve bu ylizdeir k-denkligi sinifini temsil eden
diziler eklenmg diziler olarak adlandirilir. Farkh gruplara alano diziler parcalanngi

diziler olarak adlandirilir. (2) P, cizelgesindeki etiketlendirilngiher bir dizi bir

“ 2" sttunu eklenir. Bu etiketler keyfidir ve her bjeni P, ¢izelgesinde bamsiz
bir sekilde secilebilir. (3) Gigin ait oldusu P, ¢izelgesindeki grubu tanimlayan her
bir s,,, girisine bir indis atandi. Bu yuzderger o, dizisi “a” ile etiketlendirilmi
gruptaysa, o zaman her bjj,sgirisi g; indis “a” olarak gosterildi.
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Cizelge 4.3.'ten 4.6. 'ya kadatekil 4.3. 'in A7 sistemi i¢inP,, P,, P, ve P,

cizelgeleridir.

P, Cizelgesinin Olwturulmasi: z, alt cizelgelerinde ayni olan diziler kem
olmasi nedeniyle dogiim cizelgesinin dizileri diizensizdir. Oyle ki diiin her bir
grubu 1-denk sinifaskenir ve bu ytzden, P, cizelgesindeki eklenmibir dizinin
grubuna genir. P, cizelgesi z alt gizelgesinin silinmesi, kurallarla dizi gruplan
ayrilmasi,

“ 27 sltunu eklenmesi ve yukarida tarif edfidgibi s ,, girislerinin indislenmesiyle

simdi olusturulabilir. Orneklerle aciklamak icin, Cizelge 4% 4.3. e bgvuralim
(Gill, 1962).

Cizelge 4.5. A7 iginP, cizelgesi

I

3 o Fej 7
2 % 5,

3 2 2% 5,
a 5 6, 4, 3,
7 6, 3 g
3 4, 4, 7.
2 1, 4, 4,
b 4 3, I %
c 6 g, 9, 6,
d 9 fil 9, T
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Cizelge 4.6. A7 icinP, cizelgesi

Sl
L6, N\&| @ 8 ¥
1 2, 2, 5,
a | 3 2, 2, 5
8 4, 4, 7,
b | 2 1, 4, 4,
4 3, 2, 2,
c | s 6, 4, 3,
7 6, 2, 8,
d| 6 8, 9, 6,
e 9 7, 9, 7,

P, CizelgesindenP,,, Cizelgesinin Olyturulmasi (k= 1): Her bir sttunda, ayni
indislerle gosterilenP, cizelgesinde eklenmi dizilerin ¢ifti, P,,, cizelgesinde
eklenmi dizilerdir. Ayni sttunda farkli indislerle gosterilenP,,, cizelgesindeki
parcalanmy dizilerdir. P, cizelgesinde parcalangndiziler, P,,, ¢izelgesinde de
parcalanmglardir. Tek br dizi iceren P, ¢izelgesindeki bir grugP,,, ¢izelgesinde
bir tek dizi grubu olarak artakalir. Bundan dolaP,,, ¢izelgesindeki gruplaP,

cizelgesindeki indislerin gézden gecirilmesiyleidehebilir. Gruplar kuruldgunda
cizelgesinin kendisi yukaridgart kgsulan formata gorelusturulabilir. Yukaridaki

kurallar icin gerekceindislerin atandiklaryontemden hemen bulunur Ve, ’den

P,.., belirlemek icin kriterden bulunur (GjlL962).
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Ornek olarak, gizelge 4.5. 'de gorllen, A7 ich, cizelgesini dilnelim. "a”
grubunda, 1, 3 ve 8 dizilehier bir situndayani indislere sahiptive ayni sekilde (l, 3
ve 8'in farkli formlarindaki indisleri) e 7 dizileri de Sonucta, 1, 3 ve 8 dizilevie

5 ve 7 dizileriP, cizelgesinde iki grup dizi oftururlar. “b” grubundaki tim diziler
her bir stutunda benzer indislerle gosterilir ve yaizden grup P, cizelgesinde
bozulmadn kalir. Her birinde bir dizi icerenf'c” ve “d” gruplari, P, cizelgesine
bozulmadan gegirilebilir.

P, cizelgesi ve K=1) P, cizelgesindenP,,, ¢izelgesinin olgturulmasi igin bir
yontem verelim. Bu yontemle tum eklenyndiizilerin her bir situnda benzer indisler
gosterildgi bir gizelge bulunana kadar;rkn bir biri ardina gelen @erleri igin P,

cizelgesi olgturabiliriz. Bu kongu dizilerin arta kalan gigleri denk durumlar
gosterirve bundan dolayi bu cizelgede arta kalarsiginn gruplari istenilen denklik
siniflarint  gosterir. Teorem 4.5le, bu kaoul k<n-l ’'in ayni deserleri icin

bulunmalidir. A7 sistemi durum Cizelge 4'8a P, cizelgesiyle gosterildiA7 icin

denklik bBlinth bu yizden,

P:{1,3,8},{2,4},{5,7},{6}.{9} (4.9)

ile verilir. (Sengul, 2006 s.44-60)
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BOLUM 5
SONLU SISTEMLERDE DENEMELER

5.1. Denemelerin Siniflandiriimasi

Sonlu sisteme gii dizisinin uygulanmasi, uygun cgkidizisinin gézlenmesi, bu
gozlemlere dayanarak sonuca varma sirecine denexgwer(ment, tecribe) denir.
Denemeler gagidaki tanimlarla siniflandirilirlar.

Tanim 5.1: (Kosulsuz denemeleronlu sisteme uygulanan girdizisi 6nceden

tamami ile belirlenmiise kagulsuz deneme olarak adlandirilir.

Tanim 5.2 (Kosullu denemeler5onlu sisteme uygulanan girdizisi bir sonraki alt
dizi bir 6nceki alt dizinin tepkisine uygun bicimdéelirlenen iki veya daha cok alt diziden
olusmus ise bu durumda kollu deneme adini alir.

Genellikle kgulsuz denemelerin uygulanmasisktbu denemelerin uygulanmasina
gore daha sadeddyle ki, kasullu denemeler durumunda bazi ara sonuclarin incebsi

sarttir.

Giris degerler x, M

I

L 4

k4
L J

operatdrlen

(@)
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Girig degerleri 2 M z,

L J

2
L

operatirler

¥

(b)

Sekil 5.1. (a) Kgulsuz Deney; (b) Kallu Deney.

Geck cizelgeleri ayni olan sonlu sistemler denemeniglapag zaman (an) ayni
durumda iseler bu sistemlere birgdrinin kopyasidir denir.

Denemeler gereken sonlu sistemlerin sayisina (lopygore gagidaki gibi ifade
edilir:

Tanim 5.3: Sonlu sistemin bir kopyasini gerektiren denemedade denemeler denir.
Tanim 5.4: Sonlu sistemin birden ¢ok kopyasini gerektiren deglere tekrarl
denemeler denir.

Uygulamada incelenen sonlu sistemlerin genelde kbpyas! oldgundan sonlu
sistemler teorisinde sade denemelerin daha avargkjugu gortulmektedir. Deneme
yapildgr zaman uygulanan ggri dizisini olwturan sembollerin sayisina denemenin
uzunlyu, alt dizilerin sayisina denemenin derecesi, sosiktemlerin sayisina ise
denemenin tekrarlik derecesi denir. O haldgulsuz deneme birinci dereceden sidu
deneme iki veya daha cok dereceden denemelerdie 8anemenin tekrarlik derecesi 1
(bir), tekrarli denemenin tekrarlik derecesi 2 ij eya daha coktur. Uzunluk, derece ve
tekrarlihk derecelerine sonlu sistemler teorisindenemelerin deeri, 6lculeri olarak

adlandiriimaktadir.
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5.2. Tahis ve Son Durum Denemeleri

Bu bolimdesagidaki iki problem icin denemeler incelenmektedir.
Tanim 5.5: (Teshis Problemi) Geck cizelgesi verilmy olan M sonlu sistemi

g, 0, 0,,..., 0_ durumlarindan birinde olgu bellidir. Bu durum bulunmalidir.

Tanim 5.6: (Son Durum Problemi{seck cizelgesi verilmy olan M sonlu sistemi

g, 0., 0,..., 0 durumlarindan birinde olgu bellidir. M sonlu sistemi bu duruma

goturalmelidir.

Goruldigu gibi teshis problemi M sonlu sisteminin idangi¢c durumunu, son durum
problemi ise M sonlu sisteminin son durumunun beiimesi problemidir.

Teshis problemini ¢cbzen deneyestés deneyi, son durum problemini ¢6zen deneye
ise son durum deneyi denir. Aciktir ki her bighis deneyi ayni zamanda son durum
deneyidir. Cunkd M sisteminin langi¢c durumunu bilerek ve girdizisi uygulanarak son
durum belirlenebilir. Fakat bunun aksi her zamagrdalesildir.

Uygulamada incelenen sonlu M sisteminin minimatesis oligunu dgunalar. Eger
g6z o©onune alinan M sistemi minimal olmazsa o zanminen minimallgtirme
yontemlerinden birisi uygulanarak sistem minimglidebilir. Sonlu M sisteminin

{o,, g, g,...., 0 } herhangi kagullu durumlar kimesi olsun. gr bu kimenin

elemanlarindan biri M sisteminin g#angi¢c durumu oldgu belli ise s6z konusu kiimeye
mimkin balangi¢c durumlar kimesi denir ve A(M) ile gosterilBu nedenle A(M)
kiimesinin durumlari da mimkin durumlar olarak adiahr. Eger A(M) bir elemanl
kime ise yani m=1 halinde henshés hem de son durum problemlerigdadan ¢c6ziltr.

Bu nedenle mx 2 durumu incelenmektedir.

5.3.1ki Durum igin Teshis Deneyleri

Bu arada m=2 hali icin $bis problemi incelenmektedir. Bdyle problem iki dor
icin teshis problemi olarak adlandinlir. n sayida durumanobir M sonlu sistemi g6z

ontne alahm. A(M) = f, , o, } olsun. Varsayimimiza gére M minimal sonlu sistem

oldugundang; ve o; lar farkl, dolayisiyla (n-1) farkli durumlardiruthedenle WO ve
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M |0, 'a uygulandginda farkli ¢iks dizileri olusturan, uzunlgu n-1 veya daha kucuk olan

giris dizileri bulunabilir. Boyle gi dizisi {o; , o, } icin teshis dizisi olarak adlandirilir.
Verilmis M sonlu sistemi icin A(M) = g, , o, } halinde iki duruma gore bhis

denemesi @gidaki gibidir. M sonlu sistemined; , o, } icin teshis dizisi uygulanir ve

cikis dizisi gozlemlenir. Bu tepkiye gore fdangic durumu belirlenir. Tezimizin bu
bolumunde iki durum igin tis dizisinin nasil kurulaga argtiriimistir.

Kabul edelim ki herhangi icin o; ve o; | farkl (I-1)- denk durumlar olsun. O
zaman {g, , o, }icin en kisa tehis dizisinin uzunlgu | dir. Uzunlugu bu 6zellge sahipl
olan {o; , o; } a gore istenilen tghis dizisi {g, , o, } icin minimal teshis dizisi olarak
adlandinilir veg(o; ,o; )ile gosterilir. Eger o, ve o; | farkli 1-1 denk iseler o zaman

bu durumlarP, de bolinmi P,_, de kongu durumlardir.

Buna gore s6z konusl asagidaki gibi bulunabilir. M sonlu sisteminin bilinen

yontemle k-denk bolguleri ofturularak o, ve o; * larin P, "de iki farkli siniflarda oldgu
en kucguk k belirlenir. Bu k geeri | olarak alinir.
Aciktir ki, M‘aiU ve M‘Jj0 'a &(o,, o, ) uygulandginda ciks dizileri yalniz

sonuncusu yanli'inci sembol ile farkhlk gosteririlk |-1 sayida sembolleri ayni olacaktir.
Bu nedenle her8k<1-1icin g, ve g, ’lann £(o,_, o, ) a gore k'nci gegleri (|-k)

farkli ve (I -k-1) denk olacaktir. Bu durunsagidaki sekilde gosterilmitir.
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(8,71, (g,/4.) (g, /., (5,14,

/’\@”’\@ ”””@
ayrlk ( -1)-ayrik 2 -ayrik

(1-1)- denk (1-2)-denk 1-denk 1-ayrik

VAT ARATYS Vs te) o st

OO OO OO

Sekil 5.2. {o, , o, }icin minimal teshis dizisi.

Gorlldigt gibi buradas (o; , o, ) dizisi €, ¢, ..£, seklindedir.Sekilde M‘O‘io ve M
‘ajo sonlu sistemlerinin gegi durumlar siraswylag, , o, ,... , o ve o,, g, o, ile
gosterilmitir. Bu zaman da Wo sonlu sistemi icin cikidizisi &, &, ... &, biciminde,
M ‘ajo sonlu sistemi icin cikidizisi deé, ¢, ... &, biciminde olur.

Sekildeki gosterimleri kullanilirs@; ve o, |-farkli ve | -1 denk oldgundan {o; ,
o, }icin minimal teshis dizisining, g, .. £, biciminde oldgu goraldr.

Yukaridaki yontem uygulanarakagidaki genel algoritma belirlenebilir.

5.1 Algoritma: o; ve g, M sonlu sisteminin iki durumu olsung{ , o, } icin
minimal teshis dizisini belirleyelim.
(1) M icin P, cizelgelerini olgturalim. g, ve o, 'In P, komsu, P,’de ayrilan

durum olanl ‘yi bulahm. Farz edelim ki, k=1.

(2) (a) Eger | -k>0 ise 3. adimina gegyapilir.
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(b) Eger 1-k=0 ises, , g, ve o, satilirlarinin farkli oldgu sttuna uygun her

hangi z, alt cizelgesine kardik gelir. Bu durumdag, ¢, ..£,{ o, , o, }'a gére minimal
teshis dizisidir.
satirlarinin dyle sttununa uygundur ki, bu

()¢, , P« cizelgesindeo, ve o,

sutundag, ve o, alt indisleri farkli olang;, ve o, kafeslerine sahiptirler. k bir sayi

arttirllarak @)'ye donuldr.

Cizelge 5.1. makine Al

z:? SCFT].
o B o B
1 0 1 1 4
2 0 1 1 5
3 0 1 5 1
4 1 1 3 1
) 1 1 2 5
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Cizelge 5.2. Al igin P cizelgesi

j:.;vl
= & B
1 1, 4,
a 2 ! 3,
3 5 1,
b 4 3 4,
5 2 i

Cizelge 5.3. Al i¢in P cizelgesi

Soal
X:..
X 5, o B
a 1 b 4.
p L, 5,
b 3 5 /2
4 3, 4.
C 5 B i

49



SMA Age CAPKIN

BOLUM 5 — ARASTIRMA BULGULARI VE TARTI

Cizelge 5.4. Al iginR, gizelgesi

Sel
T |ENK, & B
1 1, 4,

a 2 1, 5,
b 3 5; 1,
C 4 3, 4.

d 5 1 54
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Cizelge 5.5. Al iginP, gizelgesi

5;:—1
E|ERE, v4 B
a 1 1. 4,
b 2 k. =%
> 3 3 I
d 4 i 8 4,
e ] 2 ¥,
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Cizelge 5.6. A1’Un durum ciftleri icin minimumgleis dizisi

o, | o, | fea) | &9 | &Y,
1 2 Pooo 1 o
1 3 widnd 1) 1
1 4 cx 0 1
1 5 cx 0 1
2 3 s 0 1
P 4 o 0 1
P 5 o 0 1
3 4 o 0 1
3 5 o 0 1
4 3 e ded 1 0
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BOLUM 6
DENEMELER TEOR ISINDE GRAF UYGULAMALARI

6.1. Geggler Agaci

Verilen M sonlu sisteminin durumlar kiimesingtenilen sonlu alt kimesy -kiime
olarak adlandirlir. Bir elemandan e&n o -kiimeye sadeo -kiime denir.iki veya daha
cok ayni elemana sahig-kiime tekrarlio -kiime, butin elemanlari ayni olan-kiime ise
homojeno -kiime olarak adlandirilir.

Mumkin balangic durumu kiimesinin elemanlari sayisi m olamussistemi g6z
onune alalim. Boyle sonlu sistemin bitin elemaniarisayisi m olano -kiimelerinin
kiimesine A-grup denir. A-gruptakr -kimelerinin sayisina grubun ¢ézumu denir. Agiktir
ki, A-grubun ¢Ozimi m sayisindan buyidk olmayacak#éirgurubunu olgturan o -
kiimelerin hepsi sade ise A-grubu sadekimelerin hepsi homojen ise A-gruba homojen
grup denir.

Farz edelim ki, G,g,, 0,, ..., 9, o-kiimelerini icine alan A-gruptur. G-nin
¢, &, --- & - gecki asagidaki gibi kurulan bgka bir A- grup olarak adlandirilir.

(1) g, kimesinig € ..& - giris dizisine uygun ayni ¢ikiara sahip iki durumu ayni
kiimede olan alt kimelere ayiralim. Her alt kimey&kime gibi bakalim ve butin boyle
o -kuimelerin olgturdusu A-grubu G ile gosterelim.

(2) G kiimesindeki her bir durumu onwg ..& geckiise deistirelim. Bu islemler
sonucu elde edilen A-gruba, G-=jn gecsi denir.

Aciktir ki, K'inci dizey § sayida dali icine alir. k'nci dali k-inci diizeyge1, 2, ...,1)
olan ve her bir (k+1)'inci dalini k-inci dalini gloan (k=1, 2, ...,I-1) |-sayida dallar

dizisi agacta yol olarak adlanirl-ye yolun uzunlgu denir. Bu yolda k-inci dak, ise

(k=1, 2, ...,1), o zaman bu yok & ..£ dizisini olusturur.
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M ve A(M) icin yapilan her bir gegiagaci A-grup ile bahdir. Baglangi¢c dalin bgl
oldugu A-grup A(M) dir. Eser b dali G, A-grup ile k& ise, o zaman b —dalinin
dogurdusug, dal G-nin & -gecki ile bagli olacaktir. Bdylece k-inci diizeyin ¥K1)
dallarinin bgh oldugu A- grup (k-1)’inci diizeyin bz oldugu A-grup ile belirlenebilir.
Eger yolun sonuncu dal G ile glaise o zaman,@gctaki uygun yol G, A grubuna gider.

Diizey
0 {2,3.4.5}
4 = ‘ - a
1 {1,5}. (3.2} {5.1,4.5}
o, | - x . I o
| | | |
2 {1}.{2}. (5.1} 4534153 {2.3.21.41} {5.4.4.5}

(Z“ﬁ a | B a | B o« | g
-

3 (L1200 4. 055. 6.4 B2 @S ESHLS L {1} {5154 23.3.2) (5,445
Sekil 6.1. Al icin Gegiler Agaci ve {2, 3, 4, 5} mumkin durumlar kiimesi.

Yukarida incelenen kurallari dikkate alirsak M v@vA' ye gbére yapilan gegler
agacil icin gagidaki sonuclarin dgru oldysu goralir.

1) Farz edelim ki, A(M) ile G, A-gurubu ile saret edilm$ olsun ve G agactaki

yolun k-inci dalina b#i olan A-grup olsun. O halde

(@ G,'nin ¢bzimu ya G.’'in ¢ozumine gttir ya da G_,'in ¢ozuminden
blyuktar.

(b) Eger G, _, tekrarli o -kimeyi igine aliyorsa o zaman, Gle tekrarli
o -kiimeyi de icine alir.

2)AM)={ 0, , 0, , ..., 0_}ve G, aactae giris dizisinin belirttigi yolun gittigi A-

grup olsun. Farz edelim kijik', &-ye goreg, 'nin gecki olsun. O halde;

@o,, 0., .. 0 -lerGnin g-kimelerini icine aldy m sayida durumlardir
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(b) a'ik ve a'ie -lerin G’nin farkli o -kiimelerinin iginde olmasi igin gerek yeterskb
a'ik ve a'ie 'lerin & -giris dizisine uygun farkli ¢ikidizilerine sahip olmasidir.

3) b, ve b, iki ayni A-grubuna bg dallar olsun. O zaman G, A-grubunagbalalin
b, dalindanl sayida-daldan sonra giaak icin gerek ve yeterli kal G,

A-grubuna bali dalin b, dalindanl sayida daldan sonra gimasinin mimkan olmasidir.

6.2. Tehis Agaci

Onceki bolimde incelenen ggleir agaci sonsuz olarak devam ettirilebilir. Bu
nedenle denemeler teorisinde her zaman uygulanmésnkin olmaz. Bu eksildi
gidermek icin gegler ggacinin ‘kesilmg’ aga¢c kavraminin verilmesi gereklidir. Bunun
icin geckler ggacinda dallar dizisinin sonuclanmasinglagan kurallardan yararlanabiliriz.
Boyle agaclardan birisi gagidaki gibi tanimlanan this gzacidir.

Tanim 6.1: Asagidaki kasullarin biri sglandiginda k’'inci diizeyin b-dalinin sonuncu
oldugu hesap edilen gesteki agacina tghis gzaci denir.

() b ile bgh olan A-grubu tekrarlio -kimeyi icine alir.

(2) b ile bah olan A-grubu k-dan dnce gelen dizeyde herhamgidl ile balidir.

(3) k diizeyinin sade A-grubu ile pia dali olsun.(bu b-dalinin kendisi de olabililir.)
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Dhizew
0 12.3.4. 5}
o | 2
| |
1 1.5}, 3. ks. 1.4, 5}
o . A
2 £13.825. 5.1 {55 115

L L B o s

3 1 {1p 25 {1} 4. 51 5.4 {3.2}. {1}. 42} 14.5}.44. 5}

Sekil 6.2. Al icin tghis gacl ve {2, 3, 4, 5}miumkuin durumlar kiimesi.
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Diizey
0 {1.2}
« . | ‘
1 {1, 1} {4.5}
a’= ‘ > i
|
2 3,2} 4,35}
et
3 5.1} {1.5}
a: ‘ .-.~'5 ::z_= | > i
| | | |
4 {23.{1} {5.4} {1}. {2} {4. 5}

Sekil 6.3. Al i¢in Tghis Agaci ve {1, 2} mUmkin durumlar kiimesi.

Sekil 6.2." ye bakildginda 0. dizey #angi¢c dalh {2, 3, 4, 5} mumkin kingic
durumlar kimesi ile bgamaktadir. Durumlar kimesinef teshis dizisi uygulanarak
sonraki dallar belirlenmgtir. {2, 3, 4, 5 } kimesine uygulandginda 1. dizeyde (1)
kuraliyla sonlanan {5, 1, 4, 5} A-grubu ile #air. {2, 3, 4, 5} kimesine
a uygulandginda ise bu 3 kuraldan herhangi birine uygun bigrAp olmadgndan dal
sonlanmamtir. 1. dizeydeki {1, 5}, {3, 2} A-grubunar ve S uygulandginda yine bu 3
kurala uyan A-grup bulunmagindan 2.dizeyde dallar sonlanmainmi3.dizeyde ise (3)
kuralina uyan bir dal sade A-grup ile sonlagtmi

Sekil 5.5.deki tghis gaci 0.diuzeyde BRngi¢c dal {1, 2} mumkin bgangic
durumlar kiumesi ile bgamaktadir. af  teshis dizisi uygulanarak sonraki dallar

belirlenmitir.{1, 2} kimesinea uygulandginda 1.dizeyde (1) kuralina uyan {1, 1}
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A-grup ile sonlanmtir. {1, 2} kimesine 3 uygulandginda {4, 5} A-grubu bulunmgtur.
Bu A-grup herhangi bir kurala uymagndan bu dal sonlanmagtir. {4, 5} kiimesine3
uygulandginda 2.dizeyde (2) kuralina goére sonlanan {4, 5)grAbu ile bglidir.
a uygulandginda ise bulunan {3,2} A-grubu herhangi bir kuralgmadgindan dal
sonlanmamtir. 3.dlzeyde de yine (3) kurala uyan herhangiAigrup olmadgindan
dallar sonlanmargtir. 3.dizeydeki {5, 1} A-grubuna@ ve S uygulandginda 4. dizeyde
(3) kuralina goére sonlanan {2}, {1} A-grup ile pladir. Yine 3.dUzeydeki {1, 5} kimesine
a ve B uygulandginda 4. duzeyde (3) kuralina gore sonlanan {1}, §ade A-grubu ile
baghdir.

Teshisler &zacinda sonuncu dali sade A-grubu ilglbalan yola tghis yolu denir.

M, A(M) = {o,, g, o o} verilmis olsun.

M‘O’il : M‘ai2 : ...,M‘aim durumlari icin m sayida farkl ¢kdizileri olusturan gir dizisine

M ve A(M) igin teshis dizisi denir.
Bu tanimlardan ve daha onceki yorumlardgegelaki teorem elde edilir.

Teorem 6.1:M ve A(M) icin olusturulan tghis ggacinda tghis yoluyla elde edilen
giris dizisi M ve A(M) icin tehis dizisidir.
M ve A(M) icin olusturulan tehis dizilerinin en kisa olanina M ve A(M) icin

minimal teshis dizisi denir.

Gecgler gacinda bulunan fakat (1) ve (2) kurallarina goérghite gzacinda
bulunmayan yollara M ve A(M) icin ofturulan tghis gzacinin kesik yollari deni

Teorem 6.2:M ve A(M) icin olusturulan tghis ggacinda kesik yollar minimal ghis

dizilerini belirleyemezler.

Ispat: Eger yol (1) kuralina gore kesilgiise, o halde s6z konusu yol tekrarli
o -kiimeyi icine alan A-gruba & olan b dali ile sonuclanir.
Bu durumda gegler ggacinda b dalindan gecen yol tekragtrkiimeyi icine alan

A- gruba ularr.
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Sonucta boyle bir yol sade A-gruba gdmaz ve bu nedenlestes yolu olamaz.
Simdi (2) yoluyla sonuglanan kesik yolu g6z énunaliat. Farz edelim ki bu yol j inci
dizeyde G, A-grubu ile Iza olan b, dalinda sonuglansin.

Bu durumda i<j olan i’ inci diizeyin G-grubunaghab, dali vardir. O halde agiktir
ki, eger gecjler ggacinda sade A-gruba #lab ; -den | sayida dallardan sonra gilarsa, o
zaman sade A-gruba, bden gecenl sayida dal yardimiyla uéur. Sonugta gegler
agacinda tghis yolu b, dalindan gegerse, bdalindan da geg¢mek zorundadir. i<j
oldugundan sonuncu yol Oncekinden daha kisa olacaktigleBe, gegier agaci b,

dalindan gecen ¢his yoluna sahipse, o halde bu yol minimahte dizisini belirleyemez.

Teorem 6.3: M sonlu sistemi ve mumkin dangic durumlar kimesi A(M) icin
olusturulmus teshis gacinda, tghis yollarinin dizileri kimesi M ve A(M) icin butdn

minimal teshis dizileri kimesidir.

Ispat: Bir 6nceki teoreme gore deis azaci ile verilen tghis yollarl kiimesi M ve
A(M) icin butiin minimal tehis dizileri ile elde edilen yollari icine alir. X&uralina gore
batin tghis yollarinin uzunluklar ayni olgundan onlarin hepsi minimaldirler.gé&r
teshis @¢Ozumu acinda gbis yollarina rastlanrgsa, o halde bdyle yollarin hepsi (1) ve
(2) kurallarina gére sona erer ve bu nedenle iekinteoreme gore M ve A(M) icin gieis

dizisi yoktur.

Elde edilen sonuclardan yararlanilarak m sayidaurduicin tehis probleminin

¢6zUmu icin gagidaki algoritma olgturulur.

Algoritma  6.1: M ve mamkun bglangic durumlar kiimesi
AM)={ o, , 0., ... g _}veriimis olsun.

M sistemin bglangi¢ durumunun bulunmasi gereklidir.
(@) M ve A(M) icin teshis gzaci olyturulur.

(b) Bu agacla elde edilen herhangi minimaghes dizisi bulunur.

(c) Bu diziye uygun I\/ilail : M‘ai2 : ...,M‘aim cikislarr izlenir.
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(d) M sonlu sisteminin s6z konusu minimalshies dizisine uygun ciki dizisi

gozlenir.

(c) adiminda gdzlenen tepki ile ayni olepy durumu M sisteminin ydangi¢ durumudur.

Sonlu sistem icin guncel érnekler verilebilirBu érneklerden bir taneskagidaki
gibidir.
Bu 6rneklerde X gig alfabesi, Z cilg alfabesi ve S de uygun durum kiimesi olarak

siralansin. Sonlu sistem igin iyi bir 6rnekia@adaki gibidir.

Ornek 6.1: Bir organizma uyarici tarafindan pozitif ve negatifak uzere iki
sekilde uyarilsin. Organizma negatif uyariciya tegkstermesin. Pozitif uyariciya tepki

gostersin. (Bir tepki gostersin, bir gostermesin)

X={Pozitif uyarici, Negatif uyarici}

Z={Tepki var, Tepki yok}

S={Son pozitif uyariciya kar tepkili, Son pozitif uyariciya kartepkisiz}

Eger durum son uyariciya kartepkili, giris pozitif uyarici ise cilgt da tepkisiz olur
(Son uyarici olmagindan).

Diger durumda “son uyariciya tepkisiz” dir. Bu dururyska girsi “pozitif uyarici”

ise ciksl “Tepkili” dir. Ve diger durum “Son uyariciya kartepkilidir.”

Pozitif uyarici = ¢,

Negatif uyaricl = &,

Tepki var = ¢,

Tepki yok = ¢,

Son pozitif uyariciya kar tepkili = o,

Son pozitif uyariciya kar tepkisiz = o,
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f, (&,,0,)=¢,

f.(&,,0)=0,

f, (£,,0,)=¢,

f.(e,,0,)=0,

f.(e.,0,)=¢,

f.(&,,0,)=0,

f, (&,,0,)=¢

f.(e,,0,)=0,

Burada gisi ve durum dgerlerinin uygulamasiylaf, ve f_ fonksiyonlari

bulunmuytur. Burada f, ¢ikis degerlerini gosterirkenf . de sistemin sonraki alaga
degerleri gostermektedir.
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