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GiRi~ 

Bu yah~marun ana konusu Au,A" ... ,An , ... j.1o,j.1p ... ,j.1n"" dizilerinin farklI 

SImr ko~ullanyla verilen 

y" + { A - q ( x)} y = 0 

tipinde bir Sturm-Liouville operatortinUn iki spektrumu olmalan iyin gerekli ve 

yeterli ko~ul bulmaktlf. 

Burada q ( x), (0, b'), b' < b arah[p lizerinde integrallenebilir geryel degerli 

bir fonksiyondur. 

Bu alanda tUm teorinin geli~imini b~latan sonuy V.A.Ambartsumyan 

tarafmdan bulunmu~ ve 1929' da yaYImlanmI~t1r. 

lizere 

Ambartsumyan ~u teoremi ispat etmi~tif. 

Teorem: q (x) [0, Jr J arahgmda geryel degerli slirekli fonksiyon olmak 

y" + { A - q ( x )} y = 0 

y' ( 0) = y' ( Jr) = 0, 

(0.1) 

(0.2) 

probleminin ozdegerlerini Aa, 11." ... ile belirtelim. Eger An = n2 (n = 0,1, ... ) ise 

q ( x ) == 0 'dif. 

Bundan sonraki onemli yall~ma Borg tarafmdan yapIlmI~tlr. Borg'un asIl 

sonucu a.;;agldaki teoremlerle ifade edilebilir. 

(0.1) denklemi ve 

y' ( 0 ) - hy ( 0) = 0 

y' ( Jr ) + Hy ( Jr ) = 0 

(0.3) 

(0.4) 

sirur deger ko~ullan ile verilen problemin ozdegerlerini Aa, A, , .. , ( burada h ve H 

sonlu geryel sayIlardlr.) (0.1) denklemi ve 

y' ( Jr) + Hy ( Jr) = 0 

y'( 0)- ~y( 0) = 0 (~;t: h) (0.5) 

sirur deger ko.;;ullan ile verilen problemin ozdegerlerini j.1o' fJ, , ..• He gosterelim. 



Bu durumda {An} ve {,uJ (n=O,l, ... ) dizileri, h,h.,H saYllanm ve q(x) 

fonksiyonunu tek olarak belirler. 

Borg'un yall$maSl, iki spektruma gore diferansiyel denklemin kurulmasl 

Hfm etkin yontemler iyermektedir. q;(X,A) fonksiyonu (0.1) diferansiyel 

denkleminin 

q;'(O,A)=h (0.6) 

ba~langly kO$ullanm geryekleyen 9ozi.imli 

fonksiyonlan ise bu operatOri.in An ozdegerlerine kar$lhk gelen ozfonksiyonlan 

olsun. 

;r 

an = fq;~ (x,An)dx (0.7) 
o 

sayllanna verilen operatOrlin normalle$tirici saYllan 

fonksiyonuna ise bu operatOri.in spektral fonksiyonu denir. V.A. Marchenko 

yukanda bahsettigimiz makalede Borg'un ispatladlgl teoremi p (A) spektral 

fonksiyonu yardlmlyla vermi~tir. Aynca bu yall~mada p (A) fonksiyonunun 

Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatOri.inlin spektral fonksiyon olmasl 

iyin gerekli ve yeteTli ko~ul verilmi~tir. Marchenko'nun yah~malarl ile hemen 

hemen aym zamanda M. G. Krein yalI~malannda Sturm-Liouville tipindeki 

diferansiyeloperat5rli {An} ve {,un} (n=O,l, ... )dizilerine gore belirtmek i9in 

etkili yontem vermi~!ir. Fakat bu yalI$mada verilen gerekli ve yeterli kO$ul {An} 

ve {,un} dizileri yardlmlyla degil, bu dizilerin yardlmlyla kurulan yardlmcI 

fonksiyon kullanarak vermi~tir. 

1951 Yllmda LM.Gel 'fand ve B.M.Levitan p (A) monoton fonksiyonunun 

Stunn-Liouville operatOri.inlin spektral fonksiyonu olmasl i<;in gerekli ve yeterli 



~artlan verdiler. Bu ki~iler aynca Stunn-Liouville operatOrlintin belirtilmesi iyin 

etkili bir yontem veren bir yontem onerdiler. 

Marchenko, hemen hemen M.G.Krein'in makalesine benzer bir dizi 

yall~malar yapml~tIr. Bu yalI~malarda ozel olarak iki spektruma gore klasik 

Stunn-LiouviIle operatOrtintin kurulmasl i9in etkin metotlar venni~tir. 

Ters problemler teorisi kuantum mekanigi problemlerinde de onemlidir. 

Yapllan bu 9ah~ma dort klslmdan olu~maktadlr. Giri~ klsmmda Stunn

Liouville operatOrler s i9in ters probleminin geli~me tarihinden bahsedilmektedir. 

<;ah~manm ikinci klsmmda Stunn-Liouville operatOrtintin bazl temel 

ozellikleri ve operatOr hakklnda on bilgiler verilmi~tir. D 9tincti kIslm ti9 alt 

boltimden olu~maktadlr. Birinci boltimde an Nonnalle~tirici sayllan An ve Jin 

spektrumlan yardlmlyla ifade edilmi~tir. ikinci boltimde an sayllan i9in 

asimptotik fonntil verilmi~tir. 09tincti boltimde ise ters Stunn-Liouville Problemi 

incelenmi~tir. 

<;ah~marun dordtincti kIsmmda aralIkta stireksizlige sahip Stunn-Liouville 

smlr deger probleminin 90zUmti almarak spektrum i9in ozellikler ogrenilmi~ ve 

ters problem incelenmi~tir. 



I.BOLUM 

1.1. STURM-LIOUVILLE OPERA TORUNUN TEMEL OZELLiKLERi 

Klasik ters Sturm-Liouville probleminde q(x) reel fonksiyon olmak lizere, 

- Y"(x) + q(x )y(x) = AY(X) 

y'(O)-hy(O) = 0 

y'(l)+ HY(l) = 0 

ve burada h ve H farkh iki reel saYldlr. 

(1.1.1) 

( 1.1.2) 

(1.1.3) 

Eger bu SIlllr deger probleminin a~ikar olmayan yozfunli y(x, A) ;t:. 0 ise 

A ' ya ozdeger ve y(x, A) fonksiyonuna (1.l.1 )-(1.1.3) probleminin A 'ya kar~lhk 

gelen ozfonksiyon adl verilir. 

Teorem 1.1.1. L operatortintin iki farkh Al ,A2 ozdegerine kar~lhk gel en 

Yj(x)'Y2(x) ozfonksiyonlan ortogonaldir. Yani, 

b 

fYl (x, ,,(b/2 (x, Az)dx = 0 , ~ ;t:. Az (1.1.4) 
a 

dlr. 

ispat: Hipoteze gore, 

-Y; +q(x)Yj = AjY/, - Y2 +q(x)Y2 = A2Y2 

e~itlik1eri saglanlf. Buna gore, birinci e~itlik Y2 ile ikinci ise -YI ile yaIplhp taraf 

tarafa toplarursa 

( 1.1.5) 

e~itligi ahmr. 

oIdugundan (1.1.5) e~it1igi, 

(Y2Y/-Y2Y~)' =(A j -A2)Y/Y2 

~klinde ahmr. Son e~itligin her iki taraft (0,1) ara11gmda integrallenir ve 

(1.1.2),(1.1.3) Slrnr ko~ul1an goz ontinde tutulursa 



j 

(A./-A.2) fYj(x)Y2(x)dx=o 
o 

e~itligi bulunur. 

Lemma 1.1.2. L operatOrtinlin ozdegerleri reeldir. 

ispat: q(x) fonksiyonu ve h,H saYllan reel oldugundan, A. j = U + iv, v =F 0 saYlSl 

bir ozdeger ise ~ / = U - iv saylSlda bir ozdeger olur. Aynca A. / e kar~lhk gelen 

ozfonksiyon Yj(x,A.j) ise ~/ 'e kar~lhk gel en ozfonksiyon Yj(x,A.j) dlf. 

DolaYlslyla teorem 1.1.1 'den, 

j 1 

0= fYj(x,A.j:Y/(x,A./)dx = fly/(x,A.j)1
2 

dx 
o 0 

almlr. Bu ise y/(x,A./) = 0 c;eli~kisine yol ac;ar. Bu nedenle v = 0 olmahdlr. 

Tamm 1.1.3. Eger j(z) fonksiyonu Zo noktasmda belli bir v(z 0) kom~ulugunda 

diferansiyellenebilirse f(z) 'ye Zo noktasmda analitik veya holomorf fonksiyon 

denir. 

Teorem 1.1.4. Eger q(x) [a,b] arahgmda stirekli bir fonksiyon ise a:S; x:S; b 

arahgmda herhangi bir a ic;in (1.1.1) denkleminin ¢(x, A) tek c;oztimti vardlr 

oyleki; 

¢(a,..1,)=sina ve ¢'(a,..1,)=-cosa 

dlr. Bununla birlikte her fikse edilmi~ x E [a, b] ic;in ¢(x, A) fonksiyonu A 'nm 

tam fonksiyonudur. 

ispat: 

¢o(x,..1,) = sin a - (x - a)cosa 

x 

¢Jx, A) = ¢o(x,..1,)+ f(q(t)- ..1,)Pn_1 (t,..1,Xx -t)dt , n = 1,2" ... 
a 

olarak tanlmlayal1m.Burada q(x) stirekli ve x E [a,b] ic;in Iq(x ~:s; M ve 

i¢o(x,;q:S;K,I..1,i:S;N 

(1.1.6) 



(1.1.6) ifadesinden 

x 

¢n (x,;t)- ¢n-I (x,;t) = f(q(t)-;t X¢n-I (t,;t)- ¢n-2 (t, ;t)Xx - t}it 
a 

e~it1igi buradan 

x 

I¢" (x,;t)- ¢n-I (x,;t ~ ~ (M + NXb - a) ]¢n-I (t,;t)- ¢n-2 (t, ;t¥t 

e~itsizligi ahmr. Bu durumda 

n = 1 iyin 

x 

a 

1¢I(x,;t)-¢o(x,;t~ ~ f(M +N)K(x-t}it 
a 

n = 2 iyin 

1¢2 (X,;t)-¢I (x,;t~ ~ K(M + ~Y(b - a) f(t -a)2dt 
a 

_ K(M +N)2(b-aXx-aY 
31 

e~itsizlikleri saglarur. Buradan genelle~tirme yapIllrsa 

I
d. ( 1)_ d. ( 1 \4 < K(M + N)" (b - a ),,-1 (x - a )"+1 
'f'nX,/L 'f'n-lX,/LJ!- (n+1) 

alImr. Simdi 

'" ¢(X,;t) = ¢o (X,;t)+ Z]¢n (X,;t)- ¢n-I (X,;t)] 

(1.1.7) 

serisi tanlm1anlrSa, bu seri, l;tl ~ Nolan ;t '1ar iyin ve x E [a,b] olan x 'ler iyin 

yakmsaktlr. (1.1. 7) e~itliginden n ~ 2 iyin 

x 

¢~ (x, ;t)- ¢;'_I (x,;t) = f(q(t)-;t X¢n-I (t, ;t)- ¢n-2 (t,;t ))it 
a 

ve 



ifadeleri bulunur. Sonw; olarak 

00 

¢"(x,;.) = 2)91:(x,;')-91:-1(X,;')) 
n=! 

00 

= 91r(x,;')- 91;(x,;')+ L (91:(x,;')- 91,7-1 (x,;,)) 

= 11 + 12 

ahmr. Burada 

ve 

$eklinde ahrur. Boylece 

¢"(x,;') = 11 + 12 

~ (q(x)-;[ {¢" (x,;[)+ t, (¢"_.(x,;[)- ¢"-2 (x,;[)) J 

= (q(x)-;'{91o(x,;.)+ t (91n(X,;')-91n_l(X,;'))] 

= (q(X)-;')¢(X,;.) 

bulunur ve 91(x,;.) fonksiyonu (1.1.1) denklemini saglar. B~lang19 kO$ullarl i<;:in; 

x 

91n (x,;,) = 910 (x,;')+ f(q(t)-;' ¥n_Jt,;' Xx - t)elt 
a 

x 

91~ (x,;,) = 91~ (x,;')+ f(q(t)-;' ¥n-l (t,;.)dt 
a 

ahrursa Her n E N i<;:in 

dlr. Bu dururnda 

91(a,;') = 910 (a,;,) = sina 

91'(a,;') = 91~ (a,;,) = -cosa 



ifadesi ahmr. Aynca ¢Jx,..i) fonksiyonu ve yakmsak ¢(x,..i) serisi ..i'mn tam 

fonksiyonudur. Boylece teorem ispatlaruru~ oIur. 

(1.1.1) denkleminin ¢(x,..i) ve If/(x,..i) s:ozlimleri 

¢(o,..i) = 1 ve ¢,(o,..i) = h 

ve 

If/(o,..i) = ~ ve If/'(o,..i) = ~ 
1+h2 1+h2 

ba~langH; ~artlanm sagladlgl gosterilebilir. Burada h -t- 00 is:in If/( O,..i) = ° ve 

If/'(o,..i) = l' dir. 

Lemma 1.1.5 . ..i = (WJr)2 olsun. Bu durumda 

¢(X,..i) = COS(wnx)+ ~sin(wnx )+_1_ fsin(wJr(x - r ))q(r )¢(r,..i}1r 
WJr WJr 0 

(1.1.8) 

ve 

If/(X,..i) = _1 sin(wnx)+ _1 fsin(WJr(X - r ))q(r );r(r,..i}1r 
WJr WJr 0 

(1.1.9) 

ahmr. 

ispat:¢(x,..i) fonksiyonu (l.l.l)'i saglamak iizere 

q(x )¢(x,..i) = r(X,..i) + ..i¢(x,..i) 

vardlr. Her iki taraf sin (wJr(x - r)) ile s:arplhp [O,x} arahgmda r degi~kenine gore 

integrallenirse 

x x 

fsin( wJr(x - r ))q(r )¢(r, ..i}ir = fsin(wJr(x - r ))¢"(r,..i}ir 
o 0 

x 

+..i fsin(wJr(x - r ))¢(r,..i}ir 
o 

olur. Bu e~itligin sag tarafmdaki birinci integral is:in 



x x 

fsin(wlZ'(x - r )¢"(r,A}lr = -h sin(wm:)+ WIZ' fcos(wlZ'(x - r ))¢'(r,A)dr 
o 0 

= -h sin(wm)+ W".[¢(X,;.)- cos(wm)- Wlr !Sin(WIr(X - r )}P(r,;')a'r] 

x 

= -hsin(wm:)+ W IZ'¢ (x, A)- WIZ'COS(Wm:)- (WIZ')2 fsin(wlZ'(x - r ))¢(r,A)dr 
o 

e~itligi saglarur. Boylece 

x 

fsin( WIZ'(X - r ))q(r )¢(r, A}.ir = -h sin( w m:) + WIZ'¢(x, A)- WJr cos( wm:) 
o 

ifadesi ahmr. Bu durumda (1.1.8) ifadesi ahmr. (1.1.9) e~itligi benzer ~ekilde 

gosterilir. 

Lemma 1.1.6. WIZ' = a + it olsun. Bu durumda Wo > 0 olmak tizere IWIZ'I > wo'dlr 

ve 

¢(x, A) = O(e ltlx ) 

( 
Itlx J 

w(x,).) = 0 I:IZ'I (1.1.10) 

( 
If Ix ) 

¢(X,A)=COS(wm:)+O I:IZ'I ' 

( ~) _ sm wm: 0 _e_ . ( ) (If Ix 1 
W X,A - + 2 ' 

WIZ' IWIZ'I 
(1.1.11) 

e~itlikleri saglarur. 

ispat: ¢(x, A) = eltlx f(x) olmak fizere (1.1.8) e~itliginden 

f(x) = (cos(wm:) + ~sin(wm: ))e -Jtl x + _1_ fsin(wJr(x - r)~ -Itl(x-r)q(r )f(r)dr 
WJr WlZ'o 

allrur. j.J = max!f(x ~ olsun. 
O!i:x!i:! 

Ihl f.1 x 

f.1 ~ 1 + -I -1 + -I -I ~q(r )drl WIZ' WIZ' 0 



ifadesinden 

olur ve payda pozitifdir. 

1 

Bu ise iWJZ"i> fJq(r ~dr oldugunu verir. Bununla birlikte ¢(X, Ii,) H;m 
o 

(1.1.10) alrrur. 

Benzer~ekilde ljI(x,li,) i9in (1.1.9) kullarularak gosterilir. (1.1.8) ve 

(1.1.9)'in sag tarafmdan integral ahp (1.1.10) kullaruhrsa (1.1.11)'nin dogrulugu 

gosterilebilir. 

1.2. 6ZDEGERLER ic;iN ASiMPTOTiK FORMULLER 

Bu klslmda ozdegerlerin varlIgmdan yararlanllarak ozdegerler i9in 

asimptotik formuler gosterilecektir. Bunun i9in a~agldaki durumlar incelenecektir. 

1. h ::j:; 00 ve H ::j:; 00 

2. h = 00 ve H ::j:; 00 

3. h = 00 ve H = 00 

I. h ::j:; 00 ve H::j:; 00 oisun. 

Herhangi bir Ii, i9in ¢(x, Ii,) fonksiyonu (1.1.2) ko~ulunu saglasm. Bununla 

birlikte (1.1.3) e~itligi ile ozdegerler bulunabilir. Lemma 1.1.2' den ozdegerler 

reeldir. Bu durumda (1.1.11) e~itliginden 

¢(x,,\) = COS(W1IX)+ ~I~J 
(1.2.1) ve (1.1.8) e$itlikleri kullarularak 

¢'(x, Ii,) = -WJZ" sin( wrr:x) + 0(1) 

e$itligini gostermek zor degildir. 

(1.1.3) e$itliginde (1.2.1) ve (1.2.2) yerlerine yazlhrsa 

- wJZ"sin(wJZ")+ 0(1)= 0 

(1.2.1) 

(1.2.2) 

(1.2.3) 



denklemi ahmr. 

W 'nin bUylik tamsaYl degerlerinde s:oziim vardlr. Boylece ozdegerlerin 

varhgl gosterilir. (1.2.3)e~itliginin n. mertebeden kokli Wn oisun. ;t ozdegeri 

ll(;t) = ¢'(l,;t)+ H¢(l,;t) == ° 
denklemini saglar. Burada ;t=(W71} ahmrsa ll(;t)=lll(;t) is:in (1.1.8) w'nin 

tarn fonksiyonudur. (1.2.1) ve (1.2.2) asimptotik formilllerinden sin(w71};Z: ° is:in 

(1.2.4) 

ahmr. WuzaYl olarak r = n +..!.. yans:aph Dr dairesi almacak olursa burada n bir 
2 

dogaI saYldlr. Rouche teoremi ve (1.2.4) asimptotik formlillinden wsin(wlr) 

fonksiyonunun D,'nin smmndaki (lll(;t)) slflrlarmm saylSl 2(n+1) dir. lll(;t) 

fonksiyonu yaImz po .. dtif koklere sahiptir. Pozitif kokler ozdegerlerle iIi~kilidir ve 

( n + ~) Wk ~eklinde (n + 1) tane ozdegere sahiptir. Buradan 

(1.2.5) 

ahmr. Wn = mn + 0(1) oIsun. Burada mn :;t: n dir. 

BoyIece Wn 'nin n+ 1 tane ozdegeri Sk (k = 0,1, ... ) oIarak ahmr. Diger 

taraftan (mn+~) yarrs:aph dairede lll(;t)'nin slflrlan 2(mn +1) olmaIldlr ve 

Sk (k = 0,1, ... ) ozdegerleri is:in (mn + 1):;t: n + 1 olmal1dlr. Boylece (1.2.5) 

ispatianlr. 

wn == n + On aIlmrsa (I .2.5) e~itliginden 

(n + On )sin (On lr ) + 0(1) == ° 
formu aImlr. Bununla birlikte 

sin(onlr) = 0(n-1
) ve On = 0{n-1 

) 

ifadesi ahmr. Boylece bliylik n' ler is:in (1.2.3)'Un kokleri 

wn ==n+0(n-1
) ( 1.2.6) 



~eklindedir. ¢(X,A) fonksiyonu (1.1.8) e~itligi ile verilen ifadesi (1.1.3) ko~ulunda 
yerine yazllIrsa 

(- Wlr + B )sin(wlr)+ A cos(Wlr) = 0 

e~itligi alImr. Burada 

A = h+H + lr(cos(wnr)_ H sin(wnr)t(r)¢(r,A)dr, 
i~ Wlr ! 

Hh f( H } B=-+ sin(wnr)+-cos(wnr) (r)¢(r,i}dr. 
Wlr 0 Wlr 

~eklindedir. (1.2.1) e~itliginden, 

A = h + H + - fq(r )dr + fq(r )cos(2wnr)dr + 0 _ 1 1 1 ( 1 ) 
20 0 W 

B = - fq(r )sin(2wnr )dr + 0 -1 1 ( 1 ) 
20 W 

ve q(x) llirevlenebilir fonksiyon oldugundan 

fq(r )cos(2ww ';lr ~ o( ~ ) 

/q(r )sin(2ww ';lr ~ o( ~) 
e~itlikleri saglanlr. Boylece 

olur. DolaYlslyla (1.2. 7) e~itligi 

h+H+~+O(;) 
tan (Wlr) = (1) 

Wlr+O -
W 

forrnunda yazllabilir. Burada Wn = n + On ahmrsa 

(1.2.7) 



h+H +~ (1) 
tan(OnlZ") = 2 + 0 -2 

nlZ" n 

ahmr. DolaYlslyia 

An = (WnlZ"Y = (nlZ"Y +Zf+2(h+H)+0(:2) (1.2.8) 

asimptotik ifadesi elde edilir. 

II. h = 00 ve H ,,::. 00 vlsun. 

A iyin If/(X,A) fonksiyonu (1.1.2) ko~ulunu saglasm Bu durumda (1.1.3) 

ko~ulunu saglayan If/(X, A) iyin ozdegerler bulunabilir. (1.1. 9) e~itliginden 

If/'(x, A) = cos( WJ7X) + fcos( WlZ"(x - r ))q(r );.r(x, A}ir 

ahmr ve (1.1.3) ko~ulundan 

I 

cos( W lZ" ) + f cos( W lZ"(I- r ))q(r );.r(r, A}ir + 
o 

+ H( sin(wlZ") + _1 fsin( W lZ"(I- r ))q(r )r(r, A}iJ = 0 
WlZ" WlZ" 0 

elde ediIir. If/(X, A) iyin (1.1.11) e~it1igi kullanlhrsa 

1 I 

cos(WlZ")+ - fCOS(WlZ"(l- r ))q(r )sin(WlZr)dr + 
WlZ"o 

+ H sin(wlZ") + 0(_1 ) = 0 
WlZ" w2 

ahmr. Bu e~itlikte bulunan integral iyin 

(1.2.9) 



I 

fcos(w1Z"(l- r ))q(r )sin(wllr '}dr 
o 

I 

= f[COS(W1Z" )cos(Wllr)+ sin(W1Z" )sin(wllr }It(r )sin(wllr '}dr 
o 

= cos(W1Z") fq(r )sin(2wllr '}dr + sin(w1Z") fq(r X1- cos(2wllr ))ir 
2 0 2 0 

sin( W 1Z" ) fl (\--1 o( 1 ) = qr;Ur+-
2 0 W 

e~itligi saglamr, dolaYlslyla (1.2.9) e~itligi 

COS(V.IJr) + sin(w1Z" )(~ fq(r '}dr + HJ + O(~) = 0 
W1Z" 20 W 

fonnunda veya 

olmak lizere 

cos(W1Z") + HI sin(W1Z") + O(~) = 0 
W1Z" W (1.2.10) 

ahmr. Yeterince bliyiik W 'ler i9in (1.2.1 0) denkleminin n tane koklinlin oldugu 

gOrlilebilir. Burada n E N dir. 

Eger Wn = ( n - ~) + On ahmrsa (1.2.1 0) e~itligi 

~eklinde ahmr. Burada 

bulunur. Boylece 



I 

oldugu ahlllf. DolaYlslyla q = fq(r}dr olmak ilzere 
o 

A, ~ (w,")' +~~)' ,,2 + 2H, +0(:, ) 
+~H ,,' + q +2H +~:, ) 

asimptotik ifadesi bulunur. 

III. h = co ve H = co olsun. 

(1.2.11) 

(1.1.2) ve (1.1.3) SInlr ~artlan y(O) = y'(l) = 0 formunda yazlhrsa If/(x, A) 

fonksiyonu (1.1.2) e~itligini saglar. Bu dururnda If/(l, A) = 0 dlr. (1.2.8) 

e~itliginden 

I 

sin( w 1l'-)+ f sin( W 1l'(1- r ))q(r };;(r, A}dr = 0 
o 

veya 

sin(WJ' {I + fcos(wnr )g(r 'w(r,.1)dr) ~ cos( w" lfsin( wnr )g(r 'w(r, .1)dr ~ 0 
ifadesi ahlllr. If/(X,A) i9in (1.1.11) e~itliginden 

sin(wJZ')- cos(wJZ') fq(r}dr + o(~) = 0 
2wJZ' 0 W 

(l.2.12) 

elde edilir. BtiyUk w i9in (1.2.l2)'nin n E N tane kokti gorillebilir. Bununla 

birlikte Wn = n + 6n aiIlllrsa 0.2.12) e~itlignden 

q ( 1 ) 6n =--2 +0 -? 

2nJZ' n-

ifadesi ahlllr. Burada q = fq(r}dr ve Wn = n + q + o(~) ve boylece 
o 2nJZ' n 



An = (Wn71-Y = (mr Y + q + o(n~ ) (1.2.13) 

asimptotik ifadesi elde edilir. 



2.BOLUM 

REGULER STURM-LiouviLLE DENKLEMLERiNiN iKi 

SPEKTRUMA GORE BELiRLENMESi 

2.1. NormaIIe~tirici Saydarm Spektrumlarla ifade Edilmesi 

q (x), [0, 7r] aralIgmda geryel degerli integrallenebilir fonksiyon ve 

h" ~,H ve h, :I:. ~ geryel sayllar olmak Uzere, 

-y" + q (x) y = AY ° < x < 7r 

y' (0) - h,y ( 0) = 0, y' (7r ) + Hy (7r ) = ° 
y' (0) - ~y (0) = 0, y' (7r ) + Hy (7r ) = ° 

(2.1.1 )-(2.1.2) ve (2.1.1 )-(2.1.3) smlr deger problemlerini ele alahm. 

97(x, A) fonksiyonu (2.1.1) denkleminin 

97(0,..1,)=1 97'(O,7r)=h, 

ba~langl(; ko~ullarml saglayan yozlimU ve !,LI(x, A) ile (2.1.1) denkleminin 

\f'(O,A) =1 \f"(O,7r)=~ 

(2.1.1) 

(2.1.2) 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

(2.1.5) 

ba~langl(; ko~uIlarlm saglayan yozUmU oisun. (2.1.1 )-(2.1.2), (2.1.1 )-(2.1.3) Slmr 

deger problemlerinin oz degerleri slraslyla Au, A" A.,... ve ,ilo,,ilp,ilz, ... ~ek1inde 

olsun. 

o zaman (2.1.1)-(2.1.2) probleminin Au,A"A.., ... oz degerIeri ile (2.1.1)-

(2.1.3) probleminin ,ilo,,ilP,il2"" ozdegerlerinin slraslyla 

¢I (A) = 97' (7r,A) + H 97( 7r, A) 

¢2 ( A) = !,LI' ( 7r , A) + H!,LI ( 7r, A) 

fonksiyonIannm slflrlarlyia yakl~tlgl aYlktIr. 

(2.1.6) 

(2.1.7) 



fonksiyonlan (2.1.1 )-(2.1.2) smlr deger probleminin ozfonksiyonlandlr ve onlann 

norrnlan 

11' 

Ctn == J9n(x)dx n=0,1,2, ... (2.1.8) 
a 

~eklinde verilir. 

Cta, Ctl' Ct2 ,... sayllanna (2.1.1 )-(2.1.2) SlnIr deger probleminin 

norrna11e~tirici sayllan denir. 

Bu bollimde Au, ~, ~,... ve Jio,Jil'l-'-2,... iki spektrum yardlmlyla 

Cta, Ctl' Ct2 , ... sayllarml hesaplamak iyin formtil verilir. Bu sonuca ula~mak iyin 

f(X,A) = Ij/(X,A) + m( A )9(x,A) 

fonksiyonundan yararlanlhr. Gyle ki f(X,A) fonksiyonu 

f' (7r,A)+ Hf(x,A) = 0 

e~itligini saglasm. 

o halde 

m ( A) = Ij/' ( 7r , A) + H Ij/ ( 7r, A) 
9' (7r,A) + H 9(7r,A) 

oldugu elde edilir. 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

(2.1.11 ) 

Bu form iiI den goriildiigii gibi m (A) fonksiyonu meromorf fonksiyondur 

ve kutup noktalan ile slflr yerleri slraslyla (2.1.1 )-(2.1.2) ve (2.1.1)-(2.1.3) SlnIr 

deger probleminin ozdegerleri ile yala.~lr. 

Diger taraftan 

11' 

(~-~) Jf(x,~ )f(x,~)dx = 
o 

11' 

= JT -f"(x,~ )f( x,~)+ f(x,~)f"(x,~)}ix 
a 

=f'(O,~)f(O,~)- f(O,~)f'(O,~)=(~ -hz)[ m(~)-m(~)J 

oldugundan son e~itlikte eger 



yazIlIrsa 

tr 2 Im (A) 
]f(X,A)/ dx = (~ _~) m 
o ImA 

(2.1.12) 

e~itligi bulunur. Buradan aC;lktIr ki eger ~ > ~ (~ < ~) lse 0 zaman m ( A) 

fonksiyonu list yan dlizlemi kendisine donli~ttirtir (alt yan dlizlemi kendisine 

don~ttirtir.) Bu yUzden sIflr yerleri ve kutup noktalan yani (2.1.1)-(2.1.2) ve 

(2.1.1 )-(2.1.3) SInIr deger problemlerinin oz degerleri slrahdlr. 

~imdi ~agldaki integral goz online alInIrsa 

Jr 

(~-~) ff(x,A)rp(X,An)dx= 
o 

Jr 

= J[ -f"(X,A)tp(X,An)+ f(X,A)tp" (X,An)}tx 
o 

= f' (O,A )tp(O,AJ - f( O,A )tp' (O,An) = (~ - ~) 

olur. Buradan A --t An iken 

formlilti elde edilir. 

Bu formlil bir sonraki i~lemlerde onemli role sahiptir. ¢! (A) ve ¢2 ( A) 

fonksiyonlanrun ozellikleri kullanlhrsa 

e~it~igi allrur. 

(2.1.13) 

(2.1.14) 

Burada TI sembolli sonsuz c;arplmda k = n 'inci teriminin mevcut 

olmadlgInI gosterir. Bilindigi gibi cos fix fonksiyonunu tp (x, A) ve If (x, A) 

fonksiyonlanna donli~tliren slraslyla KhJ (x, t) ve Khl (x, t) fonksiyonlan 

mevcuttur. 

Bu yUzden 



fA (2) = -.Ji sin .Jill' + [ H + Kh, (ll', ll' ) ] cos .[ill' 

"l 8Kh(ll',t) ] r; 
+ n HK", (ll',t) + 'ax X=1f cos...;,1.tdt 

(2.1.15) 

(2.1.15') 

oldugu ahrur. 

Buradan aylktlr ki ¢1 (2) ve ¢2 (2) fonksiyonlan!. mertebeden tam 
2 

fonksiyonlardlr 0 yi1zden de bu fonksiyonlar kendi slflrlan ile sabit farkIyla tek 

olarak tarumlanabilir. DolaylSlyla bu fonksiyonlar 

ve 

~eklinde yazlhr. Burada C1 ve C2 sabitlerdir. 

¢l ( 2) ve ¢2 (2) fonksiyonlannm ifadelerinden ve (2.1.13) e~itliginden 

yararlaruhrsa 

(2.1.16) 

elde edilir. 

(2.1.14) e~itligini elde etmek i9in 



oldugu gosterilmelidir. Bunun iyin (2.1.15) ve (2.1.15 ') e~itliklerinden 

lim ¢! (A) =1 
,H-«> ¢2 ( A ) 

oidugu gorliltir. Bu yi.izden, 

olur. $imdi, 

lim fI Ak -A = lim n(l+ Ak -f-ik )=1 
,1-+-00 k=O f-ik - A ,1-+-«> k=O f-ik - A 

e~itligini gosterelim. Ak ve f-ik asimptotik formUllerden 

Ak = e + 0(1) ve f-ik = e + 0(1) 

Ak -f-ik =0(1) oldugundan 

serisi A degi~kenine gore -00 < A ~ -1 aralIgmda diizgtin yakmsaktlr. 

(2.1.17) 

(2.1.18) 

(2.1.19) 

Bu ytizden (2.1.11) sonsuz yarplml A'ya gore -00<,,1:$;-1 araltgmda 

diizgtin yakmsaktu ve bu sonsuz yarplmda A -+ -00 oldugunda limite geyilebilir. 

Buradan 

oldugu elde edilir. Bu formUl ve (2.1.18)' den (2.1.17) formUIU elde edilir. 

DolaylSlyla (2.1.14) e~itligi dogrudur. 



2.2. an saydan i~in asimptotik formiil 

q (x) veri len fonksiyon ~,~, H geryel sayllar olmak Qzere (2.1.1)

(2.1.2) ve (2.1.1 )-(2.1.3) Sllllr deger problemlerinin ozdegerIeri slraslyla 

Au ' ~ , ~ , ... ve flo' fll> fl2 ' ... 

~eklinde ve 

JX: = n+ ao + a~ +o(~) 
n n n 

r;;:, =n+-o +_1 +0 -a' a' ( 1 ) 
"I./fln n n3 n4 

asimptotik formiiller dogru olsun. Burada 

olur. Buradan 

1 [ 1 ff ] ao =- ~ +H +- fq(t)dt , 
TC 20 

~eklindedir. Bu yUzden 

~ - ~ = TC ( ao - a~ ) 

olur. 

(2.2.1) ve (2.2.2) e~itliklerinden 

elde edilir. Burada 

1[ Iff ] a~ = - ~ + H + - f q (t ) dt 
1C 20 

(2.2.1) 

(2.2.2) 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

{An }::o ve {Pn t=o dizileri verilen denklemin iki farkh spektrumudur ve 

bir onceki alt boliimde verildigi gibi (2.2.1 )-(2.2.2) Sllllr deger probleminin 

normalle~tirici saYlla::1 

(2.2.7) 

formiilleriyle verilir. 



Burada (2.2.3) e~itliginden gortildtigti gibi h;. - ~ fark! bilinendir. (2.2.7) 

formtiltinde An ve Jin saYllarmm asimptotik formtilerinden yararlanarak an 

sayllarl iyin asimptotik formtil elde edilir. 

sonsuz yarplmlyla verilen fonksiyonu alImr. Buradan 

k :;t: n olmak tizere n 'nin btiytik degerleri iyin 

e~itsizligi elde edilir. (Burada farkh sabitler C ile gosterilecektir.) 

Bu ytizden 

Lemma 2.2.1.IJik - Ak I :s; a (k = 0,1, ... ) olsun. 0 zaman 

e~itsizligi saglamr. 

C
1nn 

n 

aP 

C-
P' n 

, p=l, 

p? 2. 

ispat: IJik - Ak / :s; a (k = 0,1, ... ) e~itsizliginden 

fAk JikP:s;apf 1 
k=O Jik - An k=O /Jik - An / 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

ahmr. Son e~itsizligin sag tarafmda ki toplaml integral toplaml olarak dti~tintiltirse 

bu toplam 



integralleri toplarm ~eklinde yazillr. (2.2.1 0) e~itsizligini ispatlarnak 1ym 

yukandaki integrallerden yararlanal1rsa, 

(p > 1) 

1 dx =_1_ ln
x
-.[;:'" =o(~n) (P=1) 

n+l ( x
2 

- Iln r 2.[;: x +.[;: x=n+l 

(p = 1), 

(p> 1). 

elde edilir. Buradan (2.2.1 0) e~itsizliginin dogrulugu aYlktlr. DolaYlslyla 

lemmamn ispatl tarnamlanlr. 

Lemma 2.2.1 'den yararlamlarak, 

(2.2.11) 

'" a
P 

Ca
3 

'" a
P 

( 1 ) :S;C~-=-"-=O -~ P 3 ~ P 3 
p=3 n n p=o n n 

degerlendirmesi yapdabilir. (2.2.9) formi.illi ve (2.2.11) e~itsizliginden 

yararIamhrsa In V'(An) iyin, 

(2.2.12) 

e~it1igi elde edilir. 

$imdi ise (2.2.12) e~itliginin sag tarafmdaki toplarnlarm n 'nin bliyiik 

degerleri iyin davranl~lan incelenebilir. (2.2.12) e~itliginin sag tarafmda birinci 

toplarnm davranl~ml ogrenmek iyin (2.2.4) ve (2.2.5) asimptotik formlillerinden 

yararlanIllr. 

Bunun iyin (2.2.12) e~itliginin sag tarafmdaki birinci toplarn 



fAk-J1k =Au-J10+f[Ak-J1k-2(ao-a~)J[ 1 +_1] 
k=O Ilk - An J10 - An k=1 J1k - An An 

+ f 2 ( ao - a~ ) _1 f [ Ak - J1 k -2 ( ao - a~ ) ] 
k=1 J1k - An An k=1 

==So +SI +2(ao -a~)S2 +S3 

$eklinde yazllabilir. 

(2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik formUllerinden yararlamhrsa 

S - Au - J10 _ J10 - Au _ J10 - Au + 0 (_1 ) 
0- Po -'-, -,-,(l-~: r n' n

4 

ve 

elde edilir. Burada 

$eklindedir. 

$imdi 

"" 
A = I[J1k-Ak -2(a~ -ao)] 

n=1 

~ J1 k [ Ak - J1 k -2 (ao - a~) ] - ( Co - C~) (Co - C~) ~ 
SI = L. + -'----''-'-L.--

k=1 An (J1 k -An) An k=l J1 k -An 

(2.2.13) 

toplamlm goz online alahm. An ve J1n sayIlanmn asimptotik formUllerinden 

kolayca gorUltir ki 

J1 k [ Ak - J1 k -2 ( ao - a~ ) ] - ( Co - C~ ) = 0 ( i ) 
saglamr. DolaYlslyla 

olur. Buradan 

S -C~ - Co S 0(_1) 
1- 2 2+ 3 

n n 



elde edilir. (2.2.13) ve So, S3' SI 'in asimptotik formtillerinden 

(2.2.14) 

alImr. Simdi ise S2 'nin davram~ml ogrenelim. Bunun iyin S2 'nin ifadesinde 

Jik 'lann asimptotik ifadelerinden yararlamhrsa bu ifade 

~eklinde yazlhr. 

Simdi, 

<Xl 1 c 
"V <_ 
L. 2 - 3 
k=1 e ( k 2 

- An ) n 

e~itsizliginden ve Lemma 2.2.1 'den yararlamhrsa 

(2.2.15) 

bulunur. 

Simdi ise (2.2.12) e~itligindeki ikinci toplam (2.2.4) ve (2.2.5) asimptotik 

formtillerinden yararlamlarak 

(2.2.16) 



~eklinde ahmr. 

Bu durumda (2.2.12) e~itligi (2.2.14), (2.2.15) ve (2.2.16) e~itliklerinden 

elde edilir. 

Simdi ise, 

(p :::},2, ... ) 

toplamlannm davram~lm 6grenelim. Bunun ic;:in 

fonksiyonundan yararlanalIm. 0 zaman, 

(2.2.17) 

(2.2.18) 

dlf. Burada p = 1 durumunu inceleyelim. Bunun i9in fi: = n + I': alallm. Burada 

ao a] ( 1 ) 1':=-+-3 +0 -4 
n n n 

(2.2.19) 

olur. 0 halde (2.2.18) e~itlinden 

t. k' ~ ", ~ 2~, -[ 25;: ctg".p: + n' ~ "J 
= _1 __ [TCI': ( 2n + I': ) cos TCI': - 2 ( n + I': ) sin TCI':] = 

2n2 21':( n + I': )(2n + I': )sin TCI': 

elde edilir. DolaYlslyla, 



~ 1 __ 3 rr:
2
ao 0(_1) 

L..2 - 2+ 2+ 4 
k=! k - An 4n 6n n 

(2.2.20) 

oIur. Benzer ~ekilde 

(2.2.20' ) 

ifadesi ispatlamr. Bu nedenle (2.2.20)-(2.2.20' ) formtilleri ve (2.2.17) e~itliginden 

1n ( ) A+,uo -Ao ( 1)[ 3 rr:
2

ao] (2 12) rc
2 (1) 1./1 An = 2 + 2 ao - aO -2 + --2 - 2 a 0 - aO --2 + 0 -3 

n 4n 6n 12n n 

elde edilir. Buradan 

VJ('\"H+ :' [A + Po -Au +%(ao -a;)+ :' (ao -a;)' ]+OC' J (2.2.21) 

oldugu ahmr. (2.2.7)'den an = ~ -;, I./I(An) almrr. Burada ki ~ -;, 
~-~ ~-~ 

oranml 

alahm. ,un ve An i9in asimptotik formtillerinden yararlaruhrsa 

~-;, rr: 

2 ( a~ - ao) = 2" ' 
oldugu ahmr. Bu ytizden an saYllan 

asimptotik formtilti veya 



[
2 I 1 (1) 11: 11: 11: I 2 a

J 
- a

J a =-+- S+-(a -a ) -a - +0 -
n 22 6 000 

I 3 ao - ao n 
(2.2.22) 

oldugu elde edilir. Burada 

co 

S = I {/-in - An - 2 ( a~ - ao ) } (2.2.23) 
n=O 

olarak gosterilir. 

UYARI 2.2.2 an saYllan ic;:in (2.2.22) asimptotik formLilli n 'nin yeterince btiylik 

degerleri ic;:in gec;:erlidir. n 'nin ktic;:tik degerleri ic;:in an saYllan (2.2.7) 

formtiltinden direkt hesaplamr. Bu ifadede ki ~ - h. ise (2.2.3) denkleminden 

bulunur. 

UYARI 2.2.3 Eger An ve f.in 'nin (2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik formtillerinde daha 

fazla terim ahmrsa yukarlda verilen yontemle an sayllarmm asimptotik 

formtillerinde daha fazla terim bulunur. Bu hesaplamalar burada verilmeyecektir. 

2.3. Ters Sturm-Liouville Problemi 

Bu alt boltimae ters Sturm-Liouville problemini ele almacaktlT. 

Teorem 2.3.1. {AJ:=o ve ~J:=o sayl dizileri a~agldaki ko~ullarl saglamaktadlr; 

1) An ve /-in 'ler slrahdlr, 

2) An ve J-ln'ler slraslyla (2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik formtillerini 

saglamaktadlr. byle ki ao": a~ 'dlr. 0 halde bir tek mutlak stirekli q (x) 

fonksiyonu ve h., ~, H sayllarl vardlr ki {AJ:=o ,(2.2.1 )-(2.2.2) probleminin 

~J:=o ,(2.2.1)-(2.2.3) probleminin spektrumlarldlr. Aynca 

(2.3.1) 

ispat: {An t=o ve ~" }:=Q dizileri 1) ve 2) ozelliklerini saglasm. (2.2.7) formiiltine 

gore an dizisi kurulur. Buradan {an t=o 'ler ic;:in (2.2.22) asimptotik formtilti 

alImr. Burada n 'ler ic;:in an >0 dlr. 



fonksiyonunun slfIr yerleri ve kutup noktalan slral1dlr. 

AC;lkc;a gortillir ki A ~ -00 iken; 

1 

m(A) ~--~---h, 

ve 

_1 =Resm(A)I_ 
a ..t-A" 

n 

B u durumda [19], [20] c;ah~masmdan 

1 '" 1 
mJ(A)=- +:2:--

~ -h, n=oan(A-An) 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

(2.3.5) 

olur. Burada blitlin an 'ler aym i~aretlidir. Fakat n 'nin bliytik degerleri ic;in an >0 

oldugundan gorlillir ki blitlin an >O'dlr. (2.2.22 formtilli) Bu c;ah~manm birinci 

bollimlinlin altmcl alt bollimlinde gosterdik ki {AJ:=o ve {aJ:=o dizilerinin 

mutlak slirekli q (x) fonksiyonunu ve h" H saYllanm tek olarak belirler. Burada 

-y" +q(x)y = Ay 

y'(O)-h,y(O) =0, 

y' ( IT ) + Hy ( IT) = O. 

probleminin ozdegerleri dizisidir. ~ saYIsI ise tarum geregi 

~ = h, + IT ( a~ - ao ) 

e~itliginden bulunur. 

{y n } :=0 dizisi, 

y' ( 0) - ~y ( 0) = 0, y' ( 0 ) - Hy ( IT ) = 0 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

(2.3.9) 

(2.3.1 0) 

smlr deger ko~ullarl ile verilen (2.3.6) denkleminin Qzdegerleri dizisi olsun. 

Gosterelirnki Yn = /-in (n = 0,1, ... ) 'dir. 



<p(x,2) ve V/(x,2) fonksiyonlan 

<p(0,2)=1, 

V/(0,2) = 1, 

<p'(0,2)=~ 

V/'(0,2) = ~ 

ba~langl9 ko~ullanm saglayan 90zlimler olsun. Bu durumda 

m ( 2 ) = _ V/' ( 77:, 2) + H V/ ( 77:,2 ) 
<p(77:, 2) + H <p( 77:,2) 

fonksiyonunun slf1r yerleri ve kutup noktalan slras1yla {2J==o ve {rJ==o'dir. 

Daha once ( ikinci boltimun birinci alt bolUmtinde) gosterildi ki {2J==o ve 

Vn }:=o 'ler slrahdlr ve 2 -> -co oldugunda 

m(2)->-1 

Diger taraftan (2.1.13) formtilUnden 

1 1 I -= Resm(2) 
an ~ -~ A=A" 

e~itligi saglanlr. 

DolaYlslyla [19], [20] 9ah~malanndan 

olur ve (2.3.5) , (2.3.11) formlillerinden 

1 
m1(2)= ~_~ m(2) 

(2.3.11) 

elde edilir. Bu yiizden rn =,un (n = 0,1, ... ) oldugu elde edilir. Boylece teoremin 

ispatI tamamlarur. 

UYARI 2.3.2. {2J:=o ve {,uJ:=o dizileri 19m (2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik 

formtillerin varhg1 i9in gerekli ve yeterli ko~ul q (x) fonksiyonunun ikinci 

mertebeden ttirevlenebilir veya en azmdan [0,77:] arahgmda slmrh sahmma sahip 

olmasl gerekmektedir. DolaylSlyla bu ispatlanan teorem, daha 6nceden ispatlanan 

ters probleminin yoztirntin uyurnsuzlugunu ortadan kaldlrmaktadlr. 



Genelde bu boli.imde verilen yontemle 0 aylk kapatllamlyor. Bu aylgl 

kapatmak iyin q (x) fonksiyonu ikinci mertebeden mutlak stirekli ttirevlere sahip 

olmasl ko~ulu yani, q" (x) E (j (0, Jr) (veya L, (0, Jr)) olmasl ko~ulunu getirmek 

gerekiyor. Bu dururnda (JLn - An) farb n 'nin bilytik degerleri iyin yeterince 

kilyi.ilmektedir. 



3.BOLUM 

Arahkta Siireksizlige Sahip Sturm-Liouville Operatoriin i~in Ters 

Problemler 

3.1. Arahkta Siireksizlige Sahip Sturm-Liouville Smlr Deger Probleminin 

<';oziimiiniin Gosterimi 

ly := - y" + q(x)y = ,,1Y, A = e o<x<Jr (3.1.1) 

diferansiyel denkleminin 

U(y):=y'(O) 0, V(y):= y(Jr) = ° (3.1.2) 

sllllr ~artlan ve 

y(d + 0) = ay(d - 0), y'(d + 0) = a-'y'(d - 0) (3.1.3) 

slc;:rama ~artlanm saglayan problem ele allllml~tlr. 

Burada A spektral birparametre; q(x) reel degerli fonksiyon q(X)E L2 (O,Jr) ve a 

reel a > 0, a:;t: 1 ve d E (; ,Jr ) dir. 

, 
q(x) = ° durumunda (3.1.1) denkleminin, eo (0, A) = 1 , eo (0, A) = ik 

ba~lang19 ko~ullanm saglayan c;:oziimii eo (x, A) olsun. 

- y"(x) = ,,1y(x) olur ve c;:oziim y(x, A) = cI cos kx + C2 sin kx ~eklinde ahmr. 

<;oziirnde y(o, A) = 1 , y'(O,,,1) = ik ba~langlC;: ko~ullan yerlerine yazlhrsa 

y( 0, A) = C I = 1 elde edilir. y'(x, A) = -cI k sin kx + C 2k cos kx ifadesinden 

y'(O,,,1) = ° + c2k = ik ise c2 = i elde edilir. Bu durumda c;:oziim 

y(x,,,1)=coskx+isinkx=eikx,O<x<d 

~eklinde ahmr. 

eOI (x,,,1) = coskx + i sinkx ise 

, 
eOI (x, A) = -k sin kx -j- ik cos kx 

dir.Burada e02 (x, A) c;:oziirnii 

e02 (x, A) = B sin kx + BI cos kx ~eklinde aranlr. Bu durumda 
, 

e02 (x,,,1) = Bk cos kx - Blk sin kx 



I 

olur. Burada e02 (d,J1.) = A ve e02 (d,A)= Al olsun. DolaYlslyla 

denklem sisteminden 

Bsinkd + BJ coskd = A 

kB cos kd -Blksinkd = Al 

B A sin kd +.:1. cos kd 
k 

BI = Acoskd -~sinkd 
k 

ahmr. Bu alman katsaYllar s:6zi.imde yerlerine yazlhrsa 

e02 (x,,l) = ( A sin kd + i coskd }inkd + ( Acoskd - ~1 sinkd JcOSkd 

elde edilir. Burada 

e~2 (X,A) = (Aksinkd + Al coskd)coskd - (Ak coskd - Al sinkd)sin kd ~eklinde 

olur. Burada verilen (3.1.3) swrama ~artlarmdan 

y(d+O)=ay(d-O) 

oldugundan 

( Asinkd + i coskd }inkd +( Acoskd i sinkd JcOSkd= a{coskd + isinkd) 

A sin 2 kd + Al cos kd sin kd + A cos2 kd _.:i cos kd sin kd = a cos kd + ai sin kd 
k k 

buradan 

A = a cos kd + ai sin kd 

elde edilir ve 

e~itliginden 

(Aksin kd + Al cos kd)cos kd - (Akcoskd - Al sinkd)sinkd = !(- k sinkd + ikcoskd) 
a 



Ak sin kd coskd + A
J 
cos 2 kd Ak sinkd coskd + A

J 
sin 2 kd = ~(- ksin kd + ik cos kd ) 

a 

buradan 

k . kd ik kd AJ = --sm +-cos 
a a 

elde edilir. Bulunan bu katsayllan denklemde yerlerine yazll1rsa 

( kd .' kd)' kd ( k . kd ik kd) cos kd B = acos +azsm sm + --sm +-cos 
a a k 

B = asin kd coskd + aisin 2 kd - ~sin kd coskd + ~COS2 kd 
a a 

ve 

B
J 

= acos 2 kd + aisin kd coskd + ~sin2 kd - ~coskd sin kd 
a a 

~eklinde ahmr. 

Bulunan B ve B
J 

ifadeleri e02 (x, A) ifadesinde yerlerine yazlhrsa, 

e02 (x, A) = a sin kd cos kd sin kx + ai sin 2 kd sin kx - ~ sin kd cos kd sin kx 
a 

+ ~COS2 kd sinkx + acos 2 kd coskx + aisin kd cos kd coskx 
a 

1. 2kd kx i kd' kd kx +-sm cos --cos sm cos 
a a 

= ~(2acos2 kd coskx - acoskx + acoskx + 2aisin 2 kd sin kx - aisinkx 
2 

+ ai sin kx + 2~COS2 kd sinkx - ~sinkx + ~sin kx + 2asin kd coskd sin kx 
a a a 

- 3.. sin kd cos kd sin kx + 2ai cos kd sin kds cos kx + 3.. sin 2 kd cos kx 
a a 

- 2~cos kd sin kds coskx) 
a 



= ~(acos2 kd coskx - asin 2 kd coskx + acoskx 
2 

- ai cos 2 kd sin kx + ai sin 2 kd sin kx + ai sin kx 

+ ~ cos 2 kd sin kx - ~ sin 2 kd sin kx + ~ sin kx 
a a a 

+ ! sin 2 kd cos kx - ! cos 2 kd cos kx + ! cos kx 
a a a 

+ 2a sin kd cos kd sin kx - ~ sin kd cos kd sin kx 
a 

+ 2ai cos kd sin kd cos kx - 2i cos kd sin kd cos kx) 
a 

= ~ (a cos kx + ai sin kx + ~ sin kx + ! cos kx + a cos 2kd cos kx + a sin 2kd sin kx 
2 a a 

ai cos 2kd sin kx + ai sin 2kd cos kx - ~ cos 2kd cos kx - ! sin 2kd sin kx 
a a 

+ ~cos2kd sin kx - ~sin2kd coskx) 
a a 

= ~ {a + ~ )(COSkx + isinkx)+ a(cosk{2d x)+ isink(2d - x)) 

-l(cosk(2d - x)+ isink(2d - x))) 
a 

= ~(a+ ~}COskx+isinkx)+±(a- ~}COSk(2d-x)+isink(2d-x)) 

ahmr. 

Budurumda 

e x A = ' 
{
eikx 

o (,) + ikx - ik(2d-x) 
a e +a e , 

~eklinde elde edilir. 

~imdi 

x 

e(x,A)= eo(x,A)+ fK{x,t)eiktdt 
-x 

O<x<d 

d<x<Jf 

gosteriminin dogrulugu gosterilebilir. Bunun i~in 

(3.1.4) 

(3.1.5) 



( ) {
el\", A), 0 < x < d 

e X,A = ( ) 
e2 x, A, d < x < JT 

<;ozumu i<;in integral deklemi; 

e ( J) - +e 'kx + - Ik(2d-x) 2 x, /L - a a e 
d 

+! f[a+ sin k(x - t) - a- sin k(x + t - 2d)k(t PI (t, A)dt 
ko 

1 x 

+ k fsin k(x - t )q(t}:2 (t, A )dt 
d 

oldugundan, 

d 

( ") + Ikx - ik(2d-x) 1 f[ + . k ( e2 x, A = a e + a e + - a SIn x 
k 0 

+ ~ ~ a' sink(x-t) -a' sink(x+t - 2d) Jq(t)O K(t,s )e'''ds }t 

+! fSink(x-t)q(t)[ a+e'kx +a-e'k(2d-X)}it 
kd 

+~ fSin k( x -t )q(t)( j K (t,s )e1kSdsJdt 
k d _I 

E~itligi yazlhr. Diger tarafdan, 

x 

e2 (X,A) = a+e ikx +a-eik(2d-x) + f K(x,t)e'k1dt 
-x 

~eklinde arandlgmdan 

(3.1.6) 

(3.1.7) 



e~itligi elde edilir. 

Burada 

+ d + d ik(x-t) -ik(x-t) 
II =~ fsink(x-t)q(t)eikldt=~ r ~e q(t)eik1dt 

k 0 2 0 lk 

=~ fe -~ q(t)dt=~ feiksds (t)dt 
+ d ikx -ik(x-2t) + R x } 

2 0 zk 2 0 2t-x 

- d _ d ik(:r+t-2d) -ik(x+I-2d) 
12 = -~ fsink(x + t - 2d)q(t )eikl dt = -~ r ~ e q(t )eikl dt 

k 0 2 0 zk 

a- dfe
ik (:r+21-2d) - e-ik (x-2d) () a- RX+2If-21ks }( \'" 

= - - . q t dt = - - e ds t JUt 
2 0 lk 2 0 2d-x 

+ x + x ik(x-t) -ik(x-I) 
13 =~ fsink(x-t)q(t)eik(2d-l)dt=~ r ~e q(t)eik1dt 

k d 2 d zk 

= ~ r -~ q(t )dt = ~ f e iks ds (t )dt 
+ x ikx -ik(x-2t) + X x } 

2 d lk 2 d 2t-x 

[

X+S J + x 2 

= a
2 

f fq(t )dt eiks ds 
2d-x d 

- x _ x ik(x-t) -ik(x-t) 
14 = ~ fsin k(x - t )q(t )eik(2d-t) = ~ fe ~ e q(t )eik(2d-t)dt 

k d 2 d lk 

=~ r .-e q(t)dt=~ fe'ksds (t)dt 
- x ik(x-2t+2d) -ik(x-2d) - XX-2t+2d } 

2 d lk 2 d 2d-x 



- d f 

16 = -~ fsink(x+I-2d)q(t) fK(t,S)eikSdsdt 
k 0 ~ 
-d ik(x+l-2d) -ik(X+f-2d) f 

= -~ fe ~ e q(t) f K(t, S )eiks dsdt 
2 0 rk -f 

a- d f ik(.t+l+S-2d) e-ik (.t+f-s-2d) 

=--fq(t)fK(t,s)e ~ dsdt 
2 0 _I zk 

~-~- !q(t{jKV,sC:E:uda}+ 
~ -~- Jq(t {}"u :J~!r' s }isda }t ~ -a; }f q({J~{t, s Jisds }'" dt 

1 .t I 1 x Ik(x-l) _ -ik(x-f) I 

17 = k fsin k(x - t )q(t) f K(t, S )elks dsdt =="2 r i/ q(t) f K(t, S )elk.. dsdt 
d -f d _/ 

~ ± IqV)!K{t,s ((HH) ~e-"('-W) dsdt ~ ± }q{t {jKV,sCF'u da Jd' Jdt 

~ ~ I q{t {}"u ]~{t, ¥da Jdt ~ HI qV CI~ {t, s Jisru }'" dl 

elde edilir. 

.r 

Sonuc; olarak buradan f K(x, t )elkl dt ifadesi 
-I 



+ a; Ifq(s~:I~(t,s)dsds}'" dt - a; Ifq(s~J~(t,s)dsru },. dt 

+ ~ If q(s )::I~(t, s )dsds }t 

~eklinde ahrur. Bu alman son e~itlikten a~agldaki integral denklemler elde edilir. 

1) d < x < 2d , - x < t < 2d - x iyin, 

x+l 

+ 2 - d + d I+x-s 

K(x,t)=~ fq(s)ds-~ fq(s)ds+~ fq(s) fK(t,S')dS'ds 
2 0 2 dJx-1) 2 0 I-HS 

2 

- d l+x+s-2d 1 x I+X-s 

- Q
2 

fq(s) fK(t,S')dS'ds + 2" fq(s) fK(t,S')dS'ds 
o l-x-s+2d d I-x+s 

2) x > 2d , - x < t < 2d - x iyin, 

HI d)X-I) 
+ 2 - 2 + d I+x-s 

K(x,t) = Q2 fq(s)ds+ ~ fq(s)ds+ ~ fq(s) JK(t,S')dS'ds 
o d 0 I-x+s 

- d l+x+s-2d 1 x I+X-s 

- Q2 fq(s) fK(t,S')dS'ds+2" Jq(s) JK(t,S')dS'ds 
o l-x-s+2d d I-x+s 

3) d < x < 2d , x - 2d < x iyin, 



.HI 

+ 2 - d + d I+x-S 

K(x,t)==~ fq(s)ds-~ Jq(s)ds+~ fq(s) fK(t,S')dS'ds 
2 a 2 dJx-l) 2 0 t-x+s 

2 

- d l+x+s-2d 1 x t+x-s 

-!!...-- fq(s) fK(t,S')dS'ds +"2 fq(s) fK(t,S')dS'ds 
2 0 l-x-s+2d d t-x+s 

4) x> 2d , 2d - x < t < x 2d iyin, 

HI d+ (X-I) 
+ 2 - 2 + d I+x-s 

K(x,t) = a
2 

Jq(s)ds+ a
2 

Jq(s)ds+ a
2 

fq(S) JK(t,t;)dt;ds 
o d 0 I-x+s 

- d I+x+s-2d 1 X t+x-s 

-~ fq(s) fK(t,t;)dt;ds+ 2 Jq(s) JK(t,t;)dt;ds 
2 0 t-x-s+2d d t-x+s 

5) x > 2d , 2d - x < t < X iyin, 

(d+(X-I) J 
K(x,t) = a; l !q(s}ds- };}s)ru +~ fq(s\:I~(t,s}dsds 

.. rI I+x+s-2d 1 x I+:<-S 

-~ fq(s) fK(t,S')dS'ds+"2 fq(s) fK(t,S')dS'ds 
2 0 t-x-s+2d d I-;X:+s 

6) d < x < 2d , x - 2d < t < x iyin, 

+ d I+x-S - d l+x+s-2d 

+ a
2 

fq(s) fK(t,S')dS'ds- a
2 

fq(s) fK(t,S')dS'ds 
o I-X+5 0 l-x-s+2d 

1 x I+x-S 

+"2 fq(s) fK(t,S')dS'ds 
d l-x+s 

Simdi ardl~lk yakla~lmlar metoduyla (bknz. [9]) yukandaki durumlar iyin 

integral denklemlerin varhgml gosterilebilir. Bunun iyin birinci durumdaki 

integral denklem iyin yozurrrlin varIIgl a~agldaki teoremin ispatmda gosterilebilir. 



1r 

Teorem 3.1.1. flq(t~dt < +00 olsun. Bu durumda e(O,.-t) = 1, e'(O,.-t) = ik 
o 

b~lang19 ;;artlanm ve (3.1.3) s19rama ~artlanm saglayan yoztimU 

x 

e(x,.-t) = eo (x,.-t)+ SK(X,t)eik'dt 
-x 

x x 

fonnundadlr ve fIK(x,t ~eikl dt $.; eCCT1(x) -1 dir. Burada O""! (x) = f(x - t ~q(t ~dt ve 
~ 0 

C = a+ +Ia-I + 1 dir. 

q(x) diferansiyellenebilir fonksiyonu olmak tizere K(x,t) yekirdek fonksiyonu , 

+ x 

R(x,x) ~Sq(t)dt 
2 0 

_ x 

R(x,2d - x + 0) - R(x,2d - x - 0) = ~ f q(t )dt 
2 0 

R(x,-x) = 0 , R = K(x,t)+ K(x,-t) 

e;;itliklerini saglar. 

x+1 

+ 2 - d 

ispat: Ko(x,t)=~ Jq(s)ds-~ Jq(s)ds 
2 0 2 x-I 

d--
2 

x+/ 

+ xl - x d 

$.; a
2 

f flq(s ~dsdt a
2 

J Jlq(s ~dsdt 
-x 0 -xd_~ 

2 
+ x x _ d 2s+x-2d 

= a
2 

f Jlq(s ~dtds - a
2 

f flq(s ~dtds 
o 2s-x d-x -x 

a+ X la-IX 1 x 

$.; - flq(s ~2(x - s)ds + - flq(s ~2(x + s - d)ds $.; -(a+ + la-I) flq(s ~(x - s )ds 
2 0 2 0 2 0 

$.; CO""l (x) 



elde edilir. 

x + x d t+x-s 

fIKJx,t~dt = a
2 

f flq(s~ fIKo(s,~~d~dsdt 
-x -x 0 l-X+S 

+ la2-
1 nq(Sr·TI~o(S,S~dSdSdt+~ fnq(sO~o(S,s~dsdSdt 
-x 0 l-x-s+2d -xd I-x+s 

+ d x t+x-s 

a
2 

flq(s~ f fIKo(s,~~d~dsdt 
o -x I-x+s 

+ la2-
1 flq(s~ f ''''TI~o(S'S~dSdSdt+ ~ f Iq(s~ f "]~o(S'S~dSdSdt 

o -x l-x-s+2d d -x I-x+s 

~eklindedir. Burada 

d x I+X-S d '" I+X-s 

flq(s ~ f flKo (s, ~),d~dsdt = flq(s ~ f fIK(s, ~~d~dsdt 
o -x I-X+s 0 -C() I-x+s 

d x t+x+s-2d d 00 l+x+s-2d 

f lq(s ~ f ~Ko (s, ~ ~d~dsdt = f lq(s ~ f fIK(s, ~ ~d~dsdt 
o -x l-x-S+2d 0 _00 l-x-s+2d 

x X t+X-S X 00 t+X-S 

f lq(s ~ f flKo (s, ~ ~d~dsdt = f /q(s ~ f flKo (s, ~ ~d~dsdt 
d -X (-x+s d -CO t-x+s 

~eklinde alrmr. DolaYlslyla 



x + d co t+x-s 

fIKJx,t~dt = a
2 

flq(s~ f fIK(s,(~d(dsdt 
-x 0 -00 {-x+s 

+ la
2
-1 flq(s ~ 1 'm~;(S,;~d;dsdt 

o -00 (-x-s+2d 

1 x C() t+x-s 

+2 f Iq(s~ f fIK(s,(~d(dsdt 
d -00 {-x+s 

~ a; ~q(s~'T fIKo(S,;~;dsdt+ la
2
-1 flq(stT' fIKo(s,;~;dsdt 

o {-x+s -{ 0 {-x-s+2d _{ 

1 x t+x-s { 

+2" f Iq(s~ f fIKo(s,(~(dsdt 
d t-x+s -{ 

x x 

~ a+ f(x - s ~q(s ~cal (x )ds + la-I f(x - s ~q(s ~cal (x )ds 
o a 

elde edilir. Benzer $ekilde 

x + x d I+x-s 

flK2 (x,t ~dt = ~ f flq(s ~ flKl (s, (~d(dsdt 
-x -xO l-X+s 

+ la
2
-
1 J~q(sr'~;,(S,;~d;dsdt+~ J~q(sO~,(s,;~d;dSdt 

-xO l-x-s+2d -xd {-x+s 



+ d x I+x-S 

= ~ Ilq(s ~ I IlK] (s, r; ~dr;dsdt 
o -x I-x+s 

+ la:1 Jlq(s~ f 'mji~JS.s~dsrudt +~ f Iq(s ~ f .. ]~, (s.S~dsdsdt 
o -x l-x-s+2d d -x I-X+s 

olur. Buradan, 

d x (+x-s d 00 I+x-s 

Ilq(s~ I IIK](s,r;~dr;dsdt= ]q(s~ I IIK(s,r;~dr;dsdt 
o -x (-x+s 0 -00 I-x+s 

d x t+x+s-2d d 00 l+x+s-2d 

I Iq(s ~ I IlK] (s, r; ~dr;dsdt = I Iq(s ~ I fIK(s, r; ~dr;dsdt 
o -x l-x-s+2d 0 -<Xl l-x-s+2d 

.x x t+x-s x co t+x-s 

f Iq(s ~ f flK] (s, r; ~dr;dsdt = f Iq(s ~ I flKo (s, r; ~dr;dsdt 
d -x I-x+s d -<Xl I-x+.< 

~eklinde allIm. DolaYlslyla 

x + d co l+x-s 

IIK2(X,t~dt = a
2 

Ilq(s~ I IIK(s,r;~dr;dsdt 
-x 0 -<Xl (-x+s 

Ja: 1 Jlq(s ~ } 'mTI~(S.s~dsrudt 
o -<Xl (-x-s+2d 

1 x co t+,X-s 

+"2 I Iq(s ~ I IIK(s,r;~dr;dsdt 
d -00 (-x+s 

a; nq(s ~'T nK, (s. s :1ctsrud)a: I J Iq(s rI' d 

IlK, (s. s :1ctsdsdt 
o (-x+s -I 0 l-x-S+2d _I 

1 x t+x-s t 

+ 2 I Iq(s~ I fIKJs,r;~r;dsdt 
d I-x+s -I 



5,a+ f(x-S~q(S~C2 CT J

2
(X) ds+/a-/f(x-s~q(s~c2 CT J

2
(X) ds 

o 2 0 2 

+ f(x-s~q(S~C2 CTJ

2
(X) ds 5, (a+ +/a-/+l}2 CT J

3
(X) 

o 2 2.3 

3 CT
J

3(X) 
=C --

2.3 

x 

Bu dururnda fIK(x,t ~dt ifadesi i<;in 
-x 

JIK(x,t~dt ~ JKO (x, t)+ ~K"(X'+ 
5, CCT

J 
(x) + c 2 CTJ 2 (X) + C 3 CTJ

3 
(X) + C 4 CTI

4 
(X) + ... 

2 2.3 2.3.4 

oldugundan, 

x 

fIK(x, t ~dt 5, eCctl (x) -1 
-x 

e~itsizligi elde edilir. 

~irndi ise, 

+ x 

K(x,x)=~ fq(t}dt 
2 0 

- x 

K(x,2d - X + 0) - K(x,2d - x - 0) = ~ f q(t )dt 
2 0 

K(x,-x) = 0 ,K=K(x,t)+K(x,-t) 

e~itliklerinin saglandlgl gosterilebilir. Bunun iyin, 



x 0 x 

e(x, A) = eO (x, ,1)+ fK(x,t )eikl dt = eo (x, ,1)+ fK(x,t )e'kl dt + fK(x,t )elkt dt 
~ ~ 0 

x x 

= eo (x,,1)+ f[K(x,t)+ K(x,-t )}ikl dt = eo (x,,1)+ fK(x,t )elkt dt 
o 0 

yozUmti - yl7 + q(x)y = ,1Y denkleminde yerine yazlhr ve q(x) == 0 durumunda 

eo x,,1 = . . ( ) {
eikx , 0 < x < d 
a+ e 'kx + a-e,k(2d-x), d < x < 7r 

oldugu goz ontinde bulundurulUlrsa 

1/ 

- eo" (x,l)+ [- fR(x,t)e"' dt] + q(x)eo (x,l)+ q(x)fR(X,f )e'k' dt 

x 

= Aeo(x,,1)+,1 fK(x,t)eiktdt 
o 

e~itligi ahmr. Burada 

1/ 

[ fK(x,t )eikt dtJ = [2d-Phx,t )eik! dt + fK(x,t )e ikt dtJ 
o 0 2d-nO 

, 2d-x 
= -(-K(x,2d -X_O)eik(2d-x) -K(X,O)eikO(O) + fKx(x,t)elk1dt 

o 
x 

+ K(x,x )eikx + K(x,2d - x + 0 )eik(2d-X) + f Kx (x,t )eik! dt) 
2d-x 

= -( -Kx (x,2d - x 0 )eik(2d-x) - K(x,2d - x - 0 Xe ik(2d-X))' - Kx (x,2d _ x _ 0 )e,k(2d-x) 
I 2d-x , 

+ Kx (X,O )eikO (0) + f (K.u (X,t )elk! dt)+ K.Jx, x )eikx + K(x, x Xe ikx ) 
o 

Kx (x,2d - x + 0 )eik(2d-x) + K(x,2d - x + 0 Xe ik(2d-X))' + Kx (x, X )elkx 
x 

+ Kx (x,2d - x + 0 Xe ,k(2d-X))+ f(K.u (X,t )eik! dt ~ 
2d-nO 



= Kx (x,2d - x - 0 )e,k(2d-x) + K(x,2d - x - 0 Xe,k(2d-X))' + K,t (x,2d _ x _ 0 )eik(2d-X) 

- Kx (x, 0 )eikO (0)' - ldr (K>:«x,t )e'kl dt)- KJx,x )e'k.r - K(x,x Xe'h)' 
o 

- Kx (x,2d - x + 0 )e,k(2d-X) - K(x,2d - x + 0 Xe,k(2d-X))' - Kx (x, x )eik.r 
x 

- Kx (x,2d - x + 0 Xe,k(2d-X))_ f(Kxx (x, t )eikl dt ) 
2d-x+O 

/I 

[- IK(x,f )e'" df] = -2[K,(x,2d - x+ 0)- K,(x,2d - x _ O)p,k(2d-,j 

- [K(x,2d - x + 0)- K(x,2d - x - 0 )le ik (2d-x))' - 2K.Jx,x )e'k.r 
, x 

-K(x,xXeik.~) - fKxJx,t)eik1d! 
o 

~eklinde ahmr. 

e'k.r fonksiyonu q(x) == 0 durumunda yozum oldugundan, 

I 'f X 

fK(x,tXe ikl ) dt =;t fK(x,t)eik'dt 
a 0 

veya 

x ,, "2d-x-O "x " 

fK(x" Xe
1kt

) dt = f K(x,t Xe ikt ) dt + fK(x,t Xe ikt ) dt 
o 0 2d-x+0 

~eklinde olur. Burada iki kez kIsmi integrasyon uygulamrsa 

= K(x,2d - x - 0 Xeik(2d-X))' - K(x,O Xe ikO } - KI (x,t)/ e Ik(2d-x) 

1:2d-x-O 



XSi(x,t Xe ikt )" dt = i(x,t Xe ikt )' I t~x - i, (x, t )eikt I t~x 
t~2d-x+O '~2d-x+O 2d-x+O 

x , 

+ fi ll(x,tXe ikt )dt 
2d-x 

X 

-it(x,t)ll~x eikx + fitt(x,t~ik1dt 
2d-t 

x" " 
fi(x,t Xe ikl ) dt = i(x,2d - x - 0 Xe ik(2d-X)) - i(x,o Xe ikO ) 
o 

2d-x-O 
- it (x, t)1 t~2d-x-O eik(2d-x) + it (x, t )lt~O eikO 

+ f ill (x, t ~ikt dt 
o 

- i(x,2d - x + 0 Xe ik(2d-X)) + i(x, x Xe ikx )' + it (x,t)1 t~2d_x+/ik(2d-X) 
x 

-i,(x,t)1 t~x eikx + fitt(x,t~iktdt 
2d-x 

[- ( ) - ( )Lk(2d-X) = - Kt x,2d - x + 0 - Kt x,2d - x - 0 f 

+[i(x,2d-x+O)-K(x,2d-x o)Ie ik(2d-x))' -it (X,X)eikx 
I x 

- K(x, x Xe ikx ) - Kt (x,o)- fKu (x,t )eikt dt 
o 

elde edilir. 
/I 

[- jK(X,t)e'. dt] + q(x)jK(x,t)e'" dt + q(x)eo (x, A) 

x x 'f 

= A f K(x, t )eikt dt = f K(x, t Xe ikt ) dt 
o 0 

oldugundan bulunan ifadeler birbirine e~itlenirse 



- 2 [Xx (x,2d - x + 0)- X)x,2d -x - 0)}'k(2d-X) 

- [X(x,2d - x + 0) - X(x,2d - x 0 )Xe ik(2d-X)) - 2X x (x, X )eila 
I x X 

- X(x, x Xe ikx ) - f X xx (x,t )eikl dt + q(x) fX(x,t )eikl dt + a+ q(x )eila + a-q(x )elk(2d-x) 
o 0 

= -[XI (x,2d - x + 0)- XI (x,2d -X - 0 )kk(2d-X) 

+ [X(x,2d - x + 0)- X(x,2d - x - 0)Xe ik (2d-X))' - XI (x,x )eila _ X(x, xXe ila )' 
x 

- XI (x,O) - f XII (x,t )eikl dt 
o 

ahmr. Bu son e~it1ikte terim terim e~leme yaplhrsa 

Xxx (x,!)- q(x )X(x,t) = XII (x,t) 

- 2~[X(x,2d - x + 0)- X(x,2d -x - 0 )]= -a-q(x) 
dx 

~[X(x,2d - x + 0)- X(x,2d - x - 0)]= ~q(x) 
dx 2 

- x 

X(x,2d - x + 0)- X(x,2d -x - 0) = ~ fq(t )dt 
2 0 

-2~X(x,x)= -a 'q(x) => ~X(x,x)= ~q(x) 
dx dx 2 

+ x 

X(x,x)=~ fq{t)dt 
2 0 

X(x,o) = 0 

e~itlikleri elde edilir. 



3.2. SPEKTRUM i<;iN 6ZELLiKLER 

Bu boltimde L problemi i<;in spektrumumun ozeIliklerini ogrenilecektir. 

q(x) =: 0 durumunda L yerine Lo problemi alrmrsa kolayca goriillir ki 

rpo (0, k) = 1, rp~ (0, k) 0 ba~langl<; ko~ullan ve (3.1.3) Slyrama ~artlanm saglayan 

rpo (x, k) yozlimli 

( ) 
{

COS kx , 0 < x < d 
rpo x,k = + 

a cos kx + a cos(2d - x) , d < x < IT 

~ek1indedir. Lo probleminin karakteristik fonksiyonunu -6 0 (k) ile gosterilsin. Lo 

probleminin karakteristik denklemi 

(3.2.1 ) 

formundadlr. Burada bu denklemin kn 0 kokleri Lo probleminin ozdegerleridir. 

Lemma 3.2.1: -6 0 (k) = 0 karakteristik denklemin kokleri aynktlr oyleki 

inflkn 0 - km () I = j3 > 0 
l1:f:.m 

dlr. 

ispat: Tersi kabul edilirse {kn 0 } dizisinin {kn po} ve {( po} alt dizileri var olsun. 

L2 (0,IT) uzaymda ki Lo probleminin rpo(x,kn/) ve rpo(x,(/) ozfonksiyonlan 

ortagonal ise 

0= frpo(x,kn/~o(x,kn/)h 
o 

" ff 1 ~ f rp 0 (x, k n p 0 ~ 0 (x, k n p 0 )h + f rp 0 (x, k 11 po. rp 0 (x, k n p 0 ) - rp 0 (x, k n p 0 )~i: 
o 0 



= fcos 2 kn / xcix + SfPo (x, kn / 1fPo (x, (/ )- fPo (x,kn / )}tx 
o 0 

. 2k °d 11' 

= ~ + Sl:k n~ + ffPo(x,kn/XfPo(l:,kn/)-fPo(x,kn/)}tx 
np 0 

saglamr. fPo (X, k) fonksiyonunun ozelliklerinden p ~ 00 iyin, 

olux. Yani [O,Jr] arahgmdaki x degerleri lym p ~ 00 lym 

IfPo (X, (p 0 )- fPo (X, kn pol slflra yakmsar. Bu sonuy p ~ 00 da limit almarak 

d ::::; 0 da elde edilir. Boylece Lemma3.2.1 'in yoztimtinde yeli~ki ahmr. 
2 

11k karakteristik fonksiyonun ozdegerleri dizisi ve normalle~tirici saYllan 

dizisi sHaslyla {kJ;=o , {aJ:=o ve (3.1.1) denkleminin fP(O,k)=l, fP'(O,k) = 0 

ba~langly ko~ullan ve (3.1.3) Slyrama ~artlanm saglayan yoztimti fP(x, k) 

fonksiyonu olsun. Burada e(x, k) ve eo (x, k) yoztimleri 

fP(x,k) = ~ [e(x,k)+ e(x,k )] 
2 

fPo (x, k) = ~ [eo (x, k) + eo (x, k)] 
2 

~ek1inde yazllabilir. Boylece fP(x, k) yoztimtinti e(x, k) fonksiyonunun 

ozelliklerini kullanarak 

;c 

fP(x,k) = fPo (x, k)+ fR(x,t)cosktdt 
o 

elde edilir. L probleminin karakteristik fonksiyonu ise 

JT 

l1(k) = 110 (k) + f R(x, t )cos ktdt 
o 

~eklinde ahmr. 

(3.2.2) 

(3.2.3) 



Lemma3.2.2. 6(kn):f= ° ise L probleminin ozdegerleri basittir. 

ispat: lfI(Jr, k) = 0, lfI'(Jr, k) = 1 ba~langl« ko~ullanm ve (3.1.3) sl«rama ~artlanm 

sagiayan (3.1.1) denkleminin «oztimu lfI(x,k) fonksiyonu olsun. Bu durumda 

-lfI"(x, k) + q(x Nr(x, k) = k lfI(x, k) 
- q;>"(x, k) + q(x )q;>(x, k) = kq;>(x,k) 

e~itlikieri saglamr. Eger birinci denklemi q;>(x, k) ile ikinci denklemi lfI(X, k) ile 

yarplhp taraftarafa ylkanhr ve (O,Jr] arahgmda integral ahmrsa 

(q;>'(x,k}y(x,k)-lfI'(x,k)q;>(x,k)X I~ + 1;)=(k-kJflfl(x,k)q;>(x,kJdx 
o 

Jr 

denklemi eide edilir. Eger (3.1.3) Sl«rama ~artlan ve an = fq;>2 (x, kn)dx k --+ kn 
o 

goz online ahmrsa 

1t 

flfl(x,kJq;>(x,kJdx = -6(kJ 
o 

eide edilir. Tum x E [O,Jr] i«in lfI(x,kJ = flnq;>(x,kJ e~itligini saglayan fln 

sabitieri iyin 

ahmr. DolaylSlyla 6(kn):f= ° oldugu a«lktIr. 

Lemma 3.2.3. L probleminin ozdegerleri iyin asimptotik ifade; 

k k 
0 dn 6n 

n=n+-o+-o 
k n kn 

~eklindedir. Burada 6n E 12 ve 

biyimindedir. 

ispat: 

(3.2.4) 

(3.2.5) 



olsun, Burada J , mtimktin olan en ktir;ill:. pozitif saYldlr. ( J « ~) kEGs ir;in 

It:. a (k ~ ~ C "ellmklJr oldugu [23] den gortillir. Diger taraftan 

Jr 
lim e-llmkIJr(t:.(k)_t:.o(k)) = lim e-llmklJr fR(rc,t)sinktdt = 0 

Ikl ..... '" Ikl ..... '" a 

ve n, k E Gn ir;in 

e~itsizligi saglanlr. Boylece k E Gn ir;in 

e~itsizligi n dogal saYISl ir;in elde edilir. n'in buytik degerleri ir;in t:.o (k) ve 

t:.o (k)+ {t:.(k) t:.o (k)} = t:.k fonksiyonlarmm bazl sayllarl Rouche teoremi ve Gn 

Cantour klimesinin kath slflrlandlr. Burada (n + 1) tane slflr ko, kp .. " kn 

!;)eklindedir, 

Benzer ~ekilde RoucM teoremi kullanIlarak yeterince btiylik n iyin 

Ik - kn 0 I < 0 dairesi ir;inde t:.(k) slflra e~ittir. 0 yeterince kliyliktiir ve 

k k 0 + d B d I' 0 d kn' ler A(k) karakten'stl'k n = n S n lr. ura a 1m S n = lr. u 
n ..... '" 

fonksiyonunun slflrlarldlr ve 

t:.(kJ= lio(knO +SJ+ fR(rc,t)coS(k n
O +sn}dt = 0 

a 

~eklindedir. Diger taraftan 

t:.o(k) = a+ coskrc + a- cosk(2d - rc) 

t:. 0 (k n 0 + S n ) = t:. 0 (k n 0 ~ n + 0 (S n ) 

oldugundan 

Snt:.O (kn 0)+ fK(rc,t )cos(kn 0 + Sn }dt = 0 (3,2.6) 
o 



elde edilir. L1 0 (k) fonksiyonu sinus tipli [25] ve butun n ' ler ic;:in Yo > 0 saYlSl 

1c;:m 

saglamr. kn 0 = n + hl/ ~eklinde kullamhrsa [26.27] burada sup!hn ! ~ M dir. 
n 

olur. Buradan 

+ K _ f( 

K(Jr,Jr) = ~ fy(t )dt, K(Jr,2d -Jr + 0) - K(Jr ,2d - Jr - 0) = ~ fq(t )dt 
2 0 2 0 

JK t ' (Jr,t)sin(kn
o +&nfdt E 12 

o 

oidugundan 

~eklinde ahmr. L pnbleminin kn ozdegerleri ic;:in (3 .2.5) aismptotik forrml11i 

dogrudur. Bununla birlikte Lemma 3.2.3 ' lin ispat1 tamamlanm1~ olur. 

Lemma 3.2.4: L probleminin norrnalle~tirilmi~ saYIlan ic;:in asimptotik e~itlik 

an = a O 
n + an ~eklindedir. Burada an E 12 dir. 

ispat: 

;r 

L1(k) = L1o(k)+ fK(Jr ,t)cosktdt , 
o 

;r 

L1o(kJ= L1 o(kJ- ftK(Jr,t)cosktdt 
o 



e~itliklerinden 

.0.0 (kJ = .0.0 (kn a + eJ=.0. o (kJ+ O(CJ 
COS knt = coskn at + oknt) 

oldugu aC;:lktlr. Burada en E 12 dir. Bu durumda 

aJ3n = -.0.(kJ = -.0.0 (kn 0)+ ftR(Jr,t )cos kn 0 tdt + O(CJftR(Jr, t )cos kn 0 tdt + o(cJ 
o a 

ff ff 

5n a = JtK(Jr, t )cos kn °tdt + O(eJ JtR(Jr,t )cos kn °tdt + okJ E 12 
o 0 

3.3. Ters problem 

<r>(x,A.) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin U(<r» = 1 , v(<r» = ° ~artlanm ve 

(3.1.3) Slyrama ~artlanm saglayan c;:ozfun olsun. M(A.) = cD(O, A.) olsun. <r>(x,A.) 

ve M(A.) fonksiyonlan L Slmr deger probleminin Wely yozfunleri ve Wely 

fonksiyonu olarak adlandmhr. Burada 

M(A.) =- 5(,,1,) 
.0.(,,1,) 

dlr. Burada 5(,,1,):= W( 0, A.) dlr. 

cD(x, A.) = S(x, A.) + M(A. ).p(x, A.) 

(3.3.1) 

(3.3.2) 

L probleminin spektrurn noktalan ile Wely c;:ozfunu ve Wely fonksiyonu A. mn 

meromorfik fonksiyonlandlr. 

( 4.1.1) ve (4.1.2) e~itliklerinden 

cD(x A.) = _ ~(x, A.) 
, .0.(,,1,) (3 .3.3) 

ahmr. B urad a 

~(x, A.) = ~(O, A. ).p(x, A.) - .0.(,,1, )S(x, A.) (3.3.4) 



dir./j/(x, A) fonksiyonu (3 .1.1) denkleminin /j/ (Jr ,,1, ) = 0, /j/' (Jr, ,1, ) = -1 ~artlanrn ve 

(3.1.3) Slyrama ~artlanrn saglayan yozfuntidtir. Burada \ip(X,A)S(X,A)) == 1 dir. 

(4.1.2) ve (4.1.3) e~itliklerinden x < d ve x > d iyin 

saglamr. 

(<D(x,,1, )rp(x,,1, )) == 1 

\ip(x, A);; (x, A)) == -fl(A) 

$imdi (3.1.1 )-(3 .1.4) formu ile verilen L smlr deger problemini spektral 

karakteristiklerle yeniden yapllandlrarak ters problemi ara~tlrahm. {,1,n ,an L~o 

spektral kfuneden, {An ,,lin L~o iki spektrumdan, Wely fonksiyonundan L Slrnr 

deger problemini yapIlandlrarak ters problemin tiy ifadesi bulunabilir. Bu ters 

problemler SturIn-Liouville operatortintin ters problemleridir. [8] - [9 D 
Ters probleminin yozfuntintin tekligi iyin Wely fonksiyonu kullanillr. L 

smH deger problemleri L(q(x),a,d) ~eklinde gosterilirse L'den farkh I Slrnr 

deger problemi ise l(lJ(x),a,J) ~eklinde olsun. 

Teorem 4.1.1. Eger M(A) = M(X) ise L = l dir. Bu durumda L smlr deger 

probleminin Wely fonksiyonu tek ~ekilde belirlenir. 

ispat: 

IjI(V) (x, A) = O~klv- I exp~Imkl(Jr-x))) 
Ifl(k~ ~ C" lklexp~ImkIJr ~k E C" ,V = 0,1 

sagladlgmdan (4.1.3) ve (4.1.5) e~itliklerinden 

I<D (V) (X,A~ ~ C"lklv-1 exp(-IImklx~k E G" 

e~itligi almH. 

p(x, A) = lPjk(x,A)J _ matrisi 
1.k-I .2 

P
jl 

(x, A) = ip(}-I) (x ,,1, )<D'(x, A) - <D (}-I) (x ,,1, XV'(x,,1,) 

P
j 2 

(x,,1,) = <D(}-I) (x , A XV(x ,,1,) - ip(}-I) (x, A )<D(x, A) 

~eklinde ifade elde edilir. 

(3 .3.5) 

(3.3 .6) 

(3.3 .7) 



q?(x, A) = ~ I (x, A )q?(x, A) + Pl 2 (x, A )qJ'(x, A) 
<D(x, A) = ~ I (x, A )<i)(x, A) + ~2 (x, A JD'(x, A) 

alur. (4 .1.3) ve (4 .1.7) e~itliklrinden fixe edilmi~ x ic;:in Pjk(X,A) fanksiyanu k" 

ve k n kutup noktalan ile k 'mn meromorfik fonksiyonudur. GO I) = G I) n Gt; 

~eklinde tamrnlamr.Burada 

(3 .3.9) 

(4.1.3) ve (4.1.7) den eger M(A)=M(A) ise ~k (X, A) fonksiyonlannm hepsi k 

da x fikse edilmi~ olsun. Bununla birlikte (4 .1. 9) e~itliginden 

~2(X,A)==0, ~1(X, A)==A(x) olsun. 

(4.1.8) e~itlikleri kullamlarak 

q? (x, A) == A(x )iP(x, A) , cD (x, A) == A(x JD(x, A) (3 .3.10) 

ifadesi ahmr. (3 .1.4), (3.1.5) ve (3 .2.3) dan Ikl -). ex) ic;:in k E (£" Jr-£,] £' > 0 ic;:in 

ahmr. Burada x < d ic;:in b = 1 ve x> d ic;:in b = a+ duo 

Benzer ~ekilde 

~eklinde hesaplanabilir. Bununla birlikte 

(<D(x, A )rp(x, A)) == 1 

ve (4 . 1.2)e~itliginden tUm x ve A 'lar ic;:in a+ = a+ ,A(x) = 1 ve 

q?(x, A) = q;(x, A), cD (x, A) = &(x, A) olur. 

DolaYlSlyla L = I bulunur. 

Teorem 4.1.2. Eger k = '( , an = an n ~ 0 ise L = I ' dlr OperatOriin {kn ,an },."o 

spektral klimesi tek ~ekilde gosterilebilir. 



ispat:(3.2.4) qitliginden kn kutup noktalan ile M(A) Wely fonksiyonu 

meromorfik fonksiyondur. (3.2.4.) ve (3.2.5) ve f3n = If/(O, kn ) = (1 ) ifadeleri 
qJrr , kn 

kul1aruhrsa 

(3 .3. 11 ) 

ahmr. Regiller x E In iyin Wely fonksiyonu iyin Cauchy teoremi kullamlusa 

M(A) = _1 . SM(U)d,u ,k E in + rn 
2m rn,u - A 

dir. Diger taraftan 5(k) = If/( 0, k) ve (4.1.5) e~itsizliginden 

5(k) = O(exp~Im kl7l' )) 

ahmr.( 4.1.1), (4 .1.5) ve (4 .1.12) ifadelerinden 

IM(A~ ~ Colkl-' , k E Go 

olur. Boylece 

(3.3.12) 

(3 .3.13) 

bu1unur. Burada In ; :..: ~ : Ikl = Ikn 0 I, n = 0,1, .. . } ~eklindedir. rezidii teoremi ve 

(4.1.11) e~itlikleri kullan11arak 

(3 .3.14) 

almrr. Teoremin hipotezinden (4 .1.14) den M(A) = M(A) ve do1ayISIyla Teorem 

4.1.1 ' den L = Z ifadesi ahmr. 

Teorem.4.1.3. Eger k = kn,,un = Jin n ~ 0 ise (O,7l')de q(x)= (f(x),d = d,a = a 

drr. 

ispat: (3 .2.4) dan /::'(k) fonksiyonu rum ~ slrah k'1ar iyin tek ~ekilde 
2 

(3 .3.15) 



gosterilir ve (3.2 .1 )den 

olur. Buradan 

k -7 ex) ic;:in 

altmr. (4.1.15) qitliginden 

co k - k 
~(k) = £1 0 (k - ko )TI_n-o- (3.3.16) 

n=! kn 

bulunur. (4.1.16) e~itliginden {kJn~o spektrurnun ozelliklerinden ~(k) 

karakteristik fonksiyonu tek ~ekilde gosterilebilir. Aym ~ekilde {un L~o slflrlarl ile 

5(k) fonksiyonu tek ~ekilde gosterilebilir. k = kn , fin = Jin n ~ 0 dlr. Buradan 

~(k) ;: l(k) ve o(k);: 5" (k) (4.1.1) e~itliginden aC;:lktlr.DolaylSlyla 

M(A) = M(A) altmr. 

Teorem4.1.1'den (O,Jr) arahgmda q(x)=q(x), d=d, a=a saglamr 
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