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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

SONLU ARALIKTA SUREKSIZLIGE SAHIP
STURM-LIOUVILLE OPERATORU VE TERS PROBLEMLER

Abdullah ERGUN
Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimlen1 Enstittisii

Matematik Anabilim Dal:

Danisman: Prof.Dr. Rauf Amirov

Bu ¢alisma ikinci mertebeden diferansiyel operatérlerin spektral teorisine
aittir. Sundugumuz ¢alismada Bir aralikta stireksizlige sahip Sturm-Liouville
operatorleri ve ters problemi incelenmistir.

Bu galigma Sturm-Liouville operatorleri i¢in inverse ( ters) problemlerinin

¢coziimiinde 6nem tasimaktadir. Calismanin en 6nemli sonuglarindan biride budur.

ANAHTAR KELIMELER: Operator, Spektrum, Inverse Problem,
Sturm-Liouville operat&r



SUMMARY
MSc Thesis

STURM-LIOUVILLE OPERATORS WITH DISCONTINUOITIES
INSIDE A FINITE INTERVAL AND INVERSE PROBLEMS

Abdullah ERGUN

Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural
and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Rauf AMIROV

This study belongs to spectral theories of second order differential
operators. Sturm-Liouville operators with discontinuoities and inverse problems
have been investigated.

The results of this study will be important for Sturm-Liouville operators.

KEY WORDS: Operator, Spectrum,Trace, Sturm-Liouville Operator,

Inverse Problem
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GIRIS
Bu c¢aligmamun ana konusu Ay, 4 ,...; 4 ... 2y, fhsees 14,5 dizilerinin farkls
sinir kosullariyla verilen
y"+{/1~q(x)}y=0 (0<x<b<o)
tipinde bir Sturm-Liouville operatdriiniin iki spektrumu olmalari igin gerekli ve
yeterli kosul bulmaktir.
Burada ¢(x), (0,6'),6' <b aralif: lizerinde integrallenebilir gergel degerli

bir fonksiyondur.
Bu alanda tlim teorinin gelisimini baslatan sonug¢ V.A.Ambartsumyan
tarafindan bulunmus ve 1929°da yayimlanmustir.

Ambartsumyan $u teoremi ispat etmistir.

Teorem: q(x) [0,7;] araliginda gergel degerli siirekli fonksiyon olmak
tzere
V' +{i-q(x)}y=0 (0<x<7) (0.1)
¥(0)=y'(z)=0, (0-2)
probleminin 6zdegerlerini A, A,,... ile belirtelim. Eger A, =n’* (n=0,1,...) ise
g(x)=0"dur.
Bundan sonraki 6nemli ¢alisma Borg tarafindan yapilmistir, Borg’un asil

sonucu asagidaki teoremlerle ifade edilebilir.

(0.1) denklemi ve
¥'(0)-hy(0)=0 (0.3)
Y (z)+Hy(7)=0 (0.4)
siur deger kosullar ile verilen problemin dzdegerlerini A, 4,,... ( burada # ve H
sonlu gergel sayilardir.) (0.1) denklemi ve
V' (7)+Hy(7)=0
Y (0)-hy(0)=0 (h=h) (0.5)

sinir deger kosullan ile verilen problemin dzdegerlerini 4, 14, ... ile gdsterelim.



Bu durumda {4,} ve {4} (n=0,1,..) dizleri, hh,H saylanm ve g(x)
fonksiyonunu tek olarak belirler.

Borg’un ¢aligmasi, iki spektruma goére diferansiyel denklemin kurulmas:
igin etkin yontemler igermektedir. @(x,A) fonksiyonu (0.1) diferansiyel
denkleminin

¢(0,4)=1 9'(0,A)=h (0.6)
baslangi¢ kosullarini gergekleyen ¢dziimi
o(x.4,)=0,(x)
fonksiyonlar ise bu operatoriin A, 6zdegerlerine karsilik gelen &zfonksiyonlan

olsun.
a,= [¢2 (x,4,)a (0.7)
0

sayllarina verilen operatdriin normallestirici sayilan

p(2)=% =

1"</1 an
fonksiyonuna ise bu operatériin spektral fonksiyonu denir. V.A. Marchenko

yukarida bahsettigimiz makalede Borg’un ispatladigi teoremi p(i) spektral

fonksiyonu yardimiyla vermistir. Ayrica bu galismada p(A) fonksiyonunun

Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatoriiniin spektral fonksiyon olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul verilmistir. Marchenko’nun ¢aligmalar: ile hemen

hemen aym zamanda M. G. Krein ¢alismalarinda Sturm-Liouville tipindeki

diferansiyel operatsri {4} ve {#,} (n=0,1,...)dizilerine gére belirtmek igin

n

etkili yontem vermigtir. Fakat bu ¢alismada verilen gerekli ve yeterli kosul {ﬂ.,,}

ve {u,} dizileri yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla kurulan yardimei
fonksiyon kullanarak vermigtir.
1951 yilinda LM.Gel’fand ve B.M.Levitan 0(4) monoton fonksiyonunun

Sturm-Liouville operatriintin spektral fonksiyonu olmasi igin gerekli ve yeterli



sartlart verdiler. Bu kisiler ayrica Sturm-Liouville operatériiniin belirtilmesi igin
etkili bir yéntem veren bir yontem Onerdiler.

Marchenko, hemen hemen M.G.Krein’in makalesine benzer bir dizi
caligmalar yapmistir. Bu g¢alismalarda 0zel olarak iki spektruma gore klasik
Sturm-Liouville operatoriintin kurulmasi i¢in etkin metotlar vermistir.

Ters problemler teorisi kuantum mekanigi problemlerinde de 6nemlidir.

Yapilan bu ¢aligma dort kisimdan olusmaktadir. Giris kisminda Sturm-
Liouville operatérler s igin ters probleminin gelisme tarihinden bahsedilmektedir.

Caligmanin ikinci kisminda Sturm-Liouville operatériiniin  bazi temel
ozellikleri ve operatér hakkinda on bilgiler verilmistir. Uclincii kisim ii¢ alt

bolimden olusmaktadir. Birinci béliimde «, Normallestirici sayilann A, ve x,
spektrumlan yardimiyla ifade edilmistir. Ikinci bélimde «, sayilan igin

asimptotik formiil verilmistir. Uglincii boliimde ise ters Sturm-Liouville Problemi
incelenmistir.

Caligmanin dordiincti kisminda aralikta siireksizlige sahip Sturm-Liouville
sinir deger probleminin ¢6ziimii alinarak spektrum igin &zellikler 6grenilmis ve

ters problem incelenmistir.



1.BOLUM

1.1. STURM-LIOUVILLE OPERATORUNUN TEMEL OZELLIKLERI

Klasik ters Sturm-Liouville probleminde g{x) reel fonksiyon olmak iizere,

= y"(x)+ q(x)y(x) = Bx) (1.1.1)
y(0)-ry(0)=0 (1.1.2)
¥ @)+ Hy(1)=0 (1.1.3)

ve burada # ve H farkli iki reel sayidir.

Eger bu siur deger probleminin asikar olmayan ¢6ziimil y(x,/l);é 0 ise
A’ ya bzdeger ve y(x,1) fonksiyonuna (1.1.1)-(1.1.3) probleminin A *ya karsilik
gelen 6zfonksiyon adi verilir.

Teorem 1.1.1. L operatoriiniin iki farkli A, A, Ozdegerine karsilik gelen

¥;(x), y,(x) ozfonksiyonlar: ortogonaldir. Yani,

b

2l A (e A M =0, 4 = 4, (1.1.4)

a

dir.
Ispat: Hipoteze gore,
Vi +qy; =hy, —Ya+q(X)y; =k,
esitlikleri saglamir. Buna gére, birinci esitlik y, ile ikinci ise —y; ile ¢arpilip taraf
tarafa toplanirsa
~yy+ Y5y =(h =ko) my, (1.1.5)

esitligi alinir.

vz + V5= (Vv = vavi)
oldugundan (1.1.5) esitligi,

(o =yari) = (0 =23) v,
seklinde aliur. Son esitligin her iki tarafi (0,/) araliginda integrallenir ve

(1.1.2),(1.1.3) siur kosullar gz 6niinde tutulursa



!
(A;=2,) jy,(x)yz(x)dx =0
0

esitligi bulunur.

Lemma 1.1.2. L operatériiniin 6zdegerleri reeldir.

Ispat: g(x) fonksiyonu ve 4, H sayilari reel oldugundan, A, =u+iv, v#0 sayisi
bir 6zdeger ise A ; =u—iv sayisida bir 6zdeger olur. Ayrica A,’e karsilik gelen
ozfonksiyon y;(x,A;) ise A ;e karsiik gelen o6zfonksiyon ¥,(x,A;) dir.

Dolayisiyla teorem 1.1.1°den,
1 !
- 2
0= [y, A7, 00 A d = [ly, (e k) de
0 0

almir. Buise y;(x,A;) =0 geliskisine yol acar. Bunedenle v =0 olmalidir.
Tamm 1.1.3. Eger f(z) fonksiyonu z, noktasinda belli bir »(z,) komsulugunda
diferansiyellenebilirse f (z)’ye z, noktasinda analitik veya holomorf fonksiyon

denir.
Teorem 1.1.4. Eger g¢(x) [a,b] araliinda stirekli bir fonksiyon ise a<x<b
araliginda herhangi bir « igin (1.1.1) denkleminin ¢(x,/1) tek ¢6zimil vardir
Oyleki;

#(a,1)=sine ve ¢'(a,1)=~cos
dir. Bununla birlikte her fikse edilmis x € [a,5] igin ¢(x, 1) fonksiyonu A ’nin

tam fonksiyonudur.
ispat:

@y (x, 1) =sina ~ (x — a)cos

8,(x,A)=8,(x, 1)+ ]-(q(t)—/?,);zﬁn_, (L ANx-0)dr , n=12,,.. (1.1.6)

olarak tanimlayalim.Burada ¢(x) stirekli ve x e [a,b] i¢in (q(x] <M ve

o, A) <K,

AN



(1.1.6) ifadesinden

,(5,2) =6, 1(5.2) = [(ale)= 2N (6 2)=, (0. Noe =
esitligi buradan a
muJ»¢M@J»4M+Nm~@}uﬁ¢»@4@wm

esitsizligi alinir. Bu durumda

n=1 igin

6,5, 2)— d (5, 2) < [(M + MK (5= e
= -;—K(M +NYx-a)

n=2 igin

18, (x,4)— ¢, (x, 2) < (t—a)dt

K(M+N) (- a)]-
2

_K(M+N)(b-afx-a)
3!

esitsizlikleri saglanir. Buradan genellestirme yapilirsa

4, (61 < KM+N)(p-a) " (x—a)"

(n+1)!

alinir. Simdi

ol0.2)= o 2)+ Y19, (6.2) =6, (e )]

(1.1.7)

serisi tanumlanirsa, bu seri, |4] < N olan A lar igin ve x € [a,5] olan x’ler igin

yakinsaktir. (1.1.7) esitliginden » > 2 i¢in
@, (x, ’1)“ B (x, ’1) = I(Q(t)“ /?'X¢n—l (t, ’1) 0. (f, ’1))77

ve

#(x. )= 7.1 (v. 1) = (glt) - AN#,., (x. 4) - 4, , (x. 2))



ifadeleri bulunur. Sonug olarak

§(x,2)= 3 (87(x, 2) - g1, (x, 2))

n=l

= 40, )= g 4)+ 3 (875 )= 87, (. 2)
I,

n=2

Il

+17,

alimir. Burada
I, = ¢(x, A) - 5 (x, 4) = (q(x) - ) (x. 2)

1= 30, )=~ I5, ()55 2)

seklinde alinir. Boylece

(. A)=1+1,

=<q<x)—z{¢o<x,z)+§ (¢n-l<x,z)—¢,,-z<x,z)>]

-g{m,mg (¢,,<x,z>—¢nn,<x,/z))j
— (g()- 2)(x.2)

bulunur ve ¢(x,/1) fonksiyonu (1.1.1) denklerhini saglar. Baslangi¢ kosullar i¢in;

¢,(x. )=, (x.2)+ I( (0)= 20, (6. ANx — t)e

8105, 2) = 41, 2) + [(ale)= A)p,., e, A

alinirsa Hern € N igin
#.(a.2)=4,(a,2) ve ¢,(a.4) = ¢;(a.4)
dir. Bu durumda
¢(a,/1) =@, (a,/l) =sina
#'(a,2)= g} (a,A)=-cosa



ifadesi alinir. Ayrica ¢, (x,1) fonksiyonu ve yakinsak ¢(x,1) serisi A ’mn tam
fonksiyonudur. Bylece teorem ispatlanmuis olur.
(1.1.1) denkleminin #(x,4) ve w(x, 1) ¢oziimleri
#(0,2)=1ve ¢'(0,4)="h
ve

h

(0, 2) = —
V1+A? NEY L

baglangi¢ sartlarim sagladig: gosterilebilir. Burada # — « i¢in t//(O,/i) =0 ve

ve w’(O,X) =

w'(0,1)=1" dir.

Lemma 1.1.5.4 = (wz)’ olsun. Bu durumda

X

#(x, 1) = cos(wm)+ ;h;sin(wnx) + ;}; sin(wz(x —r))g(r)a(r, A )ar (1.1.8)

0

ve

wlx,A)= —I——Sin(wmc)+ 1 X sin(wr(x - r)g(r(r, A)ar (1.1.9)
wr Wi

alinir.

Ispat: ¢(x, 1) fonksiyonu (1.1.1)’i saglamak iizere

qlelplx. )= 9"(x. )+ 26(x. 1)
vardur. Her iki taraf sin(wz{x — r)) ile ¢arpilip [0, x] araliginda r degiskenine gére

integrallenirse
']‘Sin(wﬂ(x —r)g(r(r, Air = ]sin(w;r(x — W, Al

+ 2 Jsin(w(x— r)o(r, A)ir

olur. Bu esitligin sag tarafindaki birinci integral igin



]'sin(w;r(x —r )" (r, AMdr = —hsin(wm)+ wzr]‘cos(wn(x —r)d'(r, A)dr

0

= —hsin(wmx)+ wn[;ﬁ(x, A)- cos(wmx)— wyr]sin(wn(x - r))gﬁ(rv, l)dr}
= —hsin(wmx)+ wag(x, A)—wr cos(wmx)— (wr ) ]sin(wn(x —r)g(r, A)dr
esitligi saglanir. Boylece

xfsin(w;*z(x —r))q(r)(r, A dr = h sin(wmx) + wap(x, 1) — wz cos(wx)

0
ifadesi alimir. Bu durumda (1.1.8) ifadesi aliur. (1.1.9) esitligi benzer sekilde
gosterilir.
Lemma 1.1.6. wr = o +it olsun. Bu durumda w, >0 olmak tizere lwn] > w, dir

Ve

#(x.2)= 0e"")

|t]x
wlx,2)= O[[W”J (1.1.10)
e x
¢(x,/1) = cos(wmc)+ o =— )
[wal
. Je|*
wlx, )= va(VZM)'*' 0(’;71_!2 ] 1.1.1D)

esitlikleri saglanir.

Ispat: g(x,1)= el 7 (x) olmak tizere (1.1.8) esitliginden
flx)= (cos(wmc)+ —fl—sin(wnx Je‘l"’ — jsm wr(x - r))e"’l(‘“’)q(r)f(r)dr

Wi
alinir. g = max|f xx

0<xsl

p< +—H—+]Wﬂ_] la(r)ar|

[



ifadesinden

olur ve payda pozitifdir.
1

Bu ise |wz|> _ﬂq(r]dr oldugunu verir. Bununla birlikte @(x,4) igin
0

(1.1.10) alinur.
Benzer .sekilde w(x,4) igin (1.1.9) kullamlarak gosterilir. (1.1.8) ve
(1.1.9)’in sag tarafindan integral alip (1.1.10) kullanilirsa (1.1.11)’nin dogrulugu

gosterilebilir.

1.2. OZDEGERLER ICIN ASIMPTOTiK FORMULLER

Bu kisimda 6zdegerlerin varliindan yararlanilarak 6zdegerler i¢in
asimptotik formiiler gosterilecektir. Bunun i¢in asagidaki durumlar incelenecektir.
l.Lh#o ve H#w
2. h=w ve H#©

3. h=ove H=0w

I.h#o ve H %o olsun.
Herhangi bir 4 i¢in ¢(x, 1) fonksiyonu (1.1.2) kosulunu saglasin. Bununla

birlikte (1.1.3) esitligi ile 6zdegerler bulunabilir. Lemma 1.1.2°den 6zdegerler
reeldir. Bu durumda (1.1.11) esitliginden

#(x, A) = cos(wx) +O['W{] (1.2.1)

(1.2.1) ve (1.1.8) esitlikleri kullanilarak
¢'(x, 1) = —wzxsin(wm )+ O(1) (12.2)
esitligini gostermek zor degildir.
(1.1.3) esitliginde (1.2.1) ve (1.2.2) yerlerine yazilirsa
~wrsin(wrz)+0(1)=0 (1.2.3)



denklemi alinir.
w’nin biiyiik tamsay: degerlerinde ¢6ztim vardir. Boylece 6zdegerlerin

varhig gosterilir. (1.2.3)esitliginin n. mertebeden kokii w, olsun. A 6zdegen
A1) =¢'(1,A)+ Hp(1,A)=0
denklemini saglar. Burada A =(W7r)2 alinirsa A(1)=A,(4) igin (1.1.8) w’nin

tam fonksiyonudur. (1.2.1) ve (1.2.2) asimptotik formiillerinden sin(wn) # 0 i¢in

A (w)= ~wnsin(wn)£1 + O[-LD (1.2.4)

[/
alimir. W uzay1 olarak r = n +-12- yarigapli D, dairesi alinacak olursa burada » bir

dogal sayidir. Rouché teoremi ve (1.2.4) asimptotik formiiliinden wsin(wzz)
fonksiyonunun D, ’nin suurindaki (A,(4)) sifirlanimn sayist 2(n +1) dir. A, (2)
fonksiyonu yalniz pozitif koklere sahiptir. Pozitif kokler 6zdegerlerle iliskilidir ve

(n + —;—j w, seklinde (n + l) tane 6zdegere sahiptir. Buradan

w, =n+0(1) (1.2.5)
almir. w, = m, +O(1) olsun. Burada m, # n dir.

Béylece w, ’nin n+l tane ozdegeri s, (k=0,1,...)olarak alimir. Diger
taraftan (mn +%J yarigapli dairede A,(1)’nin sifirlan 2(m, +1) olmalidir ve

5, (k=0,,.) ozdegerleri igin (m,+1)#n+1 olmaldir. Bdylece (1.2.5)
ispatlanir.
w, =n+6, alinirsa (1.2.5) esitliginden
(n+6,)sin(6,7)+0(1)=0
formu alinir. Bununla birlikte
sin(,7)=0(n™") ve 5, = O(n™ )

ifadesi alir. Boylece biiyilk »’ler igin (1.2.3)’iin kokleri

w, =n+0(n") (1.2.6)



seklindedir. ¢(x, /l) fonksiyonu (1.1.8) esitligi ile verilen ifadesi (1.1.3) kosulunda

yerine yazilirsa
(~wr+ B)sin(w:r)+ Acos(wr)=0 (1.2.7)
esitligi alinir. Burada

d=hiH+ ;j(cos(wm)_ ;}%sin(wm))q(r)q}(r,l)dr,
p=1, ﬂsin(w:zr)+ %cos(wm)]q(rp(r,x)dr_

seklindedir. (1.2.1) esitliginden,

A=h+H+ —;— ;[q(r)dr + (ijq(r)cos(anr)dr + O(i—)

1

B = [olr)sin(zwm)ar + o(i)

0 w

ve g(x) tirevlenebilir fonksiyon oldugundan

jq<r)cos<zw>dr -of4)

;fq(r)sin@wyzr)dr = o(—l-)

w

esitlikleri saglanir. Boylece

1
4 =h+H+~1-J.q(r)dr =O(—1~)
25 w
-
w
olur. Dolayisiyla (1.2.7) esitligi

h+H+§-+O(—1—)
2 w

Wi+ O(J—J
w

formunda yazilabilir. Burada W, =n+0, alimrsa

tan(wn) =



nmw
heH+L 1
S, = +0| —
" nrx’ (nz J
aliir. Dolayisiyla
A, =wrf =(mz) +g+2h+H)+ O(izj (1.2.8)
n

asimptotik ifadesi elde edilir.

II. h=o ve H # o olsun.

A icin l//(x,/l) fonksiyonu (1.1.2) kosulunu saglasin Bu durumda (1.1.3)
kosulunu saglayan g//(x, 1) igin 6zdegerler bulunabilir. (1.1.9) esitliginden

w'(x, 1) = cos(wm) + Icos(wn(x —r)g(rhw(x, A r
alinir ve (1.1.3) kosulundan

cos(wr)+ lJ'cos(wn(l —r)g(ry(r, A)dr +

0

: H{M oL Jein((1 - r))q(,-)y(r,x)dj ~0

wm wrm g

elde edilir. w(x, 1) igin (1.1.11) esitligi kullanilirsa

cos(wr)+ L 1jcos(wrr(l —r))q(r)sin(wm)dr +
wi
§ (1.2.9)
» g sinl) 0(.-1-2-} =0

wr w

alinir. Bu esitlikte bulunan integral i¢in



lfcos(wz(l - r))q(r)sin(wm)dr

0

= ][cos(wyr)cos(wm) + sin(wn)sin(wm)}q(r)sin(wrzr)dr

_ cosgwﬂ) ]’q(r)sin(izwzzr)dr + il}l_%ﬂ{_) ]fq(r)(l - cos(2war r

=L

w

esitligi saglanir, dolayisiyla (1.2.9) esitligi

cos(wr)+ MG ;‘-q(r)dr + H) ¥ o(iz) =0

w7 w
formunda veya
L
olmak {izere
cos(wz)+ H, sin(wr) + 0(—17} =0 (1.2.10)
wr w

alinir. Yeterince biiyiik w’ler igin (1.2.10) denkleminin » tane kokiiniin oldugu

gortilebilir. Burada ne N dir.

Eger w, = (n - -;—J +6, alinirsa (1.2.10) esitligi

“{(re3 o “(,f . )

seklinde alimir. Burada

bulunur. Béylece



!
oldugu alinir. Dolayisiyla g = jq(r)dr olmak tlizere
0

A, =0wx) =(n—%}un2 +2H, +0(-1—2~J

n
1y [1
2 —_
=\lpn——| 1" +q+2H+0] —
( 2) 7 nzj

asimptotik ifadesi bulunur.

(12.11)

III. = ve H =0 olsun.

(1.1.2) ve (1.1.3) sinir sartlart y(0)= y’(l): 0 formunda yazilirsa 1//(x, /1)
fonksiyonu (1.1.2) esitligini saglar. Bu durumda w(,A)=0dir. (1.2.8)
esitliginden

sin(wr)+ lfsin(wn(l — gk (r, A)dr =0

0

veya
1 1
sin(wn'{l + jcos(wzz’r)q(r}u(r,l)drj —cos(wr) Jsin(w;zr)q(r)p(r, A)dr =0
0 Q
ifadesi alinir. l//(x, /1) icin (1.1.11) esitliginden

sin(wzr)-— —C—%Siggﬂ jq(r)dr + O(-M%;) =0 (1.2.12)

elde edilir. Biyiikk w i¢in (1.2.12)’nin ne N tane kokii goriilebilir. Bununla

birlikte w, =n+ 6, alinirsa (1.2.12) esitlignden

ta.n(n +0, )7r -4 + O("ITJ

2nr n
o, = 9 > +O(~17)
2nm n’

I —
ifadesi alinir. Burada g = J.q(r)dr ve w =n +-2 4 O(—l—z-j ve boylece
0 2nm n



A =w,zf =(nx) +7+ o(i) (1.2.13)

n 2
asimptotik ifadesi elde edilir.



2.BOLUM

REGULER STURM-LIOUVILLE DENKLEMLERININ iKi
SPEKTRUMA GORE BELIRLENMESI

2.1. Normallestirici Sayilarin Spektrumlarla Ifade Edilmesi

g(x),[0,7] aralifinda gergel degerli integrallenebilir fonksiyon ve

h,h,,Hve h # h, gercel sayilar olmak lizere,

V' +q(x)y=Ay0<x<=z (2.1.1)
¥ (0)=hy(0)=0, y'(7)+Hy(r)=0 (2.1.2)
¥ (0)=my(0)=0, »'(7)+Hy(z)=0 (2.1.3)

(2.1.1)-(2.1.2) ve (2.1.1)-(2.1.3) sunur deger problemlerini ele alalim.
ga(x, /1) fonksiyonu (2.1.1) denkleminin
p(0,2)=1 ¢'(0,7)=h (2.1.4)
baslangi¢ kosullarim saglayan ¢6zlimi ve gz/(x, /1) ile (2.1.1) denkleminin
¥(0,4)=1 ¥ (0,7)=h, (2.1.5)
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimil olsun. (2.1.1)-(2.1.2), (2.1.1)~(2.1.3) sir
deger problemlerinin 6z degerleri sirasiyla Ay, 4,,4,,... ve t, 14, 14,... seklinde

olsun.

O zaman (2.1.1)-(2.1.2) probleminin Ay, A, 4,,... 6z degerleri ile (2.1.1)-

(2.1.3) probleminin , 14, 4,,... 9zdeBerlerinin sirasiyla

¢ (A)=¢'(7,A)+Ho(r, 1) (2.1.6)

8,(2) =/ (m,2)+ Hy (%, 1) 2.1.7)

fonksiyonlarinin stfirlanyla ¢akistigi agiktir.



ga(x’ /?’n) =@, (x)
fonksiyonlart (2.1.1)-(2.1.2) siur deger probleminin 6zfonksiyonlaridir ve onlarin

normlari
a, = [p,(x)d n=012,. (2.1.8)
0

seklinde verilir.

Q,y,,Q,,... sayillarmma (2.1.1)-(2.1.2) smir deger probleminin
normallestirici sayilart denir.
Bu bolimde A;,4,4,,... V€ p, 44, 0,... 1ki spektrum yardimuiyla

&y, 4, A, ... sayllarmi hesaplamak igin formiil verilir. Bu sonuca ulasmak igin

F(0A) = (x,A)+m(2)p(x,2) (2.1.9)

fonksiyonundan yararlanilir. Oyle ki f(x, 1) fonksiyonu

f'(m,A)+ Hf (x,4)=0 (2.1.10)
esitligini saglasin.

O halde

. zt//’(fr,/l)+ng(7r,/1)
(4) ¢'(7,A)+Ho(x,A)

2.1.11)

oldugu elde edilir.

Bu formiilden goriildiigii gibi m(A) fonksiyonu meromorf fonksiyondur

ve kutup noktalar ile sifir yerleri sirasiyla (2.1.1)-(2.1.2) ve (2.1.1)~(2.1.3) siur
deger probleminin 6zdegerleri ile ¢akisir.

Diger taraftan

(h=20) [ 7 (5,27 (5.2 i =

=:f[-f”(x,%)f(x,ﬂz)+f(xs&)f"(x>%)]dx
= £(0,4) £(0.4)= (0. 4) £ (0. 4) = (h =) m(4)~m(2)]

oldugundan son esitlikte eger



A=A A4h=4
yazilirsa
g i Imm(A
JI7 (e )] s = (1 = 1) h,’;’g’

0

(2.1.12)

esitligi bulunur. Buradan agiktir ki eger % >h, (B <h,) ise o zaman m(A)

fonksiyonu st yari dizlemi kendisine donistiriir (alt yar1 diizlemi kendisine
doniigtiiriir.) Bu yiizden sifir yerleri ve kutup noktalart yani (2.1.1)-(2.1.2) ve
(2.1.1)-(2.1.3) siur deger problemlerinin 6z degerleri siralidir.

Simdi asagidaki integral gdz 6niine aliursa

T

(A=) [F(x.2)p(x,4,) dr =

0

:ﬁ—f"(x,}t)qa(x,/l,,)ﬁ-f(x”i)é”"(x’/in)]‘k
= /(0,4)0(0,4,)~ £(0.4)9'(0,4,) = (h,~ 1)

olur. Buradan A — 4, iken

¥ 2 ¢1’(/1n)
n = x, A, )dx=~(h,—h )— 2.1.13
o Ojca( )dx =~(h, “)mm (2.1.13)

formiili elde edilir.
Bu formiil bir sonraki islemlerde dnemli role sahiptir. ¢, (1) ve ¢,(4)

fonksiyonlarinin 6zellikleri kullanilirsa

hZ_hl = ‘Ak-ﬂ'n
= 2.1.14
P [T 2 (2.1.14)

w k=0 Hp — 4,

o

esitsigi alinir.
Burada H sembolii sonsuz c¢arpimda £ =w#’inci teriminin mevcut
olmadigini gosterir. Bilindigi gibi cosvAx fonksiyonunu o(x,4) vey(x,4)

fonksiyonlarma dontistiren swrasiyla K, (x,f) ve K, (x,z) fonksiyonlar

mevcuttur.

Bu ylizden



¢ (1)=—4 sin\/zym-[}‘z('ﬁ—K},l (72’,7[)}005\/:1—7[

. 2.1.15

+ J-[HK,,‘ (7T,l‘)+w }cos NEYZ ( )
#,(2)=-Vasinin+[ H+K, (7.7) |cosVix

g 0K, (7.,1) (2.1.15")

+ quK A (7.0)+ }cos Jardt

0 x=

oldugu alinur.
Buradan agiktir ki ¢(1) ve 4,(4) fonksiyonlan%. mertebeden tam

fonksiyonlardir o yiizden de bu fonksiyonlar kendi sifirlari ile sabit farkiyla tek

olarak tanimlanabilir. Dolayistyla bu fonksiyonlar

ve

seklinde yazilir. Burada C,ve C, sabitlerdir.

¢, (1) ve 4,(A) fonksiyonlarinn ifadelerinden ve (2.1.13) esitliginden

yararlanilirsa

= A
1-2n
CH[ Ak)l
@, = (b~ h)— e
=, Ajﬂn
Gl -— (2.1.16)
k=0 A,
Cr NG T A ]
(}5 ]71) ZQ‘Z’kg#k_ﬂ’n#nﬁﬂn

elde edilir.
(2.1.14) esitligini elde etmek i¢in



H“k =1 2.1.17)
2 k= 0

oldugu gosterilmelidir. Bunun igin (2.1.15) ve (2.1.15°) esitliklerinden

(1) _
()

oldugu goriiliir. Bu ylizden,

422,5“ 1“‘)[ j
2 k=0 (2.1.18)

Hy lim =1
G, ]/:(l): Ay Ao H Hy —
olur. Simdi,
IR s i N o -
lim Aot lim (1+M) =1 (2.1.19)
A=>—0 &0 /’l/c _/1 A—>—0 P ,uk _l

esitligini gosterelim. A, ve u, asimptotik formiillerden
A, =k*+0(1) ve p, =k*+0()
A — i, =0(1) oldugundan

A — iy
-A

e

serisi A degiskenine gore —o < A < -1 araliginda diizgiin yakinsaktir.

Bu yiizden (2.1.11) sonsuz ¢arpimi A’ya gére —co <A <-1 aralifinda
diizgiin yakinsaktir ve bu sonsuz ¢arpimda A — —co oldugunda limite gegilebilir.

Buradan

lim @Lﬁ_]l
A—r -0 =0 /uk - A

oldugu elde edilir. Bu formil ve (2.1.18)’den (2.1.17) formilii elde edilir.
Dolayistyla (2.1.14) esitligi dogrudur.



2.2, «, sayillan i¢in asimptotik formiil

q(x) verilen fonksiyon #,h,, H gercel sayilar olmak lizere (2.1.1)-

(2.1.2) ve (2.1.1)~(2.1.3) swir deger problemlerinin 6zdegerleri sirasiyla
j‘0’1'13325"' Ve /'loa/fl];ﬂz,.-.

seklinde ve

7 =n+%+%+0[~:—4) 22.1)
i, =n+f’:+%+0[;§-) 2.2.2)

asimptotik formitiller dogru olsun. Burada

olur. Buradan

1 17 , 1 17
_;{l@ +H+.2-5[q(t)dt} aoz;r—{:hz +H+56[q(t)dt}
seklindedir. Bu yiizden
b —hy =7 (a,—a;) (2.2.3)

olur.

(2.2.1) ve (2.2.2) esitliklerinden

A =n’+2a +}—‘;g-+ 0(%) (2.2.4)
p=nt+2d] +-3;-+0(-£3-) (2.2.5)

elde edilir. Burada
¢ =a, +2a, cy=a’+2a (2.2.6)
4,17, ve {u,}7, dizileri verilen denklemin iki farkli spektrumudur ve
bir 6nceki alt bolumde wverildigi gibi (2.2.1)-(2.2.2) siur defer probleminin

normallestirici sayilan

_ ﬁ( A~ H j 2.2.7)

nunk=0 n

formiilleriyle verilir.



Burada (2.2.3) esitliginden goriildiigii gibi /#, — A fark: bilinendir. (2.2.7)
formtilinde A, ve 4, saylarnmn asimptotik formilerinden yararlanarak o,
sayilar1 igin asimptotik formiil elde edilir.

W(4,)= H[l +ﬁ:i‘i‘-j (2.2.8)
k=0 M= A,
sonsuz ¢arpimiyla verilen fonksiyonu alinir. Buradan
In¥(4,) =Zm(1+fk—2‘i)
k=0 My — A4,
k # n olmak lizere » ’nin bityiik degerleri igin

C
< —
n

A —
luk —ﬂ‘n

esitsizligi elde edilir. (Burada farkli sabitler C ile gosterilecektir.)
Bu yiizden

¥ (4,)=-Y i(—l)p (lk —i{k j } (2.2.9)

Lemma 2.2.1. |4, -A|<a (k=0,1,..) olsun. O zaman

1
elg P c22 p=,
-’f-—-%@- ” (2.2.10)
k=0 My — 4, a

esitsizligi saglanir.
Ispat: l,uk —xlk] <a (k= 0,1,...) esitsizliginden

A =
2

L
k=0 /‘lk n

14 » 1
< a"z
k=0

I:uk - ﬂ’n

alinir. Son esitsizligin sag tarafinda ki toplamu integral toplamu: olarak diistiniiliirse

bu toplam



f] dx ? dx
0 ""x > n+l (xz"ﬂn)p
integralleri toplamu seklinde yazilir. (2.2.10) esitsizligini ispatlamak igin

yukaridaki integrallerden yararlanalirsa,

C % C
STJ' A (p>1)

]

”dxllx#

L)

n+l<x —,Un)

3

o2} e,
J..___._..,__. e n
0 (,u,, —x )p n’ 0 (\/Z—XY 0(;7_1__j, (p>1.

elde edilir. Buradan (2.2.10) esitsizliginin dogrulugu agiktir. Dolayisiyla
lemmanin ispat: tamamlanir.

Lemma 2.2.1°den yararlanilarak,

P

ii("l)p[ﬂ%“ﬂkj Si—l‘i A = Hy

@ P =4 )| EpiS|m-A, 2.2.11)
© ap Ca3 ) aP 1

SCY —=—"> —=0| —

“C;'np 3 :L;Onp (n3j

degerlendirmesi yapilabilir. (2.2.9) formilli ve (2.2.11) esitsizliginden

yararlanilirsa In z,u(/l,,) igin,

2 -, 1 & A- 1
InW(4,)= Z..L_.'f/;_/f.._g ;( t /;k +0(—3-) (2.2.12)

k=0 Hy — A, He— n
esitligi elde edilir.

Simdi ise (2.2.12) esitliginin sag tarafindaki toplamlarin #’nin biiyiik
degerleri i¢in davranislan incelenebilir. (2.2.12) esitliginin sag tarafinda birinci
toplamin davranigint 8grenmek igin (2.2.4) ve (2.2.5) asimptotik formiillerinden
yararlanilir.

Bunun i¢in (2.2.12) esitliginin sag tarafindaki birinci toplam



_Ay- uo < , { 1 1}

+Y (A -u,~2(a,-a +—

k= Oluk /’i'n :uO n ;[ ¢ O)] #k_ﬂ'n /?’n
a,

il Gl )-ii[i —p-2(a,—ay)] (2.2.13)

k=1 /uk n /1"
=8,+58,+2(a,—a,)S, + 8,
seklinde yazilabilir.
(2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik formiillerinden yararlanilirsa

Sozﬂo—ﬂo_ o =y _ﬂw%m(_l_]

}’14

/uO-/ln /1 1_& n2
i A

n

ve

nz[ﬂk_,zk 2(d,-a,) ]—“[,u,,-—/ln ~2(a-a)]= 4+ o(_g.)

n

elde edilir. Burada

Azg[,uk—lk -2(a ~ao):l

seklindedir.

Simdi
= H [/?'k "/‘k“z(ao —a('))]-(co "C(,)) . (Co "Cé) 2“’: 1
k=1 Ay (#k_ﬂ’n) A, S M4,

toplamim goz 6niine alalim. 4, ve p, sayilarinin asimptotik formiillerinden

S =

kolayca gériiliir ki

[ A~ m=2(a,~a) ]~ (c, _Cé)zg(;j

saglanir. Dolayisiyla

suLanclo-a-adl cs 1 e

e A, (:Uk"/ln) i s kl/“k -4,

olur. Buradan




elde edilir. (2.2.13) ve §,,S,, S, ’in asimptotik formiillerinden
Z B :A“‘g"‘“+[2(ao—ag)+c°jc°}sz+0[l3) (2.2.14)
k=0 My — n

n
alimr. Simdi ise S, ’nin davramgim &grenelim. Bunun igin S,’nin ifadesinde

n

4, ’lann asimptotik ifadelerinden yararlanilirsa bu ifade

seklinde yazilir.
Simdi,

IA

1
Y

SR (K -a,)
esitsizliginden ve Lemma 2.2.1°den yararlamilirsa

= 1 > 1 1
~24 -————+0(—) (2.2.15)
Sk -2 Oé(kz_ﬂn)z n

2 =

bulunur.
Simdi ise (2.2.12) esitligindeki ikinci toplam (2.2.4) ve (2.2.5) asimptotik
formiillerinden yararlanilarak

L TR of L
2;[%%}] (a,-ay) Z( Y (3} 2.2.16)

o«
k=l h



seklinde alinir.
Bu durumda (2.2.12) esitligi (2.2.14), (2.2.15) ve (2.2.16) esitliklerinden

n k-
- { . (2.2.17)
~|4a/ 2 % 0| =
[siCa-ai)+2-af [t v
elde edilir.
Simdi ise,
EOO: ! P (p=1,2, )
k=1 (k2 ~,1n)
toplamlarinin davranisini 6grenelim. Bunun i¢in
=1
B SR P S
27" { N } 22
fonksiyonundan yararlanalim. O zaman,
i X0 (4,)=— (p=12,.) (2.2.18)

Ny (¥-a)

dir. Burada p =1 durumunu inceleyelim. Bunun i¢in \/Z =n+¢ alalim. Burada

=2 +—?+0[-1¢j (2.2.19)
n n n

olur. O halde (2.2.18) esitlinden

= 1 [z 1
= - 1 A+ =
D3 TR R nz—/l,,:l

fo=

g
N

_ 1 [7ze(2n+e)cosme—2(n+e)sinze |
B 2¢(n+¢e)(2n+¢)sinze

:_L+_1_+”“£+0(_1-)

on* 4n’ 6 n n'

elde edilir. Dolayisiyla,



1 3 7' 1
S e o L) (2.2.20)

©
k=1 n

olur. Benzer sekilde

© 2
LI =.l__’£2_+0(33.] (2.2.20')

2 2
InW(Zn) :W.{.z(ao _a(’)){:i.._}._il’_f_o.}__z(a% _GSZ)IZI___,.}_O(_%.]

I’Z2 4)’12 6)’12 n
1 ! 72.2 2 2 '2
=~ A+ =X +=(a ao)+-—3——ao(aO ay) (ao_ao) +
1 1 3 N & 1
o( 3]: z[m It -a5)+ ao)z}LO(-};;j
elde edilir. Buradan
1 3 N , 1
w(ﬂn)=1+;7[x4+/lo-%+~2-(ao-—ao)+~6~(ao~ao)z}+0[-l—;;] 2.2.21)

oldugu almnir. (2.2.7)’den a, = b= hy w(A4,) aliur. Burada ki fmh oranin

n

/'lnﬁﬂl‘l /‘ln~/’{‘n

alalim. x4, ve A, icin asimptotik formiillerinden yararlanilirsa
h~h _ by~ h
Fo = 2(a0~a8)+c0~c0+0(~1_5j

I’ZZ

“"z(ifz;ihéo{l‘2<a26:55>n2}0(?ﬂ

olur. (2.2.3) ve (2.2.6) formiillerinden

! ! !

;=6 :{aoi—ao_.a,—‘a] }f_
’ !

2(a, - a,) 2 a, - a,

oldugu alinur. Bu ytizden «, sayilar

2
a, =L s+ 2
2 2 6

asimptotik formiilii veya



T z* 2 ~a ( 1 ]
=—t=|S+—(a,~ay) —a, ——+—L|+0| — 2222
@372 6 (a=a) =4 a, —a, n ( )
oldugu elde edilir. Burada

S=§j{ =2 =2(ay—a,)} (2.2.23)

olarak gosterilir.

UYARI 2.2.2 «, sayilan i¢in (2.2.22) asimptotik formiili #» 'nin yeterince bilyiik
degerleri i¢in gegerlidir.#n’nin Kkiigiik degerleri i¢in «, sayilan (2.2.7)
formiiliinden direkt hesaplanir. Bu ifadede ki A, —h ise (2.2.3) denkleminden

bulunur.

UYARI 2.2.3 Eger A, ve p,’nin (2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik formiillerinde daha
fazla terim alinirsa yukarida verilen yontemle ¢, sayilarinin asimptotik

formiillerinde daha fazla terim bulunur. Bu hesaplamalar burada verilmeyecektir.

2.3. Ters Sturm-Liouville Problemi

Bu alt boliimae ters Sturm-Liouville problemini ele alinacaktir.
Teorem 2.3.1. {4, }° ve {u,}7, say dizileri asagidaki kosullar1 saglamaktadir;
1) A, ve p,’ler siralidir,

2)A, ve u ’ler swrastyla (2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik formiillerini
saglamaktadir. Oyle ki g, #ga;’dir. O halde bir tek mutlak stirekli g(x)
fonksiyonu ve h,h,H sayilarn vardir ki {4, }° ,(2.2.1)-(2.2.2) probleminin
{u, } _0»(2.2.1)-(2.2.3) probleminin spektrumlandir. Ayrica

hy—h =7(a,~a,) (2.3.1)
Ispat: {4, }:;0 ve {u, |7, dizileri 1) ve 2) zelliklerini saglasin. (2.2.7) formiiliine
gére «, dizisi kurulur. Buradan {an}:=o ‘ler i¢in (2.2.22) asimptotik formiilii

aliir. Burada »’ler igin a, >0 dir.



IR R & O s
m (4)= hz-h,gﬂ,,ﬂ% (2.3.2)

fonksiyonunun sifir yerleri ve kutup noktalar: siralidir.
Agikga gortliir ki A — oo iken;

1

m(A) - _m @33
ve
1
—=Res m(A),., (2.3.4)

n

Bu durumda [19],{20] ¢alismasindan

m, (z):—h2 _1_}21 +;an(;* %) (2.3.5)
olur. Burada biitiin ¢, ’ler ayn1 isaretlidir. Fakat » ’nin biiylik degerleri igin ¢, >0
oldugundan goriiliir ki biittin o, >0’dir. (2.2.22 formiilil) Bu ¢aligmanin birinci
boliimiiniin altmer alt boliminde gosterdik ki {4, }:zo ve {@,}”, dizilerinin
mutlak siirekli ¢(x) fonksiyonunu ve %, H sayilarm tek olarak belirler. Burada

(2,17, dizisi

" q(x)y=Ay (2.3.6)
¥ (0)-hy(0)=0, (2.3.7)
Y (7)+Hy(x)=0. (2.3.8)

probleminin dzdegerleri dizisidir. &, sayis1 ise taum geregi

hy=h+7x(a,-a,) (2.3.9)
esitliginden bulunur.
{y, }10 dizisi,
¥'(0)=hy(0)=0, »'(0)-Hy(7)=0 (2.3.10)

siiir deger kosullari ile verilen (2.3.6) denkleminin 6zdegerleri dizisi olsun.

Gosterelimki y, = 4, (n=0,1,...) dir.



@(x,4) ve w(x,4) fonksiyonlart
p(0,4)=1, ¢'(0,4)=h,
w(0,4)=1, w'(0,2)=h,
baslangi¢ kosullarim saglayan ¢6ziimler olsun. Bu durumda

w'(7,A)+ Hy(7,4)
o(7,A)+Hp(r,A)

m(/i)=-—

fonksiyonunun sifir yerleri ve kutup noktalan sirastyla {4, }‘::O ve {y, 17, dir.

<]

w0 VY€

Daha once ( ikinci boliimiin birinci alt boliminde) gosterildi ki {4, }
{r, )=, ler siralidir ve 1 — ~o0 oldupunda
m(A)— -1
Diger taraftan (2.1.13) formiiliinden

1 Resm(l)‘

@, h=h

a=t,
esitligi saglanir.
Dolayistyla [19],][20] ¢alismalarindan

1 1 = 1

—_— ()=~ + 2.3.11)
" T e g (

olur ve (2.3.5), (2.3.11) formiillerinden

m(3) =5 m(2)

elde edilir. Bu yiizden y, =, (n= 0,1,...) oldugu elde edilir. Boylece teoremin

ispati tamamlanur.

UYARI 23.2. {1,}”, ve {u,}° dizileri igin (2.2.1) ve (2.2.2) asimptotik
formillerin varlign igin gerekli ve yeterli kosul g(x) fonksiyonunun ikinci
mertebeden tiirevlenebilir veya en azindan [0,7] araliginda sinurli salinima sahip

olmasi gerekmektedir. Dolayistyla bu ispatlanan teorem, daha énceden ispatlanan

ters probleminin ¢6ziimiin uyumsuzlugunu ortadan kaldirmaktadir.



Genelde bu boliimde verilen yontemle o agik kapatilamiyor. Bu agigi
kapatmak igin ¢ (x) fonksiyonu ikinci mertebeden mutlak stirekli tiirevlere sahip
olmasi kosulu yani, ¢"(x)e o (0,7) (veya L (0,7)) olmas: kosulunu getirmek
gerekiyor. Bu durumda (u,—4,) farki »’nin biiyiik degerleri igin yeterince

kigtilmektedir.



3.BOLUM
Arahkta Siireksizlige Sahip Sturm-Liouville Operatériin I¢in Ters
Problemler
3.1. Aralikta Siireksizlige Sahip Sturm-Liouville Sinir Deger Probleminin

Coziimiiniin Gosterimi
y==y"+qx)y=4y, A=k’ O<x<m (3.1.1)
diferansiyel denkleminin
U(y)=y(0)=07{y)=(z)=0 (3.12)
sinur gartlari ve
yd+0)=ay(d -0), y'(d+0)=a"'y'(d-0) (3.1.3)
sigrama sartlarini saglayan problem ele alinmistir.

Burada A spektral bir parametre; g(x) reel degerli fonksiyon g(x)e L,(0,7)ve a

reel a>0,a#1ve d e(g—,nj dir.

¢(x)=0 durvmunda (3.1.1) denkleminin , e,(0,4) =1, e, (0,4) = ik
baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oztimii e, (x, /1) olsun.
~ y"(x) = 2(x) olur ve ¢dziim y(x, 1) = ¢, coskx + ¢, sin kx seklinde alimur.
Cozlimde y(O, /’L) =1, y’(O, /1) = ik baslangi¢ kosullan yerlerine yazilirsa
y(0,4)=c, =1 elde edilir. y'(x,A)=—c,ksinkx + c,kcoskx ifadesinden
y'(0,4) =0+ ¢,k = ikise ¢, =ielde edilir. Bu durumda ¢ziim
y(x,1)=coskx +isinkx=e™ , 0<x<d
seklinde alinir.
eo,(x,4) = coshx +isin kx ise
em' (x,4) = —k sinkx + ik cos kx
dir.Burada e, (x,1) ¢oziimi

e, (¥,A)= Bsinkx + B, coskx seklinde ararur. Bu durumda

eor (%,4) = Bk coskx — Bk sin



olur. Burada e, (d ,A)=A ve ey, (d,A)= 4, olsun. Dolayisiyla

Bsinkd + B, coskd = 4
kBcoskd — Biksinkd = 4,

denklem sisteminden
. 4,
B = As1nkd+-/;—coskd
4, .

B, = Acoskd —~k—smkd

alinir. Bu alinan katsayilar ¢dztimde yerlerine yazilirsa
: 4 . 4, .

eq,(x,4)=| Asinkd + —l;—coskd sinkd +| Acoskd ——k-smkd coskd

elde edilir. Burada
el, (x,A)=(Aksin kd + 4, coskd )coskd — (Ak coskd — A, sin kd )sin kd seklinde
olur. Burada verilen (3.1.3) sigrama sartlarindan

d +0)=ay(d -0)

oldugundan

A4 .
(Asinkd+~Ji—‘coskd)sinkd+(Acoskd—-—kLsmkd)cos kd = a(coskd + isinkd )

Asin? ka’4—%coskdsinka’+Acos2 kd——%coskdsinkd =acoskd + aisinkd

buradan

A= acoskd + aisinkd
elde edilir ve

y'(d + 0) = a'ly'(d - 0)

esitliginden

(Aksin kd + A, coskd )cos kd — (Akcos kd — A, sin kd )sin kd = —1-(—~ ksinkd + ik coskd )
a



Ak sinkd coskd + A4, cos® kd — Ak sinkd coskd + A, sin® kd =l(——ksinkd+z’kcoskd)
a

buradan

4, = —~k-sin kd+£/£cos kd
a a

elde edilir. Bulunan bu katsayilar denklemde yerlerine yazilirsa

)coskd

B= (acoskd+aisinkd)sinkd+(—-£C—sinkd+ﬂc—coskd
a a

; - 1. j
B = asin kd cos kd + aisin® kd — —sin kd cos kd + —cos? kd
a a

ve
B, =acos’ kd + aisin kd cos kd + L sin? kd = L cos kd sin kd
a a

seklinde alinir.

Bulunan B ve B, ifadeleri e, (x,1) ifadesinde yerlerine yazilirsa,

. . . . 1. .
e, (x,A) = asin kd cos kd sin kx + aisin® kd sin koc ~ —sin kd cos kd sin kx
a

i ) . .
+ —cos?® kd sin kx + a cos? kd cos kx + ai sin kd cos kd cos kx
a

1. i )
+—sin? kd cos kx ~ — cos kd sin kd cos kx
a a

é—(2acos2 kd cos kx — acoskx + acos kx + 2aisin® kd sin ko — ai sin kx

. . i ) i i . . .
+ aisin kx + 2—cos? kd sin ko — —sin kx + — sin kx + 2asin kd cos kd sin kx
a a a

2. ) : 2.
— Zsin kd cos kd sin kx + 2ai cos kd sin kds cos kx + —sin? kd cos kx
a a

- 2icoskdsinkdscos/cx)
a



1 .
=E(acos2 kd cos kx — asin® kd cos kx + acos kx
—aicos? kd sin kx + ai sin? kd sin kx + ai sin kx

i ) I . ) i .
+—cos® kd sin kx — —sin? kd sin kx + —sin kx
a a a

+-1—sin2 /ca’cos:’cc——l-cos2 kdcos/oc+—1—coskx
a a a

+2asinka’coskdsinkx-—zsin kd cos kd sin kx
a

+ 2ai cos kd sin kd cos kx — ?—Z—cos kd sin kd cos kx)
a

:é(acos/owaisin/oc+isinkx+—1—cos/oc+acosdecos/oc+asin2kdsin/oc
a a

aicos2kd sin kx + aisin 2kd cos ko — —1- cos 2kd cos kx — ~1-sin 2kd sin kx
a a

+ icos 2kd sin kx —isin 2kd cos kx)
a a

= —;j((a + —1—](cos Joc + isin kx) + a(cos k(2d — x)+ isin k(2d - x))
a

- _;_ (COS k(Zd - x)+ isin k(2d - x)))

- %( )(coskx +isinks) + (a ~—](cos k(2d - x)+ isink(2d - %))

=a*e™ 4 g e*d)
alinir.
Bu durumda

eo(%,2)= {e[h  Ocw<d (3.1.4)

+a et gex<n
seklinde elde edilir.
Simdi
e(x,4)= e, (x, 1)+ jK x,1)e™ dt (3.1.5)

gosteriminin dogrulugu gésterilebilir. Bunun i¢in



e(x,/i):{el(x,/l) , O<x<d

3.1.6
e,(x,A), d<x<n ( )
¢6zUmi i¢in integral deklemi;
e(x.1)=e +%fsmk (x - (e, (x, 2 )de
0
e, (x’ A): a+eikx +a—elk(2a'—,r)
1 d
+; J-[a sin k(x—t)-a” sin k(x+t—2d)}q(t)e, (Z,/l)dt
0
+71. [sink(x - g0k, (1, A)ae (3.1.7)
d
oldugundan,

e, (x,A)=a"e™ +a " L 2 ﬂa sink(x—1t) -~ a'sink(x+t~2d)]q(r)e'k’dl

<

+/1 Lj.[a” sink(x—r)-a sink(x+t~2a’)]q([)[ ]‘K(z‘,s)e”“ds}dt

~t

1 v ke k(2d~x)
o sink(x—1)q( )[ +a’e ]dt

+

R e, ¥ Q,( —

sin ke (x - (f)UK(t,S)emds]d[

x| —

Esitligi yazilir. Diger tarafdan,
e, (x,A)=a’e™ + g ™49 | J‘K (x,t)e"dr

seklinde arandigindan

x d
jK(x,t)e"“dt:%J‘[a sink(x -¢)— a'sink(x+t—2d)}q(t}""dt
0

df[a sink(x—1)-a” sink(x+7 - 2d)]q(z)( ]K(t, S)e"“ds}dt
0 ~t

]'smk (x~1)g(r [ " e”‘(z""‘)}z’l

d
d

[sink(x—)g(e )UK(z,s)e*‘ds]df

1
B
k

-+

x|

4

x|



esitligi elde edilir.

at d xk(xt

sin k(x - £)g(t)e™ dr == j

~ik(x~t)

) —e y
Ild
m g(t)e™ ar

k(x+0— 2d) -1k = 2d

etk(x+21—2d) ___e—lk(x -2d) a d [ x+20- 2;"{/@
m 4(t)dt = 5 J.e ds \g(¢)dr

0 2d-x

+ ik(x~1) - ik{x~1)

I, = -ak— J‘sin k(x~t)q(t)eik(2d“’)dt :‘; Ie ;e —q(t)e™dt
d M i

a eilcx - —lk(x—.’l!) a+ x x e
=5 gt )dt = — ds lg(t)dt
2 T i (0t =3 ] Je s o)
at "_;’i ,
== f fq(t)dt e™ds
2070 4
i]mnk x t)q(t (2d1) =£]e (x=1) e"lk 1) t)e[k(zd—')dt
k g 2
= x ik(x=2t42d) ——lk (x-24) — x [ x=2+2d
:Lje ()df—“ J-'bdquz‘)dr
2 2d-x



o [
14=-2—2d£ df@{(f) “d

k(. ~t) —IA

i{e r) j K(t,s)e™ dsdt
]

+ d / th(x=t+5) _ L —tk(s~x+t) + d i S4X=1
=%—OCI(f)JK(t,S)e ike dsdt = 92—- OJ' { J'K(t,s{ fe”‘"do-]ds]dz

~t

sink(x—¢ Kl{t,s)e™ dsdt =
f ( )qf Je

RaRe e

oo Jo et = e i e

T=x+t -x0 [~X+§

- d

I =~———~fsmk x+1-2d)q(t) JKI s)e™ dsd

ik(xet-2d) - e-lk(r+1—"d)

4(r) J' K(t,5)e™ dsdt

‘ eik(.x:+1+sn2d) _ pik(x+r-5-2d)

q(r) K(t,s) - i dsdt
O ik

= -%; (j-q(t{ IfK (1, s{ mjej’["dO']dstr

S=x-i+2d

= _%- ‘j[q(r{ [ e ” WJ” 2d(t S)C{de}dt = _.;. J'fq {”“}-]?(t,é’)a’{ds}'k’dt

-X Omx=(+2d l-x=s5+2d

1 e 1 el _gile) s
I8 ;ij sin k(x - 1)q(r) jKr s)e™ dsdt = -Z-dj —4(r) sz s)e™ dsdt
- %Jq(t);[[((t,s) et i"ke ) e —;-qu(f)(jK(zs{Je o a’o*]ds]dt
::é—}q(t{ ife‘“’ ﬁj:l K(t, s}lsdcr}dt =— qu([{ﬁ].}{ é’)dg‘ds}”"dt
d -x T=X+/ -rd (B 2]
elde edilir.

Sonug olarak buradan IK (x,1)}e™dr ifadesi



X X+l

]K(x,t)e”“dtz%— j Iq (s)ds |e™ dr + j (j )ds]e’k’dwr j jq (s)ds ™ dt
-X 2d-x

-x 2d-x
i d+£ﬁt—)
a” x 2 . x d ’
- J. _[Q(S)ds e™dt - I jq(s)ds e™dt
2 2d-x d 2d-x d-(i*i)

2

v jq H]}{tgdgds}"“dt—-z— jq '”“L]}?(t,g)dgds}m »

-x\ 0 [=x+§ —-x\ 0 t-x-s+2d

f(f o Jrtucsa o

seklinde alinir. Bu alinan son esitlikten asagidaki integral denklemler elde edilir.

1) d<x<2d , —x<t<2d-x i¢in,

x t = %Tj s)ds——— _fq ds+—~— Jq HXJ:;{ §)d§’ds
0 x—t) {—X+5
- d t+x+s-2d 1+x s
- [al) [XC $)dcds + jq [K(t.¢)acds
0 t=-x-s+2d [—X+5
2) x>2d , —x<t<2d-x igin,
Ll d+(x-l)
+ 2 (x5
=a [ )ds+—_ jq(s)ds+——jq () [K(t.¢)dgds
0 (—=x+S
(+x+5-2d [+x-5
j (s) [&C {)dg“ds+ jq (s) [K(:.¢)agas
0 t=x—s+2d (~x+5

3) d<x<2d , x-2d <x igin,



+ H-X—S

xz‘ _a ~2f s S———- J.q ds+--Jq IK(I,g)dgds

7 _(X;f) t=x+5
a d t+x+s-2d r+x—s
- fals)  [K@C)gds + jq [&(t,¢ )agas
0 t~x~5+2d [—x+s
4) x>2d , 2d-x<t<x-2digin,
xt d+(_"_.‘,)
+ 2 l+x—~s
xz‘ 9—2— J ds+—-—— _[q ds+—-—Jq jK(tj)d{ds
a” a’O t+x+s5-2d l+x s[ w
-2 Jqls) [K(t.¢)dgds +~ jq [K(t.¢)agds
0 t~x-5+2d 1-Xx+s
3) x>2d , 2d —x <t <x igin,
- d+ (x_l) 1+x-5
K(x,t) = %- Iq(s)ds - J'q + 2 j JK ! {)d{ds
0 [=x+§
a’ - 1+x+5-2d l+r—s
-5 Ja fals) [K(t.¢)dgds +~ jq [K(e.¢)dcds
0 (~x-s+2d (=345
6) d<x<2d , x—2d <t <x igin,
K(xt J.q ds + jq ds | —— fq s)ds
a+ d [+x=8 z+x+s-2d
j (5) [K(.¢)acds - = jq [K(t.¢ )acas
0 t-X+S (—=x—5+2d

I+x~5

+— 'fq(s .(K (t,¢ )acds

f-x+8

Simdi ardisik yaklasimlar metoduyla (bknz. [9]) yukarnidaki durumlar i¢in
integral denklemlerin varlifim gosterilebilir. Bunun ig¢in birinci durumdaki

integral denklem i¢in ¢6zilimiin varlig1 asagidaki teoremin ispatinda gésterilebilir.



Teorem 3.1.1. ﬂq(t)‘dt<+oo olsun. Bu durumda e(0,4)=1,¢'(0,1)=
0

baglangi¢ sartlarin: ve (3.1.3) sigrama sartlarim saglayan ¢6zimii
elx,A)=e,(x, 1)+ jK(x, t)e™dt

formundadir ve J' K (x,t)'e”“ dr < e ~1 dir. Burada o (x)= ]'(x - t}q(l)dt ve

-x 0

a“t+1 dir.

g(x) diferansiyellenebilir fonksiyonu olmak tizere K (x,1) gekirdek fonksiyonu ,

[?xx (x,t)—— q(x)]?(x,t) = E,, (x,z‘)
R(rx)= - Jqleki

K(x,2d —x+0)= K(x,2d - x - 0) = -‘i; [q(0)ar

0

]Z(x,——x)z 0, K= K(x,t)+ K (x,~1)

esitliklerini saglar.

+

Ispat: K(xt 52—_2} ds——— Jq
0

< 32: _] 2 ’q(s)‘dsdt ————lj ]f](s)fdsdt
L ”|q st _._Jﬂq s
_cg_ ]']q S)'Z X —s)ds + ]——-— 12 x+s5~d)ds < (a* + ia”‘)]‘]q(sj(x —5)ds

ik



elde edilir.

xﬂK (. )ar =5:- Tﬂq(S)wafl}Q (5. ¢ Ydcdsdr

+++++

—————
a

=_2..dj la(s) j ﬂK (5.¢ Ydcdsd

XXXXX

......

———————————

seklindedir. Burada
Ky(s.¢) s (s.¢)ew
K(s,&)=
“4){0 ol
ig:in

++++++++

++++++++++

xxxxxxxxxxxx

fhx=s X ® fpxes

seklinde alinir. Dolay1siyla



lllll

++++++

+l~_' qu )(j _ﬂK ¢ \d¢dsdt

!!!!!

= ﬂq SXHT ﬂK (s, ;Xd;dsdmg—' [la s} j ﬂK 5,¢ Yd&dsdt

(((((

s J ) | ﬂK (s.¢ Yaasdr

il

< —(g— ?2(x -~ s)'q(s]co] (x)a’s +
]Z(x - S]q(s)‘ccr1 (x)ds

d

?(Q(x -5)- 4d}q(sjcal (x)ds

-+

b |~

<a’ ].(x - SX(](S)(CO‘l (x)ds + Ia"](x - sXq(s)ccr1 (x)ds

+ ;[(x—s)'q(s]ca, (x)ds < (a* +la"l + l)cgg—(i)

o)

2
elde edilir. Benzer sekilde

/////

(X452 I+x—s

—————————



_ j’(q(s) j ﬂk1 (s, Jacdsar

-X t=x-s+2 ~X I-x+s

+++++++++

~~~~~

tAxbs-2d o d @ tex+s—

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

t+x-§

XXXXX

{+Xx=5

—————

O tHX+S— 2d

Lé-—‘dj )qj le & Ydddsd

——————

—————

{—X+5



<a* J.(x“'SXQ(S]CZ52;—)075*',&"}].(X~S1q(5)02 g‘ﬁ?(fzds
jx S)(q(s)[c ds<<a +‘ }+1} ) O (x)

2.3
)
2.3

Bu durumda tﬂK (x,t)fdz‘ ifadesi i¢in

_ﬂK(x t)dt = ﬂK (x, I)+ZK jd

~x !

2 O, (x)+c3 g, (x)+c4 0'14(x)+

<coy(x)re 7 23 234

oldugundan,

]‘{K(x,t)‘di <enl) g

esitsizligi elde edilir.

Simdi ise,
E&)wﬂﬂ 1)=&, (x1)
~ )i

EQQd~x+®~E&gd—x o:%;j
0

[?(x,—-x) =0, K= K(x,t) + K(x,——t)

esitliklerinin saglandig1 gosterilebilir. Bunun icin,



x 0 x
el 2) = e, (x, 1)+ [K ()™ dr = ¢, (x, 1) + [K(x,0)e™ dr + [K(x.0)e™ ar
-x ~x 0

=e,(x,A)+ ]'[K(x,t)+ K(x,~t)k™dr = e, (x, 2)+ xf[z(x,t)eik’dt

0

¢Ozimi — »" + q(x)y = Ay denkleminde yerine yazilir ve q(x) =0 durumunda

ikx

eo(x,/l)z{; ' » O<x<d

e™ +a e g cen

oldugu g6z éniinde bulunduruluirsa

"

e, (2, 2)+ [~ J‘[Z(x,t)eiktdtJ +q(x)ey (v, 1)+ q(x)J’ R (x, 1) it
0 0
= e, (x: /1) + A jk(x,t)e”“dt
0
esitligi alinir. Burada

1

x 2d-x-0
[IN(x,t)e"k’dtJ .{ [B(x,0)e™ar + fK(xt "“dtJ
0 2d-x+0

2d-x

= —(—E(x,Za’ ~-X— O)e'k(z"”’) ~(x O)e"‘O O) J.K (x, t)e™ dr

+ K(x,x)e™ + K(x,2d — x+0)e 4 4 J'I?X (x,t)e™ dr)

2d-x

= ~(-K, (x.2d - x - 0)*®4) _R(x2d - x - 0)e H) R (22— x 0)e(24=%)
2d-x

+K (x,0)* (O)l + f (1?3 (x,t)e”“dt)+ K (x,x)e™ + K(x, x)(e"“ )/

0

K (x2d-x+ 0)e2d=5) K(x,2d —x + O)(e’k(z‘i"x)), + & (x,x)e*

+K (x2d-x+ O)(e '/‘(2‘1""))+ ](]?n (x,2)e™ dt))

2d-x+0



— 7 (x 2d —x — O)elk (2d~x) +[Z(x’2d__x__oxelk(2d*—r)) +Ex(x’2d_‘x_0)eik(2d—x)

R0k (0) = T (R (e ea) K, (el - e, efer]
(6.2d x4 0)e ) R(x2d — x4 0)e ) R (x 1)

-K, (x,2d~x+0)(e'k 2 )- I(K_u(x,t)e”"dt)

2d~x+0

><:z

[—fl?(x,f)e’k’dt] = [~ (v2d - x+0)- K (x,2d —x - o)]e (2d-x)
4]

~[B(x,24 - r+0) R(x2d —x - 0)[e*e40) _2% (1 x)et
—K(x x)(e j (x,0)e™ di

seklinde alinir.

™ fonksiyonu g(x)=0 durumunda ¢0zlim oldugundan,

]'1? (x, t)(e e )” dt=A ]'[2 (x,t)e™ dr
0 ]

veya

]I? (x, o)) dr = Qd—_‘ifuo R(x,r)fe™ ) dt + _[E (0 fe™ ) ai

soeklinde olur. Buradaoiki kez kismi integr:s;o; uygulanirsa

ZKI_J:OK(r t)( ’”) dt = x t)( k’)/’ a -0_2"".—0 (x,tXe’k’ ),a't
0 0

(=2d-x-q 2d-1-0

K (x r)(e/")’ + J.K (x, I)(e" )df

= ]?(X,Zd -x- O)(e[k(z‘["‘))’ -K K(x OXe"‘O )' - 1?, (x,t)’ o (2d=x)

t=2d~x~0

t=2d-x~0

£ (x, t)e/a

=0

R ) e d_j}g,, ey

I-O



f=x

[RGenfe=) ar=Reenfe | ™ K (e

2d-x+0 (=2d-x+0 1=2d-x+0
+ }‘[?u (x,z‘)(e”" )’ dt
2d-x
= -l?(x,2d - X+ O)(e'k(zd"))’ + IZ(x, x)(e'k" )l + ]?, (x,t) it ¢ k(2d-2)

-k, (x,t)l e™ + I[Z’u (x,t )™ dt

2d-x

_[K(x t)(e’k’) K(x2d - x- O)(e (2t ) —]Z(x,())(e”‘o),

—E,(x,z‘) :k(2d~x)_}_12‘ (x,t) o0 J’Ku (x,t)e'k’dt
t=2d~x-0 1=0 ;
—- E(X,Zd —x i O)(eik(Zd-x))' . E(X, xxeik.x )’ . ]?, (x,f)’ d o k(2d-3)
(=2d~x+0
e (x,t)] e+ [R,(x.rp"ds

f=x 2d—x

= —[& (x,2d = x+0)— &, (x,2d - x — O)}p 4
+[R(x2d - 2 +0)- R(x,2d - x ~ )04 ) _ & (x, x)e

—-Kxx)( ”“)—— K, (x,0)- IK (x,)e™ dt

elde edilir,

14

[—~ ]E(x,t)e”“ dt} + q(x)][?(x,t)e”“ dt +q(x)e, (x, 1)
= li[f(x,t)e”“ dt =J]1?(x,tXeik' )” dt

0

oldugundan bulunan ifadeler birbirine esitlenirse



~2|R,(x.2d —x+0)- K (x.2d —x - 0) 04
R(x2d - x +0)= R{x.2d - x~ 0)]e*00) _2F,(x, x)e’

X

—[Z(x,x)(e”‘" >’ - J[?n(x,[)e”"dt+q x)j]? x, e dt+a*g(x)e™ +ag(x)e* )
0

0

[ (x2d -x+0)-K (x2d —x - O}e”"dx
+[R(x,2d - x+0)- K(x,Zd—-x—-O)Ie”‘(M")- (xxle™ - B(x, X,b)'

K, (x,0)- [K, (x,0)e"dt
0

alinir. Bu son esitlikte terim terim esleme yapilirsa

Exx (x’f)_q(x)[?(x’t) - Eu (x’t)

- 25;[1?(;;,241 —x+0)-K(x,2d —x -o)]: ~a"q(x)

LR (r2d - +0)- Rlx2d - x - 0)]= S g(x)

]Z'(x,2d -x+ O)-— IZ(x,Zd -X - O) = 32—- _[q(t)dt
0

+

—2%12():,@: ~a‘q(x)= gx—g(x,x)z%—q(x)

Ble,x)= 5.’5 [a()a

K(x,0)=0

esitlikleri elde edilir.



3.2. SPEKTRUM ICIN OZELLIKLER
Bu boliimde L problemi i¢in spektrumumun 6zelliklerini dgrenilecektir.

q(x)zO durumunda L yerine L, problemi alinirsa kolayca gorillr ki
0

?,10, )=1, ¢! (O,k) = ( baslangi¢ kosullar: ve (3.1.3) sigrama sartlarin: saglayan

(0.4
@, (x,k) ¢oziimii

cos kx C0<x<d
gﬂo(\”k_

a’coskx+a cos(2d—x), d<x<nx
seklindedir. Z, probleminin karakteristik fonksiyonunu A, (k) ile gésterilsin. Z,
probleminin karakteristik denklemi
Ay(k)=a" coskr +a cosk(2d —7) =0 (3.2.1)
formundadir. Burada bu denklemin knO kokleri L, probleminin 6zdegerleridir.

Lemma 3.2.1: A, (k) = 0 karakteristik denklemin kokleri ayriktir yleki

inf

nEmM

k' =k, =p>0

dir.

~

ispat: Tersi kabul edilirse {¢,"} dizisinin f, °} ve {, °] alt dizileri var olsun

Oyleki k,," =k, ,

kP °

0 [ ro0 .
ve p—> i¢in k, = —o ve limk, "

P

=0 dir. Eger

L,(0,7) uzayinda ki L, probleminin ¢, (x k O) ve @, (x,/@npo) ozfonksiyonlart

>np

ortagonal ise

0= [y le.k,," Joo .k, i
= ]}oo (x,k,,po )% ‘x, k,,po Hx + i[qoo (x,k”po Igpo (x,/gnpo )« o, (x, k,,po )‘}R'Y
0

0

d p . .
2 j&o (x, knpo )’ﬂo (x, knpo }i‘v + J.Coo (x, kn,,o 1@0 (x,/;npo )" Py (x, kn,,o )}ir
0 0

!




= C]‘coszknpoxdx + 7]{00 (x, k"po Igﬁo (x, ré,,po )" Py (x> kﬂpo )}jbc
0 0

c 2. 0, . : .
- %+W * j@o (x, knpo 1400 (x, knpo )_ Po (x, k"po )ﬁx

np [¢]

saglanir. g, (x,k) fonksiyonunun ¢zelliklerinden p — o icin,
lim ook, ") goo(x,k,,p‘)} -0
olur.  Yani [O, 717] araligindaki  x  degerleri i¢in  p—>o  igin

|¢O(x,1€np°)- goo(x,knpoJ sifira yakinsar. Bu sonu¢ p — oo da limit almarak

52{ <0 da elde edilir. Boylece Lemma3.2.1’in ¢6ztimiinde ¢eliski alinir.

A, karakteristik fonksiyonun 6zdegerleri dizisi ve normallestirici sayilar

dizisi srastyla {k,}7, , {, ), ve (3.1.1) denkleminin p(0,k)=1, ¢'(0,k)=0

baslangic kosullari ve (3.1.3) sigrama sartlarimi saglayan ¢6ziimi ga(x,k)

fonksiyonu olsun. Burada e(x,k) ve e,(x,k) géziimleri
ol5.k) = el )+ o5, )]
1
Do (x,k) = E[eo(x:k)+ eo(x,k)]

seklinde yazilabilir. Boylece go(x,k) ¢cOzUminii e(x,k) fonksiyonunun

Ozelliklerini kullanarak
o(x. k) = @y (x. k) + [K(x.r)cos kids (3.2.2)
0

elde edilir. L probleminin karakteristik fonksiyonu ise

Alk)= A, (k)+ ]’l?(x,t)cos kedt (3.2.3)

0

seklinde alinir.



Lemma3.2.2. A(k,)# 0 ise L probleminin 6zdegerleri basittir.
ispat:w(7,k)=0, v'(7,k)=1 baslangi¢ kosullarini ve (3.1.3) sigrama sartlarini
saglayan (3.1.1) denkleminin ¢6ziimu t//(x,k) fonksiyonu olsun. Bu durumda

(k) + ey (e, k) = ky(x, k)
=" (x. k) + glx)p(x. k) = k(. k)

esitlikleri saglanir. Eger birinci denklemi gp(x,k) ile ikinci denklemi (//(x,k) ile
carpilip taraf tarafa gikarilir ve [O,ﬂ] araliginda integral alinirsa

(0 Ce W )= G o B 2+ )= G = k) o, ol i

0
denklemi elde edilir. Eger (3.1.3) sigrama sartlan ve «, = j@z (x,k,)dx &k —k,
0

g0z oniine alinirsa

E4

Jolak,Jole,k, Jdx = ~A(k,)

5
elde edilir. Tim x € [0,7] igin w(x,k,)= B,¢(x,k,) esitligini saglayan £,
sabitleri i¢in

a,B, = -Alk,) (32.4)
alinir. Dolayisiyla A(k, )# 0 oldugu agiktir.

Lemma 3.2.3. L probleminin 6zdegerleri i¢in asimptotik ifade;

k =k° 4+ 4 (3.2.5)

seklindedir. Burada §, €/, ve

a*sink 'm—a sink,’(2d - x) ]‘q(t)dt

d, =
2A0(kn0)kn0 0
bicimindedir.
ispat:
G, = {k k| =k, +§,n = 0,1,...},




"2 6,n=01,.6>0|

olsun. Burada &, mtimkiin olan en kii¢iik pozitif sayidir. (5 << g—] ke 5; icin

A, (k) = C,el™ " oldugu [23] den gériiliir. Diger taraftan

[k|—e0 koo

lim e "™ (A(k) = A, (k) = lim ™ ”jz?(;z, t)sin kedt =
0
ven, ke G, igin
8-, (1) < S e
esitsizligi saglanir. Béylece k € G, igin
14, (k) = G,e ™ > |A(k)- A, (k)
esitsizligi n dogal sayisi i¢in elde edilir. »’in bliyiik degerleri i¢in Ao(k) ve

Ay (k)+{A(k)~ A, (%)} = Ak fonksiyonlarinin bazi sayilart Rouche teoremi ve G,

Cantour kiimesinin kathi sifirlandir. Burada (n+1) tane sifir &, k,,....k

e Ky
seklindedir.

Benzer sekilde Rouché teoremi kullanilarak yeterince biyik » igin

®l<& dairesi iginde A(k) sifira esittir. & yeterince kiiktiir ve
k,=k'+e, dr. Burada lime, =0 dir. k,° ler A(k) karakteristik

fonksiyonunun sifirlaridir ve

n

Alk,) =4 (k +£‘) J' ﬁ[COS(k +& )’dt*-

0

seklindedir. Diger taraftan
A,(k)=a" coskz +a” cosk(2d - x)

Ak, e, )=a,0 ), +0(e,)

oldugundan

n

£, 80"+ [K(rot)eoslk,” + 6, Jar = 0 (326)

0



elde edilir. A, (k) fonksiyonu siniis tipli [25] ve biitiin #’ler igin 7, > 0 saysi
i¢in

|A0(kn°] 2y, >0

saglanir. k,” = n+h, seklinde kullanilirsa [26.27]

€, €1, ise g, i¢in

1 -
£, = m JK(?Z, 1f)cos(k,,0 +&, )‘dt

1 oo sinlke e o sinfk 4 )77
= K . N e B ,f - A
Aol )+ o) m.7) k' +e, (= )_W

t=2d-7-0

(3

[R, (m.1)sinlk,” + )rdr}

n n0

olur. Buradan

g()at, K(x2d-n+0)-K(z2d -7~ o_%j
0

™
)
N
S
N
I
Q
Oc_,ﬂ

77 t sm(k +& )‘dtel

0-_.>i

oldugundan

a*sink,’ 7 —a sink,”(2d - )"

e 24, [k,° )kn" I (

seklinde alinir. L probleminin %, 6zdegerleri i¢in (3.2.5) aismptotik formiilii

dogrudur. Bununla birlikte Lemma 3.2.3’{in ispat1 tamamlanmis olur.

Lemma 3.2.4: L probleminin normallestirilmis sayilar igin asimptotik esitlik
a, =a’s + 35, seklindedir. Burada &, €/, dir.
Ispat:

A(k)= A, (k)+ [K(7,t)cos ket ,
0

A (k)= A, (k,)- jz‘[?(rr,t)cos ktdt
0



esitliklerinden
8olk,)= 8ok, +5,)= 24 (k,)+ OCc,)
cosknt =cosk,’t + O(g,t)

oldugu agiktir. Burada ¢, €/, dir. Bu durumda

n

a, B, =-Alk,)=-A, (kn°)+ J-t]?(ﬂ,z‘)cos k' tdt +O(e, )J‘tlz(ﬂ,t)cos k, tdr+0(g)
0

0

olur. Buradas, €/, , K(z,-)e L,(0,7) ve k,° =n+h, igin

5° = jt]?(;r,t)cos k ‘tdt + O(EH)IIE(ﬂ,t)COS k,,otdt+0(5,,)e '
0 0

dir. &, =a’» + 6, burada 6, €/, dir.

3.3. Ters problem

@(x, A) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin U (@)=1, V(®)=0 sartlarimi ve
(3.1.3) sigrama sartlarini saglayan ¢6ziim olsun. M (/?.)z CD(O,/?.) olsun. q)(x,/l)
ve M (/1) fonksiyonlar1 L sinir deger probleminin Wely ¢oziimleri ve Wely
fonksiyonu olarak adlandirilir. Burada

M(A):—% (3.3.1)
dir. Burada &(4):=y(0,1) dur.
®(x, 1) = S(x, 1)+ M(L)p(x, 1) (3.3.2)

L probleminin spektrum noktalar ile Wely ¢6ziimii ve Wely fonksiyonu A nin
meromorfik fonksiyonlaridir.

(4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerinden

O(x,A)=- ‘/’A(’&/)l) (3.3.3)

alinir. Burada

w(x.2) = (0, )p(x, ) - A(2)S(x, 2) (3.3.4)



dir. z//(x,i) fonksiyonu (3.1.1) denkleminin W(ﬂ,l) = O,L//’(ﬂ,l) = -] sartlarim ve

(3.1.3) sigrama sartlarini saglayan ¢oziimiidiir. Burada <¢)(x, /I)S (x, /1)> =1 dir.

(4.1.2) ve (4.1.3) esitliklerinden x <d ve x>d igin
(@(x, Ap(x,4)) =1
(e Ay (x, 2)) = ~A(2)

saglanir.

Simdi (3.1.1)-(3.1.4) formu ile verilen L smur deger problemini spektral

karakteristiklerle yeniden yapilandirarak ters problemi arastiralim. {in,an}

n20

spektral kiimeden, {/1,,, U, }"20 iki spektrumdan, Wely fonksiyonundan L sir

deger problemini yapilandirarak ters problemin {i¢ ifadesi bulunabilir. Bu ters

problemler Sturm-Liouville operatériiniin ters problemleridir. ([8]-[9])

Ters probleminin ¢éziimiiniin tekligi i¢cin Wely fonksiyonu kullanilir. L

simir deger problemleri L(g(x) a,d) seklinde gésterilirse L’den farkli L siur

deger problemi ise L( (x),a,d ) seklinde olsun.

Teorem 4.1.1. Eger M(/l):M(Z) ise L=L dir. Bu durumda L simr deger

probleminin Wely fonksiyonu tek sekilde belirlenir.
_ ispat:

w(x,A)= (]k| ' expl(im k|(z - x)))
|A(k) 2 C; || exp(tmklz ) k € T,V = 0,1

sagladigindan (4.1.3) ve (4.1.5) esitliklerinden
|00 (x, 2) < C, k| expl- [ImE|x} k € G,

esitligi alinir.

P(x,2) =[P, (x, )], , , matrisi
P 2) = 007 (5,282 1)~ 005, 2)5 (. )
P, (x,4)= @Y (x, 1)5(x, 1) - oV (x, A)D(x, 1)

seklinde ifade elde edilir.

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)



o(x,A)= Py (x, A)p(x, 2)+ By (x, )5 (. 2)

®(x,2) = B, (x, A)B(x, 2) + P, (x, A)B'(x, ) (3.3.8)

olur. (4.1.3) ve (4.1.7) esitliklrinden fixe edilmis x igin P, (x A) fonksiyonu %,

~

ve k, kutup noktalari ile %’nin meromorfik fonksiyonudur.G%s = G; 05‘;

n

seklinde tanimlanir.Burada

oM (e, )< CoH™

(3.3.9)

5 3
(4.1.3) ve (4.1.7) den eger M(z)=z\2(,1) ise P, (x,4) fonksiyonlarimn hepsi k
da x fikse edilmis olsun. Bununla birlikte (4.1.9) esitliginden
B,(x,A)=0, P, (x,1)= A(x) olsun.
(4.1.8) esitlikleri kullanilarak

o(x,2) = A(x)3(x,2), D(x,4)= A(x)D(x, 1) (3.3.10)

ifadesi alimr. (3.1.4), (3.1.5) ve (3.2.3) dan [k| > i¢in k€ (g,7—¢] £ >0 igin

o(x,4)= -Iziexp(— i/{x)(l + OGD

alinir. Burada x <d igin b=1ve x>d i¢in b=a" dir.

Benzer sekilde

o(x, 1) = (ikb)exp(ﬂa)(l 5 o[%j]
seklinde hesaplanabilir. Bununla birlikte
(@(x, A)plx, 1)) =1
ve (4.1.2)esitliginden tiim x ve A’larigin a* =@* , A(x)=1 ve
p(x,2)=3(x, 1), O(x, 1) = D(x, 1) olur.
Dolayisiyla L = I bulunur.
Teorem 4.1.2. Eger k=k,, &, =&, n>0 ise L =L’ dir Operatoriin {k,,a, }

nJ)n20

spektral kiimesi tek sekilde gosterilebilir.



Ispat:(3.2.4) esitliginden k, kutup noktalar ile M (/1) Wely fonksiyonu

meromorfik fonksiyondur. (3.2.4.) ve (3.2.5) ve B, = t//(O,k" ) = ( . ) ifadeleri
P\, K,
kullanilirsa
k
Rez,, M(1)= ol,) _ By (3.3.11)

ak,) Ak)

alinir. Regiiler x € I, igin Wely fonksiyonu i¢in Cauchy teoremi kullanilirsa

n

M(/?,)z——l—_ JM—(‘u)d ,kein+T,
27 F u—A

dir. Diger taraftan §(k)=1(0,%) ve (4.1.5) esitsizliginden

5(k) = Oexpl(tm /7)) (33.12)
almir.(4.1.1), (4.1.5) ve (4.1.12) ifadelerinden

M(A) < CslH™, ke G, (3.3.13)

olur. Boylece

M(A):lim-l—_ J‘Mdy
n—w Qg1 I_”/u -

bulunur. Burada T, :- {k k| = k'l n= O,l,...} seklindedir. rezidii teoremi ve

(4.1.11) esitlikleri kullanilarak

alinir. Teoremin hipotezinden (4.1.14) den M(A)= M (1) ve dolayisiyla Teorem

4.1.1°den L = L ifadesi alinir.

Teorem.d.1.3. Eger k=k,, 1, = i, n> 0 ise (0,77)de q(x)=G(x).d=d,a=a
dir.

Ispat: (3.2.4) dan A(k) fonksiyonu tim -:12 siral1 £’lar igin tek sekilde

A(k)=cf[(1-ki] (3.3.15)



gosterilir ve (3.2.1)den

A, (k)= onﬁ(l —kiJ Q,=m*-2d-n)a

olur. Buradan

ot &, k° -k
k — o igin
=k
C =—k,Q, [] k_°
alinir. (4.1.15) esitliginden
A(k):Qo(k—ko)ﬁk'}c_ok (3.3.16)
nel

n

bulunur. (4.1.16) esitliginden {k,} ., spektrumun &zelliklerinden A(k)

karakteristik fonksiyonu tek sekilde gosterilebilir. Ayni sekilde {yn} sifirlari ile

n20
5(k) fonksiyonu tek sekilde gosterilebilir. & = ’l;n, M, =, n>0dr. Buradan
Alk)=A(k) ve 6S(k)=6(k) (4.1.1) esitliginden  agiktir.Dolayisiyla
M(4)= M(A) ahmr,

~

Teorem 4.1.1°den (0,7[) araliginda q(x)=g(x), d=d, a=a saglanir
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