
















G·IR·IŞ

Operatörlerin spektral teorisi; matematik, …zik ve mekani¼gin çȩsitli alanlar¬nda

geniş bir şekilde kullan¬lmaktad¬r. Matemetiksel …zi¼gin bir s¬ra problemlerinde özel-

likle Kuantum mekani¼ginde singuleriteye sahip diferansiyel operatörlerin ö¼grenilmesi

önem kazanmaktad¬r. Kuantum mekani¼ginin önemli problemlerinden birisi Coulomb

potansiyelli alanda parçac¬klar¬n hareketini ö¼grenmektir. Bu tip problemlerin çözümü

bir tek Hidrojen atomunun spektrumunu de¼gil bir valentli atomlar¬n da ö¼grenilmesinde,

örne¼gin Sodyum (Na) atomu spektrumunun ö¼grenilmesinde, önem taş¬maktad¬r. Lineer

operatörlerin spektral teorisinin esas kaynaklar¬ bir yandan lineer cebir olmak üzere

di¼ger yandan titreşim teorisinin problemleridir (telin titreşimi vb.). Lineer cebir prob-

lemleri ve titrȩsim teorisi problemleri aras¬ndaki benzerliklerin fark¬na var¬lmas¬ çok

eskilere dayan¬r. ·Integral denklemler teorisinde yap¬lan çal¬şmalarda bu benzerlikler-

den sürekli faydalanan ilk olarak Hilbert olmuştur. Bunlar¬n sonucu olarak önce 2

uzay¬ daha sonralar¬ ise genel Hilbert uzay¬ meydana gelmi̧stir.

Matematikte 2 ve  soyut Hilbert uzay¬ tan¬mland¬ktan sonra  de lineer self-

adjoint operatörler teorisi h¬zla geli̧smeye başlam¬̧st¬r. XIX. ve XX. yüzy¬llarda birçok

matematikçiler sayesinde bu teori mükemmel bir seviyeye ulaşm¬̧st¬r. Özel olarak bu

çal¬̧smalarda özde¼gerler, özfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normalleştirici say¬lar, vs.

spektral veriler tan¬mlanm¬̧s ve farkl¬ yöntemlerle bunlar için asimptotik formüller bu-

lunmuştur.

Regüler ve singüler olmak üzere iki tür diferansiyel operatör tan¬mlanm¬̧s ve bunlar¬n

spektral teorileri yap¬land¬r¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 0.1. Tan¬m bölgesi sonlu ve katsay¬lar¬ toplanabilir fonksiyonlar olan dife-

ransiyel operatöre regüler, tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lar¬(baz¬lar¬ veya tamam¬)

toplanabilir olmayan diferansiyel operatörlere singülerdir denir.

·Ikinci mertebeden regüler operatörler için spektral teori günümüzde Sturm-Liouville

teorisi olarak bilinir. XIX. yüzy¬l¬n sonlar¬nda ikinci mertebeden diferansiyel operatör-

ler için sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r şartlar¬ sa¼glanacak şekilde adi diferansiyel operatör-

lerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬ Birko¤ taraf¬ndan incelenmi̧stir. Diskret spektruma sahip

ve uzay¬n tamam¬nda tan¬ml¬ operatörlerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬, özellikle Kuantum
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mekani¼ginde çok önem taş¬maktad¬r. Birinci mertebeden iki denklemin regüler sis-

temleri daha sonraki y¬llarda ele al¬nm¬̧st¬r. Singüler operatörler için spektral teori

ilk olarak Weyl taraf¬ndan incelenmi̧stir. Daha sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs

ve di¼ger matematikçiler taraf¬ndan simetrik ve self-adjoint operatörlerin genel spek-

tral teorisi oluşturulmuştur. Simetrik operatörlerin tüm self-adjoint geni̧slemelerinin

bulunmas¬ problemi Neumann taraf¬ndan bir süre sonra yap¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci mertebeden singüler operatörlerin spektral teorisine yeni bir yaklaş¬m¬ 1946

y¬l¬nda Titchmarsh vermi̧stir. Do¼gru ekseninde tan¬ml¬ azalan(artan) potansiyelli

 = ¡ 2

2
+ ()

Sturm-Liouville operatörleri için özde¼gerlerin da¼g¬l¬m¬ formülü Titchmarsh taraf¬ndan

bulunmuştur. Son y¬llarda bu operatöre bir boyutlu () potansiyelli Schrödinger den-

klemi de denir. Ayn¬ zamanda bu çal¬̧smada Schrödinger operatörü için özde¼gerlerin

da¼g¬l¬m formülü de verilmiştir.

Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ili̧skin ve diferansiyel operatörlerin

spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çal¬̧smalar 1949 y¬l¬nda Levitan taraf¬n-

dan yap¬lm¬̧st¬r. Levitan bu çal¬̧smalar¬nda spektral teoriyi esasland¬rmak için kendine

has bir yöntem vermi̧stir. Farkl¬ singüler durumlarda diferansiyel operatörlerin spek-

tral teorisi, özellikle özde¼gerlerin, özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gine ve özfonksiyonlar¬n

taml¬¼g¬na iļskin konular Courant, Carleman, Birman, Salamyak, Maslov, Keldish vs.

matematikçiler taraf¬ndan geliştirilmi̧stir.

Tan¬m 0.2:  diferansiyel operatörü verildi¼ginde spektral karakteristiklerinin bu-

lunmas¬ problemine düz problem, spektral karakteristikleri verildi¼ginde bu Sturm-

Liouville tipinde hangi  diferansiyel operatörünün spektral karakteristikleri oldu¼gu

proble- mine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatörlerin spektral analizinde önemli

bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir s¬ra problemleri ile s¬k¬ ba¼glant¬l¬d¬r.

Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin başlang¬c¬ say¬lan ilk çal¬̧sma

Ambartsumyan’ a (1929) aittir. 1929 y¬l¬nda Ambartsumyan Sturm-Liouville ope-

ratörleri için ters problemlerle ilgili aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r:

Teorem 0.3: (), [0 ] aral¬¼g¬nda gerçel de¼gerli sürekli fonksiyon olmak üzere
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0 1 ¢ ¢ ¢   ¢ ¢ ¢ ler

00 + f ¡ ()g  = 0 (0    ) (0.1)

0(0) = 0() = 0 (0.2)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger  = 2 ( = 0 1 ) ise () ´ 0 d¬r.

Ambartsumyan’ ¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra ters problemler teorisinde bu tip prob-

lemlerin çözümü için farkl¬ yöntemler ve farkl¬ problemler ortaya ç¬km¬̧st¬r. Bu prob-

lemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi Borg’ a aittir ve elde etti¼gi sonuç, aşa¼g¬daki

teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.4: 0 1 ¢ ¢ ¢   ¢ ¢ ¢ ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

0(0) ¡ (0) = 0 (0.3)

0() + () = 0 (0.4)

s¬n¬r koşullar¬ ile verilen problemin, 0 1 ¢ ¢ ¢   ¢ ¢ ¢ ler ise (0.1) denklemi ve


0
(0) ¡ 1(0) = 0 ( 6= 1) (0.5)

0() + () = 0 (0.6)

s¬n¬r koşullar¬yla verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde fg¸0 ve fg¸0
dizileri () fonksiyonunu ve  1 ve  say¬lar¬n¬ tek olarak belirtir. ( 1 ve  sonlu

gerçel say¬lard¬r.)

Borg’ un 1945 y¬l¬ndaki çal¬şmas¬nda , fg¸0 ve fg¸0 dizileri verilen oper-

atörün farkl¬ spektrumlar¬ oldu¼gu farz edilir ve operatör bu dizilerin yard¬m¬yla be-

lirlenir. Yani, bu tip operatörün varl¬¼g¬ önceden kabul edilir. Borg ayn¬ çal¬̧smada,

bu tip diferansiyel operatörün tek olarak belirtilmesi için bir tek fg¸0 spektrumu-

nun yeterli olmad¬¼g¬n¬ göstermi̧stir. O yüzden de, Ambartsumyan’¬n sonucu istisna bir

durum olarak düşünülmektedir.

Bu çal¬̧smadan sonra potansiyelin ( ¡ ) = () simetriklik koşulunu sa¼gla-

mas¬ durumunda bir spektruma göre Sturm-Liouville operatörünün belirlenebilece¼gini

Levinson (1949), [3] ve [4]’ de ispatlam¬̧st¬r. Bu problemin tam çözümü Guseinov ve

Nabiyev(1995) taraf¬ndan verilmi̧stir. Ayr¬ca, Levinson negatif özde¼gerlerin mevcut ol-

mad¬¼g¬ durumda, saç¬lma faz¬n¬n, potansiyeli birebir olarak tan¬mlad¬¼g¬n¬ göstermiştir.
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Sturm-Liouville denkleminin inceleme sürecinde kullan¬lan yöntemlerden biri de ters

problemin çözümlerinde önemli bir araç olan dönüşüm operatörü kavram¬ olmuştur. Bu

kavram operatörlerin genelleştirilmi̧s ötelemesi teorisinde Delsarte, Lions (1938), (1956)

ve Levitan, Gasymov (1964) taraf¬ndan verilmi̧stir. Key… Sturm-Liouville denklemleri

için dönüşüm operatörünün yap¬s¬n¬ ilk olarak Povzner (1948) kendi çal¬̧smalar¬nda

incelemi̧stir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde bir

sonraki en önemli aşamalardan birisi Marchenko (1950) taraf¬ndan kaydedilmiştir.

Marchenko bu çal¬̧smas¬nda ters problemlerin çözümünde Sturm-Liouville operatörünün

spektral fonksiyonundan yararlanm¬̧st¬r.

( ) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin

(0 ) = 1 0(0 ) =  (0.7)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü, ( ) = () fonksiyonlar¬ ise (0.1) diferan-

siyel denklemi ve ayr¬k s¬n¬r koşullar¬n¬n üretti¼gi operatörün özfonksiyonlar¬ olsun. Bu

durumda

 =

Z

0

2( ) (0.8)

say¬lar¬ verilen operatörün normalleştirici say¬lar¬,

() =
X



1



fonksiyonu ise bu operatörün spektral fonksiyonu olmak üzere Marchenko Borg’ un is-

patlad¬¼g¬ teoremin benzerini () spektral fonksiyonu yard¬m¬yla vermi̧stir. Ayr¬ca bu

çal¬̧smada, () fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatörün spek-

tral fonksiyonu olmas¬ için gerek ve yeter koşulu verilmi̧stir. Marchenko’ nun çal¬̧smalar¬

ile hemen hemen ayn¬ zamanda Krein (1951) ve (1954) çal¬̧smalar¬nda Sturm-Liouville

tipindeki diferansiyel operatörü fg¸0 ve fg¸0 dizilerine göre belirtmek için etkili

yöntem vermi̧stir. Fakat, bu çal¬şmalarda verilen gerekli ve yeterli koşul, fg¸0 ve

fg¸0 dizileri yard¬m¬yla de¼gil, bu dizilerin yard¬m¬yla kurulan yard¬mc¬ fonksiyon

kullan¬larak verilmi̧stir.

1949 y¬l¬nda Marchenko’ nun çal¬̧smas¬ yay¬nlanmadan önce Tikhonov (1949) taraf¬n-

dan Marchenko’ nun ispatlad¬¼g¬ teklik teoremine denk olan bir teorem ispatlanm¬şt¬r.

Tikhonov’un çal¬̧smas¬nda ispatlanan teoremin ifadesi aşa¼g¬daki şekildedir:
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Teorem 0.5:   0 oldu¼gunda

 00 + 2() = 0   0 (1) = 0

probleminin çözümü ( ) olsun. Burada () parçal¬ analitik fonksiyon ve () ¸
0  0 d¬r. () =

 0(0 )

(0 )
olsun. O halde   0 oldu¼gunda () fonksiyonuna göre

() fonksiyonu tek olarak belirtilir.

1951 y¬l¬nda Gelfand ve Levitan çal¬̧smalar¬nda , () monoton fonksiyonunun

Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olmas¬ için gerekli ve yeterli şartlar¬

verdiler. Ayr¬ca, bu çal¬̧smada Sturm-Liouville operatörünün belirtilmesi için etkili bir

yöntem verilmiştir.

Klasik Sturm-Liouville operatörünün fg¸0 ve fg¸0 (  0) dizilerine göre

belirlenmesi için, yani verilen dizilerin s¬ras¬yla Sturm-Liouville probleminin spektrumu

ve normalleştirici say¬lar¬ olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul aşa¼g¬da verilen klasik asimp-

totik eşitliklerin sa¼glanmas¬d¬r:

p
 =  +

0


+ ¢ ¢ ¢ +
k

2 k
2k

2 k+1 +


2k
2 k+1 

 =


2
+

0
2

+ ¢ ¢ ¢ +
k

2 k
2k+12 k +



2k+1
2 k

burada 0 =
1



2
4 +  +

1

2

Z

0

()

3
5 dir. E¼ger  çift say¬ ise

P
2  1 ve

P³


´2


1 e¼ger  tek ise
P³



´2
 1 ve

P
2  1 dir.

Fakat, bu çal¬̧smalarda ters problemin iki spektrumuna göre tam çözümü verilme-

mi̧stir. Regüler Sturm-Liouville operatörleri için bu problemin yani, iki spektruma

göre regüler Sturm-Liouville operatörünün belirlenmesi problemi Levitan ve Gasymov’

un (1964) çal¬̧smas¬nda verilmiştir. Bu çal¬şmada, verilen problemin fg¸0 nor-

malleştirici say¬lar¬n¬n iki spektruma ba¼gl¬ oldu¼gunu gösteren

 =
1 ¡ 

 ¡ 

1Y

=0

0 ¡ 
 ¡ 

(0.9)

şeklinde önemli bir formül elde edilmi̧stir. Burada
Q0 sembolü, sonsuz çarp¬mda  =

 çarpan¬n bulunmad¬¼g¬n¬ gösterir. (0.9) formülü iki spektruma göre ters problemin

çözümünü vermektedir. Gerçekten de, e¼ger fg¸0 ve fg¸0 dizileri
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p
 =  +

0


+
1
3

+ 

µ
1

4

¶
(0.9’)

p
 =  +

00


+
01
3

+ 

µ
1

4

¶

şeklindeki klasik asimtotik formülleri sa¼glarsa, (0.9) formülünden yararlanarak fg¸0
say¬lar¬n¬n asimptotik ifadesi bulunur. Buradan, () sürekli fonksiyon oldu¼gu durumda

fg¸0 ve fg¸0 dizilerinin (0.1) formundaki denklemin iki spektrumu olmas¬ için

gerek ve yeter koşullar al¬n¬r. Bu koşullar aşa¼g¬daki şekilde s¬ralanabilir:

1) fg¸0 ve fg¸0 dizileri s¬ral¬d¬r, yani 0  0  1  1  2  2  ¢ ¢ ¢
şaklindedir

2)  ve ’ler (0.9’) asimptotik formüllerine sahiptir.

3) 0 6= 00

Şimdi ise Dirac operatörünün spektral teorisine ait baz¬ önemli sonuçlar¬ hat¬r-

latal¬m. Dirac operatörünün spektral analizi ile ilgili ilk çal¬̧smalar do¼gal olarak …zikçiler

Prats ve Toll (1959), Moses (1957) ve di¼gerleri taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Dirac ope-

ratörü için (01) yar¬ ekseninde spektral fonksiyona göre ters problem Gasimov ve

Levitan (1966) taraf¬ndan çözülmüştür. Bu çal¬̧smada () ve () [0 1) yar¬ ek-

seninin her sonlu aral¬¼g¬nda sürekli, gerçel de¼gerli fonksiyonlar ve

 =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A  () =

0
@ () ()

() ¡()

1
A  ( ) =

0
@ 1( )

2( )

1
A

olmak üzere





+ () =  0    1 (0.10)

1(0) = 0 2() + 1() = 0 (0.11)

(1(0) = 0 2() + 11() = 0 1 6= ) (0.11
0
)

s¬n¬r problemi ele al¬nm¬̧st¬r. Bu takdirde ( ) =

0
@ 1( )

2( )

1
A  (0.10) denk-

leminin

1(0 ) = 0 2(0 ) = ¡1 (0.12)
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başlang¬ç şartlar¬n¬ sa¼glayan çözümü, monoton artan () (¡1    1) fonksiyonu

(0.10), (0.11) probleminin spektral fonksiyonu ve her () 2 2(01) fonksiyonu için

() =

Z

0

 ()( ) lim
!1

1Z

¡1

f () ¡ ()g2 () = 0

olmak üzere 1Z

0

 () () =

1Z

¡1

 2()() (0.13)

Parseval eşitli¼ginin sa¼gland¬¼g¬ gösterilmi̧stir.

Ayr¬ca, bu çal¬̧smada aşa¼g¬daki önemli sonuçlar elde edilmiştir:

Teorem 0.6:

() = () ¡ 



ve

 ( ) =
2



1Z

¡1

0
@ (1 ¡ cos)

¡ sin 

1
A

µ
1 ¡ cos 


¡sin



¶
()

olmak üzere  ·  için ( ) matris fonksiyonu

 ( ) + ( ) +

Z

0

( ) ( ) = 0 (0.14)

integral denklemini sa¼glar.

Teorem 0.7: () fonksiyonu aşa¼g¬daki şartlar¬ sa¼glas¬n:

1. () 2 2(01) key… sonlu vektör fonksiyon ve

() =

1Z

0

 ()( ) ( ) =

0
@ sin

¡ cos

1
A

olmak üzere 1Z

¡1

2()() = 0

ise () ´ 0 d¬r.

() = () ¡ 


 ( ) =

0
@ (1 ¡ cos)

¡ sin 

1
A

olacak biçimde

 ( ) =

1Z

¡1

( ) ( )()
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matris fonksiyonu ikinci mertebeden sürekli  00( ) ´  ( ) türeve sahiptir.

Bu takdirde her sabitlenmiş  ¸ 0 için (0.14) integral denklemi her iki de¼gi̧skene

göre sürekli olan tek ( ) çözümüne sahiptir.

Teorem 0.8: () sürekli matris fonksiyonu olmak üzere, monoton artan ()

fonksiyonunun (0.10), (0.11) s¬n¬r probleminin spektral fonksiyonu olmas¬ için aşa¼g¬daki

şartlar¬n sa¼glanmas¬ gerek ve yeterdir:

1. E¼ger () 2 2(0 1) key… sonlu vektör fonksiyon ve

() =

1Z

0

 ()( )

olmak üzere 1Z

¡1

2()() = 0

ise () ´ 0 d¬r.

( ) =

1Z

¡1

( ) ( )

½
() ¡ 



¾

matris fonksiyonu 11( 0) = 21( 0) = 0 olmak üzere ikinci mertebeden sürekli

 00( ) ´  ( ) türeve sahiptir.

·Iki spektruma göre regüler Dirac operatörünün belirlenmesi problemi Gasimov ve

Cebiyev (1975) taraf¬ndan yap¬lan çal¬şmada verilmi̧stir. Bu çal¬̧smada aşa¼g¬daki önemli

teoremler ispatlanm¬̧st¬r:

Teorem 0.9: fg1¡1 ve fg1¡1 dizileri s¬ras¬ ile (0.10), (0.11) ve (0.10) (0.11
0
)

problemlerinin özde¼gerleri ise

 =
1 ¡ 

 ¡ 

1Y

=¡1

0  ¡ 
 ¡ 

 ( = 0 ¨1¨2   ) (0.15)

dir. Burada,
Q0

sembolü, sonsuz çarp¬mda  = . çarpan¬n bulunmad¬¼g¬n¬ gösterir.

Teorem 0.10: () ve () [0 ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ reel fonksiyonlar ve k. mer-

tebeden türevleri 2(0 ) de olacak biçimde fg1¡1 ve fg1¡1 dizileri s¬ras¬ ile (0.10),

(0.11) ve (0.10), (0.11
0
) problemlerinin spektrumlar¬ olmas¬ için

1. fg ve fg say¬lar¬n¬n s¬ral¬ olmas¬, yani

    ¡  ¡  ¡+1      0  0  1          +1    
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2.  6=  0 ·   ·  ve
1X

=¡1
jj2 ve

1X

=¡1

¯̄


¯̄2 serileri yak¬nsak olmak

üzere

 =  ¡ 


+

1


+    +
¡1
¡1

+



 =  ¡ 


+

1


+    +
¡1
¡1

+



asimptotik formüllerinin sa¼glanmas¬ gerek ve yeterdir.

Dirac operatörü için özvektör(özfonksiyon) fonksiyonlar¬n¬n taml¬¼g¬, Cauchy prob-

leminin çözümü, self-adjointlik durumunda spektrumun diskretli¼gi ve süreklili¼gi, regü-

lerize izin hesaplanmas¬, periyodik ve antiperiyodik problemler, aç¬l¬m teoremleri, özvek-

tör fonksiyonlar¬n¬n asimptoti¼gi, 2 mertebeli Dirac denklemler sistemi için ters saç¬lma

problemi, k¬smen çak¬̧smayan iki spektruma göre ters problem s¬ras¬ ile Sargsjan (1966)

ve Martynov (1965) çal¬̧smalar¬nda incelenmi̧stir.

Di¼ger taraftan ¡1
2 (0 1) uzay¬nda singüler reel de¼gerli potansiyellere sahip

Sturm-Liouville operatörler s¬n¬f¬ için ters spektral problem Hryniv ve Mkytyuk (2003)

taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smada incelenmi̧stir.

Bu çal¬şmada,  2 ¡1
2 (0 1) reel de¼gerli da¼g¬l¬m(distrubition) fonksiyonu olmak

üzere  := 2(0 1) Hilbert uzay¬nda

 := ¡ 2

2
+  (0.16)

diferansiyel ifadesine kaŗs¬l¬k gelen  Sturm-Liouville operatörü tan¬mlanm¬̧s ve Savchuk

ve Shkalikov’un (1999) çal¬̧smas¬na göre, regülarizasyon yöntemi ile Dirichlet s¬n¬r koşul-

lar¬ndan bahsedilmi̧stir.

Distrubition anlam¬nda 0 =  olacak şekilde reel de¼gerli  2  al¬nm¬̧s ve

() =
©

 2  1
1 (0 1)

¯̄
0 ¡  2  1

1 (0 1) () 2  (0) = (1) = 0
ª

(0.17)

kümesinde tan¬ml¬

 =  = () := ¡(0 ¡ )0 ¡ 0 (0.18)

operatörü yaz¬lm¬şt¬r.

Burada, distrubition anlam¬nda bütün  2 () için () = ¡00 +  ifadesi

incelendi¼ginde özellikle  operatörü, regüler potansiyeller için ilkel  n¬n özel seçimine

ba¼gl¬ de¼gildir ve (0.16)-ya kaŗs¬l¬k gelen standart Dirichlet Sturm-Liouville operatörü ile
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çak¬̧s¬r. Ayr¬ca  , ilkel  2 ’ye düzgün resolvent anlam¬nda sürekli olarak ba¼gl¬d¬r ve

böylece   herhangi bir  = 0 2 ¡1
2 (0 1) için (0.16)-ya ait standart Dirichlet Sturm-

Liouville operatörüdür. Ele al¬nan potansiyeller s¬n¬f¬ Dirac ¡tipli ve
1


-Coulomb

tipli potansiyelleri içerir ve matematiksel …zik ve kuantum mekani¼ginde geni̧s olarak

kullan¬l¬r (Albeverio, Gesztesy ve Ark,1988) ve (Albeverio ve Kurasov, 2000).

Savchuk ve Shkalikov’un (1999) çal¬̧smas¬ndan iyi bilinir ki, her reel de¼gerli  2 

için yukarda tan¬mlanan  operatörü, diskret basit
¡
2

¢
  2  spektrumlu self ad-

joint operatördür ve   =  +  ( 2 2 olan dizi) şeklinde asimptoti¼ge sahip-

tir(Savchuk ve Shkalikov, 1999, Savchuk,2001 ve Hryniv .2003 ). Regüler  potansiyel-

leri için yukardaki asimptotikler  = (
1


) olacak şekilde yaz¬l¬r.

Bu çal¬̧smada, reel iki̧serli farkl¬ say¬lardan oluşan ve yukarda ifade edilen asim-

totiklere sahip hangi
¡
2

¢
dizileri, ¡1

2 (0 1) den olan singüler potansiyelli Sturm-

Liouville operatörlerinin spektrumudur? sorusunun cevab¬ araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu soru, ele

al¬nan potansiyeller için ters spektral probleme götürür. Yani; bu durum, kaŗs¬l¬k gelen

spektral parametreye dayanan  potansiyelinin kurulmas¬d¬r.

Regüler durumda, yukar¬da bahsedilen problemin çözümü için sadece
¡
2

¢
spek-

trumunun yetersiz oldu¼gu bilinmektedir. Ayn¬ dirichlet spektrumlu Sturm-Liouville

operatörlerinin üretti¼gi bir çok farkl¬  potansiyelleri(isospectral) vard¬r. Pöschel ve

Trubowitz (1987) verilen
¡
2

¢
spektrumlu (reel, basit ve  = +(

1


) asimptoti¼gine

ait)  Hilbert uzay¬ndaki bütün potansiyellerin kümesinin, analitik olarak  = 

a¼g¬rl¬klar¬ ile 2() a¼g¬rl¬kl¬ uzaya difeomor…k oldu¼gunu göstermişlerdir.

 potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek için spektrumun yan¬nda baz¬ ek

bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0 1) aral¬¼g¬n¬n yar¬s¬ üzerindeki potansiyelin bilinmesi

veya farkl¬ s¬n¬r koşullar¬ olan ayn¬ diferansiyel ifade ile verilen Sturm-Liouville ope-

ratörünün spektrumu veya biri bütün aral¬k için ve di¼gerleri aral¬¼g¬n eşit iki yar¬s¬ için

olan üç spektrum olabilir.

Çevirme operatörlerine dayanan regüler Sturm-Liouville operatörünün spektral verisin-

den,  potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmas¬ Marchenko (1950) ve Gelfand

(1951) taraf¬ndan geliştirilen Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi olarak adland¬r¬l¬r.

·Iki spektrum ile  potansiyelinin kurulumu için bir alternatif metod, Krein (1951)

taraf¬ndan geli̧stirildi. Daha sonra  Hilbert uzay¬ndan potansiyellere sahip Sturm-
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Liouville operatörler s¬n¬f¬ için Trubowitz ve Pöschel (1987) taraf¬ndan farkl¬ bir yak-

laş¬m önerildi. Yazarlar, spektral veriyi ve ’ deki potansiyeller aras¬ndaki dönüşümü

ayr¬nt¬l¬ olarak çal¬̧sm¬şlar ve ters spektral problemin çözülebilirli¼gini ispatlam¬̧slard¬r.

Özellikle spektral veriyi tam olarak karakterize etmi̧slerdir.

Hryniv and Mykytyuk’un, (2003) çal¬şmas¬nda Gelfand, Levitan ve Marchenko’ya

göre, klasik yaklaş¬m genelleştirilmiş ve ¡1
2 (0 1) den singüler potansiyellere sahip

Sturm-Liouville operatörler s¬n¬f¬ için ters spektral problem tam olarak çözülmüştür.

Şöyle ki, spektral veriler kümesinin aç¬k bir şekli verilmiş ve bu kümenin key… bir

eleman¬ndan ’nun yeniden nas¬l elde edildi¼gi aç¬klanm¬̧st¬r.

Di¼ger singülerite tiplerine(örne¼gin Sturm-Liouville operatörler s¬n¬f¬ için  sürek-

sizlik noktas¬, 1 ’ya benzer potansiyeller, vs.), Hald (1984), Andersson (1988), Carl-

son, (1994), Hald ve McLaughlin (1998), Yurko (2000), Yurko ve Freiling (2002),

Amirov ve Yurko (2001) bakm¬şlard¬r.

Aral¬¼g¬n iç noktas¬nda singüleriteye ve süreksizlik koşullar¬na sahip diferansiyel o-

peratörler, Amirov ve Yurko (2001) taraf¬ndan çal¬ş¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧smada  = 0 nok-

tas¬nda singüleriteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli Sturm-Liouville op-

eratörü için sonlu aral¬¼g¬n iç noktas¬nda çözümün süreksizli¼ge sahip oldu¼gu durumu

incelenmiştir ve verilen operatörün spektral özellikleri ve bu spektral özelliklere göre

ters problemin konumu ve çözümü için teklik teoremleri ispatlanm¬şt¬r.

Benzer şekilde Amirov (2002) çal¬̧smas¬nda, self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli

Sturm-Liouville operatörü için sonlu aral¬kta sonlu say¬da süreksizlik noktalar¬na sahip

oldu¼gu durum incelenmi̧stir. Burada verilen diferansiyel operatörü üreten diferansiyel

denklemin çözümlerinin davran¬̧slar¬, operatörün spektral özellikleri, spektrumu basit

oldu¼gu durumda yani yaln¬zca özde¼gerlerden oluştu¼gu durumda, özde¼gerlere karş¬l¬k

gelen özfonksiyon ve koşulmuş fonksiyonlara göre operatörün ayr¬l¬ş¬m¬, spektral para-

metrelere göre ters problemin konumu ve bu ters problemlerin çözümü için teklik teo-

remleri ispatlanm¬̧st¬r.

Amirov’un (2006) çal¬̧smas¬nda, sonlu aral¬¼g¬n iç noktas¬nda süreksizli¼ge sahip Sturm-

Liouville diferansiyel operatörler s¬n¬f¬ için ve (2005) çal¬̧smas¬nda Dirac operatörü için

çevirme operatörü, çekirdek fonksiyonunun baz¬ özellikleri, spektral karakteristiklerin

özellikleri ve ters problem için teklik teoremleri ö¼grenilmi̧stir.
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Aral¬¼g¬n iç noktas¬nda süreksizli¼ge sahip Bessel potansiyelli Sturm- Liouville ope-

ratörü için düz ve ters problemlerin araşt¬r¬ld¬¼g¬ bu tezde aşa¼g¬daki yol izlenmi̧stir.

1. Bölümde tezde kullan¬lan temel tan¬m, teoremler ile bir boyutlu Dirac sistemi

ve özellikleri verilmiştir.

2. Bölümde, sonlu aral¬kta Sturm Liouville diferansiyel denklem birinci mertebeden

denklem sistemine indirgenmiş ve bu sistemin çözümünün bir gösterilişi ve özellikleri

incelenmiştir.

2.1 alt bölümünde; () ´ 0 ve () 6= 0 oldu¼gu durumlarda

8
<
:

03 + 1 = ¡1()1 +
1


()¡21

01 ¡ 3 = 2()3

(2.1.1)

1(0) = 0 (2.1.2)

1() = 0 (2.1.3)

olmak üzere (2.1.1 ), (2.1.2), (2.1.3) probleminin çözümü için integral gösterilim elde

edilmi̧stir.  2 (0 ) noktas¬nda

1( + 0) = 1( ¡ 0)

3( + 0) = ¡13( ¡ 0)
(2.1.4)

süreksizlik koşuluna sahip (2.1.1)-(2.1.4) problemi  ile gösterilsin. Bu problemin0
@ 1

3

1
A (0) =

0
@ 1



1
A başlang¬ç koşulunu ve (2.1.4) süreksizlik koşulunu sa¼glayan

( ) =

0
@ 1

3

1
A ( ) çözümünün;

   ise,

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBB@

 + () +

Z

¡

11( ) + 

Z

¡

12( )

 + () +

Z

¡

21( ) + 

Z

¡

22( )

1
CCCCCCA

(2.1.7)
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   ise

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

10 + () + ()(2¡) +

Z

¡

11( )

+

Z

¡

12( )

30 + () ¡ ()(2¡) +

Z

¡

21( )

+

Z

¡

22( )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.1.8)

şeklinde bir gösterilime sahip oldu¼gu gösterilmiştir. Ayr¬ca farkl¬ bölgelerde ( )

(  = 1 2) fonksiyonlar¬ için integral denklemleri sistemleri elde edilmi̧stir.

2.2 alt bölümünde; 2.1 alt bölümünde elde edilen integral denklemleri sisteminin

uygun bölgede çözümünün varl¬¼g¬ ve tekli¼gi gösterilmiştir

3. Bölümde, verilen  operatörünün spektrumunun özellikleri, Weyl çözümü ve

Weyl fonksiyonunun özellikleri ile  probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonuna

ve diskret spektral verilere göre ters problemin çözümü incelenmiştir.

3.1 alt bölümünde, () = 0 oldu¼gu duruma kaŗs¬l¬k gelen 0 probleminin

¢0() = (10() + +) sin  + (10() + ¡) sin (2 ¡ ) + 20() cos

+20() cos(2 ¡ ) +

Z

0

e110( ) sin  +

Z

0

e120( ) cos

karakteristik fonksiyonunun özellikleri incelenmi̧stir.

3.2 alt bölümünde,  probleminin spektral karakteristiklerinin ’nin yeterince büyük

de¼gerlerinde davran¬̧slar¬ ö¼grenilmi̧stir.

3.3 alt bölümünde,  probleminin Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonunun özellikleri

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

3.4. alt bölümde,  probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonuna ve diskret

spektral verilere göre ters problemin çözümü için teklik teoremleri verilmi̧stir.
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I.BÖLÜM

1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu bölümde, diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan önemli

kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1.1: 2[ ] uzay¬  ·  ·  olmak üzere ,

2[ ] =

8
<
:() :

Z



[()]2  1

9
=
;

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu uzayda iç çarp¬m ise

   =

Z



()()

şeklinde tan¬mlan¬r

Tan¬m 1.1.2: 2 uzay¬,

2 =

(
 = (1 2        )j 2 

1X

=1

jj2  1
)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada  kompleks veya reel say¬lar cismidir.

Tan¬m 1.1.3:  () tan¬m kümesinde s¬n¬rl¬ lineer bir operatör olmak üzere

 ´ ¡00 + () = 

eşitli¼gini sa¼glayan () 6= 0 fonksiyonu mevcut ise  say¬s¬na  operatörünün özde¼geri,

( ) fonksiyonuna ise  ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonu denir.

Tan¬m 1.1.4: fg dizisinin terimleri  operatörünün özde¼gerleri ve ( ) ler

bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar olmak üzere

 =

Z



( )( )

say¬lar¬na  operatörünün normalleştirici say¬lar¬ denir.

Tan¬m 1.1.5:  () tan¬m kümesinde s¬n¬rl¬ lineer bir operatör ve

 =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A  () =

0
@ () ()

() ¡()

1
A  ( ) =

0
@ 1( )

2( )

1
A
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olmak üzere

 ´ 0 + () = 

eşitli¼gini sa¼glayan () 6= 0 vektör fonksiyonu mevcut ise  say¬s¬na  operatörünün

özde¼geri, ( ) fonksiyonuna ise  ya karş¬l¬k gelen özfonksiyonu denir.

Tan¬m 1.1.6: fg dizisi  operatörünün özde¼gerleri ve ( ) ler bu özde¼gerlere

karş¬l¬k gelen özfonksiyonlar olmak üzere

 =

Z



©
21( ) + 22( )

ª


say¬lar¬na  operatörünün normalleştirici say¬lar¬ denir.

Tan¬m 1.1.7:  ¡  operatörünün uzay¬n tümünde tan¬ml¬, s¬n¬rl¬ ( ¡ )¡1

tersinin mevcut olmad¬¼g¬ 0lar kümesine  operatörünün spektrumu denir.

Tan¬m(Adjoint Operatör) 1.1.8: 1 ve 2 iki Hilbert uzaylar¬ ve

 : 1 ! 2 s¬n¬rl¬ lineer bir operatör olsun. E¼ger ¤ operatörü

   =  ¤  şart¬n¬ sa¼gl¬yorsa ¤ operatörüne  nin adjointi denir. E¼ger

 = ¤ ise  operatörüne self adjoint operatör denir.

Tan¬m(Dönüşüm Operatörü) 1.1.9:  lineer topolojik uzay,  ve  de  :

 !   :  !  şeklinde tan¬ml¬ iki lineer operatör olsun. 1 ile 2 de  lineer

uzay¬n¬n kapal¬ alt uzaylar¬ olmak üzere  uzay¬n¬n tamam¬nda tan¬ml¬, 1 den 2 ye

dönüşüm yapan lineer terse sahip  operatörü

i)  ve ¡1 operatörleri  uzay¬nda süreklidir,

ii)  =  operatör denklemi sa¼glan¬r

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa,  e  ve  operatörler çifti için dönüşüm operatörü denir.

Tan¬m 1.1.10: () fonksiyonu kompleks düzlemin bir 0 noktas¬n¬n  komşu-

lu¼gunun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse, () fonksiyonuna 0 noktas¬nda analitiktir

denir.

Tan¬m 1.1.11:  () fonksiyonu kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik ise

() ye tam fonksiyon denir.

Teorem(Rouche Teoremi) 1.1.12:  ve  kompleks düzlemin bir  bölgesinde

sonlu say¬da s¬f¬r yeri olan ve sonlu say¬da kutup yerleri d¬̧s¬nda analitik olan fonksi-

yonlar olsunlar. E¼ger   ve  nin hiçbir s¬f¬r ve kutup yerinden geçmeyen,  içinde
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bulunan basit kapal¬ bir e¼gri ve de  üzerinde j()j  j ()j olsun. Bu durumda ()

ve () + () fonksiyonlar¬n¬n  içindeki s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬ katl¬l¬¼g¬ ile birlikte ayn¬d¬r.

Teorem(Cauchy ·Integral Teoremi) 1.1.13: () basit ba¼glant¬l¬  bölgesinde

birebir analitik fonksiyon,  ise  de bulunan key… düzlendirilebilir kapal¬ e¼gri olacak

biçimde () nin  e¼grisi üzerinden integrali s¬f¬ra ȩsittir:
Z



() = 0

Teorem(Cauchy ·Integral Formülü) 1.1.14:  bir bölge ve  bu bölge içinde

bir kapal¬ e¼gri olsun. E¼ger   içinde bir nokta ve ()  de analitik ise,

 () =
1

2

Z



 ()

 ¡ 


dir.

Tan¬m 1.1.15: Analitik () fonksiyonunun ayr¬k tekil noktas¬ 0 olsun. E¼ger,

lim
!0

() = 1

ise 0 noktas¬na () nin kutup noktas¬ denir.

Teorem(Rezidü Teoremi) 1.1.16:  bölgesinde (() nin sonlu say¬da ayr¬k

tekil 1 2      noktalar¬ hariç) ve  nin ¡ s¬n¬r¬nda analitik () fonksiyonu için
Z

¡

() = 2
X

=1

Re 
=

()

eşitli¼gi sa¼glan¬r. 0 noktas¬ () nin  katl¬ kutup noktas¬ ise

Re 
=

() =
1

( ¡ 1)!
lim
!0

¡1

¡1

h
 ()( ¡ 0)


i

0 noktas¬  () nin basit kutup noktas¬ oldu¼gunda ise

Re 
=

() = lim
!0

[()( ¡ 0)]

dir. () analitik fonksiyon olmak üzere

 = ( lim
!1

p
jj)¡1

formülü ile tan¬ml¬  say¬s¬

 () =
1X

=0


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serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬ ve () = max
jj=

j()j olsun.

Tan¬m 1.1.17:    için

()  exp()

olacak şekilde sonlu   0 say¬s¬ varsa, () tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve

yukar¬da verilen ȩsitsizli¼gi sa¼glayan  say¬lar kümesinin

 = lim
!1

ln ln ()

ln 

formülü ile tan¬ml¬  = inf fg say¬s¬na () nin mertebesi denir.

Tan¬m 1.1.18: () tam fonksiyonunun mertebesi sonlu (0    1) olmak

üzere    için

()  exp() (1.1.1)

olacak şekilde   0 say¬s¬ varsa () sonlu tipe sahiptir denir.

(1.1.1) ȩsitsizli¼gini sa¼glayan  = inf fg say¬s¬na () fonksiyonunun tipi denir ve

 = lim
!1

ln ()



formülüyle hesaplan¬r.dir.

Tan¬m 1.1.19:  = 0 0    1  = 1 olmak üzere (0    1) mertebeli

() tam fonksiyonu s¬ras¬ ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.

Tan¬m(Mittag-Le­er Aç¬l¬m¬) 1.1.18: Bir () fonksiyonunun sonlu düzlemde-

ki ayk¬r¬l¬klar¬ mutlak de¼ger büyüklü¼güne göre s¬ralanm¬̧s, basit 1 2 3    kutup yer-

leri, ve bu noktalardaki rezidüleri s¬ras¬yla 1 2 3    olsun. E¼ger  hiçbir kutup

yerinden geçmeyen, üzerinde j()j   eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi  yar¬çapl¬ çem-

ber ise ve  ! 1 iken  ! 1 oluyorsa

() = (0) +
1X

=1



·
1

 ¡ 
+

1



¸

yaz¬l¬r.

Tan¬m1.1.18: ¡1
2 [ ] uzay¬  ·  ·  olmak üzere ,

¡1
2 [ ] =

½
() :

Z
() 2 2[ ]

¾
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1.2. Bir Boyutlu Dirac Sistemi ve Özellikleri

() ler (  = 1 2) [0 ] aral¬¼g¬nda tan¬ml¬ ve sürekli reel de¼gerli fonksiyonlar

olmak üzere

 =

0
@ 11() 12()

21() 22()

1
A  12() ´ 21() (1.2.1)

bir matris operatörü olsun. () iki bileşenli bir vektör fonksiyonu

() =

0
@ 1()

2()

1
A   =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A   =

0
@ 1 0

0 1

1
A

olmak üzere µ





+ () ¡ 

¶
 = 0 (1.2.2)

denklemi 8
><
>:

02 + 11()1 + 12()2 = 1

¡01 + 21()1 + 22()2 = 2

(1.2.2
0
)

şeklinde iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemine denktir.

 ()¡potansiyel fonksiyon, ¡zerreci¼gin kütlesi olmak üzere 12() = 21() ´ 0

11() =  () +  22() =  () ¡  ise (1.2.2
0
) sistemi, relativistic kuantum

teorisinde bir boyutlu stasyoner dirac sistemi olarak bilinmektedir.

Sabit, ortogonal ve normallȩstirilmi̧s tabana göre; iki boyutlu uzay¬n herhangi düzgün

ortogonal dönüşümü,

() =

0
B@

cos() ¡ sin ()

sin () cos()

1
CA

şeklinde bir matris ile tan¬mlan¬r (Levitan and Sargsjan,1970)

 = 

oldu¼gu kolayca görülür.

(1.2.2) ’de  = () dönüşümü yap¬l¬r ve her taraf¬ ¡1 ile soldan çarp¬l¬rsa;

¡1



() + ¡1 = ¡1

veya





+

µ
¡1




 + ¡1

¶
 =  (1.2.3)
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elde edilir.

 = ¡1



 + ¡1

matrisi hesaplanacak olursa,

¡1() =

0
@ cos () sin ()

¡ sin () cos ()

1
A 




 =

0
@ 0() sin () ¡0() cos ()

0() cos() ¡0() sin()

1
A 

¡1



 =

=

0
@ cos () sin ()

¡ sin () cos ()

1
A

0
@ 0 1

¡1 0

1
A

0
@ 0() sin() ¡0() cos ()

0() cos () ¡0() sin ()

1
A =

=

0
@ 0() 0

0 0()

1
A 

¡1 =
0
@ cos () sin()

¡ sin () cos ()

1
A

0
@ 11() 12()

21() 22()

1
A

0
@ cos() ¡ sin ()

sin () cos()

1
A =

=

0
B@

11 cos2  + 12 sin 2 + 22 sin2  12 cos 2 +
1

2
(22 ¡ 11) sin 2

12 cos 2 +
1

2
(22 ¡ 11) sin 2 11 sin2  ¡ 12 sin 2 + 22 cos2 

1
CA

oldu¼gundan

() =

0
@ 11() 12()

21() 22()

1
A =

0
B@

0() + 11 cos2  + 12 sin2 + 22 sin2  12 cos 2 +
1

2
(22 ¡ 11) sin 2

12 cos 2 +
1

2
(22 ¡ 11) sin 2 0() + 11 sin2  ¡ 12 sin 2 + 22 cos2 

1
CA

ifadesi elde edilir. 12() ´ 0 olarak seçilirse,

12() cos 2() +
1

2
(22() ¡ 11()) sin 2() = 0 olur.

Böylece e¼ger 11() 6= 22() ise

() =
1

2
arctan

212()

11() ¡ 22()

olarak elde edilir ve () matrisi,

() =

0
@ 11() 0

0 22()

1
A ´

0
@ () 0

0 ()

1
A
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şeklinde olur. Buna göre (1.2.3) denklemi,
0
@ 0 1

¡1 0

1
A 


+

0
@ () 0

0 ()

1
A  =  (1.2.4)

şeklinde yaz¬labilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.

Şimdi () = 11() + 22() = 0 olmak üzere () fonksiyonu seçilsin. Bu

durumda 20() + 11() + 22() = 0 olaca¼g¬ndan

() = ¡1

2

Z

0

f11() + 22()g 

elde edilir. Buna göre (1.2.3) denklemi
0
@ 0 1

¡1 0

1
A 


+

0
@ () ()

() ¡()

1
A  =  (1.2.5)

şeklinde yaz¬labilir. Bu denkleme Dirac denkleminin II. kanonik formu denir. (1.2.4)

ve (1.2.5) denklemlerine (1.2.2) sisteminin kanonik formlar¬ da denir. (1.2.2) denklem

sistemlerinin spektral teorisinin çeşitli problemlerini incelerken bu veya di¼ger kanonik

formlardan faydalanmak kolayl¬k sa¼glar. Örne¼gin, özde¼gerlerin ve özfonksiyonlar¬n

asimptotik davran¬̧s¬ araşt¬r¬l¬rken ve de key… vektör de¼gerli fonksiyonlar¬n (0 ve  nok-

talar¬nda homojen s¬n¬r koşullar¬ alt¬nda) (1.2.2) denklem sisteminin özfonksiyonlar¬na

göre aç¬l¬m¬ incelenirken (1.2.4) kanonik denklemini kullanmak uygundur. Sonsuz a-

ral¬kta verilmi̧s (1.2.2) denklem sisteminin özde¼gerlerinin asimptotik davran¬ş¬ ve ters

problem incelenirken de (1.2.5) kanonik denkleminden faydalanmak kolayl¬k sa¼glar.

(1.2.4) kanonik denklem sistemi için () ve (), [0 ] aral¬¼g¬nda reel de¼gerli ve

sürekli fonksiyonlar olmak üzere

02 + f() ¡ g 1 = 0 01 ¡ f() ¡ g 2 = 0 (1.2.6)

1(0) sin  + 2(0) cos = 0 (1.2.7)

1() sin + 2() cos  = 0 (1.2.8)

s¬n¬r problemini gözönüne alal¬m. Herhangi bir 0 için bu problemin s¬f¬rdan farkl¬

çözümü ( 0) =

0
@ 1( 0)

2( 0)

1
A olsun. Bu durumda 0’a özde¼ger, buna karş¬l¬k gelen

( 0)’a özfonksiyon denir.

20



Lemma 1.2.1: 1 6= 2 olmak üzere 1 ve 2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen ( 1)

ve ( 2) özfonksiyonlar¬ ortogonaldir, yani,
Z

0

f1( 1)1( 2) + 2( 1)2( 2)g = 0

d¬r.

·Ispat: ( 1) ve ( 2) özfonksiyonlar¬ (1.2.6) sisteminin çözümleri oldu¼gundan,

02( 1) + f() ¡ 1g 1( 1) = 0

01( 1) ¡ f() ¡ 1g 2( 1) = 0

02( 2) + f() ¡ 2g 1( 2) = 0

01( 2) ¡ f() ¡ 2g 2( 2) = 0

d¬r. Bu denklemleri s¬ras¬ ile 1( 2)¡2( 2) ¡1( 1) ve 2( 1) ile çarpar ve

sonuçlar¬ toplarsak,




f2( 1)1( 2) ¡ 1( 1)2( 2)g =

= (1 ¡ 2) f1( 1)1( 2) + 2( 1)2( 2)g

elde ederiz. Son eşitlik 0’dan ’ye ’e göre integrallenirse,

(1 ¡ 2)

Z

0

f1( 1)1( 2) + 2( 1)2( 2)g  =

= f2( 1)1( 2) ¡ 1( 1)2( 2)gj0
bulunur. Öte yandan,

f2( 1)1( 2) ¡ 1( 1)2( 2)gj0 = 0 oldu¼gundan

(1 ¡ 2)

Z

0

f1( 1)1( 2) + 2( 1)2( 2)g  = 0

veya

(1 ¡ 2)

Z

0

 ( 1)( 2) = 0

olur. 1 6= 2 oldu¼gundan, ( 1) ve ( 2) özfonksiyonlar¬ ortogonaldirler.

Lemma 1.2.2: (1.2.6)-(1.2.8) s¬n¬r-de¼ger probleminin özde¼gerleri reeldir.

·Ispat: Kabul edelim ki, 1 =  +  kompleks özde¼ger olsun. () ve () reel

de¼gerli ve [0 ] de sürekli fonksiyonlar,   say¬lar¬ reel oldu¼gundan, 2 = 1 =  ¡ 

say¬s¬da problemin ( 1) özfonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerdir.
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Bu durumda, Lemma 1.2.1 ’den,

Z

0

f1( 1)1( 1) + 2( 1)2( 1)g = 0

ve
Z

0

n
j1( 1)j2 + j2( 1)j2

o
 = 0

olur. Buradan 1( 1) ve 2( 1) s¬f¬r olur ki, bu da özfonksiyonlar¬n s¬f¬r olmamas¬

ile çeli̧sir. O halde özde¼gerler reeldir.
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II. BÖLÜM

ÇÖZÜMÜN ·INTEGRAL GÖSTER·IL·IM·I VE ÖZELL·IKLER·I

2.1. ·Integral Denklemin Oluşturulmas¬

Bu tezde çal¬̧s¬lan diferansiyel ifade,

() := ¡00+
³0

2
+ ()

´
 0     0 =

¡
 + 1

2

¢2¡ 1

4
 jj 

1

2
 () 2 2(0 )

şeklinde olup, burada () =
0
2

+ () fonksiyonu  = 0 noktas¬nda singüleriteye

sahip oldu¼gundan Tan¬m 0.1 gere¼gi bu ifade singüler diferansiyel ifadedir. Dolay¬s¬yla

() = f() : () 0() 2 (0 ) () 0() 2 ( ]  2 2(0 ) ( +0) =

( ¡ 0) 0( + 0) = ¡10( ¡ 0)  2 (


2
 )   0  6= 1g kümesinde bir singüler

diferansiyel operatörü üretmektedir. O halde e¼ger ¡00 +
³0

2
+ ()

´
 =  veya

bir başka gösterimle () =  diferasiyel denklemi al¬n¬rsa bu denklem bir singüler

diferansiyel denklemdir. Ayr¬ca (0) ve 0(0) de¼gerleri mevcut de¼gildir. Dolay¬s¬yla ilk

olarak verilen diferansiyel operatörün bu ifadelere benzer de¼gerleri de tan¬ml¬ olacak

şekilde yeni bir operatör tan¬mlamak gerekir. Bu operatörse verilen operatörün self-

adjoint genişlemesi olarak al¬nabilir.

Amirov ve Guseinov’un (2002) çal¬̧smas¬nda () := ¡00+



+

0
2

+() şeklinde

verilen diferansiyel operatörlerin s¬n¬r de¼ger koşullar¬ dilinde self-adjoint geni̧slemeleri

verilmi̧stir. Burada  2  1    2 0 =
¡
 + 1

2

¢2 ¡ 1

4
 jj 

1

2
 () 2 2(0 ) şek-

lindedir. Bu çal¬̧smada tezde de kullan¬lacak olan aşa¼g¬daki lemmay¬ ispatlam¬̧slard¬r.

Lemma 2.1.1  2 (¤) olmak üzere,

(¡1)() = () (¡2)() = ¡¡1[0 + ] ¡ ()()

fonksiyonlar¬n¬n  ! 0+ iken limitleri vad¬r. Yani,

lim
!0+

(¡)() = (¡)(0)  = 0 1

Burada ¤0 verilen 0 diferansiyel opratörünün eşlenik operatörüdür. 0 ise 0
0 =

1
0 (0 1) kümesinde tan¬ml¬ 00 := 00 = () operatörünün kapan¬̧s¬d¬r. Dolay¬s¬yla

00 operatörü 0 operatörünün minimal operatörüdür. Belli ki 00 operatörü 2(0 1)

uzay¬nda simetrik operatördür. Ayr¬ca burada () fonksiyonu
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() =

8
>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>:

0   1 ¡ 2

 ln   = 1 ¡ 2

(2 ¡ )
¡1X

=1


2¡1¡¡2 + ¡1 ln   =

2 ¡ 1 ¡ 2


  = 2 3 

(2 ¡ )
X

=1


2¡1¡¡2 + ¡1 ln   2

µ
2 ¡ 1 ¡ 2



2 + 1 ¡ 2

 + 1

¶


 = 1 2 

0 = 1  =
1

!



!(2 ¡ )

Y

=1

(2¡1¡¡2)¡1 1 = 1  = ¡1¡1¡¡¡11

  1 şeklindedir.

Şimdi ¡00 + ( + 1)¡2 + () =  diferansiyel denklemi için s¬n¬r de¼ger prob-

lemi yaz¬ls¬n. Belli ki bu diferansiyel denklemin  ! 0+ iken 1() = +1[1 + (1)]

2() = ( + 1)[1 + (1)] koşullar¬n¬ sa¼glayan asimtotik çözümleri mevcuttur. Fakat

j2j  1 durumunda (0) ve 0(0) de¼gerleri mevcut olmad¬¼g¬ndan s¬n¬r koşullar¬ ancak

(¡1)() ve (¡2)() fonksiyonlar¬ dilinde verilebilir. Bunun için al¬nan diferansiyel

denklemin (¡1)() ve (¡2)() fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla sisteme indirgenerek incelen-

mesi gerekir.

Bu tezde yaln¬zca singüler s¬n¬r de¼ger problemi de¼gil, ayr¬ca () fonksiyonunun

bir  2 (


2
 ) noktas¬nda süreksizli¼ge sahip olmas¬ durumunda elde edilen problem

incelenecektir. Volk (1953) çal¬̧smas¬nda süreksizlik noktas¬ olmad¬¼g¬ durumda bu tip

problem için çevirme operatörünü incelemi̧s ve çözümün,

( ) = ( ) +

Z

0

( )( ) şeklinde bir gösterime sahip oldu¼gunu ispat-

lam¬şt¬r. Burada ( ) =
p

() fonksiyonu birinci çeşit Bessel fonksiyonudur.

Fakat süreksizlik olmas¬ durumunda bu problemler bu tip çevirme operatörüne sahip

de¼gillerdir. Bu yüzden tezde çevirme operatörü de¼gil de çözüm için çevirme operatörü

tipinde bir integral gösterilimin varl¬¼g¬ ispatlanm¬̧st¬r.

Tezde,

¡00 + ( + 1)¡2 + () =   = 2  2 (0 ], j2j  1

lim
!0+

2() = 0 () = 0
0
@ 

0

1
A ( + 0) = 

0
@ 

0

1
A ( ¡ 0)  =

0
@  0

0 ¡1

1
A 
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problemi incelenecektir. Burada () reel de¼gerli fonksiyon,   0  6= 1  2 (


2
 ].

Şimdi al¬nan diferansiyel denklem (¡1)() ve (¡2)() fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla

sisteme indirgensin;

¡00 + ( +1)¡2 + () = ¡[¡¶+ ¡¡1]0+ () =  ȩsitli¼ginde her iki

taraf  ile bölünürse,

¡[¡¶+ ¡¡1]0 + ()¡2 = ¡2 elde edilir.

(¡2)() = 2 = ¡¡1[0 + ] ve (¡1)() = 1 =  olarak al¬n¬rsa, diferansiyel

denklem 8
><
>:

¡02 + ()¡21 = ¡21

01 = 22

sistemine indirgenmi̧s olur. 2 = 3 ¡2 ¡ 1 = 1() ve

2 ¡ 1 = 2() olarak al¬n¬rsa,
8
><
>:

03 + 1 = ¡1()1 +
1


()¡21

01 ¡ 3 = 2()3

sistemi elde edilmi̧s olur.
8
><
>:

03 + 1 = ¡1()1 +
1


()¡21

01 ¡ 3 = 2()3

(2.1.1)

1(0) = 0 (2.1.2)

1() = 0 (2.1.3)

1( + 0) = 1( ¡ 0)

3( + 0) = ¡13( ¡ 0)
(2.1.4)

(2.1.1)-(2.1.4) problemi ele al¬ns¬n. Burada () reel de¼gerli fonksiyon,   0  6= 1

 2
³

2
 

´
..

8
<
:

03 + 1 = 0

01 ¡ 3 = 0
homojen denklem sisteminin iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümü:

0
@ 1

3

1
A =

0
@ sin 

cos 

1
Ave

0
@ 1

3

1
A =

0
@ ¡ cos

sin 

1
A şeklindedir.
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0
@ 1

3

1
A =

0
@ 1() sin  ¡ 2() cos

1() cos + 2() sin

1
A ve

0
@ 01

03

1
A =

0
@ 01() sin  ¡ 02() cos + 1() cos  + 2() sin 

01() cos + 02() sin ¡ 1() sin  + 2() cos

1
A

al¬n¬r ve (2.1.1) denkleminde yerine yaz¬l¬p parametrelerin de¼gişimi yöntemi uygu-

lan¬rsa;

1() = ¡

Z

0

1()1() cos  +
1



Z

0

¡2()1() cos + 

Z

0

2()3() sin  + 0

2() = ¡

Z

0

1()1() sin  +
1



Z

0

¡2()1() sin  ¡ 

Z

0

2()3() cos + 1

bulunur. 1() ve 2()0 in ·Ifadeleri denklemde yerine yaz¬l¬rsa;

1() = 0 sin¡1 cos¡

Z

0

1()1() cos  sin +
1



Z

0

¡2()1() cos sin 

+ 

Z

0

2()3() sin sin  + 

Z

0

1()1() sin cos 

¡ 1



Z

0

¡2()1() sin  cos + 

Z

0

2()3() cos  cos

3() = 0 cos  + 1 sin ¡ 

Z

0

1()1() cos  cos

+
1



Z

0

¡2()1() cos cos+

Z

0

2()3() sin  cos ¡

Z

0

1()1() sin  sin 

+
1



Z

0

¡2()1() sin  sin  ¡ 

Z

0

2()3() cos  cos
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denklemleri elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa;

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 sin  ¡ 1 cos  ¡ 

Z

0

1()1() sin ( ¡ )

+
1



Z

0

¡2()1() sin ( ¡ ) + 

Z

0

2()3() cos ( ¡ )

0 cos  + 1 sin  ¡ 

Z

0

1()1() cos( ¡ )

+
1



Z

0

¡2()1() cos ( ¡ ) ¡ 

Z

0

2()3() sin ( ¡ )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

bulunur.

Dolay¬s¬yla (2.1.1) sisteminin

0
@ 1

3

1
A (0) =

0
@ 1



1
A başlang¬ç koşulunu sa¼glayan çözümü;

0
@ 01

03

1
A =

0
@ 



1
A şeklinde olup

   iken

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

 ¡ 

Z

0

1()1() sin ( ¡ ) +
1



Z

0

¡2()1() sin ( ¡ )

+

Z

0

2()3() cos ( ¡ )

 ¡ 

Z

0

1()1() cos ( ¡ ) +
1



Z

0

¡2()1() cos ( ¡ )

+

Z

0

2()3() sin ( ¡ )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
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olarak elde edilir.    iken çözüm

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

() + ()¡ ¡ 

Z

0

1()1() sin ( ¡ )

+
1



Z

0

¡2()1() sin ( ¡ ) + 

Z

0

2()3() cos( ¡ )

() ¡ ()¡ ¡ 

Z

0

1()1() cos( ¡ )

+
1



Z

0

¡2()1() cos( ¡ ) + 

Z

0

2()3() sin ( ¡ )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

şeklinde arans¬n. (2.1.4) süreksizlik koşulu kullan¬larak () ve () fonksiyonlar¬,

() = + +
¡

2

Z

0

(1()1() sin ( ¡ ) ¡ 2()3() cos ( ¡ ))

¡ ¡

2

Z

0

¡2()1() sin ( ¡ ) ¡ ¡1¡

2

Z

0

¡2()1() cos( ¡ )

¡ ¡

2

Z

0

(1()1() cos( ¡ ) + 2()3() sin ( ¡ )) 

+
¡

2

Z

0

¡2()1() cos( ¡ ) +
¡

2

Z

0

¡2()1() sin ( ¡ )

¡¡

2

Z

0

(1()1() sin ( ¡ ) ¡ 2()3() cos ( ¡ ))

+
¡1¡

2

Z

0

(1()1() cos ( ¡ ) + 2()3() sin ( ¡ ))2()3())

() = ¡2 +


2

Z

0

(1()1() sin ( ¡ ) ¡ 2()3() cos( ¡ )) 

¡

2

Z

0

¡2()1() sin ( ¡ )¡ 

2

Z

0

¡2()1() cos ( ¡ )

+


2

Z

0

(1()1() cos ( ¡ ) + 2()3() sin ( ¡ ))
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¡

2

Z

0

(1()1() sin( ¡ ) ¡ 2()3() cos( ¡ )) 

+


2

Z

0

¡2()1() sin ( ¡ ) +
¡1

2

Z

0

¡2()1() cos ( ¡ )

¡ ¡1

2

Z

0

(1()1() cos( ¡ ) + 2()3() sin ( ¡ )) 2()3())

olarak bulunur. Bu sabitler yerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

+ =
1

2

µ
 +

1



¶
, ¡ =

1

2

µ
 ¡ 1



¶
olmak üzere 1( ) ve 2( ) fonksiyonlar¬ için

   iken

1( ) = + + ¡(2¡)

¡

Z

0

(+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( +  ¡ 2))1()1()

+

Z

0

(+ cos( ¡ ) + ¡ cos ( +  ¡ 2)) 2()3()

+
1



Z

0

(+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( +  ¡ 2)) ¡2()1()

¡

Z



(sin ( ¡ )1()1() ¡ cos ( ¡ )2()3())

+
1



Z



sin ( ¡ )¡2()1()

(2.1.5)

3( ) = + ¡ ¡(2¡)

¡

Z

0

(+ cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos( +  ¡ 2))1()1()

¡

Z

0

(+ sin ( ¡ ) + ¡ sin ( +  ¡ 2))2()3()

+
1



Z

0

(+ cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos( +  ¡ 2)) ¡2()1()
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¡

Z



(cos( ¡ )1()1() + sin ( ¡ )2()3()) 

+
1



Z



cos( ¡ )¡2()1()

(2.1.6)

ifadeleri bulunur.
0
@ 1

3

1
A (0) =

0
@ 1



1
A başlang¬ç koşulunu sa¼glayan çözüm;

   ise,

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBB@

 + () +

Z

¡

11( ) + 

Z

¡

12( )

 + () +

Z

¡

21( ) + 

Z

¡

22( )

1
CCCCCCA

(2.1.7)

   ise,

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

10 + () + ()(2¡) +

Z

¡

11( )

+

Z

¡

12( )

30 + () ¡ ()(2¡) +

Z

¡

21( )

+

Z

¡

22( )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

(2.1.8)

şeklinde gösterimin varl¬¼g¬ gösterilsin. Burada

0
@ 10

30

1
A =

0
@ + + ¡(2¡)

+ ¡ ¡(2¡)

1
A

ve 11( ) ,12( ), 21( ) 22( ) fonksiyonlar¬ reel de¼gerli , () ve ()

fonksiyonlar¬, () = 1() + 2() () = 1() + 2() olacak şekilde komplex

de¼gerli fonksiyonlard¬r.. (2.1.7) ve (2.1.8) ifadeleri (2.1.5) ve (2.1.6) çözümünde yerine

yaz¬l¬rsa,
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() + ()(2¡) +

Z

¡

11( ) + 

Z

¡

11( ) =

¡

Z

0

(+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( +  ¡ 2))1()

8
<
: + () +

Z

¡

11( )


+

Z

¡

12( )


9
=
;

+

Z

0

(+ cos( ¡ ) + ¡ cos ( +  ¡ 2))2()

8
<
: + () +

Z

¡

21( )


+

Z

¡

22( )


9
=
;

+
1



Z

0

(+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( +  ¡ 2)) ¡2()

8
<
: + () +

Z

¡

11( )

+

Z

¡

12( )

9
=
;

¡

Z



sin (¡)1()

8
<
:+ + ¡(2¡) + () + ()(2¡) +

Z

¡

11( )

+

Z

¡

12( )

9
=
;

+

Z



cos(¡)2()

8
<
:+ ¡ ¡(2¡) + () ¡ ()(2¡) +

Z

¡

21( )


+

Z

¡

22( )


9
=
;

+
1



Z



sin (¡)¡2()

8
<
:+ + ¡(2¡) + () + ()(2¡) +

Z

¡

11( )

+

Z

¡

12( )

9
=
; = 1 + 2 + 3 +  + 42

elde edlir. Burada;

31



1 = ¡+

Z

0

sin ( ¡ )1()
 =

+

2


Z

0

1() ¡ +

4

2¡Z

¡

1(
+
2 )

2 = ¡+

Z

0

sin ( ¡ )1()() =
+

2


Z

0

1()()

¡ +

4

2¡Z

¡

1(
+
2 )(+2 )

3 = ¡

Z

0

sin ( +  ¡ 2)1()
 =

¡

2
(2¡)

Z

0

1()

¡ ¡

4

Z

¡2

1( ¡ ¡
2 )

4 = ¡

Z

0

sin ( +  ¡ 2)1()() =
¡

2
(2¡)

Z

0

1()()

¡ ¡

4

Z

¡2

1( ¡ ¡
2 )( ¡ ¡

2 )

5 = ¡+

Z

0

sin ( ¡ )1()

8
<
:

Z

¡

11( )

9
=
; =

+

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;



¡ +

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

11(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;



6 = ¡

Z

0

sin ( +  ¡ 2)1()

8
<
:

Z

¡

11( )

9
=
; =

¡ ¡

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡¡
2

11(  + 2 ¡  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;


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+
¡

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡+
2

11(  +  +  ¡ 2)1()

9
>>>=
>>>;



7 = ¡+

Z

0

sin ( ¡ )1()

8
<
:

Z

¡

12( )


9
=
; =

¡+

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

12(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;



+
+

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

12(  +  ¡ )1()
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8
<
:

Z

¡

21( )

9
=
; =
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+

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

21(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;



¡ +

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

21(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;



14 = ¡¡

Z

0

sin ( +  ¡ 2)2()

8
<
:

Z

¡

21( )


9
=
; =

¡

2


Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡¡
2

21(  + 2 ¡  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;



¡ ¡

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡+
2

21(  +  +  ¡ 2)2()

9
>>>=
>>>;



15 = ¡+

Z

0

sin ( ¡ )2()

8
<
:

Z

¡

22( )

9
=
; =

¡+

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;



+
+

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

22(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;



16 = ¡¡

Z

0

sin ( +  ¡ 2)2()

8
<
:

Z

¡

22( )

9
=
; =

¡¡

2


Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡¡2

22(  + 2 ¡  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;


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+
¡

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡+
2

22(  +  +  ¡ 2)2()

9
>>>=
>>>;



17 =
+



Z

0

cos (¡)¡2() =
+

2


Z

0

¡2()+
+

4

2¡Z

¡

(+2 )¡2(+2 )

18 =
+



Z

0

cos ( ¡ )¡2()() =
+

2


Z

0

¡2()()

+
+

4

2¡Z

¡

(+2 )¡2(+2 )(+2 )

19 = ¡¡



Z

0

cos( +  ¡ 2)¡2() = ¡¡

2
(2¡)

Z

0

¡2()

¡¡

4

Z

¡2

( ¡ ¡
2 )¡2( ¡ ¡

2 )

20 = ¡¡



Z

0

cos( +  ¡ 2)¡2()() = ¡¡

2
(2¡)

Z

0

¡2()()

¡¡

4

Z

¡2

( ¡ ¡
2 )¡2( ¡ ¡

2 )( ¡ ¡
2 )

21 =
+



Z

0

cos ( ¡ )¡2()

8
<
:

Z

¡

11( )

9
=
; =

+

2

Z

¡2

8
>><
>>:

Z

¡
2

11(  +  ¡ )()¡2

9
>>=
>>;



+
+

2

2¡Z

¡

8
>><
>>:

Z

+
2

11(  +  ¡ )()¡2

9
>>=
>>;



22 = ¡¡



Z

0

cos( +  ¡ 2)¡2()

8
<
:

Z

¡

11( )

9
=
; =
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¡¡

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡¡
2

11(  + 2 ¡  ¡ )¡2()

9
>>>=
>>>;



¡¡

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡+
2

11(  +  +  ¡ 2)¡2()

9
>>>=
>>>;



23 =
+



Z

0

cos ( ¡ )¡2()

8
<
:

Z

¡

12( )


9
=
; =

+

2

Z

¡2

8
>><
>>:

Z

¡
2

12(  +  ¡ )()¡2

9
>>=
>>;



+
+

2

2¡Z

¡

8
>><
>>:

Z

+
2

12(  +  ¡ )()¡2

9
>>=
>>;



24 = ¡¡



Z

0

cos ( +  ¡ 2)¡2()

8
<
:

Z

¡

12( )

9
=
; =

¡ ¡

2

Z

¡2

8
>>><
>>>:

Z

¡¡2

12(  + 2 ¡  ¡ )¡2()

9
>>>=
>>>;



¡ ¡

2

2¡Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡+2

12(  +  +  ¡ 2)¡2()

9
>>>=
>>>;



25 = ¡+

Z



cos( ¡ )1()
 = ¡+

2


Z



1() ¡ +

4

Z

2¡

1(
+
2 )

26 = ¡¡

Z



cos( ¡ )1()
(2¡) = ¡¡

2
(2¡)

Z



1()

+
¡

4

2¡Z



1( + ¡
2 )

27 = ¡

Z



cos (¡)1()() = ¡

2


Z



1()()¡

4

Z

2¡

1(
+
2 )(+2 )
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28 = ¡

Z



cos ( ¡ )1()()
(2¡) = ¡

2
(2¡)

Z



1()()

+


4

2¡Z



1( + ¡
2 )( + ¡

2 )

29 = ¡

Z



cos ( ¡ )1()

8
<
:

Z

¡

11( )


9
=
; =

¡

2

¡2Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;

¡

2

Z

¡2

8
<
:

Z



11(  +  ¡ )1()

9
=
; 

¡

2

2¡Z

¡

8
<
:

Z



11(  +  ¡ )1()

9
=
; ¡

2

Z

2¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

11(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;



30 = ¡

Z



cos( ¡ )1()

8
<
:

Z

¡

12( )

9
=
; =

¡ 

2

¡2Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

12(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;

¡

2

Z

¡2

8
<
:

Z



12(  +  ¡ )1()

9
=
; 

¡ 

2

2¡Z

¡

8
<
:

Z



12(  +  ¡ )1()

9
=
; ¡ 

2

Z

2¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

12(  +  ¡ )1()

9
>>>=
>>>;



31 = ¡+

Z



sin ( ¡ )2() = ¡+

2


Z



2() +
+

4

Z

2¡

2(
+
2 )

32 = ¡

Z



sin ( ¡ )2()
(2¡) = ¡¡

2
(2¡)

Z



2()

¡¡

4

2¡Z



2( + ¡
2 )

33 = ¡

Z



sin (¡)2()() = ¡

2


Z



2()()+


4

Z

2¡

2(
+
2 )(+2 )
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34 = 

Z



sin ( ¡ )2()()
(2¡) = ¡

2
(2¡)

Z



2()()

¡

4

2¡Z



2( + ¡
2 )( + ¡

2 )

35 = ¡

Z



sin ( ¡ )2()

8
<
:

Z

¡

21( )


9
=
; =



2

¡2Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

21(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;

+


2

Z

¡2

8
<
:

Z



21(  +  ¡ )2()

9
=
; 

¡ 

2

2¡Z

¡

8
<
:

Z



21(  +  ¡ )2()

9
=
; ¡ 

2

Z

2¡

8
>>><
>>>:

Z

+
2

21(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;



36 = ¡

Z



sin ( ¡ )2()

8
<
:

Z

¡

22( )

9
=
; =

¡

2

¡2Z

¡

8
>>><
>>>:

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2()

9
>>>=
>>>;

¡

2

Z

¡2

8
<
:

Z



22(  +  ¡ )2()

9
=
; 

+


2

2¡Z

¡

8
<
:

Z



22(  +  ¡ )2()

9
=
; +



2

Z

2¡
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Şimdi ,

1¡)     2 ¡     ¡ 2  2 ¡ 

2¡) 2   ¡    2 ¡ 

3¡)     2  ¡ 2    2 ¡ 
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4¡) 2   ¡     ¡ 2

5¡) 2   2 ¡     

6¡)     2  ¡ 2    

bölgeleri için 11( ) 12( ) 21( ) ve 22( ) fonksiyonlar¬n¬n ifadeleri yaz¬l-

s¬n;
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2

Z

¡+2

12(  +  +  ¡ 2)1()

+
+

2

Z

¡
2

21(  +  ¡ )2() +
+

2

Z

+
2

21(  +  ¡ )2()

+
¡

2

Z

¡¡
2

21(  + 2 ¡  ¡ )2() +
¡

2

Z

¡+2

21(  +  +  ¡ 2)2()

+
+

2

Z

0

()¡2
+¡Z

¡+

11( ) ¡ ¡

2

Z

0

()¡2
++¡2Z

¡¡+2

11( )

¡

2

Z

¡
2

12(  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z



12(  +  ¡ )1()

+


2

Z



12(  +  ¡ )1() +


2

Z

¡
2

21(  +  ¡ )2()

+


2

Z



21(  +  ¡ )2() +


2

Z



21(  +  ¡ )2()
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+
1

2

Z



()¡2
+¡Z

¡+

11( )

12( )= ¡ +

4
1(

+
2 )1(

+
2 ) ¡ ¡

4
1( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 )

+
+

4
(+2 )¡2(+2 )1(

+
2 ) +

¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )1( ¡ ¡

2 )

¡+

4
1(

+
2 )¡ ¡

4
1(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )+

¡

4
2(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )1(

+
2 )

+
¡

4
2( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 ) +

+

4
(+2 )¡2(+2 ) +

¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )

+
+

2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1() ¡ +

2

Z

+
2

11(  +  ¡ )1()

¡¡

2

Z

¡¡
2

11(  + 2 ¡  ¡ )1() +
¡

2

Z

¡+2

11(  +  +  ¡ 2)1()

+
+

2

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2() +
+

2

Z

+
2

22(  +  ¡ )2()

+
¡

2

Z

¡¡
2

22(  + 2 ¡  ¡ )2() +
¡

2

Z

¡+2

22(  +  +  ¡ 2)2()

+
+

2

Z

0

()¡2
+¡Z

¡+

12( ) ¡ ¡

2

Z

0

()¡2
++¡2Z

¡¡+2

12( )

+


2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1() +


2

Z



11(  +  ¡ )1()

¡

2

Z



11(  +  ¡ )1() +


2

Z



12(  +  ¡ )1()

+


2

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2() +


2

Z



22(  +  ¡ )2()

+


2

Z



22(  +  ¡ )2() +
1

2

Z



()¡2
+¡Z

¡+

12( )
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21( )= ¡ +

4
1(

+
2 )1(

+
2 ) ¡ ¡

4
1( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 )

+
+

4
(+2 )¡2(+2 )1(

+
2 ) +

¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )1( ¡ ¡

2 )

¡+

4
1(

+
2 )+

¡

4
1(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )¡ ¡

4
2(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )1(

+
2 )

¡¡

4
2( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 ) +

+

4
(+2 )¡2(+2 ) ¡ ¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )

¡+

2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1() ¡ +

2

Z

+
2

11(  +  ¡ )1()

+
¡

2

Z

¡¡
2

11(  + 2 ¡  ¡ )1() +
¡

2

Z

¡+2

11(  +  +  ¡ 2)1()

¡+

2

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2() +
+

2

Z

+
2

22(  +  ¡ )2()

¡¡

2

Z

¡¡
2

22(  + 2 ¡  ¡ )2() +
¡

2

Z

¡+2

22(  +  +  ¡ 2)2()

+
+

2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )()¡2 +
+

2

Z

+
2

11(  +  ¡ )()¡2

¡¡

2

Z

¡¡
2

11(  +2¡¡ )¡2() ¡ ¡

2

Z

¡+2

11( ++  ¡2)¡2()

¡

2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z



11(  +  ¡ )1()

¡

2

Z



11(  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2()

¡

2

Z



22(  +  ¡ )2() +


2

Z



22(  +  ¡ )2()

+
1

2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )¡2() +
1

2

Z



11(  +  ¡ )¡2()
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+
1

2

Z



11(  +  ¡ )¡2()

22( ) = ¡+

4
1(

+
2 )2(

+
2 ) +

¡

4
1( ¡ ¡

2 )2( ¡ ¡
2 )

+
+

4
(+2 )¡2(+2 )2(

+
2 ) ¡ ¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )2( ¡ ¡

2 )

+

4
2(

+
2 )2(

+
2 ) ¡ ¡

4
2( ¡ ¡

2 )2( ¡ ¡
2 )

¡+

2

Z

¡
2

12(  +  ¡ )1() ¡ +

2

Z

+
2

12(  +  ¡ )1()

+
¡

2

Z

¡¡
2

12(  + 2 ¡  ¡ )1() +
¡

2

Z

¡+2

12(  +  +  ¡ 2)1()

+
+

2

Z

¡
2

21(  +  ¡ )2() ¡ +

2

Z

+
2

21(  +  ¡ )2()

+
¡

2

Z

¡¡
2

21(  + 2 ¡  ¡ )2() ¡ ¡

2

Z

¡+2

21(  +  +  ¡ 2)2()

+
+

2

Z

¡
2

12(  +  ¡ )()¡2 +
+

2

Z

+
2

12(  +  ¡ )()¡2

¡¡

2

Z

¡¡
2

12(  +2¡¡ )¡2() ¡ ¡

2

Z

¡+2

12( ++  ¡2)¡2()

¡

2

Z

¡
2

12(  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z



12(  +  ¡ )1()

¡

2

Z



12(  +  ¡ )1() +


2

Z

¡
2

21(  +  ¡ )2()

+


2

Z



21(  +  ¡ )2() ¡ 

2

Z



21(  +  ¡ )2()
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¡

2

Z

¡
2

22(  +  ¡ )2() ¡ 

2

Z



22(  +  ¡ )2()

+
1

2

Z

¡
2

12(  +  ¡ )¡2() +
1

2

Z



12(  +  ¡ )¡2()

+
1

2

Z



12(  +  ¡ )¡2()

integral denklemleri elde edilir. Benzer şekilde di¼ger bölgeler için de integral denklem-

leri kolayca al¬nabilir.

73



2.2 Çözüm ·Için ·Integral Gösterilimin Varl¬¼g¬ ve Özellikleri

Bu bölümde 2.1 alt bölümünde al¬nan integral denklemlerinin her bölge için çözümü-

nün varl¬¼g¬ ve tekli¼gi gösterilecektir. Ayr¬ca çevirme operatörünün çekirde¼ginin sa¼glad¬¼g¬

özellikler incelenecektir. Bunun için ard¬ş¬k yaklaş¬mlar yöntemi uygulan¬rsa

1¡)     2 ¡     ¡ 2  2 ¡  aral¬¼g¬ için:


(0)
11 ( ) =

+

4
1(

+
2 )2(

+
2 ) +

¡

4
1( ¡ ¡

2 )2( ¡ ¡
2 )

¡+

4
(+2 )¡2(+2 )2(

+
2 ) ¡ ¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )2( ¡ ¡

2 )

¡+

4
2(

+
2 )2(

+
2 ) ¡ ¡

4
2( ¡ ¡

2 )2( ¡ ¡
2 )


()
11 ( ) = ¡+

2

Z

¡
2


(¡1)
12 ( + ¡)1() +

+

2

Z

+
2


(¡1)
12 ( +¡)1()

+
¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
12 ( +2¡¡)1()¡ ¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
12 ( ++¡2)1()

+
+

2

Z

¡
2


(¡1)
21 (  +  ¡ )2() +

+

2

Z

+
2


(¡1)
21 (  +  ¡ )2()

+
¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
21 ( +2¡¡)2()+

¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
21 ( ++¡2)2()

+
+

2

Z

0

()¡2
+¡Z

¡+


(¡1)
11 ( ) ¡ ¡

2

Z

0

()¡2
++¡2Z

¡¡+2


(¡1)
11 ( )

¡

2

Z

¡
2


(¡1)
12 (  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )1()

+


2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )1() +



2

Z

¡
2


(¡1)
21 (  +  ¡ )2()

+


2

Z




(¡1)
21 (  +  ¡ )2() +



2

Z




(¡1)
21 (  +  ¡ )2()

74



+
1

2

Z



()¡2
+¡Z

¡+

11( )


(0)
12 ( )= ¡ +

4
1(

+
2 )1(

+
2 ) ¡ ¡

4
1( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 )

+
+

4
(+2 )¡2(+2 )1(

+
2 ) +

¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )1( ¡ ¡

2 )

¡+

4
1(

+
2 )¡ ¡

4
1(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )+

¡

4
2(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )1(

+
2 )

+
¡

4
2( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 ) +

+

4
(+2 )¡2(+2 ) +

¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )


()
12 ( ) =

+

2

Z

¡
2


(¡1)
11 (  +  ¡ )1() ¡ +

2

Z

+
2


(¡1)
11 (  + ¡ )1()

¡¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
11 ( +2¡¡)1()+

¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
11 ( ++¡2)1()

+
+

2

Z

¡
2

(¡1)
22 (  +  ¡ )2() +

+

2

Z

+
2

(¡1)
22 (  +  ¡ )2()

+
¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
22 ( +2¡¡)2()+

¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
22 ( ++¡2)2()

+
+

2

Z

0

()¡2
+¡Z

¡+


(¡1)
12 ( ) ¡ ¡

2

Z

0

()¡2
++¡2Z

¡¡+2


(¡1)
12 ( )

+


2

Z

¡
2


(¡1)
11 (  +  ¡ )1() +



2

Z




(¡1)
11 (  +  ¡ )1()

¡

2

Z




(¡1)
11 (  +  ¡ )1() +



2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )1()

+


2

Z

¡
2


(¡1)
22 (  +  ¡ )2() +



2

Z




(¡1)
22 (  +  ¡ )2()

+


2

Z




(¡1)
22 (  +  ¡ )2() +

1

2

Z



()¡2
+¡Z

¡+


(¡1)
12 ( )
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
(0)
21 ( )= ¡ +

4
1(

+
2 )1(

+
2 ) ¡ ¡

4
1( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 )

+
+

4
(+2 )¡2(+2 )1(

+
2 ) +

¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )1( ¡ ¡

2 )

¡+

4
1(

+
2 )+

¡

4
1(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )¡ ¡

4
2(¡ ¡

2 )+
+

4
2(

+
2 )1(

+
2 )

¡¡

4
2( ¡ ¡

2 )1( ¡ ¡
2 ) +

+

4
(+2 )¡2(+2 ) ¡ ¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )


()
21 ( ) = ¡+

2

Z

¡
2


(¡1)
11 ( + ¡)1() ¡ +

2

Z

+
2


(¡1)
11 ( +¡)1()

+
¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
11 ( +2¡¡)1()+

¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
11 ( ++¡2)1()

¡+

2

Z

¡
2


(¡1)
22 (  +  ¡ )2() +

+

2

Z

+
2


(¡1)
22 (  +  ¡ )2()

¡¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
22 ( +2¡¡)2()+

¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
22 ( ++¡2)2()

+
+

2

Z

¡
2


(¡1)
11 (  +  ¡ )()¡2 +

+

2

Z

+
2


(¡1)
11 (  +  ¡ )()¡2

¡¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
11 ( +2¡¡)¡2()¡¡

2

Z

¡+2


(¡1)
11 ( ++¡2)¡2()

¡

2

Z

¡
2

11(  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z



11(  +  ¡ )1()

¡

2

Z




(¡1)
11 (  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z

¡
2


(¡1)
22 (  +  ¡ )2()

¡

2

Z




(¡1)
22 (  +  ¡ )2() +



2

Z




(¡1)
22 (  +  ¡ )2()

+
1

2

Z

¡
2


(¡1)
11 (  +  ¡ )¡2() +

1

2

Z




(¡1)
11 (  +  ¡ )¡2()
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+
1

2

Z




(¡1)
11 (  +  ¡ )¡2()


(0)
22 ( ) = ¡+

4
1(

+
2 )2(

+
2 ) +

¡

4
1( ¡ ¡

2 )2( ¡ ¡
2 )

+
+

4
(+2 )¡2(+2 )2(

+
2 ) ¡ ¡

4
( ¡ ¡

2 )¡2( ¡ ¡
2 )2( ¡ ¡

2 )

+

4
2(

+
2 )2(

+
2 ) ¡ ¡

4
2( ¡ ¡

2 )2( ¡ ¡
2 )


()
22 ( ) = ¡+

2

Z

¡
2


(¡1)
12 ( + ¡)1() ¡ +

2

Z

+
2


(¡1)
12 ( +¡)1()

+
¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
12 ( +2¡¡)1()+

¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
12 ( ++¡2)1()

+
+

2

Z

¡
2


(¡1)
21 (  +  ¡ )2() ¡ +

2

Z

+
2


(¡1)
21 (  +  ¡ )2()

+
¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
21 ( +2¡¡)2()¡ ¡

2

Z

¡+
2


(¡1)
21 ( ++¡2)2()

+
+

2

Z

¡
2


(¡1)
12 (  +  ¡ )()¡2 +

+

2

Z

+
2


(¡1)
12 (  +  ¡ )()¡2

¡¡

2

Z

¡¡
2


(¡1)
12 ( +2¡¡)¡2()¡¡

2

Z

¡+2


(¡1)
12 ( ++¡2)¡2()

¡

2

Z

¡
2


(¡1)
12 (  +  ¡ )1() ¡ 

2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )1()

¡

2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )1() +



2

Z

¡
2


(¡1)
21 (  +  ¡ )2()

+


2

Z




(¡1)
21 (  +  ¡ )2() ¡ 

2

Z




(¡1)
21 (  +  ¡ )2()
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¡

2

Z

¡
2


(¡1)
22 (  +  ¡ )2() ¡ 

2

Z



22(  +  ¡ )2()

+
1

2

Z

¡
2


(¡1)
12 (  +  ¡ )¡2() +

1

2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )¡2()

+
1

2

Z




(¡1)
12 (  +  ¡ )¡2()

olarak al¬ns¬n. Şimdi, Yukar¬daki denklemlerde mutlak de¼ger al¬n¬p eşitli¼gin her iki

taraf¬ [¡ ] aral¬¼g¬nda ’ye göre integrallenirse;
Z

¡

¯̄
¯(0)

11 ( )
¯̄
¯  · + jj

2

Z

0

j1()2()j  +
¡ jj

2

Z

¡

j1()2()j 

+
+

2 jj

Z

0

¡2 j()2()j  +
j¡j
2 jj

Z

¡

()¡2 j()2()j 

+
+ jj

2

Z

0

j2()2()j  +
j¡j jj

2

Z

¡

j2()2()j 

Z

¡

¯̄
¯(0)

12 ( )
¯̄
¯ ·+ jj

2

Z

0

j1()1()j  +
j¡j jj

2

Z

¡

j1()1()j 

+
+

2 jj

Z

0

()¡2 j()1()j  +
j¡j
2 jj

Z

¡

()¡2 j()1()j 

+
+ jj

2

Z

0

j1()j  +
j¡j jj

2

Z

¡

j1()j +
+ jj

2

Z

0

j2()j +
j¡j jj

2

Z

¡

j2()j 

+
+ jj

2

Z

0

j2()1()j+ j¡j jj
2

Z

¡

j2()1()j +
+

2 jj

Z

0

¡2 j()j +
j¡j
2 jj

Z

¡

¡2 j()j 

Z

¡

¯̄
¯(0)

21 ( )
¯̄
¯ ·+ jj

2

Z

0

j1()1()j  +
j¡j jj

2

Z

¡

j1()1()j 

+
+

2 jj

Z

0

()¡2 j()1()j  +
j¡j
2 jj

Z

¡

()¡2 j()1()j  +
+ jj

2

Z

0

j1()j 
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+
j¡j jj

2

Z

¡

j1()j +
+ jj

2

Z

0

j2()j +
j¡j jj

2

Z

¡

j2()j +
+ jj

2

Z

0

j2()1()j 

+
j¡j jj

2

Z

0

j2()1()j  +
+

2 jj

Z

0

¡2 j()j  +
j¡j
2 jj

Z

¡

¡2 j()j 

Z

¡

¯̄
¯(0)

22 ( )
¯̄
¯  · + jj

2

Z

0

j1()2()j  +
j¡j jj

2

Z

¡

j1()2()j 

+
+

2 jj

Z

0

()¡2 j()2()j  +
j¡j
2 jj

Z

¡

()¡2 j()2()j 

+
+ jj

2

Z

0

j2()2()j  +
j¡j jj

2

Z

¡

j2()2()j 

olur. 1() ve 2() fonksiyonlar¬ mutlak sürekli fonksiyonlar ve dolay¬s¬yla s¬n¬rl¬

olduklar¬ndan, yani j1()j  j2()j   olacak şekilde bir   0 say¬s¬ var oldu¼gun-

dan,
Z

¡

¯̄
¯(0)

11 ( )
¯̄
¯  ·  jj (+ + j¡j)

Z

0

(j1()j + j2()j)+


2 jj (+ + j¡j)
Z

0

¯̄
¡2()

¯̄


Z

¡

¯̄
¯(0)

12 ( )
¯̄
¯  · ( + 1) jj (+ + j¡j)

Z

0

(j1()j + j2()j)

+
 + 1

jj (+ + j¡j)
Z

0

¯̄
¡2()

¯̄


Z

¡

¯̄
¯(0)

21 ( )
¯̄
¯  · ( + 1) jj (+ + j¡j)

Z

0

(j1()j + j2()j)

+
 + 1

jj (+ + j¡j)
Z

0

¯̄
¡2()

¯̄


Z

¡

¯̄
¯(0)

22 ( )
¯̄
¯  ·  jj (+ + j¡j)

Z

0

(j1()j + j2()j)+


2 jj (+ + j¡j)
Z

0

¯̄
¡2()

¯̄


eşitsizlikleri elde edilir. max((+1) jj (+ + j¡j) 
 + 1

jj (+ + j¡j)) = 1 al¬n¬rsa;
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Z

¡

¯̄
¯(0)

 ( )
¯̄
¯  · 1

Z

0

¡
j1()j + j2()j + ¡2 j()j

¢
 = 11()

eşitsizlikleri elde edilir. Burada 1() =

Z

0

¡
j1()j + j2()j + ¡2 j()j

¢
 ve   =

1 2 dir.


()
 ( ) (  = 1 2) ifadelerinin mutlak de¼geri al¬n¬r, ȩsitli¼gin her iki taraf¬ [¡ ]

aral¬¼g¬nda  ye göre integrallenir ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa ,
Z

¡

¯̄
¯()

11 ( )
¯̄
¯  · + jj

2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ +

+ jj
2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
¡ jj

2

Z

¡

j1()j
Z

2¡2¡

j( )j +
j¡j jj

2

Z

¡

j1()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
+ jj

2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ +

+ jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+
j¡j jj

2

Z

¡

j2()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

j2()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ 

+
+

2

Z

0

j()j ¡2

8
><
>:

2¡Z

¡2

+¡Z

¡+

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯

9
>=
>;



+
j¡j
2

Z

0

j()j ¡2

8
><
>:

2+¡2Z

2¡2¡

++¡2Z

¡¡+2

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

9
>=
>;



+
jj
2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j1()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



1()

2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z

0

2()

Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



j2()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j2()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+
1

2

Z



j()j ¡2

8
><
>:

2¡Z

¡2

+¡Z

¡+

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯

9
>=
>;


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Z

¡

¯̄
¯()

12 ( )
¯̄
¯ ·+

2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

+
+

2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

1()

Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

+
j¡j 

2

Z

¡

j1()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

+ jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ 

+
+

2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

j2()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯

+
j¡j jj

2

Z

¡

j2()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ 

+
+

2

Z

0

()¡2

8
><
>:

2¡Z

¡2

+¡Z

¡+

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

9
>=
>;



¡j¡j
2

Z

0

j()j ¡2

8
><
>:

2+¡2Z

2¡2¡

++¡2Z

¡¡+2

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

9
>=
>;



+
jj
2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j1()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



j1()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j1()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯

+
jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j2()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



j2()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ +

1

2

Z



j()j ¡2

8
><
>:

2¡Z

¡2

+¡Z

¡+

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

9
>=
>;



Z

¡

¯̄
¯()

21 ( )
¯̄
¯ ·+ jj

2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +

+ jj
2

Z

0

j1()j
Z

¡


¯̄
¯(¡1)11 ( )

¯̄
¯ 

+
j¡j jj

2

Z

¡

j1()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

j1()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 
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+
+ jj

2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ +

+ jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯

+
j¡j jj

2

Z

¡

j2()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

j2()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯ 

+
+

2 jj

Z

0

j()j ¡2
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

+

2 jj

Z

0

j()j ¡2
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+
j¡j
2 jj

Z

¡

¡2 j()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +

j¡j
2 jj

Z

¡

¡2 j()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j1()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



j1()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

j22( )j 

+
jj
2

Z



j2()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j2()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

22 ( )
¯̄
¯

+
1

2 jj

Z

0

¡2 j()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯  +

1

2 jj

Z



¡2 j()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯ 

+
1

2 jj

Z



¡2 j()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

11 ( )
¯̄
¯

Z

¡

¯̄
¯()

22 ( )
¯̄
¯  · + jj

2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
+ jj

2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

j1()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
j¡j jj

2

Z

¡

j1()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯  +

+ jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ 

+
+ jj

2

Z

0

j2()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ +

j¡j jj
2

Z

¡

j2()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ 
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+
j¡j jj

2

Z

¡

j2()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ +

+

2 jj

Z

0

j()j ¡2
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
+

2 jj

Z

0

j()j ¡2
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ ¡j¡j

2 jj

Z

¡

¡2 j()j
Z

2¡2¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
j¡j
2 jj

Z

¡

¡2 j()j
2+¡2Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z

0

j1()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



j1()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z



j1()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯

+
jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

j21( )j  +
jj
2

Z



j2()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯ 

+
jj
2

Z



j2()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

21 ( )
¯̄
¯  +

jj
2

Z

0

j2()j
Z

¡

j22( )j 

+
jj
2

Z



j2()j
Z

¡2

j22( )j  +
1

2 jj

Z

0

¡2 j()j
Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯

+
1

2 jj

Z



¡2 j()j
Z

¡2

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ +

1

2 jj

Z



¡2 j()j
2¡Z

¡

¯̄
¯(¡1)

12 ( )
¯̄
¯ 

olur. Ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar metodu kullan¬l¬rsa;

 = 1 için:
Z

¡

¯̄
¯(1)

11 ( )
¯̄
¯  · + jj

2
1

21()

2!
+

+ jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!

+
+ jj

2
1

21()

2!
+

+ jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

+

2
11

21()

2!

+
j¡j
2

12
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!

+
jj
2

1
21()

2!
+

1

2
11

21()

2!
=

µ
2+ jj + 2 j¡j jj + 3 jj +

1 + +

2
1 +

j¡j
2

2

¶
1

21()

2!

Z

¡

¯̄
¯(1)

12 ( )
¯̄
¯  · + jj

2
1

21()

2!
+

+ jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
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+
+ jj

2
1

21()

2!
+

+ jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

+

2
11

21()

2!

+
j¡j
2

12
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!

+
jj
2

1
21()

2!
+



2
1

21()

2!
+



2
1

21()

2!
+

1

2
11

21()

2!

=

µ
2+ jj + 2 j¡j jj +

7 jj
2

+
1 + +

2
1 +

j¡j
2

2

¶
1

21()

2!

Z

¡

¯̄
¯(1)

21 ( )
¯̄
¯  · + jj

2
1

21()

2!
+

+ jj
2

1
21()

2!

+
j¡j jj

2
1

21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!

+
+

2 jj1
21()

2!
+

+

2 jj1
21()

2!
+

j¡j
2 jj1

21()

2!
+

j¡j
2 jj1

21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!

+
jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!

+
1

2 jj1
21()

2!
+

1

2 jj1
21()

2!
+

1

2 jj1
21()

2!

=

µ
+ jj + 2 j¡j jj +

+

jj +
j¡j
jj + 3 jj +

3

2 jj

¶
1

21()

2!

Z

¡

¯̄
¯(1)

22 ( )
¯̄
¯  · + jj

2
1

21()

2!
+

+ jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!

+
j¡j jj

2
1

21()

2!
+

j¡j jj
2

1
21()

2!
+

+

2 jj1
21()

2!
+

+

2 jj1
21()

2!
+

j¡j
2 jj1

21()

2!

+
j¡j
2 jj1

21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!

+
jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

jj
2

1
21()

2!
+

1

2 jj1
21()

2!
+

1

2 jj1
21()

2!
+

1

2 jj1
21()

2!

=

µ
+ jj + 2 j¡j jj +

+

jj +
j¡j
jj + 4 jj +

3

2 jj

¶
1

21()

2!
µ

2+ jj + 2 j¡j jj + 4 jj +
1 + +

2
1 +

j¡j
2

2 +
+

jj +
j¡j
jj +

3

2 jj

¶
1 = 

al¬n¬rsa

Z

¡

¯̄
¯(1)

 ( )
¯̄
¯ · 221()

2!
eşitsizli¼gi elde edilir. Ayn¬ şekilde  = 2 için

Z

¡

¯̄
¯(2)

 ( )
¯̄
¯  · 331()

3!
elde edilir.

Z

¡

¯̄
¯()

 ( )
¯̄
¯  · +1+11 ()

( + 1)!
eşitsizli¼ginin
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do¼grulu¼gunu göstermek için tümevar¬m yöntemi kullan¬¬rsa kolayca

Z

¡

¯̄
¯()

 ( )
¯̄
¯  · +1+11 ()

( + 1)!

eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gu gösterilebilir. Ayn¬ i̧slemler yap¬l¬rsa di¼ger aral¬klar için de

bu ȩsitsizlik elde edilir. Bu ȩsitsizliklerden
1X

=0

Z

¡

¯̄
¯()

 ( )
¯̄
¯  serisinin 1(0 ) uza-

y¬nda düzgün yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r ve serinin toplam¬ ( ) 2 1(0 ) fonksiyonu

aşa¼g¬daki ȩsitsizli¼gi sa¼glar;

1X

=0

Z

¡

¯̄
¯()

 ( )
¯̄
¯ · 1() ¡ 1

   ise,

1 = 10 + () + ()(2¡) +

Z

¡

11( ) + 

Z

¡

12( )

3 = 30 + () ¡ ()(2¡) +

Z

¡

21( ) + 

Z

¡

22( )

şeklinde gösterimin varl¬¼g¬ gösterildi. Burada

0
@ 10

30

1
A =

0
@ + + ¡(2¡)

+ ¡ ¡(2¡)

1
A.

O halde aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧s olur.

Teorem 2.2.1

Z

0

j()j ¡2  +1 olsun. (2.1.1) diferansiyel denklemleri sistemi-

nin

0
@ 1

3

1
A (0) =

0
@ 1



1
A başlang¬ç ve (2.1.4) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan her

bir çözümü

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBB@

10 + () + ()(2¡) +

Z

¡

11( ) + 

Z

¡

12( )

30 + () ¡ ()(2¡) +

Z

¡

21( ) + 

Z

¡

22( )

1
CCCCCCA

şeklinde gösterime sahiptir, öyleki () =

Z

0

¡
j1()j + j2()j + ¡2 j()j

¢
 olmak

üzere
Z

¡

j( )j  =
1X

=0

Z

¡

¯̄
¯()

 ( )
¯̄
¯  · 1() ¡ 1
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eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.Burada () () 2 (0 ],

0
@ 10

30

1
A =

0
@ + + ¡(2¡)

+ ¡ ¡(2¡)

1
A,

max

µ
 + 2

2
jj (+ + j¡j) 

1

2 jj (+ + j¡j)
¶µ

2+ jj + 2 j¡j jj + 4 jj +
1 + +

2
1

+
j¡j

2
2 +

+

jj +
j¡j
jj +

3

2 jj

¶
=  şeklindedir.
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III. BÖLÜM

3.1. Karakteristik Fonksiyon ve Özellikleri

Bu bölümde  probleminin spektrumunun özellikleri araşt¬r¬lacakt¬r. () = 0 ol-

mas¬ durumunda  problemi 0 ile gösterilsin. ( ) =

0
@ 1( )

3( )

1
A fonksiyonu

(0 ) =

0
@ 0

1

1
A başlang¬ç koşulu ile (2.1.4) süreksizlik koşulunu sa¼glayan çözüm

olsun.() = 0 durumunda bu çözüm 0( ) ile, () (), 1( ) ve ( )

fonksiyonlar¬ s¬ras¬yla 0() 0() 01( ) ve 0( ) (  = 1 2) şeklinde göste-

rilsin.öyle ki,  2  için

   iken

01( ) =
01( ) ¡ 01( )

2
= sin  + 10() sin  + 20() cos

+

Z

0

e110( ) sin +

Z

0

e120( ) cos 

ve

03( ) =
03( ) ¡ 03( )

2
= cos  + 10() cos  ¡ 20() sin 

+

Z

0

e210( ) sin +

Z

0

e220( ) cos 

   iken

01( ) =
01( ) ¡ 01( )

2
=

10( ) ¡ 10( )

2
+

0() ¡ 0()

2

+
0()(2¡) ¡ 0()(2¡)

2
+

Z

¡

110( )
 ¡ ¡

2
+

Z

¡

120( )
 + ¡

2


= + sin  + ¡ sin (2 ¡ ) + 10() sin  + 20() cos + 10() sin (2 ¡ )

+20() cos (2 ¡ ) +

Z

0

e110( ) sin  +

Z

0

e120( ) cos 

ve

03( ) =
03( ) ¡ 03( )

2
=

30( ) ¡ 30( )

2
+

0() ¡ 0()

2

¡ 0()(2¡) ¡ 0()(2¡)

2
+

Z

¡

210( )
 ¡ ¡

2
+

Z

¡

220( )
 + ¡

2


= + cos  ¡ ¡ cos(2 ¡ ) + 10() cos  ¡ 20() sin  ¡ 10() cos(2 ¡ )
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+20() sin (2 ¡ ) +

Z

0

e210( ) sin  +

Z

0

e220( ) cos 

şeklindedir. Burada, e110( ) = 110( ) ¡ 110(¡) ve e120( ) = 120( ) ¡
120( ¡) dir.

¢0() ile 0 probleminin karakteristik fonksiyonu gösterilecek olursa;

01( ) = ¢0() = (10() + +) sin  + (10() + ¡) sin (2 ¡ ) + 20() cos 

+20() cos(2 ¡ ) +

Z

0

e110( ) sin  +

Z

0

e120( ) cos

oldu¼gu aç¬kt¬r. ¢0() = 0 denkleminin  2  için 0 kökleri 0 probleminin özde¼ger-

leridir. Ayr¬ca  = 0 için 00 = 0 d¬r.

Aşa¼g¬daki lemma do¼grudur.

Lemma 3.1.1: inf
 6=

¯̄
0 ¡ 0

¯̄
=   0 yani ¢0() = 0 karakteristik denkleminin

kökleri ayr¬kt¬r.

·Ispat: Tersi kabul edilecek olursa, yani
©
0

ª
dizisinin

n
0

o
ve

n
e0

o
alt dizileri

vard¬r, öyleki 0 6= e0 ve  ! 1 iken 0 
e0 ! 1 ve ayr¬ca

lim
!1

¯̄
¯0 ¡ e0

¯̄
¯ = 0

d¬r. 2(0 ;2) uzay¬nda 0 probleminin 0( 0) ve 0(e0) özfonksiyonlar¬n¬n

ortogonallik koşulundan yararlan¬l¬rsa;

0 =

Z

0

0( 0)0(e0) =

Z

0

0( 0)0( 0)

+

Z

0

0( 0)
h

0( e0) ¡ 0( 0)

i


veya

0 =

Z

0

°°°0( 0)
°°°
2
 +

Z

0

0( 0)
h

0( e0) ¡ 0( 0)
i

 (3.1.1)

Şimdi,
Z

0

 0( 0)
h

0(e0) ¡ 0( 0)
i

  =
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Z

0

 0( 0)
h

0(e0) ¡ 0( 0)
i

 

+

Z



 0( 0)
h

0(e0) ¡ 0( 0)
i

  = 1 + 2

şeklinde yaz¬ls¬n.

1 integrali için 0( ) çözümünün ifadesinden ve () ( ) fonksiyonlar¬ için

elde edilen integral eşitliklerden görüldü¼gü gibi her  2 [0 ] için ’e göre düzgün olarak

lim
!1

°°°0( e0) ¡ 0( 0)
°°°
2

= 0 oldu¼gu kolayca gösterilebilir. Bunun için,

lim
!1

h³
(1 + 10())(sine0 ¡ sin 0) + 20()(cose0 ¡ cos0)

+

Z

0

e110( )(sine0 ¡ sin 0) +

Z

0

e120( )(cose0 ¡ cos 0)

1
A
2

+
³
(1 + 10())(cose0 ¡ cos 0) ¡ 20()(sine0 ¡ sin 0)

+

Z

0

e210( )(sine0 ¡ sin 0) +

Z

0

e220( )(cose0 ¡ cos 0)

1
A
23
5

1

2
=

= lim
!1

·µ
2(1 + 10()) sin(

0¡0
2 ) cos(

0+0
2 ) ¡ 220() sin(

0¡0
2 ) sin(

0+0
2 )

+2

Z

0

e110( ) sin(
0¡0

2 ) cos(
0+0

2 )

¡2

Z

0

e120( ) sin(
0¡0

2 ) sin(
0+0

2 )

1
A
2

+

µ
¡2(1 + 10()) sin(

0¡0
2 ) sin(

0+0
2 ) ¡ 220() sin(

0¡0
2 ) cos(

0+0
2 )

+2

Z

0

e210( ) sin(
0¡0

2 ) cos(
0+0

2 )

¡2

Z

0

e220( ) sin(
0¡0

2 ) sin(
0+0

2 )

1
A
23
5

1

2
= 0

Benzer şekilde 2 integrali için,

lim
!1

°°°0(e0) ¡ 0( 0)
°°°
2
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= lim
!1

h³
(+ + 10())(sine0 ¡ sin 0) + (¡ + 10())(sine0(2 ¡ ) ¡ sin 0(2 ¡ ))

+20()(cose0 ¡ cos0) + 20()(cose0(2 ¡ ) ¡ cos 02 ¡ ))

+

Z

0

e110( )(sine0 ¡ sin 0) +

Z

0

e120( )(cose0 ¡ cos 0)

1
A
2

+

³
(+ + 10())(cose0 ¡ cos 0) ¡ (¡ + 10())(cose0(2 ¡ ) ¡ cos 02 ¡ ))

¡20()(sine0 ¡ sin 0) + 20()(sine0(2 ¡ ) ¡ sin0(2 ¡ )

+

Z

0

e210( )(sine0 ¡ sin 0) +

Z

0

e220( )(cose0 ¡ cos 0)

1
A
23
5

1

2

= lim
!1

·µ
2(+ + 10()) sin(

0¡0
2 ) cos(

0+0
2 )

+2(¡ + 10()) sin(
0¡0

2 )(2 ¡ ) cos(
0+0

2 )0(2 ¡ )

¡220() sin(
0¡0

2 ) sin(
0+0

2 ) ¡ 220() sin(
0¡0

2 )(2 ¡ ) sin(
0+0

2 )(2 ¡ ))

+2

Z

0

e210( ) sin(
0¡0

2 ) cos(
0+0

2 )

¡2

Z

0

e220( ) sin(
0¡0

2 ) sin(
0+0

2 )

1
A
2

+

µ
2(+ + 10()) sin(

0¡0
2 ) sin(

0+0
2 )

+2(¡ + 10()) sin(
0¡0

2 )(2 ¡ ) sin(
0+0

2 )(2 ¡ ))

¡220() sin(
0¡0

2 ) cos(
0+0

2 ) ¡ 220() sin(
0¡0

2 )(2 ¡ ) cos(
0+0

2 )0(2 ¡ )

+2

Z

0

e210( ) sin(
0¡0

2 ) cos(
0+0

2 )

¡2

Z

0

e220( ) sin(
0¡0

2 ) sin(
0+0

2 )

1
A
23
5

1

2
= 0

olmas¬ yeterlidir. Burada j¢j2 =
p

 ¢ ¢  dir.

Bu nedenle (3.1.1) ȩsitsizli¼ginde  ! 1 iken limite geçilirse

Z

0

°°°0( 0)
°°°
2
 = 0

oldu¼gu elde edilir. Bu ise bir çelişkidir. Bu çeli̧ski Lemma’n¬n do¼gru oldu¼gunu gösterir.
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¢() fg ve fg ’ler s¬ras¬yla  probleminin karakteristik fonksiyonunu, özde¼ger

dizisini ve normalleştirici say¬lar dizisini göstersin.

( ) =

0
@ 1( )

3( )

1
A

ile (2.1.1) denkleminin (0 ) =

0
@ 0

1

1
A başlang¬ç koşulunu ve (2.1.4) süreksizlik

koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü gösterilsin

( ) matris çözümünün 1( ) ve 3( ) bileşeni için

1( ) = + sin +¡ sin (2¡)+1() sin +2() cos+1() sin (2¡)

+2() cos(2 ¡ ) +

Z

0

e11( ) sin +

Z

0

e12( ) cos 

3( ) = + cos ¡¡ cos(2¡)+1() cos¡2() sin ¡1() cos(2¡)

+2() sin (2 ¡ ) +

Z

0

e21( ) sin  +

Z

0

e22( ) cos 

ifadeleri kullan¬l¬rsa,

1( ) = 10( ) +
sin 

2

Z



¡2()2() +
+ sin 

2

Z

0

¡2()2()

¡ sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()2() +
¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

¡ + cos

2

Z



¡2() ¡ cos

2

Z



¡2()1() ¡ + cos 

2

Z

0

¡2()

¡ + cos

2

Z

0

¡2()1() +
¡ cos(2 ¡ )

2

Z



¡2()

+
cos (2 ¡ )

2

Z



¡2()1() ¡ ¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()

¡¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()1() +

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin 

+

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos 
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ve

3( ) = 30( ) +
cos

2

Z



¡2()2() +
+ cos 

2

Z

0

¡2()2()

+
cos(2 ¡ )

2

Z



¡2()2() ¡ ¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

+
+ sin 

2

Z



¡2() +
sin 

2

Z



¡2()1() +
+ sin 

2

Z

0

¡2()

+
+ sin 

2

Z

0

¡2()1() +
¡ sin(2 ¡ )

2

Z



¡2()

+
sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()1() ¡ ¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()

¡¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()1() +

Z

0

³
e21( ) ¡ e210( )

´
sin 

+

Z

0

³
e22( ) ¡ e220( )

´
cos 

elde edilir.

Böylece  probleminin karakteristik denklemi

¢() = ¢0() +
sin 

2

Z



¡2()2() +
+ sin 

2

Z

0

¡2()2()

¡sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()2() +
¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

¡+ cos

2

Z



¡2() ¡ cos 

2

Z



¡2()1() ¡ + cos 

2

Z

0

¡2()

¡+

2

Z

0

¡2()1() +
¡ cos(2 ¡ )

2

Z



¡2() +
cos (2 ¡ )

2

Z



¡2()1()

¡¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2() ¡ ¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()1()

+

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin  +

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos
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şeklindedir.

Lemma 3.1.2:  probleminin özde¼gerleri basittir. Yani _¢() 6= 0 d¬r.

·Ispat:
8
><
>:

¶1 ¡ 2()3 = 3

¡¶3 ¡ 1()1 +
1


()¡21 = 1

=

8
><
>:

(1)¶¡ 22()3 = 23

¡(3)¶¡ 21()1 + ()¡21 = 21

deklem sistemi
0
@ 0 1

¡1 0

1
A

0
@ 3

1

1
A
¶

+

0
@ ¡2 0

0 ¡1 + ()¡2

1
A

0
@ 3

1

1
A = 

0
@ 3

1

1
A

şeklinde yaz¬ls¬n.

 =

0
@ 0 1

¡1 0

1
A  ­( ) =

0
@ ¡2 0

0 ¡1 + ()¡2

1
A ve e =

0
@ e3

e1

1
A =

0
@ 3

1

1
A olarak al¬n¬rsa,

e0( ) + ­( )e( ) = e( )

Dirac diferansiyel denklemleri sistemi tipinde bir sistem elde edilmi̧s olur.

Bu sistemin e(0 ) =

0
@ 0

1

1
A başlang¬ç koşulunu sa¼glayan çözümü e( ) =

0
@ f3

f1

1
A

olsun.

e0( )+­( )e( ) = e( ) dekleminde her iki taraf¬n ’ ye göre türevi

al¬n¬rsa;
8
><
>:

e0( ) + ­( )e( ) = e( )




e
0
( ) + ­( )



e( ) +

­( )e( ) = 



e( ) + e( )

sistemi al¬n¬r 2 öklid uzay¬nda birinci denklem


e( ) ikinci denklem ise e( )

ile skaler olarak çarp¬l¬r ve ikinciden birinci ç¬kar¬l¬rsa,




e
0
( ) e( ) ¡ e0( )



e( ) +

­( )e( ) e( ) = e2( )

olur. Yani,
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 e( ) e( ) = 


e
0
( )) e( )  ¡  e0( )



e( ) 

+ 

­( )e( ) e( ) 

elde edilir.

Son eşitlik [0 ] aral¬¼g¬ üzerinde integrallenirse ve

0 =

Z

0

e2( ) =

Z

0

£
e21( ) + e23( )

¤


oldu¼gu gözönünde bulundurulursa,

 


e
0
( ) e( ) =



f1
0
( )e3( ) ¡



e
0
3( )e1( )

 e0( )


e( ) = f10( )


f3( ) ¡ f30( )


f1( )



­( )e( ) e( ) = ¡2f32 ¡ 1f12 olmak üzere;

Z

0

³ 

f1
0
( )e3( ) ¡



e
0
3( )e1( ) ¡ f10( )



f3( ) + f30( )


f1( )
´



+

Z

0

³
¡2f32 ¡ 1f12

´
 =

Z

0

£
e21( ) + e23( )

¤


Z

0

£
2e21( ) + ¡2e23( )

¤
 =

³ 

f1( )f3( ) ¡


f3( )f1( )
´
0

=


f1( )f3( ) ¡


f1(0 )f3(0 ) ¡


f3( )f1( ) +


f3(0 )f1(0 )

=


f1( )f3( ) ¡


f3( )f1( )

ayr¬ca 1( ) = ¢() = 0 ve


f1( ) = f1( ) + 


1( ) olaca¼g¬ndan;



¢()f3( ) =

Z

0

£
2e21( ) + ¡2e23( )

¤


olu. e( ) = ( ) oldu¼gundan,


¢()3( ) =

Z

0

£
2e21( ) + ¡2e23( )

¤
 elde edilir. Başka bir gösterimle


¢()3( ) =  = 0 +

Z

0

¡
223 + 121

¢
 olur. Yani,

 = _¢()3( )
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elde edilir. Buradan _¢() 6= 0 oldu¼gu aç¬kt¬r, burada 0 =

Z

0

£
21( ) + 23( )

¤


şeklindedir
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3.2. Özde¼gerler ve Normalleştirici Say¬lar¬n Asimptotik ·Ifadeleri

Bu alt bölümde  probleminin özde¼gerleri ve normalleştirici say¬lar¬ için ’in yete-

rince büyük de¼gerlerinde asimtotik ifadeler elde edilecektir.

Lemma 3.2.1 :  probleminin özde¼gerleri için  = 0 +  asimptotik eşitli¼gi

do¼grudur. Burada fg 2 2 dir.

·Ispat:  yeterince küçük pozitif say¬ olmak üzere ( ¿ 

2
)

¡ =

½
 : jj =

¯̄
0

¯̄
+



2
  = 0§1§2   

¾

 =
©
 :

¯̄
 ¡ 0

¯̄
¸   = 0§1§2   

ª

olsun.  2  için

¢0() = (10() + +) sin  + (10() + ¡) sin (2 ¡ ) + 20() cos

+20() cos(2 ¡ ) +

Z

0

e110( ) sin  +

Z

0

e120( ) cos

oldu¼gundan

j¢0()j ¸ j10() + +j
2

¯̄
 ¡ ¡

¯̄
¡ j10() + ¡j

2

¯̄
¯(2¡) ¡ ¡

(2¡)
¯̄
¯ ¡

¡j20()j
2

¯̄
 + ¡

¯̄
¡ j20()j

2

¯̄
(2¡) + ¡(2¡)

¯̄

¡1

2

¯̄
¯̄
¯̄
Z

0

e110( )
¯̄
 ¡ ¡

¯̄


¯̄
¯̄
¯̄ ¡ 1

2

¯̄
¯̄
¯̄
Z

0

e120( )
¯̄
 + ¡

¯̄


¯̄
¯̄
¯̄ şimdi  =  + 

al¬rsak;

= j10() + +j jsin( + )j ¡ j10() + ¡j jsin((2 ¡ ) + (2 ¡ ))j¡

¡ j20()j jcos( + )j ¡ j20()j jcos((2 ¡ )  +  (2 ¡ ) )j

¡

¯̄
¯̄
¯̄
Z

0

e110( ) jsin( + )j 

¯̄
¯̄
¯̄ ¡

¯̄
¯̄
¯̄
Z

0

e120( ) jcos( + )j 

¯̄
¯̄
¯̄

¸ j10() + +j jsinh()j ¡ j10() + ¡j jcosh(2 ¡ )j¡

¡ j20()j jsinh()j ¡ j20()j jcosh (2 ¡ ) )j

¡

¯̄
¯̄
¯̄
Z

0

e110( ) jcosh )j 

¯̄
¯̄
¯̄ ¡

¯̄
¯̄
¯̄
Z

0

e120( ) jsinh )j 

¯̄
¯̄
¯̄ ¸ jIm j
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olur. Di¼ger taraftan

¢() = 1( )

ve

¢0() = 01( )

oldu¼gundan

¢() = ¢0() +
sin 

2

Z



¡2()2() +
+ sin 

2

Z

0

¡2()2()

¡sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()2() +
¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

¡+ cos

2

Z



¡2() ¡ cos 

2

Z



¡2()1()

¡+ cos

2

Z

0

¡2() ¡ +

2

Z

0

¡2()1() +
¡ cos(2 ¡ )

2

Z



¡2()

+
cos (2 ¡ )

2

Z



¡2()1() ¡ ¡ cos (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()

¡¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()1() +

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin 

+

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos 

olur (Marchenko, 1977, lemma 1.3.1 ’den)

Yani  ’nin yeterince büyük de¼gerlerinde  2 ¡ için

j¢() ¡ ¢0()j 


2
jIm j

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece  yeterince büyük do¼gal say¬ olmak üzere  2 ¡ için

j¢0()j ¸ 
jIm j 



2
jIm j  j¢() ¡ ¢0()j

eşitsizli¼gi elde edilir.
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Bu durumda Rouché teoremi uygulan¬rsa,  ’nin yeterince büyük de¼gerlerinde ¡

yörüngesinin iç k¬sm¬nda ¢0() ve ¢0() + f¢() ¡ ¢0()g = ¢() fonksiyonlar¬n¬n

eşit say¬da s¬f¬rlar¬ yani ( + 1) say¬da 0      s¬f¬rlar¬ vard¬r.

Benzer şekilde Rouché teoreminden yararlanarak gösterilir ki; yeterince büyük ’ler

için
¯̄
 ¡ 0

¯̄
  çemberlerinin herbirinde ¢() fonksiyonunun yaln¬zca bir s¬f¬r¬ vard¬r.

Bu durumda lim
!1

 = 0 olmak üzere  = 0 +  yaz¬labilir.  say¬lar¬, ¢()

karakteristik denkleminin kökleri oldu¼gundan

¢() = ¢0(
0
 + ) +

sin(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()2()

+
+ sin(0 + )

2(0 + )

Z

0

¡2()2() ¡ sin(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()2()

+
¡ sin(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z

0

¡2()2() ¡ + cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()

¡cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()1() ¡ + cos(0 + )

2(0 + )

Z

0

¡2()

¡+ cos(0 + )

2(0 + )

Z

0

¡2()1() +
¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()

+
cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()1() ¡ ¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z

0

¡2()

¡¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z

0

¡2()1()

+

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin(0 + )

+

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos(0 + ) = 0

d¬r. Di¼ger taraftan ¢0(
0
) = 0 oldu¼gundan

¢0() = ¢0(0 + ) = ¢0(0) + _¢0(0) + Ä¢0(0)
2
2!

+   
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¢0(
0
 + ) = _¢0(

0
) + () = ( _¢0(

0
) + (1))

olur. E¼ger ¢0(
0
 + ) ifadesi ¢() ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa,

( _¢0(
0
)+(1))+

sin(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()2()¡sin(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()2()

¡+ cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2() ¡ cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()1()

+
¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2() +
cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()1()

¡¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z

0

¡2() +

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin(0 + )

+

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos(0 + ) = 0

olur. Buradan,

 = ¡ 1³
_¢0(0) + (1)

´

8
<
:

sin(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()2()

¡ sin(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()2() ¡ + cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()

¡ cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()1() +
¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()

+
cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()1() ¡ ¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z

0

¡2()

+

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin(0 + )

+

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos(0 + )

9
=
; (3.2.1)

elde edilir. ¢0() fonksiyonu sinüs tipli (Levin, 1971) oldu¼gundan her  do¼gal say¬s¬

için¯̄
¯ _¢0(

0
)

¯̄
¯ ¸   0 eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde   0 say¬s¬ vard¬r. Zhdanovich (1960) ve
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Krein’in (1948) çal¬̧smalar¬ndan yararlan¬l¬rsa sup


jj ·  olmak üzere

0 =  + 

oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde (3.2.1) eşitli¼ginde

¡ 1³
_¢0(0) + (1)

´

8
<
:

sin(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()2()

¡sin(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()2() ¡ + cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()

¡cos(0 + )

2(0 + )

Z



¡2()1() +
¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()

+
cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z



¡2()1() ¡ ¡ cos(0 + )(2 ¡ )

2(0 + )

Z

0

¡2()

9
=
; = (

1


)

oldu¼gunu kullan¬rsak,

 =

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin(0 + )

+

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos(0 + ) + (

1


)

elde edlir.Ayr¬ca (Marchenko, 1977, p.67) ,8
<
:

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin(0 + )

9
=
; 2 2 ve

8
<
:

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos(0 + )

9
=
; 2 2 oldu¼gundan fg 2 2 elde edilir.

Lemma 3.2.2:  probleminin normalleştirici say¬lar¬ için  = 0+ asimptotik

eşitli¼gi geçerlidir. Burada fg 2 2 dir.

·Ispat:

¢() = ¢0() +
sin 

2

Z



¡2()2() +
+ sin 

2

Z

0

¡2()2()

¡sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()2() +
¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

¡+ cos

2

Z



¡2() ¡ cos 

2

Z



¡2()1() ¡ + cos 

2

Z

0

¡2()
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¡+ cos

2

Z

0

¡2()1() +
¡ cos (2 ¡ )

2

Z



¡2()

+
cos (2 ¡ )

2

Z



¡2()1() ¡ ¡ cos (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()

¡¡ cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()1()

+

Z

0

³
e11( ) ¡ e110( )

´
sin  +

Z

0

³
e12( ) ¡ e120( )

´
cos 

denkleminde her iki taraf¬n ’ya göre türevini al¬rsak; ve  yerine  yazarsak;

_¢() = _¢0() ¡ sin 

22

Z



¡2()2() +
 cos

2

Z



¡2()2()

¡+ sin 

22

Z

0

¡2()2() +
+ cos

2

Z

0

¡2()2()

+
sin (2 ¡ )

22

Z



¡2()2() ¡ (2 ¡ ) cos (2 ¡ )

2

Z



¡2()2()

¡¡ sin (2 ¡ )

22

Z

0

¡2()2() +
¡(2 ¡ ) cos(2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

+
+ cos

22

Z



¡2() ¡ + sin

2

Z



¡2() +
cos 

22

Z



¡2()1()

+
 cos

2

Z



¡2()1() +
+ cos

22

Z

0

¡2()

¡+ sin 

2

Z

0

¡2() +
+ cos

22

Z

0

¡2()1()

¡+ sin 

2

Z

0

¡2()1()

¡cos (2 ¡ )

22

0
@¡

Z



¡2() +

Z



¡2()1() ¡ ¡
Z

0

¡2()
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¡¡
Z

0

¡2()1()

1
A +

(2 ¡ ) cos(2 ¡ )

2

0
@¡

Z



¡2()

+

Z



¡2()1() ¡ ¡
Z

0

¡2() ¡ ¡
Z

0

¡2()1()

1
A

+

Z

0

µ 

e11( ) ¡


e110( )

¶
sin  +

Z

0


³

e11( ) ¡ e110( )
´

cos

+

Z

0

µ 

e12( ) ¡


e120( )

¶
cos ¡

Z

0


³

e12( ) ¡ e120( )
´

sin 

= _¢0() + 

olur. Burada, Lemma 3.2.1’in ispat¬nda fg 2 2 oldu¼gunun gösterilmesine benzer

olarak fg 2 2 oldu¼gu aç¬kt¬r.

¢0() = ¢0(0) + _¢0(0) + Ä¢0(0)
2
2!

+   

_¢0() = _¢0(
0
) + Ä¢0(

0
) +

...
¢0(

0
)

2
2!

+   

_¢0() = _¢0(0 + ) = _¢0(0) + ()

Ayr¬ca,

3( ) = 30( ) +
cos 

2

Z



¡2()2() +
+ cos 

2

Z

0

¡2()2()

+
cos(2 ¡ )

2

Z



¡2()2() ¡ ¡ cos (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()2()

+
+ sin 

2

Z



¡2() +
sin 

2

Z



¡2()1() +
+ sin 

2

Z

0

¡2()

+
+ sin 

2

Z

0

¡2()1()+
¡ sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()+
sin (2 ¡ )

2

Z



¡2()1()

¡ ¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2() ¡ ¡ sin (2 ¡ )

2

Z

0

¡2()1()

+

Z

0

³
e21( ) ¡ e210( )

´
sin  +

Z

0

³
e22( ) ¡ e220( )

´
cos 
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oldu¼gundan 3( ) = 30( 0) + e
n
e

o
2 2 oldu¼gu aç¬kt¬r.

_¢() = _¢0() +  = _¢0(
0
) + () + 

3( ) = 30( 0) + e
ifadelerinden yararlan¬l¬rsa,

 = _¢()3( )

oldu¼gundan,

 = _¢()3( ) =
³

_¢0(
0
) + () + 

´³
30( 0) + e

´

= _¢0()30( 0) + _¢0(
0
)

e + (() + )
³
30( ) + e

´

olur. Böylece,

 = 0 +  fg 2 2

oldu¼gu aç¬kt¬r.Burada  = _¢0()e + (() + )
³
30( ) +e

´
şeklindedir.
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3.3. Weyl Çözümü ve Weyl Fonksiyonunun Özellikleri

©( ) =

0
@ ©1( )

©3( )

1
A vektör fonksiyonu, (2.1.1) denkleminin ©1(0 ) = ¡1

ve ©3( ) = 0 koşullar¬n¬ ve (2.1.4) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü olsun.

©( ) fonksiyonuna  s¬n¬r de¼ger probleminin Weyl çözümü denir.

ª( ) =

0
@ ª1( )

ª3( )

1
A  ( ) =

0
@ 1( )

3( )

1
A ve ( ) =

0
@ 1( )

3( )

1
A

fonksiyonlar¬, (2.1.1) denkleminin

ª( ) =

0
@ 0

1

1
A  (0 ) =

0
@ 0

1

1
A ve (0 ) =

0
@ 1

0

1
A

başlang¬ç koşullar¬n¬ ve (2.1.4) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri olsun. ª( )

ve ( ) fonksiyonlar¬n¬n  ’ya göre tam olduklar¬ aç¬kt¬r.

Ayr¬ca

ª( ) = 1()( ) + 2()( )

şeklinde yaz¬l¬r.Buradan

hª( ) ( )i = eª( )( ) = eª( )

0
@ 0 1

¡1 0

1
A( )

= (ª1( )ª3( ))

0
@ 3 ( )

¡1 ( )

1
A = ª1( )3 ( ) ¡ ª3( )1 ( )

ve,

hª( ) ( )i = 1() h( ) ( )i + 2() h( ) ( )i

= 2() h( ) ( )i = 2() e( )( )

= 2() (1( )3( ) ¡ 2( )1( ))

eşitlikleri elde edilir. Başlang¬ç koşullar¬ kullan¬l¬rsa,

hª( ) ( )i (0) = ª1(0 )3 (0 ) ¡ ª3(0 )1 (0 ) = ª1(0 ) = ¢()

ve

hª( ) ( )i (0) = 2() (1(0 )3(0 ) ¡ 3(0 )1(0 )) = 2()

eşitliklerinden
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2() = ª1(0 ) = ¢()

olarak bulunur. Ayn¬ şekilde,

hª( ) ( )i = eª( )( ) = eª( )

0
@ 0 1

¡1 0

1
A( )

= (ª1( )ª3( ))

0
@ 3 ( )

¡1 ( )

1
A = ª1( )3 ( ) ¡ ª3( )1 ( )

ve,

hª( ) ( )i = 1() h( ) ( )i + 2() h( ) ( )i

= 1() h( ) ( )i = 1()e( )( )

= 1() (1( )3( ) ¡ 3( )1( ))

eşitlikleri elde edilir. Başlang¬ç koşullar¬ kullan¬l¬rsa,

hª( ) ( )i (0) = ª1(0 )3 (0 ) ¡ ª3(0 )1 (0 ) = ¡ª3(0 )

ve

hª( ) ( )i (0) = 1() (1(0 )3(0 ) ¡ 3(0 )1(0 )) = ¡1()

eşitliklerinden

1() = ª3(0 )

bulunur.Buradan,

ª( ) = ª3(0 )( ) + ¢()( )

veya
ª( )

¢()
= ( ) +

ª3(0 )

¢()
( ) (3.3.1)

bulunur. Böylece ©( ) weyl çözümü ve ,©3(0 ) = () weyl fonksiyonlar¬

©( ) =
ª( )

¢()

() =
ª3(0 )

¢()

olarak elde edilir.

Teorem 3.3.1:

() =
1

0( ¡ 0)
+

1X

=1

½
1

( ¡ )
+

1

00

¾
(3.3.2)

gösterilimi do¼grudur.
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·Ispat: Öncelikle ª( ) çözümü için ( ) çözümüne benzer bir gösterim elde

edilsin.8
<
:

03 + 1 = 0

01 ¡ 3 = 0
denklem sisteminin homojen k¬sm¬n¬n iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümü:

0
@ 1

3

1
A =

0
@ sin 

cos 

1
Ave

0
@ 1

3

1
A =

0
@ ¡ cos

sin 

1
A şeklindedir.

0
@ 1

3

1
A =

0
@ 1() + 2()¡

1() ¡ 2()¡

1
A ve

0
@ 01

03

1
A =

0
@ 01() + 02()¡ + 1() ¡ 2()¡

01() ¡ 02()¡ ¡ 1() ¡ 2()¡

1
A al¬n¬r (2.1.1) denk-

leminde yerine yaz¬l¬p parametrelerin de¼gi̧simi yöntemi uygulan¬rsa;

1() = ¡ 

2

Z



1()1()¡ ¡ 

2

Z



2()3()¡ +


2

Z



¡2()1()¡ + 0

2() = ¡

2

Z



1()1() +


2

Z



¡2()1() ¡ 

2

Z



2()3() + 1

bulunur. 1() ve 2() ifadeleri denklemde yerine yaz¬l¬r ve gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa;

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

0 + 1¡ + 

Z



1()1() sin ( ¡ )

¡1



Z



¡2()1() sin ( ¡ ) ¡ 

Z



2()3() cos( ¡ )

0
 ¡ 1

¡ + 

Z



1()1() cos ( ¡ )

¡1



Z

0

¡2()1() cos ( ¡ ) + 

Z

0

2()3() sin( ¡ )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

bulunur.0
@ 1

3

1
A () =

0
@ 1



1
A başlang¬ç koşulunu sa¼glayan çözüm;

0
@ 01

03

1
A =

0
@ (¡)

(¡)

1
A
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şeklinde olup    iken

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

(¡) + 

Z



1()1() sin ( ¡ )

¡1



Z



¡2()1() sin ( ¡ ) ¡ 

Z



2()3() cos( ¡ )

(¡) + 

Z



1()1() cos ( ¡ )

¡1



Z

0

¡2()1() cos( ¡ ) + 

Z

0

2()3() sin ( ¡ )

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

olarak elde edilir.    iken çözüm

0
@ 1

3

1
A =

0
BBBBBBBBBBBBBBBBB@

()(¡) + ()¡(¡) ¡ 1



Z



¡2()1() sin ( ¡ )

+

Z



f1()1() sin ( ¡ ) ¡ 2()3() cos( ¡ )g

()(¡) ¡ ()¡(¡) ¡ 1



Z

0

¡2()1() cos ( ¡ )

+

Z

0

f1()1() cos( ¡ ) + 2()3() sin ( ¡ )g

1
CCCCCCCCCCCCCCCCCA

şeklinde arans¬n. (2.1.4) süreksizlik koşulu kullan¬larak () ve () fonksiyonlar¬ elde

edilir ve denklemde yerine yaz¬l¬r gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

   iken çözüm

1( ) = +(¡) ¡ ¡¡(+¡2)

+

Z

0

(+ sin ( ¡ ) + ¡ sin ( +  ¡ 2))1()1()

¡

Z

0

(+ cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos( +  ¡ 2))2()3()

¡1



Z

0

(+ sin ( ¡ ) + ¡ sin ( +  ¡ 2)) ¡2()1()
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+

Z



(sin ( ¡ )1()1() ¡ cos ( ¡ )2()3()) 

¡1



Z



sin( ¡ )¡2()1()

(3.3.3)

3( ) = +(¡) ¡ ¡¡(+¡2)

+

Z

0

(+ cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos( +  ¡ 2))1()1()

+

Z

0

(+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( +  ¡ 2))2()3()

¡1



Z

0

(+ cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos( +  ¡ 2)) ¡2()1()

+

Z



(cos( ¡ )1()1() + sin ( ¡ )2()3())

¡1



Z



cos ( ¡ )¡2()1()

şeklinde bulunur.

ª( ) =
( ) ¡ ( )

2
al¬n¬rsa ( ) gösterilimine benzer olarak

   iken

ª1( ) = ¡+ sin (¡)+¡ sin (+¡2)¡1() sin (¡)+2() cos (¡)

¡1() sin (+¡2)+2() cos(+¡2)+

¡Z

0

e11( ) sin +

Z

0

e12( ) cos

ve

ª3( ) = + cos(¡)¡¡ cos(+¡2)+1() cos(¡)+2() sin (¡)

¡1() cos(+¡2)¡2() sin (+¡2)+

¡Z

0

e21( ) sin +

¡Z

0

e22( ) cos 

gösterilimi vard¬r. Burada   = 1 2 olmak üzere e( ) = ( )¡(¡) şek-

lindedir.ve ~( ) =
n

~( )
o2
=1

matris fonksiyonunun ~( ) elemanlar¬ her

tutturulmuş  2 [0 ] için  de¼gi̧skenine göre 2(0 ) uzay¬na aittir.() = 0 duru-

muna kaŗs¬l¬k gelen ª( ) () () ve e( ) fonksiyonlar¬ s¬ras¬yla ª0( )

0() 0() ve e0( ) olarak gösterilirse
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.   iken

ª01( ) = ¡+ sin (¡)+¡ sin (+¡2)¡10() sin (¡)+20() cos(¡)

¡10() sin (+¡2)+20() cos(+¡2)+

¡Z

0

e110( ) sin +

¡Z

0

e120( ) cos

ve

ª03( ) = + cos (¡)¡¡ cos (+¡2)+10() cos(¡)+20() sin (¡)

¡10() cos (+¡2)¡20() sin (+¡2)+

Z

0

e210( ) sin +

¡Z

0

e220( ) cos 

elde edilir. Buradan,

ª1( ) = ª01( ) + (1() ¡ 10()) sin ( ¡ ) + (2() ¡ 20()) cos ( ¡ )

¡ (1() ¡ 10()) sin ( +  ¡ 2) + (2() ¡ 20() cos( +  ¡ 2)

+

¡Z

0

( e11( ) ¡ e110( )) sin  +

Z

0

( e12( ) ¡ e120( ) cos 

ve

ª3( ) = ª03( ) + (1() ¡ 10()) cos( ¡ ) + (2() ¡ 20()) sin ( ¡ )

¡ (1() ¡ 10()) cos( +  ¡ 2) ¡ (2() ¡ 20() sin ( +  ¡ 2)

+

¡Z

0

( e21( ) ¡ e210( )) sin  +

¡Z

0

( e22( ) ¡ e220( )) cos 

şeklinde gösterimler elde edilir.

1 = (1() ¡ 10()) sin( ¡ ) + (2() ¡ 20()) cos( ¡ )

¡(1() ¡ 10()) sin ( +  ¡ 2) + (2() ¡ 20() cos( +  ¡ 2)

+

¡Z

0

( e11( ) ¡ e110( )) sin +

Z

0

( e12( ) ¡ e120( ) cos 

ve

2 = (1() ¡ 10()) cos( ¡ ) + (2() ¡ 20()) sin ( ¡ )

¡(1() ¡ 10()) cos( +  ¡ 2) ¡ (2() ¡ 20() sin ( +  ¡ 2)

+

¡Z

0

( e21( ) ¡ e210( )) sin +

¡Z

0

( e22( ) ¡ e220( )) cos 

olarak al¬n¬rsa

109



ª1( ) = ª01( ) + 1

ª3( ) = ª03( ) + 2

şeklinde olur. Bu eşitlikler kullan¬l¬rsa

() ¡ 0() =
ª3(0 )

ª1(0 )
¡ ª03(0 )

ª01(0 )
=

ª03( ) + 2
ª01( ) + 1

¡ ª03(0 )

ª01(0 )

=
(ª03( ) + 2)ª01(0 ) ¡ (ª01( ) + 1)ª03(0 )

(ª01( ) + 1)ª01(0 )

=
3

¢()
¡ 1

¢()
0()

elde edilir. Burada  2  için lim
jj!1

¡jIm j j()j = 0 ve j¢()j  
jIm j oldu¼gu

gözönünde bulundurulursa,

lim
jj!1

sup
2

j() ¡ 0()j = 0 (3.3.4)

oldu¼gu al¬n¬r.

Di¼ger taraftan ( )(0( 0)) ve ª( )(ª0( 0)) vektör fonksiyonlar¬ (0)

probleminin özfonksiyonlar¬d¬r. O yüzden de (
0
) sabitleri mevcuttur öyleki

ª( ) = ( )(ª0( 0) = 00( 0))eşitli¼gi sa¼glan¬r. O halde,

ª3(0 ) = 3(0 )

oldu¼gundan

 = ª3(0 ) =
1

3( )

0 = ª03(0 0) =
1

03( )

eşitlikleri elde edilir.

 = _¢()3( )

0 = _¢0(
0
)03( 0)

eşitliklerinden yararlan¬l¬r, ª3(0 ) ve ¢()  =  ’de analitik ve ª3(0 ) 6= 0,

¢() = 0 _¢() 6= 0 oldu¼gundan ()ve 0() , =  de basit kutup noktas¬na

sahiptir. Buradan
8
>>><
>>>:

Re 
=

() =
ª3(0 )

_¢()
=

1
_¢()3( )

=
1



Re 
=

0() =
ª30(0 )

_¢0()
=

1
_¢0()03( )

=
1

0

(3.3.5)
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elde edilir.

() =
1

2

Z

¡

 () ¡ 0()

 ¡ 
  2 int¡ e¼grisel integrali ele al¬nd¬¼g¬nda

lim
jj!1

sup
2

j() ¡ 0()j = 0 oldu¼gundan lim
!1

() = 0 d¬r.

()’nün ¡ ’deki ayk¬r¬l¬klar¬ 0 1        ̧seklinde s¬ralanm¬ş kutup yerleri

ve buralardaki rezidüleri s¬ras¬yla
1

0


1

1
    

1


    dir. ¡, hiç bir kutup yerinden

geçmeyen, üzerinde j()j   eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi  yar¬çapl¬ çember ve

 ! 1 iken  ! 1 dur. , ()’nün bir kutbu olmad¬¼g¬ndan
()

 ¡ 
  = 

 = 0 1    ve  noktalar¬nda kutup yerlerine sahiptir. Bu durumda (3.3.5) ’den de

faydalan¬l¬rsa,

Re (
()

 ¡ 
 ) = lim

!
( ¡ )

()

 ¡ 
=

1

( ¡ )

Re (
()

 ¡ 
 ) = lim

!
( ¡ )

()

 ¡ 
= ()

olur. Rezidü teoremine göre,

1

2

Z

¡

()

 ¡ 
 =  () +

X

2¡

1

( ¡ )

yaz¬l¬r.

Benzer şekilde,

1

2

Z

¡

0()

 ¡ 
 = 0() +

X

02¡

1

0(
0
 ¡ )

elde edilir. Buna göre,

1

2

Z

¡

() ¡ 0()

 ¡ 
 = ¡()+0()¡

X

2¡

1

( ¡ )
+

X

02¡

1

0(
0
 ¡ )

olur.O halde

() = ¡ () + 0() ¡
X

2¡

1

( ¡ )
+

X

02¡

1

0(
0
 ¡ )

oldu¼gu elde edilir. Buradan da  ! 1 iken limite geçildi¼ginde; lim
!1

() = 0 oldu¼gun-

dan,

() = 0() +
1X

=0

µ
1

( ¡ )
¡ 1

0( ¡ 0)

¶
(3.3.6)
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elde edilir.

Mittag-Le­er aç¬l¬m¬na göre,

0() =
1

00
+

1X

=1

0 1

0

µ
1

 ¡ 0
+

1

0

¶

olur. () ve 0() eşitlikleri kullan¬l¬rsa,

() =
1

00
+

1X

=1

1

0

µ
1

 ¡ 0
+

1

0

¶
+

1X

=0

µ
1

( ¡ )
¡ 1

0( ¡ 0)

¶

=
1

00
+

1

0( ¡ 0)
¡ 1

00
+

1X

=1

µ
1

0( ¡ 0)
+

1

00
+

1

( ¡ )
¡ 1

0( ¡ 0)

¶

olur. Buradan

() =
1

0( ¡ 0)
+

1X

=1

µ
1

00
+

1

( ¡ )

¶

eşitli¼gi elde edilir.
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3.4. Ters Problemler

Bu bölümde  probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonuna ve diskret spektral

verilere göre ters problemin çözümü verilmi̧stir.

 problemi ile beraber, e() potansiyele sahip ~ problemi ele al¬ns¬n ve herhangi 

sembolü  problemine ait ise ~ sembolünün de ~ problemine ait oldu¼gu kabul edilsin.

Teorem 3.4.1: E¼ger () = ~() ise  = ~ d¬r. Dolay¬s¬yla Weyl fonksiyonu 

s¬n¬r de¼ger problemini tek olarak belirtmektedir.

·Ispat:  ( ) = [( )]=12 matrisini alal¬m.

 ( )

0
@ ~1 ~©1

~3 ~©2

1
A =

0
@ 1 ©1

3 ©2

1
A 

eşitli¼gi ile verilen

~ =

0
@ ~1

~3

1
A  ~© =

0
@

~©1

~©2

1
A

çözümlerinin Wronsky determinant¬ için


n

~( ) ~©( )
o

´ ~1( )~©3( ) ¡ ~3( )~©1( ) = 1

oldu¼gu gözönünde bulundurulursa,

0
@ 11( ) 12( )

21( ) 22( )

1
A

0
@ ~1 ~©1

~3 ~©2

1
A =

0
@ 1 ©1

3 ©2

1
A

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬ soldan

0
@

~©2 ¡~©1

¡~3 ~1

1
A matrisi ile çarparsak,

0
@ 11( ) 12( )

21( ) 22( )

1
A

0
@ ~1 ~©1

~3 ~©2

1
A

0
@

~©2 ¡~©1

¡~3 ~1

1
A =

=

0
@ 1 ©1

3 ©2

1
A

0
@

~©2 ¡~©1

¡~3 ~1

1
A

olur. Buradan,
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0
@ 11( ) 12( )

21( ) 22( )

1
A =

0
@ 1~©2 ¡ ©1~3 ¡1 ~©1 + ©1~1

3~©2 ¡ ©2~3 ¡3 ~©1 + ©2~1

1
A

elde edilir. Böylece,
8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

11( ) = 1( )~©3( ) ¡ ©1( )~3( )

12( ) = ¡1( )~©1( ) + ©1( )~1( )

21( ) = 3( )~©3( ) ¡ ©3( )~3( 

22( ) = ¡3( )~©1( ) + ©3( )~1( 

(3.4.1)

8
>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

1( ) = 11( )~1( ) + 12( )~3( )

3( ) = 21( )~1( ) + 22( )~3( )

©1( ) = 11( )~©1( ) + 12( )~©3( )

©3( ) = 21( )~©1( ) + 22( )~©3( )

(3.4.2)

oldu¼gu al¬n¬r. (3.4.1) ve ©( ) =
ª( )

¢()
ifadelerinden yararlan¬l¬rsa,

©1( ) =
ª1( )

¢()
 ©3( ) =

ª3( )

¢()

~©1( ) =
~ª1( )

¢()
 ~©3( ) =

~ª3( )

¢()

yaz¬l¬r. Buradan,

11( ) =
1

¢()

³
1( )~ª3( ) ¡ ª1( )~3( )

´
=

= 1 +
1

¢()

h
1( )

³
~ª3( ) ¡ ª3( )

´
¡ ª1( )(~3( ) ¡ 3( ))

i

12( ) =
1

¢()

³
¡1( )~ª1( ) + ª1( )~1( )

´

21( ) =
1

¢()

³
3( )~ª3( ) ¡ ª3( )~3( )

´

22( ) =
1

¢()

³
¡3( )~ª1( ) + ª3( )~1( )

´
=

= 1 +
1

¢()

h
ª3( )(~1( ) ¡ 1( )) ¡ 3( )(~ª1( ) ¡ ª1( ))

i

eşitlikleri elde edilir.
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1( ) = 01( ) + (1() ¡ 10()) sin  + (2() ¡ 20()) cos

+ (1() ¡ 10()) sin (2 ¡ ) + (2() ¡ 20()) cos (2 ¡ )

+

Z

0

( e11( ) ¡ e110( )) sin +

Z

0

( e12( )g¡120( )) cos

3( ) = 03( ) + (1() ¡ 10()) cos  ¡ (2() ¡ 20()) sin 

¡ (1() ¡ 10()) cos(2 ¡ ) + (2() ¡ 20()) sin (2 ¡ )

+

Z

0

( e21( ) ¡ e210( )) sin +

Z

0

( e22( ) ¡ e220( )) cos

ve

ª1( ) = ª01( ) + (1() ¡ 10()) sin ( ¡ ) + (2() ¡ 20()) cos ( ¡ )

¡ (1() ¡ 10()) sin ( +  ¡ 2) + (2() ¡ 20() cos( +  ¡ 2)

+

¡Z

0

( e11( ) ¡ e110( )) sin  +

Z

0

( e12( ) ¡ e120( ) cos 

ª3( ) = ª03( ) + (1() ¡ 10()) cos( ¡ ) + (2() ¡ 20()) sin ( ¡ )

¡ (1() ¡ 10()) cos( +  ¡ 2) ¡ (2() ¡ 20() sin ( +  ¡ 2)

+

¡Z

0

( e21( ) ¡ e210( )) sin  +

¡Z

0

( e22( ) ¡ e220( )) cos 

eşitlikleri ve j¢()j  
jIm j olmas¬ dikkate al¬narak, Lebesgue lemmas¬ndan,

8
>>>>><
>>>>>:

lim
!1
2

max
0··

j11( ) ¡ 1j = lim
!1
2

max
0··

j22( ) ¡ 1j =

= lim
!1

2

max
0··

j12( )j = lim
!1
2

max
0··

j21( )j = 0

(3.4.3)

yaz¬l¬r. (3.3.1) ve (3.4.1) den,

11( ) = 1( ) ~2( ) ¡ 1( )~3( ) + ( ~() ¡ ())1( )~3( )

12( ) = 1( )~1( ) ¡ 1( ) ~1( ) + (() ¡ ~())1( )~1( )

21( ) = 3( ) ~2( ) ¡ 2( )~3( ) + ( ~() ¡ ())3( )~3( )

22( ) = 2( )~1( ) ¡ ~1( )3( ) + (() ¡ ~())3( )~3( )
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eşitlikleri elde edilir.

Böylece e¼ger () = ~() ise, her …kse edilmi̧s  için ( ) fonksiyonlar¬  ’ya

göre tamd¬rlar.

Ayr¬ca (3.4.3) ’den yararlan¬l¬rsa,

11( ) ´ 1 12( ) ´ 0 22( ) ´ 1 21( ) ´ 0

oldu¼gu ç¬kar. Bunlar (3.4.2) eşitliklerinde gözönünde bulundurulursa, her  ve her 

için,

1( ) ´ ~1( ) 3( ) ´ ~3( ) ©1( ) ´ ~©1( ) ©3( ) ´ ~©3( )

eşitlikleri elde edilir. Dolay¬s¬yla  = ~ d¬r.

Teorem 3.4.2: E¼ger her  2  için  = e  = ~ ise o halde  = ~ d¬r.

Dolay¬s¬yla discrete spektral veriler,  problemini tek olarak belirtmektedir.

·Ispat:

() =
1

0( ¡ 0)
+

1X

=1

µ
1

00
+

1

( ¡ )

¶

f() =
1

e0(e ¡ e0)
+

1X

=1

Ã
1

e0e0
+

1

e(e ¡ e)

!

ve her  2  için  = e  = ~ oldu¼gundan,

() = ~()

olur.

O halde ~() = () olur ki Teorem 3.4.1 den  = ~ d¬r.

Teorem 3.4.3: E¼ger her  2  için  = e  = ~ ise  = ~ d¬r, yani fg ve

fg dizileri  problemini tek olarak belirtir.

·Ispat: ¢() ve ~¢() fonksiyonlar¬n¬n özelliklerinden,

lim
!1

¢()
~¢()

= 1 oldu¼gu aç¬kt¬r.  = e ve ¢() ile e¢() fonksiyonlar¬ analitik oldu¼gun-

dan analitik fonksiyonlar¬n tekli¼gi teoreminden ¢() = e¢() oldu¼gu ç¬kar.

ª( ) = ( ) oldu¼gundan

eª(e) = e(e) = ee( ) ve
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eª(e) = eª( ) = e( )eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerinden yararlan¬l¬rsa,

 = ~ olur. Ayr¬ca ¢() ´ e¢() oldu¼gundan

¢() ´



e¢() olur. Dolay¬s¬yla

 =

¢()3( ) =


¢()

1


oldu¼gundan  = ~ elde edilir .

O halde Teorem 3.4.2 den  = ~ olur.
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