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SUMMARY
Ph.D Thesis
DIRECT AND INVERSE PROBLEMS FOR SECOND ORDER
SINGULAR DIFFERETIAL OPERATORS WITH DISCONTINUITY

Graduate School of Natural and Applied
Science of Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Rauf AMIROV

This study belongs to spectral theory of Sturm-Liouville operators. Inte-

gral representation of solution, properties and behaviours of spectral charac-

teristics, properties of Weyl function and Weyl solution and finally uniqueness

theorems are investigated for second order singular Sturm-Liouville operators

=i+l H R P, R LYWL ns LIS D L S t ol 1
Wit ity conditions inside a finite interval.

s
jal
=
7
o)
o]
=
=
(il
=

Keywords: Operator, Spectrum, Inverse Problem, Dira.

Function, Weyl Solution.

¢ Operator, Weyl



ii

Doktora Tezi

Matematik Anabilim Dali
Damsgman: Prof. Dr. Rauf AMIROV

Bu ¢ahsma Sturm-Liouville operatérlerin spektral teorisine aittir. Sunulan
bu ¢aliymada, sonlu arahgin i¢ noktasinda siireksizlik kosullarina sahip Ikinci
mertebeden singiiler Sturm-Liouville operatorii icin ¢oziimiin bir infegra] gos-

terimi, spektral karakteristiklerin ozellikleri, davramslari, Weyl fonksiyonu ve

IXT_ b

Weyl ¢Oztimiiniin 6zellikleri ile ters problem igin teklik teoremleri incelenmigtir.
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GIRIS

Operatorlerin spektral teorisi; matematik, fizik ve mekanigin cesitli alanlar-nda
genis bir sekilde kullan-imaktad-r. Matemetiksel fizigin bir s-ra problemlerinde 6zel-
likle Kuantum mekaniginde singuleriteye sahip diferansiyel operatorlerin ogrenilmesi
onem kazanmaktad-r. Kuantum mekaniginin énemli problemlerinden birisi Coulomb
potansiyelli alanda pargac-klar-n hareketini 6grenmektir. Bu tip problemlerin ¢6zimu
bir tek Hidrojen atomunun spektrumunu degil bir valentli atomlar-n da égrenilmesinde,
ornegin Sodyum (Na) atomu spektrumunun 6grenilmesinde, 6nem tag-maktad-r. Lineer
operatorlerin spektral teorisinin esas kaynaklar- bir yandan lineer cebir olmak Uzere
diger yandan titresim teorisinin problemleridir (telin titresimi vb.). Lineer cebir prob-
lemleri ve titregsim teorisi problemleri aras-ndaki benzerliklerin fark-na var-lmas- gok
eskilere dayan-r. Integral denklemler teorisinde yap-lan ¢al-smalarda bu benzerlikler-
den surekli faydalanan ilk olarak Hilbert olmugtur. Bunlar-n sonucu olarak énce I,
uzay- daha sonralar- ise genel Hilbert uzay~- meydana gelmigtir.

Matematikte [, ve H soyut Hilbert uzay- tan-mland-ktan sonra H de lineer self-
adjoint operatorler teorisi h-zla gelismeye baglam-st-r. XIX. ve XX. yuzy-llarda birgok
matematikgiler sayesinde bu teori milkemmel bir seviyeye ulasm-st-r. Ozel olarak bu
cal-smalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normallegtirici say-lar, vs.
spektral veriler tan-mlanm-s ve farkl- yontemlerle bunlar igin asimptotik formuller bu-
lunmugtur.

Reguler ve singuler olmak tzere iki tur diferansiyel operatdr tan-mlanm-g ve bunlar-n
spektral teorileri yap-land-r-Im-st-r.

Tan-m 0.1. Tan-m bolgesi sonlu ve katsay-lar~ toplanabilir fonksiyonlar olan dife-
ransiyel operatdre regiler, tan-m bdlgesi sonsuz veya katsay-lar-(baz-lar- veya tamam-)
toplanabilir olmayan diferansiyel operatorlere singulerdir denir.

Ikinci mertebeden reguler operatorler icin spektral teori giinimiizde Sturm-Liouville
teorisi olarak bilinir. XIX. yizy-l-n sonlar-nda ikinci mertebeden diferansiyel operator-
ler icin sonlu aral-kta reguler s-n-r sartlar- saglanacak sekilde adi diferansiyel operator-
lerin 6zdegerlerinin dag-l-m- Birko= taraf-ndan incelenmigtir. Diskret spektruma sahip

Ve uzay-n tamam-nda tan-ml- operatorlerin 6zdegerlerinin dag-l-m-, dzellikle Kuantum



mekaniginde ¢ok dnem tag-maktad-r. Birinci mertebeden iki denklemin reguler sis-
temleri daha sonraki y-llarda ele al-nm-gt-r. Singller operatorler igin spektral teori
ilk olarak Weyl taraf-ndan incelenmigtir. Daha sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs
ve diger matematikgiler taraf-ndan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spek-
tral teorisi olugturulmugtur. Simetrik operatorlerin tuim self-adjoint geniglemelerinin
bulunmas- problemi Neumann taraf-ndan bir siire sonra yap-Im-st-r.

Ikinci mertebeden singller operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklag-m- 1946
yalinda Titchmarsh vermigtir. Dogru ekseninde tan-ml- azalan(artan) potansiyelli

L=j dd—; +q(z)
Sturm-Liouville operatorleri igin 6zdegerlerin dag-l-m~ formilu Titchmarsh taraf-ndan
bulunmustur. Son y-llarda bu operatdre bir boyutlu ¢(x) potansiyelli Schrédinger den-
klemi de denir. Ayn- zamanda bu c¢al-smada Schrodinger operatord igin 6zdegerlerin
dag-l-m formulu de verilmistir.

Singuler diferansiyel operatdrlerin incelenmesine iligskin ve diferansiyel operatorlerin
spektral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan ¢al.smalar 1949 y-l-nda Levitan taraf-n-
dan yap-Im-st-r. Levitan bu cal-smalar-nda spektral teoriyi esasland-rmak igin kendine
has bir yontem vermigtir. Farkl- singuler durumlarda diferansiyel operatorlerin spek-
tral teorisi, Ozellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlar-n asimptotigine ve 0zfonksiyonlar-n
taml-g-na ilskin konular Courant, Carleman, Birman, Salamyak, Maslov, Keldish vs.
matematikgiler taraf-ndan geligtirilmistir.

Tan-m 0.2: L diferansiyel operatdri verildiginde spektral karakteristiklerinin bu-
lunmas- problemine diz problem, spektral karakteristikleri verildiginde bu Sturm-
Liouville tipinde hangi L diferansiyel operatdrinin spektral karakteristikleri oldugu
proble- mine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatorlerin spektral analizinde énemli
bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir s-ra problemleri ile sk~ baglant-l-d-r.
Diferansiyel denklemler icin ters problemler teorisinin baglang-c- say-lan ilk cal-sma
Ambartsumyan’ a (1929) aittir. 1929 y-l-nda Ambartsumyan Sturm-Liouville ope-
ratorleri igin ters problemlerle ilgili agag-daki teoremi ispatlam-st-r:

Teorem 0.3: ¢(z), [0,n] aralgnda gercel degerli strekli fonksiyon olmak Uzere



Ao, Az, 606, A, 000 ler
Y+ i g(r)gy =0, O<az<m), (0.1)

¥'(0) =¢'(m) =0, 0.2)
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, =n? (n =0,1,...) ise ¢(z) ~ 0 d-r.
Ambartsumyan’ -n bu g¢al-smas-ndan sonra ters problemler teorisinde bu tip prob-
lemlerin ¢6zimu igin farkl- yontemler ve farkl- problemler ortaya ¢-km-st-r. Bu prob-
lemlerle ilgili en 6nemli sonuglardan birisi Borg’ a aittir ve elde ettigi sonug, asag-daki
teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.4: Mg, Ag,0¢¢, X, ¢0¢ ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

¥'(0) i hy(0) =0, (0.3)
y'(m) + Hy(r) =0, 0.4)

s-nr kosullar- ile verilen problemin, g, iq,6¢¢ , u,,,¢¢¢ ler ise (0.1) denklemi ve
y(©0) i hy(®) =0,  (h& h) (0.5)

y'(m) + Hy(r) =0, (0.6)

s-n-r kosullar-yla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde fA,9, o ve fu,9, o
dizileri g(x) fonksiyonunu ve h, h1 ve H say-lar-n- tek olarak belirtir. (h,h; ve H sonlu
gercel say-lard-r.)

Borg’ un 1945 y-l-ndaki ¢al-smas-nda , fA,9, o ve fu,0, o dizileri verilen oper-
atorun farkl- spektrumlar- oldugu farz edilir ve operator bu dizilerin yard-m-yla be-
lirlenir. Yani, bu tip operatorin varl-g- 6nceden kabul edilir. Borg ayn- ¢al-smada,
bu tip diferansiyel operatérin tek olarak belirtilmesi icin bir tek fA,g,,_o spektrumu-
nun yeterli olmad--n-~ gostermistir. O ylzden de, Ambartsumyan’-n sonucu istisna bir
durum olarak dugtintilmektedir.

Bu calssmadan sonra potansiyelin ¢(m §j ) = g(x) simetriklik kogulunu sagla-
mas- durumunda bir spektruma goére Sturm-Liouville operatérintn belirlenebilecegini
Levinson (1949), [3] ve [4] de ispatlam-st-r. Bu problemin tam ¢6zumi Guseinov ve
Nabiyev(1995) taraf-ndan verilmigtir. Ayr-ca, Levinson negatif 6zdegerlerin mevcut ol-

mad-g~ durumda, sac¢-lma faz-n-n, potansiyeli birebir olarak tan-mlad-g-n- géstermistir.

3



Sturm-Liouville denkleminin inceleme stirecinde kullan-lan yéntemlerden biri de ters
problemin ¢oziimlerinde 6nemli bir arag olan dontisim operatori kavram- olmugtur. Bu
kavram operatorlerin genellestirilmigs 6telemesi teorisinde Delsarte, Lions (1938), (1956)
ve Levitan, Gasymov (1964) taraf-ndan verilmistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri
icin donugsuim operatdrinin yap-s-n- ilk olarak Povzner (1948) kendi cal-smalar-nda
incelemistir.

Il. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde bir
sonraki en O0nemli asamalardan birisi Marchenko (1950) taraf-ndan kaydedilmigtir.
Marchenko bu ¢al-smas-nda ters problemlerin ¢éziminde Sturm-Liouville operatérindn
spektral fonksiyonundan yararlanm-st-r.

o(x, A) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
e(0,\) =1,  ¢0,\)=h, 0.7

baslang-¢ kosullar-n- saglayan ¢ézimu, ¢(x, A,) = ¢, (x) fonksiyonlar- ise (0.1) diferan-

siyel denklemi ve ayr-k s-n-r kogullar-n-n Grettigi operatoriin 6zfonksiyonlar~ olsun. Bu

durumda
7T
ap = Pz, Ap)dz (0.8)
0
say-lar- verilen operatdrin normallegtirici say-lar,
>xX 1
p(A) = —
An<A

fonksiyonu ise bu operatdriin spektral fonksiyonu olmak tzere Marchenko Borg’ un is-
patlad-g- teoremin benzerini p(\) spektral fonksiyonu yard-m-yla vermistir. Ayr-ca bu
cal-smada, p()) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatorin spek-
tral fonksiyonu olmas- igin gerek ve yeter kosulu verilmistir. Marchenko’ nun ¢al-smalar-
ile hemen hemen ayn- zamanda Krein (1951) ve (1954) cal-smalar-nda Sturm-Liouville
tipindeki diferansiyel operatori A9, _o ve fu,,0,_o dizilerine gore belirtmek igin etkili
yontem vermigtir. Fakat, bu cal-smalarda verilen gerekli ve yeterli kosul, fA,g,,_o ve
T11,,0,,_o dizileri yard-m-yla degil, bu dizilerin yard-m-yla kurulan yard-mc- fonksiyon
kullan-larak verilmistir.

1949 y-l-nda Marchenko’ nun ¢al-smas- yay-nlanmadan 6énce Tikhonov (1949) taraf-n-
dan Marchenko’ nun ispatlad-g- teklik teoremine denk olan bir teorem ispatlanm-st-r.

Tikhonov’un cal-smas-nda ispatlanan teoremin ifadesi asag-daki sekildedir:

4



Teorem 0.5: )\ < 0 oldugunda
U+ \?(x)U =0, x>0, U(L)=0

probleminin ¢6zimiu U(xz, A) olsun. Burada p(x) parcal- analitik fonksiyon ve p(x) .

U0, \
po >0 dir. RO\ = U((O A))

p(x) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

olsun. O halde A < 0 oldugunda R(X) fonksiyonuna gore

1951 y-l.-nda Gelfand ve Levitan cal-smalar-nda , p(\) monoton fonksiyonunun
Sturm-Liouville operatdrinin spektral fonksiyonu olmas- igin gerekli ve yeterli sartlar-
verdiler. Ayr-ca, bu cal-smada Sturm-Liouville operatérindn belirtilmesi igin etkili bir
yontem verilmistir.

Klasik Sturm-Liouville operatérinin g9, _o ve fa,0,_o (o, > 0) dizilerine gore
belirlenmesi icin, yani verilen dizilerin s-raswyla Sturm-Liouville probleminin spektrumu
ve normallegtirici say-lar- olmas- icin gerekli ve yeterli kosul asag-da verilen klasik asimp-

totik esitliklerin saglanmas-d-r:

_ A, m
p)\n L S 1. S ,
n2k%k+1 n2k%k+l
b
T bo k%k Tn
= — 4+ = +(t+
On =t P g Tk
2 3
Zr . -
1 1 . . . P P 7, 2
burada ag = p 4+ H + > q(t)dt> dir. Eger m giftsay-ise 72 < 1 ve In * o
n
-0
. 37 2 P, .
1, eger m tek ise < d1ve 75<ddir.

n
Fakat, bu cal-smalarda ters problemin iki spektrumuna gére tam ¢ézimu verilme-

migtir. Reguler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani, iki spektruma
gore reguler Sturm-Liouville operatérinin belirlenmesi problemi Levitan ve Gasymov’
un (1964) cal.smas-nda verilmigtir. Bu cal.smada, verilen problemin f%gn,0 nor-
mallestirici say-lar-n-n iki spektruma bagl- oldugunu gosteren

ik Y i
MnlAnkzo MkiAn

(0.9)

seklinde 6nemli bir formul elde edilmistir. Burada < semboli, sonsuz carp-mda k =
n. ¢arpan-n bulunmad-g-n- gosterir. (0.9) formulu iki spektruma goére ters problemin

¢ozuminh vermektedir. Gergekten de, eger TA,.0,,_o ve 1,0, _o dizileri



S WP S S (0.9)
" n nd 4
P ay ulﬂ
n nd n4

seklindeki klasik asimtotik formulleri saglarsa, (0.9) formulinden yararlanarak fomgm0
say-lar-n-n asimptotik ifadesi bulunur. Buradan, ¢(z) strekli fonksiyon oldugu durumda
A0, _o Ve Ty, 0, _o dizilerinin (0.1) formundaki denklemin iki spektrumu olmas- igin
gerek ve yeter kogullar al-n-r. Bu kosullar asag-daki sekilde s-ralanabilir:

1) A0, _o Ve 1,0, _o dizileri sraldar, yani Ao < p1g < A1 < pg < Ao < pp < 000

saklindedir

2) A\, ve u,’ler (0.9%) asimptotik formillerine sahiptir.
3) ap & a)

Simdi ise Dirac operatdrinin spektral teorisine ait baz- 6nemli sonuclar- hat-r-
latal-m. Dirac operatdrinun spektral analizi ile ilgili ilk ¢cal.smalar dogal olarak fizikgiler
Prats ve Toll (1959), Moses (1957) ve digerleri taraf-ndan yap-lm-st-r. Dirac ope-
ratord icin (0, 1) yar- ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem Gasimov ve
Levitan (1966) taraf-ndan c¢ozulmuistir. Bu cal-smada p(x) ve g(xz) [0, 1) yar- ek-

seninin her sonlu aral-g-nda surrekli, gercel degerli fonksiyonlar ve

@) 1 @) 1 (@) 1
0 1 S A
B=@ A’ Q(.’L’)Z@p(x) Q(«'L') A,y(.%’,)\):@ yl(«'L' )A
il 0 q(x) ip(x) y2(x, \)
olmak Uzere
B% +Q@y=Xy, O0<z<d (0.10)
11(0) =0,  ya(m)+ Hyi(7) =0 (0.11)
(1(0) =0,  yo(m) + Hiyi(r) =0  Hy & H) (0.11)
(@) 1
S A
s:nar problemi ele al-nm-st-r. Bu takdirde o(z, \) = @ Pa(@:2) A (0.10) denk-
902('%" >‘)
leminin



baslang-¢ sartlar-n- saglayan ¢6zimi, monoton artan p()\) (i L < A < 1) fonksiyonu

(0.10), (0.11) probleminin spektral fonksiyonu ve her f(x) 2 L2(0, 1) fonksiyonu igin

n Z1
EM) = @ Ndz, lim - fP0) i F,(N)g" dp() =0
0 il
olmak Uzere 2 2
@) f@)de =" F(N)dp()) 0.13)
0 il

Parseval egsitliginin sagland-g- gosterilmistir.

Ayr-ca, bu cal-smada asag-daki 6nemli sonuclar elde edilmistir:

Teorem 0.6:
A
o(A)=pA) i —
s
Ve O 1
z M
d? (1 i cosAz)/A 1§ cosA sin A
Fz,9) = 5 @ _ A 2P ST ()
R i sinAz/A A A
olmak Uzere y - x igin K(x,y) matris fonksiyonu
7
F(z,y) + K(z,y) +  K(z,5)F(s,y)ds =0 (0.14)

0
integral denklemini saglar.

Teorem 0.7: p(\) fonksiyonu agag-daki sartlar- saglas-n:
1. g(x) 2 L»(0, 1) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

7 (@) _ 1
_ T _ sin Az A
G(A) - g (.’L’)S({L’, )\)d{L’, 8(.’L’, >‘) - @
0 i COS \x
olmak Uzere el
G?*(\)dp(\) =0
il
ise g(x) ~ 0 dr.
(@) 1
1 i cosiz)/A
o) =) i 2, oy =@ F TN p
& i sin\z/\
olacak bicimde
s
fy) = @ N (y, Ndo(N)
il



matris fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli f(z,y) = F(x,y) tiireve sahiptir.

Bu takdirde her sabitlenmis = _ 0 i¢in (0.14) integral denklemi her iki degiskene

gore surekli olan tek K (z,y) ¢ozimine sahiptir.

Teorem 0.8: Q(x) surekli matris fonksiyonu olmak tzere, monoton artan p()\)
fonksiyonunun (0.10), (0.11) s-n-r probleminin spektral fonksiyonu olmas- icin agag-daki
sartlar-n saglanmas- gerek ve yeterdir:

1. Eder g(z) 2 L»(0, 1) keyfi sonlu vektor fonksiyon ve

yAS
GO = ¢'(@)s(z, \dz
0
olmak Gzere
yAS
G2(\)dp(\) =0
il
ise g(x) ~ 0 dr.
yas Ya )\3/4
f@y) = c@ N @Nd p() i~
il

matris fonksiyonu Fi1(z,0) = F>1(x,0) = 0 olmak Uzere ikinci mertebeden surekli
%z, y) ~ F(z,y) tireve sahiptir.

Iki spektruma gore regiler Dirac operatdrinin belirlenmesi problemi Gasimov ve
Cebiyev (1975) taraf-ndan yap-lan ¢al-smada verilmistir. Bu ¢al-smada asag-daki 6nemli
teoremler ispatlanm-stor:

Teorem 0.9: fA,g7; ve fu,g7, dizileri swas- ile (0.10), (0.11) ve (0.10) (0.11")

problemlerinin 6zdegerleri ise

miH ¥ i
oénzlf'A ”A’“_A”, (n=0,""1,""2,..)) (0.15)
2 | L My 1 M
. Qo " .
dir. Burada, semboli, sonsuz ¢arp-mda k£ = n. ¢arpan-n bulunmad-g-n- gosterir.
Teorem 0.10: p(x) ve ¢(x), [0, n] aralg-nda tan-ml- reel fonksiyonlar ve k. mer-
tebeden tirevleri L, (0, 7) de olacak bicimde f>\ngi11 ve fﬂngil1 dizileri s-ras-ile (0.10),
(0.11) ve (0.10), (0.110) problemlerinin spektrumlar- olmas- igin

1. A9 ve fu, g say-lar-n-n s-ral- olmas-, yani

o< A < g < Agnr << Ao < g <A< < Ay <ty < Aprr <



Xz -

. . 2 . .
2. a& 35,0 - 8, a - mve jan7k12 ve B serileri yak-nsak olmak
.. n=jl1 n=jl1
Uzere
o o1 Qi1 Qn k
Ny = nj—+—+..  +—1
" ' nkil = nk
by = nié+&+"‘+ﬁkil+ﬁnk
T n nkil = pk

asimptotik formullerinin saglanmas- gerek ve yeterdir.

Dirac operatora igin 6zvektdr(6zfonksiyon) fonksiyonlar-n-n taml-g-, Cauchy prob-
leminin ¢6zimu, self-adjointlik durumunda spektrumun diskretligi ve strekliligi, regi-
lerize izin hesaplanmas-, periyodik ve antiperiyodik problemler, a¢-I-m teoremleri, 6zvek-
tor fonksiyonlar-n-n asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklemler sistemi icin ters sag-lma
problemi, k-smen ¢ak-smayan iki spektruma gore ters problem s-ras- ile Sargsjan (1966)
ve Martynov (1965) cal-smalar-nda incelenmistir.

Diger taraftan Wzil(O, 1) uzay-nda singuler reel degerli potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operatorler s-n-f- igin ters spektral problem Hryniv ve Mkytyuk (2003)
taraf-ndan yap-lan ¢al-smada incelenmistir.

Bu cal.smada, ¢ 2 Wzil(O,l) reel degerli dag-l-m(distrubition) fonksiyonu olmak
Uzere H := L(0,1) Hilbert uzay-nda

P2

l:= i@ +gq (0.16)
diferansiyel ifadesine kars-l-k gelen 7" Sturm-Liouville operatdri tan-mlanm-g ve Savchuk
ve Shkalikov’un (1999) cal-smas-na gore, regularizasyon yontemi ile Dirichlet s-n-r kogul-
lar-ndan bahsedilmistir.

Distrubition anlam-nda ¢° = ¢ olacak sekilde reel degerli o 2 H al-nm-s ve

© : a
D(T,)= uw2Wi0,1) «j ou2 Wi(0,1),l,(u) 2 H,u(0) = u(l) =0 (0.17)
kiimesinde tan-ml-

Tu=Tou=Il,(u):= i@ jou)jod (0.18)

operatori yaz-lm-gt-r.
Burada, distrubition anlam-nda biitin w 2 D(T,) icin l,(u) = ju” + qu ifadesi
incelendiginde Ozellikle T, operator, regller potansiyeller igin ilkel o n-n 6zel se¢cimine

bagl- degildir ve (0.16)-ya karsl-k gelen standart Dirichlet Sturm-Liouville operatori ile
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cak-sr. Ayr-ca T, ilkel o 2 H’ye diizgiin resolvent anlam-nda suirekli olarak bagl-d-r ve
boylece T, herhangi bir ¢ = " 2 W 1(0,1) icin (0.16)-ya ait standart Dirichlet Sturm-
Liouville operatéridir. Ele al-nan potansiyeller s-n-f- Dirac ¢ j tipli ve é-Coulomb
tipli potansiyelleri icerir ve matematiksel fizik ve kuantum mekaniginde genis olarak
kullan-l-r (Albeverio, Gesztesy ve Ark,1988) ve (Albeverio ve Kurasov, 2000).

Savchuk ve Shkalikov’un (1999) cal-smas-ndan iyi bilinir ki, her reel degerli 0 2 H
icin yukarda tan-mlanan 7, operatoru, diskret basit iAi(t,k: 2 N spektrumlu self ad-
joint operatordir ve A\, A\, = 7k + u;, (1, 2 ¢2 olan dizi) seklinde asimptotige sahip-
tir(Savchuk ve Shkalikov, 1999, Savchuk,2001 ve Hryniv .2003 ). Reguler ¢ potansiyel-
leri icin yukardaki asimptotikler p; = O(%) olacak gekilde yaz-l-r.

Bu cal-smada, reel ikigerli farkl- say-lardan olusan ve yukarda ifade edilen asim-
totiklere sahip hangi iAiq; dizileri, Wzil(o,l) den olan singiler potansiyelli Sturm-
Liouville operatorlerinin spektrumudur? sorusunun cevab- aragt-r{lm-gt-r. Bu soru, ele
al-nan potansiyeller icin ters spektral probleme goturtr. Yani; bu durum, kars-l-k gelen
spektral parametreye dayanan ¢ potansiyelinin kurulmas-d-r.

Regtler durumda, yukar-da bahsedilen problemin ¢dzimi icin sadece i>\§¢ spek-
trumunun yetersiz oldugu bilinmektedir. Ayn- dirichlet spektrumlu Sturm-Liouville
operatorlerinin Urettigi bir ¢ok farkl- ¢ potansiyelleri(isospectral) vard-r. Pdschel ve
Trubowitz (1987) verilen i>\§¢ spektrumlu (reel, basit ve )\, = 7rk:+0(%) asimptotigine
ait) H Hilbert uzay-ndaki butin potansiyellerin kiimesinin, analitik olarak w, = n
ag-rl-klar- ile ¢(w,) agrl-kl- uzaya difeomorfik oldugunu gostermiglerdir.

g potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek icin spektrumun yan-nda baz- ek
bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0, 1) aral-g-n-n yar-s- tzerindeki potansiyelin bilinmesi
veya farkl- s-n-r kogullar- olan ayn- diferansiyel ifade ile verilen Sturm-Liouville ope-
ratorundn spektrumu veya biri batln aral-k igin ve digerleri aral-g-n esit iki yar-s- igin
olan g spektrum olabilir.

Cevirme operatorlerine dayanan regtiler Sturm-Liouville operatérinin spektral verisin-
den, g potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmas- Marchenko (1950) ve Gelfand
(1951) taraf-ndan gelistirilen Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi olarak adland-r-l-r.
Iki spektrum ile ¢ potansiyelinin kurulumu igin bir alternatif metod, Krein (1951)

taraf-ndan gelistirildi. Daha sonra H Hilbert uzay-ndan potansiyellere sahip Sturm-
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Liouville operatorler s-n-f- icin Trubowitz ve Pdschel (1987) taraf-ndan farkl- bir yak-
las'm Onerildi. Yazarlar, spektral veriyi ve H’ deki potansiyeller aras-ndaki donugum
ayr-nt-l- olarak cal-sm-glar ve ters spektral problemin ¢ozulebilirligini ispatlam-slard-r.
Ozellikle spektral veriyi tam olarak karakterize etmislerdir.

Hryniv and Mykytyuk’un, (2003) ¢al-smas-nda Gelfand, Levitan ve Marchenko’ya
gore, Klasik yaklag:m genellestirilmis ve W,i%(0,1) den singiiler potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operatorler sin-f- igin ters spektral problem tam olarak ¢ozulmustur.
Soyle ki, spektral veriler kimesinin ac¢-k bir sekli verilmis ve bu kimenin keyfi bir
eleman-ndan ¢’nun yeniden nas-l elde edildigi ag-klanm-st-r.

Diger singulerite tiplerine(6rnegin Sturm-Liouville operatorler s-n-f- igin a strek-
sizlik noktas~, 1/z7’ya benzer potansiyeller, vs.), Hald (1984), Andersson (1988), Carl-
son, (1994), Hald ve McLaughlin (1998), Yurko (2000), Yurko ve Freiling (2002),
Amirov ve Yurko (2001) bakm-glard-r.

Aral-g-n i¢ noktas-nda singuleriteye ve suireksizlik kosullar-na sahip diferansiyel o-
peratorler, Amirov ve Yurko (2001) taraf-ndan c¢al-g-Im-st-r. Bu ¢al-smada x = 0 nok-
tas-nda singlleriteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli Sturm-Liouville op-
eratorld icin sonlu aral-g-n i¢c noktas-nda ¢6zumiin sireksizlige sahip oldugu durumu
incelenmigtir ve verilen operatorin spektral ozellikleri ve bu spektral ozelliklere gore
ters problemin konumu ve ¢ozimu igin teklik teoremleri ispatlanm-st-r.

Benzer sekilde Amirov (2002) ¢cal-smas-nda, self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli
Sturm-Liouville operatoru igin sonlu aral-kta sonlu say-da sureksizlik noktalar-na sahip
oldugu durum incelenmistir. Burada verilen diferansiyel operatori treten diferansiyel
denklemin ¢oztumlerinin davran-glar-, operatorin spektral ¢zellikleri, spektrumu basit
oldugu durumda yani yaln-zca 6zdegerlerden olustugu durumda, Ozdelerlere kars-l-k
gelen 6zfonksiyon ve kosulmus fonksiyonlara gore operatdrin ayr-l-s-m-, spektral para-
metrelere gore ters problemin konumu ve bu ters problemlerin ¢6zimu icin teklik teo-
remleri ispatlanm-st-r.

Amirov’un (2006) ¢cal-smas-nda, sonlu aral-g-n i¢ noktas-nda siireksizlige sahip Sturm-
Liouville diferansiyel operatorler s-n-f- icin ve (2005) ¢al-smas-nda Dirac operatoru igin
cevirme operatori, cekirdek fonksiyonunun baz- 6zellikleri, spektral karakteristiklerin

Ozellikleri ve ters problem igin teklik teoremleri 6grenilmistir.
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Aral-g-n i¢ noktas-nda sureksizlige sahip Bessel potansiyelli Sturm- Liouville ope-

ratoru icin duz ve ters problemlerin arast-r-ld-- bu tezde agag-daki yol izlenmigtir.

1. Bolimde tezde kullan-lan temel tan-m, teoremler ile bir boyutlu Dirac sistemi
ve Ozellikleri verilmigtir.

2. Bolumde, sonlu aral-kta Sturm Liouville diferansiyel denklem birinci mertebeden
denklem sistemine indirgenmig ve bu sistemin ¢ozimunun bir gosteriligi ve ozellikleri
incelenmigtir.

2.1 alt béliminde; ¢(z) = 0 ve g(x) & 0 oldugu durumlarda

8

< + ky1 = jkui(z)yr + = q(x)z %y

) v+ kyr = i kun()y Q( ) @.1.1)
) Wi kys = k‘uz(w)y3

11(0) =0 (2.1.2)
y1(m) =0 (2.1.3)

olmak dzere (2.1.1), (2.1.2), (2.1.3) probleminin ¢dzimu i¢in integral gosterilim elde
edilmigtir. d 2 (0, 7) noktas-nda

y1(d +0) = ayi(d i 0)
ya(d +0) = ailys(d i 0)

(2.1.4)

8reks'&lik kog.uBna ship (2.1.1)-(2.1.4) problemi L ile gosterilsin. Bu problemin

1
@ A@Q =@ A baglang-¢ kosulunu ve (2.1.4) stireksizlik kosulunu saglayan

Y3 o 11

y(z, k)= @ A (z, k) coziminin;
Y3

x < d ise,

O 7z 7z 1
err + a(x)e’* +  Kp(z,t)e™dt +i  Kio(z, t)e™dt
@ A= ie i 2.1.7)

Zx Zx
i€ + ja(x)e™ +  Koi(z,t)e™dt +i  Koo(z,t)e*tdt

iz iz
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x > d ise,

1
7z
y10 + a(x)e® + b(x)e®@div) + [y (x,t)ektdt
Y
o 1 +i  Kio(x,t)e*dt
A1 .
@ A= ZJ:;: (2.1.8)
s Yo + ia()FT § ib(2)eRCID Koy (a, D)t dt
Y
+i Ko(x, t)eiktdt
1T

seklinde bir gosterilime sahip oldugu gosterilmistir. Ayr-ca farkl- bolgelerde K;;(x,t)
(i,j = 1, 2) fonksiyonlar- icin integral denklemleri sistemleri elde edilmistir.

2.2 alt bolimunde; 2.1 alt béliminde elde edilen integral denklemleri sisteminin
uygun bolgede ¢ozimunin varl-g- ve tekligi gosterilmistir

3. Bolumde, verilen L operatorunin spektrumunun ozellikleri, Weyl ¢6zimu ve
Weyl fonksiyonunun 6zellikleri ile L probleminin belirlenmesi igin Weyl fonksiyonuna
ve diskret spektral verilere gore ters problemin ¢6zimu incelenmigtir.

3.1 alt béliminde, ¢(z) = 0 oldugu duruma kars-l-k gelen Lo probleminin

¢Co(k) = (aro(r) + ™) Sizn km + (bio(m) + at)sink(2d j 7) + azo(w) cos km
T Y
+byo(m)cosk(2d § )+ Kiio(m, t)sinktdt + Kioo(m,t) cos ktdt

karakteristik fonksiyonugun oOzellikleri incelenn’?i§tir.

3.2 alt bélumiinde, L probleminin spektral karakteristiklerinin n’nin yeterince biyuk
degerlerinde davran-glar- 6grenilmigtir.

3.3 alt boluminde, L probleminin Weyl ¢6zimi ve Weyl fonksiyonunun ozellikleri
aragt-r\im-gt-r.

3.4. alt bolumde, L probleminin belirlenmesi igin Weyl fonksiyonuna ve diskret

spektral verilere gore ters problemin ¢6zimda icin teklik teoremleri verilmigtir.
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1.BOLUM

1.1 Temel Tan-m ve Teoremler

Bu bélimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde s-k s-k kullan-lan énemli
kavramlar ve teoremler verilmigtir.

Tan-m 1.1.1: Lj[a,b] uzay-a - t - b olmak Uzere ,
8 =z 2
Lola,bl = _z(t): [z(@®)Pdt < 1 _

a

seklinde tan-mlan-r. Bu uzayda i¢ ¢arp-m ise

Zb
< f.g>=  f(x)g(x)dz

seklinde tan-mlan-r
Tan-m 1.1.2: /> uzay-,
( . X )
b= == (z1,22,...,%p,..)jz; 2 K, jznj < d

n=1

D)

seklinde tan-mlan-r. Burada K kompleks veya reel say-lar cismidir.

Tan-m 1.1.3: L, D(L) tan-m kimesinde s-n-rl~ lineer bir operatdr olmak tzere

Ly~ iy +q(@)y =My

esitligini saglayan y(x) & 0 fonksiyonu mevcut ise \ say-s-na L operatdrinin dzdegeri,

y(x, A) fonksiyonuna ise A ya kars-l-k gelen 6zfonksiyonu denir.

Tan-m 1.1.4: f\,g dizisinin terimleri L operatorinin 6zdegerleri ve y(x, \,) ler
bu 6zdeferlere kars-l-k gelen 6z fonksiyonlar olmak Uzere
Zb
an = ylz, \)y(z, \y)dx
a

say-lar-na L operatorinin normallestirici say-lar- denir.

Tan-m 1.1.5: L, D(L) tan-m kimesinde s-n-rl- lineer bir operator ve
(@) 1 (@) 1 O 1

o 0 1A’ Q(x)z@p(x) q(z) A y(x’A)z@yl(x,A)A

il 0 a(x) ip(x) ya(z, A)
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olmak Uzere
Ly~ By +Q(z)y = \y

esitligini saglayan y(z) & 0 vektor fonksiyonu mevcut ise A say-s-na L operatdrinin
Ozdegeri, y(xz, \) fonksiyonuna ise A ya kars-l-k gelen 6zfonksiyonu denir.
Tan-m 1.1.6: T\, g dizisi L operatoriinun 6zdegerleri ve y(x, A,) ler bu 6zdegerlere
kars-l-k gelen 6zfonksiyonlar olmak Uzere
— z © 2 2
oan = yi(E An) s, An) da

a
say-lar-na L operatorinin normallestirici say-lar- denir.

Tan-m 1.1.7: L j M operat6rinin uzay-n timinde tan-ml-, snrl (L §j M)t
tersinin mevcut olmad-g- \lar kiimesine L operatériiniin spektrumu denir.

Tan-m(Adjoint Operatér) 1.1.8: H; ve H, iki Hilbert uzaylar- ve
L: Hy ¥ H, sn-rl lineer bir operatdr olsun. Eger L® operatori
< Lx,y >=< z,L"y > sartn- sagl-yorsa L° operatdrine L nin adjointi denir. Eger
L = L" ise L operatdriine self adjoint operator denir.

Tan-m(Donugum Operatodria) 1.1.9: F lineer topolojik uzay, A ve B de A :
E Y E B:FE Y FE seklinde tan-ml- iki lineer operatér olsun. FE, ile E», de E lineer
uzay-n-n kapal- alt uzaylar- olmak lzere E uzay-n-n tamam-nda tan-ml-, F; den E, ye
donlstiim yapan lineer terse sahip X operatori

i) X ve Xil operatorleri E uzay-nda sureklidir,

i) AX = X B operator denklemi saglan-r
sartlar-n- sagl-yorsa, X e A ve B operatorler ¢ifti icin donigim operatdrd denir.

Tan-m 1.1.10: f(z) fonksiyonu kompleks dizlemin bir zp noktas-n-n § komgu-
lugunun tim noktalar-nda turevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna zg noktas-nda analitiktir
denir.

Tan-m 1.1.11: f(z) fonksiyonu kompleks dizlemin tim noktalar-nda analitik ise
f(2) ye tam fonksiyon denir.

Teorem(Rouche Teoremi) 1.1.12: f ve g kompleks dizlemin bir B bolgesinde
sonlu say-da s+f-r yeri olan ve sonlu say-da kutup yerleri d-g-nda analitik olan fonksi-

yonlar olsunlar. Efer ~, f ve g nin higbir s-f-r ve kutup yerinden gecmeyen, B icinde
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bulunan basit kapal- bir e@ri ve de ~ Uzerinde jg(2)j < jf(2)j olsun. Bu durumda f(z)
ve f(z) + g(z) fonksiyonlar-n-n ~ igindeki s-f-rlar-n-n say-s- katl-l-g- ile birlikte ayn-d-r.
Teorem(Cauchy Integral Teoremi) 1.1.13: f(z) basit baglant-I- G bdlgesinde
birebir analitik fonksiyon, ~ ise G de bulunan keyfi dizlendirilebilir kapal- egri olacak
bicimde f(z) nin ~ egrisi Gzerinden integrali s-f-ra egittir:
z
f(x)dz=0
.

Teorem(Cauchy Integral Formuld) 1.1.14: B bir bolge ve v bu bdlge icinde
bir kapal- egri olsun. Eger a, ~ icinde bir nokta ve f(z), B de analitik ise,

1Z
f(a)=7

T

_f(z) dz
z a
.
dir.
Tan-m 1.1.15: Analitik f(z) fonksiyonunun ayr-k tekil noktas- zg olsun. Efger,

mf)=1

ise zg noktas-na f(z) nin kutup noktas- denir.
Teorem(Rezidlu Teoremi) 1.1.16: D bodlgesinde (f(z) nin sonlu say-da ayr-k
tekil 21, 22, ..., z, noktalar- hari¢) ve D nin j sn-r.nda analitik f(z) fonksiyonu igin

z >
f(2)dz = 2mi zR=ez8 f(2)
1 k

i
esitligi saglan-r. zg noktas: f(z) nin k katl- kutup noktas- ise
1 ) kil h ki
Res ()= G i gomer TG i 20)

2o Noktas: f(z) nin basit kutup noktas- oldugunda ise
Resf() = Jim [f(2)(= i 20)]
dir. f(z) analitik fonksiyon olmak Uzere
—p— =
R=(lim " ja,j)**
formald ile tan-ml- R say-s-

fR)= arz



serisinin yak-nsakl-k yar-¢ap- ve M (r) = maxjf(z)j olsun.
jzj=r
Tan-m 1.1.17: » > R i¢in
M(r) < exp(rt)

olacak sekilde sonlu x> 0 say-s~ varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir ve

yukar-da verilen esitsizligi saglayan p say-lar kiimesinin

— Inln M (r)

= li
P= 41 iny

formuld ile tan-ml- p = inf fug say-s-na f(z) nin mertebesi denir.
Tan-m 1.1.18: f(z) tam fonksiyonunun mertebesi sonlu p(0 < p < 1) olmak
tzere r > R igin

M(r) < exp(ar?) (1.1.1)

olacak sekilde a > 0 say-s~ varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.
(1.1.1) egitsizligini saglayan o = inf fag say-s-na f(z) fonksiyonunun tipi denir ve

—InM
o= Tim (r)
r¥ 1 rP

formullyle hesaplan-r.dir.
Tan-m 1.1.19: ¢ =0,0< o < A, o = 1 olmak Uzere p(0 < p < 1) mertebeli
f(z) tam fonksiyonu s-ras- ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.
Tan-m(Mittag-Leffler A¢g-l-m-) 1.1.18: Bir f(z) fonksiyonunun sonlu diizlemde-
ki ayk-r-l-kklar- mutlak degger biyukligine gore s-ralanm-g, basit a1, az, as, . . . Kutup yer-
leri, ve bu noktalardaki rezidileri s-rasyla b1, by, b3, ... olsun. Eger Cy hicbir kutup
yerinden ge¢cmeyen, Uzerinde jf(z)j < M esitsizliginin gerceklendigi Ry yar-¢capl- cem-
beriseve N ¥ 1 iken Ry ¥ 1 oluyorsa
=@+ b e L

n=1

Qn Qan

yazilr.

Tan-m1.1.18: W,'[a,b] uzay-a - t - b olmak Uzere ,
Y5 Z Ya
Willa,bl = x(t):  x(t)dt 2 Lya,b]
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1.2. Bir Boyutlu Dirac Sistemi ve Ozellikleri

pir(x) ler, (i, k = 1,2) [0, ] aral-g-nda tan-ml- ve stirekli reel degerli fonksiyonlar

olmak tizere 0] 1
I = @ pll(x) plZ(x) A’ plZ(x) - le(x) (121)
p21(z) p22(x)

bir matris operatora olsun. y(x) iki bilesenli bir vektor fonksiyonu

@) 1 @) 1 @) 1
0 1 10
y(x)Z@yl(x)A,BZ@ A 1=0 A
y2(x) il O 0 1
olmak Uzere u ] q
B% +L(x)i N y=0 (1.2.2)

denklemi

8
2 b+ pra(@)y + pra(x)y2 = A .
- 1.2.2")

i U] + p2r(@)y1 + paa(z)y2 = Ao
seklinde iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemine denktir.
V(x) i potansiyel fonksiyon, m j zerrecigin kitlesi olmak tzere p1o(x) = po1(x) = 0,
p11(x) = V(x) + m, pxo(z) = V(z) i m ise (1.2.20) sistemi, relativistic kuantum
teorisinde bir boyutlu stasyoner dirac sistemi olarak bilinmektedir.
Sabit, ortogonal ve normallegtirilmis tabana gore; iki boyutlu uzay-n herhangi diizgiin
ortogonal dénusim, 0O 1

cosp(x) i sinp(x)
H(x)=8 e(x) i @wg

sinp(x)  cosp(x)
seklinde bir matris ile tan-mlan-r (Levitan and Sargsjan,1970)

BH=HB

oldugu kolayca gorulir.

(1.2.2) ’de y = H(x)z doniisiimii yap-l-r ve her taraf- H i ile soldan carp-l-rsa;
Hilei(Hz) +HVLH>=H"\H>
X

veya " q

B@+ HileH+Hi1LH Z2= Mz (1.2.3)
XL

d dx
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elde edilir.

Q:HilBiH+Hi1LH
dx

matrisi hesaplanacak olursa,
O 1 O 1

HilG) =@ cosp(z) sinp(r) A 4, _@ A@)sino@@) i @) cos o) N
i sSinp(x) cosy(x) ' dx Aa)cosp(@)  §d(@)sino()
gLy =
_@ 0s¢@) sinp@) A 0 1ag F@)sing@) i) 0os (@) 4 _
ising(r) cosp(@) il 0 P@eosp(n) i¢@)sing(@)
O 1
_e¥® O A
0 ¢(2)
HilLH =
O 10 10 1
@ C0¢@ sinp@@) \ g (@) p2) 5 g C0Se(@) ising(z) 5
C; sinp(z) cos(x) p21(z) p(x) sing(z)  cos o(z)
1

8 p11C0S% @ + p12 Sin2p + poosin®y P12 COS2p + = (pzz i p11)sin2p g
P12 COS 20 + — (Pzz i p11)SiN2p  p11SiN? ¢ § P12 SiN2p + ppo OS2
oldu@ung)an 1
@ q11($) Q12(35) A —

Q(z) =
p1(z)  q2(z)
o 1
8 ¢(x) + p11 cOS? <P + P12 SiN 2 + a2 sin? P12 €COS 2 + E(Pzz i p11)sin2p

P12 C0S 2 + (Pzz i p11)sin2p (x) + prasin® ¢ j p125in 2 + pyz €S2
ifadesi elde edilir. ¢12(x) = 0 olarak secilirse,
pi2(e) 005 20(a) + 5 (p22(e) i pra(e))sin 2p(x) = O olur.
Boylece eder p11(x) & poo(z) ise

_1 2p12(x)
#la) = g et p11() i p22(x)
olarak elde edilir ve Q(x) matrisi,
O 1 O 1
Owy=@ W@ 0 A gr) 0
0 q22(x) 0 r
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seklinde olur. Buna gore (1.2.3) denklemi,
O 1 O 1

1
0 Al oM O

Az=)\z (1.2.4)
il O dx 0 r(x)

seklinde yaz-labilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.
Simdi izQ(z) = qu1(z) + go(x) = 0 olmak Uzere ¢(x) fonksiyonu secilsin. Bu
durumda 2¢°(z) + p11(z) + p22(z) = 0 olacag-ndan
7

p11(s) + p22(s)g ds
0

N =

o(r) = i

elde edilir. Buna gore (1.2.3) denklemi
@) 1 @) 1
1
@ ? tad, @@ @) 5 _

_ = _ Az (1.2.5)
il 0 q(x) ip(x)

seklinde yaz-labilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I1. kanonik formu denir. (1.2.4)
ve (1.2.5) denklemlerine (1.2.2) sisteminin kanonik formlar- da denir. (1.2.2) denklem
sistemlerinin spektral teorisinin gegitli problemlerini incelerken bu veya diger kanonik
formlardan faydalanmak kolayl-k saglar. Ornegin, 6zdegerlerin ve 6zfonksiyonlar-n
asimptotik davran-s~ aragt-r-l-rken ve de keyfi vektor degerli fonksiyonlar-n (0 ve 7 nok-
talar-nda homojen s-n-r kosullar- alt-nda) (1.2.2) denklem sisteminin zfonksiyonlar-na
gore ag-l-m- incelenirken (1.2.4) kanonik denklemini kullanmak uygundur. Sonsuz a-
ral-kta verilmis (1.2.2) denklem sisteminin 6zdegerlerinin asimptotik davran-s- ve ters
problem incelenirken de (1.2.5) kanonik denkleminden faydalanmak kolayl-k saglar.
(1.2.4) kanonik denklem sistemi icin p(x) ve r(z), [0, 7] aral-g-nda reel degerli ve

surekli fonksiyonlar olmak tzere

yo+Tp(x) i Ay =0, o1 i Fr(z)iAgy2=0 (1.2.6)
1y1(0)sina + y»(0) cosa =0 (1.2.7)
yr(m)sin g + yo(w)cos B =0 (1.2.8)

s:nar problemini gggpnine alal-|y.  Herhangi bir Ao icin bu problemin s-f-rdan farkl-
@ yl(xaAO)

yZ(xa >\0)
y(x, Ao)’a dzfonksiyon denir.

¢cozumi y(x, Ao) = A olsun. Bu durumda \o’a 6zdetger, buna kars-l-k gelen
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Lemma 1.2.1: A; & )\, olmak Uzere Ay ve X\, 6zdeferlerine kars-l-k gelen y(z, A1)

ve z(x, Ap) 0zfonksiyonlar- ortogonaldir, yani,
Y
fyl(.’L', )\1)21(.%’, >‘2) + yz(x, )\1)22(.%’, >‘2)g dr =0

d-r.

Ispat: y(xz, \1) ve z(z, \p) 6zfonksiyonlar- (1.2.6) sisteminin ¢dzimleri oldugundan,

yo(z, M) + Fp(x) i Mgw(z, A1) = 0
i@ M) 1 fr@) i Mgya(z, A1) = 0
%, A2) + Fp(z) i Aeg21(z,h2) = 0
A, ) i fr(@) i \gz(z,)2) = 0

d-r. Bu denklemleri swras- ile z1(x, A2), i z2(z, A2), iy1(x, A1) Ve yo(x, \1) ile carpar ve

sonuglar- toplarsak,

d
Iz Tyo(z, A)zi(z, A2) i yi(x, A1)z (x, A2)g =

= (A1 i A2) Tya(z, M)z, A2) + y2(x, A1)z2(z, A2)g

elde ederiz. Son esitlik 0’dan 7n’ye z’e gore integrallenirse,
Y
(A1 i A2)  Tyr(z, M)za(w, A2) + ya(x, M) ze(z, A2)g do =
0
= fyz(.’L', )\1)21(«%', >\2) i yl(xa )\1)22(«%’, >\2)ng

bulunur. Ote yandan,

Tyo(x, A1) z1(z, A2) i yi(x, A1)z2(z, A2)gj; = O oldugundan

Y
M1 i A2 Fui(z, M)z, A2) + ya(x, A1)z2(x, A2)gde =0
veya 0
Y

01 i A2 vyl (z, M)z(z, \o)dx =0

olur. \1 & Azooldu@undan, y(x, A1) ve z(z, Ap) 6zfonksiyonlar- ortogonaldirler.
Lemma 1.2.2: (1.2.6)-(1.2.8) s-nr-defger probleminin 6zdegerleri reeldir.
Ispat: Kabul edelim ki, Ay = u + iv kompleks 6zdeger olsun. p(x) ve r(z) reel
degerli ve [0, ] de surekli fonksiyonlar, «, 3 say-lar- reel oldugundan, X\, = A\ = u j v

say-s-da problemin y(z, \1) 6zfonksiyonuna kars-l-k gelen ¢zdegerdir.
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Bu durumda, Lemma 1.2.1 ’den,

Y
Ty (z, Ay (z, M) + y2(z, M)y (2, A)gdr =0

ve
Zrn o

iy (@, M) + jya(a, M)JP dz =0
0
olur. Buradan y1(z, A1) Ve y2(x, A1) s-f-r olur ki, bu da 6zfonksiyonlar-n s-f-r olmamas-

ile geligir. O halde 6zdegerler reeldir.
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1. BOLUM

COZUMUN INTEGRAL GOSTERILIMI VE OZELLIKLERI

2.1. Integral Denklemin Olugturulmas-

Bu tezde cal-g-lan diferansiyel ifade,
3 -

Uy) = i+ g +q(z) y,0<z<m = il + %¢2 i 711, jlj < %, q(x) 2 Ly(0, )
seklinde olup, burada Q(z) = % + ¢(z) fonksiyonu x = 0 noktas-nda singuleriteye
sahip oldugundan Tan-m 0.1 geregi bu ifade singuler diferansiyel ifadedir. Dolay-s-yla
D(L) = fy(z) : y(x),'(x) 2 AC(0, d), y(x),y'(x) 2 AC(d, ], by 2 Lo(0,7), y(d +0) =
ay(d i 0), '(d+0) = aily’(d j 0),d 2 (g,w), a >0, o & 1g kuimesinde bir singuler
diferansiyel operatdrii Uretmektedir. O halde eger jy» + % +q(zx) y = Ay veya
bir bagka gosterimle 4(y) = Ay diferasiyel denklemi al-n-rsa bu denklem bir singUler
diferansiyel denklemdir. Ayr-ca y(0) ve °(0) degerleri mevcut degildir. Dolay-s-yla ilk
olarak verilen diferansiyel operatérin bu ifadelere benzer degerleri de tan-ml- olacak
sekilde yeni bir operatdr tan-mlamak gerekir. Bu operatorse verilen operatoriin self-
adjoint genislemesi olarak al-nabilir.

Amirov ve Guseinov’un (2002) cal-smas-nda ¢(y) := iy°°+x—ca +§y+q(x)y seklinde
verilen diferansiyel operatorlerin s-n-r deer kogullar- dilinde self-adjoint geniglemeleri
verilmistir. Burada c2 R, 1 < a <2, vg = o %¢2 i %, jlj < %, q(x) 2 Lo(0, ) sek-
lindedir. Bu cal-smada tezde de kullan-lacak olan agag-daki lemmay- ispatlam-glard-r.

Lemma 2.1.1 y 2 D(L") olmak Qzere,

(i1 (@) = 2'y(2), (i29)(@) = 2V  ay’ + Ly] § 04(2)2'y(2)

fonksiyonlar-n-n =z ¥ 0% iken limitleri vad-r. Yani,
tim Giip)(@) = (Giy)(0), =0,1.

Burada L§ verilen Lg diferansiyel opratoriiniin eglenik operatoridir. Lo ise Dy =
Cit(0,1) kimesinde tan-ml- L} := LYy = {(y) operatorinun kapan-s-d-r. Dolay-siyla
LY operatorii Lo operatériinin minimal operatérudir. Belli ki L) operatérii Ly(0, 1)

uzay-nda simetrik operatordur. Ayr-ca burada o, ;(z) fonksiyonu
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8
0 a<lji?
clnz a=1j2
_ Qioa bpw?Filioki2l 4 cq Nz, o= M, n=273,..
o-oz,l(x)_ =1 n q
X Mo i1i2 2n+142
@ia)  bailiokiZ 4cq ingz, a2 nili l’ n i 2 ’
1 n n+1
- n=12, ..
1 Ck Y -
ao=1,ak=Hm @piliapi2l)'*, by = a1, by = kapibrarj1i-.ibrjia1,

p=1
k > 1. seklindedir.

Simdi jy" + £(¢ + 1)z 12y + q(x)y = \y diferansiyel denklemi igin s-n-r deger prob-
lemi yaz-ls-n. Belli ki bu diferansiyel denklemin z ¥ 0% iken y1(z) = 2! [1 + o(1)],
yo(z) = z!(l + D)[1 + o(1)] kosullar-n- sagglayan asimtotik ¢éziimleri mevcuttur. Fakat
j2¢j < 1 durumunda y(0) ve 3°(0) degerleri mevcut olmad-g-ndan s-n-r kogullar- ancak
(i1v)() ve (i2y)(x) fonksiyonlar~ dilinde verilebilir. Bunun i¢in al-nan diferansiyel
denklemin (j1y)(z) ve (i2y)(z) fonksiyonlar- yard-m-yla sisteme indirgenerek incelen-
mesi gerekir.

Bu tezde yaln-zca singuler s-n-r deger problemi degil, ayrca y(z) fonksiyonunun
bir d 2 (g,w) noktas-nda sireksizlige sahip olmas- durumunda elde edilen problem
incelenecektir. Volk (1953) cal-smas-nda sureksizlik noktas- olmad-g- durumda bu tip
problem igin gevirmezciperatdr[]nu incelemis ve ¢6zimun,

y(xz, A) = ju(z,N) +  K(z,t)j.(x, Ndt seklinde bir gosterime sahip oldugunu ispat-

0
lam-st-r. Burada j,(z, \) = pﬂJy(Ax) fonksiyonu birinci cesit Bessel fonksiyonudur.

Fakat sureksizlik olmas- durumunda bu problemler bu tip gevirme operatoriine sahip
degillerdir. Bu ylzden tezde gevirme operatort degil de ¢ozim igin ¢evirme operatori
tipinde bir integral gosterilimin varl-g- ispatlanm-st-r.

Tezde,

iy + L+ D22y +qla)y = My, A=k, 22 (0,7], j26j < 1
lim 2?‘y(x) =0, y(x) =0
0o 1

g 1 (@) 1
0

@Y A@+0)=4@ Y A@ijo,a=@" - A
yO yO 0 Oéil
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problemi incelenecektir. Burada ¢(x) reel degerli fonksiyon, a >0, a & 1, d 2 (g, .

Simdi alnan diferansiyel denklem (jiy)(x) ve (i2y)(z) fonksiyonlar- yard-m-yla
sisteme indirgensin;
i+ D)z %y +g(x)y = i+ Lz ibily] + g(z)y = Ay esitliginde her iki
taraf z¢ ile boltnurse,

i [zV0f+ Lz ibily]) + g(2)x 1262ty = Az 1262ty elde edilir.

(i29)@) = yo = i lil[zy’ + ly] ve (i1y)(z) = y1 = 'y olarak al-n-rsa, diferansiyel
denklem 8

< g+ q@)e iy = iy
=

0 — .20
Yy =27Y2

sistemine indirgenmis olur. vy, = kys, 2126 j 1 = uy(x) ve

26§ 1 = up(z) olarak al-nrsa,
8
2 )+ kyy = §kus()y + q(w)w'%
=
- W i kys = kuz(2)ys

sistemi elde edilmis olur.

8

2 4} +kyr = iku(z)y + q(w)m'%

- (2.1.1)
- ¥ 1 kys = kua(z)ys

y1(0) =0 (2.1.2)

y1(r) =0 (2.1.3)
y1(d +0) = ayi(d i 0) (2.1.4)

y3(d+0) = aitys(d j 0)

(2.1%)-(2.,1.4) problemi ele al-ns-n. Burada g(x) reel degerli fonksiyon, a > 0, a & 1,

42 g,w
8

<y03+k:y1=o . . S o
homojen denklem sisteminin iki lineer bag-ms-z ¢6zimu:

- ikys=0
(@) 1 O 1 O 1 O 1
sink i cosk
@ A= “Ace "t A-@ " ’ A seklindedir.
Y3 Cos kx Y3 sin kx
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O 1 O 1

@ A-@ ci(z)sinkz i co(x)cos kx A ve

Y3 ci1(z) coskx + co(x) sinkx
(@) 1 O 1
@ v A_@ d(z)sinkz j &(x)coskz + kei(x) cos kx + keo(x) sin kx A

y5 Ay (x) coskx + &(x)sinkz i key(z)sinkz + kep(x) cos kx

al-nr ve (2.1.1) denkleminde yerine yaz-l-p parametrelerin degisimi yontemi uygu-

lan-rsa;
Zz 1 Zz Zz
ci(@) = ik wur(®)yr(t)cos ktdt + ot i26g()yr(t) cosktdt + k. un(t)ya(t) sin ktdt + cq

0 0 0
Iz Iz Iz

ca(x) = ik wr(®)yr(t)sinktdt +% ti2lg(yr () sinktdt § k& ua(t)ys(t) cos ktdt + ¢y
0 0 0
bulunur. c¢;(x) ve ca(z)” in Ifadeleri denklemde yerine yaz-l-rsa;
Zx 1Zx
y1(x) = cosinkzjeicoskr ik ui(t)yi(t) cos ktsin kmdt+E t126q(t)y1(t) cos kt sin kxdt

0 0
Iz Iz

+k wpy(®)ys(t)sinktsinkxdt + &k wi(t)y1(t)sinkt cos kxdt

0 0
Iz Iz

ti26q(®)y1(t) sinktcos kxdt + k  up(t)ys(t) cos kt cos kxdt

0 0
7T

y3(x) = cpcoskx +cisinkx § k  wur(t)y1(¢) cos kt cos kxdt

0
Iz Zx Zx

1 ) . . .
+o 2Lq(t)y1(t) cos kt cos kxdt+k  up(t)ys(t) sinktcoskxdt jk w1 (t)y.(t) sin kt sin kxdt

0 0 0
Iz Iz

1 ) . .
+o 2@y sinktsinkzdt § & uo(t)ys(t) cos kt cos kxdt.
0 0
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denklemleri elde edilir. Gerekli islemler yap-l-rsa;

o 70 1
coSinkx j cicoskxr § k wur(®)yr(t)sink(z j t)dt
0
o 1 + ti2lgyr (@) sink(z j t)dt +k  u(®)yz(t) cosk(x j t)dt
Y1 0 0
A =
@ , 7
s coCoskx +cysinkx § & wi(®yr(t)cosk(x j t)dt
0
1Zx Zx
o ti2lg(yr(t) cosk(z j t)dt i k ua(®)yz()sink(x i t)dt
0 0
bulunur. o 1 o 1
1
Dolay-s-yla (2.1.1) sisteminin @ u A0 =0@ ~ A baglang-g kogulunu saglayan ¢ozimd;
O 1 O 1 v !
ikx
@ Az-@ eA A seklinde olup
403 ,L'ezkac
x < d iken
O yZ 72 1
1 . .
ik uwi@®y@)sink(z j t)dt + T ti26q®)y1(t) sink(x j t)dt
0 0
7
+k  wua(t)ys(t)cosk(x § t)dt
@ ¥ 0
i kb ui(®)yi(t)cosk(z j t)dt + T ti26q(t)y1(t) cosk(x j t)dt
0 0
7
+k  upx(®)ys(t)sink(x j t)dt
0
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olarak elde edilir. x > d iken ¢6zim
A(k)e ™ + B(k)ei™ ™ § k  ui(®)yr(t)sink(z j t)dt l

0
Iz Iz

17 . .
o 1 + ti2lg@)yr @) sink(z § H)dt +k  ua(®)yz(t) cosk(x j t)dt

1 0 0

& iA(K)e™ § iB()e ™ § kg (H)y(t) cosk(z § t)dt

0
Iz Iz

17
+ ti2g@y1t) cosk(z j t)dt + k  up(t)ys(t) sink(z § t)dt
0 0

seklinde arans-n. (2.1.4) sureksizlik kogulu kullan-larak A(k) ve B(k) fonksiyonlar-,

7d

k,eiikd
(u1 @y @) sink(d i 1) i u2(t)ys(t) cosk(d i t))dt

A(k) = o™ +
Zd . Zd
s il jikd
t12(t)yya () sink(d § t)dt § — 22
0 0

eiikd i

T ti28q(t)ya(t) cosk(d i t)dt
ike”ded

)

(ua(®)ya(t) cosk(d i t) +uz(t)ys (@) sink(d i t)) dt
0

ieiikdzd o0 aeiikdzd
+ ——  t1%q@)yr(t) cosk(d j t)dt +

2k ti2g(t)ya(t)sink(d j t)dt

0 0
7d

(u1 @y @) sink(d i 1) i u2(t)ys(t) cosk(d i t))dt
0

akeitkd
)

iailke”ded
t———  (u®un@cosk(d i &) +u()ys()sink(d i 1)) ua()ys(t))dt
7d

(@@ sink(d i t) T u2(t)ys(t)cosk(d i t))dt

ika 2 0 - ikd 2
i 112y () sink(d § Odti S— 112 yi(t) cosk(d § t)dt

k 2k
0 0
7d

ikd

B(k) = af e2ikd 4 ke

,L'k,eikd
2

+

(w1 (@) cosk(d i t) +ua(D)ys(t) sink(d i 1)) dt
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akzeided .
i— (ua@y2 @) sink(d § t) i v2()ya(t) cosk(d § t))dt
0
aeikdzd

= ti2lg(t)ys(t) sink(d j t)dt +

d
’L'Oéil ikdz

2k
0 0

ti2lg(t)ys(t) cos k(d j t)dt

. d
iailkezkdz

i—— —  (@®un)cosk(d i 1) +u2()ys(t)sink(d i 1)) u2(t)ys(t))dt
0
olarak bﬂlunur. ﬁu sabitler@/erine )ﬁ;\Zwlwp gerekli duzenlemeler yap-l-rsa,
at = % a+ 1 ,al = % a - olmak Uzere y1(x, k) ve yo(z, k) fonksiyonlar- icin
[0
x > d iken
yl(m, k‘) — a+eikx +al eik(Zdiaz)
Zd
ik (aTsink(z jt)iaisink(z+tj2d)ui(®)y(t)dt
0
Zd
+k (atcosk(z jt)+alcosk(z+t i 2d)) u(t)ys(t)dt
0
1Zd (2.1.5)
+ (atsink(z jt) iaisink(z+t i 2d)ti%qt)yL(t)dt
0
7T

ik (Sink(z i t)ur(@®y1(t) i cosk(x i t)uz(t)ys(t))dt

e

+% sink(z i )ti%q®)yL(t)dt

d
3z, k) = iatekT jiaiehCdiz)
Zd
ik (aTcosk(x it)ialcosk(z+tij2d))ur(t)yr(t)dt
0
Zd
ik (aFsink(z jt)+aisink(z+1ti2d)ux@®)ys(t)dt
0
1Zd
+ (ot cosk(z jt) i al cosk(x+t i 2d))ti%qt)y.(t)dt
0

29



7z
ik (cosk(z i Dur()yr(t) +sink(z i Hua(t)ys(t)) dt

., (2.1.6)
+% cosk(z i t)tH?q(t)ys(t)dt
d

ifadeleri bulunur.
(@) 1 O 1

1
@™ A(0) =@ ~ A baglangg kosulunu saglayan coziim;

Y3 ?
x < d ise,
0 7z 7z 1
ek + q(x)e* + Ky (x,t)e*tdt +i  Kio(x, t)etdt
@ " A= E ixZa: ixza: E (2.1.7)
ek +ja(x)e*® +  Koi(x,t)eFtdt +i  Koo(x,t)e tdt
iz iz
x > d ise,
0] 7z 1
y10 + a(x)e™ ™ + b(x)ek@div) + Ky (x,t)etrtdt
1T
7o
o 1 +i  Kyo(x,t)ertdt
@’ A= 5 (2.18)
. yao + ia(z)e™ § ib(x)e*Cdir) + [ (x, t)etRtdt
1T
7z
+i Ko(x, t)eiktdt
1T
0] 1 O 1

+ jikx i tk(2djzx)
. o T 10 a"e™+alte
seklinde gosterimin varl-g- gosterilsin. Burada @ “oA—@

Y30 iat ezkx iiai ezk(Zdiaz)

ve Kii(z,t) ,Kio(x,t), Ko(z,t), Koo(x,t) fonksiyonlar- reel degerli , a(z) ve b(x)
fonksiyonlar., a(z) = ai(x) + iax(x),b(x) = bi1(z) + iby(x) olacak sekilde komplex
degerli fonksiyonlard-r.. (2.1.7) ve (2.1.8) ifadeleri (2.1.5) ve (2.1.6) ¢bziimiinde yerine

yazilrsa,
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7 7x
a(@)e*® + b(x)e*Cdin) + K (z, et +i K1 (z, t)e*tdt =

iz iz
Zd 2 7t
ik (aFsink(z jt)iaisink(z+ti2d)ui(t) _ e +a(t)e™ + Kii(t,s)e?ds
0 o B it
Zt =
+i  Kia(t,s)e™ds _ dt
it )
Zd g 7t
+k (ot cosk(z jt)+alcosk(r+ti2d)ux(t) _ie*t +ia(t)e™ + Koi(t,s)e sds
0 ) it
zt 9
+i  Koo(t,s)e™sds _ dt
it )
+E (atsink(z §t) iaisink(z+tj2d)ti%q(t) ] eFt + a®)e +  Kiq(t, s)eFds
0 it
zt 2
+i  Kio(t,s)e*sds _ dt
it 7
Zr 2 7t
ik sink(zit)ui(t) _atet + qiehCdit) 4 g()etkt + b(t)eR i) + K4 (t, s)e'Rods
d ) iy
2t 2
+i  Kia(t,s)e™™ds _ dt
it )
Zr g 7t
+k  cosk(zit)ua(t) _iateFt § it et + ja(t)e’ § ib(t)e* D + Ky (t, s)e*3ds
d i it
7t 2
+i  Koo(t,s)e™ds _ dt
it )
1Z$ g Zt
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Zx 7z
KD+ C i aua(QdC i 5 Koot +C i a)ua(Q)dC

zjt d

Zx 7z
o K+ M gOdc+ o KT+ C i n) T a(Q)ic

Tit d
2

Z
1 T

+or KGOt i O a(0)dS

d
olarak al-ns-n. Simdi, Yukar-daki denklemlerde mutlak deger al-n-p esitligin her iki

taraf- [ j =, ] aral-g-nda t’ye gore integrallenirse;
Zv” Z Zx Zd

z Z *jkj .
KOGy dt - I jus©QaaOjac + “ I jun(Qea(0liac
iz 0 dijz
L2 -z
amg (ORI Fas (O ia(Qaa(Oj ¢
0 dizx
+-k- k d
v B Juz(oaz(ojdc+‘“ B jua(Qax(Oidc
0 diz
Vi : a+.k.Zw 'ai"k'zd
KD - ju@a@id+ 2 juQa©id
iz 0 dijz
oz jaij
o (O jeQa©Oid + 3] (O jeQar(Oide
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O s ac+ 1 W jupiace I i jac
0 dix 0 diz
.2 2 oz . Zd
o jkj joi JJJ ; .
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jotjiki *jhi” jotjjhi o ik
A 0 i+ I 0 ac+ I jupQaaOjac
diz 0 dijz 0
jot ki~ o “ joij
= i2l; i = J
— juza(Q)as(Q)j d¢ + 201 ¢ JQ(C)JdC"'zjkj

0 diz

¢ ja(Qid¢

Vids - s zd
KDty di - © ;k“ ja@aa(Oidc + U I s an(0 g
iz 0 diz
2 o~
+ 3] @mmmﬂwo%ﬁ Q) jg(Q)az(Oj de
0 dizx
ij =
juz(Qaa(Q)j ¢ + 121 1IH “ L jua(©aa(0)j de

0 diz
olur. ai(x) ve ay(x) fonksiyonlar~ mutlak sirekli fonksiyonlar ve dolay-syla s-n-rl

+a+ jk:j
2

olduklar-ndan, yani jai(x)j,jaz(z)j < M olacak sekilde bir A > 0 say-s- var oldugun-

dan,
Zz z Vg o Zz - -
W&MN%MMW+WDGMMWWWW5WMHMDCWMMC
iz 0 0
Za:: . 7
KDty dt - (M +1D)jkj(a* +jai])  Gua(®)i + ju(t)j) dt
iz 0
7T — -
M - _
AT (a +jalj)  ¢P¥g(Q) d¢
0
Zz ~ . /T
KD (2, by dt - (M +1D)jkj (o +joi])  Gua(®) + ju(t)j) dt
iz 0
7T — -
M - _
+ (a +jalj)  (P¥g(C) d¢
Jkj
0
ZJ:— - 7T Y ZJ:: -
“wwﬁ<mmwﬂmnammﬂmww7%wwmm Ci%q(¢) d¢
iz 0 0

esitsizlikleri elde edilir. max((M+1) jkj (o™ + jatj), M1 (a™ +jatj)) = My aln-rsa;

ikj
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/x~ - Zx
Z - ; ¢
KDty dt - My jua B+ jua@ + 112 o) dt = Mio(x)

iz 0
Zr ¢
esitsizlikleri elde edilir. Burada o1(z) = ' jus(t)j + jua(t)j + t12 jq(t)j dt ve i,j =
0
1,2 dir.

Kff)(x,t) (i,7 = 1,2) ifadelerinin mutlak degeri al-n-r, esitligin her iki taraf- [z, z]

aral-g-nda ¢ ye gore integrallenir ve gerekli islemler yap-l-rsa ,
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S jua(O) TKS I8 dsdcH 2 jua(Q)] KD, s) dsdC
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@), - o jkj, - oi(z) o’ jkj
K12 (.’L’,t) dt - 5 Ml of + 5 Ml of

1z

83



ot jkj,  oi(z) ot jkj. o) jaijjki, oi(x)  jaijjkj, oi(z) ot od(x)
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ty Moy M M S M T My,
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t o My T M ey My e My,
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2jkj 2! 2]kj 2! 2jkj 2! 2]kj 2! 2 2!
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T M My M M R My,
1 HE) 1 HE) 1 6
2 o oMo Tt
1 L ,
_ T A 22| . 3 o1(z)
o jki + 2jadjjhi + o+ T+ 30k + oo M
T s Ok of(x) ot jkj L of(x) jalijkj, oi(x)  jatjikj - oi(z)
Kz @1y db - == M= = M= P = M = 2 2l
iz
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jkj o of(@) ki, of(@) ki, of(x) 1 oi(x) 1 oi(z) , 1
e M M e M T e M o o M g

u + - = . 2
- Coaeon oAb jad) o 3 oi(x)
= « jk‘j+2ja'jjk‘j+jkj + i +4ka+2jkj M, )
8} . - s

s L N e jatj o’ jalt 3 _
207" jkj + 2jaijjkj + 4 jkj + > c + > 62+jkj + i +—2jkj M, =C

Zx - . )
alnrsa K (x, 1) dt - 02“12—(?) esitsizligi elde edilir. Ayn- sekilde n = 2 icin
2 Zo- -

_ _ 3 _ _
KD (a,ty dt - 03“13—@ elde edilir.  “K{(x,t) dt - €1

iz iz

o1 (@)
(n+ 1)!

84

2!

esitsizliginin



dogrulugunu gostermek icin tiimevar-m yontemi kullan--rsa kolayca

: EK‘”)( t)Edt Lol @
ij W (n+ 1)

1z
esitsizliginin dogru oldugu gosterilebilir. Ayn- igle_mler yap-l-rsa diger aral-klar icin de

bu esitsizlik elde edilir. Bu esitsizliklerden “K P (x, ) dt serisinin Ly (0, ) uza-
n=0.
izr

y-nda diizguin yak-nsak oldugu ag-kt-r ve serinin toplam-~ K;;(z,t) 2 L1(0, 7) fonksiyonu
asapdaki esitsizligi saglar;

Zr - -
_Ki(;.l) (z,t) dt - eCo1(2) il
n=0i:C
x > d ise,
Zx 7z
Y1 =y10 + a(m)eik”} + b(m)eik(Zdiaz) +  Ku(z, t)eiktdt +i Koz, t)eiktdt
iT iz
Zz 7x
Y3 = y3o0 + ia(x)eikx i ib(m)ez‘k(Zdiaz) + K21(m, t)eiktdt + Kzz(m, t)eiktdt
iT iz
O 1 O 1

a+eikx +al eik(Zdiaz)
seklinde gosterimin varl-g- gosterildi. Burada @ a-e
Y30 oy
O halde ag.a@wdazki teorem ispatlanm-s olur.
s

+eikac i il eik(Zdiaz)
Teorem 2.2.1  jq(t)jti%dt < +2A olsun. (2.1.1) diferansiyel denklemleri sistemi-
0] 1 9 0 1

1
nin @ n A0) = @ ~ A paglang-¢ ve (2.1.4) siireksizlik kosullar-n- saglayan her

Y3 ?

bir ¢0zUmi 2 2 1
(@) 1 Y10 + a(z)e™ + b(z)e® i) + K (x, t)e*tdt + i Kio(x, t)etdt
@" A= ' i,

v Y30 + ia(m)eikx i ib(x)eik(Zdix) +  Ky(z, t)eiktdt +i  Ko(x, t)eiktdt

iz iz
Vi
seklinde gbsterime sahiptir, dyleki o(x) = Ijul(t)j + jua(t)j +ti21jq(t)j¢ dt olmak
. 0
tzere 70 <z -
K (. t)jdt = K (@, 1) dt - €@ 1
iz n=0i 4
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O 1 O 1
a+eikx + ol eik(Zdiaz)
esitsizligi saglan-r.Burada a(z), b(z) 2 AC(0,7], @ " A= @

Y30 ia+eikx i iaieik(ZdiJ»‘)
H TH +
max SRk 0 o) g (o ) 20" I+ 2jad ik + 4 + =
Joll e e 3 o elindedir.

2 P70k Gk 20k
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111. BOLUM
3.1. Karakteristik Fonksiyon ve Ozellikleri

Bu boélimde L probleminin spektrumunun ozellikleri aragwrwlacaktwr.lq(x) =0 ol-

K
mas- durumunda L problemi Ly ile gosterilsin. o(z, k) = @ Pu(@ k) A fonksiyonu
o 1 903('%" k)

0
©(0,k) = @ ~ A baglang-¢ kosulu ile (2.1.4) siireksizlik kosulunu saglayan ¢oziim
1

olsun.g(z) = 0 durumunda bu ¢6zim ¢y(z, k) ile, a(x), b(z), yi(x, k) ve K;;j(z,t)
fonksiyonlar- s-raswyla ag(x), bo(z), v2(x, k) ve Kijo(z,t) (4,7 = 1,2) seklinde goste-
rilsin.0yle ki, £ 2 R igin

x < d iken
0 k) i 0 k
Por(x, k) = b, )2'2, @R _ G g + a10(z) sin kx + azo(z) cOS ka
7x 7
+ Koz, t)sinktdt + Kixo(x,t)cos ktdt
0 0
ve
0 k) i 0 k
po3(@, k) = s, )2'1. UKD — o5 e + at0(z) coskz i azo(z)sinkz
Zx Zx
+  KRoio(x,t)sinktdt + Koo(x,t)cos ktdt
0 0
x > d iken A
por(eoky = BER) TRGEH) _ yio. k) § 0@ k) , ao@)e™ i aole)e™
27 27 27
. - T, ~ 1 /m7- N . - Zx . .
b ik(2djx) - b ik(2d j ) ikt - _jikt ikt 4 ikt
L bo(@)e 2|Z o(2)et@din) Koo, ) M K. f) % "
iz iz
=t sinkz +aisink(2d i x) + aro(x) sin kz + azo(x) cos kx + bio(x) sink(2d j )
Zx Zx
+byo(z)cosk(@d j )+ Kio(w,t)sinktdt + Kioo(x,t)cosktdt
0 0
ve
9 iQ H ] ikr - ik
o, k) = va(. k) i ys(z. k) _ yso(x. k) i yso(, k)  iao(x)e™ i iag(z)e
27 27 27
A — _ Ir A A Zx A A
ib ik(2djzx) = ib ik(2d j x) ikt = itkt ikt 4 o ikt
j Lolz)e (O L Koo ) e Koot
27 21 2
iT iz

=atcoskx j al cosk(2d j x) + aio(z)coskz j az(z)sinkz j bio(x)cosk(2d j )
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Zz Zx
+byo(z)sink(2d j ©) + Kopo(w,t)sinktdt + Koo(w,t)cos ktdt
0 0
seklindedir. Burada, K110(z,t) = K110(z,t) i Kuo(z, it) ve Bixo(z,t) = Kizo(z,t) i

Kizo(x, i) dir.

¢o(k) ile Lo probleminin karakteristik fonksiyonu gosterilecek olursa;

©o1(m, k) = €o(k) = (aro(rm) + a™)sinkm + (bio(r) + a¥)sink(2d § 7) + azo(r) cos kr
Y Y
+byo(m)cosk(2d § w)+ Kipo(m,t)sinktdt + Kixo(m,t) cos ktdt

0 0
oldugu ag-kt-r. ¢o(k) = 0 denkleminin n 2 N icin k2 kokleri Lo probleminin 6zdeger-
leridir. Ayr-can =0 igin k3 = 0 dr.

Asag-daki lemma dogrudur.

Lemma 3.1.1: igf KO i KO = 3> 0 yani ¢o(k) = 0 karakteristik denkleminin
kokleri ayr-ktr.
n o n o

© a
Ispat: Tersi kabul edilecek olursa, yani k) dizisinin k) ~ve & alt dizileri

np’ Ynp =

vard-r, Oyleki k9 680 vep ¥ 1 iken k) B ¥ 1 veayrca

d-r. L2(0,m; R?) uzay-nda Lo probleminin oo (z, k3 ) ve ¢o(z, & ) 6zfonksiyonlar-n-n
ortogonallik kogsulundan yararlan-l-rsa;

Ir I
0= ‘Po(ma kgp)‘)oo(ma %gp)dm = ()00('75’ kgp)‘)oo(ma kgp)dm
0 0
Zr h i
+ ‘Po(ma kgp) ()00('75’ %gp) i ()00('75? kgp) dx
0
Veya

Y o Y h i
o2
0= pp(@,k0)° do+ o) wol@. ) i wo@,kQ) do  (3.L1)
0 0

-
%rm | h i

< (PO(xa kg,p)a (PO(xa %gp) i (PO(xa kgp) > dr =
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Zd h i
< (PO(xa np)a (PO(xa np) i (pO(m p) > dz
0
Z h i
+ < (PO(xa np)a (PO(xa np) i (,00(.%’ p) >dr=15L+1
d
seklinde yaz-ls-n.

I integrali icin ¢q(x, k) ¢ozUminin ifadesinden ve a(z), K (z,t) fonksiyonlar- igin
elde eodilen integral egitliklerdgn goéruldugl gibi her « 2 [0, 7] igin «’e gore dizgiin olarak
Ilm <p0(m p) i ¢O(x,kgp)°R2 = 0 oldugu kolayca gosterilebilir. Bunun igin,
p_
pll!ml (1 + ao(2))InR) = i sink) ) + az()(cos &) = i cosky x)

Zo Zo 1o

+  Rygo(x, t)(Sin® ¢ i sinkS t)dt +  Rizo(x,t)(cos®) ¢ i coskl t)dtA
o 0
+ (1 +a10(x))(cos®) = i COSKY ) i azo(x)(Sing) z i sink x)
1
+  Roio(z, t)(sin® ¢ i sinkS t)dt + Ropo(z,t)(cos®) ¢ i coskd t)dtA S =
0 0
-u 70 -1.0 7.0 0 O 7.0 0
. RO ik k0 +kn RO kO RO +k0
='I|£n 2(1 + azo(x)) sin(—25—2)x cos(—25—2)x § 2azo(x) sin( ” B)xsin(—t5—2)z
p=
7
+k!
+2  Ri0(z,t)sin( ””' "”)tcos( ki "”)tdt
0
o . KO kO . KO +kO
12 Rio(r,t)sin(—25—"2 )t sin(—2—2)tdtA +

1,

0
i N 1 Egp+kgp K, ikD, n,, ko
i 2(1 + azo(z)) sin(—25—2 )z sin( )z i 2a20(x) Sin(—25—"2)x cos( )x
Zz - -
RS kD KO +k
+2 K’zm(x,t)sm(—"%ﬂ)tcos(—"%ﬂ)tdt
0

K

1
- 1,33

KO ik KO +KD
12 Boo(r, f)sin(2eiie)sin(2e eyt dtA 5 =0
0
Benzer gekilde I integrali icin,

000

@o(m o) i volz, n,,)°
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h3
= Il'm (o™ +aio(@))(SIn®Y = i sink) x) + (af +bio(2))(Sin®) (2d i ) i sink) (2d i x))
+ago(x)(cosR) = i COSK) x) + byo(x)(cos®) (2d i x) i CoSk 2d i x))

Zx Zx 1

+  Ruo(z, t)(sin® ¢ i sink t)dt + Rizo(z,t)(cos® ¢ i coskd t)dtA +

0 0
3

(o™ + a10(x))(cos &Y = § COSK) x) i (af +bio(x))(cos®) (2d i x) i coskl 2d i x))

i a20(2)(SINRY = § SiNkD x) + bo(2)(SINRY (2d § ) i sinkd (2d i x)
1

7 7 1235
+  Roro(z, t)(sin® ¢ i sinkS t)dt + Ropo(z,t)(cosR ¢ i coskl t)dtA S

0 0

.u k

m 2(a++a10(m))sm(w) cos( byt "p)

70 .10 7.0 0
+2(a® + bio(2)) sin(Zei 2 )(2d § ) cos(Zep e )0 (24 )

70 .10
i2azo($)5in(k"”;k"”) |n( e "”)36 i 2byo(z) sin( "”' "”)(Zd i ) sm( b "”)(Zd i 7))
7T
+2 Rz, t)sin( ””' "”)tcos( kit "”)tdt
0
o . KO kO . KO +kO
12 Rox(z,t)sin(—25—"2)tsin(—25—"2)tdtA

P

7.0
+ 2(a* + ago(@)) sin(rei ey sin et ey,

1,

+2(at + bio(a)) sin(e i by 2ysin(*e %y 24 § 2))

- 7{‘:2 ikg n +kn - ~1(’)l i n 7{‘:2 +k91 0
i 2a20(z) sin(—25—)z cos(—"5—2)x i 2b2o(x) sin(—5—=)(2d i x) cos(—5—*);, (2d i z)

7T

+2  Roo(, ) sin( ””' My 1My os( "”)tdt
° 1
7 1235

70 -0 7.0 0
12 Rogo(x, t)sin(etieypsin(e ey /A 5 =
0
olmas- yeterlidir. Burada jtj. = p< ¢, ¢> dir.

/T o o

o o2
Bu nedenle (3.1.1) esitsizliginde p ¥ 1 iken limite gegilirse  °yq(z, kzgp)° dr =0

0
oldugu elde edilir. Bu ise bir celigkidir. Bu ¢eliski Lemma’n-n dogru oldugunu gosterir.
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¢ (k), fk,g ve fa, g ’ler ssrasyla L probleminin karakteristik fonksiyonunu, 6zdeger
dizisini ve normallgg.tirici say-lar dizisini gostersin.
1
@ (pl(xak) A
903('%" k)

oz, k) =
o 1

0
ile (2.1.1) denkleminin ©(0,k) = @ ~ A baglang¢ kosulunu ve (2.1.4) sureksizlik
1

kosullar-n- saglayan ¢6zimui gosterilsin
o(z, k) matris ¢cozimunin ¢, (z, k) ve ¢;(x, k) bilegeni icin

o1z, k) = at sinkz+aisink(2d j x)+ai(x)sin kz+ ay(z) cos kx +by(x) sink(2d j x)
Zx Zx
+bhy(z)cosk(2d j ©) + Kii(w,t)sinktdt + Kio(x,t)cosktdt
0 0
o3z, k) = at coskx j al cosk(2d j z)+ai(z)coskz j ap(x)sinkz j by(z)cosk(2d j x)
Zx Zx
+by(z)sink(2d j )+ Koi(x,t)sinktdt + Ky(x,t)cos ktdt
0 0
ifadeleri kullan-l-rsa,
. Zx . Zd
(1) = proan )+ I 2l yag(rya + Ok
2k . 2k .

ti2tq(t)as(t)dt

Loz
£ 2 ()b (Bt + ’;gfd i 2)

d 0

VAl Zx 7d
atcoskr . coskx . at cos kx
- i2l = i2l bt

ok ticq(t)dt i o ti“q(t)as(t)dt j ok

d d 0
Zd . Zx
al cosk(2d j x)

atcoskxr .
i2t
—r ! q(t)as(t)dt + T
0 d

. Zx
_sink(2d j x)
jo— 1

o ti26q(t)ax (t)dt

ti2lg(t)dt

ti2lg(t)dt

. Zd
. i 2d j
Loy e L K

d 0

7
, cos k(2d i x)
2k

ti2lg(t)dt

/x 3 -
ti2g(ar@)dt +  EBu(z,t) i Buo(z,t) sinktdt
0 0
/z 3 -
+  Rip(x,t) i Bioo(z,t) cosktdt
0

] Zd
_atcosk(2d j x)
! 2k
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ve
Zx Zd

.
1 g(0)ar@)ds + o

cos kx
2k

©3(x, k) = pgo(x, k) + t126q(t)a(t)dt

. Zd
. i 2d j
12g(ayba(iyan § ST

d 0
Zr Zz Zd
] sink ] *sink
ti2g(t)dt + 2l ti2lg(aq(t)dt + LT

2k
d d 0

Zd 7z
atsinkr . atsink(2d j x)
a SINRExT - a2

M t1<q(t)ar()dt + ok

0 d

. Zz
L Sin k(2d i x)
2k

7z
. Gos k(2d i x)
2k

t126q(t)az(t)dt

atsinkzx
+
2k

ti2lg(t)dt

ti2lg(t)dt

oo Zd
i .
Fi2g(E)by ()t § alsin IZ;Zd ix)

d 0

ti2lg(t)dt

/v 3 -
ti2q(t)as (t)dt + Ko (x,t) i Kooz, t) sinktdt
0 0
/r 3 -
+ Ky(x,t) i Kooz, t) cosktdt
0
elde edilir.

o Zd
_absink(2d § z)
! 2k

Bdylece L probleminin karakteristik denklemi
o *sinkn
ti2lg(ay(t)dt + S "
2k
d 0

sinkm

C(k) = Co(k) + t120g(t)ap(t)dt

N
12 (0ot + ’;Sfd i)

d 0
zr Zr Zd
. cos k . *cosk
t2q()dt § 12 g(ay(t)dt §

2k 2k
d d 0

. zr
_sink(2d i )
! 2k

t126q(t)ax (t)dt

at coskr .
i ti2lq(t)dt

o ti2g(t)ay(t)dt +

- i 7T
al cosk(2d j m) cosk(2d j m)
' 2k

i2l
2k Hq(dt+ =
0 d d

] Zd
i21 _atcosk(2d j m)
tictg(t)dt j >k

0 0
It 3 - It 3 -

+  Ry(x,t) i Kooz, t) sinktdt + Eip(z,t) i Eipo(x,t) cosktdt
0 0

] Zd
_atcosk(2d j m)
! 2k

ti26q(t)ar(t)dt
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seklindedir.
Lemma 3.1.2: L probleminin 0zdegerleri basittir. Yani ¢(k,) 6 0 d-r.
Ispat:

(Bnyili k2uz(z)ys = k2ys

i (knysN i K2ua(z)ys + q(@)z %y = k2

M i knua(z)yz = knys

W NO
WV NO

1 )
itk i kua(x)y + EQ(HU)HU 126y =k

deklem sistemi
(@) 10 1; O 10 1 (@) 1

@ 0 1 A@ kny3 A+@ ikhuz O A@ kny3 A=t @ knys A
il 0 knya 0 i ks + q(z)zi? kny1 kny1
seklinde yaz-ls-n.
o o 1 o 1
0 1 ikn 0
B =@ /\,S)(w,kn) =@ 1 Fn2 A e e =@ % A =
o jr o 0 i knug + g(2)zi? (]

k
@ "% A olarak al-nrsa,
knyl

Be(, kn) + Uz, k) 8(w, kn) = kn®(x, ky)

Dirac diferansiyel denklgmley sistemi tipinde bir sistem elde edilmis olur. O 1
Bu sistemin e(0, k,,) = @ 2 A baglang-¢ kosulunu saglayan ¢ozimii e(z, k,) = @ * A
olsun. '
Be'(z, kn) +Q(xz, kn)e(z, kn) = kn@(z, k,) dekleminde her iki taraf:n k,’ ye gore tirevi
a8Iwnwrsa;

< Be'(z, k) + Uz, kn)e(w, kn) = kn@(x, ky)

7 Be (2.ka) + e, k(e k) + Oa k)@, k) = k8o, k) + (. k)

sistemi aln-r R? 6klid uzay-nda birinci denklem é(x,kzn), ikinci denklem ise e(z, k)

ile skaler olarak carp-l-r ve ikinciden birinci ¢-kar-l-rsa,

B (2, kn) @z, kn) § BE'(x, k)8 (e, kn) + Uz, k)@@, k) (. k) = 8%(x, k)

olur. Yani,
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0 .
< @(z, kn), @(z, kn) >=< Be (x, k), @(z, k) > i < Be'(z, kn), @(x, kn) >
+ < Qx, kn)e(x, k), @(x, k) >

elde edilir.
Son esitlik [0, 7] aral-g~ Gzerinde integrallenirse ve

0 “ 2 “ £ 2 2 g
Qp = © (.%', kn)d$ = @1(35, kn) + 63(%” kn) dx
0 0

oldugu gozoniinde bulundurulursa,

< Be (2, k), 8(x, kn) >= 5 (2, kn)@a( k) § ©5(z, kn)e1 (2, bn)
< Be'(x, k), @(x, k) >= E (z, k)T, kn) i B (@, k) (e, kn)

< Q. kn)e(z, k), e(x, ky) >= juad#E? i ur? olmak Gzere;

/73 ~

& (2. k)@s( ko) § 03 kn)er(@, ) § B, k)@, k) + (e, b ) (o, ) d

0
/T3 - r ¢ g
+  jul il de= @iz k) + @5z, k) do
0 0
r 3 .

£ o ) . x
w2 ei(x, ky) + vi2@5(x, ky) dov = (k) B (@, kn) | Wz, ko) (2, ) .
0

= (7, ko) BB (T, k) i T, k) HE(O, k) i TE(, k) T (m, ki) + (O, k) (O, i)
= (k) BB (T, k) § T, b)) T, i)

ayr-ca p,(m, k,) = €(k,) =0 ve qﬁ(w, k) = & (m, k) + k,p,(m, k) olacag-ndan;
Y
. £ ) P ol
Fn € (k) (m, kn) = 362161(36, kp) +at 21@3(37’ kn) dx
0
olu. e(w, k,) = kne(m, ky,) oldugundan,
zr ¢ g
C(ky)pg(m kn) =  a2@d(x, k) +xi2e5(x, k,) dx elde edilir. Bagka bir gésterimle

0
Ir

. i ¢ _
C(kn) o3 (m, kn) = an =2 +  uppd +uip? dx olur. Yani,
0

Qp = ¢(kn)§03(7‘-7 kn)
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Y
. £ o
elde edilir. Buradan ¢ (k,,) & 0 oldugu ag-kt-r, burada a® = p2(z, k,) + ©3(x, ky) dx

seklindedir °
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3.2. Ozdegerler ve Normallestirici Say-lar-n Asimptotik Ifadeleri

Bu alt bélimde L probleminin 6zdegerleri ve normallestirici say-lar- icin »n’in yete-

rince blyuk degerlerinde asimtotik ifadeler elde edilecektir.

Lemma 3.2.1 : L probleminin 6zdegerleri icgin k, = k% + ¢,, asimptotik esitligi
dogrudur. Burada fe,g 2 ¢» dir.
Ispat: § yeterince kiiglk pozitif say- olmak tzere (0 ¢, g)

Y - - g Y
in = k:ijkj=k +2, n=0,8182...

© = z 2 a
Gs = k:kikl .6 n=08182...

olsun. k 2 G5 icin

Co(k) = (aro(n) + a™)sinkr + (bio(w) + at)sink(2d j ) + ax(w) cos km
zr zr
+byo(m)cosk(2d j )+ Kiio(m, t)sinktdt + Kioo(m,t) cos ktdt

0 0
oldugundan

iCo(h)j . jalO(W)2+ ot ik ik jbio(m) + atj :ez‘k(Zdiw) i eiik(Zdiﬂ'): i

2
i ja202(77)j TeikT 4 ik i jb202(77)j Teik@diT) 4 piikQdin)”
1:Z7r _ _ 1:Z7r _ _
iij Rio(m,t) € j el dt- 5: Rio(m,t) ekt + it qt- simdi k = z + iy
0 0
alrsak;

= jago(m) + o] jsin(rz + iry)j i jbro(m) + aljjsin(za i ) +i(2a i TY)j i

i jazo(m)jjeos(mx + imy)j i jbo(m)ijeos((2d i ) x +1i(2d § 7)y)j

r

Jr -
i - Rupo(n, t) jeos(tz + ity)j di-

i - Ruo(m, ) jsin(tra + ity)j dt

0 0
- Jawo(m) + ajjsinh(ry)j i jbao(m) + ot jjeosh(2d § m)yj i

i Jazo(m)jjsinh(my)j i jbao(m)jjcosh (2d i ) y)j

Sy Sy -
i - Ruo(m,)jcoshty)jdiz i = Ruzo(m,t)jsinhty)jdi= . e'™HC;
0 0
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olur. Diger taraftan

C(k) = o1(m, k)

ve
Co(k) = ¢o1(m, k)
oldugundan
sink z *sink z
C() = Co(k) + 22 1 (it + T 12 gDt
d 0
sink(2d i 7~ i sink(2d § m)°
i ()t + S S 412 g(fan(t)dt
d 0
zr zr
_atcoskr Lo, _Coskm .,
i—y U q(t)dt i —r ! q(t)ay(t)dt
d d
Zd Zd 7T
atcoskm . at atcosk(2d j« ]
i——— ti2g(t)dt j e ti2q()aq (t)dt + 2; i ™) ti2q(t)dt
0 0 d
cos k(2d j )27r icosk(2d i )Zd
+2—k'7T 12 ()b (t)dt § & oL L) pi2lg(r)dt
d 0
. Zd /73 -
i k(2d j . .
i = 2; o) ti2qWay(t)dt +  Baa(m,t) i Buo(r,t) sinktdt
0 0
/73 -
+  Rio(m,t) i Rioo(mw,t) cosktdt
0

olur (Marchenko, 1977, lemma 1.3.1 ’den)

Yani n ’nin yeterince buyuk degerlerinde £ 2 j,, igin
) i Soh)j < Ll
esitsizligi saglan-r. Boylece n yeterince buyuk dogal say- olmak lzere k 2 j,, icin
; ; iimkjr < O8 jimkin  ; - ;
JCo(R)j . Coe™HT > —2MET > JE(R) § Co(R)]

esitsizligi elde edilir.

97



Bu durumda Rouché teoremi uygulan-rsa, n ’nin yeterince blyik degerlerinde j,
yoringesinin i¢ kssm-nda €o(k) ve €o(k) + TE(k) i Co(k)g = € (k) fonksiyonlar-n-n
esit say-da s-f-rlar- yani (n + 1) say-da ko, ..., k, sif-rlar- vard-r.

Benzer gekilde Rouche teoreminden yararlanarak gosterilir ki; yeterince blyuk »’ler
icin ki kg_ < ¢ cemberlerinin herbirinde ¢ (k) fonksiyonunun yaln-zca bir s-f-r~ vard-r.

Bu durumda nll'mlan = 0 olmak uzere k, = kO + ¢, yaz-labilir. k, say-lar, ¢(k)

karakteristik denkleminin kokleri oldugundan

. Z
sin(k2 +¢,)7

C(kn) = Co(kS +e,) + 200 + o) ti2g(t)az(t)dt
n n d

. Zd
ot sin(k? + e,
2(kS + en)

Y
sin(k% +¢,)(2d i )
2(k§ +en)

ti2q(t)az(t)dt i

ti2g(t)ba(t)dt

Z
ot cos(kS +¢,)7

Zd m
atsin(k® +¢,)(2d § ) .
+ 1L th t)dt

2k + en)

ti2g(t)az(t)dt i

7d
ot cos(kS + e,)
2(kD + en)

ya
_cos(k? + &)

1 2([{,‘0 +c ) tEZIQ(t)al(t)dt i

ti2lg(t)dt

7d
_atcos(kQ + e
i

Y
] i cos(k? +¢,)(2d § ™)
120 (D)ay (£)dt + = n
0

ti2lg(t)dt

. Zd
ot cos(kS +¢,)(2d i )
2(k0 +¢£,)

Y
+cos(k:2 +¢e,)(2d § )
2(k0 +¢,)

t12lg(t)be(t)dt i

ti2lg(t)dt
0

. Zd
ot cos(k? +¢,)(2d i )
2(kS +¢,)

ti20q(t)ay (t)dt

/73 -
+  Ry(m,t) i Buo(r,t) sin(k® + g,)tdt
0
/T3 -
+  Rip(m,t) i Bio(m,t) cos(k® +¢,)tdt =0
0
d-r. Diger taraftan ¢o(k%) = 0 oldugundan

.. 2
Co(kn) = Co(k° + £,,) = o (k%) + Co(k%)e,, + &;O(kg)% v
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Co(kp + £n) = Co(kD)en + o(en) = (Co(kD) + o(1))en

olur. Eger ¢o(k° + ¢,) ifadesi ¢(k,) ifadesinde yerine yaz-l-rsa,

yig yig
H 0 i H 0 + 2d i
sin(ky, * en)m ti2g(t)az(t)dt sin(fn + 2n)(2d i 7)

i2l
2(kD + en) 200 + ) 12l g (t)ba(t)dt
d

(Co(kD)+o(1))en+

T Y
_atcos(k) +en)T Ly _cos(k) +en)T Ly
d
at cos(k? +¢,)(2d i 7r)z7r ] cos(k® + £,)(2d i 7r)z7r
n— tiZg(t)dt + o

i2l
2(kO +&,) 200 + =) t12lq(t)by (t)dt
d

-~

/It 3
ti2lg(t)dt + Ri1(m,t) i Bio(rm,t) sin(k® + g,)tdt
0 0

-~

. Zd
_aicos(k® +¢,)(2d j )
' 2(k) + &)

/73
+  Rip(m,t) i Rioo(m,t) cos(kd +ep)tdt =0
0

olur. Buradan, s

< . r
1 . 0 +¢, ]
sin(k,, +ep)m Fi20 (P ap(f)dt

¢0(k707,)+0(1) - 2(k£+€n) 4

— =3
En — 1

+ 0 Zr
0T COS(kn * )T a1 )y

Y
_sin(kd +ea)d i Ty -
d

T Y
- 0 B
i21 at cos(k, +¢e,)(2d § ™)
d

Z
0
j SOk * n)m ti2lq(t)dt

zr . Zd
0 - i 0 2 -
cos(k,, +ep)(2d § ™) Fi2g()by (D)t at cos(k, +¢c,)(2d § )

i2l
200 + 2,) 208 + 2,) H a0t
d

0

-~

/T3
+  Ry(m,t) i Buo(r,t) sin(k® + g,)tdt
0
/T 3 =
+  Rpp(m,t) i Bio(m,t) cos(k® + eg,)tdt _ (3.2.1)

. >
elde edilir. ¢q(k) fonksiyonu sinus tipli (Levin, 1971) oldugundan her n dogal say-s-

1O

-~

icin  _
“Co(k%) . v > 0 esitligi saglanacak sekilde « > 0 say-s» vard-r. Zhdanovich (1960) ve
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Krein’in (1948) cal-smalar-ndan yararlan-l-rsa sup jh,,j - M olmak lzere
n
K =n+h,

oldugu ag-kt-r. O hgjde (3.2.1) esitliginde
1 _ <sin(i0 + 2,)7 "

Co(kY) +o(1) = 2 *en)

-3

ti2lg(®ax(t)dt

Z
at cos(kd +e,)7

Y T
- Sin(kg +e,)(2d i ) i2l
209 +ey O

Y210 +ey)

ti2q@)bo(t)dt i

_ zr
ot cos(k® +¢,)(2d i )
2(kS + en)

Y
_cos(k? +¢g,)m

T s L LU

ti2lg(t)dt

9

zr . Zd
cos(k? +¢,)(2d i 7) ai cos(k® +¢,)(2d i )

t12lg(t)be(t)dt i

PPyt = 0C)

2(kS +en) 2(kS + ¢n)
0
oldugunu kullan-rsak,
/r3 -
En = gll(ﬂ', t) i gllo(ﬂ', t) Sln(k‘g + e,)tdt
0

/73 -

+ Rip(m,t) i Bio(rm,t) cos(k® + g,)tdt + O(%)

0
ghde edlir.Ayr-ca (Marchenko, 1977, p.67) , g
<Z7T3 - —

Ri1(m,t) i Bio(m,t) sin(k® +¢&,)tdt _ 2 4, ve

80
<Z7r 3 -

Rip(m,t) i RBio(m,t) cos(k® + e,)tdt _ 2 4, oldugundan fe,g 2 ¢, elde edilir.

Q!

0
Lemma 3.2.2: L probleminin normallestirici say-lar-i¢in «,, = a,,0+46,, asimptotik
esitligi gecerlidir. Burada f4,,g 2 ¢, dir.
Ispat:
Y . 7d
2l (Dan(t)ds + T

2k
d 0

sinkm

(k) = Co(k) + 0

ti2tq(t)as(t)dt

. oz
£ 2g(t)by ()t + ’;Sfd i)

d 0
Zr Zr Zd

Py _Coskm ., _ ot coskm
t1%qMdt i —,— t1%a(Ma®)dt § —,—

. zr
_sink(2d i m)
e V7

% ti2tq(t)as(t)dt

_atcoskm

T ti2lg(t)dt
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Zd _ zr
atcoskm . atcosk(2d j m)
. i20
i~ t1=5q(t)as (t)dt + 0
0 d

ti2lg(t)dt

. Zd
. i 2d j
vy § TSN

d 0

Y
, cos k(2d j )
2k

ti2lg(t)dt

] Zd
_atcosk(2d j m)
! 2k

ti26q)ar(t)dt
0
/T3 - /T3 -
+ Ei1(m,t) i By10(m,t) sinktdt + Eio(m,t) i Kipo(m,t) cos ktdt
0 0
denkleminde her iki taraf-n k’ya gore turevini al-rsak; ve k yerine k,, yazarsak;

sink,m . 7 COS k7

= H n |21 n
C(ky) = Co(ky) i 212 t1%q(t)ax(t)dt + ok
d d
Zd . Zd

§20 o’ mweosk, ™

a0+
0 0

zr 7T
i 2d j ] 2d j 2d j
+S|nk:n( djm) Fi2 g ()ba(D)dt (2d § m)cosk,(2d j ™)

212 2k,
d d

ti2lg(t)a(t)dt

_atsink,w

i ti26q)ay(t)dt

ti2lg(t)bo(t)dt

s Zd . Zd
_atsink,(2d j 7) ai(2d j m)cosk,(2d j w)

i2¢ i2¢
i 212 t1%q(t)az(t)dt + 2% t1%q(t)az(t)dt
0 0
r r Zr
ot cosk,m . otwsink,m . cosk,m .
it (o i2l Pl (208 i2l e i2l
202 tictq(t)dt j§ T tictg(t)dt + 202 tig(t)as(t)dt
d d d
zr Zd
mcosk,m . atcosk,m .
liheaahi(ies 1 2l - e i 21
+ o tictg(t)as (t)dt + 202 tictq(t)dt
d 0
7d 7d
otrwsink,m . ot coskr .
i ok ti2lg(t)dt + Tor2 ti28q(t)ay (t)dt
0 )
7d
atrsinkr .
i TR ti20q(t)ar(t)dt
"
O r r Zd
2d i 3 3 3 3 3
i W @ai  tiZlgtydt+ tiZg()ba(D)dt § af  tiZg(t)dt
" d d 0
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1 O

Zd Zr
Pt (s (A + d i) cgzkn(Zd 17 @, Fi2g(t) dt
0 " d
Zr Zd Zd 1
+ ti2gO)bi(t)dt § ol tiZg)dt § af  ti%g(t)ai(t)dtA
d 0 0
T , | r 3 -
+  Ky(mt) i Buo(r,t) sink,tdt+ t Ky(m,t) i Bio(r,t) cosk,tdt
0 0
T , | r 3 -
+ Eio(m,t) i Bipo(m,t) coskytdt § t Kio(m,t) i Kio(m,t) sink,tdt
0 0

= ¢O(kn) + bn
olur. Burada, Lemma 3.2.1’in ispat-nda fc,g 2 ¢> oldugunun gosterilmesine benzer

olarak tb,,g 2 ¢, oldugu ag-kt-r.
2

Golk) = Go(k0) + Co(k)e, + (k) S + ..

i 2
Colk) = Go(k) + $o(K)e, + ok G + ..

¢O(kn) = ¢O(k% + 571) = ¢0(k2) + 0(571)

Ayr-ca,
Zr Zd

+
H2g(0)ar @)t + oo

cos km
2

©3(m, k) = @go(m, k) + £ 2 q(t)ax(t)dt

- Zd
i -

d 0

Y
. cos k(2d j )
2k

ti2tq(t)as(t)dt

) zr
atsinkr
+
2k

o Lz
ti2lg(t)dt + % 12 g(t)ay (t)dt + %]?lm #120g(1)dt

d d 0

Zd zr zr
atsinkr o, atsink(2d i ) .4 sink(2d j m)
e (e (t)d+ o L2t =
0 d d

ti2lg(t)by (t)dt

o Zd
(21 _atsink(2d j m)
tictg(t)dt j ok

0 0
It 3 - r 3 -
+ Ko (m,t) i Boio(m,t) sinktdt + Koy (m,t) i KBopo(m,t) cosktd
0 0

o Zd
_atsink(2d § )
! 2k

ti20q(t)ay (t)dt
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n o
oldugundan o5(m, k,) = pso(m, k) +8,,, 6, 2 ¢, oldugu ac-Ktr.

¢(kn) = ¢0(kn) + bn = ¢0(k2) + 0(571) + bn
3(m, kn) = p3o(m, kg) +6,
ifadelerinden yararlan-l-rsa,

Qo = ¢(kn)§03(7‘-7 kn)

oldugundan, 5 - -
an = C(kn)pa(m, k) = Co(K2) +0(en) + b @0, KO) + B,
= Colkn)pso(m, kD) + Co(k2)Bn + (0(en) + bn)  po(m, kn) + 6,
olur. Baylece,

on =02 +6,,5,92 0
- .

oldugu a¢-kt-r.Burada d,, = ©o(k,)8, + (o(e,) + by) @so(m, ky) + 8, seklindedir.
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3.3. Weyl Cozumu ve Weyl Fonksiyonunun Ozellikleri
O 1
©1(z, k
O(z, k) =@ (1) A vektdr fonksiyonu, (2.1.1) denkleminin ©1(0,k) = 1
©3($, k)
ve ©Oz(w, k) = 0 kogullar-n- ve (2.1.4) streksizlik kosullar-n- saglayan ¢ézimi olsun.
©(x, k) fonksiyonuna L s-n-r deger probleminin Weyl ¢cézimi denir.
O 1 O 1 O 1

al(xak) A’ (p(.%’,k‘) - @ (Pl(.%',k) A ve C’(m,k‘) - @ Cl(.%’,k‘) A

a

3($,I€) @3(‘%’]{:) C13(‘%3]{:)

2, k) =@

fonksiyonlar-, (2.1.1) denkleminin
O 1 o 1 o 1

A(r, k) =@ ° A p(0,k)=0@ " A ve C(0,k) =@ LA
1 1 0

baglang-¢ kogullar-n- ve (2.1.4) sureksizlik kosullar-n- saglayan ¢ozumleri olsun. 2(z, k)
ve C(z, k) fonksiyonlar-n-n & ’ya gore tam olduklar- ag-Ktr.
Ayr-ca
Az, k) = aR)e(z, k) + c2(k)C(z, k)

seklinde yaz-l-r.Buradan 0O 1
ha(z, k), o(z, k)i = &(x, k)Bo(z, k) = &(x, k) @ 01 Ap(z, k)
0 1 il 0
= @1 .25 )@ PN Al by k) § B ke (k)

i ¥1 (.%', k)
Ve,

W2z, k), o(z, i = c1(k)he(z, k), p(z, k)i + co(K) hC (, k), p(x, k)i

= ca(k)hC(x, k), o(z, k)i = c2(k)E(x, k)Bp(z, k)

= ca(k) (Ca(z, K)pa(x, k) i Ca(x, k)er(, k)

esitlikleri elde edilir. Baglang-¢ kogullar- kullan-l-rsa,

W2, k), o, k)i (0) = 21(0, k)3 (0, ) § 220, k)py (0, k) = 21(0,k) = ¢ (k)
ve

h2(z, k), o(x, k)i (0) = c2(k) (C1(0, k)¢3(0, k) i C3(0, k)p1(0, k)) = ca(k)
esitliklerinden
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c2(k) = =1(0, k) = €(k)
olarak bulunur. Ayn- sekilde, 0O 1
. 0 1
h&(z, k), C(x, k)i = &(z, k) BC(x, k) = &(z, k) @ AC(z, k)
il O
O 1

= (®1(z, k), 23(z, k) @ C@k) A _a
i C1(z, k)

1(z, k)Cs (2, k) § F3(z, k)Ch (2, k)
ve,

2z, k), Cx, )i = cr(k) he(z, k), C(z, k)i + co(R) hC(z, k), C(z, k)i

= c1(k) ho(z, k), C(z, k)i = c1(k)e(z, k)BC(z, k)
= c1(k) (1@, k)C3(x, k) i p3(x, k)Ca(z, k)
esitlikleri elde edilir. Baglang-¢ kogullar- kullan-l-rsa,
h&(z, k), C(z, k)i (0) = 21(0,K)C3 (0, k) i #3(0,k)C1 (0, k) = 1=3(0, k)
ve
h&(z, k), C(x, k)i (0) = c1(k) (p1(0, £)C3(0, k) i ¢3(0,k)C1(0, k) = i ca(k)
esitliklerinden
c1(k) ==3(0, k)
bulunur.Buradan,
Az, k) = 230, k)p(z, k) + €(k)C(x, k)

veya
Az, k)
¢ (k)

a3(oa k)
¢ (k)

=C(x, k) + o(x, k) (3.3.1)

bulunur. Boylece ©(z, k) weyl ¢ozimi ve ,©3(0, k) = M (k) weyl fonksiyonlar-

2(x, k)
=3(0, k)
M(k A
olarak elde edilir.
Teorem 3.3.1:
M(k:)—#+)1(l/2 L + ! " (3.3.2)
Caotki ko) an(kika)  aQKS -

gosterilimi dogrudur.
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Ispat: Oncelikle &(z, k) ¢oziimii icin o(x, k) ¢ézimiine benzer bir gosterim elde

eglilsin.
=y +ky =0 . . N
denklem sisteminin homojen k-sm-n-n iki lineer bag-ms-z ¢ozuma:

" Y kys=0
O 1 O 1 O 1 O 1
sin kx i COSkx
@ A=-@ Ac@* A-@ " A seklindedir.
Y3 cos kx Y3 sin kx
O 1 O 1
@M A—@ AW @t o
Y3 ic1(@)e*  ica(x)etihT
O 1 O 1
0 0 ik 0 jtkx : ikx - iikx
o A_@ A (@)e | + cp(z)el | + ikei(x)e | i zk@(x)e-A Aalrer (2.1.2) denk.
y3 id (x)e*® § idh(x)et ™ j key(x)e™™ § kep(z)ei ™™
leminde yerine yaz-l.p parametrelerin degisimi yéntemi uygulan-rsa,;
,kZW kZﬂ Vi
1 o . _ .
a@) =is wu@u®e™dt i 5 uys(t)etdt + Zik t1%q(O)yr(t)e ™ dt + co
kZﬂ ,kZW Vi
) = iy w(y(t)e™dt+ % t12%q(t)y(t)e™ dt i Zik u2()ys(t)e™dt + c1
bulunur. c¢1(x) ve cp(z) ifadeleri denklemde yerine yaz-l-r ve gerekli islemler yap-l-rsa;
o 7T 1

coe™ + cre VT + kb uy (D)yi () sink(x j t)dt

T

zr 7T
1 . .
O 1 iz ti2q@®yr @) sink(z j t)dt § k ua(t)ys(t) cosk(z § t)dt
yl xX xX
@ A= e
Y3 L tkx = s iike -
icge™™ j icie +k uw(@®y(t)cosk(x j t)dt
iz ti2lg(yr(t) cosk(z j t)dt +k  u(®)ya(t)sink(x j t)dt
0 0
bulunur.
(@] 1 O 1 0] 1 O 1

Y1 1 - Yo1 eth@im)
@ “" A(x) =@ "~ A baslang-¢ kosulunu saglayan ¢ézim; @ A=0@
Y3 1 Y03 jetk@im)
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seklinde olup =z > d iken

O 7T 1

eh@im) 4 oy Oy () sink(z j t)dt
1Z7r v Y

O 1 iz ti2lg@)yr @) sink(z § H)dt i bk ua(®)ys(t) cosk(x j t)dt
@ b1 A — T T

= 7

s R @i & kg () (£) cos k(z § t)dt
Z ! Ze

iz ti2g@y1t) cosk(z j t)dt + k  ua(t)ys(t) sink(z § t)dt
0 0

olarak elde edilir. x < d iken ¢6zim
@) Zr

1
A(k)eF@i™) + B(k)eith@in) § ti2q@)y1(t) sink(x j t)dt
Vg ’
o 1 +k Fug()ya (@) sink(z i t) i u2(t)ys(t) cosk(z i t)gdt

>

@ o A: z
s z’A(k:)eik(xW) i Z’B(k)eiik(ﬂ»‘iﬂ) i

7
ti26q(t)y1(t) cosk(x j t)dt

> =

Ve 0

+k  Fur(Dyr(®) cosk(z j t) +up(D)ysz(t) sink(z j t)gdt
0

seklinde arans-n. (2.1.4) sureksizlik kosulu kullan-larak A(k) ve B(k) fonksiyonlar- elde

edilir ve denklemde yerine yaz-l-r gerekli diizenlemeler yap-l-rsa,

x < d iken ¢6zim

yl(x,k‘) — a+eik(azi7r) i aieiz‘k(x+7ri2d)

Zd

+k (ot sink(z jt)+alsink(z+t j 2d)) uy(t)yL(t)dt
0
Zd

ik (atcosk(z jt)ialcosk(r+ti2d))ux(t)ys(t)dt
0
Zd

i % (o sink(z j t) +aisink(z+t j 2d)t1%q(t)y(t)dt
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7
+k o (sink(z i Dua(Dya(®) i cosk(z i t)ua(t)ys(?)) dt

4, (3.3.3)
i % sink(z i )t % q(t)y(t)dt

d

ys(z, k) = iateth@im § jqieitk@@rmi2d

Zd

+k (atcosk(r jt)ialcosk(z+ti2d))u(t)y(t)dt
0
Zd

+k (atsink(z jt) ialsink(z+t i 2d))ux(t)ys(t)dt
0
Zd

"%
2
i (cosk(r i Dun(tys(t) +sink(e i Dua(ys (1)) dt

pa

cosk(x i )t1%q(t)y(t)dt

(ot cosk(z jt) i al cosk(x+t i 2d))ti%qt)y.(t)dt

1
V%
d

seklinde bulunur.
Az, k) = y(z, k) 2iZ y(z, k)

alnarsa o(z, k) gosterilimine benzer olarak

z < d iken

A (z, k)= jatsink(r jz)+al sink(z+7 i 2d) i ar(z)sink(r j x)+az2(x)cos k(r j x)
Zix 7z
i b1(x) sink(x+m j2d)+by(x) cosk(z+m j2d)+  Ki(z,t)sinktdt+ Kio(x,t) cosktdt

0 0
ve

A(x, k) =ar cosk(m jz)ial cosk(z+m j2d)+ay(x)cosk(r j x)+ax(x)sink(r j x)
Ziz 7Ziz

ibi(x)cosk(z+mij2d)jba(z)sink(z+mj2d)+ Ko (x,t)sinktdt+  §oo(x,t)cosktdt
0 0

gosterilimi vard-r. Burarllda i,j = cl)’ 2 olmak Uzere &;;(z,t) = Ni;j(z,t) i Nij(z, it) sek-

2
lindedir.ve N(z,t) = N;j(z,t) matris fonksiyonunun N;;(z,t) elemanlar- her
Zh]

tutturulmus = 2 [0, 7] icin ¢ defiskenine gbre L,(0,n) uzay-na aittir.q(z) = 0 duru-

muna kars-l-k gelen &;(x, k), a(x), b(x) ve ®;;(z,t) fonksiyonlar- s-raswyla 2y, (z, k),

ao(z), bo(z) ve &;jo(z,t) olarak gosterilirse
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.z < d iken
Ro1(z, k) = jat sink(n jz)+al sink(z+mj2d) jaio(x) sin k(m i x)+az(x) cosk(m j x)
Ziz Ziz
i bio(x) sink(z+m j 2d)+boo(x) cosk(z+n j2d)+  Krwo(w,t)sinktdt+  Kizo(x,t) cosktdt

0 0
ve

Ros(z, k) = a* cosk(mjx)ijal cosk(z+m j2d)+aio(x)cosk(rm jx)+ax(z)sink(r jx)
Zx Ziz

i bio(z) cos k(z+7 j 2d) j boo(x) Sink(z+m j2d)+ Koo(x,t)sinktdt+  Koo(x,t)cos ktdt
0 0

elde edilir. Buradan,

21(x, k) = Zoa(z, k) + (aa(z) i aro(x))sink(m i ) + (a2(2) i azo(z)) COSK(m i z)

i (01(2) i bro(@))sink(z + 7 i 2d) + (b2(x) i bao(z)COSk(z + 7 i 2d)
Ziz Zz

+  (Fu(zr,t) i Fuo(x,t)sinktdt +  (F12(x,t) i Fio(w,t) cos ktdt
0 0

ve

3(w, k) = Ro3(w, k) + (a1(r) i azo(w)) cosk(m i z) + (az(x) i azo(x))sink(r i )

i (b1(2) i bro(x))cosk(z + 7 i 2d) i (b2(2) i bao(z)sink(z + 7 i 2d)
Ziw iz

+ (B21(z,t) i Koi0(x,t))sinktdt + (B2 (x,t) § Kopo(x,t))cos ktdt
0 0

seklinde gosterimler elde edilir.

f1 = (a1(@) i aro(@))sink(m i ) + (a2(x) i azo(x))COSK(m i )

i (01(2) 1 bio(2))sink(z + 7 § 2d) + (b2(z) i boo(z) COSk(z + 7 i 2d)
Ziz Zx
+ (Fu(z,t) i Bruo(z,t))sinktdt +  (812(z,t) § Froo(x,t)cos ktdt

0 0
ve

fo = (a1(z) i aro(x)) cosk(m i ) + (a2(z) i azo(x))siNk(r i x)

i (b1(2) 1 bro(x))cosk(z + 7 i 2d) i (b2(2) i bao(z)Sink(z + 7 § 2d)
Ziz Ziz

+  (8(x,t) i Fowo(w,t))sinktdt + (B2 (x,t) § Koo0(x,t))cos ktdt
0 0

olarak al-n-rsa
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al(xa k) = aOl(xa k) + fla

A3z, k) = Foz(z, k) + f2
seklinde olur. Bu esitlikler kullan-l-rsa
23(0,F) _ Z03(0,k) _ Foa(x, k) + f2 - Z03(0,F)
20,0 ' 20(0,k) T Pl k) it B00,k)
_ Fos3@, k) + f2)201(0, k) i Foalz, k) + f1)Z03(0, k)

(Fow(z, k) + 1)201(0, k)

Mo (k)

M(k) i Mo(k) =

_fz . h
Tek) ' ek

elde edilir. Burada k 2 Gj icin _kl_imleij'm’fj”jfi(k)j =0 ve j¢(k)j > Csel'™*kim oldugu
jki®

g6zoninde bulundurulursa,

lim sup jM (k) i Mo(k)j=0 (3.34)
ik ® L g2Gy

oldugu al-n-r.
Diger taraftan ¢(x, k,,)(¢o(z, k2)) ve &(z, k,,) (Bo(x, k°)) vektor fonksiyonlar- L(Lo)
probleminin 6zfonksiyonlar-d-r. O ylzden de Bn(ﬁg) sabitleri mevcuttur dyleki

Az, k) = 6,00z, k) (Fo(z, k2) = 200 (z, k9))esitligi saglan-r. O halde,

n

a3(oa kn) = Bn§03(oa kn)

oldugundan
B =230, k) = ——
n— 3\U;Rn)— ——F—7F<
@3(77-7]{:71)
1
B2 =253(0,k0) = ———
(0, k) ©03(, kn)

esitlikleri elde edilir.
o = C(kn)ps(m, kn)
a) = Co(kD)pos(m, k)
esitliklerinden yararlan-l-r, 23(0, k) ve &¢(k), £ = k, ’de analitik ve #3(0,%,) & O,

¢(k,) =0, ¢(k,) & 0 oldugundan M (k)ve My(k) ,k = k, de basit kutup noktas-na

sahiptir. Buradan
8

2 ResM(k) = 20k 1 =1
k=kn ¢(k’n) ¢(kn)§03(7‘-a kn) Qn
(3.35)
23000, kn) _ 1

= ResMo(k) = =
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elde edilir.

) = _Z M) § Moo

du, k 2 intj,, egrisel integrali ele al-nd-g-nda

kiup
lim sup jM(k‘) Mo(k)j = 0 oldugundan lim 7,,(x) =0 d-r.
k¥ L k2Gss n¥1
M(p)’ndn i, ’'deki ayk-ral-klar- ko, k1, ..., kn, .. .seklinde s-ralanm-g kutup yerleri
ve buralardaki rezidileri s-ras-yla i, i, e i, ... dir. j,, hic bir kutup yerinden
op o1 Qi
gecmeyen, Uzerinde jM ()] < M egitsizliginin gerceklendigi R, yar-capl- cember ve
M
n ¥ 1 iken R, ¥ 1A dur. k, M(u)'nin bir kutbu olmad-g-ndan F(Mk):’ w = knp,
i

n = 0,1,... ve k noktalar-nda kutup yerlerine sahiptir. Bu durumda (3.3.5) 'den de

faydalanl-rsa,

M(u) : M(u) 1
= | =
M M
Res( 1 (“) K= lim G i ) (’2 = M(k)
olur. Rezidu teoremine gore,
Z
1M =< 1
2 &dﬂ = M(k) + PR
7T’Lin kn2intin an( n 1 )
yazilr.
Benzer gekilde,
Z
17 Mo(p) < 1
— du = Mpy(k) + I
2mi ik M) PN ICETD)
In n n

elde edilir. Buna gore,

MG i MoG) , _ _ . <
% Tdﬂ - IM(k‘)+M0(k‘) i m+ m
in s kn2intin nitn 1 k9 2int i, n\vp 1
olur.O halde
Li(z) = i M(k) + Mo(k) > T, X 1
kn2intin an(kn i ) k9 2int in anlkn i k)

olduigu elde edilir. Buradandan ¥ 71 iken limite gecildiginde; Ii'mlln(x) = 0 olduggun-
dan, q

B xH oy i 1
M(k) = Mo(k) + an(k i kn) " 0Ok i £9)

(3.3.6)
n=0
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elde edilir.

Mittag-Leffler a¢-l-m-na gore,

K T
1 X1 P 1
o) = Top 0 Fik R

0 n=1 n

olur. M (k) ve My(k) esitlikleri kullan-l-rsa,

R I T A g B —
agk =1 O kik) k) =0 an(k i kn) ~ ok i kD)
_ 1, 1 1 +>"<“ S S ) 0
ofk " aolk i ko) ' ok _ oSk kD) @Ok T an(k i kn) ' aQ(k i kD)
olur. Buradan
1 xH oy p 0
MO =it © a0 " i k)

n=1 n-n

esitligi elde edilir.
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3.4. Ters Problemler

Bu boélimde L probleminin belirlenmesi i¢in Weyl fonksiyonuna ve diskret spektral
verilere gore ters problemin ¢ozima verilmigtir.
L problemi ile beraber, g(z) potansiyele sahip L problemi ele al-ns-n ve herhangi o

sembolll L problemine ait ise & semboliiniin de T problemine ait oldugu kabul edilsin.

Teorem 3.4.1: Eger M(k) = N (k) ise L = L d-r. Dolay-s-yla Weyl fonksiyonu L
s-n-r deger problemini tek olarak belirtmektedir.
Ispat: P(z,k) = [Pjx(x, k)]j,k=l,2 matrisini alal-m.
@) 1 O 1

© ©
P@F TtAa-@ *tA
ez © vz ©

esitligi ile verilen
O 1 O 1

©
2=@ 1A g=@ 'A
P3 ©2
¢ozumlerinin Wronsky determinant- igin

n ()
W o(z,k),O(x, k) ~ @o(x,k)O3(x, k) i ¢3(z, k)O1(z, k) =1

oldugu gozoéniinde bulundurulursa,

0] 10 1 O 1
@ Pll(wa k) P12($ak) A@ ®1 ©l A — @ ¥1 ©1 A
Po(x, k)  Poo(x, k) p3 ©; vz ©
0 1
© i©
esitliginin her iki taraf-n- soldan @ 2 A matrisi ile garparsak,
iPs @1
0] 10 10 1
@ Pll(.’IZ, k‘) Plz(.’IZ, k‘) A@ @1 ©1 A@ ©2 i ©1 A —
Poi(z, k) Poo(x, k) P © iPs P1
0] 10 1
— @ QOJ_ ©l A@ ©2 i©l A
vz © iPs @1

olur. Buradan,
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O 1 O 1
@ Pu(z, k) Pro(x, k) A—@ ?102 i O3 i 91O+ Oy

Poi(z, k) Po(x, k) 0302 i ©203 301 + Orpy

elde edilir. Boylece,

8
§ Pll(xa k) = (Pl(ma k)@g(.%’, k) i ©1($, ]{3)@3(1’, k)
Prao(z, k) = i1z, k)Ou(z, k) + Ou(z, k)1 (2, k)

(3.4.1)
Pyi(x, k) = p3(x, k)Os3(x, k) i O3(z, k)es(x, k
- Pzz(xa k) =1 903('%" k)@l(.%’, k) + ©3($, k)@l(ma k
8
§ ¢1(z, k) = Pu(z, k)py (2, k) + Pro(z, k)ps(z, k)
©3(x, k) = Por(x, k)py (2, k) + Poz(x, k)p3(x, k)
(3.4.2)
§ ©1(x, k) = Pua(z, k)Os(z, k) + Pia(z, k)Os(x, k)

= ©3(z, k) = Pou(x, k)O1(x, k) + Pao(x, k)Os(x, k)

oldugu al-n-r. (3.4.1) ve ©(z, k) = aq(:”&’;) ifadelerinden yararlan-l-rsa,
©u(z, k) = aip(?;;)k)’ ©s(z, k) = az:(é’)k)
Ou(z,k) = aip(?;;)k)’ ©s(z, k) = az:(é’)k)
yaz-l-r. Buradan,
Pu(e.b) = g5 e ) =4 7ol b = |
=1+ 0 hwl(wak)3a3(w,k) i Z3(z, k) i Pz, k) (ps(z, k) i wg(w,k))l
Pra(z, k) = 0 ) i p1(@, k)P1(z, k) + 24(z, K)pa (2, /f),
Poi(z, k) = 0 3@3($,k)a3(w,k) i az(w,k)@g(w,k)l
P (z, k) = 0 ) i p3(@, k)P1(z, k) + Z3(z, K)pa (2, /f), =
=1+ 0 haz(w, k)1, k) i p1(z, k) i e3(z, k) (F1(z, k) i al(w,k))l

esitlikleri elde edilir.
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¢1(x, k) = o1 (@, k) + (a1(x) i ato(x))sinkz + (az2(x) i azo(x)) COSkx

+ (b1(z) i bro(x))sink(2d i =) + (b2(z) i bao(x))cOsk(2d i z)
Zx 7z

+  (Bu(z,t) i Buo(z, t))sinktdt + (Ki2(x, t) & 120(x, 1)) cOS ktdt
0 0

p3(x, k) = woz(, k) + (a1(z) i aro(w))coskz i (az(z) i azo(x))sinkz

i (01(x) i bro(x))cosk(2d i x) + (b2(x) T bao(2))siNk(2d i x)
Zx 7z

+  (Bau(z,t) i Kao(z,t))sinktdt +  (K2a(w,t) i Kazo(z,t))cosktdt
0 0

ve
21(x, k) = Zoa(z, k) + (aa(z) i aro(x))sink(m i ) + (a2(2) i azo(z)) COSk(m i z)

i (b1(2) i bro(@))sink(z+ 7 j 2d) + (ba(x) § bao(x)cOSk(x + 7 § 2d)
+ ZiJC(ﬁll(gc,t) i F110(z,t))sin k:tdt+zx(ﬁ12(m,t) i F1o0(z,t)cosktdt
az?ﬂc,k) = Zo3(w, k) + (a1(2) i alo(w))iosk(ﬂ i ©) + (a2(2) i azo(x))sink(r i )
i (01(2) i bro(x))cosk(z + 7 j 2d) i (b2(2) i bao(z)sinNk(z + 7 j 2d)
+ ZIJC(J%l(gc,t) i ®210(z,t))sinktdt + ZIJC(ﬁzz(gc,t) i §220(z,t))cosktd
0 0

esitlikleri ve j& (k)j > Csel'™H7™ olmas- dikkate al-narak, Lebesgue lemmas-ndan,

8
% Jim max jPu(z,k) i 1j = lim max jPe(z, k) i 1) =

k2Gs k2Gs (3.4.3)

Z = lim max iPo(e, k)i = lim max P, b =0

k2G5 k2G5

yaz-l-r. (3.3.1) ve (3.4.1) den,

Pll(xa k) = (Pl(xa k)CZ(.%', k) i Cl(ma ]{3)@3(%’, k) + (M(k) i M(k))(ﬁl(.%', ]{3)@3(1’, k)a
PlZ(ma k) = Cl(ma k)(pl(xa k) i (pl(xa k)cl(ma k) + (M(k) i M(k))(ﬁl(?[}, k)(pl(xa k)a

Poy(x, k) = @3(, K)Co(z, k) i Co(x, k)pa(x, k) + (M (F) i M(K))ps(z, K)ps(z, k),

Poa(x, k) = Colx, k) (2, k) i Ci(x, k)pa(x, k) + (M(F) i M (k) ps(z, k)ps(z, k)
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esitlikleri elde edilir.

Boylece egger M (k) = N (k) ise, her fikse edilmig = i¢in Pj;(x, k) fonksiyonlar- k ’ya
gore tamd-rlar.

Ayr-ca (3.4.3) 'den yararlan-l-rsa,
P]_]_(.’L',k) - 1,P12(.’L',k’) - Oa P22(.’L',k’) - 17 le(.’L',k') -0

oldugu ¢-kar. Bunlar (3.4.2) esitliklerinde gézoniinde bulundurulursa, her = ve her k
icin,
(Pl(.’L',k’) - @1('%'7]{:)7 903('%"]{:) - @3('%"]{3)7 ©l($ak) - ©l($ak)a ©3({L’,k‘) - ©3($ak)

esitlikleri elde edilir. Dolay-s-yla L = L dr.

Teorem 3.4.2: Eger her n 2 Z i¢in k, = 8,, o, = «, ise 0 halde L = L d-r.
Dolay-s-yla discrete spektral veriler, L problemini tek olarak belirtmektedir.

Ispat:

91 T
1 XFE o 1
M= —— + +

X )
W) = ! ! !

= - 4+ +
eo®i%) .., a’® a,(Rik)

n

ve her n 2 Z igin k, = 8, a,, = a,, oldugundan,
M(k) = M (k)
olur.
O halde M (k) = M (k) olur ki Teorem 3.4.1den L = L d-r.

Teorem 3.4.3: Eer her n 2 Z i¢in k, = €, u,, = n,, ise L = L dr, yani fk,g ve
T1,,9 dizileri L problemini tek olarak belirtir.
Ispat: ¢ (k) ve €(k) fonksiyonlar-n-n dzelliklerinden,

kYL ¢ (k)
dan analitik fonksiyonlar-n tekligi teoreminden ¢ (k) = & (k) oldugu ¢-kar.

= 1 oldugu ag-kt-r. k, = £, ve ¢(k) ile €(k) fonksiyonlar- analitik oldugun-

A(x, k) = B, ¢(z, k) oldugundan
a(xa %n) = an(w, %n) = Bn@(% kn) ve
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B(z,8,) = &(z, k,) = B,@(z, ky)esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerinden yararlan-l-rsa,
B, = B, olur. Ayrca ¢(k) ~ &(k) oldugundan &¢(k) ~ &(k) olur. Dolay-svyla
oy = C(kp)pa(m, kn) = d:(kn).i oldugundan o, = &, elde edilir

B,
O halde Teorem 3.4.2 den L = L olur.
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