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OZET

UZAY-ZAMANLARIN MADDE VE EGRILIK SIMETRILERI
ARASINDAKI ILISKILER

Necdet YUCEL
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Fizik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman: Prof.Dr. Ugur CAMCI
07.08.2009, 74 sayfa

Bu ¢alismanin birinci bdliimiinde tezin amacinin anlatildig1 bir giris yapilmus; ikinci
boliimde ise temel tammlar verilmistir. Uciincii boliimde madde ve egrilik simetrisi
kavramlar1 anlatilmigtir. Dordiincli ve besinci boliimde ise sirastyla Statik Silindirik
Simetrik Uzay-Zamanin ve Bianchi Tip I, I, III, V ve VI, VIII ve IX, IV Uzay-Zamanlarin
egrilik simetrileri hesaplanmis ve simetri kosulunu saglayan vektdr alanlarinin madde

simetrisi olma kosullar1 belirlenmistir.

Anahtar sozciikler: Madde simetrisi, egrilik simetrisi, Statik silindirik simetrik uzay-

zaman, Bianchi tip uzay-zamanlar
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ABSTRACT

RELATIONS BETWEEN MATTER AND CURVATURE SYMMETRIES OF
SPACETIMES

Necdet YUCEL
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Physics Thesis of Doctor of Philosophy
Advisor: Prof.Dr. Ugur CAMCI
07.08.2009, 74 pages

In the first chapter of this study, a brief introduction in which aim of the thesis is
explained has been begun and in the second chapter, the fundamental definitions have been
given. In the third chapter, matter and curvature collination concepts have been explained.
In the fourth and fifth chapters, curvature collineations of static spherically symmetric
space-times and Bianchi type II, I, III, V and VI, VIII and IX, IV space-times determined.
After that, using vector fields that satisfies curvature collineation equations in the matter

collineation equations some constraint equations have been obtained.

Keywords: Matter Collineations, Curvature Collineations, Static Spherically Symmetric

Space-times, Bianchi type space-times
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BOLUM 1 — GIRIS Necdet YUCEL

BOLUM 1
GIRIS

Einstein alan denklemlerinin (EFE) gesitli simetrileri tizerinde ¢okga calisilan 6nemli

konulardandir. Bu simetriler
Gab :Rab_%Rgab :KTab (11)

ile verilen EFE’lerin ¢6zlimlerinden ortaya ¢ikmaktadir. Burada G,, Einstein tensoriiniin,
R, Ricci tensoriiniin ve T, Enerji-momentum tensoriiniin bilesenlerini gosterirken R

Ricci sabitini, x ise gravistasyonel sabiti gostermektedir. Bir uzay-zamanin geometrisi

g,, metrik tensorii ile belirlenir. Sadece metrik tensdre ve onun tiirevlerine bagli olan

R%c Riemann egrilik tensoriiniin simetrilerinin ¢aligilmas1 ile 6nemli sonuglara

ulasilabilir. g, metrik tensoriiniin invaryant kaldigir simetri Killing denklemiyle ifade

edilmekte ve R%c Riemann tensorinii degistirmeyen Lie donisimiine “Egrilik
Kollinasyon™ simetrisi denilmektedir.

Madde simetrileri, uzay-zamanin simetrilerine farkli bir bakis agis1 getirirler ve daha
fazla fiziksel tabana sahiptirler. Verilen bir madde dagilimi i¢in Einstein Alan
Denklemlerini saglayan bir gravitasyonel potansiyel (metrik) bulmak, relativite
teorisindeki tiim arastirmalarda asil amagctir. Bu, secilen madde dagiliminin dinamigi ile

uyumlu geometri lizerine simetriler yiiklenerek elde edilebilir. T, enerji-momentum

tensorliniin Madde Kollinasyonu denilen (ve madde tensoriinli invaryant birakan ydnleri
veren) simetrileri, uzay-zamanlarin belirli bolgelerinde olusan fiziksel alanlarin metrigin
simetrilerini nasil yansittigini bilmemize imkan saglar.

Ele almman geometriyi ifade eden uzay-zaman metrigi egrilik simetrilerine izin
veriyorsa bunlarin bulunmasi, siniflandirilmast ve elde edilen vektor uzaylarinin ayni
zamanda madde simetrisi olmasi i¢in gerekli kisitlama denklemlerinin belirlenip ¢oziilerek
Egrilik Kollinasyonu ile Madde Kollinasyonu arasindaki iliskinin tespit edilip

siniflandirilmasi tezdeki temel amag olacaktir.



BOLUM 2 — ONCEKI CALISMALAR Necdet YUCEL

BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

2.1. Lie Cebri ve Lie Tiirevi

E(M), M manifoldu tizerindeki tiim diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi ve
@ (M), M manifoldu iizerindeki tiim diferansiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. Bu
kiime, toplama ve skaler ile ¢carpma iglemleri altinda bir reel vektor uzayidir. Eger X, Y €
Z(M) ise [X ,Y] Lie bracketi (parantezi veya komiitatorii)

[X,Y] f=X(Yf)-Y(Xf), Vied M), 2.1)
seklinde tanimlanmaktadir. [ , ] Lie parantezinin, X ve Y vektor alanlarina uyguladigi
isleme Lie ¢carpim denilmektedir. Ayrica; Lie parantezi V X, Y , Z € E(M) i¢in

[X,Y]=-[¥,X], (2.2)

[X.y]lz]+[[v.z] x]+[[z,x]Y] =0, (Jacobi 6zdesligi) (2.3)
bagintilarin1 saglamaktadir. (2.1) Lie carpimi islemine gore, (2.2) ve (2.3) 6zelliklerini
saglayan (E(M), [, ]) ciftine Lie Cebri denir.

M manifoldu iizerinde bir X vektor alani, M nin her p noktasmna bir X o vektori

atanmastyla elde edilir. Eger f , M de bir diferensiyellenebilir fonksiyon ise X f, M
iizerinde ( X f)(p) = X of seklinde taniml bir fonksiyondur.

Eger X f, her f diferensiyellenebilir fonksiyonu igin tiirevlenebilir ise X vektor

alanina diferensiyellenebilir denir. Bir X vektor alani,
o
X=&— 2.4
& (2.4)

seklinde ifade edilebilir. Burada; (&' ) = (&' « » &") n-lisine, (x}) = (X', ... , x") lokal
koordinat sistemine gore X €T,(M) vektor alaninin bilesenleri denir.
Bir vektoriin kontravaryant ve kovaryant bilesenlerinin kovaryant tiirevleri sirasiyla

asagidaki gibi tanimhidir:

Uy =U% +T%U° (2.5)
U., =U,, —TaU, (2.6)
Burada
a 1 al
[he :Eg d(gbd,c+gcd,b_gbc,d) (2.7)
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Christoffel sembolii ve g, metrik tensor (ikinci ranktan ve simetrik bir tensordiir) olup

ab

g”® metrik tensoriin tersini gostermektedir. Metrik tensor ve tersi arasinda asagidaki
bagint1 vardir:
0.,9" =3, (2.8)
Ucgiincii ranktan bir tensoriin kovaryant tiirevi
U %bc:d =U %bca +T%amU "be =T "baU *me =T "calU “om (2.9)

seklinde verilmektedir. Benzer sekilde bu tanim n. ranktan bir tensore genisletilebilir.
Lokal bir geodezik sistemde, verilen bir noktada biitlin Christoffel sembollerinin
sifirlandig1 (fakat tiirevlerinin sifir olmadigl) bir koordinat sistemi se¢mek her zaman
miimkiindiir. Bu sistemde, kovaryant ve kismi tiirevler ¢akisir.

Bir M manifoldu tizerindeki X vektor alani, her pe M noktasi igin y(0)= p olacak
sekilde yalniz bir tane y,(7) egrisi belirler ve X, bu egriye teget vektordir. y,(z) egrisi
boyunca (Y',.,y") yerel koordinatlari, y'(0)=x'(p) baslangic degerleri ile

dy’
dr

=x' (yi (7)yeees y”(z')) adi diferansiyel denklem sisteminin ¢ozlimleridir. Yeni bir tlirev

ortaya koymak i¢in p noktasindan gegen y,(z) egrisi boyunca q=y,(r) gorinti
noktasina dogru x' koordinatli her bir p noktasini tastyan (draggig) ¢. gonderimi dikkate
alinmalidir. 7 parametresinin yeterince kiigiik degerleri i¢in ¢ gdnderimi birebirdir ve bu

herhangi bir T tensoriiniin ¢ T génderimini igerir. T tensoriiniin X vektdr alania gore Lie

tiirevi su sekilde tanimlidir:

£,T pim 2T (2.10)

70 T

T ve ¢.T tensorleri ayni tiptendirler ve her ikisi de ayni p noktasinda hesaplanirlar. Eger T
ve ¢ T tensorleri ¢akisirsa bunlarin Lie tiirevleri sifirlanmaktadir. Bunun anlami; T ve

#.T tensérlerinin, X vektdr alanlarinin integral egrileri boyunca Lie taginin altinda ayni

kalmasidir. Bununla birlikte, T tensoriin (%) koordinat bazina gore bilesenleri integral
X

egriler boyunca degisebilir.



BOLUM 2 — ONCEKI CALISMALAR Necdet YUCEL

Ayrica; cf yoniinde Lie tiirevini, £ : lineer operatorii da olarak tanimlayabiliriz. Bu
operator, Leibnitz kuralina gore islem yapar; bir skaler iizerine etkidiginde P seklini alir,
T

yani f bir skaler fonksiyon olmak iizere & yéniinde f fonksiyonunun Lie tiirevi
£, 1=D,f (2.11)
olur. Normal tiirev, egriye teget boyunca tlirevdir ve

D.=—=¢ (2.12)

seklinde tanimhidir. U, kovaryant vektoriiniin Lie tiirevi asagidaki gibi tanimlidir:
£:U,=U,,¢"+U &% (2.13)
Benzer olarak kontravaryant bir vektoriin Lie tlirevini
£:U%=U%E" -U"E% (2.14)
seklinde tanimlariz. U, kovaryant ikinci ranktan tensoriiniin gg yoniindeki Lie tiirevi

ifadesi

£g'Uab =Uab,c9(ZC +chfc’a +Uaccfc~b (215)

seklindedir. Genel olarak herhangi bir g? vektor alani boyunca bir U*€4. ¢ kanisik
tensOriiniin Lie tiirevini su sekilde yazabiliriz:

£5U B =8P U p —UP s 8% — U Py s &

U P 4.+ U % P (2.16)

Burada U ®4._ ¢ tensori (p,q) tipinden olup p, kontravaryant indis sayisini ve ¢, kovaryant

indis sayisin1 gostermektedir.

2.2. Bianchi Simiflamasi

Ug-boyutlu Lie cebirleri dokuz Bianchi tipine siniflanmustir (Ellis ve MacCallum,
1969). Bir Lie grubunun cebirsel yapisi, Lie cebrinin bazi { Xa|a =1..,r} almp X, nin
biitiin komiitatorleri olusturularak bu Lie cebri ile aciklanabilir. a = 1,..r olup r, G ile
gosterilen Lie grubunun boyutudur. Lie cebri kapali (yani [Xa, Xb] komiitatorii Lie cebri

icinde tanimli) oldugundan

[X,. X, ]= X, X, =X, X, =C%»X, (2.17)
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elde edilmelidir. Burada C%u ifadelerine Lie cebrinin yapi sabitleri denir. (2.3) Jacobi
0zdesligi yapi sabitleri cinsinden yazildiginda

C®bC% +C%%:C% +C%C% =0 < CaC%pe =0 (2.18)
elde edilir. Yap1 sabitleri kovaryant (a ve b) indislerine gore antisimetriktirler:

C =—C%a (2.19)

Bir Lie cebri, Ca ile donatilms bir reel vektor uzay: olarak diisiiniilebilir. Eger Lie
cebrinin boyutu ii¢ (r =3) ise; C%» yap1 sabitleri, 6zel olarak, uygun bir ayristirmaya
(dekompozisyona) izin verir. Bu durumda; C%a nin antisimetri 6zelligi kullanilarak
asagidaki ayristirma yapilabilir:

C%i =S%¢, +0%a, —d'a, (2.20)

ief

Burada; S® simetrik tensor, €, tam antisimetrik tensor ve 2a; =C% dir. Bu

ief
yiizden; C%» min dokuz bileseninin igerigi, S® nin alt1 bileseni ve a, nin ¢ bilesenti ile
temsil edilmistir. Son olarak; ancak ve ancak a,, S® *ye dik yani

S"a;, =0 (2.21)

ise Jacobi 6zdesligi saglanir. Eger a, sifirlanirsa, Lie cebri A Sinifidir. Bu durumda (2.21)

denkleminin saglandigi asikardir ve Lie cebri, tam olarak, S tensoriiniin isareti ile

karakterize edilir. Eger a, sifir degilse, Lie cebri B Siifidir. Ug-boyutlu uzayda, dokuz

tane esdeger olmayan farkli Bianchi tiplerini veren cebirsel siniflama asagidaki gibidir :

Bianchi I : [XiXj]=0, L,j=1,2,3

Bianchi II : [X;,X2] =0,  [X2.X3] =X, [X3,X1]=0,

Bianchi III : [X;,X;] =0, [X2,X3] =0, [X3,X1] = -X1,

Bianchi IV : [X,X;] =0, [X2,X3] = X1+Xa, [X3,X1] = -X1,

Bianchi V : [X,X2] =0,  [X2,X3]=Xa, [X3,X1] = -X1, (2.22)
Bianchi VI : [X;,X2]=0,  [X2,X3] =qXa, [X3,Xi]=-X1, (4#0,1)
Bianchi VII: [X1,X] =0,  [X2,X3] = -Xi+GXa, [X3.X1]=-X1, ¢° <0

Bianchi VIII: [X;,X2] =X, [X2,X3]=Xs, [X3,X1] = -2X,

Bianchi IX : [X;,X2] = X3,  [X2.X3] = X1, [X3,.X1] = Xa.

Bianchi tiplerine ait KV alanlar ise

Bianchi I @ X, =0,, X, =0,, X3 =0,

y’

Bianchi I : X, =0,, X, =0,, X =0,+10,

M y
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Bianchi Il : X, =0,, X, =0,, X =0, +(X—A2)d, +(z - AX)d,

Bianchi IV : X, =0,, X, =0,, X3, =0, -120, - (2+X)0,
BianchiV : X =0,, X, =0,, X35, =0,-120,-X0, (2.23)
Bianchi VI : X, =0,, X, =0,, X3 =0, +(X— Az)0, +(z— AX)d,

Bianchi VII: X, =0,, X, =0,, X, =0, +(X—A2)d, —(z+ AX)2,

Bianchi VIII: )Z(l) =0,, )2(2) =sechzcosh x0, +sinh X0, —tanh zcosh xo, ,

3y =sechzsinh x0, +cosh X0, —tanh zsinh X0,

Bianchi IX : X, =0,, X, =seczcosXd, +sin X0, —tan zZcos X0, ,

X —seczsin X0, +cos X0, +tan Zsin X0,

Ok
ile verilirler (Ryan ve Shepley, 1975).

2.3. Petrov Siniflamasi

Petrov smiflamasi Weyl tensoriiniin  cebirsel simetrilerini tanimlayan bir
siniflandirmadir. Smiflandirma ilk olarak birbirinden bagimsiz olarak Oetrov (1954) ve
Pirani (1957) tarafindan yapilmistir.

Weyl Konformal tensérii R, egrilik tonsorii ve R, kullanilarak asagidaki gibi

yazilabilir:

Caped = Rabes _%(gacRbd + 059 Rac = Gag Roc = 95 Rag) +%(gacRbd — GasRic) (2.24)

Weyl tensorii asagidaki simetrilere sahiptir:

Caved = ~Chaca = ~Cavie = Coaan» Cappea =05 Chaa =0 (2.25)
ve izsiz olma 6zeligine sahiptir. Dolayistyla 10 bagimsiz bileseni vardir. C,, , tensorii de
izsiz oldugundan v, (i =0,1,2,3,4) katsayilar1 cinsinden agilabilir:

%C*bcd =W UpUe + 9 (U Weg +WooU )+, (VU g +U Vg + W Wey) (2.26)
5 (VapWog +WopVea ) + 1V epVeg

v, (1=0,1,2,3,4) katsayilarinin fiziksel anlamlar1 Kramer ve Ark. (1980) tarafindan, v, I-

yoniindeki enine dalga bileseni, y, |-yoniindeki boyuna dalga bileseni, y, K-yoniindeki

Coulomb bileseni, y, k-yoniindeki boyuna dalga bileseni ve y, k-yoniindeki enine dalga

bileseni olarak verilmistir.
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v, katsayillarmm C,, ve R, cinsinden degerleri asagidaki gibidir (Allen ve
Ark.):
¥,=Cuu =Ry,

1
W, =Cly = E(R1434 - R1421)

1 1
Y, = 5(C3434 + C1234 ) = 5(R1434 + R1214) (2.27)

1

Wy =Cypy = 5(R3234 + R1232)

W, =Ch =Ry
Bu y,,v,,v,.w; ve w, katsayillarmma gore Petrov tipinin tespiti d’Inverno ve

Russell-Clark (1971) tarafindan

Ve Vs Y,

| =yop, 4y, +3y;, J=lvs v, v (2.28)
Y, ¥ ¥,

K=y =3y, +2y;, L=y, —ys, N =121 -yl

olmak iizere asagidaki gibi verilmistir:
Tip 0: Weyl tensorii 6zdes olarak sifirdir.
TipL: 1° #2737
TipII: 1° =27J%, 1 =J =0 degil ve K =N =0 degil
TipIIL: 1° =273, 1=J=0 ve K=L=0 degil
TipD: 1°’=273%, 1= =0 degil ve K=N =0
TipN: 1°’=271°,1=J=0ve K=L=0

2.4. Metrik Simetriler

(M,g) Riemanian manifoldu tizerinde; y skaler fonksiyon ve £, X vektor alani

yoniinde Lie tiirev operatorii olmak iizere, O ve K
£.Q=2pQ+K (2.29)

simetri kosulunu saglayan ve ayni tipten olmasi zorunlu olmayan geometrik/fiziksel

nesneler olsun. Burada X =&° Gia simetriyi doguran vektor alanidir. En 6nemli ve yaygin
X
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simetriler QO nin Riemann geometrisi ve Einstein Teorisinde ortaya ¢ikan temel tensor
alanlarindan birisi oldugu durumdaki simetrilerdir.

Uzay-zaman koordinatlarinda Einstein alan denklemleri, 10 tane ikinci mertebeden
lineer olmayan kismi diferansiyel denklemden olustuklari i¢in onlarin kesin ¢éziimlerini
elde etmek oldukca zordur. Bununla birlikte, eger metrik tensoriin baz1 geometrik simetri

ozelliklerine sahip oldugu kabul edilirse bu problem bir dereceye kadar kolaylastirilabilir.

Eger (2.27) denkleminde Q =y ve K= 0 ise X konformal killing vektor alamdir.

Konformal Hareketler (Conf M), gap metrik tensor bilesenleri cinsinden
EiGuw =2¢ Qay (2.30)
veya

£.9® ==2pg® (2.31)

X

denklemiyle ifade edilir (Katzin ve ark.,1969). Eger, v, #0 ise X vektor alanmna,
proper konformal Killing vektor (CKV) alam; y.,, =0 ve v, #0 ise 6zel konformal

killing vektor (SCKV) alani denir. Proper CKV ve SCKV alanlari, matematiksel fizik ve

kozmolojide bir ¢cok uygulamaya sahip olduklari i¢in fiziksel acidan 6nemlidirler. Eger
¥, =0 (yani y =sabit) ve y = 0 ise X, sirastyla, homotetik vektor (HV) alam ve

Killing vektor (KV) alam adini1 almaktadir. Metrik tensorii invaryant birakan simetrilere
hareketler (motions) veya izometriler de denilmektedir. Izometri, bir vektdriin
uzunlugunu korudugu i¢in kati (rigid) hareket olarak da adlandirilabilir.

Eger uzay-zaman metrigi bazi simetrileri kabul ediyorsa yani Killing denklemlerinin
bir ¢oziimii varsa, uzay-zaman bir hareket simetrisine ya da izometriye sahiptir denir.
Einstein alan denklemlerinin, farkli simetri yapilarina sahip bir ¢ok ¢dziimii mevcuttur
(Petrov, 1969). Ayrica bu ¢oziimler, 6zelliklerine ve onlarin izin verdigi hareket gruplarina

gore siiflandirilmislardir (Kramer ve ark., 1980).

2.5. Kollinasyon Simetrileri

Riemann geometrisinde; uzay-zaman metriginden sonra Iy, Rap ve R%ha gibi tensor
bilesenlerinin cebirsel oOzellikleri, uzay-zamanin geometrik yapisinin anlagilmasinda
onemli rol oynayan diger adaylardir.

£; Lie tiirev operatorii Christoffel semboliine uygulanirsa

a 1 al
£ Lo =5 g% [(£)‘(gbd )e H(EgGea)p —(EgGpe) g ] (2.32)
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bulunur. (2.29), (2.31) de kullanildiginda ise
il =0p W+ 00V =G (2.33)
denklemi elde edilir. (2.33) denklemini saglayan bir X vektdr alani varsa; uzay-zaman, bir

konformal kollinasyona (Conf C) izin veriyor denir (Duggal ve Sharma, 1986). Riemann
egrilik tensoriiniin (3.3) ile verilen bilesenlerinden

£ R = (BT ), - (BT ), (2.34)
olur (Yano, 1955). Boylece; (2.32), (2.34) de kullanilarak

£.R%ca = 25[31//%‘0] + 20 "] (2.35)
elde edilir. (2.35) nin a ve ¢ indislerine gore kontraksiyonu alindiginda ise

EgRap =200 — Q¥ (2.36)

olur; burada Oy = g"’lbz//;ab dir. R egrilik skalerine £; Lie tlirev operatorii uygulanir ve

(2.30) ve (2.36) kullanilirsa
£.R=-2yR-60y (2.37)

bulunur. Sonug olarak, G, Einstein tensoriiniin X vektor alant yoniindeki Lie tlirevi

£Gap =20 +20,, 0y (2.38)
dir. Eger w, =0 veya w =0 ise (2.33) denklemini saglayan X vektor alanma Affin
kollinasyon (AC) denir. Eger v, =0 veya y,=0 veya w=0 ise (2.35) ve (2.36)

denklemlerini saglayan X vektor alanmna, sirastyla, egrilik kollinasyon (CC) ve Ricci
kollinasyon (RC) adi verilir. Yukarida bahsedilen kollinasyon simetrileri ve bunlar
arasindaki cebirsel 6zellikler ilk defa Katzin ve ark. (1969) tarafindan ayrintili bir sekilde
calisilmis ve bir diyagram halinde gosterilmistir. Daha sonralar1 bu diyagramda bazi

diizeltmeler yapilmis ve yeni simetriler eklenerek diyagram genisletilmistir.
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BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

3.1. Madde Simetrileri

M manifoldu tlizerindeki bir cf vektor alani, eger

£:T,=0 (©£§Gab=O) (3.1)
kosulunu sagliyor ise madde kollinasyonu (MC) adim1 alir. Bu kosul, 7, enerji-
momentum tensoriiniin bir gg vektor alan1 boyunca invaryant kalmasini ifade ettigi icin
fiziksel ac¢idan madde kolinasyonlarinin calisilmast istenilen bir durumdur. Bununla
birlikte;

£.7°=0 (3.2)
veya

£, T =0 (3.3)
kosulunu saglayan 3 vektor alanlan tarafindan dogurulan simetrilerin, (3.1) denklemiyle

taniml1 olan MC simetrisiyle ayn1 anlama gelip gelmedigi problemi vardir. MC igin verilen
(3.1) kosulu, genel olarak (3.2) veya (3.3) alternatif kosullariyla esdeger degildir (Carot ve
ark., 1994; Hall ve ark., 1996).

Einstein alan denklemlerinin bir konformal g vektor alan1 boyunca Lie tilirevi alirsa

£:1T,=2g,0y-2v, (3.4)
elde edilir. Boylece; (3.4) denklemini saglayan g vektor alaninin MC olmasi i¢in

Vi = 8au UV (3.5)
gerek ve yeter sart1 ortaya ¢ikar. Sonug olarak;

Ve =0,= 5, SCKYV alani

v,=0,= f,HValam
ve

v=0,= E,KValam

durumlarinda (3.1) denklemi saglanir. Yani bu durumlarda 3, bir MC vektor alani olur

(Maartens ve ark., 1986; Mason ve Maartens, 1987; Coley ve Tupper, 1989; Tariq ve
Tupper, 1992).

10
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3.2. Egrilik Simetrileri

Bir uzay-zamanmm R,, Rieman egrilik tensor bilesenleri asagidaki gibi

tanimlanmaktadir:
ijc = 1—‘jc,b - 1—‘:b,c + 1—‘eczl—‘aec - Fe‘iraeh (36)

w e E_ ra 0 .. - e
Bu tensoriin & =¢& (xb )8_" vektor alam1 yoniinde R ’nin Lie tlirevi alinir ve
X

sifira esitlenirse

£§Rabcd =0 (3.7
CC denklemleri elde edilir. Bu denklemi daha acik sekilde kismi tlirevli haliyle soyle
yazabiliriz;

Rca:e& + Recaly + Rbea &, + Rbcelyy — Rbcaly =0 (3.8)

Bu denklemi saglayan & vektor alammna Egrilik simetrisi (CC) adi verilir. Bu
denklem sistemi 4 boyutlu uzayda 256 tane denklemden olusmaktadir. Bu denklemlerden
96 tanesi 0zdeslik olarak ortaya ¢ikmaktadir. Riemann tensoriiniin simetrilerinden 64
denklem de ¢ikarildiginda geriye en genel durumda 96 denklem kalmaktadir.

Uzerinde calisilan her uzay-zaman i¢in R“s. ’ler kullanilarak tamamen kovaryant
R,., tensori de hesaplanmaktadir. Bu durumda ab=A4 ve cd=B ifadeleri
kullanildiginda tamamen kovaryant tensor R, seklini alir. ab ve cd indisleri, simetriden
dolay1 sadece {01,02,03,12,13,23} degerlerini alabilirler. Boylece R, tensorii 6x6 tipinde
simetrik bir matris olarak degerlendirilebilir. Hall ve Costa’nin asagidaki teoremi (Hall ve
Costa, 1991a ve 1991b) proper CC’lerin var olup olmadiginin tespitinde kullanilmigtir.

Teorem 1: 6x6 simetrik Riemann egrilik matrisinin ranki 3 (ii¢)’den biiylik iken
proper (6z) CC ‘ler mevcut degildir.

Bu teorem kullanildiginda; (3.7) denklem sistemini olusturan, en ¢ok 96 adet
olabilen, denklem sisteminin ¢oziilmesi yerine sadece rankin ii¢ ve daha diisiik oldugu alt
durumlardaki denklem sistemlerinin ¢oziilmesi yeterli olmaktadir.

6x6 tipindeki bir matrisin rankinin 1 olabilecegi alti, 2 olabilecegi onbes ve 3

olabilecegi yirmi olmak tizere toplam kurk bir tarkli durum olabilir.

11
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3.3. Baz1 Onemli Calismalar

(3.2) ile verilen £,7,=0 MC denkleminin koordinat gosteriminde yazilisi
asagidaki gibidir :
T, +TE»+T,=0 (3.9)

Bu denklemin, dikkate alinan bir uzay-zaman igin ¢6ziilmesi (yani MC vektor alanlarinin
elde edilmesi) ve ¢oziimlerin siniflanmast problemi iizerine bir¢ok calisma yapilmistir.
Bazi statik kiiresel simetrik uzay-zamanlarin MC vektor alanlar1 Sharif (2001) tarafindan
arastirilmistir.  Friedmann-Robertson-Walker metriginin MC vektor alanlart Camci ve
Barnes (2002) tarafindan elde edilmistir. Kantowski-Sachs, Bianchi tip I ve Bianchi tip III
metrigine ait MC denklemleri, Camci ve Sharif (2003) tarafindan ¢6ziilmiis ve siniflama
yapilmistir. Ayrica; Camci ve Sharif (2003), homojen Godel-tipi metriklerin MC
simetrilerini ¢aligmiglardir. Camci ve Sahin (2006) Bianchi tip II uzay-zamanin MC vektor
alanlarinin  smiflamasin1  yapmuglardir. Tsamparlis ve Apostolopoulos (2004), lokal
rotasyonel simetrik uzay- zamanlarin MC vektor alanlari elde etmis ve tam bir siniflama
yapmistir.

Sharif (2003); enerji-momentum tensdriiniin simetrileri lizerine ¢aligmalar yapmus,
kiiresel simetrik Lorentzian Manifold’da Enerji-momentum tensoriiniin simetrilerini
arastirmistir. Sharif ve Aziz (2003), kiiresel simetrik statik uzay-zamanlarin madde
kollinasyonlaria gore smiflamasini yapmiglardir. Sharif (2004), silindirik simetrik statik

uzay-zamanlarda enerji-momentum tensoriiniin simetrileri {izerine ¢aligmistir.

12
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Statik silindirik simetrik uzay-zamanin egrilik kollinasyon (CC) simetrileri Shabbir
ve ark. (2003) ve Bokhari ve ark. (1998, 2003) tarafindan c¢alisilmis ve simiflama
yapilmistir. Bu siiflamalarda, CC denklemlerinin ¢éziimleri sirasinda ortaya c¢ikan olast
durumlar dikkate alinmistir. Fakat, 6X6 matris olarak yazilabilen R, , Riemann egrilik
tensorliniin ranki (egrilik ranki) kullanilarak simiflama yapilmasinin ¢ok kullanish oldugu
bilinmektedir (Hall, 2004; Hall ve Costa, 1991a ve 1991b). Bu boliimde statik kiiresel
simetrik uzay-zamanlarin CC vektor alanlar igin literatiirdeki sonuglarin elde edilmesi
yaninda, 3.2 boliimiinde (sayfa 11) verilen Teorem 1 kullanilarak bu uzay-zamana ait
egrilik rank durumlarina gore inceleme yapilmis ve bazi yeni sonuglar elde edilmistir.

Statik silindirik simetrik uzay-zaman metrigi

ds®> = —e"dt® +dr’ +e*d@* +e“dz? 4.1
ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Burada v = v(r), A= /1(r), M= y(r) dir. Bu
uzay-zaman, asagidaki uzaysal (spacelike) KV alanlarina izin vermektedir:

Xy =0p, Xy =0,, Xs =0, 4.2)

(4.1) metrigine ait R%cs Rieman egrilik tensor bilesenleri asagidaki gibi bulunmaktadir:

R%o = A R%p =D R%n =E

R0 =e’B R'33 =e#C R0 Z—(EUA/I 43)

R%2 =B R%» =F R%m0 = —e"*D

R =C R =e*“F R0 = —e"“E

olur. Bu bilesenlerdeki A, B, C, D, E ve F fonksiyonlari

1 " 12 1 " ”

A(I’)E—Z(ZV +v'7), B(I‘)E—Z(2/1 +147)
1 " 12 eﬂ rqr

C(I‘)E—Z(2,u +u'7), D(I‘)E—TU/I (4.4)
e’ e’

E(r)=——0u'1, F(r)=- ‘A

(r) 2 U () A

seklinde tanimlidirlar. Burada () isareti r’ye gore tiirevi gostermektedir.
Teorem 1’1 kullanabilmek i¢in olusturulan R, =R, [1,J €{01,02,03,12,13,23}

tamamen kovaryant Riemann egrilik tensorii asagidaki matris formunda yazilabilir:

13
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(4.5)

o o o o o >
c oo omo
o o o g o o

S O W o o o
SO 0O o o o o
T o © © © ©

R.es Riemann egrilik tensoriiniin 6x6 matris formundaki rankinin ii¢ ve {li¢’den kiiciik

olabildigi durumlar Cizelge 4.1°de verilmektedir.

Cizelge 4.1. Statik silindirik simetrik uzay-zaman i¢in egrilik rankinin {i¢ ve {li¢’den kiigiik

olabildigi durumlar

A#0, B=C=D=E=F=0
B0, A=C=D=E=F=0
Rank=1 C# 0, A=B=D=E=F=0
D# 0, A=B=C=E=F=0

Rank=2 B#0,E#

Rank=3 A#0,B=0,C

D‘J"|1|1"11"11

A;tO B;tO F#0, C=D
A#0,C#0,D#0, B=E
A#0,C=0,E#0,B=
A#0,Cx0,F=#0,B=D
A#0,D=0, E-0, B=C
A#20,D=0,F=0, B=C
A#0,E#0,F=0, B=C
B=0,C#0,D#0, A=E
B#0,C#0,E-0, A=

|
T

I
t
I

I
T

I
T
I

| ?
Y i
O|lo|o|oo|o|o|o|o|o|o|e

7
"|1|1"l1
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B#0,C=#0,F=0,
B=0,D=#0,E=0,
B#0,D=0,F=+0,
B=0,E-0,F=0,
C#0,D#0,E-#0,
Cz0,D#0,F=+0,
C=0,E#0,F=0,
D=#0,E+#0,F=0,

d
T
i

T
P
T|T

>
|
o|lo|o|o|oo|o|o

1
i
i

T
i
i

T
i
T

T
i
i

d
i
i

Yukaridaki 41 (kirk bir) durumda A,B,C,D,E ve F fonksiyonlar1 g6z Oniine
alindiginda egrilik rankinin 3 olabildigi dort, 2 oldugu alti ve 1 oldugu alti farkli durum
miimkiindiir:

(al) Rank=3 : v=sbt., A= A(r), u=u(r) < AD,E=0;B,C,F %0

(a2) Rank=3 : A =sbt.,o=0v(r), u=u(r) < B,D,F=0;A,C,E+0

(a3) Rank=3: pu=sbt.,o=v(r), A=A(r) < C,E,F=0;A,B,D#0

(a4) Rank=3 : v =0(R), A =A(r), £=pu(r), 20" +0*> =0, 24"+ 1* =0,

21"+ =0< AB,C=0;D,E,F#0

(b1) Rank=2: v =sbt.. A= A(r), u=u(r), 22"+ 1" =0

< AB,D,E=0;C,F#0

(b2) Rank=2: v =sbt.. A= A(r), u=pu(r), 2u"+ 1> =0

< AC,D,E=0;B,F=0

(b3) Rank=2: g =sbt.,o=0(r), 1=A(r), 24"+ A" =0

< B,C,E,F=0; AD=0

(b4) Rank=2: p=sbt.,o=0(r), 1=A(r), 20" +0"> =0

< ACE,F=0;B,D=0

(b5) Rank=2: A =sbt.,v=0(r), = pu(r), 20" +0'> =0

< AB,D,F=0;C,E=0

(b6) Rank2: A =sbt.o=0(r), u=pu(r), 24"+ "> =0

< B,C,D,F=0; AE=0

(c1) Rank=1: v =sbt. A=A(r), u=pu(r), 22"+ 1% =0, 24"+ 1/ =0

< AB,C,.D,E=0;F =0

(c2) Rank=1: A=sbt,o=0(r), = u(r), 20"+0"* =0, 24"+ "> =0

< AB,C.D,F=0;E=#0
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(c3) Rank=1: g =sht,o=0(r), L=A(r), 20" +0"* =0, 22"+ 1 =0
< AB,C,E,F=0;D=0

(c4) Rank=1: u=A=sbht.,o=v(r) < B,C,D,E,F=0; A#0

(¢5) Rank=1: v=pu=sbt., A=A(r) < AC,D,E,F=0;B#0

(c6) Rank=1: v=A=sbt., u=u(r) < AB,D,E,F=0,C=0

4.1.1. EGRILIK SIMETRILERI

Bu boéliimde; yukaridaki olasit farkli durumlar sirasiyla dikkate alinacak ve statik
silindirik simetrik uzay-zamanlar i¢in her bir durumda ortaya ¢ikan CC denklemleri
yazilarak bunlara ¢oziimler aranacak yani CC vektor alanlarina ait bilesenler
belirlenecektir.

Durum (al): AAD,E=0; B,C,F #0

Bu durumu ifade eden kisitlama kosullarindan o =sbt.,A = A(r), = w(r) bulunur.

Boylece, CC denklemleri asagidaki onsekiz denkleme indirgenmektedir:

=&, £'=£'(r0,2), &=£%(r0,7), &=£(r.0,2) (4.6a)
EL(F-e"B)=0, &' y(F-e“C)=0, & (F-e“C)=0 (4.6b)
&,(C-B)=0, &, (F-e“B)=0, &»(B-C)=0 (4.6¢)
Sp+e'Er=0, & +efdl =0, 5 +e" =0 (4.6d)
FE +BEL =0, FE24+047CE, =0, BEX+e“7CEL =0 (4.6¢)
B'E'+2BEL =0, C'E' +2CEL =0, F'E +2FE =0 (4.6f)
(B'+BA)E +2BE2 =0, (C'+Cu)E' +2CE =0 (4.6g)
(F'+ A'F — 4F)E +2FE2 =0 (4.6h)

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinii arastiralim. (4.6f)’deki birinci ve ikinci

denklemlerden
1 ’ '
g—fz—iz—c = B=C ve 51:@ 4.7)
& 2B 2C |B|

bulunur. Burada f(8,z) bir integrasyon fonksiyonudur. (4.6f)’deki tigiincii ve (4.6g)’deki

ikinci denkleminden

fl[i—ﬂ'—g} ~0 49)
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elde edilir. Buradan &' #0 olmasi durumunda

F =sabitxe”“C (4.10)

bulunur. (4.7)’de elde edilen sonucun (4.6d)’deki birinci denklemde yerine yazilmasiyla
-2
2t 0,2)[E=dr+ 1,00,z 4.11
£ ==1,6,2)] g @) (4.11)
ve (4.6d)’nin ikinci denkleminde yerine yazilmasiyla
E=—1,0 z)jﬂdwf(e 7) (4.12)
,Z > \/E 2 B .

elde edilir. Burada f,(6,z) ve f,(8,z) bir integrasyon fonksiyonlaridir. Bu sonuglar
(4.6d)’deki son denklemde kullanilmasiyla

(0, z)[ j \/_dr+e* “f —dr} e’ 1f,,(0,2)+ f,,(6,2) (4.13)
olur. (4.6g)’deki birinci denklemden

2\/_(B'+/1jf(9 2)— f,44(0, z)J.\/_dr+f29(9 2)=0 (4.14)

bulunur. (4.14) denkleminin r’ye gore tiirevi alinip diizenleme yapildiginda, & ayirma

sabiti olmak iizere,

1 (., B
f(0,2) Ls(i +BH

f(6,2) e

p (4.15)

elde edilir. (4.6g)’deki ikinci denklemden ise

B’ e B
T(—w jf(e, z)-f,(6, z).fﬁdr +f,,(0,2)=0 (4.16)

bulunur. (4.16) denkleminin r’ye gore tiirevinin alinmastyla

]
f.(0:2) _|2VB “7g

f(0,2) e

/B

olur. Burada £ diger bir ayirma sabitidir. (4.15) ve (4.17) denklemlerinin ¢oziimleri o ve

=B (4.17)

S ’nin aldigi degerlere bagl olarak dokuz farkli durumda incelenmelidir. Her bir durum

kendi i¢inde ayrica alt durumlara sahiptir.
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Alt Durum (al.i) & <0, £ <0 iken (4.15) ve (4.17) denklemlerinden sirasiyla
fLop+a’f =0, f,+B°f =0 (4.18)

Ve

e’ 1 , By et 1 , B
J.\/Edr_ 20{2@(;“ Bj,jﬁdr_ —2ﬂ2£(y+ BJ (4.19)

elde edilir. (4.18) denklemlerinin ¢oziimiinden

f,(0,2) = cos(aB)(a, cos(fz) +a, sin(fz) )+ sin(ab)(a, cos(fz) +a, sin(fz))  (4.20)
bulunur. (4.19)’un ilk denkleminde (4.14) esitligini yazarsak

f,,(0,2)=0 (4.21)

(4.19)’un ikinci denkleminde (4.16) esitligi yazilmasi durumunda ise

f,,(0,2)=0 (4.22)
sonuclar1 bulunur. (4.13) denklemi
1 B") 1 B') 1
S(N=——=|| /+—= |+ 2V +— |— 4.23
o {NEK“ BJﬂz ( Bjaz}} @2
tanimi ve (4.21), (4.22) esitlikleri kullanildiginda
f1,9z 0, 2)51(r) —e fz,z (2)- f3,9 (6#)=0 (4.24)

haline dontisiir. (4.24) denklemi i¢in asagidaki olasiliklar mevcuttur.
(al.i.l) S;(r)#0 ve u# A iken (4.24) denkleminin r’ye gore tiirevi alindiginda

s f.(@
") 1,02

y#0 (4.25)

elde edilir. Buradan

Aa0,2)-1,(2)=0 (4.26)
olur. (4.20) ¢oziimii (4.26)’da kullanildiginda a, =a, =a, =a, =0 ve f,(z)=c, =sabit
bulunur. Bunun (4.24)’de yerine yazilmasiyla f,(6) =c, = sabit elde edilir. Bu islemlerin
sonucu olarak (4.7), (4.11), (4.12) denklemlerinden sirasiyla

§'=0, &=c, &=c,
elde edilir. Bu CC vektor alanlar1 asagidaki sekilde ifade edilirler:

Ey =Xy =0y, Ep =Xy =08,, & =h (13, (4.27)

Burada h, (1), t’ye bagl keyfi fonksiyondur.
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(al.i.2) S,(r)=0 ve u# A iken:

iy =00 &) =0, (4.28)
E = L _cos(aﬁ) cos(2)0, — i (/1’ + B,J sin(af) cos(fz)0, — 1( "+ B,J cos(ab)sin(fz)0
3= JB I Y. B 0 25 H B z
gg“) = \/15 _cos(a@) sin(fz)0, — i (l’ + L:) sin(ad)sin(fz)0, + 2{3(#’ + E;j cos(ab) cos(/;’z)az}
5(5) = Jlg _sin(aH) cos(fz)o, + i [/1' + l:j cos(af)cos(fz)0, — 21ﬂ (,u’ + BB,j sin(a8)sin(fz)0, }
f(é) = \/lg _sin(a@) sin(fz)0, + 2105(/1' + EI;,) cos(a8)sin(fz)0, + ;H(u' + EL;;] sin(a@) cos(fz)0, }
92(7) = fz (t)at

Burada f,(t), t’ye bagh keyfi fonksiyon olup yukaridaki vektor alanlarinin Lie Cebrine ait

sifir olmayan komiitatorler
[5(1)95(3)] = _aé?(S) > [5(1)95(4)] = _aé?(s) > [92(1) vé?(S)] = 055(3)
[é?(l)aé?(@] = aé?(4) > [5(2) 35(3)] = _ﬂgm) > [5(2):5(4)] = ﬂga)

[92(2) 192(5)] = _ﬂé—;(()) > [5(2) aé?(e)] = ﬂé_é(S)
seklinde elde edilir.
Alt Durum (al.ii) o <0, £>0 iken

| L BN, BT
Sz(r)—ﬁ{(ﬂ +E}F e (l + Bja2:| (429)

tanim1 kullanilarak asagidaki olasiliklar ele alinacaktir.

(al.ii.2) S,(r)=0 ve u# A olmasi durumunda asagidaki CC vektor alanlar bulunur:

620) =0p» ‘iz) =0, (4.30)
f L _cos(ae) cosh(fz)0, — s (/1’ + Bj sin(a#) cosh(pfz)0, + 1( "+ B,] cos(a@) cosh(fz)0

=78 2" 7B s "B :
gg“) = \/15 _cos(a@) sinh(fz)0, — i (/1’ + gj sin(a@)sinh(fz)0, + ;8 [/1’ + g] cos(af)sinh(fz)0, }
é?(s) = \/IE _sin(a@) cosh(fz)0, + i (i’ + gj cos(af)cosh(fz)0, — ;ﬁ(,u' + I:j sin(a@) cosh(fz)0, }
fm) = \/% _sin(a@) sinh(fz)0, + i (/1' + gj cos(a@)sinh(fz)0, — ;B (,u' + ij sin(a@)sinh(f5z)0, }
92(7) = f3 (t)at

Burada f,(t), t’ye bagl keyfi fonksiyondur.
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Alt Durum (al.iii) & <0, =0 iken

92(1) = aaa Sg(z) =0,, 5(3) =10,, 62(4) = f4(t)at (4.31)
CC vektor alanlart elde edilir. Bu vektor alanlarmin Lie Cebrine ait sifir olmayan tek

komitator

[5(2)»5(3)] = 5(2)

dir.
Alt Durum (al.iv): >0, £ <0 iken
1 1 B’ 1 B’
Si(N=——|——5| #'+—= |+ A +— 4.32
(0 zﬁ{ /32(ﬂ+8]+a2 ( +BH (432
tanimint kullanalim. S;(r)=0 ve g # A olmast durumunda bulunan CC vektor
alanlar:
iy =00 &) =0, (4.33)
E =— cosh(a&) cos(pfz)0, — 1(/1'+B) sinh(a@) cos(fz)0, —l(y'+BJ cosh(a®)sin(fz)0
@ \F | 2a B 28 B :
5(4) = \/15 _cosh(a@) sin(fz)0, — 210[(/1' + I;) sinh(a@)sin(fz)0, + 21ﬂ Ey + Bl;j cosh(a@)cos(fz)0, }
92(5) = \/IE _sinh(a@) cos(fz)0, — 21(1(/1' + I:j cosh(a8) cos(fz)0, — 2;(;1’ + i] sinh(a8)sin(fz)0, }
62(6) = \/lg sinh(a@)sin(fz)0, - 210[(/1'-%2’) cosh(a@)sin(fz)0, +2/3(ﬂ +EB’I] sinh(a@) cos(fz)0, }
98(7) f (t)a

seklindedir. Burada f.(t), t’ye bagl keyfi fonksiyondur.

Alt Durum (al.v) >0, >0 iken

S, (= 2\/_{ ! ( "+ B’j+aieﬂ “(/1 + BB’H (4.34)

tanimini kullanalim. S,(r)=0 ve p# A ise CC vektor alanlar

iy =00 &) =0, (4.35)

5(3) = % cosh(a®)cosh(fz)0, — i [/1 I:)smh(otﬁ) cosh(f2)0, — i [u + BE] cosh(a®)sinh(fz)0,

5(4) = % _cosh(a&) sinh(fz)0, — i (l’ + %’j sinh(a@)sinh(52)0, - Zﬂ (/1 + BE] cosh(a@)cosh(pz)0, ]
5(5) = % _sinh(aﬂ) cosh(fz)o, - i (l’ + BE/) cosh(a®)cosh(fz)0, — 25 [y + BE/) sinh(af) smh(ﬂz)@

20



BOLUM 4 - ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Necdet YUCEL

gg((,) = % [sinh(aﬁ) sinh(fz)0, — i (/7.' + BE,) cosh(a8)sinh(fz)0, — i( "+ BE,) sinh(a6) cosh(fz)0, }
5(7) = f(1)o,

seklinde bulunur. Burada f,(t), t’ye baglh keyfi fonksiyondur.

Alt Durum (al.vi) >0, f=0 iken asagidaki tanim kullanilmaktadir.

e 1 '
S,(r)= dr + e”"‘(?t#—j 4.36
=] VB 2a*B B (336
S;(r)#0 ve u=A4 iken asagidaki CC vektor alanlar elde edilmektedir:
92(1) = 55, 62(2) = az >9_é(3) = 289 —9@2, 65(4) = f7(t)8t (4.37)
f,(t), t'ye bagh keyfi fonksiyon olmak iizere bu vektdr alanlarin Lie Cebrine ait sifir

olmayan komiditatorler su sekildedir:

[ézmﬂgm] = _EZ(Z) > [EZ(ZVGE@)] = 620)
Alt Durum (al.vii) =0, £ <0 iken

Se (I’) =e*

jei dr—— (;mEj (4.38)
VB 28°B B '
olmak tizere S,(r)#0 ve x=A iken asagidaki CC vektor alanlar elde edilmektedir:

62(1) = ae > 92(2) = az > 92(3) = 289 _662 > 92(4) = fg (t)at (4.39)
Burada fi(t), t’ye bagl keyfi fonksiyondur.

Alt Durum (al.viii) o =0, £>0 iken

anf €’ 1 , B
S.(r=e I@dr+2ﬁ2@(l+ B) (4.40)

tanimi1 dikkate alindiginda elde edilen CC vektor alanlar Cizelge 4.2°de verilmistir.

Alt Durum (al.ix) « =0, =0 iken

Sy(ry=e**

e’ e
J‘ﬁdr +jﬁdr (4.41)
tanimi1 kullanildiginda iki durum miimkiindiir.
(al.ix.1) x = A olmasi durumunda bulunan CC vektor alanlar:

‘il) =0p> ‘—?(2) =0,
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= 2 6 )
5(3) Z\F [ J\F [ _ijaa_klz az

e Pl

c_ L 4.42
4:(4) \/ga +k266 (J\/gdr+kl[2+2jJaz ( )
Es = \@a +k0, —kd,» &g =20, -60,, 5(7) f,(1)0,

Burada f,(t), t’ye bagl keyfi fonksiyon ve k; sifirdan farkl: bir sabittir.

(al.ix.2) u # A olmasi durumunda ¢6ziim:
- 1 - -
é:(l) = \/g k 66 z > é:(z) aav 5(3) = 8z ’ 5(4) = f10 (t)at (4-43)

Burada f,(t), t’ye bagl keyfi fonksiyon ve Kk, sifirdan farkl bir sabittir.

Cizelge 4.2. Statik silindirik simetrik uzay-zamanin A,D,E =0; B,C,F #0 olan (al)
durumunun bazi alt durumlarinda elde edilen CC vektor alanlari

Durum al.i.3 al.ii.3 al.iv.3 al.v.3
Kisitlama | S;(r)=0, S,(r)=0, S,(N=0,u=4 |S,(N=0,u=2
Denklemleri | =4 u=Aa
(4.28) ile verilen | (4.30) ile verilen | (4.33) ile verilen | (4.35) ile verilen
CC CC vektor alanlar | CC vektor alanlar | CC vektor alanlar | CC vektor alanlar

+ 5(8) =120, - 60, + §<8) =120, 60, + 92(8) =28€—6BZ + 42(8) =Zag—6ﬁz
Durum al.ii.l

al.iv.1 al.v.1 al.vi.l

Kisitlama | S,(r)#0,u#A | S;(N#0,u#4 | S,(r)#0, u#1 | S;(r)#0, u#24
Denklemleri

CC (4.27) (4.27) (4.27) (4.27)
Durum al.vii.l al.vii.3 al.viii.l al.viii.2
Kisitlama | S,(r)#0,u#4 | S,(r)=0 S,(N=0, u#A | S;(r)=0, u=41
Denklemleri
CC (4.27) (4.27) (4.27) (4.37)

Durum (a4): A,B,C=0; D,E,F #0

Bu durumda o=0(r), A=A(r), g=pu()olup 20"+0?=0, 21"+1%=0,
24"+ 4> =0 kisitlama  denklemlerinden v =2In(c,r+c,), A=2In(c,r+c,) ve
M =2In(c,r +c,) bulunur.

CC denklemleri asagidaki 18 denkleme indirgenmektedir:

§'=£"10.2), &'=¢5(n, &=10,0), &=5(t0.2)

E'9(E-F)=0, E°(F-e"7D)=0, &(E-F)=0
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£ (E-e“*D)=0, & (D-e"*F)=0, &o(D-e"*E)=0

& —etEy =0, £l eV =0, EL+eiET=0 (4.44)
F& +e"DE) =0, DEI+EE, =0, E& —e*"F& =0
D'¢'+2Dé; =0, E'é'+2EE) =0, F'E' +2F& =0

(D'+0D-AD)E' +2DE&; =0, (E'+VE-wE)E' +2EE] =0
(F'+AF - uF)E +2FE; =0
Bu denklem sisteminden elde edilen CC vektor alan bilesenleri x4, v ve A’nin aldig

degerlere bagli olarak 3 farkli durumda incelenmelidir.

Alt Durum (a4.i) v # u# A iken asagidaki CC vektor alanlar elde edilmektedir:

£ Z z 2D
£y =0y, £y =0,, £y =0,, £y =10, +— a -, 10, (4.45)

Bu vektor alanlar i¢in, Lie Cebrine ait sifir olmayan komiitatorler su sekildedir:

[5(1) 5(4)] §(I)= [§(Z)=§(4)] 5(2) ’ [5(3)=§(4)] 5(3)

Alt Durum (a4.ii) u=4, A#v, u+#v.Bualt durumda (4.45) ile verilen CC vektor
alanlarina ilave olarak

£y =120, +60, (4.406)
vektor alani elde edilmektedir.

Alt Durum (a4.iii) Kisitlama olarak x=v, A #v ve u# A bulunmaktadir. Bu alt
durum i¢in elde edilen CC vektor alanlar, (4.45)’deki CC vektor alanlar1 ve
£y =120, +10, (4.47)

vektor alanini igermektedir.

Durum (b1) A/B,D,E=0;C,F #0

Bu durumda o=sbt,A=A(r), g=pu(r), 2A"+1”=0 dir ve CC denklemleri
asagidaki 7 denkleme indirgenir:

=5,  &=8(re), £=£°0), =5

Eo(F-e“C)=0, £ (F-e“C)=0,

C'¢'+2C¢, =0, F&l+e“"C¢E, =0, (4.48)

(C'+Cu)E' +2CE =0,  (F'+AF-uF)E +2FE), =0,
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F'&' +2F& =0.
Bu denklem sisteminin ¢oziimiinde iki alt durum mevcuttur:

Alt Durum (bl.i) F #e”“C olmasi durumunda elde edilen vektor alanlar (4.27) ile

aynidir.

Alt Durum (bl.ii) F =e“C ve C =e™ oldugunda elde edilen CC vektor alan;
_ “_
E = 1,10, +e"g,(0)2, {(—I e’ idrjgl,g - gz(e)}ag +a,0, (4.49)

Burada 9,(0), 9,(6) ve f,,(t) argiimanlarinin keyfi fonksiyonlaridir; a, ise sabit bir

parametredir. Ayrica;

!

91,99_0‘291 =0, [eﬂ/z(/l—ﬂ) } =202
denklemleri saglanmalidir. Boylece; bu denklemlerin ¢éziimiinden
a’ >0 igin g, =a, cosh(af)+a, sinh(ab), g, =3,

a’ <0 igin f, =a, cos(af)+a,sin(ad), g, =a,

. . e%
a=0i¢in g, =a6+a,,

7(1 — u)" = y =sabit olmak tizere

9?
g, = —y{al > + azé?j +a,

bulunur.

Durum (c1): A.B,C.D,E=0; F#0

Bu durumda v=sbt,A=A(r), u=pu(r), 22"+A%=0, 24"+ =0 kisitlama
denklemlerinden A=2In(c,r+c,) ve wu=2In(c,r+c,)bulunur. c,c,,c,,c, integral
sabitleridir. CC denklemleri ise asagidaki 3 denkleme indirgenmektedir.

F'&! +2F§’3Z =0, éjg +el”‘§j =0, (4.50)

(F'+AF — uF)&! +2F§,§ =0
Bu denklem sisteminin ¢dzlimiinden asagidaki sonuclar elde edilir:

Alt Durum (cl.i) A # ¢ iken a#c, b=d, ad #bc olmak iizere

(ar+b)(cr+d)
ad —bc

£y =0,, £y =0,, &y =2 0, +60,, &, =F(r,t)9, 4.51)

Burada F(r,t),t ve r’ye bagh keyfi fonksiyondur.
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Alt Durum (cl.ii) A = oldugunda a=c, b=d veF =—-a’ bulunur.

£y =0,, &y =0,, &5 =10,-00,, £, =F,(,00,, &5 = Fy(r,1)0, (4.52)
Burada F,(r,t) ve F(r,t),t ve r’ye bagh keyfi fonksiyonlardir.

Durum (c4): B,C,D,E,F=0; A0

Bu durumda p=A=sht,o=0(r), 20"+0v"> =0 dir ve CC denklemleri asagidaki 3

denkleme indirgenir:
AE+2AE =0
A& -e"6) =0, (4.53)
(A'+AV)E +2AE] =0
Bu denklem sisteminin ¢dzlilmesiyle asagidaki alt durumlar ortaya ¢ikmaktadir:
Alt Durum (c4.i) o’ >0 ve « I—dr = L(U’-l-i} ise asagidaki CC vektor
2/AL A
alani,
9? = Eoz[al sinh(at) +a, cosh(at)]j% dr + a3j8t + (ﬁ [al cosh(at) +a, sinh(ozt)]jé’r (4.54)
+F,(0,2)0, +F(6,2)0,
bulunur. Burada F,(6,z) ve F(6,z) argiimanlarinin keyfi fonksiyonlar: olan integrasyon

fonksiyonlaridir.

Alt Durum (c4.ii) o> <0 ve o I—dr = (U +Aj olmak tizere,

2JA

E= [— ala, sin(at) - a, cos(at) ]| \e/% 3]@ + (\/% [a, cos(at) + &, sin(at)]j&r (4.55)
+F(0,2)0,+F,(0,2)0,
CC vektor alani elde edilir. Burada F,(6,z) ve F,(6,z), @ ve z’ye bagh integrasyon

fonksiyonlaridir.

Alt Durum (c4.iii) k =

! (U'-ﬁ-ij =sabit oldugunda bulunan CC vektor alani
/AL A
F.(8,2) ve F,(6,2) integrasyon fonksiyonlari olmak iizere,

e [fa b
5_( k(a12+a2tJ+aj\/_dr+aJa +FK(0,2)0,+F,(0,2)0, (4.56)

seklini alir.
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Alt Durum (c4.iia) k=0 ise A=e™ yani 20"+0"* =—4e " olmaktadir. Bu alt

durumda

g z(alje'Zdr +a3jat +e 2(at+a,)d, + F,(0,2)0, + F,(6,2)0,

(4.57)

CC vektor alani ortaya ¢cikmaktadir. F,,(6,2) ve F,(8,2) ise integrasyon fonksiyonlaridir.

Cizelge 4.3. Statik silindirik simetrik uzay-zamanin diger durumlardan doniisiim yoluyla

elde edilebilen durumlarin CC vektor alanlari

Durum a2 a3 b2 b3
Kisitlama B,D,F=0 C,E,F=0 A,C,.D,E=0 B,C,E,F=0
Denklemleri | A 'C E 0 AB,D=0 B,F=0 A D=0
(al)’de elde (al)’de elde edilen | (b1)’de elde edilen | (b1)’de elde edilen
edilen CC’lerden CC’lerden CC’lerden
CC’lerden vou,C—oA, A—->u,C—>B F—>D,C—o>A
cC v—oAa, F—>D doniistimleri ile dontigiimleri ile
B—A, doniistimleri ile bulunur. bulunur.
F—->E bulunur.
doniisiimleri
ile bulunur.
Durum b4 b5 b6 c2
Kisitlama AC,E.F=0 AB,D,F=0 B,C,D,F=0 AB,C,D,F=0
Denklemleri | B D 2 () C,E#0 AE=#0 E#0
(bl)’de elde (b1)’de elde edilen | (b1)’de elde edilen | (c1)’de elde edilen
edilen CC’lerden CC’lerden CC’lerden
CC’lerden A->v,F—>E A->u,F>E, |[1->v,F>E
AoV, doniistimleri ile CoA doniisiimleri ile
CcC .
F—->D, bulunur. doniistimleri ile bulunur.
C—->B bulunur.
doniisiimleri
ile bulunur.
Durum c3 c5 c6
Kusitlama A B,C,E,F=0| AC,D,E,F=0 A B,D,E,F=0
Denklemleri D=0 B=0 C=0
(cl)’de elde (c4)’de elde edilen | (c4)’de elde edilen
edilen CC’lerden CC’lerden
CC’lerden v—>A1, A>B vo>u, A>C
CC H—=>Vv, dontigiimleri ile déniisiimleri ile
F—->D bulunur. bulunur.
doniisiimleri

ile bulunur.
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4.1.2. Madde Simetrileri

Genel sekli (4.1) ile verilen Statik Silindirik Simetrik uzay-zaman i¢in T, enerji-
momentum tensor bilesenleri

T =€"(B+C+e™“F)

T,=—¢*(F+E)-e"D (4.58)

T,=-e"(A+C+e"E)

T,=—-¢€“(A+B+e D)
seklindedir. Burada; AB,C,D,E ve F fonksiyonlar1 i¢in (4.4)’de verilen tanimlar
kullanilmistir. Boliim 4.1°de 16 olast durum ve bunlarin alt durumlariin CC vektor
alanlar1 elde edilmis olmasina ragmen bazi durumlarin diger durumlardan doniistimlerle
elde edilebilecegi goriilmiistiir. Asagida sadece bir doniisiimle digerlerinden bulunamayan
durumlarin CC vektor alanlarinin MC vektér alan1 olma kosullar irdelenmistir. Diger
durumlardan farkli MC vektor alan1 elde edilen durumlarin ¢oziimleri alt durumlarda

verilmis, baska bir alt durum ile ayn1 MC vektor alanina sahip durumlara ait vektor alanlar

ise Cizelge 4.4’de sunulmustur.

Durum (al): AAD,E=0; B,C,F #0

Bu durumda; sifir olmayan enerji-momentum tensor bilesenleri,

T,=¢"(B+C+e™*F), T, =—*F,T,=-¢'C, T,;,=—¢"B (4.59)
olur. 4.1 bélimiinde elde edilen CC vektor alanlarindaki ayni alt durum isimleri
kullanilarak MC vektor alan1 olma kosullar1 incelenecektir.

Alt Durum (al.i.1): Bu alt durumda, (4.59) enerji-momentum tensorii bilesenleri ve

(4.27) CC vektor alanlar1 (3.1) madde kollinasyon denkleminde kullanilirsa
f,(B+C+e™F)=0 (4.60)
elde edilir. Bu nedenle (4.27)’de verilen diger vektor alanlarinin MC vektor alant olmasi

yaninda 5(8) CC vektor alaninin da MC vektdr alani olmasi igin (4.60)’dan f, (t) = sbt

veya F =—-e“(B+C) olmas1 gerektigi sonucu ¢ikar.

Alt Durum (al.i.2): (4.59) enerji-momentum tensorii bilesenleri ve (4.28) CC vektor
alanlar1 (3.1) madde kollinasyon denkleminde kullanilirsa
F ! BV

Wt =0= F=b,Be’ (4.61a)
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i 12 "
4o T B4 Bz 2ar+28 2 (4.61b)
C B "B B
F B/ r2 B"
agr e yB 3B 5 0B 4.61c
Py Mg g M TR ote
B S (4.61d)
B C
' B' 2 ’ B' A n2
W e“Ba’+| A +5 e BC=0 (4.61¢)
f,0)(B+C+e*F)=0 (4.611)
B'+C'—e™(uF-F")=0 (4.61g)

bulunur. (4.61e) denkleminin B =C olmak kosulu ile S,(r)=0 kisitlama denklemlerine

0zdes oldugu goriilmektedir. Bu denklem sisteminden F #—e“(B+C) olmak tizere
B=C=b,, f,(t)=b,, F=b,Be”, e*a’ +e* > =bh, (4.62)
A"t =2a’, p'et =24 (4.63)

elde edilir. Burada b,, b, b, ve b, keyfi sabitlerdir. (4.63) ile verilen lineer olmayan

denklemlere ¢6ziim bulunabilirse yeni bir uzay-zaman elde edilecektir.
(al.i.3) alt durumunda (yani <0, <0, S, (r)=0 ve A=u iken) (4.28) ile
verilen CC vektor alanlarina ilaveten (4.29) CC vektor alan1 mevcuttur. Bu vektor alanlar

i¢in (4.61a)-(4.61g) MC denklemlerinden baska Be* —Ce” =0 esitligi ortaya ¢ikmaktadir.

Alt Durum (al.ii.2): Bu alt duruma ait (4.30) ile verilen CC vektor alanlar1 ve (4.59)
enerji-momentum tensori bilesenleri (3.1) MC denkleminde kullanilirsa (4.61a), (4.61b),

(4.61d) ve (4.61g) denklemlerine ilave olarak

4B+B =0 (4.64a)
(B+C+e ™ F)f,(t)=0 (4.64b)
e¥CE+F& =0 (4.64c)
e“B& +e%CE, =0 (4.64d)

denklemleri de bulunur. Bu denklem sisteminden

B=C=e™, f,(t)=b,, F=1 (4.65)
A =2a’e (4.66)
bulunur.
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Alt Durum (al.iii): Bu alt duruma ait (4.31) ile verilen CC vektor alanlar1 ve (4.59)
enerji-momentum tensori bilesenleri (3.1) MC denkleminde kullanilirsa
Ba, =0 (4.67)
(B+C+e“F)f,(t)=0
elde edilir. Buradan
a, =0, f,(t)=sabit (4.68)

¢Oziimiine ulasilir.

Alt Durum (al.vi.2): Bu alt duruma ait (4.37) ile verilen CC vektor alanlar1 ve
(4.59) enerji-momentum tensorii bilesenleri (3.1) MC denkleminde kullanilirsa
(B-C)a, =0 (4.70a)
(B+C+e ™ F)f (t)=0 (4.70b)
bulunur. Buradan B #C oldugunda
a, =0, f,(t)=sabit (4.71a)
veya B=C iken a, # 0 olmak lizere

F=—e“(B+C) (4.71b)
¢Oziimleri elde edilir.
Alt Durum (al.vii.1): Bu alt duruma ait Cizelge 4.2’de verilen CC vektor alanlari ve
(4.59) enerji-momentum tensorii bilesenleri (3.1) MC denkleminde kullanilirsa
(B+C+e ™ F)f (t)=0 (4.72)
bulunur. Bu esitlikten
fo(t) = sabit veya F =—e“(B+C) (4.73)
olasiliklar1 ortaya ¢ikar.

Alt Durum (al.ix.1): Bu alt duruma ait (4.42) ile verilen CC vektor alanlar1 ve

(4.59) enerji-momentum tensorii bilesenleri, (3.1) MC denkleminde dikkate alindiginda

a,=0
(2e*C—-FJa, =0

, F’ B’
(319+33)(,U —?—E] =0

[y'+%j(a16’+ a,)+4v/Bk,a,60=0
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a,B+ak,zC+Ca, =0 (4.74)
4 17 4

, B JB
U +§ (a,0+a,)+4vB2ak,z=0

B'+C'+e*(F'—uF)=0

(B+C+e ™ F)f,(t)=0
denklemleri bulunur. Bu denklem sisteminden

a,=a,=a,=a,=0 ve f (t)=sabit (4.75)
veya

a,=a,=0 veya F=-e“(B+C) ve f,,(t)=sabit (4.76)
¢Oziimleri elde edilmektedir.

Alt Durum (al.ix.2): Bu alt duruma ait (4.43) ile verilen CC vektor alanlar1 ve

(4.59) enerji-momentum tensorii bilesenleri (3.1) MC denkleminde kullanilirsa

, F! B(
U —F'FE al =0
[/1' + o 24/BK, jal =0 (4.77)
(g'+%—2\/§k2jal ~0

(B'+C'+e*(F'= uF)h, +24B(B+C+e*F)f, (1)=0
bulunur. Yukaridaki denklem sisteminin ¢oziimiinden
a, =0 ve f(t)=-sabit (4.78)

veya a, # 0 olmak iizere

f,()=ct+c,,
FoceB, Coce™ ™ pocel ™ (4.79a)
(B'+C'+e(F'—uF), +2VB(B+C+e*F)c, =0 (4.79b)

elde edilir.
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Cizelge 4.4. Statik silindirik simetrik uzay-zamanin diger durumlardan elde edilebilen MC
vektor alanlar

Durum al.i.3 al.ii.l al.ii.3 al.iv.1
MC al.i.2 ile aym al.i.l ile aym al.ii.2 ile ayni al.i.l ile aym
Durum al.iv.2 al.iv.3 al.v.1 al.v.2
MC al.i.2 ile ayni al.i.2 ile ayni al.i.l ile ayni al.i.2 ile ayni
Durum al.v.3 al.vi.l al.vii.2
MC al.i.2 ile aym al.i.l ile aym al.vi.2 ile aym

Durum (a4): AB,C=0; D,E,F #0

Bu durumda; sifir olmayan enerji-momentum tensor bilesenleri,

T,=¢""“F, T, =—e*(F+E)-e*D, T,=-¢"*E, T, =—€""D (4.80)
olur. Bu durumda elde edilen CC vektor alanlart 3 farkli alt durumda incelendiginden
bunlarin MC vektor alan1 olma kosullar1 da ayni alt durumlarda incelenmistir.

Alt Durum (a4.i): Bu alt duruma ait (4.45) ile verilen CC vektor alanlar1 ve (4.80)

enerji-momentum tensori bilesenleri (3.1) MC denkleminde kullanilirsa

i F\D D'\ D
'—— |—=—+2la, =0, AN+ —|—=-2]a,=0
_(” FJD’ } K(” ) DJD' }

((u'—z')—%j%u}@ ) (4.81)

e (W (F+E)-F'—=E)+e*(AD-D"}a, —2(e*(F + E)+e‘lD)( D[B” - D’ja4 —0
bulunur. Buradan

a,=0 (4.82)
¢O0zimu veya

D=e*"* E=e** F=¢*?" (4.83)

kisitlama denklemleri elde edilir.
Alt Durum (a4.ii): Bu alt duruma ait (4.45) ve (4.46) ile verilen CC vektor alanlari

ve (4.80) enerji-momentum tensdrii bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla

(e“*D+e*“E)a, =0, K— y'+§j%—l}a4 =0

i D|D E\D
N -=|=+1la, =0, || g =2 -=|=+1]a, =0 4.84
w— B e [ Plet o(FrE)e +pe | -2+ 2], =0
I F+E D D D

31




BOLUM 4 - ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Necdet YUCEL

bulunur. Bu diferansiyel denklemlerin ¢6ziimii ancak

a,=a,=0 (4.85)
iken miimkiindiir.

Alt Durum (a4.iii): Bu alt duruma ait (4.45) ve (4.47) ile verilen CC vektor alanlari
ve (4.80) enerji-momentum tensorii bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla

a,=a,=0 (4.86)
elde edilir.

Cizelge 4.5. Baz1 durumlarda MC denklemlerinden elde edilen MC vektor alan1 olma

kosullar1

Durum Kisitlamalar Sifir Olmayan EMT CC | MC olma kosullari
Bilesenleri

bl A,B,D,EIO;C,F?&O TOO:eV(C+e—#|:)’ _ _
T,=—¢"F, T, =—e’C

bl.i ” ” 427 | h,(t)=sbt
bl.ii ” ” 449 | a, =0, f,(t)=sbt
cl AB,C,D,E=0;F=0 | ABC,D.E=0; F£0 | — —
cl.i 7 ” 451 | a, =0,
F,(r,t) =sbt
cl.ii ” » 438 | F,(r,t)=sht,

F,(r,t) =sbt

c4 B,C,D,E,F=0;A%#0 Tzzz—e’“A,T33:—e”A — -

c4.i 7 7 454 | a,=a, =0,
F,(0,z)=sbt,
F,(6,2) =sbt

c4.ii 7 7 455 | a,=a, =0,
F.(0,z)=sbt,
F.(0,z) = sbt

c4.iii 7 7 4.56 | F,(6,z)=sht,
F,(6,2) =sbt

c4.iiia 7 7 447 | F,(0,2)=sbt,
F,,(0,2) = sbt

Statik silindirik simetrik uzay-zamanin yukarida hesaplanan CC vektor alanlar1 ve

MC vektor alanlar1 arasindaki iliskiler asagidaki ¢izelgede verilmistir.
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Cizelge 4.6. Statik silindirik simetrik uzay-zamanin madde ve egrilik simetrileri arasindaki

iligkiler
Durum CC CC sayis1 MC MC sayisi
al.i.l (4.27) 0 (4.60) 3— o0
al.i.2 (4.28) 0 (4.62) 7
al.i.3 Cizelge 4.2 00 (4.62) 8
al.ii.l (4.27) 0 (4.60) 3
al.ii.2 (4.30) 0 (4.65) 7
al.ii.3 Cizelge 4.2 00 (4.65) 8
al.iii (4.31) 0 (4.68) — (4.69) 3—
al.iv.1 (4.27) 0 (4.60) 3
al.iv.2 (4.33) 0 (4.62) 7
al.iv.3 Cizelge 4.2 00 (4.62) 8
al.v.1 (4.27) 0 (4.60) 3
al.v.2 (4.35) 0 (4.62) 7
al.v.3 Cizelge 4.2 00 (4.62) 8
al.vi.l (4.27) 0 (4.60) 3
al.vi.2 (4.37) 0 (4.71) 3
al.vii.l (4.27) 0 (4.73) 3
al.vii.2 (4.39) 0 (4.71) 3
al.vii.3 (4.27) 0 (4.60) 3
al.viii. 1 (4.27) 0 (4.60) 3
al.viii.2 (4.37) 0 (4.71a) — (4.71b) 3—
al.ix.1 (4.42) 0 (4.75)— (4.76) 3-5
al.ix.2 (4.43) 0 (4.78) — (4.79) 3—
ad.i (4.45) 4 (4.82) — (4.83) 3— o0
a4.ii (4.45)+(4.46) 5 (4.85) 3
a4.iii (4.45)+(4.47) 5 (4.86) 3
bl.i (4.27) 0 (4.89) 2—
bl.ii (4.49) 0 (4.90) 4
cl.i (4.51) 0 (4.92) 3
cl.ii (4.52) 0 (4.93) — (4.94) 4-5
c4.i (4.54) 0 (4.96) 3
c4.ii (4.55) 0 (4.97) 3
c4.iii (4.56) 0 (4.98) 5
c4.iiia (4.57) 0 (4.99) 5
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Buradan sonraki boliimlerde Bianchi tip uzay-zamanlarin oncelikle egrilik ranklarina
gore siniflamasi yapilacak ve sonra bu uzay-zamanlara ait CC denklemleri kullanilarak CC
vektor alanlar hesaplanacaktir. Daha sonra, bu vektor alanlarinin ayn1 zamanda MC vektor
alani olmasi i¢in gerekli kosullar elde edilecektir.

Bianchi tip uzay-zamanlar dokuz farkli tipe ayrilirlar. Bu Bianchi tiplerine ait uzay-
zamanlar dikkate alinarak egrilik ranki siniflandirmalart ve CC vektdr alanlarmin
bulunmasi, bulunan CC vektdr alanlarinin MC denklemlerinde yerine konularak

incelenmesi asagidaki boliimlerde yapilacaktir.

4.2. Bianchi Tip II Uzay-Zaman

Bianchi tip II uzay zaman metrigi; A= A(t), B=B(t), C =C(t) olmak iizere

ds? = —dt* + A*dx> + B*(dy — xdz)* + C*dz’ (5.1)
ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Bu uzay zamanlar asagidaki uzaysal KV

alanlarina izin vermektedir:

Xay=0y, Xy =0,, X5 =0,+10, (5.2)
Bu KV alanlar i¢in komitasyon bagintilari

[E(l),f(z)] =0, [g(w%g(a)] =0, [92(2),92(3)] - 92(1)

seklindedir. Bianchi tip II metrigine ait R, , Riemann egrilik tensor bilesenleri

82
R1212 = AZBZFG (t), R1213 = _XAZBZFG ®), R1234 :7F4(t)
22 2pa2D2 B*
R =ACE () +X"A'B R, (1), R, :7(F4(t)+ Fs(t))
X 5 B?
R1334 = _EB [2F4 )+ Fs (t)]’ R1414 = _F1 (1), R1423 :7F5 (1) (5.3)

R2323 =B’C’ Fg 1), Rz424 = _Fz ®,
Ryas =XF, (1), Ry = Xze O+ F()

olarak bulunur. Burada F,(1),...,F;(t) fonksiyonlar: asagidaki sekilde tanimlanmislardir.

Fl (t)=/ U“\: Fz H= BB 5

y A B
F.(tH)=CC, F,()=———,
5 (D 4 (D) 2 B
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C B AB B?
Fih==-— = , 5.4
® C B’ Fo®)= ‘AB 4A2(:2 (54)
AC 3 B? BC B?
F)=—->—"— t)=—
= AC 4 AC? Fu(® BC 4A2C2

Bianchi Tip II i¢in R, Riemann egrilik tensoriiniin 6x6 matris formu asagidaki

gibidir:
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B*F5
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Cizelge 5.1. Bianchi Tip I uzay-zamani i¢in egrilik rankinin ii¢ ve ii¢’den kiigiik olabildigi

durumlar
al | F,20v F, #0
a2 | F,#0v F;#0v F,20v F, #0
ranke] a3 | F#0v F#0
a4 | F;#0 v F,#0
a5 | F,#0
a6 | F,#0v F,#0v F,#0 v F#0
bl [ (F,#20v F,#0) A(F,#0v F;#0v F,#0 v F, #0)
b2 | (F,#0v F,#0) A(F,#0 v F,#0)
b3 | (F,#0v F,#0) A(F,#0 v F,#0)
b4 | (F,#0 v F,#0) A(F, #0)
bS | (F,#0v F,#0) A(F,#0 v F,#0 v F, #0 v F, #0)
b6 | (F,#0v F,.#0v F,#0 v F, #0) A(F,#0 v F, #0)
b7 | (F,#0 v F,#0 v F,#0v F, #0) A(F;#0 v K #0)
rank=2 b8 | (F,#0 v F,#0 v F,#0 v F, #0) A(F, #0)
b9 | (F, #0v F,20v F,#0v F, 20)A(F, #0v F, #0v F, #0
v F#0)
bl0 | (F,#0v F,#20) A(F,#0 v F,#0)
bll [(F#0v F #0) A(F, =0)
bl2 | (F#0v F,#0) A(F,#0v F,#0v F, #0 v F #0)
b13 [(F#0v F,#0) A(F, #0)
bl4 | (F,#0v Fy#0) A(F,#0v F,#0v F,#0 v F, #0)
blS | (F,#0) A(F,#20v F,#20v F,#0 v F,#0)
rank=3 | °©1 (F#0v F,#0) A(F,#0 v F;#0v F,#0v F,#0) A( F#0
v F#0)
2 | (F,20v F, #0)A(F, #20v F,20v F,#0v F, 20) A(F, #0 v
F,#0)
3 | (F#0VvF,#0) A(F,#0 v F;#0v F,#0 v F, #0) A(F, #0)
c4d | (F,#0v F,#0) A(F,20v F,#0v F,#0 v F, #0) A(F, #0
v FE#0v F,#0 v F#0)
¢S | (F#0v F,#0) A(F#0Vv F#0) A(F;20 v K #0)
c6 | (F,20v F,20) A( F,#0 v F,#0) A(F, #0)
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c7

(F,20vF,20)A(FR20v F,20)A(F, #20v F#0 v F, #0v
F,#0)

c8

(Fs20v F,#0) A(F,#0 v K #0) A(F, 20)

c9

(F#0v F,#20) A(F,20v K #0) A(F, 20v F,#0 v F, #0Vv
F,#0)

cl0

(Fe#20VvF,#20) A(F,20) A(F, 20 v F;20 v F, 20 v F#0)

cll

(F,#0v F,#0v F,#0v F, #0)A( F,#0v F,#0) A(F;#0v
F#0)

cl2

(F,20v Fy=0v F=0v F,20) A(F, v F;#0) A(F, #20)

cl3

(F,#20vE#0v F,#0v F,#20) A(F#0 v F#0) A(F, #0
v FE20v F, 20 v F=0)

cl4

(F,#20v F;#20v F;#20v F #20) A(F;#0 v F8£0) A(F, #0)

cl5s

(F,20v F,#0v F,#0v F #20) A(F,#0 v F8#0) A(F, 20
v FE20v F,#0 v F=0)

cl6

(F, 20 v F,#0v F,#0v F #0) A(F2#20) A(F, 20 v F 20
v F,#20 v F#0)

cl?

(F#0v F.#0) A(F,#0 v F,#0) A(F, 0)

cl8

(F20v F20)A(F#0v R, 20)A(F, 20v F,20Vv F, #0Vv
F,#0)

cl9

(F=0v K0 A(FR #20) A(F,#0v K20 Vv F,#0 v
F,#0)

c20

(FE#0v RR20) A(F,20) A(F,#0v F;20 v F, 20 v F#0)

Yukaridaki durumlarda F,(t),...,F,(t) fonksiyonlar: g6z oniine alindiginda rankin 3

oldugu iki ve 1 oldugu bir durum miimkiin olmaktadir:

(a2) Rank=1

. F=F,=F,=F,=F,=F,=F,=0, F, =0;

(¢2)-(i) Rank=3 : F,=F,=F,=F,=F,=0, F, 0, F, 20, F, #0;

(i) Rank=3 : F=F,=F,=F,=F,=F,=0, F, #0, F, #0.

4.2.1. Egrilik Simetrileri

Bu béliimde; yukarida verilen egrilik ranki durumlarina gore Bianchi tip II uzay-

zamaninin CC denklemleri belirlenip ¢oziimleri bulunmaya c¢aligilacaktir.
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Durum (a2): F=F,=F,=F,=F,=F,=F=0, F, #0.
Bu kisitlama denklemlerinden A=B =C =ct+c, elde edilmektedir. Bu durumda

(5.1) denkleminden elde edilen CC denklemleri agsagidaki altt denkleme indirgenir:

50(%4‘%}4‘53,2 =0, C?E x+xA’E', =0
7

x{g"[z—/&%}&}g‘ —XEy =& +2xE X =0 (5.6)

A F 1 2 £3 2 ¢l 0 0
—+—|[+&x=0,CEx+AE . =0,XEy+E . =0
S [ AT 2F j 4 S 4 Sy+é
Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden &% CC vektor alanlari

5(1) =0, ez<2> =0, 62@) =0, +120,

£y =-10, +%(x2 ~12°)0, + %0, (5.7)

2
&y =—X, —2y0, - 120, +2(E72255t , () =kA™?

:
5(6) = f1 (t)éy
seklinde bulunur. Burada; a,,...,a, sabitleri keyfi parametreler ve f (1), t’ye bagh keyfi

fonksiyondur. (5.7)’de bulunan CC vektor alanlarinin Lie Cebrine ait sifir olmayan

komiitatorler:

[g(l)’g(S)] = _262(1) > [5(2),5(3)] = 62(1) > [5(2):5(4)] = _5(3) > [g(z),g(S)] = _5(2) 5

F.C’

(F.C’ )f(t) f(t)]2§(1)

[5(3):5(4)] = 5(2) > [é?(s)aé?(s)] = _5(3) > [g(s)ag(m] [

Durum (c2.i): F=F,=F,=F,=F,=0, F, #0, F, #0, F, #0.
Bu kisitlama denklemlerinden A=B =C =ct+c, elde edilmektedir. Bu durumda

(5.1) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki dokuz denkleme indirgenir:
=50, ¢ =50, =57, =51

(B A F, .
‘5(3 F j+§ y=0, f[A 2FJ+§,X_0

x| &° 2E+5 +28% ) |-XE2y +E +xE3, =0
B F,
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2xB’F &' +2§°CF7C +ECPF, + E'%X?BF, +2&° ,.C*F, +2&° :x*B°F, =0

(F,—F )(é‘ +28%%— +§ X—XE2y +2xE +x&° z]— (5.8)

8

x{é°(2§+%}+2§2,y}xg%y +E +xE, =0

2 2
2B Fj+§FC 3C o

&' +X§( F. F B’ +2XE +28°,

A F A F
‘ [TzFJ Feas0.4 [Tf}g’
Bu denklem sisteminin ¢éziimii

E=0, £'=0,E=a, £ =a, (5.9)
seklinde bulunur.

Durum (c2.ii): F=F,=F,=F,=F.=F, =0, F,#0, K, #0

Bu durumda (3) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki sekiz denkleme
indirgenir:

§'=£"1), &'=¢5'x), &1 =5(y), & =¢£°(2)

(B A F, L
é(B F j+§y—0 f(A 2FJ+§,X_0

x{g LzBB E]+2§ }—chz,yﬂ-cflﬁ-Xf},z:

28! +§x +2§ =0, g(A 2; J—l—fz,yzo

3C2

— 4 2XE 4287,

2
28 P j+§° R C =0 (5.10)

§+X§( F, F, B’

g +2§°x—i+§°x—x§2,y +2xE 4+ XE, =0
x{f [QBB F j+2§ }—sz,y+§l+xf3,z =

F

Bu denklem sisteminden bulunan CC vektor alanlar (5.9)’da verilenlerle aynidir.
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4.2.2. Madde Simetrileri

Genel sekli (5.1) ile verilen Bianchi Tip II uzay-zaman i¢in T, enerji-momentum

tensor bilesenleri

F, F
T, = (F6+F7+F8),T“—AZ(B—22+C—32+F7J
F F
T, = 2(A_lzjuc—;WLFBJ,TB:XT22 (5.11)
FF
T, —CZ(A‘Z +B_22+ FﬁjerzT22

seklindedir. Burada; F,(t) fonksiyonlari i¢in (5.3)’de verilen tanimlar kullanilmigtir.

Bianchi Tip II uzay-zaman i¢in incelenebilecek tiim CC vektor alani durumlart igin MC
simetrileri agagida incelenmistir.

Durum (a2): F=F,=F,=F,=F,=F,=FK=0, F, #0.

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

T,=-F,T,=AF, (5.12)
seklindedir. Bu bilesenler ve (5.7) ile verilen vektor alanlari (3.1) MC denkleminde
kullanilirsa

f.(OF, =0, a,A’F, =0, A’F,a,x=0 (5.13)

bulunur. Bu esitliklerinden
f,(t)y=sbt=c, ve a, =a, =0 (5.14)
elde edilir. Sonug olarak; a, ve a, keyfi parametresinden ve f,(t) keyfi fonksiyonundan

elde edilen vektor alanlarmmin CC vektor alani oldugu halde MC vektor alani olmadig:
yorumu yapilabilir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor

alanlar
=0, &' =a,, ¥ =a,z+a, +¢,, £ =a, (5.15)

olur.

Durum (¢2.i): F=F,=F=F,=F=0, F,#0, F, #0, K, #0.
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri
Too :_(Fs +F + Fs)’ T, = A2F7

T, =B’F,, T), =xB’F, (5.16)
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T,,=C’F, +X’B’F,
seklindedir. Bu bilesenler ve (5.9) ile verilen vektor alanlart (3.1) MC denkleminde
kullanilmasiyla elde edilen denklemlerin tamami 6zdes olarak sifira esittir. Buradan (c2.1)

durumunda elde edilen tiim CC vektor alanlarinin ayn1 zamanda MC vektor alant olduklar

anlami ¢ikartilir.

Durum (¢c2.ii): F=F,=F,=F,=F,=F,=0, F,#0, F, 0.
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri
Too = _(Fé + Fs)a T, = BZFS , Ty = XBZFS , Ty = CZF& + XZBZF& (5.17)

seklindedir. Bu bilesenler ve (5.9) ile verilen vektor alanlarimin (3.1) MC denkleminde
kullanilmastyla durum (c2.i)’de oldugu gibi tamami 6zdes olarak sifira esit denklemler

elde edilir.

Bianchi Tip II uzay-zamanin yukarida hesaplanan CC vektdr alanlar1 ve MC vektor

alanlar1 arasindaki iligkiler agagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 5.2. Bianchi tip Il uzay-zamanin madde ve egrilik simetrileri arasindaki iligkiler

Durum CC CC sayisi MC MC sayisi
a2 (5.7 o0 (5.15) 4
c2.i (5.9 2 59 2
c2.11 (5.9 2 59 2
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4.3. Bianchi Tip L, I11, V ve VI Uzay-Zamanlar

Bianchi tip I, III, V ve VI i¢in uzay zaman metrigi

ds? =—dt? + A%dx* + B%e*%dy? + C’e>"™dz? (5.18)
ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Burada A=A(t), B=B(t), C=C(t) dir. Bu
metrikte h=0 olmas1 durumunda Bianchi tip III, h=1 olmas1 halinde ise Bianchi tip V, h=q
durumunda ise Bianchi tip I metrikleri elde edilebilmektedir. Burada en genel hal olan

Bianchi tip VI incelenecektir. (5.18) metrigine ait R, , Riemann egrilik tensor bilesenleri
asagidaki gibi bulunmaktadir:
Ry =€7%F, (1), R, = %F (1), Ry, =e7"F,(t)
Ry =€7"F, (1), R, =F (1), (5.19)
Ryps =€ TR (1), R,y =€ ¥R, (1), Ry = ""F, (1)

Burada F,(t),...,F(t) fonksiyonlari

F.(t)=—AA, F,(t)=-BB, F,(t)=-CC, F4(t):AZBz(ﬁ_q_2J,

AB A’
A B AC n?
F,(t)=gB*| ——— |, F,(1)=A’C’| — —— |, 5.20
s(D=¢ (A BJ 5 (D (AC Azj (5.20)
A C BC hq
F,(t)=hC?| ===, F(1)=B’C’| ———
7 (D) [A C] s (D) (BC Az]

olarak tanimlanmistir. Bianchi Tip I, III, V ve VI i¢in R, , Riemann egrilik tensoriiniin

6x6 matris formu asagidaki gibidir:
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R..s Riemann egrilik tensoriiniin 6x6 matris formundaki rankinin li¢’den kiigtik

olabildigi durumlar asagidaki ¢izelgede verilmektedir.

Cizelge 5.3. Bianchi Tip VI uzay-zaman i¢in egrilik rankinin ti¢ ve {i¢’den kiigiik olabildigi

durumlar
al | F,20v F,#0
a2 | F,20v F, 20
a3
rank=1 F#0
a4 | F, 20

aS | F;#0v F, 20

a6 | F, 20 v F,#0

bl | (F,#0v F,#0) A(F,#0 v F, #0)

b2 | (F,#0v F,#0) A F =0

b3 | (F,#0v F,#0) A F,#0

b4 | (F,#0 v F,#0) A(F,#0 v F, #0)

b5 (F, 20 v F,#0) A(F 20 v F#0)

b6 | (F,#0v F,#0) A F#0

b7 | (F;#0v F,#0) A F=0

rank=2 b8 | (F,#0v F, #0) A(F;#0 v F, #0)

b9 | (F,20v F,#0) A(F, 20 v F,#0)

bIO | F#0A F, =0

bll | FF20A(F,20 v F, #0)

bl2 | F#0A(F, 20 v F, #0)

bI3 | F,#0A(F,#0 v F, #0)
bl4 | F,#0A(F, 20 v F, #0)

bl5S | (F;#0 v F,#0) A(F, 20 v F, #0)

Rank=3 cl | (F,#0v F,#0) A(F,#0v F,#0) A F %0
2 |(F,#0v F;#0) A(F,#0v F,#0) A F#0

3 | (F,#0v F#0) A(F,#0 v F,#0) A(F,#0 v F, #0)

4 | (F,#0v F#0) A(F,#0 v F, #0) A(F, 20 v F,#0)
¢S |(F,#20v F;#0) A F#0A F#0

c6 | (F,#0v F,#0) A F#0A(F,#0 v F, #0)
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7 | (F,#0v F,#0) A F#0A(F, #0 v F,#0)

8 | (F,#0v F,#0) A Fg#0A(F#0 v F, #0)

9 | (F,#0v F,#0) A F;#0A(F, #0 v F,#0)

cl0 | (F, 20 v F,#0) A(F;20 v F,#0) A(F, 20 v F, #0)
cll | (Fy#0v F,#0) A F,#0A F#0

cl2 | (F,#0v F,#0) A F,#0A(F;#0 v F, #0)

cl3 | (F,#0v F,#0) A F,#0A(F, #0 v F,#0)

cld | (F;#0v F #0) A Fg#0A(F#0 v F, #0)

cI5 | (F;#0v F, #0) A Fg#0A(F, #0 v F, #0)

cl6 | (F,#0v F,#0) A(F, 20 v F,#0) A(F, 20 v F,#0)
cl7 | F#0A Fg#0A(F#0 v F,#0)

cl8 | F#0A F#0A(F, #0 v F, #0)

cl9 | F#0A(F,#0 v F,#0) A(F, #0 v F,#0)

€20 | R, #0A(F,#20 v F,#0) A(F, 20 v F, #0)

Yukaridaki durumlarda F;(t) (i=L...,.8) degerleri géz Oniine alindiginda matrisinin
rankinin 1 oldugu iki, rankin 2 oldugu alti ve 3 oldugu sekiz durum miimkiindjir:

(al) Rank=1: F, #0

(a2) Rank=1: F, #0, F,#0, F, #0

(b1) Rank=2 :
(b2) Rank=2 :
(b3) Rank=2 :
(b4) Rank=2 :

(b5) Rank=2 :

(b6) Rank=2 :

(c1) Rank=3:
(c2) Rank=3 :
(c3) Rank=3:
(c4) Rank=3 :

F,#0, F,#0
F,#0, F,#0
Fo#0, F;#0

F, #0, F,#0

F
F,#0, F, #0, F, #0, F, #0ve —* =

F
F,20, F, 20, F, 20, F, 20 ve > =—"

R
FS FZ
F

7 3

F,#0, F,#0, I, =0

F,#0, F, #0, F; 20, F,#0

F,#0, F, #0, F,#0, F, #0

F,#0, F, #0, F, #0

46



BOLUM 4 - ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Necdet YUCEL

F, F
(c5)Rank=3: F, #0, F, #0, F,#0, F, #0 ve F—4¢F—5
5 2

(c6) Rank=3: F, #0, F, #0, F, #0

(c7)Rank=3: F, #0, F,#0, F, #0, F;, #0 ve i;tE

7 3

(c8) Rank=3: F, #0, F, #0, F;, #0

4.3.1. Egrilik Simetrileri

Bu boliimde; yukarida verilen egrilik ranki durumlarina gére Bianchi 1,3,5 ve 6 uzay-
zamanlarin CC denklemleri belirlenip ¢6ziimleri bulunmaya c¢alisilacaktir.

Durum (al): F=F,=F=F=F=F=K=0, F, #0

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki ii¢ denkleme

indirgenir:
§'=8"), &'=8'x), &1 =5%(y), & =¢£(zY
2F¢ - F, &' -2F,E =0, (5.22)

£ -E1 =0, £ 42F,EL =0
Bu denklem sisteminin ¢oziimii

=0, &' =a, & =aqy+a,, £ =E(z,t) (5.23)
seklinde bulunur.

Durum (a2): F=F,=F,=F=FK=0, F,#0, F, 20, F, #0

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki bes denkleme

indirgenir:
BFa_o (BB )er e
F, F F, F

£ =0, %f? 12220, 2n¢' —%é“ 28 =0
6 6

Bu denklem sisteminin ¢oziimii:
§'=0,¢=a, & =¢%(y), & =ahz+a, (5.25)

olarak bulunur.
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Durum (bl): F=F,=F,=F=F=FK=0, F, #0, F,#0

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki bes denkleme
indirgenir:

§'=¢£"1), &'=5'(0, &7 =8(y), &'=£()

2F,E —F, £ —2F, & =0

Fl—E) =0, 2hF &' —F, & —2F,&) =0 (5.26)

F, £ +2F,E\ =0, F, & +2F,¢\ =0
Bu denklem sisteminin ¢6ziimii a, —a, =(q—h)a, olmak iizere

(1) q#h igin

E=a, &'=a,, & =a,y+a,, £ =az+a, (5.27)

(i) g=h igin

& =at+a,, &'=ax+a,, & =ay+a,, E=a,2+3a, (5.28)
seklinde bulunur.

Durum (b2): F=F,=F,=F,=F,=FK=0, F, #0, F, #0.

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki bes denkleme
indirgenir:

=51, & =50, 8 =8y, &=

FI
Q5 ~ "= =0, &, -&1 =0
4

TS0 O e 0 2 g 288 =0 (529)
Bu denklem sisteminin ¢oziimii:

§'=0,¢"=a, F=aqy+a,, &=5(2) (5.30)
seklinde bulunur.

Durum (b3): F=F,=F,=F,=F,=F, =0, F,#0, K, #0

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki yedi

denkleme indirgenir:

§'=5", =5y, &=y, =)
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g0 g-ng =0, (AR, - BPF)E, =0,
6
(RF,—BPF)E =0, ~5-&" 4 -hg' =0, (5.31)
8

Tl =0, REHRE™E, =0,
2F, ’ ’ ’

S ErE =0
Bu denklem sisteminin ¢oziimii:

=0, '=a, & =aqy+a,, £=ahz+a, (5.32)
seklinde bulunur.
Durum (¢5): F=F=F=F,=0,F, 20, F, #0, F; #0, K, #0 ve L} ¢i

5 2

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri (b5) durumdakilerden
F
Loy # — farkiyla aymdir. Bu denklem sisteminin ¢oziimii:
5 2
F, # F; iken (b3) durumuyla ayni ¢éziime sahiptir.
F,=F; iken F, =a, ve a,(20—-h)+a,q =0 kisitlama denklemleri altinda
o tay

" , &P =ay+a,, £ =a,z+a, (5.33)

§'=0,¢'

seklinde bulunur.
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Cizelge 5.4. Bianchi Tip I, IIl, V, VI uzay-zamanlar i¢cin CC vektor alanlar1 diger
durumlara esit olan durumlar

Durum b4 b5 b6 cl
F,#0, K, =0 | F, #0, F, #0, F,#0, F, =0, F, =0, F, =0,
Kisitlama FS =0, FS #0, F7 #0, Fg #0, Fg #0
Denklemleri i B 5 F6 B F7
Fo R F, - F
cC b3 durumu ile | b3 durumu ile ayni | b3 durumu ile ayn1 | b3 durumu ile ayni
ayni
Durum c2 c3 c4 c6
Kisitlama F,#0, F, 20, | F;,#0, F, #0, F,#0, F, #0, F, #0, F =0,
Denklemleri Fs # 0’ F6 =0 F() + 0, F7 £0 Fs =0 FS £0
cC b3 durumu ile | b3 durumu ile ayni | b2 durumu ile ayn1 | b3 durumu ile ayni1
ayni
Durum c7 c8
F,#0, F,#0, | F,#0, F, 20,
Kisitlama I:7 # O’ F8 # O FS * 0
Denklemleri F F
6 7
I:7 F3
cC b3 durumu ile | b3 durumu ile ayni

ayni
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4.3.2. Madde Simetrileri
Bu boéliimde (5.2.1) boliimiinde elde edilen CC vektor alanlarinin MC vektor alani
olup olmadiklari incelenmistir.

Genel sekli (5.12) ile verilen Bianchi Tip LIILV ve VI uzay-zamanlar i¢in T, enerji-

momentum tensdr bilesenleri

F,_F F F, F . F
To :_(A24B2 Fact 32(6:2]’ Tu = AZ(E;_22+C_32+ Bz(éZzJ

on(FF  F F,F

oo e g g g 533
ofF F F

Ts =e™ CZ[A_12+B_22+A24BZJ

olarak bulunmaktadir. Burada; F,(t), (i=1,....8) fonksiyonlar1 i¢in (5.19)’da verilen
tanimlar kullanilmistir.

Durum (al): F=F,=F=F=F=F=K=0, F, #0

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

_ F 2hx C2

TOO = —A2—4Bz, T33 =€ W F4 (534)

olur. (5.22) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensér bilesenlerinin
(3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla
ha,—f,=0, f =0 (5.35)
bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii;
f(z,t)=ahz+a, (5.36)
seklindedir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor alanlart
=0, &'=a, & =aqy+a,, & =ahz+a, (5.37)
olur.
Durum (a2): F=F,=F,=F=FK=0, F,#0, F, 20, F, #0

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

S VR RS T”=A2(F3+ F6j (5.38)

Tn="grcr T c e

olarak bulunur. (5.25) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor

bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla elde edilen denklemlerin tamami
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0zdes olarak sifira esittir. Buradan (a2) durumunda elde edilen tiim CC vektor alanlarinin

ayni1 zamanda MC vektor alan1 olduklar1 anlami elde edilir.
Durum (b1): F=F,=F,=F,=F,=F,=0, F, 20, F, =0

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

F F F " F
Too :_(A24B2 * BZEZJ’ T = A’ é T =e’™C? (5.39)

olarak bulunur. (5.26) ve (5.27) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum
tensor bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla sirastyla

(1) g#h igin

AR _E_E]alzo
A

2F., B C
c.r —%—%Jal—aszo (5.40
4

F( F, B Al F( F B C
—| - t—+— |+ - +—+—1la, =0
A 2F, B A) C 2F, B C

(i) g=h igin

A+ K B C (at+a,)+a =0

A 2F, B C

C F, B A

= —-————|(at+a,)+a,+h(a,x+a,)=0 5.41
C2F4BAJ(1 +a, +h@x+a,) 41
F_‘; _ F4 +E+A +ig _ F6 +E+E (a1t+a3)_ ié-f-iﬁz a1=0

A’ 2F, B A) C*| 2F, B C A C

elde edilir. (i) durumu i¢in

a,=a,=0 (5.42)
(i1) durumu i¢in

a=a,=0,a,+ha,=0 (5.43)
elde edilir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor alanlari (i)
durumu i¢in

=0, '=a, & =aqy+a,, £ =ahz+a, (5.44)
(i1) durumu i¢in

£=0, &' =a,, & =-ha,y+a,, & =-ha,z+a, (5.45)
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olur.
Durum (b2): F,=F,=F,=F,=F,=F,=0, F, =0, F, 0.
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

F4
A’B?

AZBZ A2C2 A2C2 H (546)

Too = —( i +Lj, T,=e B 3 T, _ee?
olarak bulunur. (5.30) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor
bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla

ha, +f,=0 (5.47)
bulunur. Bu diferansiyel denklemin ¢6ziimii ile

f(z)=—-ha;z+a, (5.48)
elde edilir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor alanlart

£=0, E'=a, & =aqy+a,, £ =-ahz+a, (5.49)
olur.

Durum (b3): F=F,=F,=F,=F=F, =0, F, #0, K, =0

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

F F
Too =——"= T11 =A' T01 =

B:C?’ B2C?’

F
C—i (5.50)
olarak bulunur. (5.32) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor
bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla elde edilen denklemlerin tamami
0zdes olarak sifira esittir. Buradan (b3) durumunda elde edilen tiim CC vektor alanlarinin

ayn1 zamanda MC vektor alan1 olduklar1 anlami elde edilir.

F
Durum (b5): F=F,=F,=F,=0, F, #0, F, #0, F; 20, F, #0 ve % :F—5
5 2
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri
F F F F
2| F F " F
T, =¢ * BZ(B—ZZ+A2C5:ZJ,T33:EZh CZ(Az“sz (5.51)

olarak bulunur. (5.29) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor
bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla
ha, =0 (5.52)

elde edilir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor alanlart
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=0, ¢'=0, % =a,, & =a, (5.53)
olur.

Durum (¢2): F=F=F =FK=0, F, 20, F, #0, F;, 20, F, #0.

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

F F F F, F
T =| i+ g | T = A B
T, =e-2qxsz(%+—AzFé2 j T, = ez*‘xcz(%+ AzF“sz (5.54)

olarak bulunur. Cizelge 5.4’de verilen CC vektor alanlarmin ve yukaridaki enerji-

momentum tensor bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla

(Fz +%Jalh=0 (5.55)
elde edilir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden
a, =0 (5.56a)
veya
B AB ¢
F,=-AF,eo—-—+—=0 5.56b
! 7B AB A (-565)

olmalidir. a, =0 iken ele alian CC vektor alanlarindan sadece 2 tanesi MC vektor alani
olabilir. h =0 olmasi durumunda ise Bianchi tip III uzay-zaman elde edilmis olur.

Durum (c4): F,=F,=F=F=FK=0, F, #0, F, #0, F, #0

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri
T, = _(%+A2L&J , T, = e-qusz(%+A2Lé2j Ty = e2hxcz(%+%j (5.57)
olarak bulunur. Cizelge 5.4’de verilen CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-

momentum tensor bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla

F
(Fl +B—‘;j(ha1 +f,)=0 (5.58)
bulunur. Buradan
f =—ahz+a, (5.59)
veya
L
F4=_BzF1©é_E+Q_2=o (5.60)
A AB A
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sonuglar1 elde edilir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor
alanlar1 ilk sart icin (5.49) ile ayni olurken ikinci kisitlama denkleminin ¢oziilebilmesi
durumunda yeni MC vektor alanlart bulunabilir.

Durum (¢5): F=F,=F=F,=0,F, #0, F, #0, F; 20, K, #0

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

F F F F

0T R2
e[ F o Fo F
T, =¢e 2 BZ(B—ZZ+ Azéz}ﬂ LE =e” CZ(B_zz—i' Azéz) (5.61)

olarak bulunur. (5.33) CC vektor alanlariin ve yukaridaki enerji-momentum tensor
bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla
F, # F; iken (c2)’deki (5.55) kisitlama denklemi elde edilir.

F,=F, iken ise

(FZ +%Ja3 =0 (5.62)
denklemi ve buradan da
5 AB g B I
a,=0veya F, =—A’F,&o———+—=0, AA—=qg°+q| ——— 5.63
3 ya Fy 2 B AB A2 B q q(A B) ( )

kisitlama denklemleri elde edilir.
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Cizelge 5.5. Bianchi Tip I, III, V, VI uzay-zamanlar icin MC vektor alanlar1 diger
durumlardan doniigiim yoluyla elde edilebilen durumlar

Durum b4 b6 cl
F F F F
00:_A24Bz , TOOZ_Bzéz TOOZ_(A24Bz+Bzé2)
F F F
Tao Ty; = e’™C’ |2:4 2 T =i+i
A'B 0T g2 o2 F,
T =2
F
-I-33 — eZhXCZ 4
A’B’
MC b3 durumu ile aynm b3 durumu ile ayn b5 durumu ile ayni1
Durum c3 c6 c7
F F F F
F F
F T =A== 6
T, 2(g+ BZFE’;Z) T11:AZB_22 h (C2+BZCZJ
F, F
F T, =—2+—
Tab T01 _8_72 T01 :% o B* C*
T, =e™™C? Ky T. —e2%Rg? F, Fs
33 A2 82 2 = e ? A2C2
-|-33 — eZhXCZ %
MC b5 durumu ile ayni b5 durumu ile ayni b3 durumu ile ayni
Durum c8
2 F3
Tll = A F
Tab
F, F
MC b3 durumu ile ayni

Bianchi Tip I, III, V, VI uzay-zamanlarinin yukarida hesaplanan CC vektor alanlari

ve MC vektor alanlar arasindaki iliskiler Cizelge 5.6’da verilmistir.
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Cizelge 5.6. Bianchi tip VI uzay-zamanin madde ve egrilik simetrileri arasindaki iliskiler

Durum CC CC sayisi MC MC sayisi
al (5.23) 0 (5.37) 3
a2 (5.25) 00 (5.25) 00
bl (5.27) — (5.28) 6 (5.44) — (5.45) 3-4
b2 (5.30) 0 (5.49) 3
b3 (5.32) 3 (5.32) 3
b4 (5.32) 3 (5.32) 3
b5 (5.32) 3 (5.53) 2
b6 (5.32) 3 (5.32) 3
cl (5.32) 3 (5.32) 3
c2 (5.32) 3 (5.56) 2-3
c3 (5.32) 3 (5.53) 2
c4 (5.30) 0 (5.59) 3
cS (5.33) 4 (5.63) 3
c6 (5.32) 4 (5.53) 2
c7 (5.32) 4 (5.32) 3
c8 (5.32) 4 (5.32) 3
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4.4. Bianchi Tip IV Uzay-Zaman

Bianchi tip IV i¢in uzay zaman metrigi

ds® = —dt* + A’dx* + B’e*dy” + C*e**(xdy + dz)’ (5.64)
ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Bu metrige ait R, Rieman egrilik tensor
bilesenleri asagidaki gibi bulunmaktadir:

e2x e2x

R :TF7’ Rz = _T(XE —4B%), R,,,, =e”*F,

2X 2x
e

€
R1234 = _T(2X+1)F49 R1313 :T(X2F7 - F9 —8XBz)

p2x o 2X
R1324 :7(F4(2X+1)_ FS), R1334 ZT(ZFs - XFs +2X(X_1)F4) (5.65)

eZX e4X
2x
R =-F, R1423 = 7 Fs > R2323 = T Fg » Ry =—€7°F,

Ry = xe™ Foo Ry = _ezx(F3 + X F,)
Burada F, (1),...,F(t) fonksiyonlar
F,=AA, F,=BB, F,=CC

F, :%(BA— AB), F, :%(BC ~CB), F, :%(AC ~CA)

1 B> AB
F,=4A’B’| - —S+—— s+ 5.66
’ A’  4A’C? ABJ (5.66)
L
F =4C’B’ _Lz—}_ Bz 2+£
A2 4A’C* BC
L
F,=4pc?[ L, 38 AC
A2 4A’C? AC

olarak tanimlanmustir.

Bianchi Tip IV i¢in R,,,, Riemann egrilik tensoriiniin 6x6 matris formu asagidaki

gibidir:
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XF, — 4B’
XF, —4B? X’ F, - F —8xB’
0
0

F,(2x+1) - F,
2F, — xF, + 2x(x - 1)F,

o o N1 T o o

SN o o

o O

F4
F,2x+1)—F,
0
0
FZ
FZ

|:4
2F, — xF + 2x(x - 1)F,
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Cizelge 5.7. Bianchi Tip IV uzay-zamani i¢in egrilik rankinin ii¢ ve ii¢’den kiigiik

olabildigi durumlar

al | F=F,=F,=F,=F,=F=F,=0 AF, 20 A F,#0
k) a2 | F=F,=F,=F,=F,=F,=F,=F,=0 A F,#0

a3 F=F,=F=F=F=F=FK=FK=0AF #0

a4 | F=F,=F,=F,=F,=F,=F,=F,=F,=0

bl | (F 20 v F,#0) A(F,=F,=F,=F,=F,=F,=0)

b2 | (F,#0 v F,#0) A(F=F,=F,=F,=F,=F,=0)
rank=3 b3 | (F20v F,20)A(F,#0 v F,#0)A FF, =FF,

b4| F,20v F, 20 v F,#0) A(F=F,—F,—F,—F,—F,=0)
bS| F,#0v F,#0v F,#0v F,#0 v F,#0 A
(F=F,=F,=F=F=0)

Yukaridaki durumlarda F degerleri goz oniine alindiginda matrisinin rankinin rankin

2 oldugu iki ve 3 oldugu iki durum miimkiindiir:
(a2) Rank=2: F=F,=F,=F,=F,=F,=F,=FK,=0; F, #0,
(a4) Rank=2: F=F,=F,=F,=F,=F,=F, =F,=F,=0,
(b1) Rank=2: F=F,=F,=F,=F,=F,=F,=0;F, 20, F, #0,

(b2) Rank=3: F,=F,=F,=F,=F,=F,=0;F, #0, F, #0, F, #0.

4.4.1. Egrilik Simetrileri

Bu béliimde; yukarida verilen egrilik ranki durumlarina gére Bianchi tip IV uzay-
zamaninin CC denklemleri belirlenip ¢6zlimleri bulunmaya ¢alisilacaktir.

Durum (a2): F=F,=F=F,=F=F=F =FK=0;F #0.

Bu durumda CC denklemleri asagidaki dort denkleme indirgenir:

28N +EL+£3=0

EN+2xE, =0

—4&E —8xEN +5AET -8XES =0 (5.67)

SXE Q8L — D) (0 XNE — £+ 2467 =0

Bu denklem sisteminin ¢éziimiinden CC vektor alanlari
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£y =0, Euy=0,» En = F,(DO, (5.68)
seklinde bulunur. Burada; f (1), t’ye bagh keyfi fonksiyondur. Lie Cebrine ait tiim
komiitatorler sifirdir.

Durum (a4): F=F,=F=F,=F.=F=F, =F=F=0.

Bu durumda CC denklemleri asagidaki bes denkleme indirgenir:

281 +E3+&5=0

EN+2xE, =0
4Bz.§1 + F9'§0 + 2F9§’1X +8XBZ§,1X =0 (5.69)

(16x+2F,B% +8)&" + B?F, & —10A%2 + (16X +2F,B)é} =0

X&' = (x+x*)(&; = &3) +E—j(§,2y —28,—&)—(2x+ 4F892 )&, =0

Bu denklem sisteminin ¢oziimiinden CC vektor alanlari

&y =0,s &, =0, (5.70)
seklinde bulunur.

Durum (bl): F=F,=F,=F,=F=F=F=0;F, #0, F, #0.
Bu durumda elde edilen CC vektor alanlari (5.70) ile aynidir.

Durum (b2): F=F,=F=F,=F=F=0,F, #0; K, #0, F, #0.
Bu durumda elde edilen CC vektor alanlari (5.70) ile aynidir.

4.4.2. Madde Simetrileri
Genel sekli (5.64) ile verilen Bianchi Tip IV uzay-zaman i¢in T, enerji-momentum

tensor bilesenleri

I(F, R F £ F F
TOO :_Z(Azéz + Bzcg:z + A29sz, Tll = A2(8—22+C—?’2+4828C:2j

F, F o2 F F F ok
T, :_‘;_B_ﬁz, T, =¢€’ BZ(A_12+C_Z+4A27(:2 +xAszj+xT23 (5.71)

,C’ 2 F F F
T =y et £ Ty =0 g i)
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seklindedir. Burada; F (1),...,F(t) fonksiyonlar1 i¢in (5.66)’da verilen tanimlar

kullanilmistir. Asagida Bianchi tip IV uzay-zamani i¢in onceki boliimde elde edilen CC
vektor alanlarinin MC vektor alan1 olabilmesi kosullar1 incelenmistir.
Durum (a2): F=F,=F=F,=F=F=F =FK=0;F #0.

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

1 F . C? . F , C?
"=y wE =T XFX(XGZ Cwe Fj
xe2_ F C’ x F
T23 = Xe2 Cz 4A2982 +82 ?, T33 282 C2 4A2982 (572)

olarak bulunur. (5.68) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor

bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla

[_ ;3 +%+§ij —_f, (5.73a)
9

[E+ F _é_E]fl 0 (5.73b)

C 2F,b, A B
bulunur. Bu denklemlerden

f,(t)=0 (5.74)
veya

C A’B?
fl (t) ZEI, F9 = CZ? (575)

cOziimleri elde edilir. Boylece CC vektor alanlar1 dikkate alinarak elde edilen MC vektor

alan bilesenleri

£=0, =0, =4, £ =a, (5.76)
veya
c
§°=é,§1=0,§2:a1,53=a2 (5.77)
olur.

Durum (a4): F=F,=F=F,=F=F=F, =FK=F=0.
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

2
ZXC

2
T,, =2xe o T, =e2XC—

= (5.78)
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olarak bulunur. (5.70) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor

bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla elde edilen denklemlerin tamami

0zdes olarak sifira esittir. Buradan (5.70) CC vektor alanlarinin ayn1 zamanda MC vektor

alan1 olduklar1 sonucu ¢ikmaktadir.

Cizelge 5.8. Bianchi Tip IV uzay-zaman i¢cin MC vektor alanlart diger durumlara esit

olan durumlar

Durum bl b2
To :_%(AI;—&+BZLéZJ Ton :_{ AZFéZ ’ chgtz ' AIZ:E;ZJ
T T, = eN(BZ 4AF27C2 + 2xi_z] T, = e2X82%27cz+2xe2X i—z+ xzezxczét'ol\:T"B2
T, = ezxi_z T,, =xe”C’ 4AF2982 +e2xi—j
T, = eZXC24’AI\:79Bz
MC a4 durumu ile ayni a4 durumu ile ayni

Bianchi Tip IV uzay-zamanlarinin yukarida hesaplanan CC vektor alanlar1 ve MC

vektor alanlari arasindaki iligkiler asagidaki ¢izelgede verilmistir.

Cizelge 5.9. Bianchi tip IV uzay-zamanin madde ve egrilik simetrileri arasindaki iligkiler

Durum CC CC sayis1 MC MC sayisi
a2 (5.68) 00 (5.76) = (5.77) 2
a4 (5.70) 2 (5.70) 2
bl (5.70) 2 (5.70) 2
b2 (5.70) 2 (5.70) 2
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4.5. Bianchi Tip VIII ve IX Uzay-Zamanlar

Bianchi tip VIII ve X uzay zaman metrigi

ds? =—dt? + A*[dx —h(y)dz]’ + B2dy* +C* f *(y)dz* (5.79)
ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Burada A= A(t), B=B(t), C=C(t) ve
sinh y —coshy f7 [-LBVII
f(y)y=1 . >, h(y)= . O=——/—= (5.80)
sin'y cosy f 1,BIX

dir. Bu metrige ait R, ., Riemann egrilik tensor bilesenleri asagidaki gibi bulunmaktadir:

h'
R1212 =B’A’ Fs 1), R1223 = hAZBZFé ®, R1234 = _?Az I:4 (t)

h!
R1313 = szzCzF7(t) > R1324 :EAz F5 t), R1414 :_Fl (t)

Rias :%AZ(FS t-F, (t))a Risss = hF, (t) (5.81)

R,.; =h?A’BF, (1) + f*C*B*F, (1)

Ru = HC[F O+ FuO]- 0 A2[F, 0 -2F, 1)

Rope =—F, (1), Ry = -h’ F ) - f ’ F (1)
Burada F,(t),..., K (t) fonksiyonlari

F,(t)= AA, F,(t)=BB, F,(t)=CC,

A B c A
F=———|, F.(H=|=-=1, 5.82
4 (1) (A B] 5 (1) (c Aj (5.82)
AB A’ AC A? BC 3 A S
Ft=——"t+—— F{t)=—0+—— F()=—- >+ =
«® AB 4B>C? ® AC 4B>C? «® BC 4B>C?> B?

olarak tanimlanmaktadir.

Bianchi Tip VIII ve IX uzay-zamanlarn i¢in R, Riemann egrilik tensoriiniin 6x6

matris formu asagidaki gibidir:
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ff B2 (F, + F4)—702(F5 ~2F,)

A’C’F, 0 0 hA’C’F, 0 _hc? .
2 4
0 f2CZBZF7 0 0 h!CZ 0
FS
2

0 0 -F h'C> 0 hF

1 ) (FS_F4) 1
hA’C*F, 0 h'C? (F._F.) h*A’C’F, + f *A’B’F, 0

57 T4 hhf

2 ff B2 (F,+ F,) -2 C*(F, ~2F,)

0 h'C? 0 0 ~F, 0
FS
2
h'c? 0 hF, hh’ 0 “h*F, - f°F,
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Cizelge 5.10. Bianchi Tip VIII-IX uzay-zamanlar i¢in egrilik rankinin ii¢ ve ii¢’den kiigiik
olabildigi durumlar

rank=1

al

F#0v F,#0

a2

F,#0 v F#0

a3

F#0v F,#0v F#0

a4

F#0v F,#0v F,#0v K #0

as

F,#0v F#0

a6

F, 720 v F#0v F,#0v F#0

rank=2

bl

(Fe20v F,#0) A(F, 20 v F,#0)

b2

(F#20v F,20) A(F#0Vv F, 20 v F#0)

b3

(Fs#20v F,#20) A(F;#20 v F, 20 v F#0 v F#0)

b4

(Fe20v F,#0) A(F,#0 v F,#0)

b5

(F#20v F,20) A(F,20Vv F#0v F#0v F#0)

b6

(F,#20 v F,#0) A(F, 20 v F, #0 v F, #0)

b7

(F,#20 v F.#0) A(F,#0 v F, 20 v F, 20 v F,#0)

b8

(F,#0v F#20) A(F, 20 v F#0)

b9

(F, 20 v F,20) A(F, 20 v FF#0v F#0 v F#0)

b10

(F#£0v F,#0v F#0) A(F,#0v F, 20 v F 20 v
F,#0)

bll

(FF#0v F, 20 v F#0) A(F, 20 v F,#0)

b12

(F=0v F,#20v F#20) A(F,20Vv F#0v F#0v
F, #0)

bl3

(F#0v F,#0v F,#0v K#20) A(F,#0 v F=0)

bl4

(F,20v F,20v F,20v K#0) A(F, 20 v F,#0 v
F#0v F#0)

bl5

(F,#0 v F.#0) A(F, #0 v F,#0 v F,#0 v F,#0)

rank=3

cl

(Fe20 Vv F,#0) A(F, 20 v F,20) A(F,#0Vv F, %0 v
F, #0)

c2

(Fe20v F,20) A(F, 20 v F,20) A(F,#20 v F, #0 v
F;#0 v K #0)

c3

(Fs#20v F,#0) A(F, 20 v F#0) A(F,#0 v F#0)

c4

(F#0v F,20) A(F, 20 v F,20) A(F, 20 v F#0 v
F,20 v F=0)

c5

(Fo#20v F,20) A(F20v F,#0 v F20) A(F#0 v
F,#0v F=0v F=#0)
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c6

(F,#0v F,#0) A(F,20v F, 20 v F,#0) A(F, #0 v
F,#0)

c7

(F,#0v F,#0) A(F,20v F, 20 v F,#0) A(F, #0 v
F20v F,20 v F, #0)

c8

(F#0v F,#0) A(F,#0Vv F,#0 v F,#20 v K =#0)
A(F,#0 v F#0)

c9

(F#0v F,#0) A(F,#20v F, 20 v F,#0 v K =#0)
AF#20v FF20v FF#0 v F#0)

clo

(F#20v F,20) A(F, 20 v F#20) A(F, 20 Vv F#0 v
F,#0 v F#0)

cll

(F, 20 v F,20) A(F#0v F,#0 v F#0) A(F,#0 v
F,20v F,#20 v F#0)

cl2

(F, 20 v F,20) A(F#0v F, 20 v F;#0) A(F, 20 v
F, #0)

cl3

(F,20v F;20) A(F=20v F, 20 v FK20) A(F, 20 v
F=0v FE#0v F#0)

cl4

(F, 20 v F;#20) A(F#20v F, 20 v F#0 v F#0)
AR, #0 v F#0)

cl5

(F,#0v F#0) A(F,#20v F,#20 v F#0 v K =#0)
AF,#0v FF#0v K20 v F#0)

cl6

(F,20v F#0) A(F, 20 v F#20) A(F, 20 v F =0 v
F,#0 v F#0)

cl7

(FF#0v F,#0v F#0) A(F,#0v F, 20 v F#0 v
Fe20) A(F, #0 v F#0)

cl8

(FF#0v F,#20 v F,#20) A(F,20Vv F, 20 v F#0 v
Fe20)A(F,#20v F#0v FE#0 v F#0)

cl9

(F#0v F,#0v F,#0) A(F, 20 v F;=0) A(F, #0 v
F#0v F,#20 v F#0)

c20

(F#0v F,#0v F,#0v K#20) A(F,#0 v F#0)
AF,#0v FF#0v F#0 v F #0)

Yukaridaki durumlarda F(t)....,F(t) fonksiyonlar1 g6z oniine alindiginda rankin 3

oldugu iki ve 1 oldugu bir durum miimkiindiir:

(a4) Rank=1: F =

F,=F,=F,=F,=F, =F, =0, F, #0;

(c2-a)Rank=3: F,=F, =F =F,=F =0, F,=F, #0, K #0;

(¢2-b) Rank=3 : F,

—F,=F,=F,=F,=F,=0, F,=F, 20.

67




BOLUM 4 - ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Necdet YUCEL

4.5.1. Egrilik Simetrileri

Bu béliimde; yukarida verilen egrilik ranki durumlarina gore Bianchi tip VII-IX
uzay-zamanlarinin CC denklemleri belirlenip ¢6ziimleri bulunmaya caligilacaktir.

Durum (a4): F =F, =F, =F, =F, =F =F, =0, K #0.

Bu kisitlama denklemlerinden A=ct+c,, B=cit+c, ve C=cit+c, elde
edilmektedir. Ayrica sabitler arasinda c,c, =c,c,, c,C, =C,C, ve C,C, =C,C; bagintilar1 da

bulunmaktadir.

Bu durumda CC denklemleri asagidaki 5 denkleme indirgenir:
§'=8"), &' =¢'(xy.2), & =57(y.2), £ =8(y.2)
szzfﬁly +hA?E2 =0, A’ES + szszy =0,

A F B f' 0 5
(A oF, ]5 +&3 = (B oF cho —5 +6,=0 (5.83)

2A F 2 1 1 1 3
[A . ]5 S = )

Bu denklem sisteminin ¢oziimii B> = k*A” olmak iizere;
0 1 5 2 3 f’
¢ =0,¢ ZEQI(Z),ZJ”% ¢ =02, ¢ Z—TIQI(Z)dZ+a4 (5.84)

(2)= a, cos(kz) +a, sin(kz), k*>0
948)= a, cosh(|k| <0

seklinde bulunur. Burada; a,,...,a, sabitleri keyfi parametrelerdir. Bu parametrelerin

sec¢imi ile CC vektor alanlar elde edilmektedir. Her bir parametre icin ortaya ¢ikan vektor

alan agagida verilmektedir:

ffm:fix
5(2):82
k?>0:

z

5(3) = —?Sin(kz)aX + cos(kz)c'ﬁy —:—fsin(kz)a

£y = %cos(kz)@x +sin(kz)d, +:—fcos(kz)8z (5.85)

k?<0:
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E, = |k| Sll’lh(|k|z)a +cosh(kk|2)o, — smh(|k|Z)8 (5.86)

f
r ——cosh(k|2)0,

I f
seklinde bulunur. Bu vektor alanlar i¢in Lie Cebrine ait sifir olmayan komiitatorler:

[5(2) ,5(3)] = _5(4) > [g(z) 75(4)] = 5(3)

Euy = |k|cosh(|k|z)a +sinh(|k|2)0, —

olur.

Durum (¢2-a): F=F,=F =F,=F=F =0; F, 20, K, #0.

Bu kisitlama denklemlerinden A=ct+c,, B=cit+c, ve C=cit+c, elde
edilmektedir. Ayrica sabitler arasinda c,c, =c,c;, C,C, =C,Cs ve C,C, =C,Cs bagmtilar1 da

bulunmaktadir. Bu durumda CC denklemleri asagidaki onaltl denkleme indirgenir:

§'=5", &'=5'(xYy.2), & =£7(%Y,2), & =£7(XY,2)

) e [2AL R
(F7_F8)§x —O, (F7 F8)§x 0> ( A +2F8j§0+2§
A F X F
(A 2F jé’ &= [x 2F, jg NE+eh-

cf,ly—héfﬁ%f 0, & —ng + 85 -0

hA*
(F7 - FS) g,ly + fZBZ §’§j=0

2A F 1 1 h’ 2 2 3| _
(F7_F)(A F ]‘f ‘f _F‘f,z+F§ +2§,y+§,z:|_

2X F ) f’B? 3 3
(X jﬁ +&, ——Cf 5 —£ VE +h]§,x+§,z_0

2 2p2
he -2 ;g_(f & +h2j;3y:o

X? X?

2 2 2
~hé, +( fXB +h’ jcfSy +%§§ J{h _%j;i =0 (5.87)
7

th B F h?X? h?X? hX
ﬂ:/ f2 0 .I:Z 3 1 :0
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(” Fja: +e,-he e _BRs, e =

X hX *F,

h
+X2F7]F§§:O

(F-F)&i -8t 4+ 2 R [ o

f
’ 2 ) - 2p?2 / - 2p2
h szng o (B, R szZF8+1+ F, go_léthszFg £ -0
h  hX°F, B 2F, JA’X’F, | X 2F, h> h’X°F, |~

Bu denklem sisteminin ¢6ziimii B> =k>A* olmak iizere;

!

£=0,8 =g, 2, £ 0,0 L €0, (5.88)

a, cos(kz) +a, sin(kz), k>>0
9,(2)= <0

seklinde bulunur.

Durum (¢2-b): F =F, =F =F,=F =K =0; F,#0,F, #0.

Bu kisitlama denklemlerinden A=ct+c,, B=cjt+c, ve C=cit+c, elde
edilmektedir. Ayrica sabitler arasinda c,c, =c,c,, C,C, =C,C; ve C,C, =C,C; bagintilar1 da

bulunmaktadir. Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri asagidaki

dokuz denkleme indirgenir:

E' =), &' =8 (X Y,2), E2=E%(Y,2), £ =E7(Y,2)

X F, X F,
&, -he, —0,[—)( +_2|; }goJr;lx =0’[x +2|; }fugfy =0
7 7

A + B8 =0, [ﬁ+F—7J5° IR SR

X F

2X F7 0 1 1 1 h’ 2 2 3

X F7 Jé ;X hgz h§ f,y g’z ( )
X F7’ o L, W, 3

—+ ——¢& +—&+E, =0

T R

A’ B2f?
£y et om0
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X F o
B> f?+ X°h* )| =+ =L |2 +| —+— |7+ & |-hX P& =0
( {X 25}8 [f hjé £ =g,

Bu denklem sisteminin ¢oziimii; (a4) durumundaki (5.84)-(5.86) ¢oziimleri ile

aynmdir.

4.5.2. Madde Simetrileri
Genel sekli (5.79) ile verilen Bianchi Tip VIII ve IX uzay-zamanlar i¢in T, enerji-

momentum tensor bilesenleri
f !
Too = _(Fﬁ +F + Fg)’ To :T(F4 + Fs)

F F
T, =A2(B—22+C—32+ ng, T,=hT, (5.90)

F F F F
T, = BZ(A_12+C_32+ F7j, Ty = fzcz(A—12+B—22+ Ff,]-i-hzT”

seklindedir. Burada; F,(t) (i=1,..,8) fonksiyonlar1 icin (5.82)’de verilen tanimlar

kullanilmigtir. Asagida bulunan CC vektor alanlarinin MC vektdr alani olabilmesi kosullart

incelenmistir.

Durum (a4): F=F, =F, =F,=F =F =F, =0, K, #0.

Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri

To=-F, T, =A’F, T, =hA’F,, T,, =h’A’F, (5.91)
olarak bulunur. (5.84) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor

bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla
(i) k* >0 iken
(a, sin(kz) —a, cos(kz) ) f,, f = f2)=0 (5.92)
(a, cos(kz) +a, sin(kz))(h, f > — fk—hf , f)=0
bulunur. Bu denklemlerden k #—1 oldugunda
a=a,=0 (5.93)
sonucu elde edilir.
(i) k* <0 iken
(a, sinh(kz) +a, cosh(kz))(f , f — f})=0 (5.94)
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(a, cosh(kz) +a, sinh(kz)h, f* + fk —hf  f)=0

bulunur. Bu denklemlerden k #1 olmak tizere (5.93) sonucu bulunur.

Durum (¢2-a): F =F,=F =F,=F=F =0; F, 20, K, #0.
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri
To=—(F, +F), T,, = A’F,, T,, =hA’F, (5.95)
T,,=B’F,, T, =h’A’F,
olarak bulunur. (5.88) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor
bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla (a4) durumdaki sonuglar elde edilir.
Durum (¢2-b): F,=F,=F =F, =F =K =0, F,#0,F, 20
Bu durumda sifirdan farkli T, enerji-momentum tensor bilesenleri
Ty =—(Fs +F,), T,, =B°F,, T,, = f °C*F, (5.96)
olarak bulunur. (5.90) CC vektor alanlarinin ve yukaridaki enerji-momentum tensor
bilesenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanilmasiyla
(i) k* >0 iken
k(a1 sin(kz)—a, cos(kz))= 0 (5.97)
f,(a, cos(kz) +a, sin(kz))=0
esitlikleri elde edilir. Bdylece; bu esitliklerin saglanmasi i¢in
a=a,=0 (5.98)
olmalidir.
(i) k* <0 iken MC denklemlerinden
a, sinh(kz) + a, cosh(kz) =0 (5.99)
denklemi ortaya ¢ikar. Bu nedenle
a=a,=0 (5.100)
olur.

Cizelge 5.11. Bianchi tip VIII-IX uzay-zamanlarinin madde ve egrilik simetrileri

arasindaki iliskiler

Durum CC CC sayisi MC MC sayisi
a4 (5.84) 4 (5.96) 2
c2-a (5.88) 4 (5.96) 2
c2-b (5.90) 4 (5.101) — (5.103) 2-4
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BOLUM 5
SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismanin ilk boliimiinde tezin amacinin anlatildig1 bir giris yapilmis, ardindan
ikinci bdliimde tezde kullanilan temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde tezin temel
kavramlar1 olan madde ve egrilik simetrileri kisaca anlatilmistir.

Doérdiincii boliimde, statik silindirik simetrik uzay-zaman igin egrilik rankinin 3 ve
daha kiigiik olabildigi onalt1 farkli durumda ortaya ¢ikan CC denklemleri yazilarak bu
diferansiyel denklemlerin ¢6ziimleri yapilmigtir. Bu durumlardan (al) durumunun ¢éziimii
adim adim gosterilmis, diger durumlarda ise CC denklemleri ve ¢oziimleri verilmistir. Bazi
durumlarda, diger durumlarda bulunan CC vektor alanlarina ilave olarak gelen vektor
alanlar1 bulundugundan bu durumlar Cizelge 4.2’de diger durumlardan doniisiim yoluyla
elde edilebilenler ise Cizelge 4.3’de verilmistir. Bu boliimde bulunan CC vektor alanlari
literatiirdeki sonuclar1 dogruladig gibi baz1 yeni sonuglar da elde edilmistir. Her bir durum
icin sifirdan farkli enerji-momentum tensoriiniin bilesenleri hesaplanarak, bulunan CC
vektor alanlart ile (3.1) MC denkleminde yerine yazilmis ve bu vektor alanlarmin aym
zamanda MC vektor alani olabilmeleri igin gerekli kisitlama denklemleri bulunmustur.
Birbiriyle ayn1 kisitlama denklemleri ve bunlara ait durumlar Cizelge 4.4’de belirtilmistir.
(al.i.l), (al.ii.2), (al.iii), (al.vi.2), (al.vii.l), (al.ix.1) durumlarinda ve (al.ix.2)
durumunun ilk kisminda elde edilen CC vektor alanlari keyfi fonksiyonlar igermesine
ragmen bu vektdr alanlarinin ayni zamanda MC vektdr alani olabilmesi igin bu
fonksiyonlarin birer sabit fonksiyon olmalar1 gerektigi MC denklemleri ¢oziilerek elde
edilmistir. Diger durumlarda ortaya ¢ikan kisitlama denklemleri her durum i¢in ayr1 ayri
hesaplanmustir.

Bianchi tip Uzay-zamanlardan ilk olarak Bianchi tip II uzay-zamanin egrilik rankina
gore inceleme yapilmis ve egrilik rankinin 3 ve daha kii¢iik olabildigi ti¢ durum i¢in CC
denklemleri belirlenmis ve ¢oziimleri bulunmustur. Egrilik rankinin 1 oldugu durumda CC
vektor alanlarinin MC vektor alani olabilmesi i¢in bir kisitlama ifadesi bulunurken rankin 3
oldugu iki durumda elde edilen CC vektor alanlari enerji momentum tensorleriyle (3.1)
denkleminde yerine yazildiginda tiim denklemler 6zdes olarak sifira esit bulunmustur.
Buradan (c2.i) ve (c2.ii) durumlarindaki CC vektdr alanlarin ayn1 zamanda MC vektor
alan1 olduklar1 sonucu ¢ikartilmistir.

Bianchi tip I, III, V ve VI icin ayni inceleme 4.3 boliimiinde yapilmistir. Egrilik

rankinin 3 ve daha kii¢iik olabildigi onalt1 farkli durum i¢in CC denklemleri elde edilmis
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ve ¢oziimleri yapilmistir. Bu durumlardan sadece alti tanesi farkli CC vektor alanlari
verdiginden bunlar alt durumlarda ifade edilmis, baska bir alt durumla ayn1 CC vektor
alanin1 veren durumlar ise Cizelge 5.3’de listelenmistir. (a2), (b3), (b4), (b6), (c7) ve (c8)
durumlarinda elde edilen CC vektor alanlari ve enerji momentum tensdrleri (3.1) MC
denkleminde kullanildiginda tamami 6zdes olarak sifira esit denklemler elde edilmistir.
Buradan da bu durumdaki CC vektor alanlarinin ayn1 zamanda MC vektor alani olduklar:
anlasilmistir.

4.4 boliimiinde Bianchi tip IV’iin egrilik rankinin 3 ve daha kii¢iik olabildigi dort
durum i¢in CC denklemleri elde edilmis ve ¢oziimleri yapilarak CC vektor alanlari
bulunmustur. Bu dort durumdan ii¢ tanesi (a4, bl ve b2) ayn1 vektor alanlarini verirken bir
durum farkli bir vektor alam1 vermistir. Benzer sekilde bu vektdér alanlarimin (3.1) MC
denkleminde yazilmasiyla elde edilen kisitlama denklemleri de farkli enerji momentum
tensOr bilesenleri kullanilmasina ragmen yine li¢ durumda ayni, diger durumda farkl
olmustur.

Bianchi tip VIII ve IX’a ait inceleme 4.5 boliimiinde yapilmistir. Egrilik rankinin 3
ve daha kiiciik olabildigi {i¢ farkli durum i¢in CC denklemleri bulunmus ve ¢oziimleri
hesaplanarak CC vektor alanlar1 elde edilmistir. Bu vektor alanlarinin ve karsilik gelen
enerji-momentum tensor bilesenlerinin MC denkleminde kullanilmasiyla her durumun MC
vektor alani olabilmesi icin gerekli sartlar belirlenmistir.

CC ve MC denklemleri hesaplanan uzay zamanlarin madde ve egrilik simetrileri
arasindaki iliskiler Cizelge 4.6, Cizelge 5.2, Cizelge 5.6, Cizelge 5.9 ve Cizelge 5.11°de

verilmistir.
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