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ÖZET 

 

UZAY-ZAMANLARIN MADDE VE EĞRİLİK SİMETRİLERİ  

ARASINDAKİ İLİŞKİLER 

 

Necdet YÜCEL 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı Doktora Tezi 

Danışman: Prof.Dr. Uğur CAMCI 

07.08.2009, 74 sayfa 

 

 Bu çalışmanın birinci bölümünde tezin amacının anlatıldığı bir giriş yapılmış; ikinci 

bölümde ise temel tanımlar verilmiştir. Üçüncü bölümde madde ve eğrilik simetrisi 

kavramları anlatılmıştır. Dördüncü ve beşinci bölümde ise sırasıyla Statik Silindirik 

Simetrik Uzay-Zamanın ve Bianchi Tip II, I, III, V ve VI, VIII ve IX, IV Uzay-Zamanların 

eğrilik simetrileri hesaplanmış ve simetri koşulunu sağlayan vektör alanlarının madde 

simetrisi olma koşulları belirlenmiştir. 

 

Anahtar sözcükler: Madde simetrisi, eğrilik simetrisi, Statik silindirik simetrik uzay-

zaman, Bianchi tip uzay-zamanlar 
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ABSTRACT 

 

RELATIONS BETWEEN MATTER AND CURVATURE SYMMETRIES OF 

SPACETIMES 

 

Necdet YÜCEL 

Çanakkale Onsekiz Mart University 

Graduate School of Science and Engineering 

Chair for Physics Thesis of Doctor of Philosophy 

Advisor: Prof.Dr. Uğur CAMCI 

07.08.2009, 74 pages 

 

 In the first chapter of this study, a brief introduction in which aim of the thesis is 

explained has been begun and in the second chapter, the fundamental definitions have been 

given. In the third chapter, matter and curvature collination concepts have been explained. 

In the fourth and fifth chapters, curvature collineations of static spherically symmetric 

space-times and Bianchi type II, I, III, V and VI, VIII and IX, IV  space-times determined. 

After that, using vector fields that satisfies curvature collineation equations in the matter 

collineation equations some constraint equations have been obtained. 

 

Keywords: Matter Collineations, Curvature Collineations, Static Spherically Symmetric 

Space-times, Bianchi type space-times  
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BÖLÜM 1 – GİRİŞ                                                                                        Necdet YÜCEL 

BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

 

 Einstein alan denklemlerinin (EFE) çeşitli simetrileri üzerinde çokça çalışılan önemli 

konulardandır. Bu simetriler 

 abababab TRgRG κ=−=
2
1                (1.1) 

ile verilen EFE’lerin çözümlerinden ortaya çıkmaktadır. Burada abG  Einstein tensörünün, 

abR  Ricci tensörünün ve abT  Enerji-momentum tensörünün bileşenlerini gösterirken R  

Ricci sabitini, κ  ise gravistasyonel sabiti göstermektedir. Bir uzay-zamanın geometrisi 

abg  metrik tensörü ile belirlenir. Sadece metrik tensöre ve onun türevlerine bağlı olan 

bcd
aR  Riemann eğrilik tensörünün simetrilerinin çalışılması ile önemli sonuçlara 

ulaşılabilir. abg  metrik tensörünün invaryant kaldığı simetri Killing denklemiyle ifade 

edilmekte ve bcd
aR  Riemann tensörünü değiştirmeyen Lie dönüşümüne “Eğrilik 

Kollinasyon” simetrisi denilmektedir. 

 Madde simetrileri, uzay-zamanın simetrilerine farklı bir bakış açısı getirirler ve daha 

fazla fiziksel tabana sahiptirler. Verilen bir madde dağılımı için Einstein Alan 

Denklemlerini sağlayan bir gravitasyonel potansiyel (metrik) bulmak, relativite 

teorisindeki tüm araştırmalarda asıl amaçtır. Bu, seçilen madde dağılımının dinamiği ile 

uyumlu geometri üzerine simetriler yüklenerek elde edilebilir. abT  enerji-momentum 

tensörünün Madde Kollinasyonu denilen (ve madde tensörünü invaryant bırakan yönleri 

veren) simetrileri, uzay-zamanların belirli bölgelerinde oluşan fiziksel alanların metriğin 

simetrilerini nasıl yansıttığını bilmemize imkan sağlar. 

 Ele alınan geometriyi ifade eden uzay-zaman metriği eğrilik simetrilerine izin 

veriyorsa bunların bulunması, sınıflandırılması ve elde edilen vektör uzaylarının aynı 

zamanda madde simetrisi olması için gerekli kısıtlama denklemlerinin belirlenip çözülerek 

Eğrilik Kollinasyonu ile Madde Kollinasyonu arasındaki ilişkinin tespit edilip 

sınıflandırılması tezdeki temel amaç olacaktır. 
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BÖLÜM 2 

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

2.1. Lie Cebri ve Lie Türevi 

Ξ(M), M manifoldu üzerindeki tüm diferansiyellenebilir vektör alanlarının kümesi ve 

Φ (M), M manifoldu üzerindeki tüm diferansiyellenebilir fonksiyonların kümesi olsun. Bu 

küme, toplama ve skaler ile çarpma işlemleri altında bir reel vektör uzayıdır. Eğer X, Y ∈ 

Ξ(M) ise [ ]YX ,  Lie bracketi (parantezi veya komütatörü)  

 [ ]YX ,  f = X (Y f ) − Y (X f ) ,    ∀ f ∈Φ (M),               (2.1) 

şeklinde tanımlanmaktadır. [ , ] Lie parantezinin, X ve Y vektör alanlarına uyguladığı 

işleme Lie çarpımı denilmektedir. Ayrıca; Lie parantezi ∀ X, Y , Z ∈ Ξ(M) için 

 [ ]YX ,  = [ ]XY ,− ,                  (2.2) 

 [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]YXZXZYZYX ,,,,,, ++  = 0, (Jacobi özdeşliği)             (2.3) 

bağıntılarını sağlamaktadır. (2.1) Lie çarpımı işlemine göre, (2.2) ve (2.3) özelliklerini 

sağlayan (Ξ(M), [ , ]) çiftine Lie Cebri denir.  

M manifoldu üzerinde bir X
r

 vektör alanı, M  nin her p noktasına bir pX
r

 vektörü 

atanmasıyla elde edilir. Eğer f , M de bir diferensiyellenebilir fonksiyon ise X
r

f,  M 

üzerinde ( X
r

f )(p) = pX
r

f  şeklinde tanımlı bir fonksiyondur.  

Eğer X
r

f ,  her f diferensiyellenebilir fonksiyonu için türevlenebilir ise X
r

 vektör 

alanına diferensiyellenebilir denir. Bir X
r

 vektör alanı,  

X= j
j

x∂
∂ξ                   (2.4) 

şeklinde ifade edilebilir. Burada; (ξ i ) = (ξ1 , ... , ξn )  n-lisine, (xi) = (x1, ... , xn) lokal 

koordinat sistemine göre X
r
∈Tp(M) vektör alanının bileşenleri denir.  

Bir vektörün kontravaryant ve kovaryant bileşenlerinin kovaryant türevleri sırasıyla 

aşağıdaki gibi tanımlıdır: 

 c
bc

a
b

a
b

a UUU Γ+= ,;                   (2.5) 

 cab
c

baba UUU Γ−= ,;                  (2.6) 

Burada 

 )(
2
1

,,, dbcbcdcbd
ad

bc
a gggg −+=Γ                 (2.7) 
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Christoffel sembolü ve abg  metrik tensör (ikinci ranktan ve simetrik bir tensördür) olup  

abg  metrik tensörün tersini göstermektedir. Metrik tensör ve tersi arasında aşağıdaki 

bağıntı vardır: 
c
a

bc
ab gg δ=                   (2.8) 

Üçüncü ranktan bir tensörün kovaryant türevi 

bm
a

cd
m

mc
a

bd
m

bc
m

dm
a

dbc
a

dbc
a UUUUU Γ−Γ−Γ+= ,;                (2.9) 

şeklinde verilmektedir. Benzer şekilde bu tanım n. ranktan bir tensöre genişletilebilir. 

Lokal bir geodezik sistemde, verilen bir noktada bütün Christoffel sembollerinin 

sıfırlandığı (fakat türevlerinin sıfır olmadığı) bir koordinat sistemi seçmek her zaman 

mümkündür. Bu sistemde,  kovaryant ve kısmi türevler çakışır. 

Bir M manifoldu üzerindeki X vektör alanı, her Mp∈  noktası için pp =)0(γ  olacak 

şekilde yalnız bir tane )(τγ p  eğrisi belirler ve pX , bu eğriye teğet vektördür. )(τγ p  eğrisi 

boyunca ( nyy ,...,1 ) yerel koordinatları, )()0( pxy ii =  başlangıç değerleri ile 

( ))(),...,( ττ
τ

nii
i

yyx
d
dy

=  adi diferansiyel denklem sisteminin çözümleridir. Yeni bir türev 

ortaya koymak için p noktasından geçen )(τγ p  eğrisi boyunca )(τγ pq =  görüntü 

noktasına doğru ix  koordinatlı her bir p noktasını taşıyan (draggig) τφ  gönderimi dikkate 

alınmalıdır. τ  parametresinin yeterince küçük değerleri için τφ  gönderimi birebirdir ve bu 

herhangi bir T tensörünün T*
τφ  gönderimini içerir. T tensörünün X vektör alanına göre Lie 

türevi şu şekilde tanımlıdır: 

τ
φτ

τ

TTTX
−

=
→

*

0
lim£                 (2.10) 

T ve T*
τφ  tensörleri aynı tiptendirler ve her ikisi de aynı p noktasında hesaplanırlar. Eğer T 

ve T*
τφ  tensörleri çakışırsa bunların Lie türevleri sıfırlanmaktadır. Bunun anlamı; T ve 

T*
τφ  tensörlerinin, X vektör alanlarının integral eğrileri boyunca Lie taşınımı altında aynı 

kalmasıdır. Bununla birlikte, T tensörün ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

ix
 koordinat bazına göre bileşenleri integral 

eğriler boyunca değişebilir. 
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Ayrıca; ξ
r

 yönünde Lie türevini, ξ
r£  lineer operatörü da olarak tanımlayabiliriz. Bu 

operatör, Leibnitz kuralına göre işlem yapar; bir skaler üzerine etkidiğinde 
τd

d  şeklini alır, 

yani f  bir skaler fonksiyon olmak üzere ξ
r

 yönünde f  fonksiyonunun Lie türevi 

fDf ξξ
rr =£                 (2.11) 

olur. Normal türev, eğriye teğet  boyunca türevdir ve  

ξ
λξ

r
r ==

d
dD                 (2.12) 

şeklinde tanımlıdır. aU  kovaryant vektörünün Lie türevi aşağıdaki gibi tanımlıdır: 

a
b

b
b

baa UUU ;;£ ξξξ +=r                (2.13) 

Benzer olarak kontravaryant bir vektörün Lie türevini  

b
abb

b
aa UUU ;;£ ξξξ −=r                 (2.14) 

şeklinde tanımlarız. abU  kovaryant ikinci ranktan tensörünün ξ
r

 yönündeki Lie türevi 

ifadesi 

b
c

aca
c

bc
c

cabab UUUU ,,,£ ξξξξ ++=r                         (2.15) 

şeklindedir. Genel olarak herhangi bir ξ
r

 vektör alanı boyunca bir fd
caU ...

...  karışık 

tensörünün Lie türevini şu şekilde yazabiliriz: 

p
c

fd
pa

p
a

fd
cp

pfd
cap

fd
ca UUUU ,...

...
,...

...
,...

...
...

... ...£ ξξξξ −−−=r   

   f
p

pd
ca

d
p

fp
ca UU ,...

...
,...

... ... ξ++ξ+              (2.16) 

Burada fd
caU ...

...  tensörü (p,q) tipinden olup p, kontravaryant indis sayısını ve q, kovaryant 

indis sayısını göstermektedir. 

 

2.2. Bianchi Sınıflaması 

Üç-boyutlu Lie cebirleri dokuz Bianchi tipine sınıflanmıştır (Ellis ve MacCallum, 

1969). Bir Lie grubunun cebirsel yapısı, Lie cebrinin bazı { raX a ,...,1= } alınıp aX  nın 

bütün komütatörleri oluşturularak bu Lie cebri ile açıklanabilir. a = 1,...r olup r, G ile 

gösterilen Lie grubunun boyutudur. Lie cebri kapalı (yani [ ]ba XX ,  komütatörü Lie cebri 

içinde tanımlı) olduğundan 

[ ] dab
d

abbaba XCXXXXXX =−≡,                        (2.17) 
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elde edilmelidir. Burada ab
dC  ifadelerine Lie cebrinin yapı sabitleri denir. (2.3) Jacobi 

özdeşliği yapı sabitleri cinsinden yazıldığında 

0=++ eb
d

ca
e

ea
d

bc
e

ec
d

ab
e CCCCCC   ⇔ 0][ =ec

d
ab

e CC                     (2.18) 

elde edilir. Yapı sabitleri kovaryant (a ve b) indislerine göre antisimetriktirler: 

ba
d

ab
d CC −=                 (2.19) 

Bir Lie cebri, ab
dC  ile donatılmış bir reel vektör uzayı olarak düşünülebilir. Eğer Lie 

cebrinin boyutu üç (r =3) ise; ab
dC  yapı sabitleri, özel olarak, uygun bir ayrıştırmaya 

(dekompozisyona)  izin verir. Bu durumda; ab
dC  nin antisimetri özelliği kullanılarak 

aşağıdaki ayrıştırma yapılabilir: 

e
d
ff

d
eief

di
fe

d aaSC δδε −+=                         (2.20) 

Burada; diS simetrik tensör, iefε  tam antisimetrik tensör ve df
d

f Ca =2  dir. Bu 

yüzden; ab
dC  nın dokuz bileşeninin içeriği, diS nın altı bileşeni ve fa  nin üç bileşeni ile 

temsil edilmiştir. Son olarak; ancak ve ancak fa , diS ’ye dik  yani 

0=f
df aS                           (2.21) 

ise Jacobi özdeşliği sağlanır. Eğer fa  sıfırlanırsa, Lie cebri A Sınıfıdır. Bu durumda (2.21) 

denkleminin sağlandığı aşikardır ve Lie cebri, tam olarak, diS tensörünün işareti ile 

karakterize edilir. Eğer fa  sıfır değilse, Lie cebri B Sınıfıdır. Üç-boyutlu uzayda, dokuz 

tane eşdeğer olmayan farklı Bianchi tiplerini veren  cebirsel sınıflama aşağıdaki  gibidir : 

Bianchi   I :  [Xi,Xj]= 0, i, j =1, 2 ,3   

Bianchi  II :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = X1,  [X3,X1] = 0,  

Bianchi III :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = 0,  [X3,X1] = -X1, 

Bianchi IV :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = X1+X2,  [X3,X1] = -X1, 

Bianchi V :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = X2,  [X3,X1] = -X1,          (2.22) 

Bianchi VI :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = qX2,  [X3,X1] = -X1,   (q≠ 0,1) 

Bianchi VII:  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = -X1+qX2, [X3,X1] = -X1, q2 < 0 

Bianchi VIII:  [X1,X2] = X1, [X2,X3] = X3,  [X3,X1] = -2X2, 

Bianchi IX :  [X1,X2] = X3, [X2,X3] = X1,  [X3,X1] = X2. 

Bianchi tiplerine ait KV alanlar ise  

Bianchi   I :  xX ∂=)1(

r
, yX ∂=)2(

r
, zX ∂=)3(

r
    

Bianchi  II :  yX ∂=)1(

r
, zX ∂=)2(

r
, yx zX ∂+∂=)3(

r
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Bianchi III :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy AxzAzxX ∂−+∂−+∂= )()()3(

r
  

Bianchi IV :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy xzzX ∂+−∂−∂= )()3(

r
 

Bianchi V :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy xzX ∂−∂−∂=)3(

r
             (2.23) 

Bianchi VI :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy AxzAzxX ∂−+∂−+∂= )()()3(

r
 

Bianchi VII:  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy AxzAzxX ∂+−∂−+∂= )()()3(

r
 

Bianchi VIII: xX ∂=)1(

r
, xzy xzxxhzX ∂−∂+∂= coshtanhsinhcoshsec)2(

r
,  

     xzy xzxxhzX ∂−∂+∂= sinhtanhcoshsinhsec)3(

r
 

Bianchi IX :  xX ∂=)1(

r
, xzy xzxxzX ∂−∂+∂= costansincossec)2(

r
,  

     xzy xzxxzX ∂+∂+∂−= sintancossinsec)3(

r
 

ile verilirler (Ryan ve Shepley, 1975). 

2.3. Petrov Sınıflaması 

Petrov sınıflaması Weyl tensörünün cebirsel simetrilerini tanımlayan bir 

sınıflandırmadır. Sınıflandırma ilk olarak birbirinden bağımsız olarak Oetrov (1954) ve 

Pirani (1957) tarafından yapılmıştır.  

Weyl Konformal tensörü abcdR  eğrilik tönsörü ve abR  kullanılarak aşağıdaki gibi 

yazılabilir: 

)(
6

)(
2
1

bcadbdacadbcbcadacbdbdacabcdabcd RgRgRRgRgRgRgRC −+−−+−=          (2.24) 

Weyl tensörü aşağıdaki simetrilere sahiptir: 

cdababdcbacdabcd CCCC =−=−= , 0][ =bcdaC , 0=a
badC             (2.25) 

ve izsiz olma özeliğine sahiptir. Dolayısıyla 10 bağımsız bileşeni vardır. *
abcdC  tensörü de 

izsiz olduğundan )4,3,2,1,0( =iiψ  katsayıları cinsinden açılabilir: 

cdabcdabcdab

cdabcdabcdabcdabcdabcdababcd

VVVWWV

WWVUUVUWWUUUC

42

210
*

)(

)()(
2
1

ψψ

ψψψ

+++

+++++=
        (2.26) 

)4,3,2,1,0( =iiψ  katsayılarının fiziksel anlamları Kramer ve Ark. (1980) tarafından, 0ψ  l-

yönündeki enine dalga bileşeni, 1ψ  l-yönündeki boyuna dalga bileşeni, 2ψ  k-yönündeki 

Coulomb bileşeni, 3ψ  k-yönündeki boyuna dalga bileşeni ve 4ψ  k-yönündeki enine dalga 

bileşeni olarak verilmiştir. 
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0ψ  katsayılarının abcdC  ve abcdR  cinsinden değerleri aşağıdaki gibidir (Allen ve 

Ark.): 

141414140 RC ==ψ  

( )1421143414341 2
1 RRC −==ψ  

( ) ( )12141434123434342 2
1

2
1 RRCC +=+=ψ              (2.27) 

( )1232323432343 2
1 RRC +==ψ  

232323234 RC ==ψ  

Bu 3210 ,,, ψψψψ  ve 4ψ  katsayılarına göre Petrov tipinin tespiti d’Inverno ve 

Russell-Clark (1971) tarafından 

2
23140 34 ψψψψψ +−≡I ,  

012

123

234

ψψψ
ψψψ
ψψψ

≡J            (2.28) 

3
3234

2
41 23 ψψψψψψ +−≡K , 2

342 ψψψ −≡L ,  ILN 2
4

212 ψ−≡  

olmak üzere aşağıdaki gibi verilmiştir: 

Tip 0: Weyl tensörü özdeş olarak sıfırdır. 

Tip I: 23 27JI ≠  

Tip II: 23 27JI = , 0== JI  değil ve 0== NK  değil 

Tip III: 23 27JI = , 0== JI  ve 0== LK  değil 

Tip D: 23 27JI = , 0== JI  değil ve 0== NK  

Tip N: 23 27JI = , 0== JI  ve 0== LK  

 

2.4. Metrik Simetriler 

(M,g) Riemanian manifoldu üzerinde; ψ skaler fonksiyon ve X£ r , X
r

 vektör alanı 

yönünde Lie türev operatörü olmak üzere,  Ω  ve K 

K+Ω=Ω ψ2£X
r                                                                                       (2.29) 

simetri koşulunu sağlayan ve aynı tipten olması zorunlu olmayan geometrik/fiziksel 

nesneler olsun. Burada a
a

x
X

∂
∂

=ξ
r

 simetriyi doğuran vektör alanıdır. En önemli ve yaygın 
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simetriler Ω  nın Riemann geometrisi ve Einstein Teorisinde ortaya çıkan temel tensör 

alanlarından birisi olduğu durumdaki simetrilerdir. 

Uzay-zaman koordinatlarında Einstein alan denklemleri, 10 tane ikinci mertebeden 

lineer olmayan kısmi diferansiyel denklemden oluştukları için onların kesin çözümlerini 

elde etmek oldukça zordur. Bununla birlikte, eğer metrik tensörün bazı geometrik simetri 

özelliklerine sahip olduğu kabul edilirse bu problem bir dereceye kadar kolaylaştırılabilir. 

Eğer (2.27) denkleminde =Ω γ ve K= 0 ise X
r

 konformal killing vektör alanıdır. 

Konformal Hareketler (Conf M), gab metrik tensör bileşenleri cinsinden 

abab gg£ ψ2X =r                 (2.30) 

veya 
abab gg£ ψ2X −=r                       (2.31) 

denklemiyle ifade edilir (Katzin ve ark.,1969). Eğer, 0; ≠abψ  ise X
r

 vektör alanına, 

proper konformal killing vektör (CKV) alanı; 0; =abψ  ve 0; ≠aψ  ise özel konformal 

killing vektör (SCKV) alanı denir. Proper CKV ve SCKV alanları, matematiksel fizik ve 

kozmolojide bir çok uygulamaya sahip oldukları için fiziksel açıdan önemlidirler. Eğer 

0, =aψ  (yani =ψ sabit) ve ψ = 0 ise X
r

, sırasıyla, homotetik vektör (HV) alanı ve 

Killing vektör (KV) alanı adını almaktadır. Metrik tensörü invaryant bırakan simetrilere 

hareketler (motions) veya izometriler de denilmektedir. İzometri, bir vektörün 

uzunluğunu koruduğu için katı (rigid) hareket olarak da adlandırılabilir.  

Eğer uzay-zaman metriği bazı simetrileri kabul ediyorsa yani Killing denklemlerinin 

bir çözümü varsa, uzay-zaman bir hareket simetrisine ya da izometriye sahiptir denir. 

Einstein alan denklemlerinin, farklı simetri yapılarına sahip bir çok çözümü mevcuttur 

(Petrov, 1969). Ayrıca bu çözümler, özelliklerine ve onların izin verdiği hareket gruplarına 

göre sınıflandırılmışlardır (Kramer ve ark., 1980). 

 

2.5. Kollinasyon Simetrileri 

Riemann geometrisinde; uzay-zaman metriğinden sonra a
bcΓ , Rab ve bcd

aR  gibi tensör 

bileşenlerinin cebirsel özellikleri, uzay-zamanın geometrik yapısının anlaşılmasında 

önemli rol oynayan diğer adaylardır. 

X
r£  Lie türev operatörü Christoffel sembolüne uygulanırsa 

[ ]dbcbcdcbd
ada

bc g£g£g£g£ ;X;X;XX )()()(
2
1

rrrr −+=Γ                         (2.32) 
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bulunur. (2.29), (2.31) de kullanıldığında ise 
a

bcb
a
cc

a
b

a
bc g£ ,

,,X ψψδψδ −+=Γr               (2.33) 

denklemi elde edilir. (2.33) denklemini sağlayan bir X
r

 vektör alanı varsa; uzay-zaman, bir 

konformal kollinasyona (Conf C) izin veriyor denir (Duggal ve Sharma, 1986). Riemann 

eğrilik tensörünün (3.3) ile verilen bileşenlerinden 

( ) ( )
d

a
bcc

a
bdbcd

a ££R£
;X;XX Γ−Γ= rrr               (2.34) 

olur (Yano, 1955). Böylece; (2.32), (2.34) de kullanılarak 

[ ] [ ]d
a

cbcb
a
dbcd

a gR£ ;
,

;X 22 ψψδ +=r               (2.35) 

elde edilir. (2.35) nin a ve c indislerine göre kontraksiyonu alındığında ise  

ababab gR£ −−= ;X 2ψr �ψ               (2.36) 

olur; burada �ψ = ab
abg ;ψ  dir. R eğrilik skalerine X

r£  Lie türev operatörü uygulanır ve 

(2.30) ve (2.36) kullanılırsa 

62X −−= RR£ ψr �ψ                             (2.37) 

bulunur. Sonuç olarak, Gab Einstein tensörünün X
r

 vektör alanı yönündeki Lie türevi 

ababab gG£ 22 ;X +−= ψr �ψ               (2.38) 

dir. Eğer 0, =aψ  veya 0=ψ  ise (2.33) denklemini sağlayan X
r

 vektör alanına Affin 

kollinasyon (AC) denir. Eğer 0; =abψ  veya 0, =aψ  veya 0=ψ  ise (2.35) ve (2.36) 

denklemlerini sağlayan X
r

 vektör alanına, sırasıyla, eğrilik kollinasyon (CC) ve Ricci 

kollinasyon (RC) adı verilir. Yukarıda bahsedilen kollinasyon simetrileri ve bunlar 

arasındaki cebirsel özellikler ilk defa Katzin ve ark. (1969) tarafından ayrıntılı bir şekilde 

çalışılmış ve bir diyagram halinde gösterilmiştir. Daha sonraları bu diyagramda bazı 

düzeltmeler yapılmış ve yeni simetriler eklenerek diyagram genişletilmiştir. 
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BÖLÜM 3 

MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Madde Simetrileri  

M manifoldu üzerindeki bir ξ
r

  vektör alanı, eğer 

0£ =abTξ
r   )0£( =⇔ abGξ

r                             (3.1) 

koşulunu sağlıyor ise madde kollinasyonu (MC) adını alır. Bu koşul, Tab enerji-

momentum tensörünün bir ξ
r

 vektör alanı boyunca invaryant kalmasını ifade ettiği için 

fiziksel açıdan madde kolinasyonlarının çalışılması istenilen bir durumdur. Bununla 

birlikte; 

0£ =abTξ
r                               (3.2) 

veya 

0£ =b
aTξ

r                               (3.3) 

koşulunu sağlayan ξ
r

 vektör alanları tarafından doğurulan simetrilerin, (3.1) denklemiyle 

tanımlı olan MC simetrisiyle aynı anlama gelip gelmediği problemi vardır. MC için verilen 

(3.1) koşulu, genel olarak (3.2) veya (3.3) alternatif koşullarıyla eşdeğer değildir (Carot ve 

ark., 1994; Hall ve ark., 1996). 

Einstein alan denklemlerinin bir konformal ξ
r

 vektör alanı boyunca Lie türevi alırsa 

abab gT 2£ =ξ
r �ψ ab;2ψ−                  (3.4) 

elde edilir. Böylece; (3.4) denklemini sağlayan ξ
r

 vektör alanının MC olması için 

abab g=;ψ �ψ                  (3.5) 

gerek ve yeter şartı ortaya çıkar. Sonuç olarak; 

0; =abψ , ⇒ ξ
r

, SCKV alanı 

0, =aψ , ⇒ ξ
r

, HV alanı 

ve 

0=ψ , ⇒ ξ
r

, KV alanı 

durumlarında (3.1) denklemi sağlanır. Yani bu durumlarda ξ
r

, bir MC vektör alanı olur 

(Maartens ve ark., 1986; Mason ve Maartens, 1987; Coley ve Tupper, 1989; Tariq ve 

Tupper, 1992). 
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3.2. Eğrilik Simetrileri 

Bir uzay-zamanın abcdR  Rieman eğrilik tensör bileşenleri aşağıdaki gibi 

tanımlanmaktadır: 
e
ab

d
ec

e
ac

d
eb

d
cab

d
bac

d
abcR ΓΓ−ΓΓ+Γ−Γ≡ ,,                 (3.6) 

Bu tensörün ( ) a
ba

x
x

∂
∂

= ξξ
r

 vektör alanı yönünde bcd
aR ’nin Lie türevi alınır ve 

sıfıra eşitlenirse  
0£ =bcd

aRξ
r                             (3.7) 

CC denklemleri elde edilir. Bu denklemi daha açık şekilde kısmi türevli haliyle şöyle 

yazabiliriz; 

0;;;;; =−+++ a
ebcd

ee
dbce

ae
cbed

ae
becd

ae
ebcd

a RRRRR ξξξξξ             (3.8) 

Bu denklemi sağlayan ξ
r

 vektör alanına Eğrilik simetrisi (CC) adı verilir. Bu 

denklem sistemi 4 boyutlu uzayda 256 tane denklemden oluşmaktadır. Bu denklemlerden 

96 tanesi özdeşlik olarak ortaya çıkmaktadır. Riemann tensörünün simetrilerinden 64 

denklem de çıkarıldığında geriye en genel durumda 96 denklem kalmaktadır. 

Üzerinde çalışılan her uzay-zaman için bcd
aR ’ler kullanılarak tamamen kovaryant 

abcdR  tensörü de hesaplanmaktadır. Bu durumda Aab =  ve Bcd =  ifadeleri 

kullanıldığında tamamen kovaryant tensör ABR  şeklini alır. ab  ve  cd  indisleri, simetriden 

dolayı sadece { }23,13,12,03,02,01  değerlerini alabilirler. Böylece ABR  tensörü 6×6 tipinde 

simetrik bir matris olarak değerlendirilebilir. Hall ve Costa’nın aşağıdaki teoremi (Hall ve 

Costa, 1991a ve 1991b) proper CC’lerin var olup olmadığının tespitinde kullanılmıştır. 

Teorem 1: 6x6 simetrik Riemann eğrilik matrisinin rankı 3 (üç)’den büyük iken 

proper (öz) CC ‘ler mevcut değildir. 

Bu teorem kullanıldığında; (3.7) denklem sistemini oluşturan, en çok 96 adet 

olabilen, denklem sisteminin çözülmesi yerine sadece rankın üç ve daha düşük olduğu alt 

durumlardaki denklem sistemlerinin çözülmesi yeterli olmaktadır.  

6×6 tipindeki bir matrisin rankının 1 olabileceği altı, 2 olabileceği onbeş ve 3 

olabileceği yirmi olmak üzere toplam kırk bir farklı durum olabilir. 
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3.3. Bazı Önemli Çalışmalar 

(3.2) ile verilen 0£ =abTξ
r  MC denkleminin koordinat gösteriminde yazılışı 

aşağıdaki gibidir : 

0,,, =ξ+ξ+ξ a
c

cbb
c

ac
c

cab TTT                               (3.9) 

Bu denklemin, dikkate alınan bir uzay-zaman için çözülmesi (yani  MC vektör alanlarının 

elde edilmesi) ve çözümlerin sınıflanması problemi üzerine birçok çalışma yapılmıştır. 

Bazı statik küresel simetrik uzay-zamanların MC vektör alanları Sharif (2001) tarafından 

araştırılmıştır. Friedmann-Robertson-Walker metriğinin MC vektör alanları Camci ve 

Barnes (2002) tarafından elde edilmiştir. Kantowski-Sachs, Bianchi tip I ve Bianchi tip III 

metriğine ait MC denklemleri, Camci ve Sharif (2003) tarafından  çözülmüş ve sınıflama 

yapılmıştır. Ayrıca; Camci ve Sharif (2003), homojen Gödel-tipi metriklerin MC 

simetrilerini çalışmışlardır. Camci ve Şahin (2006) Bianchi tip II uzay-zamanın MC vektör 

alanlarının sınıflamasını yapmışlardır. Tsamparlis ve Apostolopoulos (2004), lokal 

rotasyonel simetrik uzay- zamanların MC vektör alanları elde etmiş ve tam bir sınıflama 

yapmıştır.  

Sharif (2003); enerji-momentum tensörünün simetrileri üzerine çalışmalar yapmış, 

küresel simetrik Lorentzian Manifold’da Enerji-momentum tensörünün simetrilerini 

araştırmıştır. Sharif ve Aziz (2003), küresel simetrik statik uzay-zamanların madde 

kollinasyonlarına göre sınıflamasını yapmışlardır. Sharif (2004), silindirik simetrik statik 

uzay-zamanlarda enerji-momentum tensörünün simetrileri üzerine çalışmıştır. 
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BÖLÜM 4 

ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

Statik silindirik simetrik uzay-zamanın eğrilik kollinasyon (CC) simetrileri Shabbir 

ve ark. (2003) ve Bokhari  ve ark. (1998, 2003) tarafından çalışılmış ve sınıflama 

yapılmıştır. Bu sınıflamalarda, CC denklemlerinin çözümleri sırasında ortaya çıkan olası 

durumlar dikkate alınmıştır. Fakat, 6X6 matris olarak yazılabilen abcdR  Riemann eğrilik 

tensörünün rankı (eğrilik rankı) kullanılarak sınıflama yapılmasının çok kullanışlı olduğu 

bilinmektedir (Hall, 2004; Hall ve Costa, 1991a ve 1991b). Bu bölümde statik küresel 

simetrik uzay-zamanların CC vektör alanları için literatürdeki sonuçların elde edilmesi 

yanında, 3.2 bölümünde (sayfa 11) verilen Teorem 1 kullanılarak bu uzay-zamana ait 

eğrilik rank durumlarına göre inceleme yapılmış ve bazı yeni sonuçlar elde edilmiştir. 

Statik silindirik simetrik uzay-zaman metriği  
22222 dzededrdteds μλν θ +++−=               (4.1) 

ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Burada ( ) ( ) ( )rrr μμλλνν === ,,  dir. Bu 

uzay-zaman, aşağıdaki uzaysal (spacelike) KV alanlarına izin vermektedir: 

tX ∂=)1(

r
, θ∂=)2(X
r

,  zX ∂=)3(

r
               (4.2) 

(4.1) metriğine ait bcd
aR  Rieman eğrilik tensör bileşenleri aşağıdaki gibi bulunmaktadır: 

EeRFeRCR
DeRFRBR

AeRCeRBeR
ERDRAR

μυμλ

λυ

υμλ

−−

−

−===

−===

−===

===

030
3

232
3

131
3

020
2

323
2

121
2

010
1

313
1

212
1

303
0

202
0

101
0

         (4.3) 

olur. Bu bileşenlerdeki A, B, C, D, E ve F fonksiyonları 

)2(
4
1)( 2νν ′+′′−≡rA , )2(

4
1)( 2λλ ′+′′−≡rB  

)2(
4
1)( 2μμ ′+′′−≡rC , λυ

λ

′′−≡
4

)( erD              (4.4) 

μυ
μ

′′−≡
4

)( erE , λμ
μ

′′−≡
4

)( erF    

şeklinde tanımlıdırlar. Burada (’) işareti r’ye göre türevi göstermektedir. 

Teorem 1’i kullanabilmek için oluşturulan IJabcd RR ≡  }23,13,12,03,02,01{, ∈JI  

tamamen kovaryant Riemann eğrilik tensörü aşağıdaki matris formunda yazılabilir: 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

F
C

B
D

E
A

RIJ

00000
00000
00000
00000
00000
00000

              (4.5) 

abcdR  Riemann eğrilik tensörünün 6×6 matris formundaki rankının üç ve üç’den küçük 

olabildiği durumlar Çizelge 4.1’de verilmektedir.  

 

Çizelge 4.1. Statik silindirik simetrik uzay-zaman için eğrilik rankının üç ve üç’den küçük 

olabildiği durumlar 

A≠ 0, B=C=D=E=F=0 
B≠ 0, A=C=D=E=F=0 
C≠ 0, A=B=D=E=F=0 
D≠ 0, A=B=C=E=F=0 
E≠ 0, A=B=C=D=F=0 

Rank=1 

F≠ 0, A=B=C=D=E=0 
A≠ 0, B≠ 0, C=D=E=F=0 
A≠ 0, C≠ 0, B=D=E=F=0 
A≠ 0, D≠ 0, B=C=E=F=0 
A≠ 0, E≠ 0, B=C=D=F=0 
A≠ 0, F≠ 0, B=C=D=E=0 
B≠ 0, C≠ 0, A=D=E=F=0 
B≠ 0, D≠ 0, A=C=E=F=0 
B≠ 0, E≠ 0, A=C=D=F=0 
B≠ 0, F≠ 0, A=C=D=E=0 
C≠ 0, D≠ 0, A=B=E=F=0 
C≠ 0, E≠ 0, A=B=D=F=0 
C≠ 0, F≠ 0, A=B=D=E=0 
D≠ 0, E≠ 0, A=B=D=F=0 
D≠ 0, F≠ 0, A=B=C=E=0 

Rank=2 

D≠ 0, F≠ 0, A=B=C=E=0 
A≠ 0, B≠ 0, C≠ 0, D=E=F=0 
A≠ 0, B≠ 0, D≠ 0, C=E=F=0 
A≠ 0, B≠ 0, E≠ 0, C=D=F=0 
A≠ 0, B≠ 0, F≠ 0, C=D=E=0 
A≠ 0, C≠ 0, D≠ 0, B=E=F=0 
A≠ 0, C≠ 0, E≠ 0, B=D=F=0 
A≠ 0, C≠ 0, F≠ 0, B=D=E=0 
A≠ 0, D≠ 0, E≠ 0, B=C=F=0 
A≠ 0, D≠ 0, F≠ 0, B=C=E=0 
A≠ 0, E≠ 0, F≠ 0, B=C=D=0 
B≠ 0, C≠ 0, D≠ 0, A=E=F=0 

Rank=3 

B≠ 0, C≠ 0, E≠ 0, A=D=F=0 
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B≠ 0, C≠ 0, F≠ 0, A=D=E=0 
B≠ 0, D≠ 0, E≠ 0, A=C=F=0 
B≠ 0, D≠ 0, F≠ 0, A=C=E=0 
B≠ 0, E≠ 0, F≠ 0, A=C=D=0 
C≠ 0, D≠ 0, E≠ 0, A=B=F=0 
C≠ 0, D≠ 0, F≠ 0, A=B=E=0 
C≠ 0, E≠ 0, F≠ 0, A=B=D=0 
D≠ 0, E≠ 0, F≠ 0, A=B=C=0 

 

Yukarıdaki 41 (kırk bir) durumda A,B,C,D,E ve F fonksiyonları göz önüne 

alındığında eğrilik rankının 3 olabildiği dört, 2 olduğu altı ve 1 olduğu altı farklı durum 

mümkündür: 

(a1) Rank=3 : )(),(., rrsbt μμλλυ === ⇔ 0,,;0,, ≠= FCBEDA  

(a2) Rank=3 : )(),(., rrsbt μμυυλ === ⇔ 0,,;0,, ≠= ECAFDB  

(a3) Rank=3 : )(),(., rrsbt λλυυμ === ⇔ 0,,;0,, ≠= DBAFEC  

(a4) Rank=3 : )(),(),( rrR μμλλυυ === , 02 2 =′+′′ υυ , 02 2 =′+′′ λλ ,  

               02 2 =′+′′ μμ ⇔ 0,,;0,, ≠= FEDCBA  

(b1) Rank=2: )(),(., rrsbt μμλλυ === , 02 2 =′+′′ λλ  

⇔ 0,;0,,, ≠= FCEDBA  

(b2) Rank=2: )(),(., rrsbt μμλλυ === , 02 2 =′+′′ μμ  

⇔ 0,;0,,, ≠= FBEDCA  

(b3) Rank=2: )(),(., rrsbt λλυυμ === , 02 2 =′+′′ λλ  

⇔ 0,;0,,, ≠= DAFECB  

(b4) Rank=2: )(),(., rrsbt λλυυμ === , 02 2 =′+′′ υυ  

⇔ 0,;0,,, ≠= DBFECA  

(b5) Rank=2: )(),(., rrsbt μμυυλ === , 02 2 =′+′′ υυ  

⇔ 0,;0,,, ≠= ECFDBA  

(b6) Rank2: )(),(., rrsbt μμυυλ === , 02 2 =′+′′ μμ  

⇔ 0,;0,,, ≠= EAFDCB  

(c1) Rank=1: )(),(., rrsbt μμλλυ === , 02 2 =′+′′ λλ , 02 2 =′+′′ μμ  

⇔ 0;0,,,, ≠= FEDCBA  

(c2) Rank=1: )(),(., rrsbt μμυυλ === , 02 2 =′+′′ υυ , 02 2 =′+′′ μμ  

⇔ 0;0,,,, ≠= EFDCBA  
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(c3) Rank=1: )(),(., rrsbt λλυυμ === , 02 2 =′+′′ υυ , 02 2 =′+′′ λλ  

⇔ 0;0,,,, ≠= DFECBA  

(c4) Rank=1: )(., rsbt υυλμ === ⇔ 0;0,,,, ≠= AFEDCB  

(c5) Rank=1: )(., rsbt λλμυ === ⇔ 0;0,,,, ≠= BFEDCA  

(c6) Rank=1: )(., rsbt μμλυ === ⇔ 0;0,,,, ≠= CFEDBA  

 

4.1.1. EĞRİLİK SİMETRİLERİ 

Bu bölümde; yukarıdaki olası farklı durumlar sırasıyla dikkate alınacak ve statik 

silindirik simetrik uzay-zamanlar için her bir durumda ortaya çıkan CC denklemleri 

yazılarak bunlara çözümler aranacak yani CC vektör alanlarına ait bileşenler 

belirlenecektir. 

Durum (a1): 0,,;0,, ≠= FCBEDA  

Bu durumu ifade eden kısıtlama koşullarından )(),(., rrsbt μμλλυ === bulunur. 

Böylece, CC denklemleri aşağıdaki onsekiz denkleme indirgenmektedir: 

)(00 tξξ = ,   ),,(11 zr θξξ = ,   ),,(22 zr θξξ = ,   ),,(33 zr θξξ =          (4.6a) 

0)(,
1 =− BeFz

μξ , 0)(,
1 =− CeF μ
θξ ,  0)(,

2 =− CeFr
μξ                (4.6b) 

0)(,
2 =− BCzξ ,  0)(,

3 =− BeFr
μξ , 0)(,

3 =−CBθξ          (4.6c) 

02
,

1
, =+ re ξξ λ
θ , 03

,
1
, =+ rz e ξξ μ , 02

,
3
, =+ −

ze ξξ μλ
θ                 (4.6d) 

01
,

3
, =+ zr BF ξξ , 01

,
2
, =+ −

θ
λμ ξξ CeF r , 03

,
2
, =+ −

θ
λμ ξξ CeB z          (4.6e) 

02 1
,

1 =+′ rBB ξξ , 02 1
,

1 =+′ rCC ξξ , 02 3
,

1 =+′ zFF ξξ                  (4.6f) 

02)( 2
,

1 =+′+′ θξξλ BBB , 02)( 3
,

1 =+′+′ zCCC ξξμ                 (4.6g) 

02)( 2
,

1 =+′−′+′ θξξμλ FFFF              (4.6h) 

Bu denklem sisteminin çözümünü araştıralım. (4.6f)’deki birinci ve ikinci 

denklemlerden 

C
C

B
Br

221

1
, ′

−=
′

−=
ξ
ξ

 ⇒  CB =  ve 
B

zf ),(1 θξ =             (4.7) 

bulunur. Burada ),( zf θ  bir integrasyon fonksiyonudur. (4.6f)’deki üçüncü ve (4.6g)’deki 

ikinci denkleminden 

 01 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′

−′−
′

C
C

F
F μξ                 (4.9) 
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elde edilir. Buradan 01 ≠ξ  olması durumunda 

 CesabitF μ×=   (4.10) 

bulunur. (4.7)’de elde edilen sonucun (4.6d)’deki birinci denklemde yerine yazılmasıyla 

 ),(),( 1,
2 zfdr

B
ezf θθξ

λ

θ +−= ∫
−

  (4.11) 

ve (4.6d)’nin ikinci denkleminde yerine yazılmasıyla 

 ),(),( 2,
3 zfdr

B
ezf z θθξ

μ

+−= ∫
−

  (4.12) 

elde edilir. Burada ),(2 zf θ  ve ),(3 zf θ  bir integrasyon fonksiyonlarıdır. Bu sonuçlar 

(4.6d)’deki son denklemde kullanılmasıyla 

 ),(),(),( ,3,2,1 zfzfedr
B

eedr
B

ezf zz θθθ θ
μλ

λ
μλ

μ

θ +=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ −

−
−

−

∫ ∫   (4.13) 

olur. (4.6g)’deki birinci denklemden 

 0),(),(),(
2

1
,2,11 =+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′+

′
∫

−

zfdr
B

ezfzf
B
B

B
θθθλ θ

λ

θθ          (4.14) 

bulunur. (4.14)  denkleminin r’ye göre türevi alınıp düzenleme yapıldığında, α  ayırma 

sabiti olmak üzere,  

 α
λ

θ
θ

λ
θθ =

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′
= −

B
e

B
B

B
zf
zf 2

1

),(
),(

1

,1   (4.15) 

elde edilir. (4.6g)’deki ikinci denklemden ise 

 0),(),(),(
2

1
,2, =+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′+

′
∫

−

zfdr
B

ezfzf
B
B

B zzz θθθμ
μ

         (4.16) 

bulunur. (4.16) denkleminin r’ye göre türevinin alınmasıyla 

 β
μ

θ
θ

μ =

′

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′
= −

B
e

B
B

B
zf
zf zz 2

1

),(
),(,   (4.17) 

olur. Burada β  diğer bir ayırma sabitidir. (4.15) ve (4.17) denklemlerinin çözümleri α  ve 

β ’nın aldığı değerlere bağlı olarak dokuz farklı durumda incelenmelidir. Her bir durum 

kendi içinde ayrıca alt durumlara sahiptir. 
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Alt Durum (a1.i) α <0, β <0 iken (4.15) ve (4.17) denklemlerinden sırasıyla 

01
2

,1 =+ ff αθθ ,  01
2

,1 =+ ff zz β             (4.18) 

ve 

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−=∫
−

B
B

B
dr

B
e λ

α

λ

22
1 , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−=∫
−

B
B

B
dr

B
e μ

β

μ

22
1         (4.19) 

elde edilir. (4.18) denklemlerinin çözümünden 

 ( ) ( ))sin()cos()sin()sin()cos()cos(),( 43211 zazazazazf ββαθββαθθ +++=       (4.20) 

bulunur. (4.19)’un ilk denkleminde (4.14) eşitliğini yazarsak 

 0),(,2 =zf θθ                (4.21) 

(4.19)’un ikinci denkleminde (4.16) eşitliği yazılması durumunda ise 

 0),(,3 =zf z θ                (4.22) 

sonuçları bulunur. (4.13) denklemi  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−= −
221

11
2

1)(
α

λ
β

μ μλ

B
Be

B
B

B
rS           (4.23) 

tanımı ve (4.21), (4.22) eşitlikleri kullanıldığında 

  0)()()(),( ,3,21,1 =−− − θθ θ
μλ

θ fzferSzf zz            (4.24) 

haline dönüşür. (4.24) denklemi için aşağıdaki olasılıklar mevcuttur. 

(a1.i.1) 0)(1 ≠rS  ve λμ ≠  iken (4.24) denkleminin r’ye göre türevi alındığında 

0
),(

)(
)(
)(

,

,11 ≠==
′

′
− γ

θθ
μλ zf

zf
e

rS

z

z              (4.25) 

elde edilir. Buradan  

 0)(),( ,1, =− zfzf zz θγ θ               (4.26) 

olur. (4.20) çözümü (4.26)’da kullanıldığında 04321 ==== aaaa  ve sabitczf == 12 )(  

bulunur. Bunun (4.24)’de yerine yazılmasıyla sabitcf == 23 )(θ  elde edilir. Bu işlemlerin 

sonucu olarak (4.7), (4.11), (4.12) denklemlerinden sırasıyla  

 01 =ξ ,  1
2 c=ξ ,  2

3 c=ξ     

elde edilir. Bu CC vektör alanları aşağıdaki şekilde ifade edilirler: 

θξ ∂=≡ )1()1( X
rr

,  zX ∂=≡ )2()2(

rr
ξ , tth ∂= )(1)3(ξ

r
          (4.27) 

Burada )(1 th , t’ye bağlı keyfi fonksiyondur.  
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(a1.i.2) 0)(1 =rS  ve λμ ≠  iken: 

θξ ∂=)1(

r
, z∂=)2(ξ
r

                                            (4.28) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sin()cos(

2
1)cos()sin(

2
1)cos()cos(1

)3( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cos()cos(

2
1)sin()sin(

2
1)sin()cos(1

)4( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sin()sin(

2
1)cos()cos(

2
1)cos()sin(1

)5( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cos()sin(

2
1)sin()cos(

2
1)sin()sin(1

)6( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

ttf ∂= )(2)7(ξ
r

 

Burada )(2 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyon olup yukarıdaki vektör alanlarının Lie Cebrine ait 

sıfır olmayan komütatörler 

)5()3()1( ],[ ξαξξ
rrr

−= ,  )6()4()1( ],[ ξαξξ
rrr

−= ,  )3()5()1( ],[ ξαξξ
rrr

=  

)4()6()1( ],[ ξαξξ
rrr

= , )4()3()2( ],[ ξβξξ
rrr

−= , )3()4()2( ],[ ξβξξ
rrr

=  

)6()5()2( ],[ ξβξξ
rrr

−= , )5()6()2( ],[ ξβξξ
rrr

=  

şeklinde elde edilir. 

Alt Durum (a1.ii) α <0, β >0 iken 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′= −
222

11
2

1)(
α

λ
β

μ μλ

B
Be

B
B

B
rS           (4.29) 

tanımı kullanılarak aşağıdaki olasılıklar ele alınacaktır. 

(a1.ii.2) 0)(2 =rS  ve λμ ≠  olması durumunda aşağıdaki CC vektör alanlar bulunur: 

θξ ∂=)1(

r
,  z∂=)2(ξ

r
              (4.30) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cosh()cos(

2
1)cosh()sin(

2
1)cosh()cos(1

)3( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sinh()cos(

2
1)sinh()sin(

2
1)sinh()cos(1

)4( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cosh()sin(

2
1)cosh()cos(

2
1)cosh()sin(1

)5( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sinh()sin(

2
1)sinh()cos(

2
1)sinh()sin(1

)6( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

ttf ∂= )(3)7(ξ
r

  

Burada )(3 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyondur. 
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Alt Durum (a1.iii) α <0, β =0 iken 

θξ ∂=)1(

r
,  z∂=)2(ξ
r

,  zz∂=)3(ξ
r

,  ttf ∂= )(4)4(ξ
r

          (4.31) 

CC vektör alanları elde edilir. Bu vektör alanlarının Lie Cebrine ait sıfır olmayan tek 

komütatör 

)2()3()2( ],[ ξξξ
rrr

=  

dir. 

Alt Durum (a1.iv): α >0, β <0 iken 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−= −

B
Be

B
B

B
rS λ

α
μ

β
μλ

223
11

2
1)(           (4.32) 

tanımını kullanalım. 0)(3 =rS  ve λμ ≠  olması durumunda bulunan CC vektör 

alanlar: 

θξ ∂=)1(

r
, z∂=)2(ξ
r

                          (4.33) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sin()cosh(

2
1)cos()sinh(

2
1)cos()cosh(1

)3( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cos()cosh(

2
1)sin()sinh(

2
1)sin()cosh(1

)4( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sin()sinh(

2
1)cos()cosh(

2
1)cos()sinh(1

)5( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cos()sinh(

2
1)sin()cosh(

2
1)sin()sinh(1

)6( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

ttf ∂= )(5)7(ξ
r

  

şeklindedir. Burada )(5 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyondur. 

 

Alt Durum (a1.v) α >0, β >0 iken 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′= −

B
Be

B
B

B
rS λ

α
μ

β
μλ

224
11

2
1)(           (4.34) 

tanımını kullanalım. 0)(4 =rS  ve λμ ≠  ise CC vektör alanlar 

θξ ∂=)1(

r
, z∂=)2(ξ
r

                      (4.35) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sinh()cosh(

2
1)cosh()sinh(

2
1)cosh()cosh(1

)3( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cosh()cosh(

2
1)sinh()sinh(

2
1)sinh()cosh(1

)4( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)sinh()sinh(

2
1)cosh()cosh(

2
1)cosh()sinh(1

)5( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−∂= zr z
B
Bz

B
Bz

B
)cosh()sinh(

2
1)sinh()cosh(

2
1)sinh()sinh(1

)6( βαθμ
β

βαθλ
α

βαθξ θ

r

ttf ∂= )(6)7(ξ
r

  

şeklinde bulunur. Burada )(6 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyondur. 

 

Alt Durum (a1.vi) α >0, β =0 iken aşağıdaki tanım kullanılmaktadır. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+= −
−

∫ B
Be

B
dr

B
erS λ

α
μλ

μ

25 2
1)(            (4.36) 

0)(5 ≠rS  ve λμ =  iken aşağıdaki CC vektör alanlar elde edilmektedir: 

θξ ∂=)1(

r
, z∂=)2(ξ
r

 , zz ∂−∂= θξ θ)3(

r
, ttf ∂= )(7)4(ξ
r

          (4.37) 

)(7 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyon olmak üzere bu vektör alanların Lie Cebrine ait sıfır 

olmayan komütatörler şu şekildedir: 

)2()3()1( ],[ ξξξ
rrr

−= , )1()3()2( ],[ ξξξ
rrr

=  

Alt Durum (a1.vii) α =0, β <0 iken 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−= ∫
−

−

B
B

B
dr

B
eerS μ

β

λ
μλ

26 2
1)(            (4.38) 

olmak üzere 0)(6 ≠rS  ve λμ =  iken aşağıdaki CC vektör alanlar elde edilmektedir: 

θξ ∂=)1(

r
,  z∂=)2(ξ
r

, zz ∂−∂= θξ θ)3(

r
,  ttf ∂= )(8)4(ξ
r

          (4.39) 

Burada )(8 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyondur.  

 

Alt Durum (a1.viii) α =0, β >0 iken 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+= ∫
−

−

B
B

B
dr

B
eerS λ

β

λ
μλ

27 2
1)(            (4.40) 

tanımı dikkate alındığında elde edilen CC vektör alanlar Çizelge 4.2’de verilmiştir. 

 

Alt Durum (a1.ix) α =0, β =0 iken 

∫∫
−−

− += dr
B

edr
B

eerS
μλ

μλ)(8              (4.41) 

tanımı kullanıldığında iki durum mümkündür.   

(a1.ix.1) λμ =  olması durumunda bulunan CC vektör alanlar: 

θξ ∂=)1(

r
,  z∂=)2(ξ
r
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zr zkzkdr
B

e
B

∂−∂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+∫−+∂=

−
2

1

22

1)3( 222
1

θ

λ θθξ
r

 
zr

zkdr
B

ezk
B

∂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++∫−∂+∂=

−

222
1 22

11)4(
θθξ

λ

θ

r           (4.42) 

zr kk
B

∂−∂+∂= 11)5( 2
1

θξ
r , zz ∂−∂= θξ θ)6(

r
, ttf ∂= )(9)7(ξ
r

  

Burada )(9 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyon ve 1k  sıfırdan farklı bir sabittir. 

(a1.ix.2) λμ ≠  olması durumunda çözüm: 

zr zkk
B

∂−∂−∂= 21)1(
1

θθξ
r

,  θξ ∂=)2(

r
, z∂=)3(ξ
r

, ttf ∂= )(10)4(ξ
r

          (4.43) 

Burada )(10 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyon ve 2k  sıfırdan farklı bir sabittir.  

 
Çizelge 4.2. Statik silindirik simetrik uzay-zamanın 0,,;0,, ≠= FCBEDA  olan (a1) 

durumunun bazı alt durumlarında elde edilen CC vektör alanları 
Durum a1.i.3 a1.ii.3 a1.iv.3 a1.v.3 

Kısıtlama 
Denklemleri 

0)(1 =rS , 
λμ =  

0)(2 =rS , 
λμ =  

0)(3 =rS , λμ =  0)(4 =rS , λμ =  

CC 
(4.28) ile verilen 
CC vektör alanlar 
+ zz ∂−∂= θξ θ)8(

r
 

(4.30) ile verilen 
CC vektör alanlar 
+ zz ∂−∂= θξ θ)8(

r
 

(4.33) ile verilen 
CC vektör alanlar 
+ zz ∂−∂= θξ θ)8(

r
 

(4.35) ile verilen 
CC vektör alanlar 
+ zz ∂−∂= θξ θ)8(

r
 

Durum a1.ii.1 a1.iv.1 a1.v.1 a1.vi.1 
Kısıtlama 

Denklemleri 
0)(2 ≠rS , λμ ≠ 0)(3 ≠rS , λμ ≠  0)(4 ≠rS , λμ ≠  0)(5 ≠rS , λμ ≠  

CC (4.27) (4.27) (4.27) (4.27) 
Durum a1.vii.1 a1.vii.3 a1.viii.1 a1.viii.2 

Kısıtlama 
Denklemleri 

0)(6 ≠rS , λμ ≠ 0)(6 =rS  0)(7 ≠rS , λμ ≠  0)(7 ≠rS , λμ =  

CC (4.27) (4.27) (4.27) (4.37) 
 

Durum (a4): 0,,;0,, ≠= FEDCBA  

Bu durumda )(),(),( rrr μμλλυυ === olup 02 2 =′+′′ υυ , 02 2 =′+′′ λλ , 

02 2 =′+′′ μμ  kısıtlama denklemlerinden )ln(2 21 crc +=ν , )ln(2 43 crc +=λ  ve 

)ln(2 65 crc +=μ  bulunur. 

CC denklemleri aşağıdaki 18 denkleme indirgenmektedir: 

),,(00 zt θξξ = ,   )(11 rξξ = ,   ),,(22 zt θξξ = ,   ),,(33 zt θξξ =  

0)(,
0 =− FEθξ , 0)(,

0 =− − DeFz
λμξ , 0)(,

2 =− FEtξ  
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0)(,
2 =− − DeEz

λμξ , 0)(,
3 =− − FeDt

μλξ , 0)(,
3 =− − EeD μλ
θξ  

00
,

2
, =− −

θ
λυ ξξ et , 00

,
3
, =− −

zt e ξξ μυ , 02
,

3
, =+ −

ze ξξ μλ
θ         (4.44) 

00
,

3
, =+ −

zt DeF ξξ λυ , 03
,

2
, =+ θξξ ED z , 02

,
0
, =− −

tFeE ξξ υλ
θ  

02 2
,

1 =+′ θξξ DD , 02 3
,

1 =+′ zEE ξξ , 02 3
,

1 =+′ zFF ξξ  

02)( 0
,

1 =+′−′+′ tDDDD ξξλυ , 02)( 0
,

1 =+′−′+′ tEEEE ξξμυ  

02)( 2
,

1 =+′−′+′ θξξμλ FFFF  

Bu denklem sisteminden elde edilen CC vektör alan bileşenleri μ , υ  ve λ ’nın aldığı 

değerlere bağlı olarak 3 farklı durumda incelenmelidir.  

Alt Durum (a4.i) λμυ ≠≠  iken aşağıdaki CC vektör alanlar elde edilmektedir: 

t∂=)1(ξ
r

, θξ ∂=)2(

r
, z∂=)3(ξ
r

, zrt z
D
Dt ∂−∂−∂
′

+∂−= θθξ 2
)4(

r
               (4.45) 

Bu vektör alanlar için, Lie Cebrine ait sıfır olmayan komütatörler şu şekildedir: 

)1()4()1( ],[ ξξξ
rrr

−= , )2()4()2( ],[ ξξξ
rrr

−= , )3()4()3( ],[ ξξξ
rrr

−=  

Alt Durum (a4.ii) λμ = , υλ ≠ , υμ ≠ . Bu alt durumda (4.45) ile verilen CC vektör 

alanlarına ilave olarak 

zz ∂+∂= θξ θ)5(

r
               (4.46) 

vektör alanı elde edilmektedir. 

Alt Durum (a4.iii) Kısıtlama olarak υμ = , υλ ≠  ve λμ ≠  bulunmaktadır. Bu alt 

durum için elde edilen CC vektör alanlar, (4.45)’deki CC vektör alanları ve 

zt tz ∂+∂=)5(ξ
r

               (4.47) 

vektör alanını içermektedir. 

 

Durum (b1) 0,;0,,, ≠= FCEDBA  

Bu durumda )(),(., rrsbt μμλλυ === , 02 2 =′+′′ λλ  dır ve CC denklemleri 

aşağıdaki 7 denkleme indirgenir: 

)(00 tξξ = ,  ),(11 θξξ r= ,  ),(22 θξξ r= , )(33 zξξ =  

0)(,
1 =− CeF μ
θξ ,  0)(,

2 =− CeFr
μξ ,  

02 1
,

1 =+′ rCC ξξ ,  01
,

2
, =+ −

θ
λμ ξξ CeF r ,           (4.48) 

02)( 3
,

1 =+′+′ zCCC ξξμ , 02)( 2
,

1 =+′−′+′ θξξμλ FFFF , 
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02 3
,

1 =+′ zFF ξξ . 

Bu denklem sisteminin çözümünde iki alt durum mevcuttur: 

Alt Durum (b1.i) CeF μ≠  olması durumunda elde edilen vektör alanları (4.27) ile 

aynıdır. 

Alt Durum (b1.ii) CeF μ=  ve μ−= eC  olduğunda elde edilen CC vektör alanı; 

zrt aggdregetf ∂+∂
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+∂+∂= ∫

−

42,1
2

1
2/

11 )()()( θθ

λμ
μ θθξ

r
         (4.49) 

Burada )(1 θg , )(2 θg  ve )(11 tf  argümanlarının keyfi fonksiyonlarıdır; 4a  ise sabit bir 

parametredir. Ayrıca; 

2
1, 1 0g gθθ α− = ,    ( ) 2/22/ 2 μλμ αμλ +−=

′

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ′− ee           

denklemleri sağlanmalıdır. Böylece; bu denklemlerin çözümünden  

02 >α  için 1 1 2cosh( ) sinh( )g a aαθ αθ= + , 2 0g a=      

02 <α  için )sin()cos( 211 αθαθ aaf += , 2 0g a=  

0=α  için 1 1 2g a aθ= + , γμλ
μ

=′− )(
2

2e =sabit olmak üzere   

    32

2

12 2
aaag +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= θθγ  

bulunur. 

Durum (c1): 0;0,,,, ≠= FEDCBA  

Bu durumda )(),(., rrsbt μμλλυ === , 02 2 =′+′′ λλ , 02 2 =′+′′ μμ  kısıtlama 

denklemlerinden )ln(2 21 crc +=λ  ve )ln(2 43 crc +=μ bulunur. 4321 ,,, cccc  integral 

sabitleridir. CC denklemleri ise aşağıdaki 3 denkleme indirgenmektedir. 

02 3
,

1 =+′ zFF ξξ , 02
,

3
, =+ −

ze ξξ μλ
θ ,           (4.50) 

02)( 2
,

1 =+′−′+′ θξξμλ FFFF  

Bu denklem sisteminin çözümünden aşağıdaki sonuçlar elde edilir: 

Alt Durum (c1.i) μλ ≠  iken ca ≠ , db ≠ , bcad ≠  olmak üzere 

z∂=)1(ξ
r

,  θξ ∂=)2(

r
, θθξ ∂+∂

−
++

−= rbcad
dcrbar ))((2)3(

r
, ttrF ∂= ),(1)4(ξ
r

       (4.51) 

Burada ),(1 trF , t  ve r’ye bağlı keyfi fonksiyondur. 
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Alt Durum (c1.ii) μλ =  olduğunda ca = , db =  ve 2aF −=  bulunur. 

z∂=)1(ξ
r

,  θξ ∂=)2(

r
, zz ∂−∂= θξ θ)3(

r
, ttrF ∂= ),(2)4(ξ
r

 , rtrF ∂= ),(3)5(ξ
r

       (4.52) 

Burada ),(2 trF  ve ),(3 trF , t  ve r’ye bağlı keyfi fonksiyonlardır. 

Durum (c4): 0;0,,,, ≠= AFEDCB  

Bu durumda )(., rsbt υυλμ === , 02 2 =′+′′ υυ  dır ve CC denklemleri aşağıdaki 3 

denkleme indirgenir: 

02 1
,

1 =+′ rAA ξξ ,  

0)( 0
,

1
, =− rt eA ξξ υ ,                      (4.53) 

02)( 0
,

1 =+′+′ tAAA ξξυ  

Bu denklem sisteminin çözülmesiyle aşağıdaki alt durumlar ortaya çıkmaktadır:  

Alt Durum (c4.i) 02 >α  ve ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−=∫
−

A
A

A
dr

A
e υα

υ

2
12  ise aşağıdaki CC vektör 

alanı, 

[ ] [ ]

z

rt

zFzF

tata
A

adretata

∂+∂+

∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∂⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫+=

−

),(),(

)sinh()cosh(1
A

)cosh()sinh(

54

21321

θθ

αααααξ

θ

υr

(4.54) 

bulunur. Burada ),(4 zF θ  ve ),(5 zF θ  argümanlarının keyfi fonksiyonları olan integrasyon 

fonksiyonlarıdır. 

Alt Durum (c4.ii) 02 <α  ve ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′=∫
−

A
A

A
dr

A
e υα

υ

2
12  olmak üzere, 

[ ] [ ]

z

rt

zFzF

tata
A

adretata

∂+∂+

∂⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++∂⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫−−=

−

),(),(

)sin()cos(1
A

)cos()sin(

76

21321

θθ

αααααξ

θ

υr

       (4.55) 

CC vektör alanı elde edilir. Burada ),(6 zF θ  ve ),(7 zF θ , θ  ve z’ye bağlı integrasyon 

fonksiyonlarıdır. 

Alt Durum (c4.iii) sabit
A
A

A
k =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′= υ
2

1  olduğunda bulunan CC vektör alanı 

),(8 zF θ  ve ),(9 zF θ  integrasyon fonksiyonları olmak üzere, 

zt zFzFadreatatak ∂+∂+∂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∫+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

−

),(),(
A2 98312

2

1 θθξ θ

υr
                   (4.56) 

şeklini alır. 
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Alt Durum (c4.iiia) 0=k  ise υ−= eA  yani υυυ −−=′+′′ e42 2  olmaktadır. Bu alt 

durumda  

zrt zFzFataeadrea ∂+∂+∂++∂⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

−−

∫ ),(),()( 111021
2

3
2

1 θθξ θ

υυr
                (4.57) 

CC vektör alanı ortaya çıkmaktadır. ),(10 zF θ  ve ),(11 zF θ  ise integrasyon fonksiyonlarıdır. 

 

Çizelge 4.3.  Statik silindirik simetrik uzay-zamanın diğer durumlardan dönüşüm yoluyla 
elde edilebilen durumların CC vektör alanları 

Durum a2 a3 b2 b3 
Kısıtlama 

Denklemleri 
0,, =FDB  
0,, ≠ECA  

0,, =FEC  
0,, ≠DBA  

0,,, =EDCA  
0, ≠FB  

0,,, =FECB  
0, ≠DA  

CC 

(a1)’de elde 
edilen 
CC’lerden 

λν → , 
AB → , 
EF →  

dönüşümleri 
ile bulunur. 

(a1)’de elde edilen 
CC’lerden 

μν → , AC → , 
DF →  

dönüşümleri ile 
bulunur. 

(b1)’de elde edilen 
CC’lerden 

μλ → , BC →  
dönüşümleri ile 
bulunur. 

(b1)’de elde edilen 
CC’lerden 

DF → , AC →  
dönüşümleri ile 
bulunur. 

Durum b4 b5 b6 c2 
Kısıtlama 

Denklemleri 
0,,, =FECA  

0, ≠DB  
0,,, =FDBA  

0, ≠EC  
0,,, =FDCB  

0, ≠EA  
0,,,, =FDCBA  

0≠E  

CC 

(b1)’de elde 
edilen 
CC’lerden 

νλ → ,  
DF → , 
BC →   

dönüşümleri 
ile bulunur. 

(b1)’de elde edilen 
CC’lerden  

νλ → , EF →  
dönüşümleri ile 
bulunur. 

(b1)’de elde edilen 
CC’lerden 

μλ → , EF → , 
AC →  

dönüşümleri ile 
bulunur. 

(c1)’de elde edilen 
CC’lerden  

νλ → , EF →  
dönüşümleri ile 
bulunur. 

Durum c3 c5 c6  
Kısıtlama 

Denklemleri 
0,,,, =FECBA

0≠D  
0,,,, =FEDCA  

0≠B  
0,,,, =FEDBA  

0≠C  
 

CC 

(c1)’de elde 
edilen 
CC’lerden 

νμ → , 
DF →  

dönüşümleri 
ile bulunur. 

(c4)’de elde edilen 
CC’lerden  

λν → , BA →  
dönüşümleri ile 
bulunur. 

(c4)’de elde edilen 
CC’lerden 

μν → , CA →  
dönüşümleri ile 
bulunur. 
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4.1.2. Madde Simetrileri 

Genel şekli (4.1) ile verilen Statik Silindirik Simetrik uzay-zaman için abT  enerji-

momentum tensör bileşenleri  

)(00 FeCBeT μν −++=  

DeEFeT λμ −− −+−= )(11              (4.58) 

)(22 EeCAeT μλ −++−=  

)(33 DeBAeT λμ −++−=  

şeklindedir. Burada; A,B,C,D,E ve F fonksiyonları için (4.4)’de verilen tanımlar 

kullanılmıştır. Bölüm 4.1’de 16 olası durum ve bunların alt durumlarının CC vektör 

alanları elde edilmiş olmasına rağmen bazı durumların diğer durumlardan dönüşümlerle 

elde edilebileceği görülmüştür. Aşağıda sadece bir dönüşümle diğerlerinden bulunamayan 

durumların CC vektör alanlarının MC vektör alanı olma koşulları irdelenmiştir. Diğer 

durumlardan farklı MC vektör alanı elde edilen durumların çözümleri alt durumlarda 

verilmiş, başka bir alt durum ile aynı MC vektör alanına sahip durumlara ait vektör alanları 

ise Çizelge 4.4’de sunulmuştur. 

 

Durum (a1): 0,,;0,, ≠= FCBEDA  

Bu durumda; sıfır olmayan enerji-momentum tensör bileşenleri,  

)(00 FeCBeT μν −++= , FeT μ−−=11 , CeT λ−=22 , BeT μ−=33                     (4.59) 

olur. 4.1 bölümünde elde edilen CC vektör alanlarındaki aynı alt durum isimleri 

kullanılarak MC vektör alanı olma koşulları incelenecektir.  

Alt Durum (a1.i.1): Bu alt durumda, (4.59) enerji-momentum tensörü bileşenleri ve 

(4.27) CC vektör alanları (3.1) madde kollinasyon denkleminde kullanılırsa 

 ( ) 0)(1 =++ − FeCBtf μ&              (4.60) 

elde edilir. Bu nedenle (4.27)’de verilen diğer vektör alanlarının MC vektör alanı olması 

yanında )8(ξ
r

 CC vektör alanının da MC vektör alanı olması için (4.60)’dan sbttf =)(1  

veya )( CBeF +−= μ  olması gerektiği sonucu çıkar. 

Alt Durum (a1.i.2): (4.59) enerji-momentum tensörü bileşenleri ve (4.28) CC vektör 

alanları (3.1) madde kollinasyon denkleminde kullanılırsa 

0=
′

+
′

−′
B
B

F
Fμ ⇒  μBebF 2=            (4.61a) 
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02234 2

2
2 =

′′
+′′+

′
−
′

′−−−

B
B

B
B

B
Be

C
F λλα μλ          (4.61b) 

02234 2

2
22 =

′′
+′′+

′
−
′

′−−

B
B

B
B

B
Be

B
F μμβ μ           (4.61c) 

0=
′

−
′

C
C

B
B                         (4.61d) 

022 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′ Ce
B
BBe

B
B βλαμ λμ           (4.61e) 

( ) 0)(2 =++ − FeCBtf μ&              (4.61f) 

( ) 0=′−′−′+′ − FFeCB μμ            (4.61g) 

bulunur. (4.61e) denkleminin CB =  olmak koşulu ile 0)(1 =rS  kısıtlama denklemlerine 

özdeş olduğu görülmektedir. Bu denklem sisteminden )( CBeF +−≠ μ  olmak üzere 

 0bCB == , 22 )( btf = , μBebF 2= , 3
22 bee =+ βα λμ          (4.62) 

 22αλ λ −=′′e , 22βμ μ −=′′e              (4.63) 

elde edilir. Burada 0b , 1b , 2b  ve 3b  keyfi sabitlerdir. (4.63) ile verilen lineer olmayan 

denklemlere çözüm bulunabilirse yeni bir uzay-zaman elde edilecektir. 

 (a1.i.3) alt durumunda (yani 0<α , 0<β , 0)(1 =rS  ve μλ =  iken) (4.28) ile 

verilen CC vektör alanlarına ilaveten (4.29) CC vektör alanı mevcuttur. Bu vektör alanlar 

için (4.61a)-(4.61g) MC denklemlerinden başka 0=− λμ CeBe  eşitliği ortaya çıkmaktadır. 

 

Alt Durum (a1.ii.2): Bu alt duruma ait (4.30) ile verilen CC vektör alanları ve (4.59) 

enerji-momentum tensörü bileşenleri (3.1) MC denkleminde kullanılırsa (4.61a), (4.61b), 

(4.61d) ve (4.61g) denklemlerine ilave olarak 

0=′+′ BBμ               (4.64a) 

0)()( 3 =++ − tfFeCB &μ            (4.64b) 

03
,

1
,

2 =+ rz FCe ξξμ                        (4.64c) 

03
,

2
, =+ θ

λμ ξξ CeBe z             (4.64d) 

denklemleri de bulunur. Bu denklem sisteminden  

 μ−== eCB , 13 )( btf = , 1=F                    (4.65) 

 μλαλ −−−=′′ e22                      (4.66) 

bulunur. 
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Alt Durum (a1.iii): Bu alt duruma ait (4.31) ile verilen CC vektör alanları ve (4.59) 

enerji-momentum tensörü bileşenleri (3.1) MC denkleminde kullanılırsa 

03 =Ba                            (4.67) 

0)()( 4 =++ − tfFeCB &μ  

elde edilir. Buradan  

 03 =a , sabittf =)(4               (4.68) 

çözümüne ulaşılır. 

 

Alt Durum (a1.vi.2): Bu alt duruma ait (4.37) ile verilen CC vektör alanları ve 

(4.59) enerji-momentum tensörü bileşenleri (3.1) MC denkleminde kullanılırsa 

( ) 03 =− aCB               (4.70a) 

0)()( 7 =++ − tfFeCB &μ            (4.70b) 

bulunur. Buradan CB ≠  olduğunda  

 03 =a , sabittf =)(7              (4.71a) 

veya CB =  iken 03 ≠a  olmak üzere 

 )( CBeF +−= μ             (4.71b) 

çözümleri elde edilir. 

Alt Durum (a1.vii.1): Bu alt duruma ait Çizelge 4.2’de verilen CC vektör alanları ve 

(4.59) enerji-momentum tensörü bileşenleri (3.1) MC denkleminde kullanılırsa 

0)()( 8 =++ − tfFeCB &μ              (4.72) 

bulunur. Bu eşitlikten  

 sabittf =)(8  veya )( CBeF +−= μ                   (4.73) 

olasılıkları ortaya çıkar. 

Alt Durum (a1.ix.1): Bu alt duruma ait (4.42) ile verilen CC vektör alanları ve 

(4.59) enerji-momentum tensörü bileşenleri, (3.1) MC denkleminde dikkate alındığında 

 02 =a  

 ( ) 02 1 =− aFCeμ  

 0)( 31 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−
′

−′+
B
B

F
Faa μθ  

 04)( 1131 =++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′ θθμ akBaa
C
C  
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 04114 =++ CazCkaBa                     (4.74) 

 024)( 1131 =++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′ zkaBaa
B
B θμ  

 ( ) 0=′−′+′+′ − FFeCB μμ  

 0)()( 10 =++ − tfFeCB &μ  

denklemleri bulunur. Bu denklem sisteminden 

 04321 ==== aaaa  ve sabittf =)(10                   (4.75) 

veya  

 021 == aa  veya )( CBeF +−= μ  ve sabittf =)(10           (4.76) 

çözümleri elde edilmektedir. 

Alt Durum (a1.ix.2): Bu alt duruma ait (4.43) ile verilen CC vektör alanları ve 

(4.59) enerji-momentum tensörü bileşenleri (3.1) MC denkleminde kullanılırsa 

01 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+
′

−′ a
B
B

F
Fμ  

02 11 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

′
+′ akB

C
Cλ              (4.77) 

02 12 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

′
+′ akB

B
Bμ  

( )( ) 0)()(2 111 =+++′−′+′+′ −− tfFeCBBaFFeCB &μμ μ  

bulunur. Yukarıdaki denklem sisteminin çözümünden  

01 =a  ve sabittf =)(11              (4.78) 

veya 01 ≠a  olmak üzere 

2111 )( ctctf += , 

BecF μ
3= , 

λ−∫=
drBk

ecC 12
4 , 

μ−∫=
drBk

ecB 22
5          (4.79a) 

( )( ) 0)(2 11 =+++′−′+′+′ −− cFeCBBaFFeCB μμ μ        (4.79b) 

elde edilir. 
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Çizelge 4.4.  Statik silindirik simetrik uzay-zamanın diğer durumlardan elde edilebilen MC 
vektör alanları 

Durum a1.i.3 a1.ii.1 a1.ii.3 a1.iv.1 
MC a1.i.2 ile aynı a1.i.1 ile aynı a1.ii.2 ile aynı a1.i.1 ile aynı 

Durum a1.iv.2 a1.iv.3 a1.v.1 a1.v.2 
MC a1.i.2 ile aynı a1.i.2 ile aynı a1.i.1 ile aynı a1.i.2 ile aynı 

Durum a1.v.3 a1.vi.1 a1.vii.2  
MC a1.i.2 ile aynı a1.i.1 ile aynı a1.vi.2 ile aynı  

 

Durum (a4): 0,,;0,, ≠= FEDCBA  

Bu durumda; sıfır olmayan enerji-momentum tensör bileşenleri, 

FeT μν −=00 , DeEFeT λμ −− −+−= )(11 , EeT μλ−−=22 , DeT λμ−−=33        (4.80) 

olur. Bu durumda elde edilen CC vektör alanları 3 farklı alt durumda incelendiğinden 

bunların MC vektör alanı olma koşulları da aynı alt durumlarda incelenmiştir. 

Alt Durum (a4.i): Bu alt duruma ait (4.45) ile verilen CC vektör alanları ve (4.80) 

enerji-momentum tensörü bileşenleri (3.1) MC denkleminde kullanılırsa 

02 4 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−′ a
D
D

F
Fμ , 02)( 4 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

+′−′ a
D
D

D
Dλμ                      

02)( 4 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
′

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−′−′ a
D
D

E
Eλμ              (4.81) 

[ ] 0))((2)())(( 44 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−

′
′′

++−′−′+′−′−+′ −−−− aD
D
DDDeEFeaDDeEFEFe λμλμ λμ

bulunur. Buradan  

04 =a                 (4.82) 

çözümü veya  

 λμ−= eD , λμ 33 −= eE , λμ 23 −= eF             (4.83) 

kısıtlama denklemleri elde edilir. 

Alt Durum (a4.ii): Bu alt duruma ait (4.45) ve (4.46) ile verilen CC vektör alanları 

ve (4.80) enerji-momentum tensörü bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

0)( 5 =+ −− aEeDe μλλμ , 01 4 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′− a

D
D

F
F

&

&
μ  

01 4 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−′−′ a

D
D

D
D

&

&
μλ , 01 4 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′−′ a

D
D

E
E

&

&
λμ          (4.84) 

( ) 0)(2)(
4 =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

−′ −−−− a
D
D

D
DDeeEFe

D
De

EF
EF

&

&&&&&
λμλμ λμ  
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bulunur. Bu diferansiyel denklemlerin çözümü ancak 

054 == aa                (4.85) 

iken mümkündür. 

Alt Durum (a4.iii): Bu alt duruma ait (4.45) ve (4.47) ile verilen CC vektör alanları 

ve (4.80) enerji-momentum tensörü bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

064 == aa                (4.86) 

elde edilir. 

 

Çizelge 4.5. Bazı durumlarda MC denklemlerinden elde edilen MC vektör alanı olma 

koşulları 

Durum Kısıtlamalar Sıfır Olmayan EMT 
Bileşenleri 

CC MC olma koşulları 

b1 0,,, =EDBA ; 0, ≠FC )(00 FeCeT μν −+= , 
FeT μ−−=11 , CeT λ−=22  

– – 

b1.i ” ” 4.27 sbtth =)(1  
b1.ii ” ” 4.49 01 =a , sbttf =)(11

c1 0,,,, =EDCBA ; 0≠F 0,,,, =EDCBA ; 0≠F  – – 
c1.i ” ” 4.51 01 =a , 

sbttrF =),(1  
c1.ii ” ” 4.38 sbttrF =),(2 , 

sbttrF =),(3  
c4 0,,,, =FEDCB ; 0≠A  AeT λ−=22 , AeT μ−=33  – – 

c4.i ” ” 4.54 021 == aa , 
sbtzF =),(4 θ , 
sbtzF =),(5 θ  

c4.ii ” ” 4.55 021 == aa , 
sbtzF =),(6 θ , 
sbtzF =),(7 θ  

c4.iii ” ” 4.56 sbtzF =),(8 θ , 
sbtzF =),(9 θ  

c4.iiia ” ” 4.47 sbtzF =),(10 θ , 
sbtzF =),(11 θ  

 

 

 Statik silindirik simetrik uzay-zamanın yukarıda hesaplanan CC vektör alanları ve 

MC vektör alanları arasındaki ilişkiler aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 
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Çizelge 4.6. Statik silindirik simetrik uzay-zamanın madde ve eğrilik simetrileri arasındaki 

ilişkiler 

Durum CC CC sayısı MC MC sayısı 
  a1.i.1 (4.27) ∞  (4.60) 3 – ∞  

a1.i.2 (4.28) ∞  (4.62) 7 
a1.i.3 Çizelge 4.2 ∞  (4.62) 8 
a1.ii.1 (4.27) ∞  (4.60) 3 
a1.ii.2 (4.30) ∞  (4.65) 7 
a1.ii.3 Çizelge 4.2 ∞  (4.65) 8 
a1.iii (4.31) ∞  (4.68) – (4.69) 3 – ∞  

a1.iv.1 (4.27) ∞  (4.60) 3 
a1.iv.2 (4.33) ∞  (4.62) 7 
a1.iv.3 Çizelge 4.2 ∞  (4.62) 8 
a1.v.1 (4.27) ∞  (4.60) 3 
a1.v.2 (4.35) ∞  (4.62) 7 
a1.v.3 Çizelge 4.2 ∞  (4.62) 8 
a1.vi.1 (4.27) ∞  (4.60) 3 
a1.vi.2 (4.37) ∞  (4.71) 3 
a1.vii.1 (4.27) ∞  (4.73) 3 
a1.vii.2 (4.39) ∞  (4.71) 3 
a1.vii.3 (4.27) ∞  (4.60) 3 
a1.viii.1 (4.27) ∞  (4.60) 3 
a1.viii.2 (4.37) ∞  (4.71a) – (4.71b) 3 – ∞  
a1.ix.1 (4.42) ∞  (4.75) – (4.76) 3 – 5 
a1.ix.2 (4.43) ∞  (4.78) – (4.79) 3 – ∞  

a4.i (4.45) 4 (4.82) – (4.83) 3 – ∞  
a4.ii (4.45)+(4.46) 5 (4.85) 3 
a4.iii (4.45)+(4.47) 5 (4.86) 3 
b1.i (4.27) ∞  (4.89) 2 – ∞  
b1.ii (4.49) ∞  (4.90) 4 
c1.i (4.51) ∞  (4.92) 3 
c1.ii (4.52) ∞  (4.93) – (4.94) 4 – 5 
c4.i (4.54) ∞  (4.96) 3 
c4.ii (4.55) ∞  (4.97) 3 
c4.iii (4.56) ∞  (4.98) 5 
c4.iiia (4.57) ∞  (4.99) 5 
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Buradan sonraki bölümlerde Bianchi tip uzay-zamanların öncelikle eğrilik ranklarına 

göre sınıflaması yapılacak ve sonra bu uzay-zamanlara ait CC denklemleri kullanılarak CC 

vektör alanları hesaplanacaktır. Daha sonra, bu vektör alanlarının aynı zamanda MC vektör 

alanı olması için gerekli koşullar elde edilecektir.  

Bianchi tip uzay-zamanlar dokuz farklı tipe ayrılırlar. Bu Bianchi tiplerine ait uzay-

zamanlar dikkate alınarak eğrilik rankı sınıflandırmaları ve CC vektör alanlarının 

bulunması, bulunan CC vektör alanlarının MC denklemlerinde yerine konularak 

incelenmesi aşağıdaki bölümlerde yapılacaktır. 

 

4.2. Bianchi Tip II Uzay-Zaman 

Bianchi tip II uzay zaman metriği; ( ) ( ) ( )tCCtBBtAA === ,,  olmak üzere 
22222222 )( dzCxdzdyBdxAdtds +−++−=                      (5.1) 

ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Bu uzay zamanlar aşağıdaki uzaysal KV 

alanlarına izin vermektedir: 

 yX ∂=)1(

r
, zX ∂=)2(

r
, yx zX ∂+∂=)3(

r
                         (5.2) 

Bu KV alanlar için komitasyon bağıntıları 

 0],[ )2()1( =ξξ
rr

, 0],[ )3()1( =ξξ
rr

, )1()3()2( ],[ ξξξ
rrr

=  

şeklindedir. Bianchi tip II metriğine ait abcdR  Riemann eğrilik tensör bileşenleri  

)(6
22

1212 tFBAR = , )(6
22

1213 tFBxAR −= , )(
2 4

2

1234 tFBR =  

)()( 6
222

7
22

1313 tFBAxtFCAR += , ( ))()(
2 54

2

1324 tFtFBR +=     

[ ])()(2
2 54

2
1334 tFtFBxR +−= , )(11414 tFR −= , )(

2 5

2

1423 tFBR =           (5.3) 

)(8
22

2323 tFCBR = , )(22424 tFR −= ,  

)(22434 txFR = , )()( 32
2

3434 tFtFxR +=  

olarak bulunur. Burada )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları aşağıdaki şekilde tanımlanmışlardır. 

 

 

AAtF &&≡)(1 ,    BBtF &&≡)(2 ,  

CCtF &&≡)(3 ,    
B
B

A
AtF

&&
−≡)(4 ,  
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B
B

C
CtF

&&
−≡)(5 ,    22

2

6 4
)(

CA
B

AB
BAtF +≡
&&

,            (5.4) 

22

2

7 4
3)(

CA
B

AC
CAtF −≡
&&

,   22

2

8 4
)(

CA
B

BC
CBtF +≡
&&

     

Bianchi Tip II için abcdR  Riemann eğrilik tensörünün 6×6 matris formu aşağıdaki 

gibidir: 
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Çizelge 5.1. Bianchi Tip II uzay-zamanı için eğrilik rankının üç ve üç’den küçük olabildiği 

durumlar  

a1 
6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 

a2 
4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0 

a3 
1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

a4 
5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0 

a5 
2F ≠ 0 

rank=1 

a6 
2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

b1 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) 

b2 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b3 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

b4 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

b5 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b6 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b7 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

b8 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

b9 ( 4F ≠ 0∨ 5F ≠ 0∨ 6F ≠ 0∨ 7F ≠ 0)∧ ( 2F ≠ 0∨ 3F ≠ 0∨ 4F ≠ 0 
∨ 5F ≠ 0) 

b10 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

b11 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

b12 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b13 ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

b14 ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

rank=2 

b15 ( 2F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c1 ( 6F ≠ 0∨ 4F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 
∨  5F ≠ 0) 

c2 ( 6F ≠ 0∨ 4F ≠ 0)∧ ( 4F ≠ 0∨ 5F ≠ 0∨ 6F ≠ 0∨ 7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  

8F ≠ 0) 
c3 ( 6F ≠ 0 ∨ 4F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

c4 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 
∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c5 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

rank=3 

c6 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 
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c7 ( 6F ≠ 0∨ 4F ≠ 0)∧ ( 1F ≠ 0∨ 5F ≠ 0)∧ ( 2F ≠ 0∨ 3F ≠ 0 ∨ 4F ≠ 0∨  

5F ≠ 0) 
c8 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

c9 ( 6F ≠ 0∨ 4F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0∨ 8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0∨ 3F ≠ 0 ∨ 4F ≠ 0∨  

5F ≠ 0) 
c10 ( 6F ≠ 0 ∨ 4F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c11 ( 4F ≠ 0∨ 5F ≠ 0∨ 6F ≠ 0∨ 7F ≠ 0)∧ ( 1F ≠ 0∨ 5F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0∨  

8F ≠ 0) 
c12 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 1F  ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

c13 ( 4F ≠ 0 ∨ 5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨ 5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 
∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c14 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  F8≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

c15 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  F8≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 
∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c16 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( F2≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 
∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c17 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) 

c18 ( 1F ≠ 0∨ 5F ≠ 0)∧ ( 5F ≠ 0∨ 8F ≠ 0)∧ ( 2F ≠ 0∨ 3F ≠ 0∨ 4F ≠ 0∨  

5F ≠ 0) 
c19 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  

5F ≠ 0) 
c20 ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0)

 

Yukarıdaki durumlarda )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları göz önüne alındığında rankın 3 

olduğu iki ve 1 olduğu bir durum mümkün olmaktadır: 

(a2) Rank=1 : 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 8F =0, 7F ≠ 0; 

(c2)-(i) Rank=3 : 1F = 2F = 3F = 4F = 5F =0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0, 8F ≠ 0; 

       (ii) Rank=3 : 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 7F =0, 6F ≠ 0, 8F ≠ 0. 

 

4.2.1. Eğrilik Simetrileri 

Bu bölümde; yukarıda verilen eğrilik rankı durumlarına göre Bianchi tip II uzay-

zamanının CC denklemleri belirlenip çözümleri bulunmaya çalışılacaktır. 

 

 



BÖLÜM 4 - ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                        Necdet YÜCEL 

 39

Durum (a2): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 8F =0, 7F ≠ 0. 

Bu kısıtlama denklemlerinden 21 ctcCBA +===  elde edilmektedir. Bu durumda 

(5.1) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki altı denkleme indirgenir: 

),,(00 tzyξξ = , ),(11 zxξξ = , ),,,(22 tzyxξξ = , ),(33 zxξξ =  

0
2

,
3

7

70 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ z

F
F

C
C ξξ

&&
, 0,

12
,

22 =+ zx xAC ξξ  

022
,

1
,

2
,

21
,

3

7

70 =+−−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ xzyz xx

F
F

A
Ax ξξξξξξ

&&
                         (5.6)  

0
2

,
1

7

70 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ x

F
F

A
A ξξ

&&
, 0,

12
,

32 =+ zx AC ξξ , 0,
0

,
0 =+ zyx ξξ     

Bu denklem sisteminin çözümünden aξ  CC vektör alanları 

y∂=)1(ξ
r

 z∂=)2(ξ
r

 yx z∂+∂=)3(ξ
r

 

zyx xzxz ∂+∂−+∂−= )(
2
1 22

)4(ξ
r                 (5.7) 

tzyx AF
AF

zyx ∂+∂−∂−∂−=
)(

22
2

7

2
7

)5( &

r
ξ    ,  2

7 )( −≠ kAtF  

ytf ∂= )(1)6(ξ
r

 

şeklinde bulunur. Burada; 61,...,aa  sabitleri keyfi parametreler ve )(1 tf , t’ye bağlı keyfi 

fonksiyondur. (5.7)’de bulunan CC vektör alanlarının Lie Cebrine ait sıfır olmayan 

komütatörler: 

)1()5()1( 2],[ ξξξ
rrr

−= , )1()3()2( ],[ ξξξ
rrr

= , )3()4()2( ],[ ξξξ
rrr

−= , )2()5()2( ],[ ξξξ
rrr

−= ,  

)2()4()3( ],[ ξξξ
rrr

= , )3()5()3( ],[ ξξξ
rrr

−= , )1(112
7

2
7

)6()5( 2)()(
)(

],[ ξξξ
r

&
&

rr

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= tftf

CF
CF  

Durum (c2.i): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F =0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0, 8F ≠ 0. 

Bu kısıtlama denklemlerinden 21 ctcCBA +===  elde edilmektedir. Bu durumda 

(5.1) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki dokuz denkleme indirgenir: 

)(00 tξξ = , )(11 xξξ = , )(22 yξξ = , )(33 zξξ =  

0
2

,
2

6

60 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ y

F
F

B
B ξξ

&&
, 0

2
,

1

6

60 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ x

F
F

A
A ξξ

&&
 

022 ,
31

,
2

,
2

6

60 =++−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zyy xx

F
F

B
Bx ξξξξξ

&&
 



BÖLÜM 4 - ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                        Necdet YÜCEL 

 40

02222 6
22

,
3

7
2

,
3

6
220

7
20

7
01

6
2 =+++++ FBxFCFBxFCCCFFxB zz ξξξξξξ &&&  

022)( ,
31

,
2001

76 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−++− zy xxxx

A
AxFF ξξξξξξ
&

            (5.8) 

022 ,
31

,
2

,
2

8

80 =++−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zyy xx

F
F

B
Bx ξξξξξ

&&
 

0222
2

2

,
3

,
3

2

2

8

80

8

801 =+++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

B
Cx

B
C

F
F

F
F

B
Bx zz ξξξξξ

&&&
 

0
2

,
1

7

70 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ x

F
F

A
A ξξ

&&
, 0

2
,

2

8

80 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ y

F
F

A
A ξξ

&&
 

Bu denklem sisteminin çözümü  

00 =ξ ,  01 =ξ , 1
2 a=ξ , 2

3 a=ξ                        (5.9) 

şeklinde bulunur. 

Durum (c2.ii): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 7F =0, 6F ≠ 0, 8F ≠ 0 

Bu durumda (3) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki sekiz denkleme 

indirgenir: 

)(00 tξξ = , )(11 xξξ = , )(22 yξξ = , )(33 zξξ =  

0
2

,
2

6

60 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ y

F
F

B
B ξξ

&&
, 0

2
,

1

6

60 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ x

F
F

A
A ξξ

&&
 

022
,

31
,

2
,

2

6

60 =++−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zyy xx

F
F

B
Bx ξξξξξ

&&
 

022 ,
3

6

601 =++ x
F
Fx zξξξ
&

, 0
2

,
2

8

80 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ y

F
F

A
A ξξ

&&
 

0222
2

2

,
3

,
3

2

2

8

80

8

801 =+++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

B
Cx

B
C

F
F

F
F

B
Bx zz ξξξξξ

&&&
                 (5.10) 

022 ,
31

,
2001 =++−++ zy xxxx

A
Ax ξξξξξξ
&

 

022
,

31
,

2
,

2

8

80 =++−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zyy xx

F
F

B
Bx ξξξξξ

&&
 

 

Bu denklem sisteminden bulunan CC vektör alanlar (5.9)’da verilenlerle aynıdır. 
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4.2.2. Madde Simetrileri 

Genel şekli (5.1) ile verilen Bianchi Tip II uzay-zaman için abT  enerji-momentum 

tensör bileşenleri  

( )87600 FFFT ++−= , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 72

3
2
22

11 F
C
F

B
FAT      

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 82

3
2
12

22 F
C
F

A
FBT , 2223 xTT =             (5.11) 

22
2

62
2

2
12

33 TxF
B
F

A
FCT +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=  

şeklindedir. Burada; )(tFi  fonksiyonları için (5.3)’de verilen tanımlar kullanılmıştır. 

Bianchi Tip II uzay-zaman için incelenebilecek tüm CC vektör alanı durumları için MC 

simetrileri aşağıda incelenmiştir. 

Durum (a2): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 8F =0, 7F ≠ 0. 

 Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

700 FT −= , 7
2

11 FAT =                     (5.12) 

şeklindedir. Bu bileşenler ve (5.7) ile verilen vektör alanları (3.1) MC denkleminde 

kullanılırsa 

 0)( 71 =Ftf&  , 07
2

3 =FAa , 017
2 =xaFA            (5.13)       

bulunur. Bu eşitliklerinden 

 11 )( csbttf ==  ve 031 == aa      (5.14) 

elde edilir. Sonuç olarak; 1a  ve 3a  keyfi parametresinden ve )(1 tf  keyfi fonksiyonundan 

elde edilen vektör alanlarının CC vektör alanı olduğu halde MC vektör alanı olmadığı 

yorumu yapılabilir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör 

alanları   

00 =ξ , 4
1 a=ξ , 164

2 caza ++=ξ , 5
3 a=ξ                  (5.15) 

olur. 

 

Durum (c2.i): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F =0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0, 8F ≠ 0. 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

( )87600 FFFT ++−= , 7
2

11 FAT =      

 8
2

22 FBT = , 8
2

23 FxBT =                         (5.16) 
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8
22

6
2

33 FBxFCT +=  

şeklindedir. Bu bileşenler ve (5.9) ile verilen vektör alanları (3.1) MC denkleminde 

kullanılmasıyla elde edilen denklemlerin tamamı özdeş olarak sıfıra eşittir. Buradan (c2.i) 

durumunda elde edilen tüm CC vektör alanlarının aynı zamanda MC vektör alanı oldukları 

anlamı çıkartılır. 

 

Durum (c2.ii): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 7F =0, 6F ≠ 0, 8F ≠ 0. 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

( )8600 FFT +−= ,  8
2

22 FBT = , 8
2

23 FxBT = , 8
22

6
2

33 FBxFCT +=         (5.17) 

şeklindedir. Bu bileşenler ve (5.9) ile verilen vektör alanlarının (3.1) MC denkleminde 

kullanılmasıyla durum (c2.i)’de olduğu gibi tamamı özdeş olarak sıfıra eşit denklemler 

elde edilir. 

 

 Bianchi Tip II uzay-zamanın yukarıda hesaplanan CC vektör alanları ve MC vektör 

alanları arasındaki ilişkiler aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 

 

Çizelge 5.2. Bianchi tip II uzay-zamanın madde ve eğrilik simetrileri arasındaki ilişkiler 

Durum CC CC sayısı MC MC sayısı 
a2 (5.7) ∞  (5.15) 4 

c2.i (5.9) 2 5.9 2 

c2.ii (5.9) 2 5.9 2 
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4.3. Bianchi Tip I, III, V ve VI Uzay-Zamanlar  

Bianchi tip I, III, V ve VI için uzay zaman metriği 
2222222222 dzeCdyeBdxAdtds hxqx −− +++−=                  (5.18) 

ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Burada ( ) ( ) ( )tCCtBBtAA === ,,  dir. Bu 

metrikte h=0 olması durumunda Bianchi tip III, h=1 olması halinde ise Bianchi tip V, h=q 

durumunda ise Bianchi tip I metrikleri elde edilebilmektedir. Burada en genel hal olan 

Bianchi tip VI incelenecektir. (5.18) metriğine ait abcdR  Riemann eğrilik tensör bileşenleri 

aşağıdaki gibi bulunmaktadır: 

)(4
2

1212 tFeR qx−= ,  )(5
2

1224 tFeR qx−= , )(6
2

1313 tFeR hx−=  

)(7
2

1334 tFeR hx−= , )(11414 tFR = ,              (5.19) 

)(8
)(2

2323 tFeR hqx +−= , )(2
2

2424 tFeR qx−= , )(3
2

3434 tFeR hx−=  

Burada )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları 

AAtF &&−=)(1 , BBtF &&−=)(2 , CCtF &&−=)(3 , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2
22

4 )(
A
q

AB
BABAtF
&&

, 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

B
B

A
AqBtF

&&
2

5 )( , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2
22

6 )(
A
h

AC
CACAtF
&&

,           (5.20) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

C
C

A
AhCtF

&&
2

7 )( , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

22
8 )(

A
hq

BC
CBCBtF
&&

 

olarak tanımlanmıştır. Bianchi Tip I, III, V ve VI için abcdR  Riemann eğrilik tensörünün 

6×6 matris formu aşağıdaki gibidir: 



 

 

 

 

 

 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−−

−−

+−

−−

−−

)(000)(0
0)(000)(
00)(000
000)(00

)(000)(0
0)(000)(

3
2

7
2

2
2

5
2

8
)(2

1

7
2

6
2

5
2

4
2

tFetFe
tFetFe

tFe
tF

tFetFe
tFetFe

R

hxhx

qxqx

hqx

hxhx

qxqx

AB
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abcdR  Riemann eğrilik tensörünün 6×6 matris formundaki rankının üç’den küçük 

olabildiği durumlar aşağıdaki çizelgede verilmektedir.  

 

Çizelge 5.3. Bianchi Tip VI uzay-zaman için eğrilik rankının üç ve üç’den küçük olabildiği 

durumlar 

a1 
4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

a2 
6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0 

a3 
1F ≠ 0 

a4 
8F ≠ 0 

a5 
5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0 

rank=1 

a6 
7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 

b1 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) 

b2 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0 

b3 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0 

b4 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

b5 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

b6 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0 

b7 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0 

b8 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

b9 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

b10 1F ≠ 0∧  8F ≠ 0 

b11 1F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

b12 1F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

b13 8F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

b14 8F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

rank=2 

b15 ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c1 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0 

c2 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0 

c3 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

c4 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c5 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0∧  8F ≠ 0 

Rank=3 

c6 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 
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c7 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c8 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

c9 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c10 ( 4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c11 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0∧  8F ≠ 0 

c12 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

c13 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  1F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c14 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

c15 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧  8F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c16 ( 6F ≠ 0 ∨  7F ≠ 0) ∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c17 1F ≠ 0∧  8F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) 

c18 1F ≠ 0∧  8F ≠ 0∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c19 1F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

c20 8F ≠ 0∧ ( 5F ≠ 0 ∨  2F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0) 

 

Yukarıdaki durumlarda )(tFi ( 8,...,1=i ) değerleri göz önüne alındığında matrisinin 

rankının 1 olduğu iki, rankın 2 olduğu altı ve 3 olduğu sekiz durum mümkündür: 

(a1) Rank=1: 4F ≠ 0 

(a2) Rank=1: 3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0 

(b1) Rank=2 : 4F ≠ 0, 6F ≠ 0 

(b2) Rank=2 : 4F ≠ 0, 5F ≠ 0 

(b3) Rank=2 : 6F ≠ 0, 8F ≠ 0 

(b4) Rank=2 : 4F ≠ 0, 8F ≠ 0 

(b5) Rank=2 : 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 8F ≠ 0 ve 
2

5

5

4

F
F

F
F

=  

(b6) Rank=2 : 3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0, 8F ≠ 0 ve 
3

7

7

6

F
F

F
F

=  

(c1) Rank=3 : 4F ≠ 0, 6F ≠ 0, 8F ≠ 0 

(c2) Rank=3 : 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 6F ≠ 0 

(c3) Rank=3 : 3F ≠ 0, 4F ≠ 0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0 

(c4) Rank=3 : 1F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0 
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(c5) Rank=3 : 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 8F ≠ 0 ve 
2

5

5

4

F
F

F
F

≠  

(c6) Rank=3 : 2F ≠ 0, 5F ≠ 0, 8F ≠ 0 

(c7) Rank=3 : 3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0, 8F ≠ 0 ve 
3

7

7

6

F
F

F
F

≠  

(c8) Rank=3 : 3F ≠ 0, 7F ≠ 0, 8F ≠ 0 

 

4.3.1. Eğrilik Simetrileri 

Bu bölümde; yukarıda verilen eğrilik rankı durumlarına göre Bianchi 1,3,5 ve 6 uzay-

zamanların CC denklemleri belirlenip çözümleri bulunmaya çalışılacaktır. 

Durum (a1): 1F = 2F = 3F = 5F = 6F = 7F = 8F =0, 4F ≠ 0 

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki üç denkleme 

indirgenir: 

)(00 tξξ = , )(11 xξξ = , )(22 yξξ = , ),(33 tzξξ =  

022 2
,4

0
4

1
4 =−′− yFFqF ξξξ ,              (5.22) 

00
,

1
, =− tx ξξ , 02 1

,4
0

4 =+′
xFF ξξ  

Bu denklem sisteminin çözümü  

00 =ξ , 1
1 a=ξ , 21

2 aqya +=ξ , ),(33 tzξξ =              (5.23) 

şeklinde bulunur. 

Durum (a2): 1F = 2F = 4F = 5F = 8F =0, 3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0 

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki beş denkleme 

indirgenir: 

00

6

6

7

7 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−
′

ξ
F
F

F
F , 00

6

6

3

3 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
−
′

ξ
F
F

F
F              (5.24) 

00
,

1
, =− tx ξξ , 02 1

,
0

6

6 =+
′

xF
F ξξ , 022 3

,
0

6

61 =−
′

− zF
Fh ξξξ      

Bu denklem sisteminin çözümü: 

00 =ξ , 1
1 a=ξ , )(22 yξξ = , 21

3 ahza +=ξ              (5.25) 

olarak bulunur. 
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Durum (b1): 1F = 2F = 3F = 5F = 7F = 8F =0, 4F ≠ 0, 6F ≠ 0 

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki beş denkleme 

indirgenir: 

)(00 tξξ = , )(11 xξξ = , )(22 yξξ = , )(33 zξξ =  

022 2
,4

0
4

1
4 =−′− yFFqF ξξξ  

00
,

1
, =− tx ξξ , 022 3

,6
0

6
1

6 =−′− zFFhF ξξξ            (5.26) 

02 1
,4

0
4 =+′

xFF ξξ , 02 1
,6

0
6 =+′

xFF ξξ  

Bu denklem sisteminin çözümü 254 )( ahqaa −=−  olmak üzere 

(i) hq ≠  için 

1
0 a=ξ , 2

1 a=ξ , 43
2 aya +=ξ , 65

3 aza +=ξ           (5.27) 

(ii) hq =  için 

31
0 ata +=ξ , 21

1 axa +=ξ ,  54
2 aya +=ξ , 64

3 aza +=ξ          (5.28) 

şeklinde bulunur. 

Durum (b2): 1F = 2F = 3F = 6F = 7F = 8F =0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0.  

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki beş denkleme 

indirgenir: 

)(00 tξξ = , )(11 xξξ = , )(22 yξξ = , )(33 zξξ =  

0
2

2
,

0

4

41 =−
′

− yF
Fq ξξξ , 00

,
1
, =− tx ξξ

 

02 1
,

0

4

4 =+
′

xF
F ξξ

 

00
,

1
,

0

5

5 =++
′

txF
F

ξξξ  022 1
,

2
,

0
,

0

5

51 =−−+
′

− xytF
Fq ξξξξξ        (5.29) 

Bu denklem sisteminin çözümü: 

00 =ξ , 1
1 a=ξ , 21

2 aqya +=ξ ,  )(33 zξξ =             (5.30) 

şeklinde bulunur. 

Durum (b3): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 7F =0, 6F ≠ 0, 8F ≠ 0 

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki yedi 

denkleme indirgenir: 

)(00 tξξ = ,  ),(11 yxξξ = , ),(22 yxξξ = , )(33 zξξ =  
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0
2

13
,

0

6

6 =−+
′

ξξξ h
F

F
z , 0)( 1

,6
2

8
2 =− yFBFA ξ , 

0)( 2
,6

2
8

2 =− xFBFA ξ , 0
2

13
,

0

8

8 =−+
′

ξξξ h
F

F
z ,           (5.31) 

0
2

1
,

0

6

6 =+
′

xF
F ξξ , 01

,
2

6
2
,8 =+ y

qx
x eFF ξξ , 

0
2

12
,

0

8

8 =−+
′

ξξξ q
F

F
y  

Bu denklem sisteminin çözümü: 

00 =ξ , 1
1 a=ξ , 21

2 aqya +=ξ ,  31
3 ahza +=ξ                        (5.32) 

şeklinde bulunur. 

Durum (c5): 1F = 3F = 6F = 7F =0, 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 8F ≠ 0 ve 
2

5

5

4

F
F

F
F

≠  

Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri (b5) durumdakilerden 

2

5

5

4

F
F

F
F

≠  farkıyla aynıdır. Bu denklem sisteminin çözümü: 

4F ≠ 5F  iken (b3) durumuyla aynı çözüme sahiptir. 

4F = 5F  iken 68 aF =  ve 0)2( 31 =+− qahqa  kısıtlama denklemleri altında 

00 =ξ , 
qh
aa

−
+

= 311ξ , 21
2 aya +=ξ ,  43

3 aza +=ξ            (5.33) 

şeklinde bulunur. 
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Çizelge 5.4.  Bianchi Tip I, III, V, VI uzay-zamanlar için CC vektör alanları diğer 
durumlara eşit olan durumlar 

Durum b4 b5 b6 c1 

Kısıtlama 
Denklemleri 

4F ≠ 0, 8F ≠ 0 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 

5F ≠ 0, 8F ≠ 0, 

 
2

5

5

4

F
F

F
F

=  

3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 

7F ≠ 0, 8F ≠ 0, 

3

7

7

6

F
F

F
F

=  

4F ≠ 0, 6F ≠ 0, 

8F ≠ 0 

CC b3 durumu ile 
aynı 

b3 durumu ile aynı b3 durumu ile aynı b3 durumu ile aynı

Durum c2 c3 c4 c6 
Kısıtlama 

Denklemleri 
2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 

5F ≠ 0, 6F ≠ 0 
3F ≠ 0, 4F ≠ 0, 

6F ≠ 0, 7F ≠ 0 
1F ≠ 0, 4F ≠ 0, 

5F ≠ 0 
2F ≠ 0, 5F ≠ 0, 

8F ≠ 0 

CC b3 durumu ile 
aynı 

b3 durumu ile aynı b2 durumu ile aynı b3 durumu ile aynı

Durum c7 c8   

Kısıtlama 
Denklemleri 

3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 

7F ≠ 0, 8F ≠ 0 

3

7

7

6

F
F

F
F

≠  

3F ≠ 0, 7F ≠ 0, 

8F ≠ 0 
  

CC b3 durumu ile 
aynı 

b3 durumu ile aynı   
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4.3.2. Madde Simetrileri 

Bu bölümde (5.2.1) bölümünde elde edilen CC vektör alanlarının MC vektör alanı 

olup olmadıkları incelenmiştir.  

Genel şekli (5.12) ile verilen Bianchi Tip I,III,V ve VI uzay-zamanlar için abT  enerji-

momentum tensör bileşenleri 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= 22

6
22

5
22

4
00 CB

F
CA

F
BA

FT , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 22

6
2
3

2
22

11 CB
F

C
F

B
FAT    

 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= −

22
5

2
2

2
122

22 CA
F

B
F

A
FBeT qx , 2

8
2
7

01 C
F

B
FT +=                 (5.33) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 22

4
2
2

2
122

33 BA
F

B
F

A
FCeT hx  

olarak bulunmaktadır. Burada; )(tFi , ( 8,...,1=i ) fonksiyonları için (5.19)’da verilen 

tanımlar kullanılmıştır.  

Durum (a1): 1F = 2F = 3F = 5F = 6F = 7F = 8F =0, 4F ≠ 0 

 Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

22
4

00 BA
FT −= , 422

2
2

33 F
BA

CeT hx=             (5.34) 

olur. (5.22) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör bileşenlerinin 

(3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla  

 0,1 =− zfha ,  0, =tf               (5.35) 

bulunur. Bu diferansiyel denklemin çözümü; 

 31),( ahzatzf +=                     (5.36) 

şeklindedir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör alanları   

00 =ξ , 1
1 a=ξ , 21

2 aqya +=ξ , 31
3 ahza +=ξ           (5.37) 

olur. 

Durum (a2): 1F = 2F = 4F = 5F = 8F =0, 3F ≠ 0, 6F ≠ 0, 7F ≠ 0 

 Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

22
6

00 CB
FT −= , 2

7
01 B

FT = , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22

6
2
32

11 CB
F

C
FAT                 (5.38) 

 

olarak bulunur. (5.25) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla elde edilen denklemlerin tamamı 
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özdeş olarak sıfıra eşittir. Buradan (a2) durumunda elde edilen tüm CC vektör alanlarının 

aynı zamanda MC vektör alanı oldukları anlamı elde edilir. 

Durum (b1): 1F = 2F = 3F = 5F = 7F = 8F =0, 4F ≠ 0, 6F ≠ 0 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 22

6
22

4
00 CB

F
BA

FT , 22
62

11 CB
FAT = , 22

422
33 BA

FCeT hx=          (5.39) 

olarak bulunur. (5.26) ve (5.27) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum 

tensör bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla sırasıyla 

(i) hq ≠  için 

0
2 1

6

6 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+ a

C
C

B
B

F
F

A
A &&&&

 

0
2 51

4

4 =−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+ aa

A
A

B
B

F
F

C
C &&&&

                   (5.40) 

0
22 1

6

6
2
6

4

4
2
4 =⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++− a

C
C

B
B

F
F

C
F

A
A

B
B

F
F

A
F &&&&&&

  

(ii) hq =  için 

0)(
2 131

6

6 =++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+ aata

C
C

B
B

F
F

A
A &&&&

 

0)()(
2 21431

4

4 =++++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+ axahaata

A
A

B
B

F
F

C
C &&&&

          (5.41) 

0)(
22 12

6
2
4

31
6

6
2
6

4

4
2
4 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++− a

C
F

A
Fata

C
C

B
B

F
F

C
F

A
A

B
B

F
F

A
F &&&&&&

  

elde edilir. (i) durumu için 

 051 == aa              (5.42) 

(ii) durumu için 

  031 == aa , 024 =+ haa              (5.43) 

elde edilir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör alanları  (i) 

durumu için 

00 =ξ , 1
1 a=ξ , 21

2 aqya +=ξ , 31
3 ahza +=ξ           (5.44) 

(ii) durumu için 

  00 =ξ , 2
1 a=ξ , 52

2 ayha +−=ξ , 62
3 azha +−=ξ           (5.45) 
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olur. 

Durum (b2): 1F = 2F = 3F = 6F = 7F = 8F =0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0.  

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 22

5
22

4
00 CA

F
BA

FT , 22
522

22 CA
FBeT qx−=  , 22

422
33 BA

FCeT hx=         (5.46) 

olarak bulunur. (5.30) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

 0,1 =+ zfha                      (5.47) 

bulunur. Bu diferansiyel denklemin çözümü ile  

 31)( azhazf +−=               (5.48) 

elde edilir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör alanları   

00 =ξ , 1
1 a=ξ , 21

2 aqya +=ξ , 31
3 ahza +−=ξ           (5.49) 

olur. 

Durum (b3): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 7F =0, 6F ≠ 0, 8F ≠ 0 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

22
6

00 CB
FT −= , 22

62
11 CB

FAT = , 2
8

01 C
FT =                  (5.50)       

olarak bulunur. (5.32) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla elde edilen denklemlerin tamamı 

özdeş olarak sıfıra eşittir. Buradan (b3) durumunda elde edilen tüm CC vektör alanlarının 

aynı zamanda MC vektör alanı oldukları anlamı elde edilir. 

Durum (b5): 1F = 3F = 6F = 7F =0, 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 8F ≠ 0 ve 
2

5

5

4

F
F

F
F

=  

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= 22

5
22

4
00 CA

F
BA

FT , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

22
11 B

FAT , 2
8

01 C
FT =       

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += −

22
5

2
222

22 CA
F

B
FBeT qx , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 22

422
33 BA

FCeT hx           (5.51) 

olarak bulunur. (5.29) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla  

 01 =ha                       (5.52) 

elde edilir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör alanları   
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00 =ξ , 01 =ξ , 2
2 a=ξ , 3

3 a=ξ                  (5.53) 

olur. 

 Durum (c2): 1F = 3F = 7F = 8F =0, 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 6F ≠ 0. 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−= 22

6
22

5
22

4
00 CB

F
CA

F
BA

FT , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22

6
2
22

11 CB
F

B
FAT       

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += −

22
5

2
222

22 CA
F

B
FBeT qx , ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22

4
2
222

33 BA
F

B
FCeT hx                (5.54) 

olarak bulunur. Çizelge 5.4’de verilen CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-

momentum tensör bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

 012
4

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ha

A
FF               (5.55) 

elde edilir. Bu diferansiyel denklemin çözümünden 

 01 =a                 (5.56a) 

veya  
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2
2

4 =+−⇔−=
A
q
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BA

B
BFAF

&&&&
                          (5.56b) 

olmalıdır.  01 =a  iken ele alınan CC vektör alanlarından sadece 2 tanesi MC vektör alanı 

olabilir. 0=h  olması durumunda ise Bianchi tip III uzay-zaman elde edilmiş olur.  

Durum (c4): 2F = 3F = 6F = 7F = 8F =0, 1F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 
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olarak bulunur. Çizelge 5.4’de verilen CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-

momentum tensör bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

 0)( ,12
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1 =+⎟
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⎛ + zfha
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bulunur. Buradan  

 31 ahzaf +−=                (5.59) 

veya 
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A
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A
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&&&&
                        (5.60) 
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sonuçları elde edilir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör 

alanları ilk şart için (5.49) ile aynı olurken ikinci kısıtlama denkleminin çözülebilmesi 

durumunda yeni MC vektör alanları bulunabilir.  

Durum (c5): 1F = 3F = 6F = 7F =0, 2F ≠ 0, 4F ≠ 0, 5F ≠ 0, 8F ≠ 0 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 
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olarak bulunur. (5.33) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla  

4F ≠ 5F  iken (c2)’deki (5.55) kısıtlama denklemi elde edilir. 

4F = 5F  iken ise 

  032
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2 =⎟
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⎜
⎝
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A
FF               (5.62) 

denklemi ve buradan da  
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kısıtlama denklemleri elde edilir. 
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Çizelge 5.5.  Bianchi Tip I, III, V, VI uzay-zamanlar için MC vektör alanları diğer 
durumlardan dönüşüm yoluyla elde edilebilen durumlar 

Durum b4 b6 c1 

abT  
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MC b3 durumu ile aynı b3 durumu ile aynı b5 durumu ile aynı 
Durum c3 c6 c7 
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MC b5 durumu ile aynı b5 durumu ile aynı b3 durumu ile aynı 
Durum c8   

abT  

2
32

11 C
FAT =   

        

2
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2
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01 C
F

B
FT +=  

  

MC b3 durumu ile aynı   
 
 

 Bianchi Tip I, III, V, VI uzay-zamanlarının yukarıda hesaplanan CC vektör alanları 

ve MC vektör alanları arasındaki ilişkiler Çizelge 5.6’da verilmiştir. 
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Çizelge 5.6. Bianchi tip VI uzay-zamanın madde ve eğrilik simetrileri arasındaki ilişkiler 

Durum CC CC sayısı MC MC sayısı 
a1 (5.23) ∞  (5.37) 3 
a2 (5.25) ∞  (5.25) ∞  
b1 (5.27) – (5.28) 6 (5.44) – (5.45) 3 - 4 
b2 (5.30) ∞  (5.49) 3 
b3 (5.32) 3 (5.32) 3 
b4 (5.32) 3 (5.32) 3 
b5 (5.32) 3 (5.53) 2 
b6 (5.32) 3 (5.32) 3 
c1 (5.32) 3 (5.32) 3 
c2 (5.32) 3 (5.56) 2 – 3 
c3 (5.32) 3 (5.53) 2 
c4 (5.30) ∞  (5.59) 3 
c5 (5.33) 4 (5.63) 3 
c6 (5.32) 4 (5.53) 2 
c7 (5.32) 4 (5.32) 3 
c8 (5.32) 4 (5.32) 3 
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4.4. Bianchi Tip IV Uzay-Zaman 

Bianchi tip IV için uzay zaman metriği 
2222222222 )( dzxdyeCdyeBdxAdtds xx ++++−=                         (5.64) 

ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Bu metriğe ait abcdR  Rieman eğrilik tensör 

bileşenleri aşağıdaki gibi bulunmaktadır: 
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Burada )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları 

AAF &&=1 , BBF &&=2 , CCF &&=3  
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olarak tanımlanmıştır. 

Bianchi Tip IV için abcdR  Riemann eğrilik tensörünün 6×6 matris formu aşağıdaki 

gibidir: 
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Çizelge 5.7. Bianchi Tip IV uzay-zamanı için eğrilik rankının üç ve üç’den küçük 

olabildiği durumlar 

a1 
1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 8F =0 ∧ 7F ≠ 0 ∧  9F ≠ 0 

a2 
1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F =0  ∧  9F ≠ 0 

a3 
1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 8F = 9F =0 ∧ 7F ≠ 0 

rank=2 

a4 
1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F = 9F =0 

b1 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 8F =0) 

b2 ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0 ) ∧ ( 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F =0) 

b3 ( 1F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 )∧ ( 5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0)∧ 5581 FFFF =  

b4 2F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F =0) 
rank=3 

b5 2F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨ 6F ≠ 0 ∧  
( 1F = 2F = 4F = 5F = 8F =0) 

 

Yukarıdaki durumlarda F değerleri göz önüne alındığında matrisinin rankının rankın 

2 olduğu iki ve 3 olduğu iki durum mümkündür: 

(a2) Rank=2: 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F =0; 9F ≠ 0, 

(a4) Rank=2: 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F = 9F =0, 

(b1) Rank=2: 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 9F =0; 7F ≠ 0, 8F ≠ 0, 

(b2) Rank=3: 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F =0; 7F ≠ 0, 8F ≠ 0, 9F ≠ 0. 

 

4.4.1. Eğrilik Simetrileri 

Bu bölümde; yukarıda verilen eğrilik rankı durumlarına göre Bianchi tip IV uzay-

zamanının CC denklemleri belirlenip çözümleri bulunmaya çalışılacaktır. 

Durum (a2): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F =0; 9F ≠ 0. 

Bu durumda CC denklemleri aşağıdaki dört denkleme indirgenir: 

02 3
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2
,

1 =++ zy ξξξ  

02 1
,

1 =+ xxξξ  

08584 3
,

2
,

211 =−+−− zz xAx ξξξξ                (5.67) 
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1 =+−+++−+− zzyzyx xxx

B
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Bu denklem sisteminin çözümünden CC vektör alanları 
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y∂=)1(ξ
r

, z∂=)2(ξ
r

, ttf ∂= )(1)3(ξ
r

                  (5.68) 

şeklinde bulunur. Burada; )(1 tf , t’ye bağlı keyfi fonksiyondur. Lie Cebrine ait tüm 

komütatörler sıfırdır. 

Durum (a4): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F = 9F =0. 

Bu durumda CC denklemleri aşağıdaki beş denkleme indirgenir: 
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Bu denklem sisteminin çözümünden CC vektör alanları 

y∂=)1(ξ
r

, z∂=)2(ξ
r

              (5.70) 

şeklinde bulunur.  

Durum (b1): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 9F =0; 7F ≠ 0, 8F ≠ 0. 

Bu durumda elde edilen CC vektör alanları (5.70) ile aynıdır. 

Durum (b2): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F =0, 7F ≠ 0; 8F ≠ 0, 9F ≠ 0. 

Bu durumda elde edilen CC vektör alanları (5.70) ile aynıdır. 

 

4.4.2. Madde Simetrileri 

Genel şekli (5.64) ile verilen Bianchi Tip IV uzay-zaman için abT  enerji-momentum 

tensör bileşenleri  
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şeklindedir. Burada; )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları için (5.66)’da verilen tanımlar 

kullanılmıştır. Aşağıda Bianchi tip IV uzay-zamanı için önceki bölümde elde edilen CC 

vektör alanlarının MC vektör alanı olabilmesi koşulları incelenmiştir. 

Durum (a2): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F =0; 9F ≠ 0. 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 
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olarak bulunur. (5.68) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 
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bulunur. Bu denklemlerden 

0)(1 =tf                (5.74) 

veya 

C
ctf 1

1 )( = , 2

22

29 C
BAcF =                    (5.75) 

çözümleri elde edilir. Böylece CC vektör alanları dikkate alınarak elde edilen MC vektör 

alan bileşenleri   

00 =ξ , 01 =ξ , 1
2 a=ξ , 2

3 a=ξ                         (5.76) 

veya  

C
c10 =ξ , 01 =ξ , 1

2 a=ξ , 2
3 a=ξ                         (5.77) 

olur. 

Durum (a4): 1F = 2F = 3F = 4F = 5F = 6F = 7F = 8F = 9F =0. 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 
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olarak bulunur. (5.70) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla elde edilen denklemlerin tamamı 

özdeş olarak sıfıra eşittir. Buradan (5.70) CC vektör alanlarının aynı zamanda MC vektör 

alanı oldukları sonucu çıkmaktadır. 

 

 

Çizelge 5.8.  Bianchi Tip IV uzay-zamanı için MC vektör alanları diğer durumlara eşit 

olan durumlar 
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MC a4 durumu ile aynı a4 durumu ile aynı 
 
 

 Bianchi Tip IV uzay-zamanlarının yukarıda hesaplanan CC vektör alanları ve MC 

vektör alanları arasındaki ilişkiler aşağıdaki çizelgede verilmiştir. 

 

Çizelge 5.9. Bianchi tip IV uzay-zamanın madde ve eğrilik simetrileri arasındaki ilişkiler 

Durum CC CC sayısı MC MC sayısı 
  a2 (5.68) ∞  (5.76) – (5.77) 2 

a4 (5.70) 2 (5.70) 2 
b1 (5.70) 2 (5.70) 2 
b2 (5.70) 2 (5.70) 2 

 



BÖLÜM 4 - ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA                        Necdet YÜCEL 

 64

4.5. Bianchi Tip VIII ve IX Uzay-Zamanlar 

Bianchi tip VIII ve IX uzay zaman metriği 

[ ] 222222222 )()( dzyfCdyBdzyhdxAdtds ++−+−=                (5.79) 

ile verilmektedir (Kramer ve ark., 1980). Burada ( ) ( ) ( )tCCtBBtAA === ,,  ve  
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dir. Bu metriğe ait abcdR  Riemann eğrilik tensör bileşenleri aşağıdaki gibi bulunmaktadır: 
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2334 tFtFAhhtFtFCffR −
′

−+′=  

)(22424 tFR −= ,  )()( 3
2

1
2

3434 tFftFhR −−=  

Burada )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları 

AAtF &&=)(1 , BBtF &&=)(2 , CCtF &&=)(3 , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

B
B

A
AtF

&&
)(4 , ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

A
A

C
CtF

&&
)(5 ,                    (5.82) 

22

2

6 4
)(

CB
A

AB
BAtF +=
&&

, 22

2

7 4
)(

CB
A

AC
CAtF +=
&&

, 222

2

8 4
3)(

BCB
A

BC
CBtF δ

+−=
&&

 

olarak tanımlanmaktadır. 

 Bianchi Tip VIII  ve IX uzay-zamanları için abcdR  Riemann eğrilik tensörünün 6×6 

matris formu aşağıdaki gibidir: 



 

6
22 FCA  0 0 

6
22 FChA  0 

4

2

2
FCh′

−  

0 
7

222 FBCf  0 0 
5

2

2
FCh′

 

0 

0 0 1F−  
)(

2 45

2

FFCh
−

′
 

0 1hF  

6
22 FChA  0 

)(
2 45

2

FFCh
−

′
 8

222
6

222 FBAfFCAh +  0 

)2(
2

)( 45
2

45
2 FFChhFFBff −

′
−+′  

0 
5

2

2
FCh′  

0 0 2F−  0 

4

2

2
FCh′

−  
0 1hF  )2(

2
)( 45

2
45

2 FFChhFFBff −
′

−+′  
0 

3
2

1
2 FfFh −−  
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Çizelge 5.10. Bianchi Tip VIII-IX uzay-zamanlar için eğrilik rankının üç ve üç’den küçük 
olabildiği durumlar 

a1 
6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 

a2 
7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

a3 
1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

a4 
6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0 

a5 
2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

rank=1 

a6 
4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 

b1 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b2 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b3 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

b4 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b5 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b6 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b7 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

b8 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b9 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b10 ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  

8F ≠ 0) 
b11 ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b12 ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  

5F ≠ 0) 
b13 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

b14 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  

3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

rank=2 

b15 ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c1 ( 6F ≠ 0 ∨ 4F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  

5F ≠ 0) 
c2 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  

5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 
c3 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

c4 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  

3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

rank=3 

c5 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  

4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 
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c6 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  

5F ≠ 0) 
c7 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  

1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c8 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c9 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c10 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  

3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c11 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  

4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 
c12 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  

5F ≠ 0) 
c13 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  

1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c14 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c15 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) 

∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c16 ( 7F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨ 1F ≠ 0 ∨  

3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c17 ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  

8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c18 ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  

8F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c19 ( 1F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) ∧ ( 4F ≠ 0 ∨  

1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
c20 ( 6F ≠ 0 ∨  4F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0 ∨  8F ≠ 0) ∧ ( 2F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 

∧ ( 4F ≠ 0 ∨  1F ≠ 0 ∨  3F ≠ 0 ∨  5F ≠ 0) 
 

Yukarıdaki durumlarda )(),...,( 81 tFtF  fonksiyonları göz önüne alındığında rankın 3 

olduğu iki ve 1 olduğu bir durum mümkündür: 

 (a4) Rank=1 : 07654321 ======= FFFFFFF , 08 ≠F ; 

(c2-a) Rank=3 : 054321 ===== FFFFF , 0,0 876 ≠≠= FFF ; 

(c2-b) Rank=3 : 0854321 ====== FFFFFF , 076 ≠= FF . 
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4.5.1. Eğrilik Simetrileri 

Bu bölümde; yukarıda verilen eğrilik rankı durumlarına göre Bianchi tip VIII-IX 

uzay-zamanlarının CC denklemleri belirlenip çözümleri bulunmaya çalışılacaktır. 

Durum (a4): 07654321 ======= FFFFFFF , 08 ≠F . 

Bu kısıtlama denklemlerinden 21 ctcA += , 43 ctcB +=  ve 65 ctcC +=  elde 

edilmektedir. Ayrıca sabitler arasında 3241 cccc = , 5463 cccc =  ve 5261 cccc =  bağıntıları da 

bulunmaktadır. 

Bu durumda CC denklemleri aşağıdaki 5 denkleme indirgenir: 

)(00 tξξ = , ),,(11 zyxξξ = , ),(22 zyξξ = , ),(33 zyξξ =  

02
,

21
,

22 =+ zy hABf ξξ , 03
,

222
,

2 =+ yz BfA ξξ ,  

0
2

2
,

0

8

8 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ yF

F
A
A ξξ

&&
, 0

2
3
,

2
0

8

8 =+
′

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zf

f
F
F

B
B ξξξ

&&
         (5.83) 

0122 3
,

1
,

1
,

22
,

0

8

8 =+−−
′

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zzxy hh

h
F
F

A
A ξξξξξξ

&&
.  

Bu denklem sisteminin çözümü 222 AkB =  olmak üzere; 

00 =ξ , 3,1
1 )( azg

kf z +=
δξ , )(1

2 zg=ξ , 41
3 )( adzzg

f
f

+
′

−= ∫ξ         (5.84) 

 
⎩
⎨
⎧

<+
>+

=
0),sinh()cosh(
0),sin()cos(

)( 2
21

2
21

1 kzkazka
kkzakza

zg  

şeklinde bulunur. Burada; 41,...,aa  sabitleri keyfi parametrelerdir. Bu parametrelerin 

seçimi ile CC vektör alanları elde edilmektedir. Her bir parametre için ortaya çıkan vektör 

alan aşağıda verilmektedir: 

x∂=)1(ξ
r

 

z∂=)2(ξ
r

 

02 >k :   

zyx kz
kf
fkzkz

f
∂

′
−∂+∂−= )sin()cos()sin()3(

δξ
r

 

  zyx kz
kf
fkzkz

f
∂

′
+∂+∂= )cos()sin()cos()4(

δξ
r

         (5.85) 

02 <k :   
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zyx zk
fk

fzkzk
fk
k

∂
′

−∂+∂= )sinh()cosh()sinh()3(

δ
ξ
r

        (5.86) 

zyx zk
fk

fzkzk
fk
k

∂
′

−∂+∂= )cosh()sinh()cosh()4(

δ
ξ
r

 

şeklinde bulunur. Bu vektör alanlar için Lie Cebrine ait sıfır olmayan komütatörler: 

)4()3()2( ],[ ξξξ
rrr

−= , )3()4()2( ],[ ξξξ
rrr

=  

olur. 

Durum (c2-a): 0654321 ====== FFFFFF ; 0,0 87 ≠≠ FF . 

Bu kısıtlama denklemlerinden 21 ctcA += , 43 ctcB +=  ve 65 ctcC +=  elde 

edilmektedir. Ayrıca sabitler arasında 3241 cccc = , 5463 cccc =  ve 5261 cccc =  bağıntıları da 

bulunmaktadır. Bu durumda CC denklemleri aşağıdaki onaltı denkleme indirgenir: 

)(00 tξξ = , ),,(11 zyxξξ = , ),,(22 zyxξξ = , ),,(33 zyxξξ =  

0)( 2
,87 =− xFF ξ , 0)( 3

,87 =− xFF ξ , 02
2

2 2
,0

8

8 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ yF

F
A
A ξξ

&&
, 

0
2

2
,0

7

7 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ yF

F
A
A ξξ

&&
, 0

2
1
,

3
,

0

7

7 =−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ xxh

F
F

X
X ξξξ

&&
 

02
,2

2
3
,

1
, =+− xyy X

Ah ξξξ , 02
,

7
2

8
2

3
,

1
, =+− xyy FX

FAh ξξξ   

0)( 2
,22

2
1
,87 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− zy Bf

hAFF ξξ  

0212)( 3
,

2
,

21
,

1
,

0

7

7
87 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

′
+−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+− zyzx h

h
hF

F
A
AFF ξξξξξξ

&&
 

012 3
,

3
,2

22
21

,
1
,

0

7

7 =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

′
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zxzx h

hX
Bf

h
h

hF
F

X
X ξξξξξξ

&&
  

03
,

2
2

22
2
,2

2
1
, =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−− yzy h

X
Bf

X
Ah ξξξ   

02
,

7
2

8
2

2
,2

2
3
,

2
2

22
1
, =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++− xzyy FX

FAh
X
Ah

X
Bfh ξξξξ         (5.87) 

0
2

1
,2

2
3
,2

22
20

2

22
2

7

72
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⎠
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⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎝
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F
F

B
B

B
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&&
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012 1
,

3
,

3
,

7
2

8
22

23
,

1
,

0

7

7 =−+−
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+−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ zzxxx hFhX

FBf
h
hh

F
F

X
X ξξξξξξξ

&&
  

0)( 3
,27

2
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8
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1
,72

2
2
,
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,87 =⎟⎟

⎠
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⎝

⎛
+−+−− yyzx A

hFX
h

FBfF
A
X

h
FFF ξξξξ   

011
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3
,

7
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8
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1
,

0

7

7

7
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8
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8
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7
22

8
2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
+
′

zz FXh
FBf

hF
F

X
X

FXh
FBf

F
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B
B

FXh
FBff

h
h ξξξξ

&&&&
 

Bu denklem sisteminin çözümü 222 AkB =  olmak üzere; 

00 =ξ , 3,12
1 )( azg

fk z +−=
δξ , )(1

2 zg=ξ  ,  4,12
3 )( azg

fk
f

z +
′

=ξ         (5.88) 

⎩
⎨
⎧

<+
>+

=
0),sinh()cosh(
0),sin()cos(

)( 2
21

2
21

1 kzkazka
kkzakza

zg  

şeklinde bulunur. 

Durum (c2-b): 0854321 ====== FFFFFF ; 0,0 76 ≠≠ FF . 

Bu kısıtlama denklemlerinden 21 ctcA += , 43 ctcB +=  ve 65 ctcC +=  elde 

edilmektedir. Ayrıca sabitler arasında 3241 cccc = , 5463 cccc =  ve 5261 cccc =  bağıntıları da 

bulunmaktadır. Bu durumda (3.7) denkleminden elde edilen CC denklemleri aşağıdaki 

dokuz denkleme indirgenir: 

)(00 tξξ = , ),,(11 zyxξξ = , ),(22 zyξξ = , ),(33 zyξξ =  

03
,

1
, =− yy hξξ , 0

2
1
,

0

7

7 =+⎟
⎟
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⎜
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0

7
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⎟
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⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ′
+ yF

F
X
X ξξ
&

, 

01
,

222
,

2 =+ yz fBhA ξξ ,   012 3
,

21
,

1
,

0

7

7 =+
′

+−+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ′
+ zzx h

h
hF

F
X
X ξξξξξ
&

  

0212 3
,

2
,

21
,

1
,

0

7

7 =++
′
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⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ′
+ zyzx h

h
hF

F
X
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&

        (5.89) 
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⎟
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⎛ ′
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2
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1
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⎛
+−− yzy h

hX
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hX
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( ) 0
2

1
,

23
,

20

7

72222 =−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
+
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+⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜

⎝
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++ zz hX

h
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f
f

F
F

X
XhXfB ξξξξ
&

  

Bu denklem sisteminin çözümü; (a4) durumundaki (5.84)-(5.86) çözümleri ile 

aynıdır. 

 

4.5.2. Madde Simetrileri 

Genel şekli (5.79) ile verilen Bianchi Tip VIII ve IX uzay-zamanlar için abT  enerji-

momentum tensör bileşenleri  

( )87600 FFFT ++−= , ( )5402 FF
f
fT +
′

=  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 82

3
2
22

11 F
C
F

B
FAT , 1113 hTT =                        (5.90) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 72

3
2
12

22 F
C
F

A
FBT , 11

2
62

2
2
122

33 ThF
B
F

A
FCfT +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=  

şeklindedir. Burada; )(tFi  ( 8,...,1=i ) fonksiyonları için (5.82)’de verilen tanımlar 

kullanılmıştır. Aşağıda bulunan CC vektör alanlarının MC vektör alanı olabilmesi koşulları 

incelenmiştir. 

Durum (a4): 07654321 ======= FFFFFFF , 08 ≠F . 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

800 FT −= , 8
2

11 FAT = , 8
2

13 FhAT = , 8
22

33 FAhT =           (5.91) 

olarak bulunur. (5.84) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

(i) 02 >k  iken 

( ) 0)()cos()sin( 2
,,21 =−− yyy fffkzakza            (5.92) 

( ) 0)()sin()cos( ,
2

,21 =−−+ fhffkfhkzakza yy  

bulunur. Bu denklemlerden 1−≠k  olduğunda 

 021 == aa                (5.93) 

sonucu elde edilir. 

 (ii) 02 <k  iken 

( ) 0)()cosh()sinh( 2
,,21 =−+ yyy fffkzakza            (5.94) 
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( ) 0)()sinh()cosh( ,
2

,21 =−++ fhffkfhkzakza yy  

bulunur. Bu denklemlerden 1≠k  olmak üzere (5.93) sonucu bulunur. 

 

Durum (c2-a): 0654321 ====== FFFFFF ; 0,0 87 ≠≠ FF . 

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

( )8700 FFT +−= , 8
2

11 FAT = , 8
2

13 FhAT =                          (5.95) 

7
2

22 FBT = , 8
22

33 FAhT =  

olarak bulunur. (5.88) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla (a4) durumdaki sonuçlar elde edilir. 

Durum (c2-b): 0854321 ====== FFFFFF , 0,0 76 ≠≠ FF  

Bu durumda sıfırdan farklı abT  enerji-momentum tensör bileşenleri 

( )7600 FFT +−= , 7
2

22 FBT = , 6
22

33 FCfT =            (5.96)  

olarak bulunur. (5.90) CC vektör alanlarının ve yukarıdaki enerji-momentum tensör 

bileşenlerinin (3.1) MC denkleminde kullanılmasıyla 

(i) 02 >k  iken 

( ) 0)cos()sin( 21 =− kzakzak              (5.97) 

( ) 0)sin()cos( 21, =+ kzakzaf y  

eşitlikleri elde edilir. Böylece; bu eşitliklerin sağlanması için 

 021 == aa                    (5.98) 

olmalıdır. 

 (ii) 02 <k  iken MC denklemlerinden 

 0)cosh()sinh( 21 =+ kzakza                  (5.99) 

denklemi ortaya çıkar. Bu nedenle 

 021 == aa              (5.100) 

olur. 

Çizelge 5.11. Bianchi tip VIII-IX uzay-zamanlarının madde ve eğrilik simetrileri 

arasındaki ilişkiler 

Durum CC CC sayısı MC MC sayısı 
  a4 (5.84) 4 (5.96) 2 

c2-a (5.88) 4 (5.96) 2 
c2-b (5.90) 4 (5.101) – (5.103) 2 - 4 
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BÖLÜM 5 

SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

 

Bu çalışmanın ilk bölümünde tezin amacının anlatıldığı bir giriş yapılmış, ardından 

ikinci bölümde tezde kullanılan temel kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde tezin temel 

kavramları olan madde ve eğrilik simetrileri kısaca anlatılmıştır.  

Dördüncü bölümde, statik silindirik simetrik uzay-zaman için eğrilik rankının 3 ve 

daha küçük olabildiği onaltı farklı durumda ortaya çıkan CC denklemleri yazılarak bu 

diferansiyel denklemlerin çözümleri yapılmıştır.  Bu durumlardan (a1) durumunun çözümü 

adım adım gösterilmiş, diğer durumlarda ise CC denklemleri ve çözümleri verilmiştir. Bazı 

durumlarda, diğer durumlarda bulunan CC vektör alanlarına ilave olarak gelen vektör 

alanları bulunduğundan bu durumlar Çizelge 4.2’de diğer durumlardan dönüşüm yoluyla 

elde edilebilenler ise Çizelge 4.3’de verilmiştir. Bu bölümde bulunan CC vektör alanları 

literatürdeki sonuçları doğruladığı gibi bazı yeni sonuçlar da elde edilmiştir. Her bir durum 

için sıfırdan farklı enerji-momentum tensörünün bileşenleri hesaplanarak, bulunan CC 

vektör alanları ile (3.1) MC denkleminde yerine yazılmış ve bu vektör alanlarının aynı 

zamanda MC vektör alanı olabilmeleri için gerekli kısıtlama denklemleri bulunmuştur. 

Birbiriyle aynı kısıtlama denklemleri ve bunlara ait durumlar Çizelge 4.4’de belirtilmiştir. 

(a1.i.1), (a1.ii.2), (a1.iii), (a1.vi.2), (a1.vii.1), (a1.ix.1) durumlarında ve (a1.ix.2) 

durumunun ilk kısmında elde edilen CC vektör alanları keyfi fonksiyonlar içermesine 

rağmen bu vektör alanlarının aynı zamanda MC vektör alanı olabilmesi için bu 

fonksiyonların birer sabit fonksiyon olmaları gerektiği MC denklemleri çözülerek elde 

edilmiştir. Diğer durumlarda ortaya çıkan kısıtlama denklemleri her durum için ayrı ayrı 

hesaplanmıştır. 

Bianchi tip Uzay-zamanlardan ilk olarak Bianchi tip II uzay-zamanın eğrilik rankına 

göre inceleme yapılmış ve eğrilik rankının 3 ve daha küçük olabildiği üç durum için CC 

denklemleri belirlenmiş ve çözümleri bulunmuştur. Eğrilik rankının 1 olduğu durumda CC 

vektör alanlarının MC vektör alanı olabilmesi için bir kısıtlama ifadesi bulunurken rankın 3 

olduğu iki durumda elde edilen CC vektör alanları enerji momentum tensörleriyle (3.1) 

denkleminde yerine yazıldığında tüm denklemler özdeş olarak sıfıra eşit bulunmuştur. 

Buradan (c2.i) ve (c2.ii) durumlarındaki CC vektör alanların aynı zamanda MC vektör 

alanı oldukları sonucu çıkartılmıştır. 

Bianchi tip I, III, V ve VI için aynı inceleme 4.3 bölümünde yapılmıştır. Eğrilik 

rankının 3 ve daha küçük olabildiği onaltı farklı durum için CC denklemleri elde edilmiş 
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ve çözümleri yapılmıştır. Bu durumlardan sadece altı tanesi farklı CC vektör alanları 

verdiğinden bunlar alt durumlarda ifade edilmiş, başka bir alt durumla aynı CC vektör 

alanını veren durumlar ise Çizelge 5.3’de listelenmiştir. (a2), (b3), (b4), (b6), (c7) ve (c8) 

durumlarında elde edilen CC vektör alanları ve enerji momentum tensörleri (3.1) MC 

denkleminde kullanıldığında tamamı özdeş olarak sıfıra eşit denklemler elde edilmiştir. 

Buradan da bu durumdaki CC vektör alanlarının aynı zamanda MC vektör alanı oldukları 

anlaşılmıştır. 

4.4 bölümünde Bianchi tip IV’ün eğrilik rankının 3 ve daha küçük olabildiği dört 

durum için CC denklemleri elde edilmiş ve çözümleri yapılarak CC vektör alanları 

bulunmuştur. Bu dört durumdan üç tanesi  (a4, b1 ve b2) aynı vektör alanlarını verirken bir 

durum farklı bir vektör alanı vermiştir. Benzer şekilde bu vektör alanlarının (3.1) MC 

denkleminde yazılmasıyla elde edilen kısıtlama denklemleri de farklı enerji momentum 

tensör bileşenleri kullanılmasına rağmen yine üç durumda aynı, diğer durumda farklı 

olmuştur. 

Bianchi tip VIII ve IX’a ait inceleme 4.5 bölümünde yapılmıştır. Eğrilik rankının 3 

ve daha küçük olabildiği üç farklı durum için CC denklemleri bulunmuş ve çözümleri 

hesaplanarak CC vektör alanları elde edilmiştir. Bu vektör alanlarının ve karşılık gelen 

enerji-momentum tensör bileşenlerinin MC denkleminde kullanılmasıyla her durumun MC 

vektör alanı olabilmesi için gerekli şartlar belirlenmiştir. 

CC ve MC denklemleri hesaplanan uzay zamanların madde ve eğrilik simetrileri 

arasındaki ilişkiler Çizelge 4.6, Çizelge 5.2, Çizelge 5.6, Çizelge 5.9 ve Çizelge 5.11’de 

verilmiştir. 
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