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YAKIN HALKALARDA TUREVLER

OZET
Bu tezde, tlrevin dgsik 6zellikleri kullanilarak, yakin halkalarin koritfli gi
Uzerine yapilan bazi makaleler incelegtimi
B6lum 2’ de, Halka ve Yakin Halka ile ilgili genkeilgiler verilmistir.
Bo6lum 3’ de, Yakin Halkalarda tirevin kullanggibazi cagmalar verilmstir.
Bolum 4'de, Asal yakin halkada o(,7)-tirev, genellgtirilmis tlrev,

genellgtiriimis (o, 1 )-tlrev hakkinda bazi cainalar incelenngiir.

Anahtar Kelimeler : Yakin Halka, Turev, Genel@rilmis Tlrev



DERIVATIONS ON NEAR RINGS

ABSTRACT
In this thesis, some articles about the commutativity of near rings use of
different properties of derivations were studied.
In chapter 2, has been given general information related with rings and near
rings.
In chapter 3, some studies have been given on near rings with derivation.
In chapter 4, some works have been investigated about generalized derivation,

generdized (o, 71 )-derivation and (o , 1 )-derivation on prime near ring.

Key Words: Near rings, Derivation, Generalized Derivation
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BOLUM 1
GIRIS

Bir (N,+, .) halkasinda, toplamaléminin deismeli olmasi gerekmegiini ve
dagilma oOzellginin tek yanh olmasinin yeterli ol@gunu varsayarsak (N,+, .)
sistemine bir yakin halka denir. Her halka bir yakalkadir.

Bir N yakin halkasinda,

() [xyl=xy-yx, OxyUN

@i Xy =x+y-x-y0OxyLN

(i)  (xoy) =xy + yx, Ox,ylIN

) [xyl,, = 0®y-yr (), OxyON
ifadelerini digtinelim.

Bircok argtirmaci halkalarin  bazi 6zelliklerini incelerken rduden
faydalanmg ve turevin dgisik ozelliklerini kullanarak halkalarin komutatifigi
uzerine farkh cakmalar yapmglardir.

Tarev kullanilarak halkalarin komdatatgli tGzerine yapilan bu camalar
zamanla farkh ardirmacilar tarafindan genejl@ilerek yakin halkalarin
komautatifligi zerine de yapilngtir.

Yakin halka ve halka ile ilgili genel tanim ve higgin verildigi ikinci
bélimden sonra tcunci bélimde, yakin halkalardavtiullanilarak yakin halkanin
yapisi ve komutatiffii ile ilgili ilk ¢cali smalardan olan H.E.Bell ve Gordon Mason’un
(1987) “Yakin Halkalarda Turevler” tzerine yagnolduklari makale incelendi.
Ayrica, karakterisii ikiden farkli bir N yakin halkasi Uzerinde tanimd,
d,,d, turevleri igin,

(i) d(N)Oz

(i) d(x)d(y) = d(y)d(x),x,yLIN

(i) dy(x)d,(y)= d,(x)d,(y), Ox.yLIN

(iv) [d(N),d(N)],,= {0}
gibi 6zelliklerden birini icermesi durumunda venlgakin halkanin komutatif halka
oldugu ile ilgili bazi ¢calgmalar incelendi.



3. bolimde yapilan ¢camalarda d turevi yerined(, 1 )-turev, genellgtirilmis
tirev ve genellgirilmis (o,r)-tirev alinarak yakin halkanin komutatif halka
oldugu ile ilgili yapilan bazi cagmalar 4. bolimde incelendi.

Bu tezde yakin halkalarda turevle ilgili yapilankia calismalar incelenerek,
bu konu hakkinda uzmaglémasi amaclanngtir.



BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Tanim 2.1 : Bos kiimeden farkh bir R kimesi Uzerinde, + : RxXRR,
(a,b)-a+bve: :RxR- R, (a,b) - ab slemleri tanimlansin. Buna gorgagidaki
kosullar saglanirsa R kiimesine bivalkadenir.

() (R,*) bir dggismeli grup

(i) a(bc) = (ab)cda,b,cli R

(i) a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+ bta,b,cl]R

Tanim 2.2 : R bir halka olsun. 8 alIR i¢in ab = 0 olacak bicimde AbLIR
varsa a elemaninsol sifir bdlendenir. ba = 0 olacak bicimdez® LI R varsa a
elemaninasag sifir bélendenir. Hem sa sifir hem de sol sifir bélen olan elemana
sifir bolendenir.

Tanim 2.3 : R bir halka ve |, R nin sifirdan farkli bir toplaal alt grubu olsun.
Eger ar, rall, OrUUR, all ise | ya R nin biideali denir.

Tanim 2.4 : R bir halka, A, B ve P, R nin idealleri olsunlaB P = AUP
veya BL P kasulu s&laniyorsa, P yasal idealdenir.

Teorem 2.5 :R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Bunaeg@&agidakiler
denktir

(1) P asal idealdir.

(i) Oa,bR icin aRIP ise alP veya P dir.

(iii) Oa,blR icin (a)(b) P ise @lP veya P dir.

(iv) U ve V, R halkasinin iki sol(gxideali olmak tzere UVIP ise UJP

veya VI P dir.

Tanim 2.6 : Bir R halkasinin (0) ideali asal ideal ise Ragal halkadenir.

Uyari 2.7 :a,bR icin aRb = (0= a =0 veya b = 0 kolu sa&laniyorsa, R
bir asal halkadir.

Tanim 2.8 :nlJI* tamsayisl, na = @] allR olacak bicimde en kiicuk
tamsay! ise n ye R nkarakteristgi denir ve charR = n ile gdsterilir.

Tanim 2.9 : R bir halka olmak Uzere Z = {#R | ax = xa,[JJ xR} kiimesine R

halkasinirmerkezidenir.



Teorem 2.10 : (Brauer’s Trick) Bir grup iki 6z alt grubun birkemi olarak
yazilamaz.

Teorem 2.11 :Bir R asal halkasinda x, X)Z ise x = 0 veya yZ dir.

Gosterim 2.12 :x,ylR icin [x,y] = Xy — yx ve (X,y) = Xy + yx diyelim.

Tanim 2.13 :d : R - R toplamsal bir dorgiiim olsun. Buna gore d(xy) =
d(xX)y + xd(y), Ox,yLIR ise d ye R Uzerinde Hiiirevdenir.

Tanim 2.14 :alIR sabit bir eleman olmak Gzere:dR - R dongumd, d, (x)
= [a,x], DalR olarak tanimlansin. d ya R halkasinin a elemani tarafindan
belirlenms ic ttrevidenir.

Tanim 2.15 : a ve S, R halkasi tzerinde iki dogiim ve d:R- R toplamsal
bir dongum olmak tzere d(xy) = d(@(y) + 8 (X)d(y), Ox,y U R ise d ye bir ga

(a, B)-turevdenir.

d ye bir sol(a , B)—-tlrevdenir.

1:R - R birim dongum olmak tzere her turev bir (1,1) ttrevdir.

Tanim 2.16 :f : R - R toplamsal bir dorgiim olsun. f(xy) = f(x)y + xd(y),
Ox,yUUR olacak bicimde bir d turevi varsa f ye, d turdéeiyyapilan bir
genellgtiriimi s sag tirevdenir.

f(xy) = d(xX)y + xf(y), Ox,yUIR olacak bi¢cimde bir d tirevi varsa f ye, d

tureviyle yapilan bigenellgtirilmi s sol tirevdenir.



Yakin halkalar ile ilgili bilgiler

Tanim 2.17 :Bos olmayan bir N kiimesi Uzerinde tanimlanan “+” veikili
islemleri gagidaki kasullari s&liyorsa, (N, +, .) sistemine bsol yakin-halkadenir.

() (N, +) dezsismeli olmasi gerekmeyen bir grup,

(i) (N, .) bir yari grup

(i) Ox,y,zLUN igin x(y + z) = xy + Xz
Eger (iii) yerine Ox,y,zLON icin (x + y)z = xz + yz alinirsa bu koallar sa&layan
(N, +, .) sistemine bisaz yakin-halkadenir.

Bundan sonra, aksi sdylenmedikce “yakin halkatiefs ile sol yakin halka
anlagilacaktir.

Tanim 2.18 : O xN icin Ox = 0, iken x0 = 0 oluyorsa, N yakin halkessifir
simetrik yakin halkaenir.

Tanim 2.19 : (N, +, . ) bir yakin halka olsun. Buna gore, (Ncgggismeliise N
ye abelian yakin halka(N, .) birimli ise N yebirimli yakin halka (N, .) d&ismeli ise
N ye komutatif yakin halkaenir.

Tanim 2.20 :N, yakin halkave I, (N,+) nin normal alt grubu olsungEr I,

(i) INOI

(i) OnmUN ve Oitligin n(m + i) —nmU | kosullarini sgliyorsa | ya
N nin birideali denir. Ezer sadece (ijarti s&laniyorsa | ya N nirsgg ideali, sadece
(ii) saglaniyorsa | ya N nirsol idealidenir.

Tanim 2.21: U, bg kiimeden farkli N nin bir alt kimesi olsungdf UN [ U
ise U yayari grup s@ ideal denir. NU [0 U ise U yayari grup sol ideadenir. Ezer
U hem yari grup sol ideal hem de yari grug gkeal ise o zaman U ygari grup
ideal denir.

Ozellik 2.22: N bir yakin halka isesagidaki 6zellikler vardir.

() Herxd Nicin x0 =0 dir.

(i)  Her x,ytI N icin x(=y) = —xy dir.

Tanim 2.23 :N bir yakin halka (M,+), (N,+) nin bir alt gubusoin. Buna gore,
Om,m,0 Migin m m,0 M oluyorsa M ye N nin bialt yakin halkasdenir.

Tanim 2.24 :N bir yakin halka ve P, N nin bir ideali olsun.taN! P olacak
bicimdeki O a,blIN i¢in aLIP veya bIP oluyorsa, P ye N nin b# asal idealidenir.

Eger N nin sifir ideali 3-asal ise, N ye Brasal yakin halkaenir.



Tanim 2.25 :N bir yakin halka, A ve B, N nin iki ideali olsuN nin bir P
ideali icin ABU P oldigunda ALl P veya B1 P oluyorsa, P y8-asal idealdenir.

Tanim 2.26 :N bir yakin halka olsunJa,b ] N i¢cin aNb = {0} oldyzunda a =
0 veya b = 0 oluyorsa N yakin halkasasal yakin halkalenir.

Tanim 2.27 : N bir yakin halka olsunldx[] N i¢in xNx = {0} oldugunda x =
0 oluyorsa N yakin halkasiyari asal yakin halkaenir.

Tanim 2.28 :xeN igin (a + b)x = ax + bx ise x elemaniditributive (a + b)x

= bx + ax ise x elemanirenti distributivedenir. N nin tim elemanlari distributive
ise N yedistributive yakin halkalenir.

Tanim 2.29 : Eger N, (N,+) grubu ile dretilen distributive elemanh
bulundwgu bir carpimsal yari grup kapsiyorsa, N distributively generated yakin
halkadenir.

Tanim 2.30 : N sol yakin halka ve d toplamsal dgidin olmak Uzere,
O x,yUN icin d(xy) = xd(y) + d(x)y ise d ye btiirevdenir.

Tanim 2.31 : N bir yakin halka d, N yakin halkasinda keyfi tire
olsundxLIN ic¢in [x,d(X)] = O ise d turevine N yakin halkadencommuting tlrev
denir.

Gosterim 2.32 : x,yLIN igin [x,y] = Xy — yx gosterimingarpimsal komutator
denir.

Gosterim 2.33 :x,yUIN i¢in (X,y) = X + y — X — y gosteriminéoplamsal
komditatordenir.

Gosterim 2.34: x,yUIN i¢in xoy = xy + yx olarak kullanilacaktir.

Uyar 2.35 :Halka da her bir toplamsal ¢ komutatoru icin d(c)c0zellgi
gecerlidir. Fakat yakin halkada bu 6zghi gecerli olmasi icin xy + yx = yx + xy,
Ox,yUIN olmalidir.

Tanim 2.36 :Bir N yakin halkasinda xy + yx = yx + xy] x,ylUN 0Ozelligi
varsa N yakin halkasimeseudo abeliadenir.

Onerme 2.37 :N pseudo abelian yakin halka ve d bir tirev isghd[= [d(a),b]
+ [a,d(b)], Oa,bON dir.

Tanim 2.38 :S, N nin bg@ kimeden farkli ve N dekslemlere gére kapali bir

alt kimesi, d:N- N bir ttirev olsun. Buna goére her XJ$ icin d(xy) = d(x)d(y) ise



d ye S lzerinde blmomomorfizndenir. Eer her x,y 1S i¢in d(xy) = d(y)d(x) ise d
ye S uzerinde bianti-homomorfizndenir.

Tanim 2.39 :N bir yakin halka olsunlJalIN ve nZ i¢in na = 0 oldgunda
a = 0 oluyorsa N yakin halkasingorsion freeyakin halka denir.

Tanim 2.40 :N bir yakin halka ve 8 d:N — N bir tirev olsun. d(x) = Qartini
sglayan x elemaninsabit elemardenir.

Tanim 2.41 :N bir yakin halka olsun. Halkanin tim elemanl&itoplamsal

desismeli olan elemanlarin kiimesiteplamsal merkedenir ve £ (N) ile gosterilir.

Ote yandan halkanin tim elemanlar! ile carpimsalisdeeli olan elemanlarin

kiimesine carpimsal merkez denir ve Z ile gosterilir



BOLUM 3
TUREV

3.1. Yakin Halkalarda Turev

Lemma 3.1.1:N bir yakin halka, d : N> N keyfi bir tirev olsun. Buna gore,
(ad(b) + d(a)b) c = ad(b)c + d(a)ida,b,dIN dir.
Ispat : d((ab)c) = abd(c) + d(ab)c
= abd(c) + (ad(b) + d(a)b)da,b,dIN (3.1)
d(a(bc)) = ad(bc) + d(a)bc = abd(c) + ad (b(a)bc,[1a,b,dIN (3.2)
O halde (3.1) ve (3.2)swliklerinden (ad(b) + d(a)b)c = ad(b)c + d(a)kdda,b,dIN
bulunur.
Lemma 3.1.2 :N bir yakin halka, d : N- N bir tirev ve WN sol sifir bélen
olmasin. Buna gore, [u,d(u)] = 0 ise hétX i¢in (x,u) sabittir.
fspat : u(u + x) = & + ux dir. Her iki taraftan tirev alinirsa,
d(u(u +x)) = ud(u + x)pu)(u + X)
= u(d(u) + d(x)) + d(u)u + gu

= ud(u) + ud(x) + d(u)u + d(u)x (3.3)
olur. Ote yandan, dfa ux) = d(&) + d(ux)
= ud(u) + d(u)u + ¥ d(u)x (3.4)

dir. (3.3) = (3.4) oldgundan ud(x) + d(u)u = d(u)u + ud(x) bulunur. d(swd(u)
oldugundan u(d(x) + d(u) — d(x) — d(u)) = O olur. Dolayia ud(x,u) = 0 dir. u sol
sifir bélen olmadii icin d(x,u) = 0, 0N bulunur. Bundan dolayildx[IN igin
(x,u) sabittir.

Teorem 3.1.3 :N sifir bolensiz yakin halka olsun.g& N sifirdan farkli
commuting bir d tlrevi iceriyor ise bu takdirde ${),abeliandir.

Ispat: ¢ keyfi toplamsal komiitatér olsun. Buna gére, LemBi1.2 den ¢
sabittir. Ustelik keyfi WIN icin wc de toplamsal komitatordir. Cunk, XN icin
c = (X,y) olsun. Buna gore wc = w(x,y) = W(X + Jx— Yy) = WX + Wy — WX — Wy =
(wx,wy), OwLN dir. Lemma 3.1.2 den wc de sabittir. Yani d(wc)0O=olur.
Dolayisiyla 0 = d(wc) = wd(c) + d(w)c = d(w)c bulum O halde d(w)c = O.(JwLIN
olur. d#0 oldugundan ¢ = 0 bulunur. Yani 0 = ¢ = (X,y) = x + y —xy dir. Bu
nedenle x +y =y + x[x,yLIN elde edilir. O halde (N,+) abeliandir.



Lemma 3.1.4 :N bir asal yakin halka olsun. Buna gore

() Eger z21Z — {0} ise bu takdir de z sifir bdlen gidir.

(i) Eger z + z[O Z olacak bicimde Z1 Z- {0} ise bu takdir de (N,+)

abeliandir.

(i) N yakin halka ve @d : N- N bir tirev olsun. Buna gore xd(N) = {0}

ise x =0 (d(N)x = {0} ise x = 0) dur.

(iv) N, 2-torsion free yakin halka ve d : N N bir tirev olsun. Buna gore

d*=0ised=0dur.

Ispat (i) : z 0 Z — {0} ve zx = 0 olsun. Bu durumda) nJ N icin soldan n ile
carpilirsa nzx = 0 olur. Z1 Z — {0} oldugundan zNx = {0} dir. Ote yandan N asal
yakin halka oldgu icin x = 0 elde edilir. Yani z sifir bélen giiir.

(i) zU Z—-{0}, z + zJ Z olacak bicimde bir eleman ve X,y N olsun. Buna
gore, (X +y)(z +2) = (z + Z)(x +y) = (z + Z)X(z + 2)y

=X(@z+2)+y(z+z)=%xxz+yz+yz=z(x+x+y+y) (3.5
dir. Ote yandan,

x+y)z+z)=(X+ty)z+(x+y)z

=z(x+y)+z(x +y)
=zZX+zy+zZX+zy =y + X +Y) (3.6
bulunur. O halde (3.5) = (3.6) olgundan z(x + x +y +y) = z(x + y + X + y) dir.
Dolayisiyla, z((x + X + y +y) — (X + y + X + y)) & olur. Ustelik N asal yakin halka
ve zll Z {0} oldugu icinx +x+y+y=x+y+x+y elde ediliBuna gbre
x+y=y+x,0x,yU N elde edilir. O halde (N,+) abeliandir.

(i) xd(N) = {0} ve keyfi r, 41N olsun. Buna gore, 0 = xd(rs) = x(rd(s) + d(r)s) =
xrd(s) + xd(r)s olur. xd(N) = {0} oldgundan xrd(s) = O[Jr,s LI N bulunur. N asal
yakin halka oldgundan x = 0 veya d(N) = {0} elde edilir.z0 oldusu i¢cin x = 0
bulunur.

Benzer bicimde 0 = d(s)x = rd(s)x + d(r)sx difNyK = {0} oldugundan rd(s)x =
0 dir. Bu yuzden d(r)sx = 0 elde edilir. N nin &gahdan d(N) = {0} veya x =0
olur. d # 0 olduzundan x = 0 bulunur.

(iv) Keyfi x,y O N icin 0 = d(xy) = d(xd(y) + d(X)y) = x&(y) + d(x)d(y) +
d?(x)y + d(x)d(y) = 2d(x)d(y) dir. N yakin halkasit@rsion free oldgu icin d(x)d(y)



=0, 0x, y U N elde edilir. Yani d(x)d(N) = {0},0xLJ N olur. O halde (iii) den d(x)
=0, Ox J N dir. Dolayisiyla d = 0 bulunur.

Teorem 3.1.5 :N bir asal yakin halka, £d:N - N bir tirev ve d(N)O Z
olsun. Buna gore,

(i) (N, +) abeliandir.

(i) Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komiitatif hatka

ispat (i) : c keyfi bir sabit, x sabit olmasin. Buna goére, d(xcxd(c) + d(x)c
=d(xX)c] Z olur. d(x)cJ Z ve d(x) I Z oldusundan d(x) = 0 veya £l Z bulunur.
d(x) O Z — {0} oldugu icin cL1Z dir. Her c sabiti icin ¢ + ¢ sabit oldundan Lemma

3.1.4 (ii) den c nin sifirdan farkli bir sabit olm&aguluyla (N,+) abeliandir.

Varsayalim ki O tek sabit olsun. Lemma 3.1.2 den,
£(N) = {uON | u sifir bolen dgl} kimesi (N,+) nin toplamsal merkezindedir. Ozel
olarak, x# 0 ise d(x)J £(N) oldugu disunularsedy U N icin d(y) + d(x) — d(y) —
d(x) = d(y,x) = 0 elde edilir. Tek sabit O olglundan (y,x) = 0 dir. Yani (N,+)
abeliandir.

(i) N, 2-torsion free olsun. N nin komutatif oglinu gorelim. Lemma 3.1.1
den Oa,b,dIN igin d(ab)c = ad(b)c + d(a)bc dir. d(@bf oldugu kullanilirsa
d(ab)c = cd(ab) olur. Yani ad(b)c + d(a)bc = cadtbgd(a)b dir. (N,+) abelian
oldugu icin cad(b) — ad(b)c = d(a)bc — cd(a)b dir. d(N) Z oldugundan
d(b)ca — d(b)ac = d(a)bc — d(a)cb dir. Dolayisiy{h)[c,a] = d(a)[b,c],0da,b,dIN
elde edilir.

Varsayalim ki N komdutatif olmasin. [b,¢] O olacak bigimde b|¢N secelim
ve x O N icin a = d(x) alalim. Buna gdre, d(b)[c,d(x)]dXx)[b,c], Ox O N olur.
d(N) O Z hipotezinden d(b)[c,d(x)] = O dir. O hald&xJj[b,c] = 0, Ox O N elde
edilir. d?(x) merkezin elemani ve merkezde sifir bélen oladian d(x) = 0, Ox
LJ N olur. Lemma 3.1.4 (iv) den d = O bulunur. Bu spotez ile cekir. O halde N
bir komutatif halkadir.

Teorem 3.1.6 :N bir asal yakin halka,®d:N - N bir ttrev vex,y[IN i¢in
[d(x),d(y)] = 0 olsun. Buna gore,

(i) (N, +) abeliandir.

(i) Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komiitatif hatka
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Ispat (i) : Lemma 3.1.4 (i) nin ispatindaki yontem kullanilara ve z + z,
d(N) nin elamanlari ile dgsmeli olduzu gorulir. Bu yltzden her c toplamsal
komutatori igin, zd(c) = 0 olur. Cunku, Lemma 3.{ii}nin ispatinda x yerine d(a)
ve y yerine d(b), a,bl N alinirsa,

(d(a) + d(b))(z + z) = z(d(a) + d(a) + d(b) + d(b)) (3.7)

(d(a) + d(b))(z + 2) = z(d(a) + d(b) + d(a) + d(b)) (3.8)
esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla bu iki gtlikten zd(a) + zd(b) = zd(b) + zd(a)ja,b
O N olur. Yani zd(a,b) = 00 a,b 0 N dir. Oyleyse her c toplamsal komutatoru icin
zd(c) = 0 olur.

z = d(x), xU N ahnirsa, d(x)d(c) = 0.Jx LI N olur. Yani d(N)d(c) = {0} dir.
Lemma 3.1.4 (iii) den, d(c) = 0 olur. Wi N i¢in wc de toplamsal komutat6r
oldugundan. 0 = d(wc) = wd(c) + d(w)c = d(w)c dir. Yad(w)c = 0,0x I N dir.
Yine Lemma 3.1.4 (iii) den, ¢ = 0 elde edilir. Oyde (N,+) abeliandir.

(i) N, 2-torsion free olsun. Lemma 3.1.1 déw,y,z LI N igin,

d(d(x)y)d(z) = d(x)d(y)d(z) + @x)yd(z) olur. Buradan da

d*(x)yd(z) = -d(x)d(y)d(z) + d(d(x)y)d(2)

—d(z)d(x)d(y) + d(z)d(d(x)y)
d(z)(—d(x)d(y) + d(d(x)y))

= d(2)(—d()d(y) + d()d(y) +k)y) = d@Z)d(x)y
bulunur. Eitligin ilk ve son kismindan k)yd(z) = d(x)d(z)y olur. Oyleyse
d?(x)(yd(z) — d(z)y) = 0,0x,y,z O N dir. y yerine yt, tJ N alinirsa, &x)ytd(z) =
d*(x)d(z)yt ifdesinden Hx)y(td(z) — d(z)t) = 0,0x,y,z,tLIN elde edilir. Oyleyse
d?(X)N[t,d(z)] = 0, Ox,z,t 0 N olur. N asal oldgundan d(x) = 0 veya d(N)O Z dir.
Lemma 3.1.4 (iv) den%k) = 0 olamaz cunkd, €0 dir. O halde d(N)O Z dir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.5 den, N bir komutatif readk.

Not 3.1.7 :N yakin halkasi birimli bir Nyakin halkas! icine gémiuilebilir.
Ispat : Z# {0} ise M ={(x,z)|x U N, zJ Z-{0}} kiimesini alalim.
(%,2) = (X%,2) = %2, =%7
ile tanimlanan banti bir denklik b&intisidir. Clnku,
() (x,z) U Micin (X,2)=(X,2) = %z = Xz oldiundan= bagintis
yansima 6zelfiini saslar.

(ii) (Xl’zi)!(lezz) UM i(;in (X1'Z1):(lezz) e XL =X7
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= X4 =X
= (X,,2,)=(%,2) olur.
Dolayisiyla= basintisi simetri 6zelfini sgslar.

(i) (X,2),(X2,2,),(%5,25) U Migin (X, 2)=(X;,2,) ve (X, Z) = (X5, 2)
olsun. Bu durumda, z, = X, z; ve X, z; = X; Z, olur. z,JZ — {0} oldugu igin ilk
esitik x,z, = z x, seklinde yazilabilir. Bu sonséligi sasdan z, ile ¢arparsak
X 2,2z, = 7,X,2, ifadesi elde edilir. Htligin sg tarafindaki x, z, yerine
(X,,2,) = (X3,2;) oldugundan x, z, yazilabilir. Dolayisiylax, z, z, = z X, z,
bulunur. O haldez, (X, z, — z, X;) = 0 olur. Ote yandaz, 1Z — {0} ve N asal yakin
halka oldgu igin (x;,z)= (X;,2;) elde edilir. Yani= bagintisi gegme 0Ozellgini
sgilar. Sonug olaraks bazintisi bir denklik bgintisidir.

Bu denklik bg&intisina gore okan denklik siniflarinin kimesi,

N" = {<x,z>| (x,z)J M} olsun. N kiimesi lizerinde tanimlanan
<X,Z>+<X,,2,>=<X72Z, +X,2, 2 Z,>
<X, 2> <X,,Z,>=<X Xy, Z, 2,>
islemlerine gore Nbirimli bir sol yakin halkadir.
(i) Toplama sleminin tanimindan kapalilik 6zedlisaslanir.
(i) <x.,z,>, <X,,2,>, <X;,Z,> 0 N olsun. Buna gére,
(KX, Z>+<X,,2,>) +<X;,2,>=<X Z, + X, Z, Z Z,> + <X, Z,>
=<K 2z, + X,2)Z + X, Z Z,, Z Z, 2,> olur. Ote yandan,
<X, 2>+ (<X,,Z,> + <X3,Z,>) = <X, >+ <X, Z, + X3 Z,, Z, Z,>
=<Kz,z, + (X2 t X2,)Z, Z,2,2,>
olur. z,,z,,z, U Z — {0} oldugu kullanilirsa,
(<X, 2> + <X,,Z,>) + <X3,Z,> = <X,Z> + (<X,,2,> + <X;,2,>) elde

edilir. Yani toplamagleminin birlegme 6zellgi vardir.

(i) zOZ olmak tzere <0,z> birim elemandir. Clnkd,
<X,Z>+<XZ>=<K,2> o <XZ+XZ, ZZ>=<X,Z>
= (%z2+Xxz, 27) = (X,2)
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= (XZ+X7)2z =% 22
= (XZ+XZ)=X%277
< L X2+ 23XZ = X% 742
= %22=0-x=0
olur. O haldeJ zUZ igin < 0,z > toplamsal birimdir.
(iv) <x,,z> [ N elemaninin tersi, <%, z,> elemanidir.
<X, 2>+ <X, > =<%2 - X% 2,22>=<0,27>=<0z>
<X, 2>+ <X, 2> =<=X% 2 +%2,22>=<0,22>=<0,z>
Dolayisiyla (N,+) bir gruptur.
(V) <X, 2>, <X,,2,> 1 N igin <x,z> . <X,,2,> = <X, X,, Z, Z,> seklinde
tanimlanan ¢arpmalemi kapalidir.
(Vi) <X,2,>, <X,,2,>, <X;,Z,> 1 N igin
<X, 2> (<X, , 2,>.<X3,Z,>) = <X, Z,>.<X, X3,2Z, Z,>
= <X Xy X3, 2, 2, 2,2
= <X Xy, 2y Z,>.<Xg, Zy>
= (<X, 2,>.<X,, 2,>)<Xg, Z,>
olur. O halde carpmaleminin birlesme 6zelli vardir. Bundan dolayr () bir yari
gruptur.
(Vi) <X, 2>, <X,,2,>, <X, 2> I N icin
<X, > (<X, ,2,> + <X3,Z,>) = <X, Z,>.<X, Zy + X3 Z,, Z, Z,>
=S XKy Zy F X Ky 2,2, Z, 25>
olur. Ote yandan,
<X1, 21>,<X2,22> + <X1, 21>,<X3, 23> = <X1 X5, Z Zz> + <X1 X3, Z; Zs>
=X X L2, Y X X327y, 2,2,2 ;>
elde edilir. Ote yandan,
(X, X, 2y + XX 2,,2,2,2,) = (X X,2,Z, + XX%X,2 2, ZZ,2 Z;) oldugu

distndltrse,
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X Xy Zy + X X32Z,,2,2,2,> = <X X, 2,2, + X X2 Z,, Z Z,Z Z,> olur.
Oyleyse, x,z>.(<X,,2,> + <X;,Z,>) = <X,Z>.<X,,2Z,> + <X,Z>.<X,;, 2>
bulunur. Yani soldan dg@ima 6zellgi saglanir. Sonuc olarak Nbir sol yakin
halkadir.

Simdi z U Z olmak lzere,¢:N -~ N, ¢(X) = < xz,z > ile tanimlanam
dontsumunun bir monomorfizm oldwnu gorelim.

(@) ¢ donGUMU iyi tanimhdir. Cunku;

X,y U Nicin x =y olsun. Buna gore, x =y ifadesi saldg s@&dan z, ile ¢arpilirsa,
zxz, = zyz olur. z,z, 0 Zoldwu igin xzz, =yzz = (Xxz,2)= (Yz,,Z)=><Xz,z>
= <yz,z> olur. Yani x = y ise¢ (x) = ¢(y) elde edilm§ olur. Dolayisiyla ¢
dontim iyi tanimhdir.

(b) ¢ (x) = ¢ (y) olsun. Buna gore, z, LU Z igin

<Xz,2>=<yz,2>= (Xz,2)= (Y7, 2)
= X2z, =yz7,Z
olur. O halde 0 = xz,— yzz, = zz,(x —y) bulunur. z U Z ve N asal yakin halka
oldugundan x =y elde edilir. Yary donumu bire-bir dir.

(c) Ox,yUNicin ¢ (X +y) = <(X +y)z, z> =<z(X + ), z> = <zX + z¥p =
<xz + yz, z> dir. Ote yandan,
p(X)+ @ (y)=<xz,z>+<y,z,>=<Xxzz +Yyzz, zz> olur. Bu iki ifadeden,
(Xz +yz,z)= (Xxzz, +yzz, zz) oldugu igin <Xz + yz, z> =< Xz, +Yyzz, 22>
yazilabilir. O haldeg (x +y) = ¢ (x) + ¢ (y) elde edilir. Yanig donumu toplama
islemini korur.

(d) Ox,yON igin ¢ (xy) = <(xy)z, z > dir. Ote yandan

P (X)@(y) = <Xxz,z >.<yz,,z> = < Xzyz,, zz,> olur. Buna gore, ((xy)z, zF
(xzyz,, zz) oldugu igin <xyz, z > = < xzy,, zz> yazilabilir. O haldeg (xy) =
@ (X)@ (y) elde edilir. Yani¢g donumui carpmasiemini korur. Sonug olaraly
donGumua bir monomorfizmidir.

O halde N,¢ : N = N , ¢(x) = < xz,z >seklinde tanimlanang

monomorfizmi ile, N yakin halkasinin icine gémulmolur.
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(N", +, .) birimli bir sol yakin halkadir. Ciinki,(Z-{0} olmak (izere,
<z,z>0N’ birim elemandir. Ciinki,

<X1,21><Z,2> = <%Z,212> = <¥,z;> dir.

Teorem 3.1.8 :N bir asal yakin halka, d:N N bir tirev ve Ox[IN igin
X —d(x)JZ olsun. Buna gore,

(i)  (N,+) abeliandir.

(i) Eger d commuting bir tirev ve N, 2-torsion free isebi¥ yakin cisim
icine gomulebilir.

Ispat (i) : Tiim sabitler Z dedir. Cuinkii, ¢ sabit olstikIN icin x — d(x)[J Z
oldugundan ¢ — d(c)] Z dir. d(c) = 0 oldgundan cl] Z dir. Boylece sifirdan farkl
bir sabit varsa, Teorem 3.1.5 deki tartalardan (N,+) abeliandir.

Bundan dolayi sifirin tek sabit olgiunu varsayabiliriz. Buna gére Lemma
3.1.2, u = x — d(x) elemani gibi glinerek uygulanirsa, x — d(X) &(N) olur.
Buradan daJxUN i¢in x — d(x) + X — d(x) = x + X — d(X) — d(X) x+ x — d(x+x)LJ
Z bulunur.

Eger x — d(x)# 0 oldugu ispat edilirse bu taktirde Lemma 3.1.4 (ii) déh+)
abeliandir.

O halde varsayalim kidxUN i¢in x — d(x) = 0 olsun. Bu taktirdél x,yLIN
icin xy = d(xy) = xd(y) + d(X)y = xy + xy= xy = 0 olur. Fakat bu bir asal yakin
halkada mimkun gg@dir. Dolayisiyla kabulimiz yarfiir. Yani x — d(x)# 0 olacak
bicimde x[J N elemani vardir. Dolayisiyla ilk kisma gore (Nabeliandir. Bundan

dolay! (N,+) abeliandir.

(i) [x,d(x)] =0, Ox O N ve N, 2-torsion free olsurlk kisimda d(x)# x
olacak bicimde X1 N elemani oldgunu gosternstik. O halde, @&d(x) — x U Z
hipotezi digunulurse, Z {0} dir.

<x,z>U N’ elemaninin Ndasas tersinin olmasi icin gerek ve yeterskib

< X,z ><y,2,> = <z,,2,>, 2z, zZ, U Z olacak bigcimde Y N elemaninin
olmasidir. Burada ,,z,> elemani N halkasinin birim elemanidir. Buradan,

< x,z >0 N sa tersinir< xyll Z — {0} olacak bicimde yOI N elemaninin
var olmasidir sonucu bulunur.

simdi N” yakin halkasinin cisim olgunu gérelim.
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d = 0 ise; her xJ N i¢in x — d(X) U Z hipotezinden, X Z olur. Dolayisiyla
xyll N — {0} olacak bicimde yJ N elemani yoktur. Yanidx L N igin < x,z > N’
tersinirdir. Bu ise N bir yakin cisim demektir.
Buna gore, & 0 oldysunu varsayalim.
< x,z >0 N elemanini alalim. xt N — {0} olacak bicimde tJ N elemani
olmasin. Buna gore,ly [ Nicin Z [ x*y — d(x%y) = x°y — (x*d(y) + d(x?)y)
=x"y = x*d(y) - d(x*)y
=x%y — x*d(y) - x*y
= xd(y) = x(-xd(y))
olur. Yani x(—xd(y))J Z, Oy O N bulunur. Ote yandan xil Z — {0} olacak
bicimde t1 N elemanin olmagi disunilirse, x*d(N) = {0} elde edilir. Bu ise
Lemma 3.1.4 (iii) derx® = 0 demektir.
Buradan, 0 = d*) = xd(x) + d(x)x = 2xd(x) olur. N, 2-torsion free
oldugundan xd(x) = 0 bulunur. O halde,
X(Xx — d(x)) =x* = xd(x) = d(x*) — xd(x)
=xd(x) + d(x)x —xd(x) =0
Yani x(x —d(x)) = 0 ve dolayisiyla x — d(¥) Z oldusundan x =0 veyax —d(x) =0
bulunur. x£ 0 ise x — d(x) = 0 dir. Ote yandan, XyZ — {0} olacak bicimde y{I N
elemani yoksa xypl! Z — {0} olacak bicimde pl N yoktur. Ctinkl, xypl Z — {0}
ise xtll Z — {0}, t = yp olurdu. Cekki O haldey LI N i¢in 0 = xy — d(xy) = Xy —
xd(y) — d(x)y = — xd(y) olur. Yani xd(N) = {0} difN asal ve & 0 oldygundan x =0
bulunur. Dolayisiyla N halkasinda,
“xy [ Z — {0} olacak bicimde y1 N olmasin”
kosulunu sg@layan sifirdan farkli x elemani yoktur. Yani Nin her elemani $a
tersinirdir. Bu ise N bir yakin cisim demektir.
Sonug 3.1.9 N, distributively generated asal yakin halka véet, x(1 N icin
x —d(x) LI Z olacak bicimde bir tlirev olsun. Buna gére NKamutatif halkadir.
Ispat : Teorem 3.1.8 den (N,+) abeliandir. N, distributivgenerated yakin
halka oldgundan bir halkadir. d = 0 iséx LJ N igin x — d(x)l Z oldugundan x1Z
olur. Yani halka komutatiftir. d= 0 ise OOx U N igin x — d(x) J Z oldusundan
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(X —d(X))x = x(x = d(x)),dx U N = d(x)x = xd(x),dx LI N olur. Posner (1957)'a
gore N halkasi komdutatiftir.

Yakin Halkalarda Scp-Turevler

Tanim 3.1.10 :N sifir bélensiz bir yakin halka olmak tzefex, y [IN igin,
[X,y] = [d(x),d(y)] olacak bicimdeki d tlrevingcp-tirevdenir.

Uyari 3.1.11 :Halka komutatif ise her tlrev scp-turevdir.

Lemma 3.1.12 :d, N Uzerinde bir scp-tiirev olsun. Buna goére, gahitler Z
dedir. Ustelik N, birimli ise ( N, +) abeliandir.

Ispat : c sabit olsun. Buna gore, d scp-tirev @ahdandylUN igin
[c,y] = [d(c),d(y)] = [0,d(y)] = O olur. Her N icin [c,y] = 0 ise ¢]Z olur.

N birimli olsun. 1+11Z dir. Cunkd, d(1) = d(1.1) = 1.d(1) + d(1).1 = J@
d(1) dir. Yani d(1) = 0 bulunur. d(1 + 1) = d(1)df1) =0+ 0= 1 + 11 Z dir.
Buna gore,
O=[1+1,x+y]=(1+1)X+y)-xX+y)IHED+1)x+y)- (1 +1)(x +Y)

=(1+X+y—-x-ylIxyUN

olur. N sifir bélensiz ve 1 +40 oldygundan x +y =y + x[1x,yLIN elde edilir. O
halde (N,+) abeliandir.

Teorem 3.1.13 :N de s@ kisaltma kural var ve #d:N - N bir scp-tirev
olsun. Buna goére, d commutingtir ve (N,+) abeliandi

Ispat : OxLN igin,

[xxd()] = [d(x),d(xd())] = [d(x), xd(x) + d(x)']

[xxd(x)] = X[x,d()] = X[d(x),F(X)]
ifadeleri birbirine @it oldugundan,[d(x), x&x) + d(xf¥ ] = x[d(x),of(x)] olur. O
halde, Lemma 3.1.1 kullanilirsa, d(xfged) + d(x)* — ( xd(x) + d(xP)d(x) =
xd(x)f(x) — xd(x)d(x) bulunur.
= dX)xdf(x) + d(x)® = xd(x)d(x) — xF(x)d(x) + xdF(x)d(x) + d(x)}
= d)xd(x) + d(x)® = xd(x)d(x) + d(x)*
= d(x)xd(x) = xd(x)f(x) olur.
d*(x) = 0 ise d(d(x)) = O olur. Yani d(x) sabittir.olayisiyla d(x)J Z olur. Bu ise
[X,d(X)] = O demektir.
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d(x)20 ise o zaman xd(xfk) = d(x)xd(x) ifadesinde s& kisaltma kurali
uygulanirsa [x,d(x)] = O bulunur. Yani d commutialyir. Bu ise Teorem 3.1.3 den
(N,+) abelian demektir.

Teorem 3.1.14 :N sifir bélensiz bir yakin halka vezd@:N - N commuting
scp-turev olsun. Buna gore,

(i) N bir komutatif halkadir.

(i) N, O ve 1 den b&ka idempotent eleman icermez.

Ispat (i) : d, bir scp-tiirev olsun. Buna goféx,y [ N icin,

[x.xy] = X[x,y] = x[d(x),d(y)] (3.9)
[x.xy] = [d(x),d(xy)] = [d(x),xd(y) + d(x)y] (3.10)
bulunur. (3.9) = (3.10) oldiundan x[d(x),d(y)] = [d(x),xd(y) + d(x)y] olur. Bada
Lemma 3.1.1 ve Teorem 3.1.3 den ( N,+) nin abebiaigu kullanilarak x,yL] N
icin,  x[d(x),d(y)] = [d(x), xd(y) + d(x)y]
= d(x)(xd(y) + d(x)y) — (xd(y) + d(x)y)d(x)
= d()xd(y) + d(xfy — xd(y)d(x) — d(x)yd(x)
= d(x)xd(y) — xd(y)d(x) + d(X)y — d(x)yd(x)
= x[d(x),d(y)] + d(X)[d(x),y], O x,yU N olur. Dolayislyla,
d(x)[d(x),y] = 0, Ox,ytJ N bulunur. N sifir bélensiz ve#l0 olduzundan [d(x),y] = 0
Ox,y U N olur. Ozel olarak y yerine d(y) alinirsa [d(X})] = O olur. d scp-tiirev
oldugundan [x,y] = 0,00x,ylJ N elde edilir. O halde, N halkasi komutatiftir.

(i) N commuting scp-tlrev iceriyorsa, tum idempotdaimanlar merkezdedir.
Cuinky, e keyfi bir idempotent eleman olsuh=e old@undan her iki taraftan tirev
alinirsa d(e) = d@ olur. Dolayisiyla d(e) = ed(e) + d(e)e olur. dnoouting
oldugundan d(e) = 2ed(e) bulunur. Buradan ed(e) =@ = 2ed(e)= ed(e) = 0
elde edilir. d(e) = 2ed(e) olgundan d(e) = 0 bulunur. Yani e sabittir. Lemma121.
den el] Z dir.

e idempotent eleman olsuf.®e = x =ex= X —ex = 0= e(ex — X) =
0, Ox O N olur. N sifir bélensiz oldtundan e = 0 veya ex — x = 0,x [J N olur. ex
=X, Ox O N ise e sol birimdir. €] Z oldugundan e birimdir. Yani e = 1 dir. O halde
e idempotent ise e = 0 veya e = 1 bulunur.
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Teorem 3.1.15 :N bir yakin halka A, N nin sifirdan farkh sifodlensiz bir
ideali ve 0£2d:N - N bir tirev olsun. Buna gorellx,yUA igin [x,d(X)] = 0 ve
[X,y] = [d(x),d(y)] ise N bir komutatif halkadir.

Ispat : Lemma 3.1.2 den herlN ve dlA icin (x,a) = X + a — X — a elemani
sabittir. A bir ideal oldgundan Oy[N icin y(x,a) = (yx,ya) elemani da sabittir.
Buna gore, 0 =d(y(x,a)) = yd(x,a) + d(y)(x,a)

= d(y)(x,a)JyUN
olur. Yani d(N)(x,a) = O dr.

x[JA oldugunu kabul edelim. A sifir bélensiz ve d@®Jj0} oldugundan (x,a) =
0, Ox,aJA bulunur. Yani (A,+) abeliandir.

Keyfi a Ll A-{0} ve x,yLIN icin, (ax,ay) = a(x,y) = ax + ay — ax — ay {k,+)
abelian oldgu icin, a(x,y) = 0 olur. &0 ve A sifir bdlensiz oldtundan (x,y) = 0O,
Ox,yLIN elde edilir. Dolayisiyla (N,+) abeliandir.

Teorem 3.1.14 Un ispatindaki gibi sdintrsek d(x)[d(x),y] = 0,0x,yA
oldugu bulunmuytu. [d(x),y]JA ve A sifir bdlensiz oldgundan d(x) = 0 veya
[d(x),y] = 0 olur. Yani [d(x),y] = 0,0x,y L A bulunur. Ozel olaraklx,y LI A igin

0 = [d(x),yd(y)] = d(x)yd(y) — yd(y)d(x)

= yd(x)d(y) — yd(y)d(x)
= yld(x),d(y)]
dir. 0 yLIA ve A sifir bélensiz oldgundan x,yUA icin [d(x), d(y)] = O olur. Yani
Ox,ydA icin 0 = [d(x), d(y)] = [x,y] bulunur. Dolayisls [x,y] = O olur.
aJA-{0}, u,v LIN icin x yerine au ve y yerine av alinirsa,
0 = [au,av] = auav — avau
= 4uv — &vu
= &uv]
az 0 ve A sifir bélensiz oldtundan [u,v] = 0,00u,vLIN elde edilir. O halde N bir
komautatif halkadir.
Lemma 3.1.16 :N, scp-turev iceren birimli bir yakin halka olsiBuna gore,
(zx + z)y = zxy + zy,[1x,y,z[IN dir.

Ispat : d(1) = d(1.1) = 1d(1) + d(1)® d(1) = 0 ve [x+1,y] = [d(x+1),d(y)] =
[d(x) + d(1),d(y)] = [d(x),d(y)] = [x,y] oldgundan (x + 1)y — y(x + 1) = xy — y»>
(x+1)y — yx — y = xy — yx= Lemma 3.1.12 den (N,+) abelian ogdundan
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X+1y=xy—-yx+y+yx> (X +1y=xy+y= z(x + 1)y = z(xy + y)=
(zx + z)y = zxy + zy O x,y,z I N elde edilir.

Teorem 3.1.17 :N, aN = N, Oa U N-{O} olacak bi¢cimde sifirdan farkli bir
yakin halka olsun. ger N, bir scp-tirev iceriyor ise bu taktirde N Holim
halkasidir.

Ispat : Uzerinde scp-tiirev tanimh N yakin halkasi dofitensizdir. yN = N
oldugu disunulurse, yLI N-{0} icin ye =y olacak bicimde, &l N elemani vardir.
Yani e sg birimdir. ye = y= ye = ye = y(& — e) = 0 dir. N sifir bélensiz
oldugundan &= e olur. Yani e idempotenttir.

d(e) = d(é) = ed(e) + d(e)e ifadesi soldan e ile carpiliesi{e) = éd(e) + ed(e)e=
ed(e)e = 0 bulunur. N sifir bélensiz ofgundan d(e)e =6 d(e)ey=0,0y I N =
d(e)eN = {0}= d(e)N = {0}= d(e) = 0 dir. Yani e sabittir. Lemma 3.1.12 dem ti
sabitler Z de oldgundan €] Z dir. Dolayisiyla e birimdir. Lemma 3.1.12 ve Lema
3.1.16 dgunalirse N bir halkadir. Dolayisiyla 0# x[IN icin XN = N oldiundan,
Xy = e olacak bicimde ¥ N vardir. Xy = e= yxy = ye = yXyX = yex = YyXyX =
yX = yX(yx —e) = 0= yx = e olur. O halde N bir b6lum halkasidir.

Teorem 3.1.18 :R asal halka, U, R nin sifirdan farkli birgs&deali ve
d : R- R bir tirev olsun. Buna gorélx,y U U i¢in [x,y] = [d(x),d(y)] ise R bir
komdatatif halkadir.

Ispat : d = 0 ise [x,y] = 0 olagandan R komiitatiftir. Dolayisiyla #0
alabiliriz. Buna gore[Jx,ylL1U i¢in,

[x.xy] = [d(x),d(xy)] = [d(x), xd(y) + d(x)y] = [dK), xd(y)] + [d(x), d(x)y]

= X[d(x),d(y)] + [d(x),x]d(y) + d(x)[d(x),y] Hd(x),d(x)ly
olur. Dolayisiyla,

[X,xy] = x[d(x),d(y)] + [d(x),x]d(y) + d(x)[d(x).¥ (3.11)
elde edilmg olur. Ote yandan,
[X,xy] = x[x,y] = x[d(x),d(y)], Ox,y O U (3.12)

olur. (3.11) ve (3.12)gtliklerinden,
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[d(x),x]d(y) + d(x)[d(x),y] =0,00x,y LI U (3.13)

esitli gi elde edilir. (3.13) gtli ginde y yerine yr alinirsa,
0 = [d(x).x]d(yr) + d(x)[d(x),yr]
= [d(x).x]yd(r) + [d(x),x]d(y)r + d(x)[d(x),y]r+ d(x)y[d(X).r]
= [d(x).x]yd(r) + { [d(x).x]d(y) + d()[d(x).y]}r + d(x)y[d(x).r], Ox,yUU,
OrR olur. (3.13) gitli gi kullanilirsa,

[d(x),x]yd(r) + d(X)y[d(x),r] = 0,0x,ylU, OrUR (3.14)

bulunur. (3.14) gtli ginde r yerine d(x) alinirsa,
0 = [dX)Xlyd(x) + dx)y[dx),dX)] = [dx),xlyd(x) , Ox,yOU bulunur.
Dolayisiyla [d(x),x]JUd(x) = {0}, OxUU olur. U sg& ideal oldgundan
[d(x),x]URAA(x) O [d(x),x]Ud*(x) = {0} = [d(x),x]URA(X) = {0} olur. R asal halka
oldugundan [d(x),x]U = {0} veya @(x) = O bulunur.
Varsayalim ki d(x) = 0 olsun. Bu taktirdé&] y_1U icin,
[,yd ()] = [d(x),d(yd(x))] = [d(x).yd(x) + d(y)d(x)]
= [d(x),d(y)d(x)]
= d(y)[d(x),d(x)] + [d(x),d(y)]d(x) = [x,y](k)
olur. Ote yandan
[x,yd(x)] = [x,yld(x) + y[x,d(x)]
dir. Bu iki ssitlikten y[x,d(x)] = 0, OylU = U[x,d(x)] = {0} elde edilir. U s&
ideal oldgundan UR[x,d(x)] = {0} olur. R asal halka olgundan U = {0} veya
[X,d(x)] = 0 olur. U {0} oldu gundan [x,d(x)] = O olur.

[dx),x]JU = {0} ise (3.14) den d(x)U[d(x),r;] = {0} olur. Dolayisiyla
d(xX)UR[d(x),r] = {0} olur. R asal halka oldiundan d(x)U = {0} veya [d(x),r] = O,
OrJR = d(x)U = {0} veya d(x)1Z bulunur. d(y)J Z — {0} olacak bicimde yIU
var olsun.

d(x)U = {0} ise (3.13) den [d(x),x]d(y) = O olur. Bda d(y)JZ ve d(y)z0
oldugundan [d(x),x] = 0,00 x[IU olur. Dolayisiyla Bell ve Martindale (1987)' dén

halkasi komatatiftir. d(x)J Z iken R halkasinin komatatif oldu goraldu.
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Ox0U icin (x) = 0 veya d(x)U = {0} iken R halkasinin komiiftitgine
bakilacak. Bunun icin K = {XU | d(x)U = {0}} ve L = { xUU | df(x) = 0}
kimelerini digunelim. Brauer’'s Trick den U = K veya U = L olmahdU = K olsa
d(U)U = {0} olur. Buna gore,

[x,yz] = [d(x),d(yz)] = [d(x),yd(z) + d(y)z]

= [d(x).yd(2)] + [d(x),d(y)Z]

= [d(x),yld(z) + y[d(x),d(z)] + [d(x).9]]z +d(y)[d(x).Z]
ve [X,yz] = y[x,z] + [x,y]z ifadelerinden yd(x)d(z O, I x,y,z[1U olur. Dolayisiyla
U[d(x),d(z)] = {0} = U[x,z] = {0}, Ox,zLUU = [x,z] = 0, Ox,zJU olur. Yani U
komatatiftir. U komdtatif oldgundan [x,z] = 0,0 x,z[1U. Z yerine zr, tIR alinirsa,
0 = [x,zr] = [x,z]r + z[x,r] = z[x,r] olur. Yani(lx,z1U ve OrIR igin z[x,r] = 0 dir.
Dolayisiyla U[x,r] = {0}= [x,r] = 0 olur. Bu son gtlikte x yerine xy, Y IR alinirsa,
0 = [xy,r] = x[y,r] + [x,rly = x[y,r], OxUU, Oy,rUR = Uly,r] = {0}, Oy,rlR=
[y,r] =0, Oy,rlJR olur. Yani R halkasi komutatiftir.

U = L olsaOx0OU igin of(x) = 0= d*(U) = {0} = [x,d(x)] = 0, OxOU olur.
O halde Bell ve Martindale (1987)’ den R halkasmkiatiftir.

Teorem 3.1.19 :N asal yakin halka ve {3 A, N nin birimli distributively
generated yakin halka olan bir ideali olsun. d:Nl, [x,y] = [d(X),d(y)], ¥X,y=A
olacak bicimde bir tlrev ise N bir komutatif halkad

Ispat : elJA birim eleman olsun. Yari xJA icin ex = x dir. Her iki taraftan
tirev alirsak d(ex) = d(x} ed(x) + d(e)x = d(x)

= e birim, d(x) + d(e)x = d(x)

= d(e)x =0,0xUA = d(e)A={0}= d(e) =0
Yani e sabittir. 0 = d(e) + d(e) = d(e+e) agidndan e + e de sabittir. Lemma 3.1.12
den él1Z, e + é1Z olur. Dolayisiyla Lemma 3.1.4 (ii) den (A,+) aiagidir.

Bundan dolayiJallA ve Ox,ylAicina(x +y—x—y)=ax +ay —ax —ay =
ax — ax + ay —ay = 0 dir. Dolayisiyla a(x,y) = OjalJA ve Ox,ylON =
A(x,y) ={0}, Ox,yOON = (x,y) = 0,0x,yLIN olur. Yani (N,+) abeliandir.

x,YUN ve a,h]A icin (ax + ay)lJA dir. A distributive oldgundan (ax + ay)b
= axb + ayb dir. Ox,yLUN ve Oa,blA icin a((x+y)b — (xb+yb)) = 0=
A((x + y)b — (xb + yb)) = {0}= (x + y)b — (xb + yb) = G= (x + y)b = (xb + yb),
Ox,yCIN ve ObOA dir. Keyfi zLIN icin b yerine zb alinirsa,
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(X + y)zb = xzb + yzb= ((X + y)z — (xz + yz))b = 0[Jx,y,zLIN ve ObLIA
= ((X+y)z-(xz+yz2)) A={0}= (x+y)z—(xz +yz) =0Ix,y,zLIN = (X +y)z
= xz + yz,[0x,y,zLON olur. Dolayisiyla N distributivedir. N yakin ha& toplamsal
degismeli ve distributive oldgundan bir halka olur. Teorem 3.1.18 den N bir
komutaif halkadir.

Sonu¢ 3.1.20 N birimli, distributively generated asal yakin halklsun. N
scp-turev iceriyor ise N bir komatatif halkadir.

Ispat : N yakin halkas! birimli ve scp-tiirev icegiiden Teorem 3.1.19 dan
(N,+) abeliandir. Ustelik N distributively generdteldusu icin N bir halka olur.
Ustelik Teorem 3.1.18 den N bir komutatif halkadir

Daif 1-Turevleri
Tanim 3.1.21 :N yakin halka olmak tzere, d tirevi igin —xy +g(x —yx +

d(yx), Ox, y[ON ise d yeDaif 1-tirevdenir.

Lemma 3.1.22 :d : N— N bir tlrev olsun. Buna gore d(xy) = d(x)y + xd(y),
Ox,yLIN olur.

Ispat : Ox,yUN igin, d(x(y+y)) = xd(y+y) + d(x)(y+y)

= xd(y) + xd(y) + d(x)y + d(x)y
d(x(y+y)) = d(xy+xy) = d(xy) + d(xy)
= xd(y) + d(x)y + xd(y) + d(x)y
olur. O halde bu iki gtlikten xd(y) + d(X)y = d(X)y + xd(y¥> d(xy) = d(x)y + xd(y),
Ox,yUIN bulunur.

Lemma 3.1.23 :N yakin halka ve d:N> N bir Daif 1-ttirev olsun. Buna gore,

() Her c = [x,y] komutatort i¢in d(c) = c dir.

(i) d(@2)[xy] = [x,yld(z), Ox,y,zLIN dir.

Ispat (i) : Daif 1-tiirev tanimindan agiktir.

(ii) : d bir Daif 1-tirev oldgu icin —[x,y]z + d([x,y]z) = =z[x,y] + d(z[x,y])
dir. Esitli gin sol tarafini Lemma 3.1.22 yi kullanarakgs@rafini ise normal tirev
kullanarak acalim. Buna goére —[x,y]z + d([x,y])Z>»y]d(z) = —z[X,y] + zd([x,y]) +
d(z)[x,y] dir. (i) den [x,y]d(z) = d(2)[x,y],d X,y,zLIN elde edilir.
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Lemma 3.1.24 :N bir asal yakin halka ve d:N N bir Daif 1-tirev olsun.
Buna gore,

() ¢ bir komutatér ve uc = vc, UWN ise cd(u —v) = 0 dir.

(i) ¢, ¢ komitator ve £,=0 ise ¢ = 0 veya ¢= 0 dir.

Ispat (i) : ¢ bir komutatér ve uc = vc ise d(uc) = d(ve} ud(c) + d(u)c =
vd(c) + d(v)c olur. Lemma 3.1.23 (i) kullanilirsa t#t d(u)c = vc + d(v)c= d(u)c =
d(v)c bulunur. Lemma 3.1.23 (ii) den cd(u) = cd{¢e) dolayisiyla cd(u-v) = 0 elde
edilir.

(ii) cic2 = 0 = O dir. (i) den ed(c;) = O olur. Yani gc; = 0 bulunur. Buna gore
(1) kullanihirsa O x N igin,

X CC=0=0¢ = cd(xc) =0

= cxd(c) + d(X)cp =0
= Lemma 3.1.23 (ii) dend(c) + d(x)ec; =0
= ¢Nc; ={0} = ¢, =0veyag¢=0olur.

Teorem 3.1.25 N bir asal yakin halka ve#d:N — N bir Daif 1-tiirev olsun .
Buna gore,

(i)  (N,+) abeliandir.

(i)  Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komutatif hatka

Ispat (i) : [x,xy] = x[x,y], Ox,yON dir. Lemma 3.1.23 (ii) den d(z)[x,xy] =
[X,xy]d(z) dir. d(z)[x,xy] = d(2)x[x,y] = x[x,y]d(2 = xd(2)[x,y], O X,y,zLIN bulunur.
Lemma 3.1.24 (i) den [x,y]d(d(z)x —xd(z)) = O,x,y,zLIN= [x,y][d(z),X] = O olur.
Lemma 3.1.24 (ii) den XZ veya [d(z),x] = O dir. Dolayisiyla d(N)Z olur.

Teorem3.1.5 den ispat tamamlanir.

Daif 2-Turevleri

Tanim 3.1.26 :N yakin halka olmak Uzere, d tUrevi i¢in xy + d(xy)yx +
d(yx), Ox,yLIN ise d ye Daif 2-tlrev denir.

Her x,LIN icin xy + yx = yx + xy ise N yakin halkasina pdeeabelian denir.

Lemma 3.1.27 :N psudo-abelian ve d:N N bir Daif 2-tirev olsun. Her ¢
komutatori ve ZN icin cz + d(c)z = 0 ise [d(z),c] = O olur. Ozelamk z
distributive veya (N birimli ve [z,-1] = 0) ise herkomutatoriu ve [ZN i¢in [d(z),c] =

0 olur.
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Ispat : d, Daif 2-tiirev oldgu icin xz + d(xz) = zx + d(zx)2x,zUN dir.
x yerine [x,y] alinirsa, [x,y]z + d([x,y]z) = z[X]y+ d(z[x,y] ) = [X,y]z + d[x,y]z +
[x,yld(z) = z[x,y] + zd[x,y] + d(z)[x,y] olur. Hiptezden [x,y]z + d[x,y]z = O oldiu
icin [x,y]d(z) = z([x,y] + d[x,y]) + d(2)[x,y] bulmur. d, Daif 2-tirev oldgundan
[x,yld(z) = d(2)[x,y], O x,y,zLIN dir. Yani her ¢ komutatort icin [d(z),c] = O olur
Eger z distributive ise benzer sekilde ispatlanabilir.
N birimli ve [z,-1] = 0 ise 0 = [z,-1] = z(-1) — Dz dir. Soldan c ile carparsak,
0 =cz(-1) — c(-1)z = c(-z) — c(-2z) olur. d, DaifiRev oldigundan c(-z) + d(c)( —-2z)
= 0 bulunur. O halde her ¢ komitatort icin [d(-zF® olur. 0 = [d(-z),c] =[-d(z),c]
= —d(z)c — c(-d(z)) = —d(z)c + cd(z) olur. Buraddfz)c — cd(z) = 0= her c
komutatoru icin [d(z),c] = 0 olur.

Teorem 3.1.28 :N sifir bolensiz yakin halka ve d:NN sifirdan farkh bir
Daif 2-turev olsun. Buna gore N bir komutatif hedhkr.

Ispat : d bir Daif 2-tiirev oldgundan Ox,yLIN icin xy + d(xy) = yx + d(yx)
dir. Buna gore xy + d(xy) = yx + d(yx},] x,ylIN ssitli gine s&dan d(xy) nin soldan
yx in toplamsal tersini eklersek —yx + xy = d(yx@lxy) olur. Dolayisiyla,

-yx + xy = d[y,x], Ox,yUN (3.15)

olur. x yerine yx alinirsa, 2y + yxy = d[y,yx] = d(y[y,x] = y(=yx + xy) = yd[y,X]
+d(y)ly.x] = ydly,x] = ydly,x] + d(y)[y.x] dir. Dolayisiyla,

d(y)ly.x] =0, Ox,yuN (3.16)
bulunur. (3.16) gtliginde x yerine d(y) alinirsa ve N nin sifir bélensidugu
kullanihrsa, d(y)[y,d(y)] = 0,0yUN olur. Yani d commutingtir. Teorem 3.1.3 den
(N,+) abelian olur. Ustelik (3.16)#i ginden,

d(y) =0 veya ylZ (3.17)

dir. d(y)# 0 ise y1Z dir. Yani sabit olmayanlar Z dedir.
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Ote yandan d(y) = 0 olsun. Buna gore (3.18digi distinlliirse her x sabiti
icin —yx + xy = d[y,x] = d(yx — xy) = d(yx) — d(xyF yd(x) + d(y)x — xd(y) — d(x)y =
0 olur. Yani her x,y sabiti icin xy = yx olur. Ot@ndan (3.17) gtli ginden d(y) # 0
ise y1Z dir. O halde S = {kIN | x sabit} dersek, xS = xy = yx ve Xx,yIN — S
= Xy = yx oldigu bulunur. Yani N bir komutatif halkadir.

Lemma 3.1.29 N, bir 3-asal yakin halka olsun. Buna gore,1¥zveya zx1Z
olacak bicimde Z/Z-{0} ve x N ise X1Z dir.

Ispat : xzJZ olsun. Buna gore, xzy = yxZ]yLIN dir. zL1Z-{0} oldugundan
z(xy — yx) = 0 olur. N, 3-asal yakin halka ofgundan xy = yx,JyLIN dir. Yani
xZ dir.

Lemma 3.1.30 :N, bir 3-asal yakin halka ve#0d : N - N bir tirev olsun.
Buna gore,

(i)  Sifirdan farkh U yari grup gadeali icin Ux = {0}, OxLIN ise x = 0 dr.

(i) U sifirdan farkh, yari grup gaideal veya yari grup sol ideal ise

d(U)# {0} dir.

(ii) U sifirdan farkli yari grup gaideal olsun. Buna gore[x,U] = O[3 ise

xUZ dir.

Ispat (i) U sifirdan farkli bir yari grup geaideal olsun. Buna gére UNXUX,
OXLIN dir. Hipotezden UNx = {0} olur. N 3-asal olgundan U = {0} veya x = 0
dir. U# {0} oldugundan x = O olur.

(i) U yan grup sg ideal ve d(U) = {0} olsun. Buna gore,]JulJU vexLIN
icin uxJU olur. O halde 0 = d(ux) = ud(x) + d(u)x = ud(xJ,utJU olur. Yani Ud(x)
= {0} olur. (i) den OxIN i¢in d(x) = 0 olur. Yani d = 0 dir. Bu ise#zD hipotezi ile
celisir. O halde N, 3-asal olgundan U = 0 veya d(x) = 0 olulx [J N i¢gin d(x) =0
olsun. Bu durumda d = O dir. Bu da# @ olmasi ile ¢eliir. O halde U sifirdan farkli
bir yar1 grup sg ideal veya yari grup sol ideal ise d@&j0} dir.

(ii) U yan grup sg ideal ve [x,U] ={0} osun. Buna gorélullU ve OyLIN
icin (uy)x = x(uy) = (xu)y = (ux)y = u(xy) olur. Dayisyla U(yx — xy) = {0} JyLN
olur. (i) den xJZ elde edilir.

Lemma 3.1.31 :N, 3-asal yakin halka, U, N nin sifirdan farklh gari grup

ideali ve O£ d:N - N bir trev olsun. Buna gore,
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()  x,yUN ve xUy ={0}ise x =0veyay =0 dir.

(i) xUN ve d(U)x ={0} ise x =0 dr.

(i)  xON ve xd(U) = {0} ise x = 0 dir.

Ispat (i) : U yar grup ideal oldgu icin UNCJ U dur. O halde soldan x, gan
y ile ¢arpilirsa XUNyxUy olur. xUy = {0} oldugu i¢cin XUNy = {0} olur. N, 3-asal
oldugundan xU = {0} veya y = 0 dir. Lemma 3.1.30 (i) der 0 veya y = 0 bulunur.

(i) d(U)x = {0} olsun.0JullU ve OyLIN i¢in, 0 = d(yu)x = (yd(u) + d(y)u)x =
yd(u)x + d(y)ux = d(y)ux olur. Dolayisiyla d(y)UX@6}, OyLIN elde edilir. (i) den
d(y) = 0, OyUN veya x = 0 bulunurJyLIN i¢gin d(y) = 0 olsa d = 0 olagandan
d# 0 olmasi ile ¢elir. Bundan dolayi, x = 0 dir.

(iii) Onceki ispata benzeekilde yapilir.

Ornek 3.1.32 : F bir cisim olmak Uzere, R =M ,(F) asal halkasI olsun.

10 01 [0 1]
U :{O O}R ve d: R-R d(w) = \/vi:o } - w, olarak verilen i¢ tlirev

0 0 0
N 10 [1 ofla b
olsun. Buna g6re, U = R = |a,b,c,d OF =
00 |0 Ojc d

o Yo
d<U)={d(a>|mU}:H° ;—B (ﬂmauu}

{5 386 e oI5 Smocr)
{

. 01 . 0O 1||la b||0 1 00
Ote yandan x =y ve JwlU igin, xwy = = :
00 0O 0j|0 0|0 O 00

olur. Benzer bicimde xd(U) = d(U)x = {0} olur. Yahiemma 3.1.31 de U nun tek

yanli ideal olmasi N nin halka olmasi durumundai dahuc icin yeterli olmaz.

o

3

o

o

ﬂ Im0 F} elde edilir.

o

Lemma 3.1.33 :N bir 3-asal yakin halka ve £}{0} bir yari grup sol ideal

veya yarl grup gaideal olsun. Buna gére, [UZ ise N bir komutatif halkadir.

27



Ispat : U, merkezde kapsargliicin U yu yari grup saideal varsayabiliriz.
Lemma 3.1.30 (iii) den N komutatiftir. Dolayisiyéas distributiftir.

Ote yandan Lemma 3.1.30 (i) dé&ih’ #{0} dir. Ciinkii, U? = {0} olsa U =
{0} olur. O halde zw# 0 olacak bicimde z,wU vardir. Buna gore, zw + zw =
z(w + w)JU 0 Z ifadesinden z(w + w)Z demek Lemma 3.1.29 dan w & olur.
O halde Lemma 3.1.29 dan iz — {0} ve w + wlL1Z demek (N,+) abelian demektir.
Dolaysiyla N bir komutatif halkadir.

Teorem 3.1.34 :N bir 3-asal yakin halka, #{0} bir yari grup sg ideal
veya yarl grup sol ideal olsun. Buna gore N, d() olacak bicimde &d tirevi
iceriyorsa N bir komutatif halkadir.

Ispat : U#{0}, d(U) LI Z olacak bicimdeki yari grup gadeal veya yari grup
sol ideal olsun. Buna gore, u,v(lU icin d(uv) = ud(v) + d(u)vl Z dir. O halde
(ud(v) + d(u)v)v = v(ud(v) + d(u)v),JJu,v0U olur. Lemma 3.1.1 den ud(v)v +
d(u)V? = vud(v) + vd(u)v elde edilir. Ote yandan d(UY oldusu icin ud(v)v +
d(u)V* = vud(v) + d(u)¥ olur. Dolayisiyla ud(v)v = vud(vJu,vLJU elde edilir.
Tekrar d(U)Z oldugu kullanilirsa,

d(v)(uv —vu) =0,0u,v00U (3.18)
olur. Lemma 3.1.4 (i) den d(v) = 0 veya uv — vu,#TuLIU elde edilir. Yani,

d(v) =0 veya uv = vuJullU (3.19)
Varsayalim ki, vIU ve d(v) = 0 olsun. Buna gore, d(uv) = ud(v) +)d(e d(u)v,
OulJU olur. Yani d(u)vJZ, OullU olur. Dolayisiyla, xd(u)v = d(u)vxiJulIU ve
OxLIN dir. O halde, d(U)(xv — vx) = {0} xIN ve OulJU bulunur. d(U)JZ ve N
bir 3-asal yakin halka olgundan, Lemma 3.1.4 (i) den d(U) = {0} veya (xvx) ¥
0, OXLIN olur. Lemma 3.1.30 (ii) den M Z elde edilir. Yani,

viU ve d(v) =0ise uZ (3.20)

dir. vi1U ve d(v)# 0 olsun. Bu durumda uv = vijjul1U olur.
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U yari grup sg ideal ise (3.19) ve (3.20%idikleriyle birlikte Lemma 3.1.30
(i) den U 0 Z dir. O halde Lemma 3.1.33 ten de N bir komutadifkadir.

U yari grup sol ideal ise benzer bicimde N nin keemifioldugu gdsterilir.

U n Z #£{0} ise 0£wLlZ ve wi1U olacak bicimde w elemani vardirl x[IN
icin xwu = uxw = wux olur. Dolayisiyla, w(ux — x® 0, Ox[IN ve OullU elde
edilir. w#0 oldwgundan wZ olur. O halde Lemma 3.1.33 ten N bir komutatif
halkadir.

U n Z ={0}ise (3.20) aitli ginden OuldJU — {0} icin d(u)# 0 dir. Her u igin
d(u) = ud(u) + d(u)u olur. d(ud Z oldugu icin d(if) = d(u)2ull Z elde edilir.
Lemma 3.1.29 dan d(v) = 0 veyal24 olur.

Kabul edelim ki 2@ 0, JullU — {0} olsun. Lemma 3.1.30 (i) deflxLIN —
{0} icin xux# 0 olacak bigcimde bir /U vardir. xylU oldugu icin 2xyLIZ olur.
2XU = XU + XU = X(U + W ) = x24 O Z olur. Ote yandan, Lemma 3.1.29 dan
x[1Z veya 2y = 0 bulunur. Hipotez kullanilirsa,(3Z bulunur. Dolayisiyla N bir
komautatif halkadir.

Kabul edelim ki 2u = 0 olacak bicimdélWw - {0} var olsun. Buna gore,

d(u’) = d(u.t) = ud() + d(u)&f = LPd(u) + ud(u)u + d(uyidir. d(N)O Z oldugu igin

d(W® = 3Ud(u)IZ olur. Diger yandan, 3w(u) = (d(u) + 2uud(u) dur.
Varsayimimizda 2u = 0 olgundan dd(u)_1Z elde edilir. Dolayisiyla, ULl Z veya
d(u) = 0 dir. d(u)# 0 oldundan @ L Z dir. ¥ U U n Z = {0} dan «* = 0 elde
edilir. Buna gore,

OxOIN igin d(xu) = xd(u) + d(x)ul Z oldusundan (xd(u) + d(x)u)u = u(xd(u)
+ d(x)u) dir. Lemma 3.1.1 kullanilirsa,  xd(Wuw(x)\f = u(xd(u) + d(x)u) olur. &
= 0 oldygundan xd(u)u = u(xd(u) + d(x)u) bulunur. Sositlegi soldan u ile
carparsak, uxd(u)u =*(xd(u) + d(x)u) elde edilir. U= 0 olduundan, uxd(u)u = 0,
OxLIN elde edilir. N, 3-asal oldindan d(u)u = 0 veya u = 0 bulunur. Yani d(u)u =
0 olur. d(u)u = 0 gtli gini soldan x ile ¢carparsak xd(u)u = Ox[IN dir. d(N) O Z
den, d(u)xu = O[JxLIN olur. N nin asaliiindan d(u) = 0 veya u = 0 elde edilir. d(u)
= 0 oldyzsundan u = 0 olur. Bu da WU - {0} olmasi ile ¢elgir. O halde 2 O olur.

2uz 0 iken N nin komutatif halka olgw belirtilmisti.
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[d(V),d(U)] = {0} Kosullu Yakin Halkalar

Lemma 3.1.35 :N bir 3 asal yakin haka, U sifirdan farkh yarugrideal,
0%#d : N - N bir tirev ve 4(U) = 0 olsun. Buna gore?d O dir.

Ispat : Ou,vU igin,

0 = di(uv) = d(d(uv)) = d(ud(v) + d(u)v)

= d(ud(v)) + d(d(u)v))

= ut(v) + d(u)d(v) + d(u)v + d(u)d(v)

= d(u)d(v) + d(u)d(v)

= d(u)(d(v) + d(v)) = d(u)2d(v)j u,vIU olur. Lemma 3.1.31 (ii)
den 2d(v) = 0,0vUU elde edilir. Yani, 2d(U) = {0} olur. ¥IN ve Vv 1U icin,

0 = df(yv) = d(yd(v) + d(y)v)

= d(yd(v)) + d(d(y)v)

= yd(v) + d(y)d(v) + d(y)d(v) + &y)v

= yd(v) + 2d(y)d(v) + d(y)v dir. (U) = 0 ve 2d(U) = {0}
oldugundan d(y)v = 0, OvOU, OyUN bulunur. Buda f{y)U = {0}, OyUN
demektir. O halde’fy) = 0 dir. Bu nedenle?d= 0 bulunur.

Lemma 3.1.36 :N bir 3-asal yakin halka, U, N nin sifirdan farkir yari grup
ideali, 0zd : N— N bir tirev ve d(U)# {0} olsun. Buna gére @N ve [a,d(U)] =
{0} ise al1Z dir.

Ispat : C(a) = { X1 N | ax = xa} olsun. [a,d(U)] = {0} oldgu icin d(U) LI C(a)
olur. Boylece yIC(a) ve WU i¢in d(yu), d(u)!C(a) dir. Buna gore, d(yu)a = ad(yu)
ve dolayisiyla, (yd(u) + d(y)u)a = a(yd(u) + d(yulur. Buradan da, yd(u)a + d(y)ua
= ayd(u) + ad(y)u bulunur. d(u)C(a) ve yIC(a) oldgundan d(y)ua = ad(y)u
bulunur. O halde,

d(C(@)ul C(a) (3.21)

olur. d(z)# 0 olacak bicimde ZU secelim ve y = d(z) olsun.3C(a) old@u icin
(3.21) aitli ginden d(y)ulC(a) ve d(y)uvlC(a), Ou,vlU olur. Dolayisiyla 0 = [a,
d(y)uv] = ad(y)uv — d(y)uva = d(y)uav — d(y)uva §ypi(av — va),u,vLIU olur.
Yani d(y)U(av — va) = 0,00vLIU dir. Lemma 3.1.31 (i) den a, U yu merkezler.
Dolayisiyla Lemma 3.1.30 (iii) deri& elde edilir.
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Teorem 3.1.37 :N, 3-asal yakin halka, U, N nin sifirdan farkh lgri grup
ideali, d : N = N bir tiirev, d #0 ve [d(U),d(U)] = {0} olsun. Buna gore, N bir
komautatif halkadir.

spat : Lemma 3.1.35 den®U) # {0} dir. Lemma 3.1.36 dan d(UQ Z dir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.34 den N bir komutatif lzalk.

Teorem 3.1.38 :N, 3-asal yakin halka, U, N nin sifirdan farklr lgari grup
ideali, 0z d:N - N bir tirev ve K ={alJ N | [a,d(U)]= {0}} olsun. Buna gore,

() alKise dlZveyad(a)=0dir.

(i) K, carpmaglemi altinda dgismeli yari gruptur.

(iii) d(K) O Z dir.

(iv) d(a) #0 olacak bicimde @K varsa (N,+) abeliandir.

(v) Eger K, sifirdan farkli yari grup gddeal veya yari grup sol ideal kapsar

ise N komutatif bir halkadir.

Ispat :

() : alJK olsun. ulU igin [a,d(au)] = 0 oldgundan ad(au) = d(au)a olur. Yani
a(ad(u) + d(a)u) = (ad(u) + d(a)u)a dir. Dolay@m)gd(u) + ad(a)u = ad(u)a + d(a)ua
olur. aJK oldugundan &d(u) + ad(a)u = l(u) + d(a)ua elde edilir. Bundan dolay!
ad(a)u = d(a)uaJudU olur. O halde a, d(a)U yar grupssdealini merkezler.

d(a)U# {0} ise Lemma 3.1.30 (iii) den@Z elde edilir. Ote yandan,

d(@)uU = {0} ise Lemma 3.1.30 (i) den d(a) = 0 ol@onu¢ olarak dK ise
a lZveyad(a) =0 dir.

(i) : d(b) = 0 olacak bicimde a,lK olsun. Buna gére buU oldugu icin
ad(bu) = d(bu)a,Jul]U dur. d(b) = 0 oldgundan ve Lemma 3.1.1 den abd(u) =
bd(u)a, JulJU elde edilir. Ote yandan[bK oldugu icin d(U)(ab — ba)= {0} olur.
Lemma 3.1.31 (ii) der] a,blIK i¢in ab = ba bulunur.

d(b)# 0 ise (i) den blZ oldugu biliniyor.

(i) : 0#£xUd(K) ise x =d(a), &K olur. (i) den x = d(a), (@Z veya d(a) = 0)
olur. x#0 yani d(ag0 oldwundan &alZ bulunur. Bu ise d(a)Z demektir.
Dolayisiyla x = d(a)lZ, yani d(K)J Z elde edilir.

(iv) : allK ve d(a} 0 olsun. Buna gore (i) derii& olur. Dolayisiyla d(d)/Z
dir. Ote yandan @K ve alZ ise [a®,d(U)] = a[a,d(U)] + [a,d(U)]la = {0}
oldugundan a® ] K dir. Dolayisiyla (iii) den d&*)0Z bulunur. Yani Z_ d(a*) =
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ad(a) + d(a)a = 2d(a)a = d(a)2a ve dolayisiyla2z&aX olur. O halde d(&)Z ve
d(a)2a]Z demek d(a)y 0 oldusu da dgunulirse Lemma 3.1.29 dan[2Z demektir.
Buna gore aZ, a + a1Z oldugu icin Lemma 3.1.4 (ii) den (N,+) abeliandir.
(v) : 0£HUOK olan H, yar gup saideal veya yari grup sol ideal olsun. (iii)
den d(H)J Z olur. Teorem 3.1.34 den N bir komutatif halkadir
Teorem 3.1.39 :N, 3-asal yakin halka, U, N nin sifirdan farkh lgri grup
ideali, 0z d:N - N bir tlrev olsun. Buna gore, [d(U),d(U)] = O & +) abeliandir.
Ispat : [z,d(U)] = [z + z , d(U)] = {0} olacak bicimde ZN ve uMIU igin
c=v+u-v-—uahnirsa zd(c) = 0 olur. Cunkd,
(z +2)d(u +v) =(z + z)(d(u) + d(v))
=(z + 2)d(u) + (z + Z)d(v)
=d(u)(z +2) +d(v)(z + 2)
=d(u)z + d(u)z + d(v)z + d(v)z
= zd(u) + zd(u) + zd(v) + zd(v) olur. Ote yam
(z+2z)du+v)=d(u+v)(z+2)
=du+v)z+d(u+v)z
=zd(u +v) + zd(u + v)
= zd(u)+ zd(v) + zd(u) + zd(v) bulunur.
Bu iki ifadenin gitliginden zd(u) + zd(v) = zd(v) + zd(u) bulunur. Buradda
zd(u) + zd(v) — zd(u) — zd(v) = O olur. Yani zd(w+ u — v) = 0 dir. Sonu¢ olarak
zd(c) = 0 bulunur.
r, sJ U ise réJU dur. Ustelik, rs + rs = r(s + $) U olur. [d(U),d(U)] =0
oldugu icin zd(c) = 0O ifadesinde z yerine d(rs) alinjd@s)d(u + v—u —v) = 0 dan
d(Ud(c) = 0 olur. Ayrica Bz 0 yari grup ideal oldgu icin Lemma 3.1.31 (ii) den

d(c)=d(u+v—-u-v) =0, u+N olacak bicimdekiu,v(]U (3.22)
elde edilir. u yerine rx, v yerine ry, alinirsa (&22) aitliginde yerine yazilirsa,
d(rx + ry —rx —ry) = 00 rJU, Ox,yLIN bulunur. r yerine wr, W U alinirsa,

0 = d(wrx + wry —wrx —wry) = d(w(rx + ry — rx -y))
=d(w)(rx + ry —rx —ry),0r,wlU, Ox,ylN
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bulunur. Dolayisiyla d(U)(rx + ry — rx — ry) = @JrUJU, Ox,yUN olur. Lemma
3.1.31(i)denO0=rx+ry—rx—ry =r(x + y—xy), Or U U, Ox,y LU N elde edilir.
YaniUXX +y—-x—-y) ={0},0x,y O N dir. O halde Lemma 3.1.30 () denx +y =y
+ X, Ox,yON bulunur. Sonug olarak (N,+) abeliandir.

Teorem 3.1.40 N bir 3-asal yakin halka, U, N nin sifirdan farkr yari grup
ideali, d:N— N bir tiirev, d(uv) = d(vu)Ju,vCJU ve d? # 0 olsun. Buna gore, N bir
komdatatif halkadir.

Ispat : cJU elemani bir sabit olsun. Yani d(c) = 0 dir. Bgiae, JullU igin
d(cu) = d(uc} cd(u) + d(c)u = ud(c) + d(u)e cd(u) = d(u)e=[c,d(U)] = {0} olur.
Dolayisiyla Lemma 3.1.35 ve Lemma 3.1.36 daiZ®lde edilir.

Simdi Ou,vUU i¢in u(uv) — (uv)u = u[u,MlJU ve hipotezden d(u(uv) — (uv)u)
= 0 oldgundan yani, d(u[u,v]) = O old@wndan ufu,v] sabit olur. Dolayisiyla
u[u,v]Z, Ou,vU elde edilir.

u,vLlU elemanlar u[u,MlZ — {0} olacak bicimde olsun. Buna gore,

u(u®v) — (u*v)u = u?[u,v]
bir sabittir veu®[u,v]Z dir. Lemma 3.1.29 a gére[iZ olur. Bu ise u[u,v¥O0 ile
celisir.(Cunkd ufu,vl1Z, u(u[u,v))UZ ve u[u,v]#0 oldusu icin ulJZ olmalidir.) O
halde u[u,v] = 0,0u,vLJU olmalidir. u#0 ise o zaman ud{0} bir yar grup s&
idealdir. Ote yandan u[u,v] = 8>u(uv — vu) = G=>u(uv) — u(vu) = 0 oldgundan
OuvOuU elemani u tarafindan merkezlenir. Yani u eleman# {0} sag idealini
merkezler. Bu ise Lemma 3.1.30 (iii) den]z demektir.Yani UJZ elde edilir.
Dolayisiyla Lemma 3.1.33 den N komutatiftir.

Lemma 3.1.41 :N bir s& yakin halka ve d:N- N bir tirev olsun. Buna gore,

c(yd(x) + d(x)y) = cyd(x) + cd(x)ydx,y,cLIN dir.

Ispat : Lemma 3.1.1 in ispatina benzer bigimde ispatlanir.

Lemma 3.1.42 :N bir asal sg yakin halka, & d:N — N bir tlrev ve A, N nin
AN OA olacak bicimdeki sifirdan farkli bir alt kimesisan. Bu durumda, d(A) =
{0} ise d = O dur.

Ispat : Varsayalim kid alJA icin d(a) = 0 olsun. Bu durumda, 0 = d(ax) =
ad(x) + d(a)x = ad(x)[Ix LI N olur. a yerine ay, ¥ N alinirsa, ayd(x) =0Jy LI N
olur. Yani, aNd(x) = O dir. N asal yakin halka gidadan a = 0 veya d(x) = Q] x LI
N elde edilir. Varsayimimizdan, d(x) =0,x [ N olur. O halde d = 0 bulunur.
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Lemma 3.1.43 :N bir sg yakin halka, d:N- N bir tirev ve A, N nin sifirdan
farkh bir alt yakin halka olsun. Buna gore d, Aetinde anti-homomorfizm ise A
sifir simetriktir.

Ispat : 0Oa = 0, JalJA ve d, anti-homomorfizm oldiundan 0 = d(0a) =
d(a)d(0) = d(a)0 bulunur. Yani d(a)0 = QlalJA olur. a yerine a0 alinirsa, 0 =
d(@a0)0 = (ad(0) + d(a)0)0 = a0 + d(ag0 a0 = 0, JallA olur. Yani A sifir
simetriktir.

Lemma 3.1.44 :N bir s& yakin halka, A, N nin bir alt yakin halkasi veht,
tirev olsun. Buna gore,

(1) d, A Uzerinde bir homomorfizm ise bu taktir de,

d(y)xd(y) = yxd(y) = d(y)xy,dx,yUA (3.23)

(i) d, A Gzerinde anti homomorfizm ise bu taktirde,

d(y)xd(y) = d(y)yx = xyd(y),0 x,yUA (3.24)

olur.

Ispat (i) : d, A tizerinde bir homomorfizm olsun. Buna goére,

d(xy) = xd(y) + d(x)y = d(x)d(y)Dx,yUA (3.25)

olur. (3.25) eitli ginde x yerine yx alinirsa,

yxd(y) + d(yx)y = d(y)d(xy),00 x,ylA (3.26)

elde edilir. d homomorfizm oldiwndan Lemma 3.1.41 (i) kullanilacak olursa,
d(y)d(xy) = d(y)(xd(y) + d(x)y)
= d(y)xd(y) + d(y)d(x)y
= d(y)xd(y) + d(yx)y dir.
Son a&itli gi (3.26) da kullanirsak, yxd(y) = d(y)xd(y)J) x,yUA olur. Benzersekilde
(3.25) de y yerine yx alinirsa, d(y)xy = d(y)xd(¥) x,yLIA elde edilir.
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(i) d, A Gzerinde bir anti-homomorfizm olgu igin,

d(xy) = xd(y) + d(x)y = d(y)d(x)H x,yLA (3.27)

olur. (3.27) eitli ginde y yerine xy alinirsa,
xd(xy) + d(x)xy = d(xy)d(x)
= xd(y)d(x) + d(x)yd(x)
= xd(xy) + d(x)yd(x)[J x,yIA elde edilir. Sonug olarak,
d(x)xy = d(x)yd(x), Ox,yUA bulunur. Her x,y i¢in sglandgindan bu son s&lik
d(y)yx = d(y)xd(y), Ox,yLIA olarak yazilr. (3.27) de x yerine xy alinirsgy)kd(y)
= xyd(y), Ox,yUA elde edilir.
Teorem 3.1.45 :N bir yari asal sayakin halka ve d bir tlirev olsun. Buna
gore,
(i) d:N - N bir endomorfizm ise d =0 dir.
(i) d: N - N bir anti-endomorfizm ise d = 0 dir.

Ispat (i) : Lemma 3.1.44 (i) de A = N alalim. Buna gore,

yxd(y) = d(y)xd(y), dx,yIN (3.28)

olur. (3.28) sitliginde x yerine d(x) alinir ve d nin bir endomorfizoidugu
kullanilirsa,
yd(x)d(y) = d(y)d(x)d(y)
= d(yx)d(y)
= yd(x)d(y) + d(y)xd(y) x,yLIN
elde edilir. Dolayisiyla d(y)xd(y) = Ol x,yUN olur. Yani d(y)Nd(y) = 0,0yLIN
dir. N yar asal oldgundan d(y) = OJyLIN bulunur. Buda d = 0 demektir.
(i) Lemma 3.1.43 de A = N alinirsa, N sifir simetrdroLemma 3.1.44 (ii)
de A = N uygularsak,

d(y)xd(y) = xyd(y), O x,yON (3.29)
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olur. (3.29) eitliginde x yerine d(x) alinirsa, d(y)d(x)d(y) = d(xX)ydi(clur. d anti-
homomorfizm oldgu icin d(xy)d(y) = d(xX)yd(y) bulunur. Sorsidikte tirev alinacak
olursa, xd(y)d(y) + d(x)yd(y) = d(x)yd(y)sitli gi elde edilir. Buradan da x(d(y))=

0, Ox,yLIN olarak ifade edilngiolur. Ozel olarak x yerine y alinirsa

y(d(y))? =0, 0yLN (3.30)

elde edilir. Ote yandan Lemma 3.1.44 (ii) den,

d(y)yx = xyd(y), Ox,yUN (3.31)

dir. Sazdan d(y) ile carpilir ve (3.30%#i gi kullantlirsa 0O x,y[IN icin d(y)yxd(y) =
0, Ox,yUN elde edilir. O halde bu soit gi sggdan y ile carpar N nin yari asali
kullantlirsa, d(y)y = 0,0yUN bulunur. Bu (3.31) gtligi ile birlikte distndlurse
xyd(y) = 0, Ox,yLIN olur. Ote yandan (3.29kidi ginden d(y)xd(y) = 0,0x,yLIN
elde edilir. Yani d(y)Nd(y) = OdyLIN dir. N yari asal oldgu icin d(y) = O dir.
Sonug olarak d = 0 bulunur.
Teorem 3.1.46 :N bir s& asal yakin halka, d:N N bir tirev ve A, N nin
sifirdan farkh bir sgideali olsun. Buna gore,
(i) d, A da bir homomorfizm ise d = 0 dir.
(i) d, A da bir anti-homomorfizm ise d = 0 dir.
Ispat (i) : Lemma 3.1.44 (i) de,

d(y)xd(y) = d(y)xy, Ux,yUA (3.32)
idi. (3.32) aitligi sagdan d(z), zIA ile carpilirsa; d(y)xd(y)d(z) = d(y)xyd(z) olur.
d bir homomorfizm oldgundan d(y)xd(yz) = d(y)xyd(z) dir. d(y)x(yd(z) +yJg) =
d(y)xyd(z) olur. Lemma 3.1.41 den d(y)xyd(z) + d@jy)z = d(y)xyd(z) elde edilir.
O halde d(y)xd(y)z = 01 x,y,zLIA bulunur. x yerine xr,IN alinirsa, d(y)xrd(y)z =
0 olur. N asal oldgundan,

d(y)x =0, 0x,ylIA (3.33)
bulunur. y yerine yr,llN alinirsa,
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yd(r)x + d(y)rx = 0,00x,yLUA veOrUN (3.34)
olur. Soldan d(z), ZA ile carpilirsa, 0 = d(z)yd(r)x + d(z)d(y)rx oluK3.33)
esitli ginden d(zy)rx = 0 elde edilir. Ote yandan, 0 = J(xy= zd(y)rx + d(z)yrx =
zd(y)rx olur. Yani zd(y)rx = @,Jx,y,zLUA ve OrUN bulunur. O halde zd(y)Nx = 0
olur. N asal oldgu icin zd(y) = 0,0y,zUJA veya x = 0,OxUA olur. A sifirdan
farkl sg ideal old@gundan zd(y) = 0[1y,zJA bulunur. Bu son gtlikte z yerine zr,
rt0N alinirsa; zNd(y) = 0 olur. N asal olglw icin z = 0,0z[JA veya d(y) = 0,
OyLUIA elde edilir. A sifirdan farkli bir gaideal old@gundan d(y) = 0[JyUA olur.

O halde Lemma 3.1.42 den d = 0 bulunur.
(i) Lemma 3.1.43 den A sifir simetriktir. Lemma 3.1(#%den

d(y)xd(y) = xyd(y), Ox,yUA (3.35)

d(y)xd(y) = d(y)yx, Ox,yUA (3.36)

yazilir. (3.35) de x yerine xd(y) alinir ve d nim bomomorfizm oldgu kullanilirsa,

d(y)xd(y?) = xd(y)yd(y) elde edilir. Ote yandan d tureving(y)x(yd(y) + d(y)y) =
xd(y)yd(y) yazilabilir. Lemma 3.1.41 kullanilirsa,

d(y)xyd(y) + d(y)xd(y)y = xd(y)yd(y).J x,yLJA (3.37)
esitli gi elde edilir. (3.35) gtli ginde x yerine xy alinirsa,

d(y)xyd(y) = xy*d(y), Ox,yOA (3.38)
olur. (3.35) eitli gi sggdan y ile carpilirsa,

d(y)xd(y)y = xyd(y)y, Ox,yOA (3.39)

bulunur. (3.35) sitli ginde x yerine y alinirsa; d(y)yd(y) =*yi(y) bulunur. Soldan x

ile carpilirsa,
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xd(y)yd(y) = x y*d(y), Ox,yOA (3.40)

ifadesi elde edilir. (3.38), (3.39), (3.403itékleri (3.37) ssitliginde kullanilirsa,
xyd(y)y = 0, Ox,yIA olur. A sifirdan farkl bir sg ideal oldgundan yd(y)y = 0O,
OyUA olur. (3.39) saitli gine gére d(y)xd(y)y = 0 olur. Busilik (3.36) esitli ginde

kullanilirsa,

d(y)yxy =0, Ox,yIA (3.41)

olur. x yerine xd(y) alinirsa, d(y)yxd(y)y = @l x,yUA dir. A sifirdan farkh sgideal
oldugundan d(y)yxNd(y)y = 0 olur. Buradan d(y)yx = O aeg(y)y = O elde edilir.
d(y)y = 0 old@gu icin d(y)yx = 0 dir. (3.36) «tli ginden d(y)xd(y) = 0,0x,yIA dir.
A sifirdan farkli bir sg ideal oldgundan,

d(y)x =0, 0x,yUA (3.42)

bulunur. (3.42) gtli ginde y yerine yn, iIN alinirsa 0 = d(yn)x = yd(n)x + d(y)nx,
Ox,yUOA, OndN olur. Soldan d(z), ZA ile carpilirsa d(z)yd(n)x + d(z)d(y)nx = 0,
Ox,y,zUA ve OnUN olur. (3.42) sitligine gore, ilk terim sifirdir. Bu ytzden
d(z)d(y)nx = O olur. N asal ve A sifirdan farklidagundan d(z)d(y) = 0Jy,zLIA
dir. Dolayisiyla 0 = d(z)d(y) = d(yz) = yd(z) + ggy= yd(z) dir. O halde yd(z) = 0,
Oy,zOA bulunur. A sifirdan fakl bir gaideal old@gundan yNd(z) = O olur. N asal
oldugundan y = 0,0yLIA veya d(z) = 0,00 zLIA bulunur. O halde d(z) = Q,JzLIA
olur. Lemma 3.1.42 den de d = 0 bulunur. Boylecer@&min ispati tamamlangi
olur.

N bir sifir simetrik sol yakin halka, A sifirdanrka bir ideal ve d:N- N bir
trev olsun. SIN icin Vn(S) = {x OON | xs = sx,[0s[1S} olsun. Buna goresagidaki
kosullari distinelim.

() d(A) U Vn(d(A))
(i) a—d(@JIVn(A), DaldAve d(A) O A
(i) a + d(@)JVn(A), DallAve d(A) O A
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Lemma 3.1.47 :a,b,¢IN ve a, a + alV({b,c,b+c}) ise a(b,c) = 0 dir.
Ispat :a, a + &Vn({b,c,b+c}) oldusundan ab = ba, ac = ca, a(b + c) = (b +c)a,
(a+a)b=Db(a+a),(a+a)c=c(a+a)ve (all &)c) = (b + c)(a + a) olur. O halde
ab+ab+ac+ac=ba+ba+ca+ca
=b(a+a)+c(a+a)
=(a+ab+(a+a)
=(a+a)b+c)
= (bt c)(a+a)
=(b+cla+(b+c)a
=a(b+c)+a(b+c)=ab +ac + ab +ac bulunur.
O halde bu gtligin ilk ve son kismindan ab + ac = ac + ab eldeired¥lani
a(b + c— b —c) =0 olur. Dolayisiyla bu da a(lx€) demektir.
Lemma 3.1.48 :ulIN sol sifir bélen olmasin.gér [u,d(u)] = 0 veya «d(u) =
0 ise d(u,x) = O 1xLIN olur.
Ispat : Lemma 3.1.2 den [u,d(u)] = 0 iken d(u,x) = 0 dirh@lde wd(u) = 0
iken bakalim. XIN icin,
ud(u) + ud(x) + d(u)u + d(u)x = d(u(u+x))
= d(Lf + ux)
= d(tf) + d(ux)
= ud(u) + d(u)u + ud(x) + d(u)x
olur. Ote yandan ud(u) + d(u)u = 0 ofguicin
ud(u) + ud(x) + d(u)u + d(u)x = ud(x) + d(u)x olusitli gin her iki tarafindaki
d(u)x ler birbirini géttrir ve tekrar hipotez yamil(u) = —d(u)u kullanilacak olursa
u(d(u) + d(x) — d(u) — d(x)) = 0 elde edilir. Yand(u,x) = 0 olur. u sol sifir bélen
olmadgu i¢in d(u,x) = 0 elde edilir.
Lemma 3.1.49 :N bir asal yakin halka ve A{0}, N nin bir ideali olsun. Buna
gore,
(i) (A,+) abelian ise (N,+) abelian dir.
(i) (A,.) komatatif ise (N,.) komutatiftir
Ispat (i) : (A,+) abelian oldgu icin A(x,y) = 0, Ox,yLIN dir. N asal yakin
halka ve A% {0} ideal oldugundan (x,y) = 0 bulunur. Dolayisiyla (N,+) abeliand
(i) a,bJA, x,y I N olsun. (A,.) komatatif oldgu icin ab[x,y] = ab(xy — yx)
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= abxy — abyx = baxy — byax = axby — axby = 0 butluDolayisiyla A[x,y] = O dir.
N asal ve A # {0} ideal oldugundan [x,y] = 0,0 x,yLIN elde edilm§ olur. Bundan
dolayi (N,.) komutatiftir.

Lemma 3.1.50 :N bir asal yakin halka, XN ve A, N nin sifirdan farkli bir
ideali olsun. Buna gore,

(i) alA, 0% zLUVN(A)veza=0(veyaaz=0)isea=0drr.

(i) z+z0O VN(A) olacak bicimde & z[1V(A) ise (N,+) abeliandir.

(i) 0z zOVN(A) ve zxXVN(A) (xz O Vn(A)) ise xLIVN(A) dir.

(iv) d(A)#{0} olsun. xd(A) = {0} (veya d(A)x = {0}) ise x = Odir.

(v) N, 2-torsion free olsun. d(A¥ {0} ise d*(A) # {0} olur.

Ispat : (i) : za = 0 isedbJA icin bza = Odir. ZOVn(A) oldugundan zba = 0,
ObLIA olur. Yani, zAa = 0 dir. Dolayisiyla Lemma 3.1.8Lden z =0 veyaa =0
demektir. zz 0 oldygundan a = 0 bulunur.

(i) a,dlA olsun. z ve z + ZVN(A) oldugu icin Lemma 3.1.47 den z(a,b) = 0
olur. Dolayisiyla (i) den (a,b) = 0 dir. Oyleyse,{A abeliandir. O halde Lemma
3.1.49 (i) den (N,+) abeliandir.

(i) zxtUVn(A) olsun. Buna gore z[x,b] = [zx,b] = @) bUA olur. [x,b]LJA
oldugu icin (i) den [x,b] = 0,0 bLIA olur. Oyleyse xIV(A) dir.

(iv) d(a)# 0 olacak bicimde @A olsun. Eser xd(A) = 0 ise buna gorg,bLJA
icin 0 = xd(ba) = xbd(a) + xd(b)a = xbd(a) dir. YaAd(a) =0= x =0 veya d(a) =
0 dir. d(a} 0 oldygundan x = 0 olur.

(v) Varsayalim ki 4A) = 0 olsun,0a,b0 A icin 0 = d(ab) = d(d(ab)) =
d(ad(b) + d(a)b) = &b) + d(a)d(b) + d(a)d(b) +¢h)b = 2d(a)d(b) dir. N, 2-torsion
free old@gundan d(a)d(b) = OiJa,b L A bulunur. Dolayisiyla d(a)d(A) = 0 dir. (iv)
den d(a) = 0,0alA olur. Oyleyse bu d(A¥ {0} olmasi ile celsir. O halde
d?(A) #{0} olur.

Teorem 3.1.51 ‘A, N nin sifirdan farkh higbir sifir bélenini iceneyen sifirdan
farklh bir ideal, 0¢d(A) [ A ve d, A Uzerinde semi-commuting bir tlrev olsun.
Buna gore (N,+) abeliandir.

Ispat : alJA ve xIN olsun. A hicbir sifir bélen icermeginden a sifir bolen
degildir, d semi-commuting oldgu icin Lemma 3.1.48 den d(a,x) = O dir. dflf)
olacak bicimde bIA icin d(b)(a,x) = d(b(a,x)) dir. Cunku, d(b(a,x¥) bd(a,x) +
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d(b)(a,x) = d(ba,bx) = 0 olur. Yani, d(b)(a,x) =ddr. O halde d(A)(a,x) = O dir.
Lemma 3.1.50 (iv) den (a,x) = O olur. Dolayisiylg«) abeliandir. Lemma 3.1.49 (i)
den (N,+) abeliandir.

Teorem 3.1.52 :N bir asal yakin halka ve A, N nin sifirdan farkir ideali
olsun. Buna gore,

() d(A)z0ve d(A)IVn(d(A)) ise (N,+) abeliandir.,

(i) Ustelik N, 2-torsion free ve d(A)J Vn(d(A)) ise N bir komutatif

halkadir.

Ispat (i) : a,b,dJA olsun. d(a) ve d(a) + d@Vn(A) oldugu icin Lemma
3.1.47 den, d(a)d(b,c) = @Ja,b,dJA dir. d(A)d(b,c) = 0 dir. Lemma 3.1.50 (iv) den
d(b,c) = 0 dolayisiyla d(a)(b,c) = d(a(b,c)) = déa) = O dir. Tekrar Lemma 3.1.50
(iv) den (b,c) = 0 olur. O halde (A,+) abeliandtemma 3.1.49 (i) den (N,+) abelian
oldugu gorular,

(i) N, 2-torsion free olsun. Lemma 3.1.49 (ii) ye gd@re.) nin komdutatif
oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 3.1.50 (v) déj# 0 olacak bicimde @A
vardir. b, ¢, XJA keyfi elemanlar olsun. Buna gore, Lemma 3.1.4liddilUrse,

d(d(a)x)d(c) = (d(a)d(x) +a)x)d(c)

= d(a)d(x)d(c) + &a)xd(c) olur. Buna gdre bu son ifadeden
d*(a)xd(c) = d(c){-d(a)d(x) + d(d(a)x}}> d*(@a)xd(c) = d(c){ —d(a)d(x) + d(a)d(x) +
d(a)x} = d?(a)xd(c) = d(c)&a)x, OxLIA bulunur. x yerine xb alinirsa®@)xbd(c)
= de)df@@xb = d¥a)xbd(c) = d@xd(c)b, Ox,ab,c]A olur. Yani
d*(@)A[b,d(c)] = {0} elde edilir. N yakin halka ve A{0} ideal oldugundan [b,d(c)]
=0, Ob,cJA bulunur. Ote yandan, [b2@)] = 0 oldiuda kolayca gériiliir. O halde,
d(d(a)b)c = cd(d(a)b)= d(a)d(b)c + &a)bc = cd(a)d(b) + )b olur. Yani,

d(a)bc = cd(a)ab (3.43)
bulunur. ¢ yerine cx alinirsa®@)bex = d(a)cxab, O x,a,b,cJA olur. (3.43) eitli §i
ve d(@)xb = bd(@)x alinirsa ct{a)bx = d(@)cxb = d*(a)cbx = d(@)cxb =
d*(a)c[b,x] = 0,0x,a,b,d]A = d?(@)A[b,x] = {0}, Ox,a,bA olur. of(a)# 0 oldusu
icin [b,c] = 0, Ob,clJA bulunur. Yani (A,.) komutatiftir. Bu ise Lemmal349 (ii)
den (N,.) komatatif halka demektir.

Teorem 3.1.53 :N bir asal yakin halka ve A, N nin sifirdan farkir ideali

olsun. Buna gore,
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() OaldAicina—d(@JVn(A) ve d(A)IA ise (N,+) abeliandir.
(i) DalAicina+d(@)lVn(A) ve d(A)LA ise (N,+) abeliandir.

Ispat : cLJA keyfi bir sabit olsun. Hipotezderi/y(A) dir. Yani A da ki her
sabit W(A) da dir. Eger c£ 0 ise Lemma 3.1.50 (ii) den (N,+) abeliandir.

Varsayalim ki tek sabit 0 olsun. O halde d¢AP} dir. OallA icin a—d(a) =
0 olsun. O halde ab = d(ab) = ad(b) + d(a)b = aba,bLIA olur. Bu ise ab = 0,
Oa,blA demektir. Yani A = {0} bulunur. Ancak N asal oldiu icin bu mimkiin
degildir. O halde, ¢ — d(c¥ 0 olacak bicimde [CA vardir.

Benzer bicimde ¢ + d(&)0 olacak bicimde [dA oldugu da gosterilir.

Ote yandan a — d(a)Vn(A), OallA oldugundan ¢ — d(d)Vn(A) dir. Yani
c —d(c)JZ(A) dir. Dolayisiyla Gt u = ¢ — d(c) elemani A da sol sifir bolergididir.
Simdi Lemma 3.1.48 i, u = ¢ — d(@Vn(A) elemanina uygulayalim.[tA ve
d(A) A oldugu icin u = ¢ — d(d)A olur. O halde d(u)A dir. Yine uJZ oldugu
icin [u,d(u)] = 0 dir. O halde Lemma 3.1.48 e gdf(e,x) = 0, OxLIA elde edilir.
Yani (u,x), OxUA sabittir. Sabitler sadece sifirdi. O halde (X)), OxUA dan u,
A nin toplamsal merkezindedir.

Ote yandan u + u =c —d(c) + ¢ — d(c)

=c +d(-c) +c—-d(c)
=c+c—-d(c) +d(-c)

olur. Yaniu + u=c + ¢ —d(c + ¢)Vn(A) olur. Dolayisiyla u, u + UV y(A) elde
edilir. Bu ise Lemma 3.1.50 (ii) den (N,+) abelid@mektir.

[d,(N), d, (N)] = {0} Kosullu Yakin Halkalar
Lemma 3.1.54 : N bir yakin halka, & d,,d,:N - N birer tlrev vellx,yLIN
icin d,(x)d, (y) = -d, (x)d,(y) olsun. Buna gore, (N,+) abeliandir.
Ispat :x,y,u,vON icin y = u + v alinirsa,
0=d;,(x)d, (u+v)+d,(x) d,(u+v)
=d,(x)d, (u) + d; (x)d; (v) + d, (x)d; (u) +dj (x)dy(v)
=d;(x)d, (u) + d;(x)d, (V) — d; (x) d, (u) — d; (x) d (V)

=d,;(x)d, (u+v—u-v)elde edilir.
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Lemma 3.1.4 (iii) derd, (u + v — u —v) = 0 olur. u yerine wu , v yerine wwCIN
alinirsa 0 =d, (wu + wv — wu — wv)

=d,W(u+v-u-v))

=wd,(u+v—-u-v)+dw) (U+v—-u-V)
olur. Dolayisiyla d(w)(u + v — u — v) = 0 olur. Trek Lemma 3.1.4 (iii) kullanilirsa
u+v-—u-v=00u,vN bulunur. Yani (N,+) abeliandir.

Teorem 3.1.55 :N bir yakin halka,d;,d,:N - N iki tirev, Ox,yUN icin
d,(x)d, (y) = d, (x)d,(y) ve 2Nz {0} olsun. Buna gored, = 0 veyad, =0 dIr.
Ispat : Kabul edelim kid, # 0 ved, # 0 olsun. Buna gore,
Lemma 3.1.54 den (N,+) abeliandd,(x)d, (y) = —d, (x) d,(y) ssitliginde x yerine
uv alinir, Lemma 3.1.1 de kullanilirsa,
0=d,(uv)d,(y) + d, (uv)d,(y)
=ud,(v)d, (y) + dy(u)vd, (y) + ud, (v)d;(y) + d, (u)vd,(y) (3.44)
=ud,(v)d, (y) +ud, (v)d,(y) + dy(u)vd, (y) + d, (u)vd,(y)
= u(d,(v)d, (y) + dy (V) di(y) + d; (u)vd, (y) + d, (u)vd,(y)
elde edilir.d,(v)d, (y) + d, (v)d,(y) = 0 old@u igin

d, (u)vd, (y) + d, (u)vd,(y) =0 (3.45)
bulunur. (3.45) gtli ginde y yerine yt alinirsa,
0 =d,(u)vd, (yt) + d, (u)vd,(yt)

= d; (uvyd, (t) + d, (u)vd, ()t + d, (U)vyd, (1) + d, (U)vd,(y) t (3.46)

olur. (3.45) eitliginde v yerine vy gelngi gibi disunulurse, d,(u)vyd, () +
d, (u)vyd,(t) = O dir. O halde (3.46)#i gindend, (u)vd, (y)t + d, (u)vd,(y)t=0

bulunur. t yerined, (t) alinirsa ,

d, (u)vd, (y) d; (1) + d, (u)vd,(y)d,(t) =0 (3.47)
elde edilir. (3.45) gtli ginde y yerine t ve cikan ifadede v yerind, (y) alinirsa,
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d,(u)vd,(y)d, (t) + d, (u)vd,(y)d, (1) =0 (3.48)
olur. (3.47) sitli ginde d, (u)vd, (y) d, (t) yerine -d,(u)vd,(y)d, (t) yazilirsa,
0 = d, (U)vd, (¥) d, (t) - d, (uvd, (¥) d, (¥
=d, (u)v(d, (y)d,(t) — d,(y)d, (t)) olur. Hipotez kullanilrsa,
d,(u)v(d, (y)d,(t) + d, (y)d,(t)) =0, Ou,v,y,t L N bulunur.
O halded, (u)N(d, (y)d,(t) + d, (y)d,(t)) =0, Ju,y,t U N olur. N asal oldgu icin
d,(u) = 0 veyad, (y)d,(t) + d, (y)d,(t) = 0 bulunur.d; # 0 oldusundan

d, (y)d,(t) + d,(y)d,(t) =0 (3.49)

elde edilir. (3.49) gtli ginde y yerine yu alinirsa ,
0 =d, (yu)d,(t) + d, (yu)d, (1)
= yd, (u)d, (1) + d, (y)ud,(t) + yd, (u)d, (1) + d, (y)ud,(t)
= y(d, (u)d,(t) + d, (u)d,(t)) + d, (y)ud,(t) + d, (y)ud, (t) bulunur.
(3.49) aitli ginden d, (u)d, (t) + d, (u)d,(t) = 0 oldwu igin,

d, (y)ud, (f) + d, (y)ud, () = 0 (3.50)

olur. (3.49) eitli ginde t yerine ut alinir, Lemma 3.1.1 ve (3.5¢}liezi kullanilirsa,
0=d,(y)d,(ut) +d,(y)d,(ut)
=d, (y)ud,(t) + d, (y) d; (u)t + d, (y)ud,(t) + d, (y) d, (u)t
=d,(y)d,(ut+1t),0uytUdN
bulunur. Yani,d, (N)d, (u)(t + t) = 0 olur. Lemma 3.1.4 (iii) ded u,tLIN igin
d, (u)(t +t) = 0 dir. Tekrar Lemma 3.1.4 (jii) dentt) = 0, JtLIN elde edilir. Bu
ise 2Nz {0} olmasi ile celsir. O halded, = 0 veyad, = 0 olur.
Teorem 3.1.56 N, 3-asal yakin halkad,,d, tlrev ve 2N¢ {0} olsun. Buna
gore,d, d, tirev - d, =0veyad, =0 dur.

Ispat : d, d, turev olsun. Buna goré) x,yIN igin,
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d, d, (xy) = xd, d, (y) + d, d, (X)y dir.
Ote yandan,
d, d, (xy) = d;(d, (xy)) = d,(xd, (y) + d, (x)y)
=xd; d, (y) + d;(x)d, (y) + d, (x)d,(y) + d, d, (X)y
olur. Bu iki ifadeyi gitlersek, d, (x)d, (y) + d, (x)d,(y) =0, Ox,y U N olur.
Teorem 3.1.55 ded, = 0 veyad, =0 dir.

Tersined, = 0 veyad, = 0 olsun. Bu durumdd, d, = 0 olacgindand, d,
bir tlrevdir.

Teorem 3.1.57 N, 3-asal yakin halka, d bir tiirev,]&l ve d* # 0 olsun.
Buna gore d(x)a = ad(x),) x[IN ise alZ(N) dir.

Ispat : b [0 N olsun. Buna gore C(b) = {K N | xb = bx} kiimesini alalim.
Buna gore d(C(a))ND! C(a) olgunu gorelim.

y [J C(a) ve x[I N i¢gin , varsayimdan dolay yanid{ # 0 ve d(x)a = ad(x) )
d(yx),d(x)Id(N) L1 C(a) dir. y,d(x)1C(a) oldgu icin yd(x)LIC(a) olur. Lemma 3.1.1
den, yd(x)a + d(y)xa = (yd(x) + d(y)x)a = d(yx)a

= ad(yx) = ayd(x) + ad(y)x elde edilir.
d(x) ve yd(x)/C(a) oldgu icin yd(x)a = ayd(x) dir. Buradan, d(y)xa = ayy
bulunur. Yani, d(C(a))N.I C(a) olur.
Sonugtad? # 0 varsayimimizdan baziiN ler icin d*(z)# 0 dir. y = d(z) olsun.
Ox L N secelim. yld(N) L C(a) oldgundan d(y)x C(a) olur. Ozel olarak
d(C(a))N I C(a) oldgundan d(y)u ve d(y)udC(a), O u,vLIN dir.

O halde, [a,d(y)uv] = ad(y)uv — d(y)uva

= d(y)uav — d(y)uva

=d(y)u[a,v],du,vLIN
bulunur. Dolayisiyla d(y)N[a,v] = 0 dir. N, 3-asa d# 0 olduzundan [a,v] = 0,
OvLIN elde edilir. Yani alZ(N) dir.

Sonug 3.1.58 N, 3-asal yakin halka,#10 bir tlirev ve alN olsun. 2N {0}
ve OxIN icin d(x)a = ad(x) ise@dZ(N) dir.

Ispat : d*= 0 olsa,d”tuirev olur. Teorem 3.1.56 dan d = 0 olur. Bu igeotéz
ile celisir. O halded? # 0 dir. Dolayisiyla Teorem 3.1.57 den&(N) olur.
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Teorem 3.1.59 N, 3-asal yakin halkad,,d,:N - N tirev ved,” # 0# d,’

olsun. Buna gorel 1 x,yON icin d,(x)d, (y) = d, (y) d,(x) ise N bir komutatif
halkadir.

Ispat : Teorem 3.1.57 ded, (N) 0 Z(N) dir.Yani, [N,d,(N)] = {0} dir.
Dolayisiyla Teorem 3.1.57 denINZ(N) bulunur. Bdylece N bir komatatif yakin
halka olur. Yani, N sadagiima 6zellgini sgglar. Clnkd, (x+y)z = z(x+y) = zx + zy
= xz + yz dir. u,x,y{IN olsun. Buna gore,

(u+u)(x+y) = (u+tu)x + (U+u)y = ux + ux + uy + whr.

Ote yandan,

(u+u)(x+y) = u(x+y) + u(x+y) = ux + ux + uy + uyul
Her iki esitlikten ux + uy = uy + ux bulunur. Yani u(x + yx—y) =0,0x,y,ud N
olur. N, 3-asal oldgundan, x + y — x —y = 0[1x,ylIN elde edilir. O halde (N,+)
abeliandir. Dolayisiyla N bir komatatif halkadir.

Sonu¢ 3.1.60 N, 3-asal yakin halkad,,d,:N - N sifirdan farkl iki tirev

olsun. Buna gorelIx,yUN igin d;(x)d,(y) = d,(y)d,(x) ise N bir komutatif
halkadir.
ispat : d,*= 0 ved,”= 0 olsun. Bu durumda, Teorem 3.1.56 ddp=d,= 0

bulunur. Dolayisiyla bu hipotez ile ¢gfi O halde dl2 £0# d22 olur. Buna gore,
Teorem 3.1.59 dan N bir komutatif halkadir
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BOLUM 4
(0,7)-TUREVLER

4.1. Asal Yakin Halkada (o ,7)-Turev

Tanim 4.1.1:N bir yakin halka, d:N- N toplamsal bir dénjiim ve o, 7 :
N — N otomorfizm olmak Uzere her X,\N icin d(xy) = o (X)d(y) + d(X)7 (y)
olacak bicimdeki d dorjiimine @ , 7 )-tirev denir.
bir otomorfizm olmak Uzere her X,}N icin d(xy) = g (x)d(y) + d(X)y, ise d ye bir
o -turev denir.

Gosterim 4.1.3 : N bir yakin halkag ,7 :N — N otomorfizm olmak Uzere her
X,YLIN icin [x, y] or = 0 (X)y —yr (X) gosterimine ¢ , 7 )-komutator denir.
Lemma 4.1.4 :d:N—=N toplamsal endomorfizmi bird, 7 )-tirev olmasi icin

gerek ve yeter kol d(xy) = d(X)r (y) + o (X)d(y), O x,yLIN olmasidir.
Ispat: d bir (o ,1)-tiirev olsun. Buna gore,) x,yLIN icin,
d(x(y+y)) = g (x)d(y+y) + d(X)r (y+y)
=0 (X)d(y) + g (x)d(y) + d(X)7 (y) + d(X)7 (y)
d(xy+xy) = d(xy) + d(xy)
=0 (X)d(y) + d(X)7 (y) + g (x)d(y) + d(x)7 (y)
olur. Bu iki sitlikten o (x)d(y) + dX)7 (y) = d(X)r (y) + o (x)d(y) bulunur.
Dolayisiyla, d(xy) =d(xy (y) + o (x)d(y), O x,yLIN bulunur.
Tersine d(xy) = d(x¥ (y) + g (X)d(y), LI x,yUUN olsun.
d(x(y+y)) = d(x)r (y +y) + o (x)d(y+y)
=d(x)y (y) +d(X)7 (y) + g (x)d(y) + o (x)d(y)
d(xy + xy) = d(xy) + d(xy)
=d(xy (y) + g (x)d(y) + d(X)7 (y) + o (x)d(y)
olur. Yukarda ki bu iki gtlikten d(x)7 (y) + o (X)d(y) = o (X)d(y) + d(X)7 (y),
Ox,yLIN ifadesi elde edilir. Yani, d(xy) = (X)d(y) + d(X)7 (y), Ox,yLIN olur.
Lemma 4.1.5 :d:N - N bir (g, r)-tirev olsun. Buna gore,
(i) (o()d(y) +dXx)7 (y))z=0 (Xd(y)z +d(x)7 (y)z, Ux,y,zUN
(i) @A) 7 (+ o ()d(y)z =d(X)7 (y)z+o (x)d(y)z, Ox,y,zLN
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Ispat (i) : Ox,y,zLN igin,
d((xy)z) = o (x) o (y)d(z) + d(xy)r ()
=0 (x)o (y)d(z) + (o (X)d(y) + d(x)7 (y))z(2)
d(x(yz)) = g (x)d(yz) + d(x)r (¥) 7 (2)
=0 (x)a (y)d(z) + g (x)d(y)7 (z) + d(X)7 (y) 7 (2)
olur. Bu iki ssitlikten (g (X)d(y) + d(X)7 (y))z = g (x)d(y)z + d(X)r (y)z, O x,y,zLIN
bulunur.

(i) Benzer bicimde gosterilir.

Lemma 4.1.6 :d:N - N bir (g, 7)-tlrev ve WIN sol sifir bélen olmasin. Buna
gore, [u,d(u)], = 0 ise her XIN igin (x,u) sabittir.

Ispat: N sol yakin halka oldgundan soldan d@ima 6zellgi vardir. O halde,
u(u+x) =  + ux dir. Her iki taraftan tirev alinirsa, d(u(u}» d(tf+ux) olur.
Buradan, o (u)d(u) + o (u)d(x) + d(u) (u) + d(u)r (x) = o (u)d(u) + d(uy (u) +
o (u)d(x) + d(u) (x) dir. Dolayisiylag (u)d(x) + d(u) (u) = d(u)r (u) + o (u)d(x),
Ou,xUIN olur. Hipotezdeno (u)(d(x,u)) = 0,00 xLIN dir. o bir otomorfizm oldgu
icin u sifir boélen olmagiindan o (u) da sifir boélen deldir. Bu yizden d(x,u) = 0
olur. Dolayisiylald x[IN icin (x,u) sabittir.

Teorem 4.1.7 :N sifir bélensiz bir yakin halka vez@ : N~ N bir (o,7)-
commuting @, 7 )-tirev olsun. Buna gore, (N,+) abeliandir.

ispat: ¢ keyfi toplamsal komitator olsun. Lemma 4.1.6 dasabittir. Ustelik,
keyfi XxLIN icin xc de toplamsal komutatordir. Dolayisiylade sabittir. Bu yizden
0 = d(xc) =o (x)d(c) + d(x)r (c) dir. d(c) = 0 oldgu icin d(x)7 (c) = 0, OxXLN ve
her ¢ toplamsal komutatéri. 4 O oldysundan 7 (c) = O ve dolayisiyla tim c
toplamsal komutatdrleri icin ¢ = 0 dir. Yani (N,abeliandir.

Lemma 4.1.8 :N bir asal yakin halka olsun.

(i) d:N= N bir (g,r)-tirev olsun xd(N) = {0} (d(N)x ={0}) ise x = O .

(i) N, 2-torsion free ve d,’d= 0 olacak bicimde bird,7)- tirev veod =

do,rd=dr ised=0dir.

(i) 0#£d:N - N bir (o,r)-tiurev ve d(NJJZ olsun. Buna gore her sabit

cUN elemani merkezdedir.

Ispat: (i) HipotezdenO rIN icin xd(r) = O dir. Bu ifade de r yerine yz alsa,
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0 = xd(yz) = o (y)d(z) + xd(y¥x(z), Oy,zUN olur. Hipotezden w (y)d(z) = 0
Oy,zUN bulunur. g bir otomorfizm oldgundan xNd(N) = {0} dir. N asal yakin
halka oldgundan x = 0 veya d(N) = {0} dir.®40 oldusundan x =0 dir.

BenzersekildeO rIN icin d(r)x = 0 olsun. Bu ifadede r yerine yz atga,

0 = d(yz)x =o (y)d(z)x + d(y) 7 (z)x = 0, Oy,z[IN olur. Hipotezden d(y)
T (z)x = 0 dir. Yani, d(N)Nx = {0} dir. N asal yakinalka old@gundan x = 0 veya
d(N) ={0} dir. d # 0 oldygundan x =0 dir.

(i) Keyfi x,y[IN icin

0 = di(xy) = d(d(xy))

= d@ (x)d(y) + d(x)7 (y))

=0 (X)d*(y) + do ()7 d(y) + 0 (d())d(7 () + ()7 *(y)

= 2dE (x))d(7 (¥))
dir. N, 2-torsion free oldtu icin d(o (x))d(7 (y)) = 0 dir. O halde d{(x))d(N) =
{0}, Ox,yUN dir. g bir otomorfizm oldgundan ve (i) den d = 0 bulunur.

(ii) cLUN keyfi sabit ve xIN sabit olmayan eleman olsun. d(xcy €x)d(c) +
d(x)7 (c) dir. Hipotezden d(x) (c) = d(xc)JZ, OxLIN. O halde d(xJ (c)y = yd(x)
7 (c), OyUN dir. d(N)=Z oldugundan d(xy (c)y = d(x)yr (c), OyIN olur. Bu
yuzden 0 = d(X)t (c)y — yr (c)) OyUIN dir. d(x) merkezin elemani ve merkezde
sifir bélen olmadiindan 7 (c)LUZ olur. 7 bir otomorfizm oldgundan ¢/Z elde
edilir.

Teorem 4.1.9 :N bir asal yakin halka, #d:N - N bir (og,r)-tirev ve
d(N)[IZ olsun. Buna gore,

(1) (N,+) abeliandir.

(i)  Ustelik N, 2-torsion free veod = do, rd = dr ise N bir komutatif

halkadir.

Ispat (i) : d#0, d(N) 0 Z oldugu igin z = d(x)JZ-{0} olacak bigcimde G x[IN
vardir. Dolayisiyla Lemma 3.1.4 (ii) den (N,+) abatlir.

(i) N, 2-torsion freegd = do, rd = dr olsun. Buna gore, Lemma 4.1.5 (i)

uygulanirsa,

d(xy)r = (g (x)d(y) +d(x)7 (y))r = g ()d(y)r + d(x)z (y)r, Ox,y,;/UN  (4.1)
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bulunur. d(NXJZ oldugu icin d(xy)JN dir Yani, d(xy)r = rd(xy), dx,y,rdN olur.
O halde, @ (x)d(y) +d(x)7 (y))r = r(c (x)d(y) +d(x)7 (y))

=ro (x)d(y) + rd(X)7 (y), Ox,y,rLUN (4.2)
bulunur. (4.1) ve (4.2)sédlikleri ve (N,+) nin abelian olmasindan,

o (X)d(y)r —ro (x)d(y) = rd(X)7 (y) — d(xX)7 (y)r, Ox,y,rIN (4.3)

elde edilir. o bir otomorfizm ve d(N)!Z oldugu icin (4.3) aitligi, d(y)o (X)r —
rd(y)o (x) = d(X)rz (y) — d(X)7 (y)r, Ux,y,rfUN veya

d(y)( o ()r —ra (x)) = d()(rz (y) — 7 (y)r), Oxy,rIN (4.4)

olur. Varsayalim ki N komdutatif olmasin vea (y) — 7 (y)r # 0 olacak bicimde
y,r’LUN segelim. x = d(a), [@N olsun. Bu durumdar (x) = o (d(a)) = do (a))1Z
olur. Bunu (4.4) gtli ginde yerine yazacak olursak,

d(y)(d(o (a))r — rd(@ (a))) = d(do (@)))(r7 (y) — 7 (Y)r)
olur. d(o (a))LIZ oldugsundan, JaLIN icin d*(a)( rr (y) =7 (y)r) = 0 olur. Lemma
3.1.4 (i) dend?®(a) = 0, JalN bulunur. Lemma 4.1.8 (ii) den d = 0 bulunur.
Dolayisiyla bu da @ 0 ile ¢elsir. O halde N bir komutatif halkadir.

Teorem 4.1.10 :N bir asal yakin halka, #d : N- N bir (o,r)-tirev ve
Ox,yUN igin d(x)d(y) = d(y)d(x) olsun. Buna goére,

(1) (N,+) abeliandir.

(i)  Ustelik N, 2-torsion free vevd = do, rd = dr ise N bir komutatif

halkadir.

Ispat (i) : Hipotezden,dx,y,zLIN igin,

d(x + x)d(y + z) = d(y + z)d(x + x) dir. Yani,

d(x + x)d(y) + d(x + x)d(z) = d(y + z)d(x) + d(yz)d(x) dir. Hipotezden,

d(y)d(x + x) + d(z)d(x + x) = d(x)d(y + z) + d(x)¢@f z) olur. Buradan,
d(y)d(x) + d(y)d(x) + d(z)d(x) + d(z)d(x) = d(x)d(y+ d(x)d(z) + d(x)d(y) + d(x)d(2),
Ox,y,rN dir. Tekrar hipotez kullanilirsa, d(y)d(x) + dd¢x) = d(x)d(z) +
d(x)d(y), O x,y,rLIN ifadesi elde edilir. Buradan d(x)(d(y) + d(z) ¢yd— d(z)) = O,
Ox,y,rUN bulunur. Bu yizden d(x)d(y,z) = OLx,y,zLIN dir. Yani her c
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komutatort icin d(x)d(c) = O[JxLIN olur. Lemma 4.1.8 (i) den her c toplamsal
komutatort icin d(c) = O olur. ¢ toplamsal komutat@ keyfi X IN icin xc de
toplamsal komitatordir. Her ¢ toplamsal komutatigia d(c) = O oldgundan
0 = d(xc) = (@ (x)d(c) +d(X)r (c)) olur. Dolayisiyla her ¢ komutatori icin dgxjc) =
0, OxON elde edilir. Lemma 4.1.8 (i) dem(c) = 0 dir. 7 bir otomorfizm
oldugundan c = 0 dir. O halde (N,+) abeliandir.
(i) N, 2-torsion freecd =do, rd =dr olsun. Lemma 4.1.4 ve Lemma 4.1.5
den, 00 x,y,zON i¢in,
d(de)y)d(z) = ([d)7 (y) + o (d(x)dy)d(2) = dx)7 (y)d(z) + o ([d(x)d(y)d(2),
bulunur. Oyleyse,
d*(X) 7 (y)d(2) = d(d(x)y)d(2) o (d(x))d(y)d(z), Ox,y,zLIN (4.5)
d(x)d(y) = d(y)d(x),0x,yUUN oldugu igin,
d(d(x)y)d(z) = d(z)d(d(x)y) = d(2)(%@) 7 (y) + o (d(x))d(y))
= d(@2)4x) 7 (y) + d(2)o (d(x)d(y)
= dx)d@)7 (y) + o [dXx))d(y)d(z), Ox,y,zUN (4.6)
esitli gi bulunur. (4.5) ve (4.6) sitliklerinden d(x)d(Z)7 (y) = (X)7 (y)d(2),
0 x,y,zLIN elde edilir. Dolayisyla,

d*()(7 (¥)d(2) - d(z¥ (¥)) = 0, Oxy,z0N (4.7)

olur. (4.7) sitli ginde y yerine yr alinirsa,
0 = df(x)(7 (yd(2) - d(z) (yr))
= d0)(7 (y)7 (Nd(2) — d(z¥ () 7 (1)), Oxy,z0N (4.8)

bulunur. Dolyisiyla, &x)7 (y)(7 (Nd(z) — d(z)¥ (r)), Ox,y,z,;JN bulunur. 7 bir
otomorfizm ve N asal oldndan d(x) = 0, OxUN veya 7 (rd(z) — d(zx (r),
Oz,rON olur. Lemma 4.1.8 (i) den®k) = 0 olmaz. Dolayisiyla d(N)Z dir. O
halde Teorem 4.1.9 dan N bir komutatif halkadir.

Bundan sonra 4.2. Yakin halkalarda genellgirilmi s tirev kismina kadar

d bir tirev olmak Uzere (o,r)-tirev, her x,yUN icin d(xy) = 7 (x)d(y) +

d(x) o (y) olarak kullanilacaktir.
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Lemma 4.1.11 d bir (o,7) -tlrev ise 0 zaman her X,\N igin,

d(xy) = d(x)o (y) + 7 (x)d(y) dir.
Ispat: x,yON icin, d(x(y+y)) =7 (x)d(y + y) + d(x)o (y + V)
=1 (x)d(y)*+7 (x)d(y)*+d(x)o (y)+d(x)o (y)
dir. Ayrica, d(xy + xy) = d(xy) + d(xy)
=7 (x)d(y) + d(x)a (y) +7 (x)d(y) + d(x)o (y)

oldugundan bu iki gitlikten, 7 (xX)d(y) + d(X)o (y) = d(X)o (y) +7 (X)d(y) elde edilir.
O halde, d(xy) = d(& (y) + 7 (x)d(y) , Ox,yIN dir.

Lemma 4.1.12:d:N - N bir (o,7)-tlrev ve &N olsun. O zaman her XN

icin, (7 (x)d(y) + d(x)a (y)) o (a) = 7 (x)d(y)o (a) + d(x)o (y) o (a) dir.

Ispat: x,yON icin d((xy)a) =7 (xy)d(a) + d(xy) (a)

=7 (X) 7 (y)d(a) + ( (x)d(y) + d(x)o (y)) o (a)
olur. Ote yandan, d(x(ya)) £ (x)d(ya) + d(X)o (ya)
=1 (x) (7 (y)d(a) + d(y)o (a)) + d(x)o (y) o (a)
=T (X)7 (y)d(a) + 7 (x)d(y)o (a) + d(x)o (y) o (a)

olur. Bu iki ssitlikten

(7 (x)d(y) +d(x)o () o (a) =7 (x)d(y)o (a) + d(x)o (y) o (a) , Ox,yUN
bulunur.

Lemma 4.1.13 :N bir asal yakin halka,#d, bir (o, 7)-tirev ve &N olsun.

() d(N)o(a)=0isea=0drr.

(i) ad(N)=0isea=0drr.

Ispat: (i) x,yUN icin hipotezi ve Lemma 4.1.12 yi kullanarak

0 =d(xy)a (a) = (r (x)d(y) + d(x)o (y)) o (&)

=7 (X)d(y)o (a) + d(xX)o (y) o (a) = d(xX)o (y) o (a) yazabiliriz.

Bu ssitlikte o nin otomorfizm olmasi ve N nin asgllikullanilirsa, d(x)Nv (a) = 0
= dX)=0veyag (a)=0= o(a)=0= a=0olur.

(i) x,yON icin hipotezden, 0 = ad(xy) =rgx)d(y) + ad(X)o (y) = ar (x)d(y)
=0, Ox,yUN olur. Yani aNd(y) = 0,0yLIN dir. N asal oldgundan a = 0 veya
d(y) = 0 bulunur. & 0 olduysundan a = 0 olur.
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Lemma 4.1.14 :N 2-torsion free asal yakin halka, d:NN bir (g,r) -tlirev ve

od=do, rd=dr olsun. Buna gore,d= 0 ise d = 0 dir.

Ispat: Keyfi x,yON igin

0 = d*(xy) = d(d(xy))

=d@ (x)d(y) + d(x)a (¥))

= dg (x)d(y)) + d(d(x)a (y))

= 2 ()d* (y)+d(7 (x)) o (d(y))+7 (d(x))d(o (y)+d* (x) o *(y)

= 2d¢ (x))d(a (y))
olur. N 2-torsion free veo otomorfizm, oldgu kullanilirsa, d¢ (x))d(N) = {0},
OxCIN bulunur. O halde d((x)) = 0, OxN olur. Yani d = 0 bulunur.

Teorem 4.1.15 :N bir yakin halka, d:N- N sifirdan farkh bir (o,r }irev
olsun. Buna gore, [N sifir bélen dgil ve [d(u),u],, = O ise her XIN igin (x,u)
sabittir.

Ispat: N de sol yakin halka olgundan soldan galm ozelligi kullanilirsa
u(u + x) = ¥+ ux yazilir. Her iki taraftan tirev alinirsa, @{u x)) = d(f + ux) dir

d(u(u + x)) =7 (u)d(u + x) + d(up (u+ x)

= 7 (U)d(u) + 7 (u)d(x) + d(u)o (u) +d(u)o (x)
d(u®+ux) = d(u?) + d(ux)
=7 (u)d(u) + d(up (u) +7 (U)d(x) +d(up (x)
Bu iki esitlikten 7 (u)d(x) + d(u)o (u) = d(u)o (u) +7 (u)d(x) olur. Hipotez
kullanilirsa,
0 =7 (u)d(x) + d(u)o (u) — 7 (U)d(x) — d(u)p (u)

=7 (u)(d(x) + d(u) — d(x) — d(u))

=r (u)d(x,u)
bulunur. Buradan u sol sifir bélen olmgadicin d(x,u) = 0 olur. O halde herN
icin (x,u) sabittir.

Teorem 4.1.16: N bir asal yakin halka, #d:N - N bir (o,r)-tirev ve
od=do, rd=dr olsun. Buna gore,

() d(N)UZise (N,+) abeliandir.

(i)  Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komitatif hatka

53



Ispat (i) : d(a)# 0 olacak bicimde @N olsun. Bu durumda, d(a)Z-{0} ve
d(a) + d(a)!Z-{0} oldu gu kullanilirsa x,¥IN igin,

(x +y)(d(a) + d(a)) = (x + y)d(a) + (x + y)d(a)

(d(a) +d(a))(x +y) = (d(a) + d(a))x + (d(a) ag)y
olur. Bu iki sitlikten d(a)x + d(a)y = d(@y + d(a)x bulunur. BRgisiyla,
d@x +y — x —y) = 0,0x,yuUN dir. Buradan d(a)N(x,y) = {0} olur. N nin
asallgindan d(a) = 0 veya (x,y) = 0 dir. Hipotezden é(8)oldyzgundan her x,yIN
icin (x,y) = 0 yani (N,+) abeliandir.

(if) b,cLIN i¢in hipotezdeno (c)d(ab) = d(aby (c) dir. Buradan,
or(@db) + o(cd@o(b) = r1(@dbo() + d@ob)o(c)
= o(c)r (a)d(b) + d(ap (c)o (b) = 7 (a)d(b)o (c) + d(a) (b)o (c) olur. (N,+)
abelian veod = do, rd = dr oldugundan her a, b,[¢N igin,

d(b)[7 (a),0 (c)] = d(a) o ([c,b]) ifadesi elde edilir.

Varsayalim ki N komdtatif olmasin. [b#]0 olacak bicimde b/dN secelim ve
a = d(x)JZ olsun. Bu durumda d(bj[(a),o (c)] = d(@)o ([c,b]) ssitliginde sol taraf
sifir olur. Dolayisiyla sa taraftan gelen 8(x)o ([c,b]) = 0, OXLIN olur. o bir
otomorfizm ve [b,cE 0 olduzundan d (x) = 0, OxLN bulunur. Bu ise d nin sifirdan
farkli olmasi ile ¢ekiir. Sonug olarak N bir komutatif halkadir.

Teorem 4.1.17 :N bir asal yakin halka, #d:N - N bir (o,r)-tirev ve
od=do, rd=dr olsun. Buna gore,

(1) [d(N),d(N)] = {0} ise (N,+) abeliandir.
(i) Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komutatif hatka

Ispat (i) : Teorem 4.1.16 nin ispatindaki yontem kullanilamke z + z, d(N)
nin elemanlari ile d@smelidirler. Dolayisiyla,

zd(x,y) =0,0x,y,zL0IN (4.9)

olur. tLIN olmak Uzere z yerine d(t) alinirsa d(t)d(x,y) ©l@e edilir.c otomorfizm
oldugundan o (d(t)d(x,y)) = 0 yanio (d(t))o (d(x,y)) = 0 dir.gd = do oldugu
kullantlirsa her t,x,¥IN icin, d(o (t)) o (d(x,y)) = O ve buradan da d(M)(d(x,y)) =
0 elde edilir. Lemma 4.1.13 (i) dea (d(x,y)) = 0 dir. O halde her XN icin,
d(x,y) = 0 olur. WIN igin, 0 = d(wx,wy) = d(w(x,y)) =r (W)d(x,y) + d(w)o (X,y)
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yazabiliriz. Buradan d(wy (x,y) = 0, Ow,x,yLIN olur. Yani d(N) (x,y) = O,
Ox,yUN elde edilir. Lemma 4.1.13 (i) den (x,y) = Qx,yLIN olur. Yani (N,+)
abeliandir.

(i) N 2-torsion free ve [d(N),d(N)] = {0} olsun. x,\,2ZN icin d(o (z))d(d(x)y)
= ddxy)dE @) = de@)rde)dy) + de@)d*®a(y) =
r (d(x))d(y)d(o (2)) + d*(X)o(y) d(o(z)) bulunur. O halde d((x))d(o (2)) =
d(o (2)) d(r (x)) olur. [d(N),d(N)] = {0} ve cd =do, rd = dr oldugu kullanilirsa,
d(7 (x))d(o (2))d(y)+d(o (2))d* (x) o (y) = d(z (x))d(y)d(o (2))+d* (x) o (y)d(o (2))
ve bu aitlikten de her x, y, ZIN icin,

d(7 (x)[d(o (2)),d(y)] = & (x)d(0 (2)) o (y) - d* (x) 0 () 0 (d(2))
=d’(x) o [d(2),y]
elde edilir. [d(N),d(N)] = {0} oldgu icin [d(o (z)),d(y)] = O bulunur. Bu yilizden
d?(x) o [d(z),y] = 0 olur. Yani,

d*(x)o (d(2))o (y) = d*(x) o (y) 0 (d(2)) , Ox,y,zON (4.10)

esitli gi elde edilir. (4.10) da y yerine yt alinirsa
d*(x) oy ot)od@) = Fx)od@)oy o) = d*x)oy)od@)ot) =
d*(x)o (y)o[t,d(z)] = 0, Otx,y,zZIN = d*(X)No[td(z)] = {0}, Otx,zZLIN =
d*(x) =0 veyao|td(z)]=0,0tx,z0N = d*(N) = {0} veya d(N)J Z bulunur.
d*(N) = {0} ise Lemma 4.1.14 den d = 0 olur. Bu isenth sifirdan farkli
olmasiyla ¢ekir. O halde d(N)UZ dir. Teorem 4.1.16 dan N komutatiftir.
Teorem 4.1.18 N, 2-torsion free asal yakin halka, dir (o,7)-turev ve d,
bir trev olsun. Buna gére d, (N) = {0} ise d,= 0 veya d = O dIr.
Ispat: x, yOIN igin,
0=d,d,(xy) =d,(x d; (y) +d, (x)y) = d;(x d; (y)) +d;(d; (X)y)
=1 (x) d,d, (y) +di(x) g (d,(y)) +7(d, (X)) d;(y) +d; d, (x)T(y)
=d,(x)o(d,(y) + 7(d,(x)) d,(y) olur. Yani,
d,(x)o(d,(y)) +7(d,(x))d;(y)=0,0x, yuN (4.11)

55



esitligi elde edilir. (4.11) gtligin de x yerine d(x) alinirsa her x,MN igin
d,d,x)o (d,(y) +71 (dzz(x))dl(y) = 0 olur. Hipotezderr (d, *(x))d,(y) = 0 yani
7(d, ?(x))d,(N) = {0}, OXLIN dir. Lemma 4.1.13 (i) kullanilarak,
d,= 0 veyard, *(x) = 0, XN bulunur.7d, *(x) = 0, OxIN ise d, *(N)
= {0} ve dolayisiyla d = 0 olur. O halde, sonug olarak =0 veya d = O elde edilir.
Teorem 4.1.19 :N 2-torsion free asal yakin halka, Hir tirev, d, bir (o,7)-
turevverd, =d, 7, rd,=d, r olsun. Buna gore @, (N) = {0} ise d,= O veya
d,=0dir.
Ispat: x,yIN icin,
0 =d,d,(xy) =d,(d; (xy)) = di (7 (x) d; (y) + d, (x) T (y))
= dy (7 (x)d; (y)) +d (d, (X) T (y))
=7 (x)d d, (y) +d (7 (x)) d,(y) +d,(x) d; (a(y)) +d,d, (x)a(y)
=d (7 (x)) d,(y) +d,(x)d;(o(y)) bulunur. Yani,

d, (7 (x)) d, (y) +d,(x) dy(a (y)) =0, Ox, yON (4.12)

esitli gi elde edilir. (4.12) gtli ginde x yerine d (x) alinirsa,

dy(7(d, (x)))d, (y) +d, *(x) dy (o (y)) =0, Ox, yON

= 7(d;(d, (¥))d,(y) +d, *(x)dy(o(y)) =0, 0x, yUN

= d, *(x)d, (o (y)) =0, 0x, yON

= d, ?(x)d,(N) ={0}, OxON
Lemma 3.1.4 (ii) den g*(x) =0 ise d > = 0 veya d= 0 olur. d, = 0 ise Lemma
4.1.14 den d= 0 olur. O halde g= 0 veya d = 0 bulunmy olur.

Teorem 4.1.20 :N bir asal yakin halka,#©d:N - N bir (o,7)-tirev ve alN
olsun. Buna gore, [d(N),a] = 0 ise d(a) = 0 veyal&Z dir.

Ispat : Her xON icin hipotezden d(axg (a) = 7 (a)d(ax) oldgu kullanilirsa,
7 (a)d(x)o (a) + d(ap (x) o (a) = 7 (a)7 (a)d(x) +7 (a)d(a)o (X)
7 (a)7 (a)d(x) + d(ap (x) o (a) =T (a)T (a)d(x) + d(ap (a)o (x) olur ve buradan da,
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d(a)o ([x,a]) = 0, OxON (4.13)

esitli gi elde edilir. (4.13) gtli ginde x yerine xy, ¥/N alinirsa,
d(a@)o (x[y,a]) = 0, Ox,yON =d(a)o (x)o (ly,a]) = 0, Ox,yON = d(a)No ([y,al])
=0, 0yON = d(a) =0 veyao ([y,a]) =0, JyN = d(a) = 0 veya @Z dir.
Teorem 4.1.21 : N bir asal yakin halka, d:N N bir (o,r)-tirev ve
od=do, rd=dr olsun. Buna gore,
(1) [d(N),d(N)], , = {0} ise (N,+) abeliandir.
(i) Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komitatif hatka
Ispat (i) : Teorem 4.1.20 de &N icin, d(@) = 0 veya @Z oldugu
bulunmuytu. a elemani yerine d(x) alinirsa hé&ri icin d” (x) = 0 veya d(x)JZ dir.
A={xON:d*()=0}veB={xON :d(x)JZ } kimeleri N nin toplamsal
altgruplandir ve N = AIB dir. Brauer Trick'ten N iki 6z altgrubunun bisieni
olarak yazilamayagandan N = A veya N = B olmak zorundadir. Yarfi(l) = {0}
veya d(N)! Z dir.
d*(N) = {0} ise Lemma 4.1.14 den d = 0 dir. Ancak $anuc hipotezimizle
celisir. O halde d(N)J Z dir. Teorem 4.1.16 dan ispat tamamlanir.
Lemma 4.1.22 :N, 3-asal yakin halka olsun#0d, bir (o,7 )-tlrev ved,
bir tirev olsun. Buna gord,(x)o (d, (y)) = — 7 (d, (x))d,(y), Ox,yUN ise (N,+)
abeliandir.
Ispat : u,vOON olsun. 0 =d,(X)o(d,(y)) + 7(d,(X))d,(y), Ox,yON
esitli ginde y yerine u + v alinirsa,
0=d,(x)o(d,(u+V))+7(d,(x))d,(u+V)
=d,(x)o (d,(u) +d,(v)) + r(d,(x))d,(u) + 7(d,(x))d,(v) bulunur.
Hipotez kullanilirsa,
0=d,(\)o (d, (W) + d,(x) 0 (d,(v)) - d,(x) o (d, () - d,(x) & (d], (v))
=d,(x)( o (dy(u)) +a(d,(v)) — o (d,(u)) —o(d;(v))
=d,(x)o (d, (u,v)) olur. Yani,

d,(x)o (d, (u,v)) = 0,0x,u,vLN (4.14)
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ifadesi elde edilir. Lemma 4.1.13 (i) deh (u,v) = 0,0 u, v U N bulunur.
Keyfi w LI N i¢in d, (wu,wv) dir. Dolayistyla 0 =d, (w(u,v)) = 7 (w)d, (u,v)
+ d, (w) o (u,v) bulunur.d, (u,v) = 0 veo bir otomorfizm oldgundand, (w)(u,v)
=0, Ou,v,wlIN elde edilir. Lemma 3.1.4 (iii) den (N,+) abeliand
Teorem 4.1.23 :N, 3-asal yakin halka ve 2 {0} olsun. Bir d, (o,7)-
turevi ve bird, tdrevi igin,d,7 =7rd,, djo =od, ved, 7 =7d,, d, g =
o d, olsun. Buna gored,(x)o (d,(y)) = — 7 (d, (x))d,(y), Ox,yUN ise d,= 0
veya d,= 0 olur.
Ispat : d,#0 ve d, 20 oldusunu varsayalim. O zaman Lemma 4.1.22 den
(N,+) abeliandir. Her uMN icin hipotezde verilensétlikte x yerine uv alinirsa,
0=d,(uv)a (d,(y)) + 7 (d, (uv))d,(y)
= (@ (u)dy(v) + d(u)ag(v))o(d,(y)) + 7(ud,(v) + d,(u)v)d,(y) elde
edilir. Sg dagilma kurali kullanilarak,
0 =7 (u)dy(v)o(d,(y) + d(u)ya (v)a(d,(y)) + 7 ()7 (d,(v))d,(y) +
7 (d, ()7 (V) d,(y)
=7 (u)(dy(v) o (dy(y)) + 7 (dy(v))dy(y)) + dy(u)o (v) o (d,(y)) +
d, (7 (u)7 (v)d,(y) ifadesi elde edilir. Hipotezden,

dy(u)a (v) g (d,(y)) + d, (7 (u))7 (v)d,(y) = 0, Du,v,y{IN (4.15)

olur. Bu aitlikte y yerine yt, tIN alinirsa,
0=d, (U)o (v)o(d, )+ d, (7 (W)7 (v)d,(y)
=d,(u)a (v)a (y)o (d, (1) + d,(u)a (v)a (d,(y) o (1)
&, (7. ()7 (V) 7(y)dy(t) + d, (7 ()7 (v)dy(y) o (V)
=d; (o (vy) o (d, (1) + d, (7 (u))7 (vy)d, ()
+ dWoMo(d,y)o® + d,(rW)7rMmdy)o®
bulunur. Tekrar (4.15)séli gi kullanilirsa,

d,(u)o (v)o d,(y)o (t) + d, 7 (U7 (v)dy(y)o () =0, Du,v,yIN  (4.16)
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bulunur. (4.16) gtli ginde t yerined, (t) alinirsa, u,v,y,tIN igin

d,(uo(v)o d,(y)o di(t) + d, 7 (u)7 (v)d,(y)o d,(t) =0 (4.17)

bulunur. (4.17) gtli ginde y yeriner (y) alinirsa,[0u,v,y,tlIN icin

d(uo(v)od,(r(y)od,t)+d, 7 (U7 (v)d, 7(y)od,()=0 (4.18)

olur. (4.15) eitli ginde v yerine W, (y) ve y yerineo (t) alinirsa,[J u,v,y,tLIN igin

d,(uo(v)od(y)od,(o(t)+d,7(u)r(v)7 d(y)d,o ()=0 (4.19)

bulunur. Ote yandaw, 7 = 7 d,, d, 0 = o d, hipotezinden ve (4.19%idi ginde ki
d, 7 (u)r (v)7 (d,(y))d,(o (1)) ifadesi yerine (4.18) séli ginden
—d,(u)o (v)o d,( 7 (y)) o (d,(t) ifadesi yazilacak olursa,

d,(uo (v (di(a(y)o(d,(a () — o(d,(7(y))o(d())} = O olur.
Dolayisiyla,

d,(N)N{ 0 d, (y)d, o (t) —=d, 7 (y)d, (0} = {0}, OtyON (4.20)

bulunur. N, 3-asal yakin halka \ # 0 olduzundan,
d,(y)d,(o(t)) — d,(7(y))d,(t) = 0 olur. d, o = o d, oldusundan ve

hipotezden,

d,(y) o (d,(t) + d, (1) =0, OtyUN (4.21)

esitli gi elde edilir. Lemma 4.1.13 (i) vd, # 0 oldusundan,
d, (t) + d, (t) = 0, OtUN bulunur. t yerine st alinirsa
0=d,(st) +d,(st)=sd, (t) + d,(s)t + sd, (t) + d, (S)t
=g, (t) +sd,(t) + d,(s)t +d,(s)t ((N,+) abelian)
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= s, (t) + d, (®) + d,(S)t +d,(S)t

=d, (s)(t +t),0s,IN
elde edilir. Oyleysed, (N)(t + t) = {0}, OtON dir. Lemma 3.1.4 (iii) den t + t = 0,
OtUN elde edilir. Bu da 2N£ {0} hipotezi ile gelsir. O halded,(x)o (d, (y)) = —
7 (d,(x))d,(y), Ox, yON iken d,= 0 veyad, = 0 bulunur.

Teorem 4.1.24 :N bir 3 asal yakin halka, 2K0, d, bir (o, 7 )-tirev, d, bir
normal tirev ved,;7 = 7d,, d,o =od, ved, 7 =7d,, d,o = od, olsun.
Buna gored, d, : N - N bir (o, r)-turev ised;, = 0 veyad, =0 dur.

Ispat: d, d,:N — N bir (g,7)-turev olsun. Buna gore,

d,d,(xy) = 7(x)d, d,(y) + d, d,(x)o(y) dir. Ote yandand, (o,7)-tlrev,
d, turev oldgundan

d, d, (xy) = d,(d, (xy)) = d,(xd, (y) + d, (X))

=7 () d, d, (y) + d, () 0 d, () + 7(d, () d,(y) + d, d, (x) T ()
olur. Bu iki ssitlikten d,(x)o (d, (y)) + 7(d,(x))d,(y) = 0, Ox,yON elde edilir. O
halde Teorem 4.1.23 daty = 0 veyad, = 0 bulunur.

Teorem 4.1.25 :N bir 3-asal yakin halka,#d : N - N bir (g,7)-tirev ve
d(xy) = d(yx), O x,yON olsun. Buna goére, N bir komutatif yakin halkadir.
Ispat : d(xy) = d(yx), O x,yLIN oldugundan,

7 (x)d(y) +d(x)a (y) = 7 (y)d(x) +d(y)o (x) Ox,yON (4.22)

olur. Bu aitlikte x yerine yx alinirsa,

r(y)7 (x)d(y) + d(yx)a(y) = r(y)d(yx) + d(y)o(y)o (x) bulunur. Lemma
4.1.12 ve d(xy) = d(yx) kullanilarak

T(y)7()d(y) + 7 (y)d(x)o (y) + d(y)o (x) o (y)
=7 (y) 7 (x)d(y) + 7 (y)d(x)a (y) + d(y)o (y) o (x)
esitli gi elde edilir. Oyleyse,

d(y)o (x)o (y) = d(y)a (y) o (x), Ox,yON (4.23)

60



bulunur. (4.23) gtli ginde x yerine xz, ZN alinirsa,

diy)o(x)o(z)a(y) = d(y)o(y)o (x)o(z), Ox,y,z 1 N elde edilir. Her x,y
icin sgglandgindan,

dy)oxX)g(z)a(y) = dy)ox)o(y)o(z), 0Oxy,zON olur. o bir
otomorfizm oldgundan

0=d(y)oa(X)(og(2)o(y) — o(y)o(z) = d(y)o (X[z,y]), Ox,y,z O N bulunur.
Dolayisiyla, d(y)No ([z,y]) = 0, Oy,zON dir. N, 3-asal yakin halka olg@undan
d(y) = 0 veyao ([z,y]) = 0, OzON olur. Yani d(y) = 0 veya MZ dir. d sifirdan
farkl oldugundan O yLIN igin yl1Z elde edilir. Dolayisiyla N bir komutatif yakin
halkadir.

Teorem 4.1.26 :N bir 3-asal, 2-torsion free yakin halkaz @, (o ,7)-tlrev,
0# d, turevved,7r =7d, do =0d, ved, 7 =7d,, d,c = o d,olsun.
Buna gore, x,yON i¢in d,(x)o (d,(y)) = 7(d,(y))d,(x) ise N bir komutatif
halkadir.

Ispat : Hipotezden, f,(x),d, (y)] +r = {0}, Ox,yON oldugu icin Teorem

4.1.20 dend,d,(N) = {0} veya d,(N)UZ olur. d, ve d, # 0 oldyu igin
d, (N) U Z olur. Dolayisiyla Teorem 3.1.5 den N bir komiitaalkadir.

4.2 Yakin Halkada Genellgtiriimi s Tlrev

Tanim 4.2.1 :f : N - N toplamsal bir déngiim olsun. f(xy) = f(x)y + xd(y),
Ox,yUUN olacak bicimde bir d turevi varsa f ye, d turdeiyapilan bir sa
genellgtirilmi s tlrev denir.

f(xy) = d(xX)y + xf(y), Ox,yt N olacak bicimde bir d turevi varsa f ye, d
tureviyle yapilan bir sol genelferilmi s tlrev denir.

f hem s& hem de sol geneljairilmis tirev ise f dongiimine genelkgiriimig
turev denir.

Lemma 4.2.2 : N bir yakin halka ve f : N> N, d tlrevi ile belirlenen bir
genellgtirilmi s tirev olsun. Buna gore,

(f(d)b + ad(b))c = f(a)bc + ad(b)€] a,b,dIN dir.

Ispat: f((ab)c) = f(ab)c + abd(c) = (f(a)b + ad(b))c +déb) dir. Ote yandan,
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f(a(bc)) = f(a)bc + ad(bc) = f(a)bc + a(b abd(c) dir.
Bu iki esitlikten, (f(a)b + ad(b))c = f(a)bc + ad(b)dla,b,dIN olur.
Lemma 4.2.3 : N, 3-asal yakin halka ve f, sifirdan farkli birtdrevi ile
belirlenen bir genellgiriimis trev olsun. d(f(N)) = {0} ise f(d(N)) = {0} dir.
Ispat: Varsayalim ki d(f(x)) = 0 JxLIN olsun. Buna gore,
0 = d(f(xy)) = d(f(x)y + xd(y)) = f(x)d(y) + (dfRy + d()d(y) + x (y)
= f(x)d(y) + d(x)d(y) + x8(y) olur. Yani,

f(x)d(y) + d(x)d(y) + xcf (y) =0, OxIN (4.24)

bulunur. Tekrar tirev alinip Lemma 3.1.22 kullasd

0 = f(x)d* (y) + d(f(x))d(y) + & (x)d(y) + d(x)d” (y) + d(x)d* (y) + xd*(y)
elde edilir. Bu gitlikten de her x,¥IN icin,

f(x)d” (y) + d* (x)d(y) + d(x)d (y) + d(x)d” (y) + xd*(y) = 0 (4.25)

elde edilir. (4.24) gtli ginde y yerine d(y) alinirsa, f(xjdy) + d(x)d? (y) + xd*(y) =
O olur. Dolayisiyla (4.25)séli ginden

d? (x)d(y) + d(x)c? (y) =0, Ox,yUN (4.26)

ifadesi elde edilir. (4.24)sili ginde x yerine d(x) alinirsa, f(d(x))d(y) +@)d(y) +
d(x)d? (y) = 0 olur. Burada (4.26)#li i kullanilirsa her x,yIN icin, f(d(x))d(y) = 0
elde edilir. Dolayisiyla Lemma 3.1.4 (iii) den fi¢)) ={0} elde edilir.

Teorem 4.2.4 :N 3-asal, 2-torsion free yakin halka olsun. N it f(N)[1Z
olacak bicimde sifirdan farkl bir f geneiteilmis tirevi var ise N bir komutatif
halkadir.

Ispat: f#0 oldusu icin 0% f(x)[JZ olacak bicimde XIN vardir. f(x) + f(x) =
f(x + X)LUZ ve Lemma 3.1.4 (ii) den (N,+) abeliandir.

Varsayalim ki d = 0 olsun. Buna gore, f(xy) = §(4 xd(y), Ox,yUN = f(xy)
= f(x)yUZ olur. Yani, f(x)yw = wif(x)y, OwLIN dir. O halde f(x)(yw — wy) = 0,
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Ox,y,wlLIN elde edilir. x elemanini {330 olacak bicimde secilginden Lemma
3.1.4 (i) den her y,wN i¢in yw — wy = 0 olur. Yani N bir komutatif halkiar.

Ote yandan @ 0 ve ¢1Z-{0} olsun. Buna gore, f(xc) = f(x)c + xd(E)Z ve
buradan da her x(yN icin, (f(x)c + xd(c))y = y(f(x)c + xd(c)) bulunuiL,emma 4.2.2
den, f(x)cy + xd(c)y = yf(x)c + yxd(c) elde edilii(x) ve d(c) elemanlarinin her ikisi
de merkezde oldiundan d(c)(xy — yx) = 0 Ix,yUN olur. d(Z) # {0} oldugundan
her x,yIN icin Xy = yx dir. Yani N komditatiftir. Oyleyse,

(Y+2)X=X(y + Z) =Xy + XZ = yX + zX
oldugundan (N,+) abeliandir. O halde N bir komutatifkaalir.

Varsayalim ki &0 ve d(Z) = {0} olsun. Ozel olarak herl3 igin f(x)LZ
oldugundan d(f(x)) = 0 dir. f(c) = 0 olacak bicimdélN alalim. O zaman f(cx) =
cd(x)JZ dir. Dolayisiyla Lemma 4.2.3 den her XM icin d(X)d(y)JZ ve
d(y)d(x)UZ olur. Bunlardan biri sifir, geri de karesi sifir olan merkezin elemanidir.
Cunkd, d(x)d(y) = 0 olsun. Bu durumda soldan d@dsan d(x) ile carpilirsa bu
ifade 0 = d(y)d(x)d(y)d(x) = (d(y)d()olur. Benzersekilde, d(y)d(x) = O olsun.
Soldan d(x) sgdan d(y) ile carpilirsa, 0 = d(X)d(y)d(x)d(y) = xd(y))* dir.
Merkezde sifirdan farkl nilpotent eleman olm@addan her iki durumdada d(x)d(y)
= d(y)d(x) bulunur. Teorem 3.1.6 dan N bir komifthtilkadir. Ote yandan d(x) sifir
bdlen dgildir. Dolayisiyla d(x)d(x)d(y) = d(x)d(y)d(x}= d(x)(d(x)d(y) — d(y)d(x))
=0 = d(x)d(y) = d(y)d(x) bulunur. Teorem 3.1.6 dan M komutatif halkadir.

Teorem 4.25 :N 3-asal yakin halka ve f, d turevi ile belirlendmr
genellgtirilmi s tirev olsun. Buna gore

(i) f?=0ised=0dur.

(i) Ustelik N, 2-torsion free ise d(Z) = {0} dur.

Ispat (i): 0= (xy) = f(f(x)y + xd(y))

=0y + f0)d(y) + f(x)d(y) + x & (y)
= f(x)d(y) + f(x)d(y) + x W(y) dir. Dolayisiyla,
f(x)d(y) + f(x)d(y) + x o (y) =0, Ox,yLIN (4.27)

bulunur. (4.27) ye tekrar f i uygularsak,

0 = f(f(x)d(y)) + f(f()d(y)) + f(x d” (y))
=12 (x)d(y) + f(x)d” (y) + f* (x)d(y) + f(x)d* (y) + f(x)d* (y) + xd*(y) dir. Yani,
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f)d® (y) + f(x)d* (y) + f(x)d” (y) + xd*(y) =0, Ox,yON (4.28)

olur. (4.27) eitli ginde de y yerine d(y) alinirsa,

f(x)d* (y) +f(x)d*(y) + xd*(y) =0 (4.29)

olur. (4.28) ve (4.29)sttliklerinden,

f(x)d?(y) = 0, Ox,yON (4.30)

esitli gi elde edilir. Dolayisiyla (4.29)s#li ginden her x,y¥IN icin xd®(y) = 0 olur. x
yerine xr, £IN alinirsa, xrd(y) = 0, Ox,y,rLUN bulunur. Dolayisiyla xN&(y) = {0}
olur. N, 3-asal oldgundan d= 0 bulunur.

(i) Varsayalim ki N, 2-torsion free ve d(Z)0} olsun. d(z)# 0 olacak bigcimde
zUZ alalim. x,y IN i¢in f(N)x = {0} ise Lemma 4.2.2 kullanilarak

0 = f(yz)x = (f(y)z + yd(2))x = f(y)zx + yd(z)x 3d(z)x bulunur. N, 3-asal
oldugundan ve d(z) sifir bdlen olmagndan x = 0 dir. Yani f(N)x = {0} ise x = 0
dir. (4.30) sitli ginden her x,¥IN icin f(x)d?(y) = 0 idi. O halde her YN igin
d?(y) = 0 ve buradan da *d= 0 elde edilir. Teorem 3.1.4 (iv) den d = 0 d@u ise
d(2)# {0} hipotezimizle celgir. O halde d(Z) = {0} olur.

Teorem 4.2.6 :N 3-asal, 2-torsion free birimli bir yakin halkae \f bir

genellgtirilmiss tiirev olsun. Buna gore?f= 0 ve f(1)JZ ise f = 0 olur.
Ispat : f(x) = f(1x) = f(1)x + 1d(x) dir. O halde

f(x) = cx + d(x), ¢1Z (4.31)

bulunur. ¢ = 0 ise f = d olur. Hipotezded= 0 olur. Dolayisiyla Teorem 3.1.4 (iv)
den d = 0 bulunur. O halde f =d = 0 dir. Yani® bulunur.

c#0 olsun. Bu durumda c sifir bélengidir. (4.30) aitliginden o= 0 dir.
Cunki, (4.30) gtli ginde x yerine birim alirsam, f(1jdy) = 0, O yLIN, yani cd (y)
= 0, OYyLIN elde edilir. ¢ merkezde olgundan sifir bolen ddldir. Dolayisiyla
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d*= 0 dir. Teorem 3.1.4 (i) den d = 0 olur. O hal@e & cx olur. X yerine cx
alinirsa ¢ x = 0, O XLUN bulunur. & sifir bélen olmadyindan N = {0} bulunur. Bu
da celgkidir. O halde ¢ = 0 olur. Sonug olarak f = 0 bulun
Teorem 4.2.7 N, 3-asal, 2-torsion free yakin halka, f, N Uzeer@# d tlrevi

ile belirlenen bir genelkgirilmis tirev ve f(xy) = d(x)y + xf(y) olsun. Buna goéregrh
x,YUN icin f(X)f(y) = f(y)f(x) ise N bir komutatif hadadir.

Ispat: Golbasl (2006) dan (N,+) abelian ve f(N) Z veya d(f(N)) = {0} dir.
f(N) O Z ise Teorem 4.2.4 den N bir komutatif halkadir.

d(f(N)) = {0} ise Lemma 4.2.3 den f(d(N)) = {0} dif(d(x)d(y)) vyi iki yolla
hesaplayabiliriz. f in tanimindan,

f(d(x)d(y)) = f(d(x))d(y) + de)d (y) = d(x)d* (y)
yazabiliriz. Ote yandan f(xy) = d(x)y + xf(y) ol@u kullanilirsa

f(d(x)d(y)) = d” (x)d(y) + d(X)f(d(y)) = & (x)d(y)
bulunur. Bu iki ifadeden her xiyN icin d(x)d® (y) = d*(x)d(y) elde edilir. Ancak
d(f(N)) = {0} ise (4.26) aitliginden her x,¥IN icin 2d* (x)d(y) = O olur. Lemma
3.1.4 (iii) den d= 0 dir. Teorem 3.1.4 (iv) den d = O olur. Bu ise @ olmasiyla
celisir. O halde f(N)J Z olur. Yani N ibr komutatif halkadir.

4.3. Asal Yakin Halkada Genellgtirilmi s (o ,7)-TUrev

Tanim 4.3.1 : g,7:N - N iki otomorfizm olsun. f : N» N donumi icin,
f(xy) =d(X)7 (y) + o (X)f(y), Ox,yll N ise f ye genelldiriimis sol (o, )-tlrev,
f(xy) = f(xX) 7 (y) + o (x)d(y), Ox,yl N ise f ye genelkgiriimis s& (o, )-tlrev
denir.

f hem sg@ hem de sol genelriimis (o,r)-tirev ise f doénglimine
genellgtiriimis (o, 1 )-tlrev denir.

Lemma 4.3.2:

(i) f, dtdrevi ile belirlenen bir geneligrilmis sg (o, r)-turev olsun. Buna

gore, f(xy) =ag (X)d(y) + f(x)7 (y), Ox,y [0 N dir.

(i) f, d tdrevi ile belirlenen genelgriimis sol (o, 7 )-tlrev olsun. Buna

gore, f(xy) =g (X)f(y) + d(x)7 (y), Ox,y I N dir.

Ispat (i): f(x(y + y)) = f()7 (y +y) + o (x)d(y +Y)
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=f()r (y) + ()7 (y) + o (x)d(y) + o (x)d(y) dir.
Ote yandan,
f(xy + xy) = f(xy) + f(xy)
= ()7 (y) + o (x)d(y) + f(x)7 (y) + o (x)d(y) dir.
Bu iki ifadenin gitli ginden,

fX)7(y) + oX)d(y) = oX)d(y) + f(x)r (y) elde edilir. Sonu¢ olarak

f(xy) = o (x)d(y) + f(x)7 (y), Ox,yON olarak bulunur.

(i) Benzersekilde,

fx(y +y)) = o (f(y +y) +d(X)7 (y +)

=o (X)f(y) + g ()f(y) + d(Xx)7 (y) + d(x)7 (y) dir.
f(xy + xy) = f(xy) + f(xy)

=0 (¥)f(y) + d(X)7 (y) + g (X)f(y) + d(x)7 (y)

Lemma 4.3.3 :f, d tUrevi ile belirlenen bir gagenellgtiriimis (o ,7)-tirev

olsun. Buna gore,

i) ()7 (y) + o(X)dy)7(2) = f{x)7(y)7 (2) + o (X)d(y)7 (2), Ox,yUN
olur.

(i) f, d turevi ile belirlenen bir geneleriimis (o,r)-tirev olsun. Buna
gore, (d(xy(y) + oX)fy)7r(@) = dX)r(y)r(2) +o(x) f(y)7(2)
Ox,yUIN olur

(i)  f, d turevi ile belirlenen bir sol genedtailmis (o, 7 )-tlrev olsun. Buna
gore, (d(xy(y) + o(x)d(y)7(z) = dX)r(y)7(z) + o(x)d(y)7 (2)),
Ox,yON olur.

Ispat (i) : Ox,y,zUN icin,

f((xy)z) = f(xy) 7 (z) + 0 (xy)d(z) olur.
f(x(yz)) = f(x) 7 (yz) + o (x)d(yz)
= ()7 (yz) + o (x)d(y)7 (2) + 0 (x) 0 (y)d(2)
Bu iki esitlikten f(xy) 7 (z) = f(X)7 (y) 7 (z) + o (X)d(y)T (2), O Xx,y,zON bulunur.
(i)  Ox,y,zON igin,
f((xy)z) = f(xy) 7 (z) + o (xy)d(z)
f(x(yz)) = d(x)7 (yz) + 0 (x)f(yz)
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=d(x)x (yz) + o (x) f(y) T (z) + 0 (X) 0 (y) d(z) olur. Dolayisiyla
bu iki esitlikten f(xy)7(z) = dX)T(y)T(z) + o(x) f(y)7 (z), Ox,y,zON olarak
bulunur.

(i)  Ox,y,zON igin,

f((xy)z) = d(xy)7 (z) + o (xy)f(2)
f(x(yz)) = d(X)7 (yz) + o (x)f (yz)
=d(xy (y) 7 (2) + o (X)d(y)7 (2) + 0 (x) o (y)f(z) olur.
Bu iki esitlikten (d(X)7 (y) +g (X)f(y)) 7(z) = dX)T (y) T (2) + o (X)d(y)T (z) elde
edilir.

Lemma 4.3.4 : N bir asal yakin halka, f, d turevi ile belirlendnr
genellgtiriimis (o, 1)-tlrev ve alJ N olsun. Buna goére,

(i) af(N)={0}isea=0drr.

(i) f(N)7(a) ={0}isea=0dir.

Ispat (i) : Ox,yON icin 0 = af(xy) = a(f(x¥ (y) + o (x)d(y)) dir. af(N) = {0}
oldugundan & (x)d(y) = O bulunur. Yani aNd(N) = {0} olur. N asalakin halka
oldugu icin a = 0 veya d(N) = {0} dir. d 0 olduzu icin a = 0 bulunur.

(i) Benzer yolla hesaplanir.

Teorem 4.3.5 :f, N Uzerinde d tUrevi ile belirlenen bir genstiglmis (o,7)-
tirev ve fo = o f olsun. Buna gore N, 2-torsion free Vief0 ise f = 0 dir.

Ispat : Keyfi x,ylJ N icin,

0 = 2 (xy) = f(f(xy))

= f(f()7 (y) + o (x)d(y))

=) 7°(y) + o (f())d(7 () + f(o ()7 (d(y)) + o°()d*(y)
olur. Hipotez kullanilacak olursa,

o (f))d(7 (y)) + (o ()) 7 (d(y)) + 0 ()d*(y) =0, Ox,yU N  (4.32)

bulunur. x yerineg ™ (f(x)) alinir ve fo = o f oldugu kullanilirsa, f@ (x))d?(y) = 0,
Ox,yL N bulunur. Lemma 4.3.4 (ii) den’@N) = {0} olur. Bu ise Lemma 4.1.14
den d = 0 demektir. Buna gorex,yll N icin,
fxy) = f(x) 7 (y) + o (x)d(y) = f(x)7 (y) ve f(xy) = d(x)r (y) + o (X)f(y) = o (X)f(y)
olur. Ote yandan, 0 =*{(xy) = f(f(xy)) = f(g (X)f(y))

=flo (X)) 7 (f(y)) + o2 (x)d(f(y))
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bulunur. d = 0 oldgu icin o (x)d(f(y)) = 0 oldgundan fl (x)) 7 (f(y)) = O olur.
Lemma 4.3.4 (ii) den de f = 0 bulunur.

Teorem 4.3.6 :N bir asal yakin halka ve#f : N - N, d tirevi ile belirlenen
bir genellgtiriimis (o, 7 )-tlrev olsun. Buna gore,

(i) f(N)OZise (N,+) abeliandir.

(i) Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komutatif hatka

Ispat (i) : f(a)# 0 olacak bicimde @N olsun. f(N){ Z oldugundan f(a)lZ-{0}
olur. f(a) + f(a) = f(a + a) ve f(a + &) Z - {0} oldugu icin f(a) + f(a)Ll Z -{O} olur.
Ox,yO Nigin, (x + y)(f(a) + f(a)) = (f(a) + f(a))(x ¥) olur. Yani, x +y)f(a) +
(x + y)f(a) = (f(a) + f(a))x + (f(a) + f(a))y oluf(a) O Z — {0} ve f(a) + f(a) 1 Z —
{0} oldugundan f(a)x + f(a)y + f(a)x + f(a)y = xf(a) + xf(a) yf(a) + yf(a) ifadesi
elde edilir. Tekrar f(a)1 Z oldugu kullanilirsa, f(a)x + f(a)y = f(a)y + f(a)x olur.
Dolayisiyla f(a)(x,y) = 0,0x,y 0 N dir. Her N icin n ile soldan carpilir,
f(a)JZ—{0} ve N asal yakin halka oldw kullanilirsa (x,y) = 0[1x,yLIN bulunur. O
halde (N,+) abeliandir.

(i) f(N) I Z ve N, 2-torsion free olsurilx,yUIN icin hipotezdenr (z)f(xy) =
f(xy) 7 (z) yazilir. Lemma 4.3.3 (ii) den,

7(2dX)7(y) + 7(@)o®iy) = dX)7(Y)7(2) + 0®f(y)7(z) olur. Ote
yandan f(N)U Z ve (N,+) abelian oldgu kullanilirsa,

T (2)d(X)7 (y) —d(X)7 (¥) 7 (2) = [0 (x), T (2)]f(y), Uxy,zUN (4.33)
bulunur. z yeriner *(f (z )alinirsa,

f2)dX)7(y) — dX)7(Yfz) = oXf(2)f(y) —f(z)o(¥)f(y), Uxyz LU N
bulunur. f(N) O Z oldugundan f(z)[d(X)7 (y)] = O, Ox,y,z U N olur. Bu saitlik
soldan N nin keyfi bir elemani ile carpilir ve f(ZX oldugu kullanilirsa
f(zZ)N[d(x),7 (y)] = 0 Ox,y,z LI N elde edilir. Ote yandan N asal yakin halka gldu
icin f(N) = {0} veya d(N) O Z olur. f sifirdan farkl oldgu icin de d(N) U Z
bulunur. O halde Teorem 4.1.16 dan N bir komUtaika olur.

Teorem 4.3.7 N bir asal yakin halka, f, d trevi ile belirlensifirdan farkli
bir genellgtiriimis (o ,7)-tirevverf=fr, of =fo olsun. Buna gore,

0] [f(N),f(N)] = {0} ise (N,+) abeliandir.
(i) Ustelik N, 2-torsion free ise N bir komutatif hatka
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Ispat (i) : Teorem 4.3.6 nin ispatindagbntem kullanilarak ZN icin z ve

z + z, f(N) nin tum elemanlari ile ggmeli ise

zf(x,y) = 0, O x,yUUN (4.34)

olur. (4.34) eitli ginde z yerine f(t), /N alinirsa, f(t)f(x,y) = 0 olur. Lemma 4.2.4 (ii)
den f(x,y) = 0,00x,y LI N elde edilir.

Keyfi w [I N icin x yerine wx ve y yerine wy alinirsa 0 = #ywy) = f(w(X,y))
=d(w)7T (x,y) + g (W)f(x,y) dir. Yani d(w)r (x,y) = 0, Ox,y LI N olur. w yerine wr
alinir ve Lemma 4.3.3 (iii) kullanilirsa,

0 =dwr(r(xy) + ow)d(rr(x,y) olur. dw)r(x,y) = 0, Ox,y U N
oldugundan d(wy ()7 (x,y) = 0 bulunur. Dolayisiyla d(w)N(x,y) = {0},
Ox,y,w LI N elde edilir. N asal yakin halka olglundan d(w) = O0,0wl N veya
r (x,y) = 0, Ox,yUN olur. d# 0 oldusundan7 (x,y) = 0, Ox,yLIN olur. Ote yandan
T bir otomorfizm oldgu icin (x,y) = 0, Ox,yLUN elde edilir. O halde (N,+)
abeliandir.

(i) N, 2-torsion free olsun. [f(N),f(N)] = {0} oldgu igin,

f( 7 (2)f(f(x)y) = f(FX)Yf( 7 (2)), Ox,y,w LI N dir. f genellgtiriimis bir tlrev
ve Lemma 4.3.3 (ii) den,

f(7 (@) ()7 (y) + g (f(x))i(y)) = [d(f(X) 7 (y) + g FENIYNI( 7 (2))=
f(7 (2)d(f()7(y) + (7 (2))o () = d(f(x) 7 (W7 (2)) + g (FENIYI( 7 (2))
olur. Ote yandarr f=fr, of = fo ve [f(N),f(N)] = {0} oldugunu kullanarak,

f(7 (2))d(f()) 7 (y) + (f(a (7 (2))f(y) = d(f(x)) 7 (I(7 (2)) + (f(T N7 (2))f(y)

ifadesini elde ederiz. Dolayisiyla,

f(7 (2))d(f(x))7 (y) = d(f(x)) 7 (N7 (2)), Oxy,zLUN (4.35)

esitli gi bulunmy olur. (4.35) eitli ginde y yerine yw alinirsa,

f(7 (2)d(f(x))7 (y) T (W) = d(f(x))T (y) T (W)f( 7 (2)), UX,y,z,wLIN olur. Dolayisiyla
d(fx) T (Vf(7 (2))7 (W) = d(f(X))T (y) T (W)f( 7 (2)), Ox,y,zZ,W_IN ifadesi elde

edilir. Bundan dolayi,
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d(f(X))N[f(7 (2)),r (w)] = {0}, Ox,z,wlUN olur. N asal yakin halka
oldugundan d(f(x)) = 0,0xUN veya [f(7 (z)),7 (w)] = O, Oz,wLIN olur. Yani,
d(f(N) = {0} veya f(N) O Z elde edilmg olur.
d(f(N) = {0} olsun. Buna gore,
0 = d(f(xy)) = d(d(x) (y) + g (¥)f(y))
=d*(x)7°(y)+ o (d)A(T ()+ d(o ()7 (f(y)) + o*()d(f (y))

olur. Kabuliimiizden dolayr,
d*(x)7*(y) +o (d(X)d(7 (y)+ d(a (x))7 (f(y)) =0, Ox,yUN  (4.36)
olur. (4.36) gitli ginde y yeriner *(y Rlinirsa,
d*(x) 7 (y) + g (d(x))d(y) + d@ (x))f(y) = 0, Ox,yUN (4.37)

bulunur. (4.37) gtli ginde y yerine yz alinir ve tekrar (4.37) kullarsay
0=d*(x)7(yz) + o (d(x))d(yz) + d (x))f(yz)
=d*(x) 7 (yz) + o (d(x))d(y)7 (2) + 0 (d(x)) 0 (y)d(2) + d(o (X)f(y) 7 (2)
+d(o (x)) o (y)d(z)
={d2(9r(y) + a(d(x)d(y) + d(a(x) f (V)} 7 (2) + 0 (d(x)) T (Y)d(2)
+ d(o (x)) o (y)d(z) bulunur.
Kdseli parantezin ici (4.38)séli ginden O olur. Dolayisiyla,

20 (d(x))o (y)d(z) = 0, Ox,y,zLIN elde edilir. N, 2-torsion free yakin halka

oldugundan o (d(x))o (y)d(z) = 0, Ox,y,zLIN olur. Ote yandanz bir otomorfizm
oldugundano (d(x)y)d(z) = 0,00x,y,zLIN bulunur. Dolayisiyla d(N)Nd(N) = {0
d(N) = {0} elde edilir. Bu ise d nin sifirdan farkblmasi ile ¢ekir. O halde f(NY1Z
bulunur. Sonug olarak N bir komutatif halka olur.
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