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OZET

ALEXANDROFF UZAYLAR UZER iINE

Cahideirem GGUS
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dal Yiksek Lisans Tezi
Dansman: Dog. Dr. Erdal EKCI
08.02.2010, 49

Bu tezin ana amaci genglil@mis d-Alexandroff topolojik uzaylari ve
karakterizasyonlarini sunmaktir. Bugtemda bir (X,1) topolojik uzayindad-agik
kimelerin herhangi arakesiti g-acik ise @,topolojik uzayina genelj@riimis &
Alexandroff uzay denir. Ayni zamanda gengildmis o-Alexandroff uzaylarin

cssitli 0zellikleri, koruma teoremleri ve gkileri de aratiriimistir.

Anahtar sozcukler : 5-g-acgik kiimeg-g-kapali kime, J-uzay, genellgirilmis

kapali kime, Alexandroff uzay.



ABSTRACT

ON ALEXANDROFF SPACES
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Canakkale Onsekiz Mart University
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Chair for Mathematics Thesis of Master of Science
Advisor: Dog. Dr. Erdal EKCI
08.02.2010, 49

The main purpose of this thesis isntboduce generalized-Alexandroff
topological spaces and characterizations of thetnopalogical space (%) is called
generalized-Alexandroff if any intersections @open sets in the topological space
is g-open in (Xg). Also, several properties of generaliZedlexandroff topological
spaces and preservation theorems and the relapsnshgeneralized-Alexandroff

topological spaces are investigated.

Keywords : 6-g-open set)-g-closed set, jl,-space, generalized closed set,
Alexandroff space.
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BOLUM 1. GiRIiS VE ONBILGILER ci. OGUS

BOLUM 1

GIRIS VE ONBILGILER

Alexandroff uzaylar ¢cajmasi topolojik uzaylarda 6zel bir 6neme sahiptir.
Bilindigi Uzere acik kiimelerin keyfi arakesitlerinin acikiugu topolojik uzaylara

Alexandroff uzaylar denilmektedir. (Alexandroff, 3B).

Alexandroff uzaylar dijital topoloji bda olmak Uzere dijital line, Khalimsky
line (Khalimsky, 1970; Khalimsky ve ark., 1990; Kadgvsky ve Kopperman , 1994),
cebirsel topoloji dahil olmak Uzere bir ¢ok alandssitli uygulama alanlari

bulmustur.

Genellgtiriimis kapali kime kavrami Levine (1970)'e dayanmaktadir.
Bilindigi tGzere (X,t) bir topolojik uzay ve AJX olmak tizere O aclk kiime ve
ADO iken cl(A)JO sa&laniyorsa A kiimesine genedteilmis kapali kiime ve
tumleyeni genellgiriimis kapali kime olan kimelere de gergitdmis acik
kiime denir. (Levine, 1970).

1998’de Arenas ve ark. (1998) tarafindan gesidlieni s Alexandroff uzaylar
konusu cakilmistir. Bu makalede geneligzriimis Alexandroff uzaylar acik
kimelerin keyfi arakesitlerinin genedteilmis acik kiime oldgu topolojik uzaylar

olarak tanimlanngtir.

1998'de Arenas ve ark. (1998)'1 genelielmis Alexandroff uzaylarin
karakterizasyonlarini elde etgnigenellgtiriimis Alexandroff uzay olmanin bir

topolojik 6zellik old@gunu ortaya koymglardir.

Ote yandan, Arenas ve ark. (1998)1 gergiliégmi s Alexandroff uzaylarda her
noktanin minimal g-komuluguna sahip oldgunu ve bir topolojik uzayin T ve
Alexandroff olmasi icin gerek ve yeter skbun ayrik uzay olmasi gerefini

gostermglerdir.
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Ayrica, Arenas ve ark. (1998)1 birjJ-uzayda g-Alexandroff olma ile
Alexandroff uzay olmanin denk olgunu ispatlamglardir. Ustelik g-Alexandroff
uzaylarin kapal alt uzaylarinin da g-Alexandroffiugunu gésterngierdir. Ustelik

bir cok iliskilerde aratiriimistir.

Batin bunlarin  yaninda 1998 de Arenas ve ark. L9%rafindan
genellgtiriimis  Alexandroff uzaylarin yaninda yari-Alexandroff ylada
calisiimistir. Oyleki yari-Alexandroff uzaylar acik kimelerkeyfi arakesitlerinin
yari-agik kiime oldgu topolojik uzaylar olarak tanimlanghr. Bir cok 6zellikleride

arggtiriimistir.

Bu tezdeki amacimiz Alexandroff uzaylar Uzering Igalsma yapmak

olmustur.

Bu balamda, tezin birinci boliminde tez boyunca ihtiydigyacgimiz ve

kullanac&imiz temel bilgi ve teoremleri sunduk.

Tezin ikinci béliminde geneliériimis Alexandroff uzaylarin 6zelliklerini ve

ili skilerini arastirdik.

Tezin tg¢lncu bolumunde yari-Alexandroff uzaylamelliklerini ve iliskilerini

argstirdik.

Tezin dorduncid béluminde, geneglielmis o-Alexandroff uzaylari sunup

karakterizasyonlari Uzerinde duruldu.

Bu bolimde bir (X;r) topolojik uzayindad-acik kimelerin herhangi arakesiti
g-acik ise (X,1) topolojik uzayina geneljgriimis d-Alexandroff uzay olarak
adlandinlidi.

Tezin bginci béliminde geneligiriimis &-Alexandroff uzaylar ve fonksiyon
ili skileri aragtirilmistir. Koruma teoremleri genekligrilmi s d-Alexandroff uzaylar ve

genellgtiriimi s Alexandroff uzaylar icin agariimistir.
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Tezin son boélimidnde, genelieiimis o-Alexandroff uzaylarin bir cok
Ozellikleri ve iligkileri Gizerine argtirmalar yer almaktadir.

Bu tezde topolojik uzaylari (%) ve (Y,v) ya da kisaca X ve Y ile
gosterecgiz.

(X,7) bir topolojik uzay ve AIX olmak tzere A kiimesinin kapami cl(A) ve

icini int(A) ile gosterecgiz.

Tanim 1.1. (X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. V acik kiime olmak tzere
A0V iken cl(A)UV sglaniyorsa A kiimesine geneiteilmis kapali (g-kapali)

kiime denir. (Levine, 1970)

Tanim 1.2.(X, t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eer X\A g-kapali ise A
kiimesine geneligirilmi s acik (g-acik) kime denir. (Levine, 1970)

Teorem 1.3.(X, 1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Asagidakiler denktir:
(1) A kiimesi g-aciktir,
(2) F kiimesi kapali olmak tzereg FA iken Flint(A) olur.
(Levine, 1970)

Tanim 1.4.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. ger (X, t) topolojik uzayinda agik
kimelerin keyfi arakesitleri acik ise (X), topolojik uzayina Alexandroff uzay denir.
(Alexandroff, 1937)

Tanim 1.5. (X, 1) bir topolojik uzay olmak uzere bir A alt kimesini
cekirdesini A" ile gosterecgiz ve A yi kapsayan tim agcik kiimelerin arakesiirak
tanimlanir (Maki,1986).

Tanim 1.6. Bir (X, t) bir topolojik uzay olmak tzere (%) uzayinin bir A
altkimesini alahm. ger

A= A" ise A kiimesine\-kiime (Maki,1986)
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ve

A=LnF olmak lzere burada I/\-kiime ve F, kapali ise A kiimesi-kiime

(Arenas ve ark.,1997). olarak adlandirilir.

Tanim 1.7.(X, 1) bir topolojik uzay olmak tzere (%) topolojik uzayinda her
g-kapali kiime kapali bir kiime oluyor ise (¥, topolojik uzayina 7,-uzay denir.
(Levine, 1970)

Tanim 1.8. Bir (X, 1) topolojik uzayinda acik kiimelerin herhangi arakes
acik ise (Xy) topolojik uzayina genelféiriimi s Alexandroff (=g-Alexandroff) uzay
denir. (Arenas ve ark.,1998)

Teorem 1.9.Bir (X, 1) Ty2topolojik uzayi icin aagidakiler denktir:
(1) (X, 1) topolojik uzayr g-Alexandroff uzaydir,
(2) (X, 1) topolojik uzay! Alexandroff uzaydir.
(Arenas ve ark.,1998)

Tanim 1.10.(X, 1) bir topolojik uzay olmak tzere () topolojik uzayinda bir
x LI X noktasi minimal acgik koguluga sahipse bu x noktasina, A-noktasi
(Alexandroff noktasi) denifArenas ve ark.,1998)

Tanim 1.11.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. (Xg) topolojik uzayinda her x,y
O X icin xOcl({y}) iken ycl({x}) ise bu uzaya simetrik topolojik uzay denir.
(Levine, 1970)

Teorem 1.12.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. (Xt) topolojik uzay! T-uzay ise
(X, 1) topolojik uzayi simetriktir. (Levine, 1970)

Teorem 1.13.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. (Xz) topolojik uzayi T,-uzay

ise (X, 1) topolojik uzayi B-uzaydir (Levine, 1970)
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Tanim 1.14.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. (Xr) topolojik uzayinda her acgik
alt kime kapali oldgunda (X,t) uzayina bir aygim uzay denir(Nieminen,1977).

Tanim 1.15.(X,1) bir topolojik uzay olsun. Bir ()X) topolojik uzayinda her x
noktasi ve x'in her agik kognlugu U icin cl({x}) OU ise (X, 1) topolojik uzayina bir
Ro-uzay denir(Arenas ve ark.,1998).

Tanim 1.16. (X,t) bir topolojik uzay olsun. (Xy) topolojik uzayinda acik
kimelerin kapaslarl acik kiime ise bu (Xg) topolojik uzayina g@r balantisiz
uzaydir denir. (Bourbaki, 1996).

Tanim 1.17. Bir (X, t) topolojik uzayinda higbir yerde gan olmayan
kiimeler kapall ise (Xg) topolojik uzayina nodec uzay olarak adlandir(ian Mill
ve Mills,1980).

Tanim 1.18.(X, 1) bir topolojik uzay veA Ll X olsun. ¥, 7 ) topolojik uzayinda
O AUclO olacaksekilde birO acik kiimesi varsa A kiimesine yari-acik bir kime
denir. (Levine, 1963).

Tanim 1.19. (X,7) bir topolojik uzay veAll X olsun.X \ A yari-acik iseA

kimesi yari-kapahdir denir. (Levine, 1963).
Teorem 1.20.(X, t) bir topolojik uzay ve AIX olsun. Asagidakiler denktir:
(1) A yari-agiktir,
(2) Adcl(int(A)) olur.
(Levine, 1963)

Tanim 1.21.(X, 1) bir topolojik uzay veA Ll X olsun. (X,t) topolojik uzayinin
A alt kimesi icin int(A) kimesi A kimesinde kapade A'ya ic-kime denir.
(Ganster ve Reilly,1993).
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Tanim 1.22.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzer&(X, t) - (Y, v)
fonksiyonunu alalim. (Xg) topolojik uzayinin her kapali alt kimesinin gdtiisu
(Y, v) topolojik uzayinda g-kapali ise(X, 1) - (Y, v) fonksiyonu g-kapali olarak
adlandirilir.(Malghan,1982).

Tanim 1.23(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzer&(X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalim. (Xz) topolojik uzayinin her acik alt kiimesinin gorisui(Y,
v) topolojik uzayinda g-acik isé:(X, t) —» (Y, v) fonksiyonu g-acik olarak
adlandirilir.(Malghan,1982).

Tanim 1.24.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzer&(X, t) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimf : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu; ger (Y, v) topolojik uzayinin
her kapal V kimesi icirf (V) kiimesi (X,7) topolojik uzayinida g-kapali ise g-

sureklidir denir. (Balachandran ve ark.,1991).

Tanim 1.25.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzer&(X, t) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimf : (X, t) — (Y, v) fonksiyonu; ger (Y, v) topolojik uzayinda
her kapali V kiimesi icinf (V) (X, 1) topolojik uzayinda/ -kapali ise/ -stireklidir
denir. (Arenas ve ark.,1997).

Tanim 1.26.(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
bire-bir ve orten fonksiyonunu alalirh: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu hem g-surekili
hem de g-acik isd : (X, 1) - (Y, v) bire-bir ve oOrten fonksiyonuna bir g-
homeomorfizma (geneleriimis homeomorfizma) olarak adlandirilir. (Maki ve
ark.,1991).

Teorem 1.27.(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)

fonksiyonunu alalim. gagidakiler denktir:
Q) f: (X, 1) - (Y, v) sureklidir,
(2) f: (X, 1) - (Y, v) g-surekli veA -sureklidir.

(Arenas ve ark.,1997).
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Teorem 1.28. (X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimf : (X, t) - (Y, v) fonksiyonu orten, surekli, g-kapali bir
fonksiyon olsun. (X;t) topolojik uzayr Alexandroff ise (Yv) topolojik uzayr g-
Alexandroff'tur. (Arenas ve ark.,1998).

Tanim 1.29.(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimt : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu icin (Y,v) topolojik uzayinin her
g-kapalV kiimesi icin (X,7) topolojik uzayinda ki ters goriintuski*(V) g-kapall
isef : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonugc-kararsiz olarak adlandirilir. (Balachandran ve
ark.,1991).

Tanim 1.30.(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalim. Bire-bir ve oérterf : (X, t) - (Y, v) fonksiyonu i¢inf : (X, 1)
- (Y, v) fonksiyonugc-kararsiz ve tersf '1:(Y, v) — (X, 1) gc-kararsiz isé: (X,

1) - (Y, v) fonksiyonu gc-homeomorfizma olarak adlandir(Maki ve ark.,1991).

Tanim 1.31.(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimt : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu icin (Y,v) topolojik uzayinin her
acik kimesinirf : (X, 1) - (Y, v) altindaki ters gorunttsu (X) topolojik uzayinda
ic-kime isef : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonuna ic-surekli denir. (Ganster ve
Reilly,1993).

Tanim 1.32.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
bire-bir, drten fonksiyonunu alalinf.: (X, ©) — (Y, v) ve f (Y, v) = (X, 1)

yari-acik kiimeleri korur isé: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonuna yari-homeomorfizma
denir. (Crossley ve Hildebrand,1972).

Tanim 1.33.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimf:(X, 1) - (Y, v) fonksiyonu icin X topolojik uzayinin her
kapali alt kimesinin gorintisu Y’de yari-kapal 14X, 1) —» (Y, v) fonksiyonuna

yari-kapall denir(Noiri,1973).
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Teorem 1.34.(X, 1), (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalim. A ,X’te g-kapali ie X — Y sirekli ve kapali bir doniim ise
f(A), Y'de g-kapalidir. (Levine, 1970).

Teorem 1.35. Arenas ve ark.,1998) Bir (%) asir baslantisiz nodec uzay icin
asagidaki kasullar denktir:

(2) X, yari-Alexandroff'tur.
(2) X, Alexandroff'tur.

Tanim 1.36. (X, t) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A=int(cl(A)) ise A

kiimesine duzenli acik denir. (Stone, 1937).

Tanim 1.37. (X, t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A=cl(int(A)) ise A

kiimesine duzenli kapal denir. (Stone, 1937).

Tanim 1.38. (X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A'da bulunan tim
dizenli acik kiimelerin birkgmine A’nin 6-i¢’i denir ve s-int(A) seklinde gosterilir.
(Velicko, 1968).

Tanim 1.39. (X, 1) bir topolojik uzay ve AJX olsun. O (xU)GLz igin
int(cl(G)) n A # O ise x noktasina A kimesinin bi-kapang noktasi denir.
(Velicko, 1968).

Tanim 1.40. (X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A kiimesinin tind-
kapang noktalarinin kiimesine A’ni-kapangi denir ve 3-cl(A) ile gosterilir.
(Velicko, 1968).

Tanim 1.41.(X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A=6-int(A) ise A'ya o-
acik kiime denir. (Velicko, 1968).

Tanim 1.42.(X, 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A birs-acik kiime ise
X\A'ya é-kapall kime denir. (Velicko, 1968).
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Tanim 1.43.(X, t) bir topolojik uzay olmak tzere (%) topolojik uzayindaki
tum dizenli acik kiimelerin ailesi topolojisinden daha kaba olag topolojisini
retir. 1= 1sise (X, 1) topolojik uzayina uzayina yari-diizenli topolojizay denir.
(Stone, 1937.).

Tanim 1.44. (X, 1) bir topolojik uzay olsun. X'te alggmiz kapanylar
birbirinden farkh olan her farkh iki nokta ayrikomsuluklara sahipse (Xj)

topolojik uzayina Ruzay denir. (Davis,1961).

Tanim 1.45. (X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. U, X'te acik kiime
olmak tzere AU iken 6-cl(A) U ise A'ya d-g-kapali kime denir. (Dontchev ve
Ganster,1996).

Tanim 1.46X bir topolojik uzay olmak Uzerd alt kimesini alalimX \ A
kiimesio-g-kapall iseA kiimesined-g-acik denir (Dontchev ve Ganster,1996).

Tanim 1.47.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. X’in hed-g-kapali alt kimess-

kapall ise uzayasJ;-uzay denir. (Dontchev ve Ganster,1996).
Teorem 1.48.(Dontchev ve Ganster,1996).
(X, 1) bir topolojik uzay olmak Uzere
(DHer s-kapali kimed-g-kapalidir.
(iHer 6-g-kapall kime g-kapalidir.

Teorem 1.49.(X, 1) bir topolojik uzayi veu kapah kiimeler ailesi olmak tzere

asagidakiler denktir:
(1) =1,
(2) Xin her alt kiimesinin g-kapali kiime olmasidir.

(Levine, 1970).



BOLUM 1. GiRIiS VE ONBILGILER ci. OGUS

Teorem 1.50. Arenas ve ark.,1998) “Yari-Alexandroff uzay” olmaefligi bir

topolojik 6zelliktir.

Teorem 1.51. Arenas ve ark.,1998) Her Alexandroff uzay vyari-

Alexandroff'tur.
Teorem 1.52. Arenas ve ark.,1998)
(X, 1) bir topolojik uzay olmak Uzereagidakiler denktir:
(1) (X, 1) topolojik uzay yari-Alexandroff uzaydir,
(2) Her A-kimesi yari-acik kiimedir

Teorem 1.53. (X, 1), (Y, v) yari-Alexandroff uzay ise XY de vyarl-

Alexandroff olur.(Arenas ve ark.,1998).
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BOLUM 2

GENELLE STIiRILM IS ALEXANDROFF UZAYLAR

Tanim 2.1. (X, 1) bir topolojik uzay olmak Utzere acik kiimelerin Hemgi
arakesiti g-acik ise (Xg) topolojik uzayina geneljgiriimis Alexandroff (g-

Alexandroff) uzay denir(Arenas ve ark.,1998).

Teorem 2.2.Bir (X, 1) topolojik uzayi icin gagidaki kasullar denktir:(Arenas
ve ark.,1998).

(1) X, g-Alexandroff'tur.

(2) g-acik kiimelerin arakesitleri g-aciktir.

(3) Kapali kimelerin birlgmleri g-kapalidir.

(4) g-kapali kimelerin birkgmleri g-kapalidir.
Teorem 2.3.(Arenas ve ark.,1998)

g-Alexandroff uzay olma 6zefi topolojik bir 6zelliktir.
Teorem 2.4.(Arenas ve ark.,1998)

Her Alexandroff uzay g-Alexandroff'tur.

Teorem 2.5.(X, d) bir metrik uzay olsun. Bu durumdaagidaki ifadeler
denktir:

(1) X uzay! g-Alexandroff uzaydir,

(2) X uzay! ayrik uzaydir.
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Ispat:

&):(X, d) uzay! g-Alexandroff uzay olsun X alalim.
= 1
ﬂ B, (X,=) ={x}
n=1 n

oldugunu biliyoruz.

X uzay! g-Alexandroff uzay oldiundan
= 1
ﬂ B, (x,=) ={x}
n=1 n

g-aciktir. Dolayisiyla (X, d) ayriktir.

0):(X, d) uzayr ayrik bir metrik uzay olsun. Ayrik yzi acgik
kimelerin herhangi arakesiti acik ve boéylece g-agldugundan X uzayl g-

Alexandroff uzay olacaktir.
Teorem 2.6.(Arenas ve ark.,1998)
(X, ) bir topolojik uzay olmak Uzeresagidaki ifadeler denktir:
(1) (X, 1) uzay! T, ve g-Alexandrofftur,
(2) (X, 1) uzayi ayriktir.
Uyari 2.7.Bir 6nceki teorem yukaridaki sonu¢ kullanilaraketide edilir.

Teorem 2.8.Bir (X, 1) topolojik uzay tek kogulugu X olan bir p noktasina
sahipse bu uzay g-Alexandroff 'ty /Arenas ve ark.,1998).

Teorem 2.9. (X, 1) ayrik olmayan topolojik uzay olsun. Bu durumda, X

topolojik uzayi g-Alexandroff uzaydir.
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Ispat:

(X, ) ayrik olmayan topolojik uzay olsun. O hald€{[1,X} olur. Yukaridaki
teoremi g6z 6nidnde bulundurarak X'te glchiz bir p noktasi icin tek kogalugun

X oldugunu elde ederiz.
Dolayisiyla (X,t) g-Alexandroff uzay olur.

Teorem 2.10.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. NIP(X) alalim. N ailesid] x O
X igin x'in minimal g-agik komgulugunu da igerecekekilde g-acik kiimelerin bir

ailesi olsun. Bu durumda N bir topoloji Uretir.
Ispat

(X,1) bir topolojik uzay olsun. NIP(X) alalim.N ailesidJ x [0 X icin
x'in minimal g-acik komulugunu da icerecekekilde g-acik kiimelerin bir ailesi

olsun.

(D)X= [JM olduu agiktir.

MON
(2)A1,A2DN ve X1 AinAs olsun.

Bu durumdaX OA1ve x OA; olacaktir. N ailest] x 00 X i¢in X’in minimal g-

aclk komgulugunu da icerecekekilde g-acik kiimelerin bir ailesi oldundan dolay

My Azve My A; olacak bigimde Mx’in minimal g-acik kongulugu vardir.
Bu durumdadVix ! AinA; olacaktir.

Boylece N ailesi bir topoloji Uretir.

Teorem 2.11.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, t) - (Y, v) bir
fonksiyon olsun.f : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu orten, surekli ve g-kapali bir
fonksiyon olsun. Bu durumda () topolojik uzayi Alexandroff ise (Yy) topolojik

uzayi g-Alexandroff'tur(Arenas ve ark.,1998).
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Teorem 2.12.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, 1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu orten, surekli ve kapali bir fonksiyo
olsun. Bu durumda (Xg) topolojik uzayr Alexandroff ise (Yy) topolojik uzay! g-

Alexandroff'tur.
Ispat:

(X,7) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon
olmak Uzere her kapali fonksiyon bir g-kapali fagka olduysundan yukaridaki

teoremden elde edilir.

Teorem 2.13.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, t) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu 1-1 ve orten, surekli ve acik bir
fonksiyon olsun. Bu durumda (X) topolojik uzay! Alexandroff ise (Yy) topolojik

uzayi g-Alexandroff'tur.
Ispat:

(X,1), (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, 1) - (Y, v) 1-1 ve Orten bir
fonksiyon olmak Uuzeref : (X, ©) - (Y, v) fonksiyonu acik ise kapali bir

donsimdur. Dolayisiyla yukaridaki teoremden elde edili

Teorem 2.14.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) fonksiyonunu alalim. (Xg) topolojik uzayi Alexandroff ve : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonu hemA -stirekli hem de g-homeomorfizma ise @), topolojik uzay! g-

Alexandroff'tur. (Arenas ve ark.,1998).

Teorem 2.15(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, t) - (Y,
v) fonksiyonunu alalim.f : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu A-surekli ve bir
homeomorfizma olsun. Bu durumda (¥, topolojik uzayr Alexandroff ise (Yv)

topolojik uzayi g-Alexandroff'tur.
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Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak lzere (X5) Alexandroff
topolojik uzayi icinf : (X, t) - (Y, v) fonksiyonuA-surekli ve homeomorfizma
olsun.f: (X, 1) - (Y, v) homeomorfizma oldiundan tanim gege bire-bir, orten,

surekli ve kapaldir.

Her homeomorfizma ayni zamanda g-homeomorfizma golddan (Y, v)

topolojik uzayi g-Alexandroff'tur.

Teorem 2.16. Arenas ve ark.,1998) (%) g-Alexandroff uzayi i¢in gagidaki

kosullar salanir:

(1) UxJX noktasi bir minimal g-koguluga sahiptir.
(2) Her kapali tek nokta bir A-noktasidir.

Teorem 2.17.(X, 1) topolojik uzayr T, ve g-Alexandroff uzay olsun. Bu

durumdallx[JX noktasi bir minimal agik koguluga sahiptir.
Ispat

(X, 1) topolojik uzay! T, ve g-Alexandroff uzay olsun. Yukaridaki
teoremderi] x [J X i¢in x minimal g-komuluga sahiptir. (X;t) topolojik uzay /-

uzay oldgundan bu minimal g-koguluk minimal a¢ik konsuluk olmak zorundadir.

Teorem 2.18.(X, 1) bir topolojik uzay olmak tGzere (%) Ti;-uzay ise (X;1)
Tip—uzaydir. (Levine, 1970).

Teorem 2.19.(X, 1), T1-uzay olsun. Aagidakiler denktir:
(2) (X, 1) g-Alexandroff uzaydir.

(2) (X, 1) Alexandroff uzaydir.
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Ispat

(X,7) topolojik uzay! T-uzay ise yukaridaki teoremden ayni zamanda
T12 uzaydir. Dolayisiyla (Xt) Ty12ve g-Alexandroff uzay oldtundan ayni zamanda

Alexandroff uzay olur.

Tersine her Alexandroff uzay g-Alexandirobldugundan ispat

tamamlanir.
Teorem 2.20.Bir (X, 1) topolojik uzayi icin gagidakiler denktir:
(1) (X, t) simetrik ve B-uzaydir,
(2) (X, 1) uzay! T-uzaydir.
(Levine, 1970)
Teorem 2.21.(X, 1) simetrik ve B-uzay olsun. Aagidakiler denktir:
(1) (X, 1) g-Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) Alexandroff uzaydir.
Ispat:

(X, 1) topolojik uzayi simetrik ve fuzay olsun. Yukaridaki teoremden

(X, 1) topolojik uzay! F-uzay olur. Bu durumda ispat tamamlanir.

Teorem 2.22.(X, 1) simetrik topolojik uzay olsun. Bu durumdgagidakiler

ifadeler denktir:
(1) (X, 1) T1 ve g-Alexandroff uzaydir.

(2) (X, 1) Tove Alexandroff uzaydir.
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Ispat:

Q)= (2) (X, 1) topolojik uzay! simetrik, Tve g-Alexandroff uzay
olsun. Yukaridaki teoremden (X) topolojik uzay! Alexandroff uzay olarak elde

edilir.

(2)= (1) Her Alexandroff uzay g-Alexandroff'tur. (Xs5) simetrik
uzay oldgundan her Jruzay T-uzaydir. Dolayisiyla (X;t) topolojik uzayr T

uzaydir.

Teorem 2.23. Arenas ve ark.,1998) Bir (X;) topolojik uzay! igin
asagidakiler ifadeler denktir:

(1) (X, 1) Ry ve g-Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) ayrsim uzayidir.

Teorem 2.24.(X, 1) bir Ti-topolojik uzay olmak Uzeresasidakiler ifadeler
denktir:

(1) (X, 1) Ry ve Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) ayrsim uzayidir.
Ispat:

1x (2) (X, 1) topolojik uzayr T, Ryve Alexandroff uzay olsun. Bu

durumda (X;) topolojik uzayi T, Ryve g-Alexandroff uzay olacaktir.
(2)= (1) Yukaridaki teoremden istenen elde edilir.
Teorem 2.25 Bir (X, 1) topolojik uzayi icin gagidakiler denktir:
(1) (X, 1) uzay! T, ve g-Alexandroff uzaydir,
(2) (X, 1) uzay! ayrik uzaydir

(Arenas ve ark.,1998)
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Teorem 2.26.(X, t) topolojik uzay! T-uzay olsun. Aagidaki kasullar denktir:
(1) X, g-Alexandroff'tur.
(2) X, Alexandroff'tur.
(3) X, ayrik uzaydir.

ispat

()= (2) (X, t) T1 ve g-Alexandroff uzay olsun. Bu durumda uzay

T1 uzay oldgundan (X,t) Alexandroff olur.

(2)= (3) (X, 1) T1 ve Alexandroff olsun. Bu durumda (%)
topolojik uzayr g-Alexandroff olur. Yukaridaki temmnden (X,t) topolojik uzayi

ayrik bir topolojik uzay olur.

3)= (1) (X, 1) topolojik uzay! T ve ayrik uzay olsun. Yukaridaki

teoremden (X7) topolojik uzayr g-Alexandroff olur.

Teorem 2.27. X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) Orten fonksiyonunu alalini.: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu g-surekli 4 -strekli ve
g-kapall olsun. Bu durumda (X) topolojik uzayi Alexandroff ise (Yv) topolojik
uzay! g-Alexandroff'tur.

Ispat:

K, ©) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak utzerd : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alahmf : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu g-surekli 4 -strekli ve g-kapali

olsun.

f: (X 1) - (Y, v) fonksiyonu g-surekli vel -surekli old@gundan sureklidir.
Bu durumdaf : (X, t) - (Y, v) fonksiyonu sirekli ve g-kapali oldundan (Y,v)

topolojik uzay! g-Alexandroff olur.
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Teorem 2.28.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) Orten fonksiyonunu alalinf.: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu surekli, g-kapali bir
fonksiyon ve (Y,v) topolojik uzayl F-uzay olsun. Bu durumda (%) topolojik

uzayl Alexandroff ise (Yy) Alexandrofftur.
Ispat:

(X,t) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzerd : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu surekli, g-kapali bir fonksiyon
ve (Y, v) topolojik uzaylr T-uzay olsun. Bu durumda () topolojik uzayi

Alexandroff old@gundan (Y,v) g-Alexandroff ve boylece Alexandroff olur.

Teorem 2.29.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) Orten fonksiyonunu alahmt. : (X, t) - (Y, v) fonksiyonu surekli, kapali bir
fonksiyon ve (Y,v) simetrik To-uzay olsun. (X,r) Alexandroff ise (Y,v)
Alexandroff'tur.

Ispat:

(X,t) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak utzerd : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonunu alalimf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu sirekli, kapali bir fonksiyon ve

(Y, v) simetrik To-uzay olsun.
Simetrik §-uzaylar f-uzay oldgundan istenen elde edilir.

Teorem 2.30.f : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu bir gc-homeomorfizma olmak
uzere (X,t) ve (Y, v) topolojik uzaylari T-uzay olsun. Bu durumda (%)
Alexandroff ise (Y,v) Alexandroff'tur.

Ispat:

f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu bir gc-homeomorfizma olmak tzere (X,

1) ve (Y,v) topolojik uzaylari T-uzay olsun.

g-Alexandroff J-uzaylar Alexandroff oldgundan istenen elde edilir.
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Teorem 2.31.(X, t) bir topolojik uzay olsun. ger acik kimelerin ailesi ile

kapali kiimelerin ailesi ayni ise (X), g-Alexandroff’tur.
Ispat:

Acik kiimelerin ailesi ile kapali kimefeailesi ayni olsun. Bu durumda
X topolojik uzayinin her alt kimesi g-kapal kimkagaktir. Bu durumda (Xr)

topolojik uzay! g-Alexandroff olacaktir.
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BOLUM 3

YARI-ALEXANDROFF UZAYLAR

Tanim 3.1. Bir (X, 1) topolojik uzayinda acik kimelerin herhangi araies

yari-acik ise (Xg) topolojik uzayina yari-Alexandroff uzay denir.
(Arenas ve ark.,1998)
Teorem 3.2.(X,d) bir metrik uzay olmak tzergagidaki ifadeler denktir:
(1) X uzay yari-Alexandroff uzaydir,
(2) X uzay! ayrik uzaydir.
Ispat:

©):(X, d) uzay! yari-Alexandroff uzay olsunl.X alalim.
= 1
(B.(x2)={x}
n=1 n

oldugunu biliyoruz.

X uzay! yari-Alexandroff uzay olgundan
= 1
(B (x2)={x}
n=1 n

yari-agiktir. Dolayisiyla (X, d) ayriktir.

0):(X, d) uzayr ayrik bir metrik uzay olsun. Ayrik wzia acik
kimelerin herhangi arakesiti acik ve bdylece yarkaldusundan X uzayi yari-

Alexandroff uzay olacaktir.
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Teorem 3.3.(Arenas ve ark.,1998)
(X, 1) bir topolojik uzay olmak tzersasidaki kasullar denktir:
(1) (X, 1), T1 ve yari-Alexandroff'tur.
(2) (X, 1) uzayi ayriktir.

Uyari 3.4. Bir dnceki teorem yukaridaki sonug kullanilaraketide edilir.

Teorem 3.5.(X, 1) topolojik uzay! airi baglantisiz nodec 1, uzay olsun. Bu

durumda gagidaki kasullar denktir:
(1) X, g-Alexandroff'tur.
(2) X, Alexandroff'tur.
(3) X, yari Alexandroff'tur.
Ispat
(X, 7) topolojik uzay airi baglantisiz nodec 1, uzay olsun.

Q)= (2): (X, 1) topolojik uzayr T, ve g-Alexandroff uzay
oldugundan (Xt) topolojik uzay: bir Alexandroff uzay olur.

2= (3): (X, 1) topolojik uzayr ar baglantisiz nodec uzay
oldugundan ve Alexandroff uzay olgundan (X, t) topolojik uzay! bir yari-

Alexandroff uzay olur.

()= (1): (X, 1) topolojik uzayr arn baslantisiz nodec uzay
oldugundan ve vyari-Alexandroff uzay olgundan (X, t) topolojik uzayr bir

Alexandroff uzay olur. Buradan g-Alexandroff olur.

Teorem 3.6.(X, 1) topolojik uzay! air1 baglantisiz nodec ve 1) uzay olsun.
Bu durumda (Xr) topolojik uzayi yari-Alexandroff uzay ige x [J X i¢in x minimal

acik komyuluga sahiptir.
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Ispat:

(X,1) topolojik uzay! airi baglantisiz nodec ve 1, uzay olsun. (X;y)
topolojik uzayi yari-Alexandroff uzay olsun. Bu durda uzay Alexandroff uzay

oldugundan istenen elde edilir.

Teorem 3.7. (X, 1) topolojik uzayr simetrik ve gfuzay olsun. Aagidaki

ifadeler denktir:
(1) (X, 1) yari-Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) ayrik uzaydir.
Ispat:

Q)= (2) (X, 1) topolojik uzayr simetrik ve gfuzay olsun. Bu
durumda ise (X7) topolojik uzayr & uzaydir. Bu durumda (%) topolojik uzayr &

ve yari-Alexandroff uzay oldiundan (X;t) ayrik uzay olur.

(2¥ (1) (X, 1) ayrik uzay olsun. Bu durumda (X, topolojik uzayi

Alexandroff uzay oldgundan yari-Alexandroff uzay olur.

Teorem 3.8.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, 1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu orten, surekli ve yari-kapali bir
fonksiyon olsun. Bu durumda () topolojik uzay! Alexandroff ise (Yy) topolojik

uzayi yari-Alexandroff'tur(Arenas ve ark.,1998).

Teorem 3.9.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, t) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu orten, surekli ve kapali bir fonksiyo
olsun. Bu durumda (Xr) topolojik uzayr Alexandroff ise (Yp) topolojik uzayi

yari-Alexandroff'tur.
Ispat

(X,1) ve (Y, v) iki topolojik uzay vef : (X, t) - (Y, v) bir fonksiyon
olmak Uzere her kapali dégiim bir yari-kapali fonksiyon oldgundan yukaridaki

teoremden elde edilir.
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Teorem 3.10.(X, t) topolojik uzayr Alexandroff uzay veé: (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonu ic-surekli ve bir yari-homeomorfizma €€, v) topolojik uzay yari-

Alexandroff'tur.
(Arenas ve ark.,1998)

Teorem 3.11.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzere ve : (X) - (Y,
v) bir fonksiyon olsun.f : (X, ©) - (Y, v) fonksiyonu ic-sirekli ve bir
homeomorfizma olsun. Bu durumda (%) Alexandroff ise (Y, v) vyari-

Alexandroff'tur.
Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak lzere (Xf5) Alexandroff
topolojik uzayi icinf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu ic-surekli ve bir homeomorfizma
olsun.f: (X, 1) - (Y, v) homeomorfizma oldiundan tanim gege bire-bir, orten,

surekli ve kapaldir.

Her homeomorfizma ayni zamanda yari-homeomorfizidagandan (Y,v)

topolojik uzayi yari-Alexandroff'tur.
Teorem 3.12.(Arenas ve ark.,1998)

(Xx) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v)
bir fonksiyon olsunf : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu o6rten, surekli ve yari-kapali bir
fonksiyon olsun. Bu durumda X topolojik uzayr Asedroff ise Y topolojik uzayi

yari-Alexandroff'tur.

Teorem 3.13.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak Uzere bif : (X, 1)
- (Y, v) fonksiyonu icin gagidakiler denktir:

Q) f: (X, t) - (Y, v) sureklidir,

2)f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu yari-surekli ve ic-surekli bir

fonksiyondur.

(Ganster ve Reilly,1993)
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Teorem 3.14.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) Orten bir fonksiyon olsurt. : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu surekli, yari-kapal bir
fonksiyon ve Y air bgslantisiz nodec uzay olsun. Bu durumda X AlexandisefY

Alexandroff'tur.
Ispat:

(X,7) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu surekli, yari-kapali bir fonksiyon ve

Y asirt baglantisiz nodec uzay olsun.

Bu durumda X Alexandroff oldiundan Y yari-Alexandroff uzay olacaktir. (Y,
v) asirl baglantisiz nodec uzay olgundan yari-Alexandroff uzaylarin ayni zamanda

Alexandroff uzaylar oldgunu séyleyebiliriz.
Bu durumda (Yp) topolojik uzayi Alexandroff uzay olur.

Teorem 3.15.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) Orten bir fonksiyon olsurt.: (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu yari-sirekli, ic-surekli ve
yari-kapall bir fonksiyon olsun. Bu durumda X tog uzayi Alexandroff ise Y

yari-Alexandroff'tur.
Ispat:

(X,7) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) — (Y, v) fonksiyonu yari-surekli, ic-stirekli ve yari-kapal

bir fonksiyon olsun.

f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu yari-surekli ve ic-surekli bir fonksiy
oldugundan surekli bir fonksiyondur. Dolayisiyla yukakd teoremden Y uzayi

yari-Alexandroff uzay olur.

Teorem 3.16.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) bir fonksiyon olsun. (Xz) uzay! Alexandroff f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu ic-
surekli, yari-homeomorfizma ise (Yy) topolojik uzay yari-Alexandroff'tur.
(Arenas ve ark.,1998).
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Teorem 3.17(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y,
v) bir fonksiyon olsun.f : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu ic-surekli, yari-
homeomorfizma ve Ysari baslantisiz nodec fJ-uzay olsun. X Alexandroff ise Y g-

Alexandroff'tur.
Ispat:

(X,7) ve (Y, v) iki topolojik uzay olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v) bir
fonksiyon olsunf : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu ic-surekli, yari-homeomorfizma ve Y

asirl baglantisiz nodec f>-uzay olsun.

Bu durumda X topolojik uzayr Alexandroff ise Y tdppk uzayl yari-
Alexandroff'tur.

Y topolojik uzay! air bgilantisiz nodec i>-uzay oldgundan Y topolojik
uzayinin g-Alexandroff oldgu elde edilir.

Teorem 3.18.X ve Y yari-Alexandroff topolojik uzaylar ise ¥ uzayida

yari-Alexandroff'tur.(Arenas ve ark.,1998)

Teorem 3.19.(X, 1), (Y, v) ve XxY topolojik uzaylar airi bgslantisiz nodec

uzay olmak lGzere X ve Y Alexandroff uzay ise¥de Alexandroff'tur.

Ispat. (X, 1) ve (Y,v) topolojik air baglantisiz nodec ve Alexandroff uzaylar
olsun. Bu durumda (X1) ve (Y, v) topolojik uzaylar yari-Alexandroff topolojik
uzaylar olacaktir. Bu durumda yukaridaki teoremidégnen sonug elde edilir.
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BOLUM 4

g-0-ALEXANDROFF UZAYLAR

Tanim 4.1.(X, 1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. U, X'te agik kime olmak
tzere AJU iken &-cl(A) OU ise A'ya 6-g-kapali kiime denir. (Dontchev ve
Ganster,1996).

Tanim 4.2. X bir topolojik uzay olmak Uzerd alt kimesini alalhmX \ A

kiimesio-g-kapall iseA kiimesined-g-acik denir
(Dontchev ve Ganster,1996).

Teorem 4.3.X bir topolojik uzay veAll X olsun. Bu durumdasagidaki

ifadeler denktir:

(1) A, 6-g-aciktir,

(2) F kapali veF LI A oldugundaF LI 5-int(A) olmasidir
(Dontchev ve Ganster,1996).

Tanim 4.4. Bir (X, 1) topolojik uzayindad-acik kiimelerin herhangi arakesiti
g-acik ise (Xg) topolojik uzayina genelferiimi s &-Alexandroff (gé&-Alexandroff)

uzay denir.

Teorem 4.5.Her Alexandroff uzay @-Alexandroff'tur.
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Ispat:

(X,7) bir Alexandroff topolojik uzay uzay olsun. {ALl1} X'te &-acik

kimelerin bir ailesi ve A da bunlarin arakesisuol.

A= ﬂAi

iol
seklindedir.
Bu durumda A agik bir kiime ve dolayisiyla A g-aigikt

Yani (X, 1) g-0-Alexandroff'tur.

Uyari 4.6. Asagidaki ornek her g@-Alexandroff uzayin Alexandroff uzay

olmadgini gostermektedir.
Ornek 4.7.(Arenas ve ark.,1998)

X reel ekseni ve lizerindeki topoloji elemanlarl %" olmak lizere
]

acik arahklari vél, X olsun.
X g-0-Alexandroff'tur.

Ote yandan, {0} kimesi acik kiimelerin arakesitidincak acik bir kiime

degildir.
Bu nedenle X Alexandroff uzay gédir. (Arenas ve ark.,1998).

Teorem 4.8.(X, 1) bir topolojik uzay olmak Uzeresagidaki kagullar (X, 1)
icin denktir:

(2X, g-0-Alexandroff'tur.

(2-g-acik kimelerin arakesitleri g-agiktir.
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Ispat:

(1)>= (2): X topolojik uzayr gé-Alexandroff uzay olsun. {Ailll}, X
topolojik uzayindad-g-acgik kiimelerin bir ailesi ve A kiimeside bunlaarakesiti

olsun. Yani

A= nAi

iol
olsun. A kiimesinin g-acik olggunu gostermeliyiz. Bu yuzdenFX kapali bir

kiime ve F1A olsun. Bu durumda_i U | icin FOA; olacaktir.

Oyleyse Aler 3-g-acik oldgundan ve F1A; oldugundan velli O icin
FOo-intA;
olur.

B= ﬂé_—intAi

in
ise kabulden dolay! B g-agiktir.
B g-acik oldgundan, RlintB olur.
intB OintA
oldugundan
FO intA
olur. O halde A g-aciktir.

Dolayisiylad-g-acik kiimelerin arakesiti g-aciktir.
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(2= (2): d-g-acik kimelerin arakesitleri g-acik olsun.

{Bi:illl}, X'te &acik kiimelerin bir ailesi, B de bunlarin arakesisun. Yani

B= ﬂBi

iol

olsun. Li O 1 icin Bi kiimelerid-acik kiimeler oldgundanDi Ll I'icin Bi
kimelerid-g-aciktir.

Kabulden dolay arakesitleri de g-agiktir.

O halde X topolojik uzayi @-Alexandroff'tur.

Teorem 4.9.(X, 1) bir topolojik uzayi olmak Gzereagidaki kasullar denktir:
() X, g-6-Alexandroff'tur.
(2) o-kapal kiimelerin birlgmleri g-kapalidir.

Ispat

(1= (2):X topolojik uzayr gé-Alexandroff olsun. {G :i L1}, X
topolojik uzayindad-kapali kiimelerin bir ailesi ve C kiimeside bumavirlesimi

olsun. Yani

c=lJc

icl
olsun. Bu durumda

X\C=X\| JCi

il

=(X\C)

ial



BOLUM 4. g-3-ALEXANDROFF UZAYLAR Ci. 6GUS

dir.
Ui U ligin Ci’ler d-kapali oldgundan XCi’ler &- agiktir.

(X, 1) topolojik uzay gé-Alexandroff topolojik uzay oldgundan X\C kiimesi g-acgik

olacaktir.
O halde C kiimesi g-kapalidir.
Yani &-kapali kiimelerin birlgmleri g-kapalidir.
(2)= (1): d-kapali kimelerin birlgmleri g-kapali olsun.

{Aiiilll}, X topolojik uzayindad-acik kiimelerin bir ailesi, A da bunlarin

arakesiti olsun. Yani

A= nAi

idl
dir. Bu durumda

X\A=X\ A

idl

=J(X\A)

i0l
dir. Oi U ligcin Al'ler d-acik old@gundan X\A'ler &kapalidir.
Kabulden dolayr X\A g-kapahdir. X\A g-kapali iseg-aciktir.
O halded-acik kimelerin herhangi arakesiti g-aciktir.

Yani, (X, 1) topolojik uzayi gé-Alexandroff uzay olur.
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Teorem 4.10.(X, t) bir topolojik uzay! olmak Uzeresasidaki kasullar denktir:

(1) X, g-6-Alexandroff'tur.
(2) d-g-kapali kiimelerin birkgmleri g-kapalidir.
Ispat

()= (2): X bit g-0-Alexandroff topolojik uzay olmak Uzere

{Ci:illl} ailesi X topolojik uzayindad-g-kapali kiimelerin bir ailesi C de bunlarin
birlesimi olsun.

c=lJc

il

dir. Bu durumda

X\C=X\ JCi

inl
=(X\C)
in)
dir.
Ui U ligin Ci’ler 8-g-kapali oldgundan XCi’ler &-g-agiktir.
(X, 1) topolojik uzayu gd-Alexandroff oldigundan X\C g-aciktir.

O halde C, g-kapalidir. YaRig-kapali kimelerin birkgmleri g-kapalidir.

(2> (1): 0-g-kapali kiimelerin birkgmleri g-kapali olsun. {4illl},

X topolojik uzayindad-acik kiimelerin bir ailesi, A da bunlarin arakesisun. O
halde

A= ﬂAi

idl
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olur.

X\A=X\ [ Ai

idl

=J(X\A)

iol
"dir.

Ui U Iicin Ay'ler d-acik old@gundan X\A'ler d-kapalidir. Her d-kapali kiime
0-g-kapali oldgundan X\A'ler &-g-kapali olur.

Kabulden dolayi X\A g- kapahdir. Dolayisiyla A agiktir.

O halde (X;1) bir g-0-Alexandroff uzay olacaktir.
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BOLUM 5

g-0-ALEXANDROFF TOPOLOJ iK UZAYLAR VE
FONKSIiYONLAR

Tanim 5.1.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay, f :(X, t) - (Y, v) bir fonksiyon
olmak Uzere&-acik kiimelerin ters resmtacik isef :(X, 1) - (Y, v) fonksiyonunad-
sureklidir denir (Noiri, 1980).

Tanim 5.2.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay, f :(X, t) - (Y, v) bir fonksiyon
olmak Uzere acik kiimelerin ters resdracik isef :(X, 1) - (Y, v) fonksiyonuna

super sureklidir denir (Munshi ve Bassan, 1982).

Teorem 5.3.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay, f :(X, 1) - (Y, v) 1-1 ve 6rten
fonksiyon olmak Uzere kapali ve stper surekli olgXnt) uzayr gé-Alexandroff ise

(Y, v) uzayi gé-Alexandroff olur.
Ispat:

(X,7) ve (Y, v) iki topolojik uzay, f :(X, 1) - (Y, v) bir fonksiyon

olmak Uzere kapall ve stper sirekli olsun.

X g-0-Alexandroff topolojik uzay ve Vi:iol}, Y'deki &-kapali kiimelerin bir

ailesi olsun. V= UVi olsun.
idl

Varsayimdan dolayi

u=J f ),

iol
X'te g-kapalidir.

f (Vi) &-kapall ve X uzay @-Alexandroff oldgundan
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U=l v

idl
de g-kapalidir.
(Levine,1970)’ye gorev= f(U), g-kapalidir.
Bu nedenle Y topolojik uzayi §-Alexandroff olarak elde edilir.

Teorem 5.4.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay, f :(X, 1) - (Y, v) bir 1-1 ve
orten bir fonksiyon olmak Uzere agik ve super Mirelsun. (X, t) uzayr gé-

Alexandroff ise (Y,v) uzay! gé-Alexandroff olur.
Ispat:

(X,1) ve (Y, v) iki topolojik uzay, f :(X, 1) - (Y, v) bir 1-1 ve o6rten

fonksiyon olmak Uzere agik ve super surekli olsun.

Bu durumda f :(X, 1) - (Y, v) fonksiyonu kapali doniim oldyundan

yukaridaki teoremden istenen elde edilir.

Tanim 5.5. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsun. X'in her g-kapal alt
kiimesinin gorintusid Y’de g-kapali i§€X, 1) — (Y, v) fonksiyonu g-kapali olarak
adlandirlir.(Malghan, 1982)

Tanim 5.6. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsun. X'in her g-acik alt
kimesinin goéruntistu Y’de g-acik idgX, 1) - (Y, v) fonksiyonu g-acik olarak
adlandirlir.(Malghan , 1982)

Teorem 5.7.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olsunf : (X, t) - (Y, v) Orten,
surekli, g-kapali bir fonksiyon olsun. X Alexandiade Y g-o-Alexandroff'tur.
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Ispat:

(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf : (X, t) - (Y, v) oOrten,

surekli, g-kapali bir fonksiyon olsun.

{B:illl}, Y topolojik uzayinin-kapal alt kiimelerinin bir ailesi ve B de

bunlarin birlgimi olsun.

BIU Bi

idl
seklindedir.

f surekli ve X Alexandroff oldgundan

A= f*(B)=Jf(B)

inl

X topolojik uzayinda kapalidir.

f:(X,1) - (Y,v) Orten ve g-kapall oldiundan
B=f(A)

Y topolojik uzayinda g-kapalidir.

Boylece Y topolojik uzayi gé-Alexandroff olur.

Teorem 5.8.(X, 1) ve (Y,v) iki topolojik uzay olsunf : (X, 1) - (Y, v) 1-1
,orten, surekli, g- acik bir fonksiyon olsun. X A#ndroff ise Y gs-Alexandroff'tur.

Ispat:
Yukaridaki teoreme benzer olarak gorulur

Tanim 5.9. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf hem g-siurekli hem g-
acilk isef : (X, 1) - (Y, v) bire-bir,6rten fonksiyonu g-homeomorfizma

(genellgtirilmi s homeomorfizma) olarak adlandirilir. (Maki ve at®91).
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Tanim 5.10.A’nin cekirdesi olan A" kiimesi A’nin tiim acik {st kiimelerinin
arakesitidir. (Maki,1986)

Tanim 5.11.Bir (X, 1) topolojik uzayinin altkiimesiger
A= A" ise A-kiime (Maki,1986)
ve

A=LNF, (L, A-kime ve F kapal) isd -kiime (Arenas ve ark.,1997) olarak

adlandirilir.

Tanim 5.12. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonu; &er (Y,v)'nin her kapal V kimesi icirf *(V) (X, 1)’'da g-kapali ise g-

sureklidir denir. (Balachandran ve ark.,1991).

Tanim 5.13. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf : (X, t) - (Y, v)
fonksiyonu; ger (Y, v)’nin her kapal V kimesi icirf (V) (X, t)'da A -kapali ise

A -sureklidir denir. (Arenas ve ark.,1997).

Teorem 5.14. K, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsun. Biff : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonu icin aagidakiler denktir:

Q) f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu sureklidir,
(2) f:(X,1) - (Y, v) fonksiyonu g-surekli vel -stireklidir.
(Arenas ve ark.,1997).

Teorem 5.15.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf : (X, 1) - (Y, v)
orten, g-surekli vel -sirekli, g- kapali bir fonksiyon olsun. X Alexandfrise Y go-

Alexandroff'tur.
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Ispat:

(X,7r) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf : (X, 1) - (Y, v) orten, g-

surekli ve A -surekli, g- kapali bir fonksiyon olsun.

f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu g-surekli vel -surekli old@gundan streklidir.

Bu durumda istenen elde edilir.
Teorem 5.16 Bir f: (X, 1) - (Y, v) fonksiyonu icin gagidakiler denktir:
(15 : (X, 1) — (Y, v) sureklidir,
2)f: (X, 1) - (Y, v) yari-surekli ve ic-surekli bir fonksiyondur.
(Ganster ve Reilly,1993).

Teorem 5.17.(X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsunf : (X, 1) - (Y, v)
orten, yari-surekli ve ic-surekli, g- kapali binfsiyon olsun. X Alexandroff ise Y g-

5-Alexandroff'tur.
Ispat:
Yukaridaki teoremden istenen eldéred

Tanim 5.18. (X, 1) ve (Y, v) iki topolojik uzay olsun. f : (X, 1) - (Y, v)
fonksiyonu icin Y'nin hers-g-kapallV kimesi icin X'teki ters goruntusd (V) &-

g-kapali isd : (X, 1) - (Y, v) fonksiyonus-g-kararsiz olarak adlandirilir. (Dontchev
ve Ganster, 1996).

Teorem 5.19.(X, 1) bir topolojik uzay ve (Yp) topolojik uzay! bir aygim
uzayi olmak tzeré: (X, 1) - (Y, v) 1-1, orten fonksiyonunu alalirh: (X, 1) - (Y,
v) fonksiyonus-g-kararsiz vef o d-g-kararsiz olmak tzere X topolojik uzayi &-

Alexandroff ise Y topolojik uzayida @-Alexandroff'tur.
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Ispat

K, 1) bir topolojik uzay ve (Y,) topolojik uzay! bir aygim uzayi
olmak Uzerd : (X, 1) - (Y, v) 1-1, o6rten fonksiyonunu alalin.: (X, t) - (Y, v)

fonksiyonud-g-kararsiz vef ° d-g-kararsiz olsun.

{V.:i U1} Y topolojik uzayinin 3-g-kapal alt kiimelerinin bir ailesi ve V

kiimesi de birlgmi yani

v= Vv

i0l
olsun.

f: (X 1) - (Y, v) o-g-kararsiz ve X topolojik uzay &Alexandroff

oldugundan

U= vy = 1)

ial

X'te g-kapalidir.f : (X, 1) - (Y, v) orten vef! fonksiyonug-g-kararsiz

oldugundan V#(U), Y topolojik uzayinda-g-kapahdir.
Boylece VH#(U), Y’'de g-kapalidir.
Sonug olarak Y gé-Alexandroff'tur.

Teorem 5.20. X, 1) bir topolojik uzay olsun(X, 1) Ti-uzay ise(X, 1) Tz
uzaydir. (Dontchev ve Ganster,1996).

Teorem 5.21. X, 1) bir topolojik uzay olsun(X, t) Tssuzay ise(X, 1) Ty/2-
uzaydir. (Dontchev ve Ganster,1996).
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Teorem 5.22. X, 1) bir yari-dizenli §4 topolojik uzay olsun. Aagidaki
ifadeler denktir:

(1) (X, 1) g-o-Alexandroff uzaydr,
(2) (X, 1) Alexandroff uzaydir.
Ispat:

Yari-duzenli 34 uzaylar yari-dizenli 1,-uzay oldgundan istenen

elde edilir.



BOLUM 6. g-3-ALEXANDROFF UZAYLARIN ... C.i. 6GUS

BOLUM 6

g-0-ALEXANDROFF TOPOLOJ iK UZAYLARIN OZELL IKLERT

Teorem 6.1.Bir (X, 1) topolojik uzay tek kogulugu X olan bir x noktasina

sahipse bu uzay g-Alexandroff 'tur.
Ispat:

Bir (X,t) topolojik uzayi tek korgulugu X olan bir x noktasina sahip
olsun. Bu durumda Arenas ve ark.,(1998)'den {Xtopolojik uzayi g- Alexandroff

ve buradan (Xg) topolojik uzayr g-6-Alexandroff 'tur.

Teorem 6.2. (Dontchev ve Ganster,1996). (X) bir yari-dizenli uzay ve
AX olsun. Asagidakiler denktir:

(1) A, o-g-kapahdir.
(2) A, g-kapahdir.

Teorem 6.3.(X, 1) yari-duzenli bir topolojik uzay olmak tUzerges (X, 1)
topolojik uzaylr gd-Alexandroff uzay ise her J X noktasi bir minimal d-g-

komsuluga sahiptir.
Ispat:
(Xg) yari-duzenli bir topolojik uzay olmak tzere (,topolojik
uzayi gé-Alexandroff uzay olsun.

{Ai:ilJ1} ailesi x noktasinin tiind-g-acik konguluklarinin bir ailesi olsun. Bu

durumdaﬂA , X'in minimal d-g-komsulugu olur.
iol
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Teorem 6.4.(Dontchev ve Ganster,1996).

(X, 1) topolojik uzay! bir aysim uzayi olmak Uzere gagidakiler
denktir:

(1) A, (X, 1) uzayindad-g-kapalidir,
(2) A, (X, 1) uzayinda g-kapalidir.

Teorem 6.5. Bir (X, 1) topolojik uzayr bir aysim uzayl olmak Uzere

asagldakiler denktir:
(1) (X, 1) g-Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) g-o-Alexandroff uzaydir.
ispat

(X,7) topolojik uzayr bir aygim uzay olmak tzere g-kapal kiimeler

d-g-kapali oldgundan istenen elde edilir.
Teorem 6.6.(X, 1) yari-duzenli bir uzay olmak tGizergagidakiler denktir:
(1) (X, 1) uzay! gé-Alexandroff uzaydir,
(2) (X, 1) uzay! g-Alexandroff uzaydir.
Ispat:
(= ):(X, 1) bir yari-dizenli gi-Alexandroff topolojik uzay olsun.

{Aiilll}, X'te g-acik kiimelerin bir ailesi, A da bunlararakesiti olsun.

A= ﬂAi

idl
dir.

X g-6-Alexandroff oldigundan A g-aciktir.
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Sonug olarak (Xr), g-Alexandroff uzay olur.

(O ): (X, 1) bir yari-diizenli g-Alexandroff uzay olsun. {1},

X'te g-6-acik kimelerin bir ailesi, A da bunlarin arakeslsun.

A= ﬂAi

idl
dir. (X, 1) g-Alexandroff oldgundan A g-aciktir. O halde A &aciktir.
Buradan, (Xr) g-6-Alexandroff olur.
Teorem 6.7. Arenas ve ark.,1998)
Bir (Xz) topolojik uzayi icin gagidakiler ifadeler denktir:
(1) (X, 1) Ry ve g-Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) ayrsim uzayidir.
Teorem 6.8.Bir (X, 1) yari-diizenli uzayi icin sagidakiler denktir:
(1) (X, 1) uzayiRy ve g-Alexandroff uzaydir.
(2) (X, 1) uzayiRy ve go-Alexandroff uzaydir,
(3) (X, 1) ayrsim uzayidir.
ispat

(X, 1) topolojik uzayr bir yari-diizenli uzayr olmak ueeg-kapali

kiimelers-g-kapal olacaktir.

Ote yandan (Xg) topolojik uzayininR, ve g-Alexandroff uzay olmasi icin
gerek ve yeter klun (X, 1) topolojik uzayinin aygim uzay olmasi istenenin elde

edilmesini sglar.
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Teorem 6.9.(Dontchev ve Ganster,199qX, 1) bir yari-duzenli T,»-uzay ve
A[X olsun.Asagidakiler denktir:

(1) A, 6-g-kapalidir,
(2) A, kapalidir.

Teorem 6.10.(X, 1) uzay bir yari-diizenli 1, uzay olmak tzeresagidakiler
denktir:

() (X, 1) uzayi gé-Alexandroff uzaydir,
(2) (X, 1) uzay! Alexandroff uzaydir.
Ispat:

(X, t) bir yari-dizenli T-topolojik uzay olmak Uzere g-kapal

kimelerin kapali olmasi istenenigsar.

Teorem 6.11.(X, 1) uzay! bir yari-dizenli 1> uzay olmak tzeresagidakiler
denktir:

(1) (X, 1) uzayi gé-Alexandroff uzaydir,

(2) (X, 1) uzay! Alexandroff uzaydir,

(3) (X, 1) uzay! g-Alexandroff uzaydir.
Ispat:

(X, t) uzayr bir yari-dizenli Fruzay olmak Uzere yukaridaki

teoremden istenen elde edilir.
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Teorem 6.12(Dontchev ve Ganster,1996).

(X, 1) bir Rytopolojik uzay ve A, X'in kompakt alt kimesi olsuftisagidakiler
denktir:

(1) A bir 6-g-kapali kimedir.
(2) A bir g-kapah kiimedir.

Teorem 6.13.(X, 1) bir R;topolojik uzay ve her A alt kimesi kompakt alt

kiime olsun. Bu durumdaagidakiler denktir:
(1) (X, 1) uzayi gé-Alexandroff uzaydir,
(2) (X, 1) uzayi g-Alexandroff uzaydir.
Ispat:

(X,7) bir Rjtopolojik uzay ve her A alt kimesi kompakt alt kime

olmak Uzere yukaridaki teoremden elde edilir.

Teorem 6.14.(X, 1) bir topolojik uzay olsun. (Xg) bir ayrik topolojik uzay ise
g- 6-Alexandroff uzaydir.

Ispat:

(Xz) bir ayrik bir topolojik uzay olsun. {A LI}, X'in  &- acik

altkimelerinin bir ailesi ve A da bunlarin arakiesisun.

A= ﬂAi

iol
dir. (X, 1) bir ayrik uzay oldgundan A aciktir dolayisiyla g-aciktir.

Buradan (X;) topolojik uzayi g-o-Alexandroff olur.
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