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1 GIRiS

Son yillarda katihal fiziginin uygulamalari dramatik bir gelisme gostermistir ve de hizla
gelismeye devam etmektedir. Bu uygulamalar, sanayideki genis kullanim alanlarindan dolayi, bir
¢ok arastirmaya konu olmus yariiletkenler iizerinedir [1]. Diyot, transistor, entegre, laser, giines
pili (solarcell) gibi pek ¢ok elektronik ve opto-elektronik devre elemani yapiminda yariiletkenler
kullanilir. Bu tip devre elemanlari, direk bakir kablo gibi saf iletken ya da plastik gibi elektriksel
yalitkanliklart olan maddeler yerine belli durumlarda iletime izin veren maddelerden yapilabilir.
Ornegin bir diyot bir yonde akima izin verirken diger yonde akim gecirmez. Bu da bir yoénde
iletken, diger yonde yalitkan davranigi gerektirir. Boyle bir aygit i¢in ne saf bir iletken ne de
yalitkan kullanilabilir.

Yariiletkenin iletkenliginin kontrol edilebilir olmasi tercih sebebidir. Ancak
yartiletkenler tabiatta bulunduklari halleri ile kullanilamazlar, devre yapimindan 6nce gerekli
fiziksel ve kimyasal islemlerden gegerler. Iletkenliklerini artirmak icin bilingli olarak
katkilanabilir, laboratuvar ortaminda bilesik eleman halinde elde edilebilir ve tabakalarin boyutlar
degistirilip yeni ozellikler kazandirilabilir. Daha 6nemlisi saflastirilan kristaller model (alttas)
alinarak iizerine alttaki kristal yapisini taklit ederek biiyiiyen, istenilen nitelikte yeni yariiletkenler
yetistirilebilir. Bu isleme ‘epitaksi’ denir. Bunu miimkiin kilan kristal yetistirme teknikleri
giintimiizde olduk¢a gelismistir. Stv1 faz epitaksi (LPE), buhar faz epitaksi (VPE), metal organik
kimyasal buharla biriktirme (MOCVD) ve molekiiler 1s1n epitaksi (MBE) bu tekniklerin temelini
olustururlar.

Yogun madde fizigindeki arastirmalarin diisiik boyutlu sistemler iizerinde yogunlasmasi
sagirtict degildir. Kristal biiyiitme tekniklerindeki gelismeler arastirmalarin deneysel olarak ii¢
boyuttan iki, bir, sifir boyutlu sistemlere kadar ger¢eklesmesini miimkiin kilmigtir. Diigiik
boyutlarda c¢alisilmasinin temel nedeni, materyalin boyutlarinin de Broglie dalga boyu
mertebesinde (1004°) oldugunda kuantum etkilerinin goriilmesidir [2]. Kuantum etkileri
elektronun davranigint degistirir bu da materyalin elektronik 6zelliklerini etkiler. Belirli 6zelliklere
sahip bir materyalin elektronik ve optik 6zellikleri boyutlar1 kiigiiltillerek degistirilebilir, yeni
ozellikler kazandirilabilir. Diisiik boyutlu yapilar kuantum kuyular: (QW), telleri (QWs) noktalar1
(QD) olup, sirastyla elektronun hareket yoniindeki kisitlamalarin artistyla olusturulurlar. Burada
kisitlamak ile vurgulanan boyutun de Broglie dalga boyu mertebesinde kiigiiltiilmesidir

Kisitlanmamis bir katida elektron (ya da bosluk) ii¢ yonde de serbesttir. Oyleyse bir yariiletken

tabakas1 kisitlanmamigsa serbestlik derecesi saysi {igtiir. Serbestlik derecesi sayis1 D L kisitlanmis
yon sayist D, ile gosterilirse D/,-i-Dc =3 esitligi tim katilar i¢in gegerli olur. Béylece kuantum
kuyularinda elektron momentumunun kisitlanmus yon sayist D =1 oldugundan bu yap: “hemen

hemen iki boyutlu”, kuantum tellerinde D_,=2 oldugundan yap1 “hemen hemen bir boyutlu”,



kuantum noktalarinda ise D, =3 oldugundan yap1 “hemen hemen sifir boyutlu” yapr olarak bilinir.

Burada yapilarin 6niine getirilen ‘hemen hemen’ ifadesi aslinda sifir sayilan boyutun de Broglie
dalga boyu mertebesinde olup diger boyutlarin yaninda ihmal edildigini hatirlatmak igindir.
Asagidaki tabloda boyutlar ve serbestlik dereceleri gosterilmistir [3].

Tablo 1: Dért temel sistem igin elektron hareketinin serbestlik derecesi sayis1 D Ve

kisitlama yonii sayis1 D, .

Sistem D, Df
Kiilge (katr) 0 3
Kuantum kuyusu 1 2
Kuantum teli 2 1
Kuantum noktasi 3 0

Diisiik boyutlu yariiletken yapilar igerisinde {izerinde en ¢ok aragtirma yapilmis olan
yapilar Gads ve Ga,_ Al As yariletkenlerinden olusan heteroyapilardir. $ekil 1(a)’ da
Ga,_ Al As-Gads -Ga,_ Al As yariletkenlerinin st iiste yetistirilmesi ile olusmus diisiik

boyutlu bir yap1 gosterilmistir.
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Sekil 1: Ga;,Al,As-GaAs-Ga, Al,As kuantum kuyusu . (a) Cok ince, dar bant aralikli bir GaAs

tabakasi, iki kalin ve daha genis bant aralikli Al,Ga, As tabakalar1 arasina yerlestirilmistir. (b)

Elektronlar sonlu bir kare kuyu potansiyeli ile ince GaAs tabakasinda tuzaklanmaktadir.



Burada x parametresi, GaAs malzemesi igine katilan aliiminyum (Al) malzemesinin
ylizdesini gosterir ve degeri 0 ile 1 arasinda degisir. GaAs icine katilan Al, bu malzemelerin
iletkenligini ve enerji-bant yapisini (Eg) etkin bir sekilde degistirir. Bu degisiklik Sekil 1 (b)’de
acik olarak goriilmektedir. Al, i¢ine katildig1 malzemenin enerji-bant yapisin1 degistirmektedir. Al
malzemesinin yariiletkenlere kazandirdigi bu o6zellik, ileri teknolojik malzeme retiminde
vazgecilmez bir 6zellik olarak ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle de literatiirde bu konuda birgok
calisma yapilmistir. Bu ¢aligsmalarda izlenen yol agiktir. Hangi aygit ya da 6zellik tasarlaniyor ise
buna uygun potansiyel profili olusturulur. Potansiyel profili, iistte bahsettigimiz tekniklerle
yetistirilir ve buna ek olarak manyetik alan, elektrik alan ya da hidrostatik basing gibi dis etkilerle
amaca uygun bicime getirilir. Bu sekilde yapilan ¢ok sayida ¢alismanin tiimiinii burada belirtmek
miimkiin degil ancak birka¢ 6rnek gosterilebilir. E. Kasapoglu ve digerleri tarafindan hidrostatik
basincin GaAs/ AlGaAs kuantum telinde safsizlik baglanma enerjileri iizerine etkisi[4], H. Kark1
ve digerleri tarafindan manyetik alanin Gads/ AlGaAs silindirik kuantum kuyu telinde bagh
elektronik enerji diizeyleri lizerine etkisi ¢alisilmistir[5]. Villamil, Cabra ve N.Porras-Montenegro
silindirik GaAds/ AlGaAs kuantum kuyu telinde gecis enerjileri ve safsizlik durumlarinin
manyetik alan altindaki degisimini[6], Brown ve Spector ise Gads/ AlGaAs kuantum kuyu
telinde eksiton baglanma enerjilerini ¢aligmiglardir[7]. Ayrica Li, Branis, ve Bajaj, silindirik
GaAs/ AlGaAs kuantum kuyu teline manyetik alan uygulandiginda eksiton baglanma
enerjilerindeki degisimleri hesaplamislardir[8].

Bu tez calismasinda, kuantum telinin iiretilme sirasinda parabolik biiyiitiilebilecegi bir
yap1 tasarlanmigtir. Bu yapi A/ konsantrasyonunun baslangigtaki sifir degerinden ylizde kirk
oranina kadar kontrollii bir sekilde artirilarak gelistirilmesi miimkiin bir yapidir. Boyle bir yapida
bant siireksizlikleri parabolik bir kusatma olusturmustur (Materyali yetistirme sirasinda olusturulan
kusatma, uzaysal kusatma olarak ifade edilir).Bu sisteme yetistirilme dogrultusunda manyetik alan
uygulanarak manyetik alan etkisi ile ikinci bir parabolik kusatma yaratilmistir. (Bilindigi gibi
hareketli bir yiikiin hizina dik dogrultuda diizgiin bir manyetik uygulanirsa, yiik manyetik alana dik
olan diizlemde dairesel bir yoriingede hareket eder). Yapinin simetrisi hi¢ bozulmadan, bu yap1
igerisinde bir eksitonun baglanma enerjisinin hesaplanmasi bu ¢alismanin esas konusudur ve
literatiirde daha once galisilmamustir. Ayrica ayni yapida safsizlik baglanma enerjilerini inceleyen
bir tez de yapilmistir[9]. Son olarak bu ¢alismada tasarlanan parabolik kuyunun deneysel olarak
biiyiitiilebilmesinin miimkiin oldugunu gosteren bir ¢alisma W. Q. Chen ve digerleri tarafindan

yapilmistir[10].



1.1  Hemen Hemen Serbest Elektron Modeli ve Enerji Bantlar:

Katihal fiziginin ¢ok ¢esitli ve gii¢lii uygulamalarinin temelini anahtar bir sorunun cevabi
olusturur. Bu soru, bir kati igerisindeki elektronun elektrik ve manyetik alan gibi bir dis etkiye
maruz kaldiginda nasil davrandigidir. lk ¢alismalarda bir metal igerisindeki elektronun davranisini
aciklayabilmek igin ‘serbest elektron model’i gelistirilmistir.

Serbest elektron modelinde, metal igerisinde elektronun hi¢ bir engelle karsilagmadan
istedigi her yonde hareket edebildigi varsayilmistir. Boylece problem, kristal icerisinde, iyonlarla
ve diger elektronlarla etkilesmeyen dolayisiyla da higbir potansiyel etkisinde kalmayan, yalnizca
kinetik enerjiye sahip tek bir elektron problemine indirgenmistir. Bir dis etki olmadig siirece,
elektron metalden disar1 kagamayacagi igin bugiin metalin is fonksiyonu olarak bildigimiz
potansiyel, elektronu serbest bulundugu bir kuyuda smirlayan sonsuz duvarlar olarak alinmuistir.
Elektronun sonsuz bir kuyu igerisinde serbest¢e hareket edebilmesi, bir kap igerisindeki gazin
davranist ile ayni goriildiigiinden serbest elektronlara elektron gazi da denilmektedir. Modelde,
elektron yalnizca kinetik enerjiye sahip oldugundan gazlarin kinetik teorisindeki sonuglar,
elektronun kinematigi ile ilgili problemlerin ¢6ziimiinde basarili olmustur. Ohm yasas1 ve termal
iletkenlik bunlardan birkagidir. Ancak teori yine de yetersiz kalmistir. Ornegin deney sonuglari
yiiksek sicakliklarda, artan sicaklikla metalin iletkenliginin azaldiginmi gdstermistir. Serbest elektron
teorisi ile bu agiklanamamistir. Ayrica teori, diisiik sicakliklarda 6z 1s1y1 deney sonuglariyla
karsilastirildiginda olduk¢a yanlis tahmin etmistir. En Onemlisi metal, yariiletken ve yalitkan
arasindaki farki agiklayamamustir. Serbest elektron teorisindeki bu yetersizligin kaynagi teorinin
iizerine kuruldugu ongoriilerde yatmaktadir. Teorideki temel kusur, elektrona etki eden kristal
potansiyelinin smirlar haricinde tiimiiyle ihmal edilmis olmasindan kaynaklanir. Oyleyse kristal
potansiyelini de hesaba katan yeni bir teoriye ihtiya¢ vardir.

Kiristal potansiyeli, kristal icerisindeki bir test elektronunun iyon korlar1 ile etkilesiminden
olusan potansiyel ile diger iletim elektronlari ile etkilesiminden olusan potansiyellerin toplamidir.
Kristal potansiyelinin hesaplanmasi istenirse iyon korlarindan kaynaklanan potansiyelin hesabi
yapilabilir. Ters uzayda kristal 6rgii noktalar1 periyodik oldugundan elektron-iyon potansiyelini
hesaplanmasinda fazla bir sikinti ile karsilasilmaz. Ancak elektron-elektron etkilesiminden
kaynakli potansiyelin hesabinda bazi giigliikler agiga c¢ikar. Ciinkii potansiyelin tam olarak
hesaplanabilmesi i¢in, test elektronunun etkilestigi diger tiim iletim elektronlarinin durumlarinin
bilinmesi gereklidir. Ancak bu kez de problem cok parcacik problemine doniisiir. Bu giigliikleri
asmak icin elektron-elektron etkilesimi zayif oldugu i¢in 6rgii potansiyeli yaninda ihmal edilmistir.

Bir kati igerisinde elektronun enerji diizeylerini elektron-iyon etkilesimini de hesaba
katarak tanimlayan bu yeni model ‘hemen hemen serbest elektron modeli’ dir ve yasak ve serbest
enerji bantlar1 kavramini agiklar. Yasak ve serbest enerji bantlari yariiletken fiziginin énemli bir
kavramidir ve metal, yalitkan ve yariiletkenlerin elektriksel karakteristiklerinin arasindaki

farkliliklar1 agiklayabilmektedir.



Akim, kati igerisindeki siirekli yiik akigi oldugundan elektrik alan gibi bir dis kuvvet
kristale uygulandiginda elektronun tepkisini belirlemek 6nemlidir. Bildigimiz gibi elektronun 6rgii
icerisindeki hareketi serbest uzaydakinden farklidir. (bkz. Etkin Kiitle Kavrami) Yariiletken
icerisinde ¢ok sayida elektron bulundugundan, her bir parcacigin hareketini takip etmek
imkansizdir. Bu nedenle oOnce elektronlarin kristal icerisindeki istatistiksel davraniglarina
bakilmistir. Pauli disarlama ilkesi elektronlarin uymasi gereken istatistik yasalarini belirlemede en
onemli faktordiir.

Bant modelinin serbest elektron modelinden ayrildig1 en 6nemli nokta, kristal i¢erisindeki
elektronun enerjisini artik siirekli degerler yerine bantlar seklinde tanimlamasidir. Enerjinin bantlar
seklinde tanimlanmasi kristaldeki bir elektronun yasak bantlarda bir enerji degeri alamayacagini,
elektronun yalnizca izinli bantlarda bulunabilecegini gosterir. Bu durumlar izinli enerji ve yasak
enerji kavramlar ile ifade edilirler. Bu kavramlari anlamak i¢in hidrojen atomunu ele alalim.
Hidrojen atomu kuantum mekaniginde ¢oziilen temel problemlerden birisidir ve elektron enerji
Ozdegerleri hesaplanabilmistir. Bu analiz bize tek elektronlu bir atoma bagh elektronun
enerjilerinin kuantumlu oldugunu ve sadece bazi enerji degerlerini alabilecegini gostermistir.
Ayrica hidrojen atomu probleminde elektronun radyal olasilik fonksiyonu da belirlenmistir. Bu
fonksiyon elektronun ¢ekirdekten herhangi bir uzaklikta bulunma olasiligini verir. Tek bir atom
icin bulunan bu sonuclar kristale, iyon-iyon ve elektron-elektron etkilesmesi ihmal edilerek
genigletilebilmistir. Kuantum mekanigi ve Schrodinger denklemi kullanilarak problem, bir tek-
kristal igerisindeki tek bir elektrona uygulanabilir. Aradaki fark bu kez Schrédinger denkleminde
elektron—iyon etkilesimini veren terimin de hesaba katilmasidir. Bu durumda problem hala tek
pargacik problemidir.

Eger iki hidrojen atomunu birbirine yaklastirirsak elektronlarinin dalga fonksiyonlari {ist
iiste biner. Bunun anlamu iki elektronun etkilestigidir. Bu etkilesme sonucu enerji diizeyi ikiye
ayrilir. Bu yarilma Pauli disarlama ilkesinin sonucudur. Etkilesen iki parcacigin enerji
diizeylerindeki yarilmay: acgiklamak igin asagidaki basit &rnegi kullanalm. iki 6zdes yaris
otomobili bitis ¢izgisinden farkli uzakliktadirlar. Tki otomobil arasinda higbir etkilesim yoktur.
Dolayistyla her iki ara¢ da ayni hiza ulasmak icin esit giligler harcamalidir. Ancak arkadaki arag
ondeki araca yaklagtiginda aralarinda ‘siiriiklenme’ denilen bir etkilesme olur. Bu anda arkadaki
ara¢ ondeki araca dogru ondeki ara¢ tarafindan cekiliyormus gibi hizlanir (Ondeki ara¢ hava
siirtiinmesini yener ve arkadaki arag siirtiinmeden daha az etkilenir). Ondeki aracin aym hiza
ulasmasi i¢in daha fazla gii¢ harcamasi gerekir. Arkadaki ara¢ ise ondeki araca dogru hizlandigi
icin daha az glicle yoluna devam eder [11]. Boylece etkilesen iki yaris otomobilinin enerji
degerlerinde bir yarilma olusur. Simdi varsayalim ki periyodik olarak diizenli dizilmis hidrojen
atomlar1 var. Ancak bu baglangi¢ durumunda atomlar birbirleriyle etkilesmeyecek kadar uzaktalar.
Atomlari birbirine dogru yaklastirabildigimizi varsayalim. Elektronlarin enerji diizeyleri yarilir ve

bir bant olusturur. Ciinkii elektronlar Pauli disarlama ilkesine gore ayni kuantum durumunda



bulunmamalidir. Béylece her bir elektron ayri bir kuantum durumunu isgal etmelidir ve enerji

bandi kavrami bu durumlara karsilik gelen enerjilerin olusturdugu kesikli yapidir. Bu etki Sekil-2
de gosterilmektedir. Burada 7, parametresi kristalin denge durumunda atomlar arasi mesafeyi

gostermektedir.

Elektron enerjisi

I

|
|
L 1

5 ——  Atomlar aras1 mesafe

Sekil 2: Bir enerji diizeyinin yarilmasi.

Burada verdigimiz 6rnekte izinli kuantum durumlarinin sayisinin kiigiik oldugu gériiliiyor.

Ancak kristal igerisine girdigimizde bantlar igerisinde olduk¢a cok sayida enerji diizeyiyle

karsilasiriz. Ornek olarak, 10" tane tek elektronlu atomlardan olusan ve denge durumunda izinli

enerji bant genisligi 1eV olan bir sistemi alalim. Acikcasi, boylesi bir sistemde her bir elektronun

farkli enerji durumlar1 arasindaki mesafe 107" eV olur. Bu enerji aralifi oldukga kiigiiktiir ve

pratik olarak enerji bandinit hemen hemen siirekli kabul edebiliriz.



Elektron enerjisi

Elektron enerjisi Vakum
Vakum diizeyi
Elektron enerji diizeyleri
Yasak aralik
Valans E
band1 G
genisligi
—>
? 2ph  -150.84¢y
2s2i -108.21¢v
Vakum
Yariiletken e
o]
=2.35 -
Kristal a=e Yalitilmig
Vakuny/Si arayiizeyi (c) (b) atom
(a)

Sekil 3: Si kristalinde tek bir elektronun enerji diizeyleri.

Sekil-3 te (¢) den (a) ya kadar kati igerisinden yalitilmis atoma kadar tek bir elektronun
enerji diizeyleri asama asama gosterilmis ve enerji diizeylerinin sayisal degerleri Si i¢in verilmistir.

Sekil-3 (a) da yalitilmis notr Si atomunun enerji diizeyleri gosterilmistir. Valans kabugu diizeyleri,

vakum diizeyi altinda (VL=0eV) —6.53¢eV da 3 p2 ve yine vakum diizeyi altindaki —13.57 eV da

3s” dir. Burada negatif isaret degerlerin vakum diizeyi altinda oldugunu belirtmek igin
kullanilmustir. Sekil-3 (b) de bir kristal yapisi olusturacak bicimde yan yana dizilmis pek ¢ok notr
Si atomu bir araya geldiginde, yalitilmig bir atomun enerji diizeylerinin nasil yukari kaydigi ve

enerji diizeyleri bandinin kendi i¢inde nasil genisledigi gosterilmistir. Sekildeki ‘a’ en yakin komsu
iki Si atomu arasindaki mesafedir ve orgii sabiti olarak bilinir. Si kristalinde a, =2.354",
yalitilmig bir Si atomu i¢in ise atomlar arasi hicbir etkilesme olmadigimi belirtmek i¢in a = o
degerlerini alir. Sekil-3 (b) de 3s ve 3p valans elektronu enerji diizeylerinin, bir enerji araligi ile
birbirinden ayrilan ve enerji bantlari olarak bilinen kendi i¢inde ikiye ayrildigi da goriilmektedir.
E ile gosterilen enerji araligi yasak enerji araligi olarak bilinir ¢iinkii elektron bu aralikta bir

enerji degerine sahip olamaz. Yasak araligin {izerindeki banda iletim bandi, altindaki banda ise



valans bandi denir. Agik¢a goriiliiyor ki valans ve iletim bandinin her ikisi de yalitilmis Si
atomunun 3s’ve 3 pzvalans elektronu enerji diizeylerinden gelmektedir. Dolayisiyla dikkate

almmast gereken bant yapisi valans elektronlarinin bant yapist olmalidir. Valans elektronlari
cekirdege zayif bagl iken daha i¢ kabuktaki elektronlar c¢ekirdege siki baglidir ve tamamen

doludurlar. Bu elektronlar ve gekirdegin tiimii genellikle iyon koru olarak adlandirilirlar. Sekil-3
(a) da iyon koru enerjileri de gosterilmektedir. Bu enerji diizeyleri sirasiyla 25> de —150.84 €V ve
2 p2 de —108.21 eV degerlerine sahiptir. Sekil-3 (c) de ise test elektronunun Si +4 iyon koru ve

diger valans elektronlar1 ile Coulomb elektrostatik etkilesimi sonucu etkisinde kalacagi bir V(x)

potansiyelinin bir boyutta ¢izimi verilmistir. Dikkat edilirse vakum-Si arayiizeyinden uzaklasilarak
kiilge Si igerisine gelindiginde potansiyel enerjinin hemen hemen a,(=2.354")periyodu ile

periyodiklestigi gortiliir[12].



1.2  Etkin Kiitle Yaklasim

Bir elektronun kristal igerisinde hareketi, genel olarak serbest uzaydaki hareketinden
farklidir. Eger kristale bir dis kuvvet uygulanirsa, kristal icerisindeki elektrona etkiyen tek kuvvet
bu olmaz. Kristalde pozitif yiiklii iyonlar elektronun orgii igerisindeki hareketini etkiler. Sekil-4 te
kristaldeki bir elekrona etkiyen kuvvetler goriilmektedir. Bu durumda elektrona etkiyen toplam

kuvvet asagidaki gibi yazilabilir:

Fropraw = Fpis + Fic =ma 1-1

Burada a ivme, m ise elektronun durgun kiitlesidir. Kristal igerisindeki tiim i¢ kuvvetleri
hesaplamak oldukga zor oldugundan, sanki m* kiitleli bir parcaciga yalnizca F, pis kuvveti etki

ediyormus gibi diisiiniilebilir ve,

F, =md—F), 1-2

yazilabilir.
Burada a ivmesi artik dogrudan dis kuvvetle iligkilidir. m* parametresi ise ‘etkin kiitle’ olarak

adlandirilir ve pargacign kiitle degeri ile i¢ kuvvetlerin timii m* igerisinde saklidir [12].
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Sekil 4: (a) Serbest uzayda elektron. (b) kristal i¢erisinde bir elektron.

Etkin kiitle kavramimi bir benzetme kullanarak acgiklayalim. Bir bardak bilyeyi birinci
durumda su ile dolu bir kaba, ikinci bir durumda ise yag ile dolu bir kaba bosalttigimizi
varsayalim. Bilyelerin bu iki ortamdaki davraniglarimi izleyelim. Beklenildigi gibi bilyeler su
icerisine, yagdakine oranla daha hizli disecektir. Bu 6rnekte dis kuvvet gravitasyonel kuvvet, i¢
kuvvetler ise sivinin viskositesi ile iligkilidir. Burada, bilyenin diiserken donmesi ve bilyeye
etkiyen siirtlinme kuvveti gibi tiim i¢ etkileri etkin kiitle igerisine atarak bilyelerin serbest diisme

yaptigimm1 kabul ediyoruz. Ancak burada bilyenin ivmesi, arttk g yergekimi ivmesi ile degil

denklem 1-5 ile verilir:

.
mg=m a
m
a="8

m

Bu yaklagim ile bilyelerin bu iki durumdaki davraniglarinin farkli olma nedenini, bilyenin

kiitlesine baglayarak agiklayabiliriz. Diyebiliriz ki su ve yag dolu bu iki kabm yerine her ikisi de
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bos olan iki kap var ve bunlar igerisine sirastyla fakli kiitleli bilyeler serbest birakiliyor. Burada son
durumda serbest birakilan bilyelerin kiitlesi bos kablarin her ikisi i¢in de, ger¢ek bilye kiitlesinden
farkli olur. Bilyenin bu sekildeki kiitlesini bilyenin etkin kiitlesi olarak ifade edebiliriz. Kristalde
de elektronun etkin kiitlesi bu ornekte oldugu gibi i¢ kuvvetleri iginde barindiran bu nedenle de
¢Oziimlerimizi kolaylastiran ‘etkin kiitle yaklagimi1’ nin bir sonucudur.

Kristalde elektronun etkin kiitlesini Sekil-5 te gosterildigi gibi k’ya karsi E egrisini

kullanarak agiklamaya ¢alisalim.

k=0 k =

Sekil 5: letim band.

Sekil 5 ‘hemen hemen serbest elektron modeli’ne gore ¢izilmistir. Bilindigi gibi serbest
elektron modelinde bu grafik bir paraboldiir ve serbest elektronun enerji degerleri siireklidir.
Ancak hemen hemen serbest elektron teorisine gore yariiletken i¢in E-k egrisi ¢izilirse bu egrinin,
kristalin 6rgli noktalarinda siirekli olmadig1 goriiliir. Bu grafik igin yalnizca kiigiik k degerlerinde
bir parabol yaklagimi yapilabilir. Burada kiigiik k degeri ile kastedilen iletim bandinin minimumu
civari (k=0 civar1) ya da valans bandmin maksimumu civaridir. Oyleyse bu yaklasimin bir sonucu
olarak, etkin kiitle ifadesi ile serbest elektron kiitlesinin k=0 civarinda esitligi saglanmalidir. Bu

esitligi gostermeden Once etkin kiitle i¢in bir ifade tiiretmeliyiz.

Serbest elektron modelinde, elektron dalga fonksiyonu eik'}7 formunda diizlem dalga ile

verilir. Dalga paketi i¢in grup hizi denilen ortalama bir hiz tanimlanir ve elektronun bu hizla

hareket ettigi varsayilir.

V=—— 1-6
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Burada F serbest elektronun enerjisidir ve drnegin sisteme bir elektrik alan uygulanirsa
degisecektir. Simdi elektrona etkiyen kuvvetin biiyilikliiglinii Newton yasasia gore asagidaki gibi

yazabiliriz:

pdk _dp _ v

—= m— 1-7
dt dt dt
Burada p elektronun momentumudur ve kuantum mekaniginde,
p=hk 1-8
ile verilir. Eger 1-5 denkleminde v hizi yerine yazilirsa asagidaki denklem elde edilir.
1 1 0°E
— =0 1-9
m h° ok

Goriildiigti gibi bu sonuca gore m kiitlesi E ’nin k ile degisimini icermektedir. Oysa biz
elektronun kiitlesini tek bir sabit olarak biliyoruz iste bu nedenle buradaki m kiitlesi etkin kiitle

olarak adlandirilir ve cogunlukla m * ile gosterilir.

1 10E
— =7 1-10
m* h° Ok
k2
Eger bu ifadede F enerjisi yerine serbest elektron enerjisi £ = yazilirsa, elektronun etkin
2m

kiitlesi ile bosluktaki kiitlesinin birbirine esit oldugu goriiliir.
Sonug olarak elektron iletim band1 minimumunda klasik bir pargacik gibi diisiiniilebilir ve

hareketi Newton mekanigi ile tanimlanabilir. I¢ kuvvetler ve kuantum mekaniksel &zellikler

dogrudan etkin kiitle igcine atilir. Ayrica izinli enerji bandimin minimumunda bir elektrona bir

elektrik alan uygulanirsa elektronun a ivmesinin bilyiikliigiinii asagidaki gibi yazabiliriz.

_—ek

m*

n

a 1-11

Burada m *,, iletim bandinin minumumu yakinindaki bir elektronun etkin kiitlesidir ve sabittir.
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1.3  Saf Yaniletkenler

Bir yariiletken kristalin safligi farkli atom ya da kusurlar igermemesi ile belirlenir. Saf bir
yartiletkende diisiik sicakliklarda, ¢ok sayida kovalent bagdan sadece bir kag1 kirilir ¢iinkii atomik
korlarin 1sisal(termal) titresimi i¢in yeterli 1sisal ya da kinetik enerji yoktur. Bdylece iletim
bandinda birkag elektron ve valans bandinda da sadece birka¢ bosluk vardir. Saf yariiletkende
diisik sicakliklarda elektron ve hol konsantrasyonunun diisiik olmasi nedeniyle elektriksel

iletkenlik ¢ok kiiciik, direng yiiksektir. Ornegin, saf silikonun direnci siv1 nitrojen sicakhiginda
(77 K de) gok yiiksektir( = 10*’ ohm-cm). Dolayisiyla bu durumdaki bir silikon sifir iletkenlige ya
da sonsuz dirence sahip bir yalitkandir. Karsilastirmak amaciyla en iyi yalitkanin oda
sicakliginda( 300K ) saf SiO, ya da kuartz oldugu ve direncinin 10"® ohm-cm  oldugu

sOylenebilir[12,13]. Eger sicaklik artirilirsa, molekiil ve atomlarin kinetik enerjisi artacagindan
atomik korlar daha hizli titresir elektron c¢ifti baglarmin bazilarimi kirar. Bagdan kurtulan her

elektron ardinda bir hol birakarak ayrilir. Bu elektronlar ve holler, 6z (intrinsic) tasiyicilar olarak

bilinir ve yariiletkenin 6z iletkenligini saglarlar. Oda sicakliginda (25°C ya da 300K civarinda),
pek ¢ok elektron ¢ifti bagi giiclii 6rgii titresimleri tarafindan kirilir. Sonugta saf silikon icerisinde

0

101 em™ yogunlukta elektron ve holler olusur ve silikonun direnci 3.2x10° ohm-cm ye diiser.

Saf bir yariiletken kristalde, tiim sicakliklar i¢in elektron ve hol konsantrasyonu birbirine
esittir. Ciinkii yukarida belirtildigi gibi bir hol bagdan kopan bir elektrondan olusur. Ciinkii hol
elektronun biraktig1 bosluktur.

Elektron konsantrasyonu N( sayt / cm3 ) ve hol konsantrasyonu P ( sayt/ cm3 ) ile gosterilir
ve ‘tastyict yogunlugu’ olarak bilinirler. Katkisiz yariiletkende elektron ve hol konsantrasyonlari

esittir ve 71, ile gosterilir. Burada ‘i’ indisi yariiletkenin ‘intrinsic (katkisiz, 6z)” oldugunu belirtir.

N=P=17, 1-12
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1.4 Katkili Yaniiletkenler

Saf yariiletkenlerde bile istenmeyen safsizlik atomlari vardir ve bu atomlari tamamen ayirt
etmek oldukg¢a zordur. Ancak zaman zaman saf yariiletkenlere kontrollii olarak safsizlik eklenerek,

yariiletkenin iletkenlii ya da direnci biiyiik olgiide degistirilmektedir. Ornegin 300K de Si

katkilanirsa direnci 10° ohm-cm den 10° ohm-cm ye diiser. Bin tane atomik diizlemden olusan bir
Si ince filmindeki safsizlik konsantrasyonunun tam bir kontrolii, silikon transistorlerin ve entegre
(IC) teknolojisinin bel kemigini olusturur. Safsizliklar, yalnizca yariletkenin iletkenliginin
biiyiikliigiinii degil, iletkenlik tipini de belirler. Iletkenlik tipi ile kastedilen iletimin elektron ya da
hol tarafindan hangisi ile saglandiginin bilgisidir. n-tipi yariiletkende elektrik iletimini saglayan
tastyicilar elektronlar, p-tipi yariiletkende ise hollerdir. Daha genel bir ifade ile N>P ise yariiletken
n-tipi, P>N ise p-tipi, N=P ise yariiletken katkisizdir (intrinsic) denilir.

Safsizlik konsantrasyonu asagida 6zetlenen yollarla kontrol edilebilir:

1. Safsizlik atomlar1 kristalin biiyiitiilmesi sirasinda eklenir.

il. Kristal tabakalarmin yilizeyi iyonlar ile bombardiman edilerek safsizlik atomlar1
eklenir.

1. MBE, LPE veya VPE gibi ince film biiyiitme teknikleriyle yapilan epitaksiyel
biiyiitme siiresince safsizlik atomlar1 eklenir.

iv. Yiiksek sicakliklarda saf kristal igerisine safsizlik atomlar1 difiize olurlar
(yayilirlar).

Bir safsizlik atomu, yariiletkende bir 6rgii noktasina yerlesebilir ve burada yerlestigi
yariiletkenin atomuyla (ev sahibi atom ile) yer degistirebilir (substitution impurity) ya da
yariiletkenin iki atomu arasinda bir yere yerlesebilir (interstitial impurity)[12,14]. Ancak ikinci
duruma yani safsizlik atomunun katkilanan materyalin iki atomu arasinda bir yere oturmasi
durumuna pek odaklanilmaz. Bunun nedeni bu konumdaki safsizlik atomunun elektriksel olarak

aktif olmamasidir ve yariiletkenin elektriksel 6zelliklerine biiyiik bir katki getirmezler.

14



1.5  Yaniiletkenlerde Optik Siiregler

Bir yariiletkende optik siireg, materyalin 1s1ma yapmasi (radyasyon) ya da 15181 sogurmasi
ile gerceklesir. Isigin sogurulmasi ya da yayimlanmasi yariiletkenin bant yapisina baglidir.

Materyalin 15181 sogurarak iletken hale gegmesi ‘fotoiletkenlik’ olarak bilinir ve
fotodiyotlarin dolayisiyla da giines pillerinin temelini olusturur. Bunun tersi bir durum ise
materyalin 1s1, elektrik ve manyetik alan gibi bir dig etki ile 15181 yayimlamasi olayidir ve 1sik
yayan diyotlar (LED) ve yariiletken lazerlerin temelini olusturur. Yariiletken malzemeler bu
optoelektronik devre elemanlarinin yapiminda tercih edilirken bant yapilarina bakilir.
Yariiletkenler bant yapilarina gore dolayli (indirect) ve dogrudan (direct) olarak ifade edilirler.

Asagidaki sekil fotoiletkenlik icin dogrudan ve dolayli her iki gecisi de bir arada
gostermektedir. k=0 degerinde gergeklesen gegiste valans bandindaki bir elektron foton sogurarak
fotondan aldig1 enerji ile ardinda bir bosluk birakarak iletim bandina geger. Valans bandindaki
bosluk buradaki elektronlar tarafindan doldurulur. Bu gegis, dogrudan gecistir ve momentum

korunur.

iletim banch

E [dolsysiz)

|

‘ i

- [chalayl) ‘

E g . |

L |

valans band

1 — — —=
O k

Sekil 6: Bir yariletkende fotoiletkenlik olay1.

Elektronun fotonu tamamen sogurarak iletim bandina gegebilmesi i¢in fotonun enerjisi en
az yaniletkenin yasak aralik enerjisine esit olmalidir. Foton frekansi v, dalga boyu A ve ¢ 151k

hiz1 olmak iizere, gelen fotonun saglamasi gereken minimum enerji,
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E=hvo=— 1-13

esitligi ile verilir.
Fotonun minimum enerjisinin £ ¢ yasak enerji araligina esit olmasi gerektiginden gelen

foton i¢in minimum frekans degeri,

v, =——=-= 1-14

olur [13]. Sonug olarak dogrudan bant gecisli bir yariiletkenin, iizerine 151k diisiiriilerek iletkenligi
biiyiik dl¢lide artirilmak istenirse kullanilan 1s181n frekans: U, dan biiyiik olmalidur.

Dolayli geciste ise momentumun korunabilmesi i¢in valans bandinda 15181 soguran bir
elektronun iletim bandina gegebilmesi i¢in bir fononla etkilesmesi gerekir. Dolayisiyla elektrik
iletimi elektronun bir fononla etkilesme ihtimaline bagli oldugundan iletkenlik, dogrudan bant
yapili malzemelere oranla ¢ok daha disiiktlir. Asagidaki tabloda III, IV ve V grubu bazi
yariiletkenler i¢in bant parametreleri verilmistir. Burada ‘I’ (indirect) dolayli, ‘D’ (direct) dogrudan

gecisi simgelemektir.

Tablo 2: Dolayli ve dogrudan bant gecisli baz1 materyaller.

Materyal Element Yasak Yasak Tip
Grubu bant enerjisi |bant dalgaboyu
Eg (eV) (mm)
Ge v 0.66 1.88 I
Si v 1.11 1.15 I
AlP 1I-v 2.45 0.52 I
AlAs -v 2.16 0.57 I
AlSb I-v 1.58 0.75 I
GaP 11-v 2.26 0.55 I
GaAs 11-v 1.42 0.87 D
GaSb 1I-v 0.73 1.70 D
InP 1I-v 1.35 0.92 D
InAs 1I-v 0.36 3.5 D
InSb 1I-v 0.17 7.3 D
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Yeniden birlesme (rekombinasyon) olayinda iletim bandindaki bir elektron valans
bandindaki bir holle birleserek aradaki yasak enerji araligina uygun frekansta 1sik yayar.
Dolayistyla LED, lazer gibi cihazlarin yapimida dolaysiz yariiletkenler kullanilabilir. Dolayli
yariiletkenlerde elektron holle birlesirken agiga ¢ikan enerji yariiletkene 1s1 olarak aktarilir.

Asagidaki sekilde bu olay 6zetlenmektedir.

/iletim hand elektronlan

elektron gegigi

Dolaysiz (direct)
yasak bant enerjisi f’
“dir

foton enerjisi

r——————
hv = Eg4;

++++++

++++++HH+F
valans hand

A——
Momentum k

(a)

iletim band elektronlan

fonon enerjisi

foton enerjisi
dolayhindirect) vasak
faoton enerjisi aralk enerjisi }
R - ind
hw=Egqs *Ep et by = | "

ind ph hy = I'lnﬂ

walanzs band

A—
Momentum K

Sekil 7: (a) Dogrudan bant yapisina sahip bir yariiletkende rekombinasyon olay1. (b)

dolayli bant yapisina sahip yariiletkende rekombinasyon olay1.
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1.6  Heteroyapilar

Heteroyapularla, iki farkli yasak enerji araligina sahip yariiletkenlerin olusturdugu yapilar
kastedilir. Boyle bir yapiya neden ihtiya¢ duyariz? Bu durum asagida sekilleri verilen p-n eklemleri

kullanilarak anlagilabilir [14].

(b)

C’U”
ely i A

| | 4

Sekil 8: Enerji diyagrami (a) bir homoeklem, (b) bir heteroeklem

|
o)
i

Sekil 8(a) da dogru beslem altinda bir p-n eklemi goriilmektedir. Dogru besleme ile

kastedilen, bataryanin negatif ucunun eklemin n-tipi bdlgesine, pozitif ucunun ise p-tipi bolgesine

baglanmasidir. Burada eklemi olusturan malzemelerin her ikisinin de aym F < yasak aralik
enerjisine sahip oldugu goriilmektedir. Boyle bir yapi ‘homoeklem’ olarak bilinir. U yapmin

kontak potansiyeli (built-in voltage), U, ise disaridan uygulanan voltajdir ve U, voltaji ile kontak
potansiyelinin diistirtildigi goriilmektedir. Bunun anlami baglangigta n-tipi bolgesindeki bir
elektron igin bariyer yiiksekligi U, iken, dogru besleme ile yeni bariyerin U, -U, olmasidir. Bir
p-n ekleminde kontak potansiyeline ragmen n-tipi bolgeden p-tipi bolgeye elektronlarin sizdig

(diffuse) oldugu ve [ dif denilen bir akim olusturdugu bilinmektedir. Oyleyse kontak

potansiyelinin diisiirilmesi [ dif diftizyon akimini artirir. Sekil-8.(b) de goriilen yap1 ise bir
heteroeklemdir. Bu daha sonra gorecegimiz Tipll heteroeklemidir. Burada heteroeklemin n-tipi

bolgesi Sekil-8 (a) daki materyal ile aynidir dolayisiyla ayn1 E < enerjisine sahiptir. Fakat p-tipi
bolgesi materyali, yasak enerji arahg1 F ¢t AE < olan farkli bir materyaldir. Bu yapida hollerin

davranist i¢in homoeklem ve heteroeklem arasinda bir fark yoktur her iki durumda da n-tipi
bolgeye gegen hol sayisinda degisiklik olmaz. Fakat p-tipi materyalin enerji araligi daha biiyiik
oldugundan elektronlar artik daha biiyiik bir bariyerle karsi karsiyadir. Bunun sonucu n-tipi
bolgeden p-tipi bolgeye sizan (injection) elektron sayisi heteroeklemde homoekleme oranla daha
azdir. Peki bu iyi bir sey midir? Eger bir p-n-p transistoriiniin taban ve yayicisi (base and emitter)

arasindaki iligki diisiiniiliirse bu kesinlikle istenen bir seydir. Ciinkii bir p-n-p transistoriinde
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yayicidan tabana, tabandan da toplayiciya (collector) hol akisi saglanir. Bu noktada homoeklemde
oldugu gibi burada da sikintt yoktur. Ancak tabandan yayiciya elektron akisi istenmeyen bir
durumdur. Tabanda aradaki potansiyele ragmen p-tipi bolgeye sizan elektronlarin 6nlenebilmesinin
bir yolu olmalidir. Eger elektronlarin gordiigii bariyer yiiksek tutulursa elektronlarin dikkate deger
bir kismi engellenebilir. Bu mantikla yola ¢ikilarak iiretilen transistdrler, HBT(Heterostructure
Bipolar Transistor) olarak bilinirler. Simdi tekrar heteroyapilara donelim. Heteroyapilarda
elektronlar ve holler uzun siire bagli durumda kalamazlar. Asagida Sekil-9.(a) da katkilanmis bir

homojen kiilge yariiletkenin enerji diyagrami verilmistir.

(2) (b)

/ \

Sekil 9:Yariiletken bir kristalin enerji diyagramui. (a) degisken katki, sabit enerji bandi. (b)
katki yok, degisken enerji bandi.

Burada bant aralig1 sabit tutulurken, katkilama miktar1 soldan saga dogru gidildikge artirilmustir.
Katkilama p-tipidir ve yapida saga gidildik¢e alici konsantrasyonu artmaktadir. Elektronlar ve
holler i¢in secenek en diisiik enerjili durumdur ve agikca elektronlar yokustan asagi dogru
kayarken, holler yokus yukar1 kayacaklardir (aslinda kendi potansiyeline gore yokus asagi). Bu
durumda elektron ve hollerin akis yonii zit yonlerde olur. Sekil 9.(b) de ise katkilanmamis bir
yariiletken kristal goriilmektedir. Yapinin enerji araligt soldan saga dogru asama asama
daraltilmistir. Potansiyel enerji diyagramindaki yokuslarda simdi elektron ve hol ayni yonlerde
hareket etmektedirler. Eger elektron ve hol akisinin ayri ayri kontrol edilmesi istenirse, aygit
dizayninda kuskusuz heteroyapilar daha fazla tercih edilecektir.
Heteroyapilarin uygulamalarindan birisi olan modiilasyon katkili alan etkili transistor

(MODFET), yiiksek elektron mobiliteli transistor (HEMT) olarak da bilinir. Sekil-10 da kap1

bolgesi goriilmektedir.
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Sekil 10: HEMT temel yapisi.

GaAs kristali alttags olmak lizere, lizerine katkisiz GaAs tabasi biyitiilmistir. Kapt
bolgesinin hemen altinda metal- AIGaAs - GaAs heteroyapisi vardir. Bu heteroyapmimn

Ozelliklerini anlatmadan 6nce kisaca AI/GaAs yapisina bakalim. Yapinin 6rgii sabitindeki

degisim ¢ok kiigiiktiir. Buna karsin yasak enerji araligi 4/ atomlarindan etkilenir. £ < bant

enerjisinde bir artis olur. Bu artis orgiiye katilan A4/ miktartyla dogru orantilidir. Bu nedenle
bant enerjisi gereksinimlere gore diizenlenebilir. 4/GaAs tabakasi neden katkilanir? Amag
elektronlar elde etmek. Fakat GaAs tabakas: katkisizdir, bunun bir kurali var mudir? A/
miktarinin enerji bandmi artirdigy tistte ifade edilmisti. GaAs’ m enerji aralig1 daha kiigiik
oldugundan elektronlar katkilanmis AlGaAs ’tan katkisiz Gads’ a dogru akacaktir ve
GaAs’ ta birikecektir. GaAs tabakasinda safsizlik atomlarmnin olmamasi safsizlik
(impurity) sagilmalarinin da olmamasi demektir. Bu ise 6zellikle diisiik sicakliklarda yiiksek
mobilite anlamini tasir. Boylece ayni voltaj ile daha hizli aygitlar yapilabilir ya da diisiik

voltaj ile ayn1 performans elde edilebilir.
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Buraya kadar anlatilan Ornekler Tipl yapisi kullanilarak anlatildi. Genel olarak

heteroeklemler agagidaki bi¢imlerde bulunurlar.

Material B

Material A Material A Material B Material A Material B
—e———
A
EgB

C T Egs
Egs Ega +
Eg/.\

EgA

Tipl TipIl TipIIl

Sekil 11: Heteroyapi tipleri

21



1.7 Eksitonlar

Calismanin buraya kadar olan kisminda kusursuz bir kristalde hareket eden elektron ya da
hollerden s6z edildi. Kristaldeki elektronlarin birbiriyle olan etkilesimleri, benzer sekilde hollerin
kendi aralarindaki etkilesimleri ve elektronlar ile holler arasindaki etkilesimler ihmal edildi. Ancak
kristalde, Coulomb etkilesmesiyle birbirine bagli bulunan bir elektron-hol ¢ifti dikkate deger bir
enerjiye sahiptir. Bu nedenle iistte bahsedilen etkilesimlerin tiimiiniin ihmal edilmesi ¢ok da dogru
degildir. Elektronlarin karsilikli etkilesmeleri sagilmalari artiracagindan, bu etki yiiksek tastyici
yogunluguna sahip olundugunda 6nemli olabilir [15] ancak bir elektron ve hol arasindaki etkilesme
serbest tastyici konsantrasyonu kiigiik oldugunda dahi ilging sonuglar vermektedir. Eksiton
baglanmasi, kristale uygulanan bir elektrik alan (bu dis etki, manyetik alan, sicaklik vb. de
olabilir.) ile degisiklikler gosterir. Her biri kendi etkin kiitleleriyle hareket eden serbest elektron ve
holler arasinda Coulomb etkilesmesi sonucu baglt bir sistem olusur ve kristal igerisinde tek bir
parcgacik gibi dolasir. Elektron ve holiin olusturdugu bu iki pargacikli yap1 ‘eksiton’ olarak bilinir
ve ylk bakimindan notrdiir.

Saf bir kristalde eksiton iiretilebilmesi igin gerekli enerji, yasak bant enerjisinden biraz
daha azdir. Bunun nedeni elektron ve holiin bagli durumda olmalaridir. Dolayisiyla enerji diizeyleri

Sekil-12 de goriildiigii gibi iletim bandimin hemen altindadir.

Sekil 12: Eksiton enerji diizeyleri

Eksiton baglanma enerjilerinin hesaplanmasinda basitlik agisindan Hidrojen atomu
problemi (gergekte eksiton pozitronyum atomuna benzer) kullanilabilir. Ciinkii hidrojen atomu

problemi iki pargacigin Coulomb etkilesmeleri altindaki hareketinin ¢oziimlerini verir. Eger,
eksiton kiitle merkezinin hareketi ihmal edilir ve elektron ve holiin etkin kiitleleri (7, ve m,, )

kullanilirsa, eksiton sisteminin enerjisi asagidaki gibi bulunur:
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2
m, &, W,

n r o
W, =—(—7)—"5> 1-15
m En
Burada m, iki par¢acigin indirgenmis (reduced) kiitlesidir ve
m,.m,
m,=——— 1-16
m, + m,

ile verilir. & dielektrik sabiti , W,, =13.6 eV Hidrojen atomunun taban durum enerjisi, # tamsay1

ve m, elektronun serbest uzaydaki kiitlesidir. Eksiton baglanma enerjisi Wex" ’e daha dikkatli

bakilirsa en diisiik enerji diizeyi (n=1) ya da eksitonun taban durum enerjisi VV%1 olup Sekil-12

den de goriildiigii gibi iletim bandinin altindadir. Diger kuantum durumlarindaki eksiton enerjileri

w, w, w,
ise Zx , ;‘ , 16'6” ,.... biciminde azalarak iletim bandna yaklasirlar. Gergekte n — o’ a

kadar deger alan sonsuz tane enerji diizeyi vardir. Ancak n —> o0 degeri igin eksiton baglanma
enerjisi, iletim bandina karsilik gelir ki bu durumda artik elektron ve hol baglh degildir. Benzer
sekilde eksiton enerji diizeyleri valans bandinda da bulunamaz.

Miikemmel bir yariiletken kristale sahip oldugumuzu varsayalim. Valans bandi tamamen
dolu, iletim band1 bos ve iki bant arasindaki yasak aralik sonlu bir degerde olsun. Kristalin ilk
enerji diizeyi elektronik enerji diizeyi ile verildiginden, bir elektronun valans bandindan ayrilarak
iletim bandina gegtigi duruma bakalim. Elektron ve holiin her ikisi de sifir kinetik enerji ile biri
iletim bandinin minimumunda digeri valans bandinin maksimumunda bulunmaktadir. Eksitonlari
ihmal ettigimizde kristalin taban durum enerjisi AE ile verilebilir. Ancak elektron ve holiin bu
durumu kararsizdir. Her ikisi de en diisik enerjili durumu tercih etmek isteyeceklerinden

etkilesirler ve bir eksiton olustururlar. Simdi kristalin taban durum enerjisi degismistir ve

1
Wex

AE —

degerine diismiistiir. Burada AE yasak enerji araliginin biyikligidiir [16].
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1.8  Eksiton Tiirleri

Eksitonlar iki limit durumunda incelenmistir. Birinci durumda, baglanma enerjisi
oldukga zayiftir ve elektron ve hol genis yarigapli bir yoriingede birbirine bagli hareket ederler. Bu
tip eksitonlar, Wannier-Mott eksitonlar1 olarak bilinirler. Ikinci durumda ise elektron ve hol
birbirine siki baghdirlar ve kristal igerisinde ayni sitede(ayni atom etrafinda) bulunurlar. Bu

eksiton tipi ise Frenkel eksitonu olarak bilinir.

1.8.1 Wannier-Mott eksitonlari

tipik bir inorganik

materyal

=2 @2 e e &2
2 @ £ 2 o @
2 @ i@ & @} @
&2 e e @D e e
2 e o a2 2 2@
variletken resmi
iletim banch
L .

+
walanz band
takan durum WEMnier

ekaitonu

Sekil 13: Wannier Eksitonu. Baglanma enerjisi = 10meV, yarigap11004°

Yariiletkenlerde statik dielektrik sabitinin bilyilk olmasi, elektron ve hol arasindaki
Coulomb etkilesmesini biiyiik Olglide azaltmaktadir. Bu nedenle elektron-hol ¢ifti arasindaki

mesafe, kristal orgii sabitine oranla ¢ok daha biiyiik olur. Eger elektron-hol arasi mesafe orgii

7& dalga vektoriine sahip Bloch dalgalari cinsinden yazilabilir. Elektron ve holiin, kristal icerisinde
periyodik bir potansiyelle etkilestikleri kabul edilerek ve yalnizca elektron ve holiin etkin kiitleleri

dikkate alinarak, eksiton sisteminin hamiltonyeni asagidaki gibi yazilabilir:
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A A

re _rh

—E|¥(r.,5)=0 1-17
2m,*  2m,* .

€ o

Burada ¢, , statik dielektrik sabitidir. Bu denklemde hole ait terimleri gosteren ‘h’ indisi yerine

protonu simgeleyen ‘p’ indisi getirilirse denklem, hidrojen atomunun hamiltoniyeni ile ayni
olacaktir. Dolayistyla her iki sistem igin de (hidrojen atomu ve eksiton) ayni matematiksel ¢6ziim

yontemi izlenebilir. Eksiton baglanma enerjisi, bu durum dikkate alinarak bulunmus ve denklem

1.15 ile verilmisti. Hidrojen atomunun Bohr yarigapt a,=0.529 A° alinarak ve denklem 1.15 de

kullanilarak, eksiton sisteminin yarigapi, Bohr yarigap1 cinsinden asagidaki gibi yazilabilir:

. g’
a; =L~ 0500 4° 1-18
e‘m m,

m, indirgenmis kiitlesi, tipik olarak elektron kiitlesinin yarist ya da daha az1 oldugundan

ve bir yariiletken icin dielektrik sabiti 10 alinabileceginden, a: ’m, hidrojen atomunun

yaricapindan 20 kez daha biiyiik oldugu 1.18 denkleminden kolaylikla goriilebilir. Baglanma
enerjileri ise 1.15 denkleminde yaricaptakine benzer bir analiz yapilarak, Rydberg sabitinin 100

kat1 civarinda ya da 0.1eV oldugu bulunur [16,19].
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1.8.2 Frenkel eksitonlar:

tipik bir arganik materyal

2 2 @ @
2 o & 2
2 2 @ @

molekiler resim

taban durum frenkel eksitonu

Sekil 14: Frenkel eksitonu. Baglanma enerjisi = 1eV, yarigap1104°.

Frenkel eksitonlari, yalitkanlardaki elektron ve hollerin siki baglanmasiyla olusan
eksitonlardir ve tek bir parcacik gibi kristal icerisinde hareket ederler. Eksiton yarigapi, orgii

sabitine oranla ¢ok kiiciiktiir. Bu tez caligmasinda Wannier-Mott eksitonlart ile ¢alisildigindan

Frenkel eksitonlari i¢in detaya inilmemistir [16,19].
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1.9 Nanoyapilar: kuantum kuyu, telleri ve noktalari

Elektronlarin, dalga boyu ile kiyaslanabilir boyutlarda sinirlandig1 ya da hapsedildigi
durumlarda kuantum mekaniksel etkiler ortaya ¢ikar. Bu etkiler sonucu, diisiik boyutlu yapilarla
iiretilen aygitlarda, aygitin ilettigi akim gerilime karsi son derece duyarlidir ve bu nedenle de ¢ok
iyi kontrol edilebilir. Bu aygitlarin temelinde yatan kuram, elektronlarin dalga karakteristigidir.
Diisiik boyutlu bir yapinin bi¢cimi ve materyalleri hi¢ degistirilmeden, boyutlar1 elektron dalga
boyundan ¢ok biiyiik olacak bigimde biiyiitiiliirse ilk durumda goézlenen elektriksel ya da optiksel
ozellikler bu yeni boyutlarda gdzlenemez. Bunun daha iyi anlasilabilmesi i¢in giiniimiizde yaygin

olarak kullanilan Gads/ AlGaAs materyalleri iizerinde diisiiniilebilir. Daha 6nce ifade edildigi
gibi A/, Ga,_.As’ m yasak bant genisligi, Gads’ m yasak bant genisliginden biiyiiktiir. Bu iki
materyalden bir kuantum kuyusu elde edebilmek icin, materyaller, dista her iki tarafta
Al Ga,_ As, i¢te GaAs kalacak bigimde Sekil-1 de gosterildigi gibi sandvig edilirler. Eger bu
yapida Gads genisligi 20 A°’dan biiyiikk 400 A4°°dan kiiciik ise kuantum kuyu etkileri
goriilecektir. Asagida diisiik boyutlu yapilar gosterilmektedir.

AN

Kiilge Kuantum Kuyusu

oo

KuantumTelleri Kuantum Kutular:

Sekil 15: Diisiik boyutlu yapilar.
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Bolim 1.6 da heteroyapilar anlatilirken, potansiyel bariyerleriyle sinirlanmis ve bu
bariyerler arasinda kalan, elektriksel olarak aktif bir bolge goriilmiistii. Bu aktif bolge sikca
kuantum kuyusu olarak bilinir. Kuantum kuyulari iki 6zel limit durumunda smiflandirilabilirler.
Bunlar klasik ve kuantum kuyularidir. Klasik bir kuyunun genisligi, kuyudaki elektron ya da holiin
de Broglie dalga boyu ile karsilastirildiginda oldukga biiyiik iken, kuantum kuyulari i¢in bu deger
dalga boyu ile kiyaslanabilir ya da daha kiigiiktiir. Ancak bir kuantum kuyusunun genisligini
ayarlamada bir alt sinir gereklidir. Genisliginin minimum degeri, teorik hesaplamalar igin

elektronun bir kristal igerisinde bulundugunu gosterebilmelidir. Oregin GaAs icin orgii sabiti

a=5.654° degerindedir ve en az ii¢ tabakasi alinmas: gerektiginden kuyu genisligi i¢in alt sinir

184" civarinda olmalidir. Benzer sekilde genisligin, kuantum etkilerini yok etmeyecek bir iist
sinir1 olmalidir ve bu deger elektronun o kristal igerisindeki ortalama serbest yolu ile verilir.
Bu béliimde kuantum kuyulari, telleri ve noktalari olmak {izere ideallestirilmis ¢ tip

kuantum yapisi anlatilmistir. Ideallestirilmis yapilar ile asagida bahsedilen basitlestirmelerin

yapildig1 kastedilmektedir. Ilk basitlestirme, elektron (ya da hol) i¢in tamimlanan m* etkin
kiitlesinin. heteroekleme girdiginde genel olarak degigsmesine karsin, ideal bir yaklasim yapilarak
bu etki ihmal edilmistir. Diger bir basitlestirme heteroyapilardaki potansiyel enerji profili olup,
ideal bir yaklasimla potansiyel profili basamak bi¢iminde alinmustir. Asagida ideal potansiyel kuyu

profili gosterilmektedir.

L

A
v
N

-L/2 L/2

Sekil 16: Kuantum kuyu profili

Bir kuantum kuyusu, ayn1 materyalden yapilmis iki tabakanin arasina, farkli bir materyal
biiyiitiilerek tretilir. Bariyer malzemesinin yasak bant aralig1 i¢teki malzemenin bant araligindan
biiyiik olmalidir. Béyle bir yapida bant siireksizligi, kuyu icerisinde tasiyicilarin kusatilmasini

saglar. Bu sistemde ideallestirilmis potansiyel asagidaki gibi verilir:
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{0, l4|<L./2
V(z) = 1-19
V. |4=L./2

Burada V' ve L_ sirastyla kuyunun derinligini ve genisligini gostermektedir Boyle bir kuyuda

V(z) potansiyelinin yalmzca z ’nin fonksiyonu olmasi elektronun tek bir yonde kusatilmig
oldugunu gosterir. Oyleyse elektron x ve y yoniinde serbest olup, bu yonlerdeki dalga
fonksiyonu diizlem dalga ile verilir.

Kuantum telleri, iki boyutu elektron dalga mertebesinde olan kuantum kuyusu gibi
diisiiniilebilirler. Boylece kuantum telindeki bir elektron iki yonde kusatilmigken, tek yonde serbest

olur. Tki boyutlu ¥(y,z) kusatma potansiyeli,

) <y<L, .

V =
(:2) {V, y<0,2<0, y>L ,z>L

ile verilir.
Kuantum kutular1 ya da noktalar sifir boyutlu sistemler olarak bilinirler. Elektron bu

yapilarda ii¢ diisiik boyut icerisinde hapsedilir ve enerjisi i¢ yonde de kuantize olur.V(x,y,z)

kusatma potansiyeli,

0, kutuiginde

V(x,y,z)= . 1-21
(x.7.2) {V, diger yerlerde

ile verilir.
Kuantum kuyu, telleri ve noktalari i¢in dalga fonksiyonu ve enerji 6zdegerleri hesaplanabilir.

[lgili problem simetrisine uygun koordinatlarda ¢oziiliir.

Bu tezde galisilan nanoyapi ise silindirik kuantum telidir. Kuantum telinin uzaysal kusatmasi
parabolik secilmis ve manyetik alan da uygulanarak ¢ift parabol sistemi elde edilmistir. Cift

parabolik kuyu yapisinin nasil olusturuldugu asagidaki sekilde gosterilmistir:
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(c)

Sekil 17:Parabolik uzaysal kusatma. (a) manyetik alan yok (b) diisiik manyetik alan (c) yiiksek

manyetik alan
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Sekil-17 (a) da parabolik uzaysal kusatma goriilmektedir. Sisteme manyetik alan
uygulanmamstir. Sekil-17 (b) de sistem iizerine diisiik bir manyetik alan uygulanmistir. Manyetik
alan nedeniyle olusan ikinci parabol yayvandir ve sekilden goriildiigii gibi uzaysal kusatma
potansiyelinde fark edilir bir degisim yaratmamistir. Sekil-17 (c) de ise manyetik alan degeri
artirlmistir ve manyetik alanm uzaysal kusatmay1 artirdig1 goriilmektedir. Oyleyse ¢ift paraboliin
manyetik alan ile ayarlanabilir oldugu sdylenebilir. Daha sonra bulgularda goriilecegi gibi, iki
parabol arasinda olusan cepteki bir elektronun enerji diizeyleri manyetik alan ile degistirebilir.
Ayrica uzaysal kusatmanin parabolik segilmesi ile teorik hesaplamalarda kolaylik saglanmustir.
Bunun nedeni, manyetik alan altindaki kuyu probleminin ¢éziimlerinin biliniyor olmasidir. Teorik
hesaplamalarda parabolik uzaysal kusatma da ikinci bir manyetik alan gibi diisiiniilerek problem

kolaylastirtlmustir.
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2  YONTEM VE TEKNIiKLER

2.1  Diiz Cift Parabolik Kusatmada Elektronik Enerji Diizeyleri

Calismanin ~ bu  kisminda  eksitonik  hesaplamalarda  kullanilacagr  igin,
Gads — Al .Ga,_, As kuantum telinde tel eksenine paralel uygulanan manyetik alan altinda

sistemin elektronik enerji diizeyleri bulunmustur. Asagidaki sekilde silindirik kuntum telinin

sematik gosterimi verilmistir (Sekil 18).

Ga 1Al JAs Vp)
1
_/
GaAs
R P

Sekil 18: Silindirik kuantum telinin sematik gdsterimi

Manyetik alan ve parabolik uzaysal kusatma altinda R yarigapl silindirik kuntum telindeki bir

elektronun Hamiltoniyeni,

(P+S4)°
H=—C sV (p.h) 21

ile verilir. Burada P elektronun momentumunu, e elektronun yiikiinii, 72 = elektronun etkin
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kiitlesi, ¢ 151k hizin1 gdsterir. A4 ise vektor potansiyelidir ve

—  (Bxr
~_ (B
2
bigiminde se¢ilmistir. Bu se¢im 2 icin tek degildir. B manyetik alanimi degistirmeksizin, A’ ya
herhangi bir fonksiyonun gradyenti eklenebilir. Ancak bu se¢im ¢ok uygundur. Ciinkii B manyetik

alanmin dogrultusu z -eksenini tanimliyorsa, 4 vektdr potansiyelinden Hamiltoniyene gelecek

katki terimi iki boyutlu bir harmonik osilator potansiyeli bigimindedir. V' (0,¢) terimi ise skaler

potansiyeldir ve

P2
viop=1 R PR 23

0, p>R
seklinde tanimlanmugtir.

P, A ve V(p,p) degerleri Hamiltoniyende yerine yazilip gerekli diizenlemeler yapilirsa
Hamiltoniyen,

n* o* o 0’ eB e’B*  ,
—— + + +—L +——(x"+ +V(x, 24
2m" oxt oy’ 822) 2m ¢ 8m ¢’ ( YV e)

bi¢iminde elde edilir. Burada L_ agisal momentum operatoriiniin Z -bilesenidir [18]. Denklem 2-4

de dahil olmak tizere Boliim 2.1 deki gerekli tiim ifadeler i¢in ayrintili ¢6ziim [9] nolu kaynakta

verilmistir.

Silindirik koordinatlarda Hamiltoniyen asagidaki gibi yazilabilir;

2 2 2 2 2 22
o Lo Lo OB B irpg)s

H=-"— 2 2 2 N x Tz
2m Op~ pOp p- O¢ 2m 0z" 2mc 8m ¢

HlP(p:¢=Z):E\P(p:¢92) 2-6
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Hamiltoniyen 2-6 ile verilen 6zdeger denkleminde yerine yazilarak dalga fonksiyonlari igin

asagidaki sonuglar elde edilebilir.

Elektron iizerinde z yoniinde bir kusatma olmadigindan, elektronun z yoniindeki dalga

fonksiyonu, serbest par¢acik ¢oziimiidiir ve diizlem dalga ile verilir.
Y(z) = A" 2-7

@ yoniindeki ¢dziim ise, elektron bu yénde 277 periyoduna sahip oldugundan, asagidaki gibidir:
¥ (g) = Be™ 2-8

Burada m tamsayidir.

p yoniindeki ¢oziim bu asamada bilinmediginden, ¢6ziim U(p) fonksiyonu ile gosterilerek

elektronun genel dalga fonksiyonu,
¥(p,4,z) = Ne"™“e"U(p) 2-9
biciminde yazilabilir. Burada N normalizasyon katsayisidir ve

I|‘I’|2dr ~1 2-10

tiim

uzay
ifadesinden bulunur. U(p) fonksiyonu ise YW(p,4,z) genel c¢oOziimii Schrodinger dalga
denkleminde yerine yazilarak bulunur. U(p) ’ya bagh diferansiyel denklem diizenlenmis sekliyle

asagidaki gibidir:

2 2
d U(Z,D) L 1dulp) "_U(p) -’ p*U(p)+ AU(p) =0 2-11
dp® p dp p

Burada o siklotron frekansidir.

0= — 2-12
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2-11 denkleminde a)p2:§ doniistimii ve gerekli diizenlemeler yapilarak asagidaki boyutsuz

diferansiyel denklem bulunmustur.

CUE) U@ m e om0
& s + e +( 42 4+ha)cﬂ“” 2/10)U(§)—0 2-13

Bu denklemin ¢oziimleri ;

& |m|

U)=e?$’x 214
)

m

(Hypergeometric U[—a‘m“ I+ |m 14+ LaguerreL[a"

m|l >

bigimindedir[8].

Elektronun p yo6niindeki ¢6ziimii de bilindigine gore genel dalga fonksiyonu yazilabilir.

&l
W(&,4,2) = Ne™e'e 25 2 x

(HypergeometricU [—a‘ ’ J+ |m

2-15

<)

m

.61+ Laguerrel[a |

m|1 o

Ancak elektronun davranisi, kuyu igcinde ve kuyu disinda farkliliklar gostereceginden dalga

fonksiyonlari da farklidir. £—0iken HypergeometricU [—a' ‘m [l |m|,§] fonksiyonu 1raksar, bu

ise fiziksel degildir. Boylece igerideki ¢oziim;

L

Y.(E,¢,2) = Ne””’e‘“ZeiefTLaguerreL[a'w, ,|m|,§] 2-16

olur. Kuyu disinda ise £—o iken Laguerrel[a ‘m / ,|m|,§] fonksiyonu 1raksar ve disaridaki

¢Oziim;

£ |m

¥, (&,¢,2) = Ne””’e’kz:eigé’THypergeometricU[—a‘m‘l J+ |m|,§] 2-17
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bigiminde bulunur.

Burada a ve a' ler sonlu silindirik kuyudaki elektron icin enerji 6zdegerlerini veren
|m|1 |m1

parametrelerdir. A Ve a"m‘ , ler siireklilik kosullarindan birbiri cinsinden bulunabilirler ve

elektron i¢in enerji 6zdegerleri agagidaki bicimde elde edilir.

mhﬂn+1 47
+ 1+ o 1z

c

E :ha)c[a"m‘l

2-18

Burada elektron i¢in z yoniindeki kinetik enerji referans alinmistir, dolayisiyla bu terim 2-18

ifadesinde goriilmemektedir.

Elektronun taban durum enerjisi (m=0, /=1) ise

: 1 4V
E :h(()c(a 01 +E)(I+W)”2

2 c

2-19

olarak bulunur. Burada ¥, kuyu smirindaki ( p=R ) potansiyel degeridir. Denklem 2-19 a dikkat

edilirse V, sifir oldugunda taban durum enerjisi,
' 1
E:hwgam+5) 2-20

bi¢iminde olur. Manyetik alanin kii¢iik, kuyu yarigapinin biiyiik oldugu durumlarda a';, degerleri

tamsayilara yaklasir ve 2-20 denklemi bilinen Landau diizeylerini verir.
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2.2 Diiz Cift Parabolik Kusatmada Eksiton Baglanma Enerjileri

Bu boéliimde ayni yapida eksiton baglanma enerjileri hesaplanmistir. Cift diiz parabolik

kuyuda eksiton Hamiltoniyeni asagidaki gibi verilir:

Play @-fay
c N c

H= (2,840, 8) 221

* T * - N
2m . 2m h #re -

Hamiltoniyendeki e ve A alt indisleri sirasiyla elektron ve hole ait sabit ya da
parametreleri belirtmektedir, {iglincii terim ise elektron ve hol arasindaki Coulomb etkilesiminden

gelen katki terimidir. Burada ,

- -

Ve —Th

=[p." +p, —2p.p,cos¢,~¢,)+2"1" 222

olup elektron-hol aras1 mesafenin biiytikliigiinii verir (z =z, —z,).

Hamiltoniyene dikkat edilirse Coulomb katki terimi disindaki terimler, elektron ve holiin

ayr1 ayr1 kinetik ve potansiyel enerji terimleridir. Elektron ve holiin kusatma potansiyelleri

asagidaki gibidir:
Pe N2
V. (—/), ISR
V.(p..9.) = (g o 223
0, |pe >R
P2
V. , <R
Vi(pys$) = o R ) |P; | 2-24
0, |ph| >R

Eksiton probleminin ¢6ziimii i¢cin de daha once elektron i¢in yapildigt gibi, Hamiltoniyenin,
O0zdeger denkleminde yerine yazilarak denklemin ¢o6ziilmesi gerekmektedir. Ancak dalga
fonksiyonlarint belirleyebilmek icin Hamiltoniyenin tam olarak belirlenmis olmasi gerekir. Bu
nedenle elektron ve holiin kuyu yarigapina gore olast tiim konumlart dikkate alinmalidir. Clinkd
Hamiltoniyende yazilacak potansiyeller, elektron ve holiin bulundugu bélgeye gore degismektedir.

Elektron ve holiin bulunabilecegi durumlar asagida verilmistir:
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i. 0<p, A p, <R
i. p,>R A p, <R
ii. p,<R A p,>R

2-25

v. p, A p, >R

Bu durumlarin her biri i¢cin Hamiltoniyende potansiyel degistirilerek dort farkli ¢ozim elde

edilmistir.

Denklem 2-21 ile verilen Hamiltoniyenin kullanilarak elde edilen 6zdeger denklemi,
degiskenlerine ayrilamayan bir diferansiyel denklemdir ve analitik olarak ¢oziilemez. Bunun
nedeni Hamiltoniyendeki etkilesim terimidir. Oyleyse dalga fonksiyonu igin bir ¢dziim 6nerilebilir.
Eger genel ¢oziim,

*ﬂ‘i’e*i‘h

Tex(pe’ph’¢e’¢h’ze’zh) = \Pe(pe’¢e’ze)lyh(ph9¢h’zh)e 2-26

bi¢iminde Onerilirse problem ¢oziilebilir. Burada ¥,(p,,4,,z,)¥,(p,.#,,2,) fonksiyonu,

Hamiltoniyenden etkilesim terimi kaldirilarak bulunan diferansiyel denklemin analitik ¢éziimiidiir

ve tek bir elektron ve holden olusan etkilesimsiz bir sistemi tanimlar. Ancak etkilesim teriminin
hesaba katilmasi gerekir. Bu nedenle ¥, (p,,9,,z,)¥,(p,,®,,z,) fonksiyonu Gyle bir terimle

carptlmalidir ki elektron ve holiin aralarindaki mesafeyle hizla azalan bir fonksiyon elde

—A|re=rh

edilebilsin. Bu terim e

olarak secilmistir. Burada A varyasyon parametresidir. Genel
¢ozimdeki ¥, (p,,d,,z,) dalga fonksiyonu bir dnceki bélimde bulunmustu. Ayni ¢dziim,
sadece elektron sabitleri hol sabitleri ile degistirilerek hol ig¢in de yazilabilir dolayisiyla

Y, (p,.®,,z,) fonksiyonu da bilinmektedir.

Eksiton dalga fonksiyonlar1 kisaca elektron ve holiin bulundugu konuma gore asagidaki

gibi yazilabilir;

0<p., A p, <R.

\Pexl’
Y. SR A p, <R
lPex: ex2 IOe IOh 227
LP@XS’ peSRAph>R
LP@X4’ pe Aph>R

38



Burada dalga fonksiyonlar1 asagidaki gibidir:

* o0 2 % ' 2
_mea)epe _mha)hph
Y =N, Ex Ex
€ 1 m. o 5
Laguerrel[—*———,1,——= p,
& [a)eh 2 2% p.] 228
1 € m, @
Laguerrel[— — —"—1,—" 2
# [2 o h 2h Pu ]
Exp[-/l\/(pe -p) +2°]
Yoo (p) = Ny Expl e 2P 2P
HypergeomezricU[l_e_e, e D £.]
2 ol 2h 2-29
€ 1 m, @
Laguerrel[—*— —— 1, —2 2
8 [a) wh 2 2h Pu ]
Epl-(p, —p))* +2°]
—Wl*a)'p2 _m*a)pz
b Y =N,Ex e 7l g n PnPh
LaguerrelL[ E,e _1,1’ m, @, 0]
wh 2 2h 230
1 S m *a)
HypergeometricU[— — —"— 1, — 2
yperg B T ]
Expl-A(p, —£,) +27]
-m *a) Y2 2 —-m *a) P 2
W,y (p) = N, Expl————]Expl h4hh ]
HypergeometricU[~ — —< 1, e %o ;2
2ooh 2h 2-31
1 S m *a)
HypergeometricU[— ——"— 1,—0 " 5 ?
yperg [2 o Py ]

Exp[-/l\/(;e _,_D’h)2 +2°]
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Dalga fonksiyonlarindaki N,,N,,N;, N, katsayilar1 sinir kosullarindan bulunurlar.

N,=N 2-32
- " 'eRz " 'C
Exp[%]LaguerreL[ e,e —1,1, me @ R*]

N,=N . ‘;?2 @ch 2 IR 2-33
-m, ® 1 € m_ o
Exp[——<——1HypergeometricU[— — —*,1,——<R?
rl TS |Hyperg [2 o o ]

_ * ' R2 1 *
Exp[M]LaguerreL[ e,h -—,1, My @ R*]

Ny=N * 4}?2 oih_2 20 2-34
-m, @ 1 € m, @
Exp[—"—""_1HypergeometricU[— — —— 1,—1 0 R?
rl a7 |Hyperg [2 o v ]

—m, @ .R* o'
Exp[%]LaguerreL[e,—e—l,l, M. @ R*]

N =N 4h w.h 2 2h
e "o R? 1 € m. @
-m, @
Exp[——<—“—]HypergeometricU[— — —*,1,—=—< R*
7l a |Hyperg [2 o Y ]
. * ' R2 1 3 '
Exp[M]LaguerreL[ E,h ——,I,MRZ]
4h wwh 2 2h 2.35
—m, @, R* 1 € m, o )
Exp[—""—""_\HypergeometricU[— — —"-,1, —2 0 R?
pl a7 |Hyperg [2 o o ]
N sabiti ise normalizasyon kosulundan bulunur ve,
o d
N :—47zﬁ(K+L+M+P) 2-36

bigiminde verilir. Detayli ¢6ziim Ek-3 te verilmistir.
Burada K, L, M, P normalizasyon kosulundaki integrallerdir.

Eksiton baglanma enerjisi, elektron ve holiin toplam enerjilerinden, eksiton sisteminin

toplam enerjisi ¢ikarilarak elde edilir. Bu ¢ikarma islemi sonucunda fark enerjisi pozitif bulunur.

40



Ancak baglanma enerjisinin ¢ekici bir kuvvetten kaynaklandigi dolayisiyla da negatif isaretli

oldugu unutulmamalidir.

Sistemde etkilesmeyen bir elektron ve holiin toplam £ enerjisi asagidaki gibidir:
E=(T)+(V) 2-37

k> ntk’ N N
E= Z* + Z* +hw e(d 0l(e) +lj +hw h[a 01(h) +1J 2-38
2m 2m, 2 2

Eksiton sisteminin <H (R,B)> toplam enerjisi,

(H(R,B))=(T)+{V) 2-39

27 2 29 2 212 292
<H(R,B)>={h ke Pk (BARA,

2me* 2mh* 2me* th*
2-40
ey 1 e 1) 2° (K+L+M+P)
ho . aOl(e)+5 +hw am(h)—l-E + 7
% S (K+L+M+P)
dA
Buna gore E, (R, B) baglanma enerjisi,
E,(R,B)=E — (H(R,B)) 2-41
s > (K+L+M+P
Eb(R,B)Z—h{ _2e d( vL+M+F) 242
2 & 4 kLM +P)
dA
bulunur.
E, (R, B) baglanma enerjisi Rydberg sabiti cinsinden yazilabilir ve,
KK + LL+ MM + PP
E,(R,B)= —(Ja,)* —4a, d( tLL+ MM + PP) 2-43
E(KK+LL+MM+PP)
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olur. KK,MM ,LL,PP integralleri Ek-3 de verilmistir. Goriildiigii gibi baglanma enerjisi A

varyasyon parametresini icermektedir. Eksiton baglanma enerjisinin taban durumundaki degeri, A
ya gore baglanma enerjisinin maksimum oldugu degerdir ve ,

d
<~ E.(R,B)=0 2-44
T » (R, B)

kosulunu saglar

Bu asamada elde edilen 2-43 denkleminde R ve B ye degerler verilerek 2-44 denklemini
saglayan A degerleri bulunmak sureti ile E, (R, B) baglanma enerjileri sayisal olarak hesaplanr.
Bu hesaplamalarda Mathematica™ ile yazilan program kullanilmustir.

Baglanma enerjisinde yer alan @, ve diger parametre ya da sabitler Ek-1 ve Ek-2 de verilen

tablolarda gosterilmistir.
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3 BULGULAR

Bu béliimde, birinci kisimda kuantum telinin yarigapi sabit tutularak, A/ konsantrasyonunun
%20 ile %40 oldugu durumlarda, farkli manyetik alanlarin eksiton baglanma enerjileri tizerindeki
etkileri arastirilmis ve manyetik alana kars1 baglanma enerjisi grafikleri gizilmistir. Ikinci kistmda
ise manyetik alan degeri sabit tutularak, telin yarigapt degistirildiginde eksiton baglanma

enerjilerindeki degisim incelenmis, tel yarigapina karsi baglanma enerjileri grafigi ¢izilmistir.

Gads/ Al ,Ga,_,As telinde x=0.2 alindifinda elektron i¢in potansiyel bariyeri

168.5meV yiiksekliginde, x = 0.4 alindiginda ise 347.52mel  yiiksekliginde olmaktadir. Bu

sonug,
v, =0,(1.36x+0.22x%)eV 31

esitligi kullanilarak bulunmustur. Kusatma potansiyelini, X Al konsantrasyonuna baglayan bu

ifade Branis, Gang ve Bajaj’ i ¢alismalarindan alinmigtir[8].

Bu calismada elektronun etkin kiitlesi m:=0.067m0, hol i¢in ise, agir holiin etkin

kiitlesi olan m, = 0.135m,, degeri ahnmugtir. Agir holiin etkin kiitlesi,

x 1
m, = gm; (x,y)+ Emlzl (2) 3-2

esitligi ile hesaplanmigstir. Burada holiin Xy dogrultusundaki etkin kiitlesi mZ (x,y)=0.1m, ,

z dogrultusundaki etkin kiitlesi ise mZ (z) =0.45m,, alinmstir [8].

Hesaplamalarda kullanilan diger sabitler Ek-1 de verilmistir.
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3.1  Manyetik Alanin Baglanma Enerjileri Uzerine Etkileri
3.1.1  x=0.2 icin veriler

Asagidaki grafikte, farkl yarigaplarda segilen kuantum teli i¢in uygulanan manyetik alan

20kG " tan baslanarak 500kG ’a kadar artirilmis ve buna karsilik gelen baglanma enerjileri

gosterilmistir.
3,0
o
o
o
o v
o v
2,5 A
©
o)
Keo)
2 2,0 -
3
o)
w
15 - —e— 0.5aB
00— 0.75aB
v— aB
—A— 1.5aB
—&— 2aB
1,0 T T T T T
0 100 200 300 400 500

B(kG)

Sekil 19: x = 0.2 i¢in eksiton baglanma enerjisinin manyetik alana gore degisimi.

Grafige dikkat edilirse bes farkli egride de belirli bir manyetik alan degerinden sonra
baglanma enerjisinde ani bir artis goriilmektedir. Bu artigin, tel yarigapinin biiyiik degerleri i¢in,
daha kiigiik manyetik alanlarda gerceklestigi de goriilmektedir. Ornegin grafige bakilirsa tel
yaricapi ag iken ani enerji artis1 150kG civarinda bir manyetik alanda, 2ap iken 50kG civarinda bir
manyetik alanda gergeklesmektedir. Bir bagka dikkat edilecek nokta ise enerji artigindan 6nce ve
sonra baglanma enerjisinin manyetik alanla hemen hemen dogrusal olarak degismesidir,
dolayisiyla manyetik alan degerinin baglanma enerjisini artirdigi sdylenebilir. Ornek olarak tel

yarigap1 ag iken sirasiyla 100kG ve 300kG manyetik alandaki enerjilere bakilirsa birisinde

1.3R, digerinde ise 2.5R; civarinda oldugu goriiliir.
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Sekil-19 da verilen grafikteki sonuglart dogru yorumlayabilmek igin elektronun, ¢ift
paraboliin neresinde yerellestigini bilmemiz gerekmektedir. Dikkat edilirse grafikteki tiim egriler
ayn1 davramigi gostermektedir. Bu nedenle asagida yaricapt ag olan telin, manyetik alanla
degisimini veren grafik ve elektronun ii¢ ayr1 bolgede ¢izilmis olasilik egrileri verilmistir. Bir tek

egri igin davranisin nedenleri aciklanabilirse, tiim durumlar igin bir genellestirme yapilabilir.

3,0
2,8 1
2,6
2,4 1 \
2,2 1 \

2,0 1
1,8 -
1,6 -

1,4 - \

1,2 1

Eb(Rydberg)

110 T T T T
0 100 200 300 400 500

B(kG)

Sekil 20: x = 0.2 i¢in ag yarigapli telde eksiton baglanma enerjisinin manyetik alana gore degisimi.
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V(p).lpl?
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V(p),lwl?

150

128

75

-3 -2 -1 1 2 3 p

V(p),lyl?

150,

| ©) 1 2 3

Sekil 21: Sekil 20 de oklarla gosterilen noktalar igin olasilik yogunlugu ve kuyu profili.
(a) B=50kG (b) B=200 kG ve (c) B=250 kG.
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Sekil-21 deki grafiklerin her biri, elektron dalga fonksiyonunun karesi alinarak ¢izilmistir.
Bilindigi gibi dalga fonksiyonunun karesi, elektronun olasilik yogunlugunu vermektedir. Bu
nedenle yorum yapilirken olasilik yogunluguna bakilarak elektron kuyu icerisinde ya da

disarisinda bigiminde ifadeler kullanilmistir.

Elektronun, Sekil-21 (a) da, manyetik alanin 50kG degeri igin, hemen hemen kuyu
disinda oldugu, (b) de ise manyetik alamn 200kG degeri i¢in, biiyiik oranda kuyu igerisine sizmis
oldugu goriiliir. Sekil-20” ye tekrar bakilirsa 50kG , enerji artigindan Onceki manyetik alan,
200kG ise enerji artigindan sonraki manyetik alan degeridir. 250kG da ise elektron tamamen
iceri girmistir. Ozetle, diisiik manyetik alanlarda, elektron kuyu disinda iken, manyetik alan
artirtlirsa baglanma enerjisi de lineer olarak artar ancak belli bir manyetik alan degerine
ulasildiginda baglanma enerjisinde bir sigrama goriiliir. Bundan sonra manyetik alan artirilmaya
devam edilse de, baglanma enerjisi bu kritik degerden dnceki gibi manyetik alan ile lineer degisir.
Enerjideki bu sigrama telin yaricapina (ya da kuyu genisligine) bagli olarak farkli manyetik alan
degerlerinde gerceklesir. Elektronun, bu kritik manyetik alan degerinden sonra kuyu igerisine

gectigi durum icin, bundan sonraki tartismalarda ‘gecis’ ifadesi kullanilmustir.

Gegcis olaymin nasil gerceklestiinin anlasilmasi i¢in ¢ok diisik manyetik alan ile
baslanabilir. Baslangigta, bu ¢alismada secilen kuantum telinde, elektronun uzaysal kusatma ve
manyetik alan nedeniyle ¢ift parabol etkisinde kaldig1 belirtilmisti. Bu sistemde, manyetik alan ne
kadar kiigiikse, manyetik alanin olusturacagi parabol de o kadar yayvan olmaktadir. Dolayisiyla
boyle bir durumdaki elektron distan genis bir parabol ile kusatilirken, bu paraboliin i¢inde yer alan
uzaysal kusatmay1 da géormektedir. Ancak elektronun bu kadar genis parabol igerisinde, diisiik bir
enerji ile hareket ederken, icteki 168meV yiiksekligindeki kuyunun igerisine sizmasi i¢in bir
nedeni yoktur. Bu nedenle elektron, diisiik manyetik alanlarda dig parabol icerisinde hareket eder.
Bu bolgede elektronun bir holle yapacagi baglanmada yarigcap biiyiik, bunun sonucu olarak da
baglanma enerjileri kiigiik olacaktir. Eger bu durumda iken manyetik alan artirillmaya baglanirsa
distaki parabol daralip, elektron ve hol birbirine yaklasacagindan eksiton yarigapr kiigiiliirken
baglanma enerjisi artacaktir. Sonug olarak diisiik manyetik alanlarda, kritik manyetik alan degerine
kadar bu problem, harmonik osilatér problemine benzer ve baglanma enerjisi manyetik alan ile

lineer degisir. Bu lineer degisim, Sekil-19 da egrilerin her birinde gecislerden dnce goriilmektedir.

Manyetik alanin yeterince artirildigi durumda, distaki parabol daraldik¢a elektron igteki
kuyu etkilerini daha fazla hissetmeye baslamustir. Elektronun dig parabol igerisindeki enerji
diizeyleri ile i¢ paraboldeki enerji diizeylerinden bir tanesi ¢akistig1 anda gegis gergeklesir ve
elektron igeri sizar. Bu durumda igteki parabol ile distaki paraboliin toplami olan tek bir parabol

vardir ve elektron bu parabolik kuyu igerisindedir. Problem tekrar harmonik osilatér problemine
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benzemistir ve gegisten sonraki yliksek manyetik alan degerlerinde, baglanma enerjisi manyetik

alan ile lineer degismektedir. Bu lineer degisim Sekil-19 da egrilerin her birinde gecislerden sonra

goriilmektedir.

3.1.2  x=0.4 icin veriler

Al konsantrasyonun x =0.2 degerinden x = 0.4 degerine artirilmasiyla, potansiyel
bariyeri  168.5melV ’den 347.52meV ’e yiikselmektedir. Burada da iistte agiklandig1 sekilde belli

manyetik alan degerinde gecisler gerceklesmektedir. Ancak bariyerin yiiksekliginin artmasi
nedeniyle elektronun gecis icin daha fazla enerjiye ihtiyaci olacaktir. Bu nedenle ayni yarigapl tel

icin x = 0.2 durumundaki gecise oranla x = 0.4 durumundaki gegis, daha yiiksek bir manyetik

alan degerinde gortiliir.

Asagidaki grafikte, farkli yaricaplarda segilen kuantum teli icin uygulanan manyetik alan

20kG > tan baglanarak 450kG ’a kadar artirilmig ve buna karsilik gelen baglanma enerjileri

gosterilmistir.
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Sekil 22: x = 0.4 i¢in eksiton baglanma enerjisinin manyetik alanla degisimi.
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Burada x =0.2 igin bulunan sonuglarlarla karsilastirmak amaciyla tel yarigapinin ap
oldugu duruma bakilirsa gegisin, x =0.2 durumunda manyetik alan 150kG civarinda
iken, x = 0.4 durumunda ise manyetik alan 200kG civarinda iken gergeklestigi goriilmektedir.
Benzer sekilde tiim yarigaplarda gegislerin  x = 0.4 durumunda daha biiyiik manyetik alan
degerlerinde gerceklestigi, Sekil-19 ve Sekil-22 karsilastirilarak yapilabilir. Asagida x = 0.4
durumu icin de, yarigap1 ag olan telin, manyetik alanla degisimini veren grafik ve elektronun iig

ayr1 bolgede ¢izilmis olasilik yogunlugu grafikleri verilmistir.

Burada da Sekil-22 de verilen grafikteki sonuglart dogru yorumlayabilmek igin
elektronun, ¢ift paraboliin neresinde yerellestigini bilmemiz gerekmektedir. Grafikteki tiim egriler
ayni davranig1 gosterdiginden, asagida yarigapr ag olan telin, manyetik alanla degisimini veren
grafik ve elektronun ii¢ ayr1 bolgede ¢izilmis olasilik egrileri verilmistir. Bir tek egri igin

davranisin nedenleri agiklanabilirse, yine tiim durumlar i¢in bir genellestirme yapilabilir.
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Sekil 23: x = 0.4 i¢in ag yarigapli telde eksiton baglanma enerjisinin manyetik alana gore degisimi.
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Sekil 24: Sekil 23 de oklarla gosterilen noktalar i¢in olasilik yogunlugu ve kuyu profili.
(a) B=50 kG (b) B=160 kG ve (c)B=200 kG
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Elektronun, Sekil-24 (a) da, manyetik alanin 50kG degeri igin, hemen hemen kuyu
disinda oldugu, (b) de manyetik alanin 160kG degeri igin, kuyu igerisine sizmaya basladigi, (c) de
ise manyetik alanin 200kG degeri i¢in tamamen kuyu igerisinde oldugu goriiliir. Sekil-23” e
bakilirsa 50kG , enerji artigindan 6nceki manyetik alan, 200kG ise enerji artigindan sonraki
manyetik alan degeridir. Ozetle x = 0.2 durumunda oldugu gibi, diisik manyetik alanlarda,
elektron kuyu diginda iken, manyetik alan artirilirsa baglanma enerjisi de lineer olarak artar ancak
belli bir manyetik alan degerine ulasildiginda baglanma enerjisinde bir sigrama goriiliir. Bundan
sonra manyetik alan artirllmaya devam edilse de, baglanma enerjisi bu kritik degerden 6nceki gibi
manyetik alan ile lineer degisir. Enerjideki bu sigrama telin yarigapina bagli olarak farkli manyetik
alan degerlerinde gerceklesir ve bu enerji sigramasinin nedeni Sekil-24 de goriildigi gibi

elektronun kuyu igerisine ge¢mesidir.
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3.2 Kuyu Yaricapinin Baglanma Enerjileri Uzerine Etkileri
3.2.1  x=0.2 i¢in veriler

Asagidaki grafikte, farkli manyetik alanlarin uygulandigi kuantum teli igin, tel yarigcapi

0.5ag” den baslanarak 2ap’ye kadar artirilmig ve buna karsilik gelen baglanma enerjileri

gosterilmistir.
—@— B=20kG
3,0 O— B=100kG
W B=150kG
~/\— B=200kG
—i- B=300 kG
—@— B=125kG
2,5 1
°
—
o)
feo)
S
r 2,0 A
e
w
1,5 4
0 ——
/- —o—o o ] . ] —o
1 ,O T T T T T T T T

R(aB)

Sekil 25: x = 0.2 i¢in eksiton baglanma enerjisinin tel yarigapi ile degisimi.

Grafige dikkat edilirse bes farkli egride de belirli bir yaricap degerinden sonra baglanma
enerjisinde ani bir artig goriilmektedir. Bu ani artigin, biiyiik manyetik alan degerleri i¢in, daha
kiiciik yarigaplarda gerceklestigi de goriilmektedir. Ornegin grafige bakilirsa manyetik alan
300kG iken ani enerji artist 0.7ag civarinda bir yarigapta, 100kG iken 1.5ag civarinda bir
yarigapta ger¢eklesmektedir. Bir bagka dikkat edilecek nokta ise enerji artisindan sonra baglanma
enerjisinin yarigapla neredeyse lineer olarak degistigidir (baglanma enerjisi azalmaktadir). Ornek

olarak manyetik alan 300kG iken sirasiyla 0.8ag ve 2ap yarigaplarindaki baglanma enerjilerine

bakilirsa birisinde 3R, , digerinde ise 2.5R; civarinda oldugu goriiliir.
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Sekil-25 de verilen grafikteki sonuglari dogru yorumlayabilmek i¢in bolim 3.1 de
yapildigt gibi burada da elektronun, c¢ift paraboliin neresinde yerellestigini bilmemiz
gerekmektedir. Dikkat edilirse grafikteki tiim egriler ayn1 davranisi gostermektedir. Bu nedenle
agsagida manyetik alanmn 100kG oldugu durumda (Sekil-25 te oklarla isaret edilen noktalarda)
elektronun ii¢ ayr1 bolgede ¢izilmis olasilik egrileri ve kuyu profilleri verilmistir. Yine bir tek egri

icin davranigin nedenleri agiklanabilirse, tiim durumlar i¢in bir genellestirme yapilabilir.

V(p).lpl?

1 2 3 p
V(p).lwl?
15
1.
0
75
: 50 :
25
3 2 a1 1 2 s P
(b)
V(p),lwl2
15
1.
0
75
50
> 25 4
-3 -2 -1 1 2 3 P

(c)

Sekil 26: Sekil 25 te oklarla gosterilen noktalar icin olasilik yogunlugu ve kuyu profili
(B=100KG). (a) = 0.5ag (b) r=1.5ag ve (c) r=2ag
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Elektronun, Sekil-26 (a) da, yarigapin 0.5ag degeri i¢in, hemen hemen kuyu disinda
oldugu, (b) de ise yarigapin 1.5ag degeri i¢in, biiyiik oranda kuyu igerisine sizmis oldugu goriiliir.
(c) de ise yarigapin 2ap degeri icin tamamen kuyu icerisindedir. Sekil-25’ e tekrar bakilirsa,
B=100kG igin, 0.5ap enerji artigindan 6nceki yarigap, 1.5ag enerji artigt sirasindaki yarigap, 2ag
ise enerji artisindan sonraki yaricap degeridir. Oyleyse, diisiik yaricaplarda, elektron kuyu disinda
iken, yaricap artirilirsa baglanma enerjisi de lineer olarak artar ancak belli bir yaricap degerine
ulasildiginda baglanma enerjisinde bir sigrama goriiliir. Bundan sonra yarigap artirilmaya devam
edilirse, baglanma enerjisi bu kez yarigapla lineer olarak azalir. Bunun nedeni daha biiyiik
yarigapli kuyu igerisinde bulunan elektron ve holiin daha biiyiik bir yarigapla baglanmasidir. Sekil-
25 de goriildiigii gibi enerjideki sigrama manyetik alana bagli olarak farkli yaricap degerlerinde
gergeklesir. Son olarak Sekil-25 te B=20kG i¢in gegis goriilmemektedir. Ancak buraya kadar
olan bulgulardan, bu degerde gecisin daha yiiksek kuyu yarigaplarinda gergeklesmesi
beklenmektedir.

Ozetlenirse, sabit bir manyetik alan altinda, kuyu yarigap1 artirilirsa belli bir yaricap
degerinden sonra elektron kuyu icerisine gegmektedir ve bu gegis olaymin ilk olarak en biiyiik
manyetik alanda en son ise en diisiik manyetik alanda ger¢eklesmesi beklenmektedir. Bunun
nedeni daha once de bahsedildigi gibi diisiik manyetik alanlarda distaki paraboliin yayvan olmasi
ve elektronun kuyu etkilerini gérebilmesi i¢in kuyu yarigapinin biiyiikk olmasi gerektigidir. Bu
durumda diisik manyetik alan altinda, yarigap artirtlirsa icteki parabol distaki parabole

yaklasacagindan elektron kuyu etkilerini gérmeye baslar.

3.2.2  x=0.4 icin veriler

Al konsantrasyonunun x = 0.4 oldugu durumda ise, x = 0.2 igin yapilan yorumlarm
timii gegerlidir yalnizca daha dnce bahsedildigi gibi potansiyel bariyerinin daha yiiksek olmasi
nedeniyle gegisler daha biiyiik enerjilerde gerceklesmektedir. Sekil 27 de karsilastirmak amaciyla
x=02 ve x=04 i¢in manyetik alann 200kG degerindeki baglanma enerjisi-yarigap
grafikleri st Uste ¢izilmistir. Beklendigi gibi x = 0.4 de, kuyu igerisine giren elektron x = 0.2
deki elektrona gore daha biiyiik enerjiye sahiptir. Ayrica grafigin yatay eksenine dikkat edilirse
ayn1 baglanma enerjilerine sahip olmalarina kargin, bariyer yiiksek oldugunda (x = 0.4) gegisler

daha biiyiik yarigaplarda gerceklesmektedir.
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Sekil 27: x = 0.4 ve x=0.2 i¢in eksiton baglanma enerjisinin tel yarigapi ile degisimi.

Burada dikkat edilirse x=0.4 i¢in ¢izilen grafikte gecis sirasinda baglanma enerjisinde
bir azalma goriilmektedir. Bunun anlasilabilmesi i¢in tam bu noktada elektron ve holiin dalga
fonksiyonlar1 ¢izilmistir. Sekil-28 de goriildiigii gibi elektron kuyu igerisine gegmisken hol kuyu

disinda sayilabilir. Kisaca elektron ve holiin ayni anda gecisi gerceklestirmedigi soylenilebilir.

V(p),lyl?
V(p)!ILIJIZ 30
K50 30
|
3 2 4 12 P I 1 2 s P
(a) (b)

Sekil 28: (a) Elektron olasilik fonksiyonu ve kuyu profili. (b) Hol olasilik fonksiyonu ve kuyu

profili.
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4 TARTISMA VE SONUC

Bu ¢alismada, diiz parabolik bir uzaysal kusatma kaynakli potansiyel ve manyetik alan
uygulanarak olusturulan ikinci bir parabolik kusatmay1 iceren bir kuantum sisteminde, eksiton

baglanma enerjileri hesaplanmustir.

Baglanma enerjilerinin hesaplanmasinda, etkin kiitle yaklasimi ve Varyasyon teknigi
kullanilmustir. Uzaysal kusatmanin parabolik olmasi da sistemin Hamiltoniyen’ine manyetik alan
terimi ile benzer katki getirdiginden ¢oziimde kolaylik saglamistir. Sonucta sistemdeki yarigap ve
manyetik alan, ayarlanabilir parametreler olduklarindan baglanma enerjisinin bu parametreler

yardimu ile degistirilebilecegi goriilmiistiir.

Veriler, GaAs/ Al ,Ga,_,As alasiminda A/ konsantrasyonu x =0.2 ve x = 0.4 olmak iizere
iki farkli degerde secilerek alinmistir. Boylece iki farkli parabolik potansiyel kuyusunda calisiimis
ve bariyer yiiksekliklerinin, sistemin 6zellikleri lizerindeki etkileri karsilastirilabilmistir. x = 0.2
oldugu durumda bir B manyetik alani altinda, kuyu igerisine sizan bir elektrona, aynt manyetik
alan altinda x =0.4 durumunda, kuyu igerisine sizabilmesi i¢in daha fazla enerji verilmesi

gerektigi beklentilere de uygun olarak gézlenmistir.

Bu ¢aligmanin ortaya koydugu en 6nemli sonug, benzer kusatmalar ile karsilagtirildiginda
(6rnegin silindirik kare kuyu) daha &nce hi¢ gdzlenmemis bir baglanma enerjisi karakteri ortaya
¢ikarmasidir. Baglanma enerjisinin manyetik alana veya yarigapa bagli grafiklerinde ortaya ¢ikan

bu durum, baglanma enerjisinin ani sigramalar yapmasidir. Bu sigramalarin bityiikligi = 1.5R,

civarindadir ve sigramalarin oldugu yer, x degerinin, B’nin ve R’nin fonksiyonu olarak kontrol
edilebilmektedir. Daha 6nce ¢alisilmig olan sistemlerde goriilmeyen bu durum, ilging uygulama
alanlarinda kullanilabilir. Bu nedenle bu caligmalarin genisletilerek, sogurma hesaplarinin

yapilmasi ve deneysel olarak 6l¢iilmesi biiyiik onem tagimaktadir.
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7 EKLER

Ek-1
Tablo 3: Asagidaki sabitler GaAs igin verilmistir.

Bos uzayda elektron kiitlesi m,=9.10956 10728 ar

Elektron etkin kiitlesi me* =0.067m,
Hol etkin kiitlesi mh* =0.135m,
Elektron hol ¢iftinin indirgenmis kiitlesi 1 =0.0447m,
Dielektrik sabiti g, =125

Bohr yarigap1 a, =1484°
Rydberg sabiti R, =3.898meV
Elektron potansiyel kusatmasi (x=0.4,Q=0.6) v, = 347.52meV
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Ek-2

Tablo 4: Parametreler.

Siklotron yarigap1 _ |k
“= eB
Eksiton Bohr yarigapi g, h 2
ap = p
He
Rydberg sabiti e
‘T 2¢,a,
Siklotron frekansi (elektron ya da o _eB
e(h) *
hol, kuyu disinda) M,y €

Siklotron frekansi (kuyu iginde) : &
( i Cl)e(h):a)e(h)z-i- * 7
My
Elektron ya da hol taban durum
enerji Ozdegeri (sonsuz silindirik €n 1
kuyuda) o _ha)e(h) 2
Elektron ya da hol taban durum
enerji Ozdegeri (sonlu silindirik , € 1
Aole(h)y = T —
kuyuda) hoewy 2
Degisken  (elektron yada  hol g M ()@ ey P eh)
parabolik kuyu iginde) “w 2h
Degisken  (elektron yada  hol m*"(h)a)e(h) Py
parabolik kuyu diginda) Sen = 2h
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Ek-3
Cift Parabolik Kuyuda Eksiton Baglanma Enerjileri

Diiz parabolik kusatma altinda eksiton sisteminde Coulomb etkilesme terimi isleme katilmazsa

Hamiltoniyen,

Pl By
C

AR AAVRY 71

H= -
2”1e 2”1/1

ile verilir.
Elektron ve holiin enerji 6zdegerlerinin bulunabilmesi i¢in asagidaki o6zdeger denklemi

¢Oziilmelidir.

Hy (r) = Ey(r) 7-2

Eger elektron ve hol dalga fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlanirsa, 6zdeger denklemi

degiskenlerine ayrilabilir ve iki ayr1 denklem elde edilir.

W) =Y, (0,820, (P4, 2,) 7-3

Ozdeger denklemi elektron igin,

(P.+5 4
TC*-FVE(pe,Q) ‘P@(pE’¢c”Ze):EPe(pe5¢eﬂze) 7-4
hol i¢in,
(Pt Ay
Tc:k+n(pha¢h) lPh(pha%aZh)zElPh(p}n%aZh) 75
h
bigimindedir.
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Elektron i¢in dalga fonksiyonu ¢oztimleri yontem ve teknikler boliimiinde verilmisti. Hol i¢in de
ayn1 genel ¢oziim gecerli olacagindan dalga fonksiyonlar: iceride ve digarida olmak tizere her ikisi

icin de dogrudan yazilabilir.

Rl
W (£, 8,2),, = Né™e" e 2 2 Laguerrela;,,|n, &] 7-6
£
¥, (£,0,2),, = Ne"e'e 2 * HypergeometricU[~d |, 1 +|m|, &] 7-7
Eksiton i¢in genel dalga fonksiyonu,
-2 ;g*;h
‘Pex(p’¢az):‘{’e(p7¢nz)lyh(p’¢az)e 7-8

bigiminde verilmisti.

Elektron ve hol dalga fonksiyonlar1 bilindigine gore, eksiton dalga fonksiyonlar elektron ve holiin

bulundugu konuma gore asagidaki gibi yazilabilir.

* 2 L 2
—-m, a)epe —m, (Uhph
b Y = N, Ex, Ex,
IS 1. m o ) 7-9
Laguerrel[ ———-—,1,—<—=% p,
& [a)eh 2 2h pe ]
LaguerreL[l— e." ,Lmh el ,0},2]1536]7[']L (;e_;h)z-‘rzz]
2 wih 2h
-m,o.p’ —m, @wp,
LIje)cZ(lo):NZE“)C}?[ P ]Exp[ h4h * ]
. 1 € m ) 7-10
HypergeometricU[———,1,—— p,
Pers e P!
1 ‘w = =
Laguerrel[-——— 1,7 7% b 1B 23(p, — p,)* +2°]
o 2 2h
—m, w.p, m, @,p,’
¥ = N,Exp[——Fe | Exp[—2 0
e 1. me. 7-11
Laguerrel[———-—,1,——< p,
guerrell = =y by Ao
1 ) = =
HypergeometricU[—— i, L, m/JhZ]Exp['/1 (pe=p)) +2°]
2 wn’ 2n
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* 2 * 2
-m, ®,p, —-m, @,p,
Y =N, Ex EX,
7-12

. 1 € m @ )
H (! Ul———+= 515# e
lypergeometric [2 o o £, ]
HypergeometricULs — =t 1, % p 1pur 2. Co. — p,) +2°]
2 wh 2h
Dalga fonksiyonlarindaki N,, N,, N, N, katsayilari smir kosullarndan bulunurlar.
Sinir kosullari,
\Pi(: (R, 9, Z)e(h) =¥, (R,9, Z)e(h) 7-13
a\IIig (p’¢7 Z)e(h)| — 6\Ildu (p’ ¢7 Z)e(h)| 714
ape(h) ‘R ape(h) ‘R
denklemleri ile verilir. Dalga fonksiyonlar1 bu kosullar1 saglamalidir.
N, =N 7-15
—m, @ .R* € 1 m o.
Exp|—*——]|Laguerrel [ —*———,1,— R?]
N,=N 4h wh 2 2h 7-16
£ [—me*a)eRz]H i U[l €, | me*a)e R?]
xXp[——— ergeometricU[—— ,1,
ST 2w’ 2
-m, ®WR? € 1 m, o
Exp[—"—Laguerre[[—*——-—,1,—" R?
N, =N PPy el T R 717
—m, @ R? 1 € m, ®
Exp[—"—"—1HypergeometricU[— ——'— 1, ——" R?
Pl Hperg [ o o ]
—m, @ R € 1. m, o.
Exp|———]|Laguerrel|[ —— ——,1,— R*]
N4 = N 4h w eh 2 Zh X
-m, o, R* 1 e m,
Exp[——“—1HypergeometricU[— — —*,1,——< R*
Pl pr |Hyperg [ 2w Y ]

e
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5

_ ' 1R 2 * '
Exp[M]LaguerreL[ Si —l,l, My @ R*]
4h o 2 2h 7-18
—m. w R* 1 € m, o
Exp[—"—""HypergeometricU[— — ——,1,—2—1 R?
Pl 1Hperg 5 o, o B
N sabiti ise normalizasyon kosulundan bulunur.
Normalizasyon kosulu,
[wrwdr =1 7-19
tiim
uzay
ile verilir.
Eksiton i¢gin normalizasyon kosulu asagidaki gibi yazilabilir:
©27R R 0 270 R
{ [[[[p.ps¥ ¥ ydp.dp,dpdp,dz* [ [[ [ oo, o2 ndp.dp,dg,d,dz
-0000 -00 RO
0 27R ®© 0 2700 00
(117000t stnapsasic® [ ][ p.po0 ot .ot ane)
-000R -0 0RR
7-20
* l 2 * ' 2 * '
T e e WL
N IIT wa 2 2
-0000 *
Laguerrel[~ ~ St 1, % o ey 2 (6o, — ) + 22 1) dp,dp,dg,dg,dz
2 wih 2h
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s

—m, @R’ e, 1 m o.

Ex Laguerrel [ —*———,1,— R
+N? 7 4n Mag [a)eh 2 2h :
-m o R* 1 e m, o, ,
Exp[—~——]HypergeometricU[ - ———,1,—=R
Pl VHperg Gnt T B
* 2 * 0 2 *
— - 1 € m, o
% 270 R Expf e @ePe Exp[— Py HypergeometricU[———¢,1,——= p’
H”pgph( Pl 1Expl—=" =" 1Hyperg 5 oh’’ 2h pe ]
-0 ORO * o
1 —
LaguerreL[;:’h -7 1, mhz;l)h 2. VExp[-2(p, — p,)} + 22 dp.dp,dd.dé,dz
2
B * \ 2 * '
EXP[M]LaguerreL[ E_h —1,1, mh @h Rz]
LA 4h w2 2h
—m o R? 1 € m, o
Exp[—"—"—1HypergeometricU[ - ——"- 1, —2 " R?
Pl 1perg Lo &
® 2 * 2 *
_ - 1 m, o
0 27R © ) Ex m, @ep, Ex My DLy Laguerrel) e,e T 19 . : ’
””pcph( pl 1Epl— " 1Lag [a)eh 2t A
0 00R '

Hypergeomemw%_ LT p Bl (P~ 1)’ + 21 dp.dpydidddz
@,

2

—m, @R 1 —m, @R 1 ‘o
Expl e P8 1 aguerreL]-Se— — — 1, 9° g7 Exp[ " O L pouerrer[ St — 1, @O0 g2
T N2 4n wh 2 2h 4n w2 2h
-m, oR’ 1 e m, o —m, o, R 1 e m, @
Exp[——“—]HypergeometricU[— — ——,1, ——= R* Exp|[—2—""\HypergeometricU[— — —— 1, —L—h R?
pl a Hyperg [2 o o ] ol P 1Hyperg [2 o P ]
. ) . ) .
0 270 ® —m, 0,p, —m, &,p, . 1 <, m, @, 2
2 P, (Ex Ex; HypergeometricU[— — L1, ,
IJ‘IIPLPh( pl an 1Exp[ an 1Hyperg [2 o o p. ]
-0 RR 1 c m *a) — —
HypergeometricU[— ——",1,—2—% p *1Exp[-A(p, — p,)’ + 2 1) dp.dp,dd,d¢,dz =1
2 wh 2h
7-21

Burada integralleri kolaylastirmak i¢in Bessel fonksiyonlari kullanilmistir. Bessel fonksiyonlarinin

integral formu asagidaki gibidir:

T Exp['zi‘/m ]dz =K,(p)I,(p,) 722
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) 723

JEpt2af(o.~p,)* + 2 W =-2 K, 0p.~p,

Denklem 7-21 deki integrallerde 7-22 ve 7-23 ifadeleri yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
integraller asagidaki gibi verilebilirler. Burada integraller swrasiyla K,L, M, P olarak

adlandirilmiglardir.

R
K= {J‘ p.dp,Laguerrel’ (a'v.,0,& ) Exp[-& 1K, (24p,)
0

e

p.dp, Laguerrel’ (a o,,0,& n)Exp[—&E 111, (22p,)

p.dp,Laguerrel’ (@' 0.0, ) Expl~¢ )L, (24p,)

Dy o= % cte—eD

p.dp,Laguerrel’ (a 014,0,& 1) Exp[-& 11K, (24p, )} 7-24

I Exp[-& '« (R)|Laguerrel’[a 0., 0, & < (R)]
Exp[-¢&,(R))|HypergeometricU ? [-ag,,1,&.(R)]

{J. p.dp,HypergeometricU*(—ay,, 1, &,)Exp[—¢, 1K, (24p,)
R
f
0

p,dp, Laguerrel’ (a 014,0,& »)Exp[-& 111, (22p, )} 7-25

<

3 Exp[—& v (R)]LaguerreL’[a o1, 0, & v (R)]
| Expl=&, (R)|HypergeomaricU*[-ay,, .1, &, (R)]

R
J.pgaf,oeLaguerreL2 (@ 016,0,E ) Exp[—E 11, (22p,)
0

X — 8 —

p,dp, HypergeometricU* (~ay,, 1. &,) Exp[-&, 1K, (2%)} 726
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P= Exp[-¢& (R)]Laguerrel’[d oie, 0, &'« (R)]
Exp[~¢,(R)HypergeomaricU’[~ay,,, 1, £, (R)]

Exp[~& i (R))LaguerreL’[a o014, 0,& » (R)]
Exp[~&, (R)HypergeometricU’[~ay,),,1, &, (R)]

{ [ podp, HypergeometricU? (<ay, 1.£,) Expl-¢,1K,, (22p,)
R

P,
_[ph dthypergeometricUz (—ag,,-1, &) Expl-&, 1, (2Ap, )} +
R

p[—& o (R)|Laguerrel’[a ., 0, & «(R)]
Exp[ é‘ (R)|HypergeomericU’ [~ ay,»1, &, (R)]

Exp[—& 1 (R)|Laguerrel’[a oy, 0, £ 1 (R)]
Exp[- fh(R)]HypergeometrlcU [-a,,,1, < (R)]

{J.p dp,HypergeometricU* (-a,,,,1,&, ) Exp[-&,11,(22p,)
R
Pe

p,dp, HypergeometricU* (-ay,, 1, &, ) Exp[-&, 1K, (22,ph)} 7-27
Boylece normalizasyon katsayist ,
5 d
N :—47zﬁ(K+L+M+P) 7-28

bulunur.

Eksiton igin baglanma enerjisi, sistemde etkilesmeyen bir elektron ve holiin toplam E

enerjisi, ve eksiton sisteminin <H (R,B )> toplam enerjisi aralarindaki fark ile verilir.
E=(T)+(V) 7-29

'k’ n'k’ e (.
E= — 4+ —+hw e(a 01(e) +lj+ha) h(a 01(h) +lj 7-30
2m 2m, 2 2

Eksiton sisteminin <H (R, B)> toplam enerjisi,
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(H(R,B))=(T)+(V) 7-31

dir. Burada su noktaya dikkat edilmelidir. E ve <H (R,B)> enerjilerindeki <V> potansiyel

beklenen degerleri her ikisinde ayni degildir. <H (R,B)> enerjisinde bulunan <V> potansiyeli,

kusatma potansiyeli yaninda Coulomb potansiyelini de igermektedir.

Coulomb potansiyelinin beklenen degeri asagidaki gibi hesaplanmustir:

2

(V)=( - — ea 7-32
(P, —p,) 422
V)= [wred: 7-33
tiimuzay
w27R R
) 1§ o.pov et apuas. g
0000
0270 R
[[[[p.p¥ V¥, ,dp,dp,dd.dg,dz+
00 R0
0 27 R ©
[[[]ppy¥ V¥, dp,dp,dg,dg,dz+
-00 0 R
00 27700 00
I IJ.J.peph\P*eX4V\Pex4dpedphd¢ed¢hdZ 7-34
-0 0 RR
ek o o ezLaguerreLz[;gh —%, 1, mez*;)'e 1
5 e Wep h &Py e
<V> ==-N :[O-(['[.([pephExp[ o 1Exp[ o ] go\/m
LaguerreLz[% - e—hh ,1, mhz*;)yh P 1Exp[-24 (;e - ;h)z +2°1dp,dp,de.dé,dz
oy
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-m @ .R* € 1 m .
Exp[—%——]Laguerrel[—*———,1,— R?
Pl 7 1Lag [ P ]

+N2 e 2h
-m, @ R* 1 € m. o
Exp[——%—]HypergeometricU e 1,— ¢ R?
Pl pr [Hyperg [2 o vy ]
1 € m. o

2 . 2 2

. e” HypergeometricU " [-———,1, — p,

= e eloe2 _mh whlohz yp g [2 C{)h Zh ]

] e

2h 50\/(,08—Ph)2+22

Laguerrel’[-=——1 1, mh O VBl 20f(pe —py)? 42 ) dp.dpyd de e

wih 2
2
_ PR R2 EI
Exp[M]LaguerreL[ E,' —l,l, i Nk R*]
+N2 4h w hh 2 2h
—-m *a) R2 1 (S m *0)
Exp[—"—"""_1HypergeometricU[— ——"— 1,—2 " R?
Pl T Hyperg [2 o, o ]
2 2 ee 1 me*a)'e 2
. x —e”)Laguerrel’ [ ————,1, .
27 _me wepez ]Exp[_mh a)hphz]( ) g [CU eh 2 2h p ]

R
PPy (Expl
{7

Zh Eov(pe_ph)z-"_zz

HypergeometricUz[%— e”h 1, mhz h“"‘ P VEpl-22 (p, — p,)? +22 12 dp,dp,dp,dp,dz
@,

2

-m, w.R 1. m ‘W —m, @R 1., m “wh
Ex, Laguerre e Z° R? Expl— M L aguerre h =2 R?
Y T L eh PR TR " n Jta l{whh PR TR
-m, a) R m, o, -m, ‘o m, *a)h
Expl——— e ],———<R? Ex, 7H ergeomdricU[— ———,1,— 0 R?
A a)eh o R By, MHpers U[z a)hh o K
2 . € m *0) 2
. e ’15 e e 3
2 m, @,p,’ ( 2 on o ]

i (Ep[ eLPL]Ep[ ] _ e
L™ " e =P +2

HypergeomaricU* [% - ih L, m; ;’“ P VEpL-2 (0, — p,)° + 21V dp,dp,dd.dedz
@,

h

7-35

Denklem 7-35 de gerekli diizenlemeler yapilirsa K,L,M,P integralleri cinsinden yazilabilir.

Boylece Coulomb potansiyelinin beklenen degeri asagidaki gibi elde edilir:
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2
() =2 N4z (K+L+ M +P) 736
&

o

N normalizasyon sabiti yerine yazilirsa potansiyelin beklenen degeri,

7-37

<V>=2e2 (K+L+M +P)

& 4 (KiL+M+P)
di

bulunur.

Eksiton sisteminin ortalama kinetik enerjisi<T >, elektron ve holiin kinetik enerjileri

toplamidir. Kiitle merkezinin kinetik enerjisi ise ihmal edilmistir.
(Ty=(T,)+(T,) 7-38

Elektron ic¢in kinetik enerjinin <7;> beklenen degeri bilinirse, hol i¢in de aynisi

yazilabileceginden (yalnizca bu kez hole ait sabitler kullanilir), <T > toplami hesaplanabilir.

h’ 0’ 1 0 0’ h’ 0’ 1 0 0’
()= Tt 3 + + | )7-39
Z@

2m, \ 8p,>  p. Op, 2m, \op,> P, 0P, Oz,

(r.y="[w,T¥.dr 7-40

tiimuzay

-]
I

o=y

RR
[[ PP ¥ caT . dp dp,dg,dg,dz +
00

pephT*esz\Pedepedphd¢ed¢hdZ +

= —8
S —y %
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peph\P*eX3T\Pex3dpedphd¢ed¢hdZ +

s ——8
o'-—.'s)
S 3
X C—y 8

é'—;S
o'—.g)
X C—y 8
X C—y 8

2.0, Y s TV, dp,dp,dp,dp,dz 7-41

Ortalama potansiyel hesabma benzer sekilde dalga fonksiyonlari yerine yazilarak gerekli

diizenlemeler yapilirsa <T > asagidaki gibi bulunur:

2,2 22,2 2242 252
<T> = U kz* + f kz* + h /1* + h /1* +ha)'e[a'01(e) +lj+ha)yh(a'01(h) +1j 7-42
2m 2m, 2m, 2m, 2 2

e e

Eksiton sisteminin toplam enerjisi,

27 2 27 2 2172 2172
<H(R,B)>={h ke Bk BA L RA

2me* 2mh* 2me* 2mh*
7-43
e 1 e 1\ 2¢* (K+L+M+P)
hiwe|l aoey+— |+hon| aom +— |+ p
2 2) & 4 gyl M+P)
da
bi¢iminde yazilabilir.
Buna gdre E, (R, B) baglanma enerjisi,
E,(R,B)=E —(H(R,B)) 7-44

2 )2 > (K+L+M+P
Eb(R,B):—hz/i 2" (K+L+M+P) 745

& L kiLeM+P)
d

bulunur.

Burada g eksitonun indirgenmis kiitlesidir ve asagidaki gibi verilir.

=+ 7-46
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E, (R, B) baglanma enerjisi Rydberg sabiti cinsinden,

(KK + LL + MM + PP)

B
;(KK+LL+MM+PP)

E,(R,B)=—(Aa,)’ —4a

7-47

yazilabilir.
Burada KK,MM ,LL,PP integralleri, K,L,M,P integrallerinde Pty :Rl‘e(h) doniistimii

yapilarak elde edilen integrallerdir ve asagidaki gibidir.
1

KK = {j R*t,dt,Laguerrel’ (a'n..,0,t," &« (R))Exp[—t,’ £« (R)IK, (2ARt,)
0

IthdthLaguerreLz (@ o110, thzéyh (R))Exp[—thzfye (R, (2ARt,)+
0

1
j R*t,dt Laguerrel’(a'n..,0,t,°& . (R))Exp[—t,"E « (R))I, (2ARt,)
0

1
jth dt, Laguerrel’ (a o150, thzg"h (R)Exp[—thzf'e (R)IK,(2ARt, )} 7-48
tt’

I Exp[—& o(R)|Laguerrel’[a o1.,0, & < (R)]
| Expl=¢&, (R)HypergeometricU* [-ay, 1, £, (R)]

{ J. R*t dt,HypergeometricU* (=agy -1, tezé‘e (R))Exp[—te2 E(R)IK,(2ARt,)
1

1
jth dt, LaguerreL’ (a 01,0, l‘hzévh (R))Exp[—thzf'h (R)I,(2ARt, )} 7-49
0
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A = Exp[—& 1 (R)]LaguerreL’[a oix, 0, v (R)]
Expl=¢, (R)|HypergeometricU’ [~ay, 1, &, (R)]

1
{I Rt dt,Laguerrel’ (a o.,0, tezfye (R))Exp[—tezgﬁve (R)),(2ARt,)
0

J.th dt, HypergeometricU*(—ay,, ., t,2&, (R)Exp[—t,”&, 1K, (2ARt, )} 7-50
1

Pp_ Exp[-&'.(R)|Laguerrel*[a oi., 0, & ¢ (R)]
Exp[-¢, (R)]HypergeometricU*[-ay, 1, &, (R)]

Exp[—& 1 (R)]LaguerreL’[a oy, 0, & v (R)]
Exp[-&, (R)]HypergeometricU*[~ay,,,, 1, &, (R)]

{ j R*t,dt,HypergeometricU’ (~a,, 1,t,>E, (R)Exp[—t,”&,(R)IK , (2ARt,)
1

t,
Jth dt, HypergeometricU* (—a,,, 1,1, 2 (R)Exp[—t, &, 11, (2Rt, )} +
1

Exp[—& «(R)|Laguerrel’[a oi.,0, & < (R)]
Expl—¢, (R)HypergeometricU [=ay,,, 1, &, (R)]

Exp[—&'n(R)]Laguerrel’[a o1y, 0, & 1 (R)]
Exp[=¢, (R)HypergeometricU*[-ay, ,1, &, (R)]

{j R*t dt, HypergeometricU* (-a,, ool tezfe (R))Exp[—te2 E (R, (2ARt,)
1

t,dt, HypergeometricU’ (=a, -1, thzrfh (R))Exp[—thth (R)IK,(2ARt, )} 7-51
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