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1. BÖLÜM: ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

1.1. Temel Tan¬m ve Teoremler 2

1.2. Yo¼gunluk ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k 8

1.3. ·Iki Katl¬Dizilerin ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬ 13

1.4. Tauberian Teoremleri 25

1.5. ��·Istatistiksel Yak¬nsak Fonksiyon Dizileri 35

2. BÖLÜM: ·ISTAT·IST·IKSEL L·IM·IT NOKTALARI

2.1. ·Istatistiksel Limit Noktalar¬ 47

2.2. RN de ·Istatistiksel Cluster Noktalar¬ 51

3. BÖLÜM: ÇEK·IRDEK TEOREMLER·I

3.1. Bir Dizinin Çekirde¼gi 58

3.2. ·Istatistiksel Çekirdek 66

3.3. Bir Dizinin A�istatistiksel Çekirde¼gi 71

3.4. I�Üst ve I�Alt Limit, I�çekirdek 75

3.5. S¬n¬rl¬Dizilerin Banach ve ·Istatistiksel Çekirdekleri 82

3.6. S¬n¬rl¬Diziler için ��çekirdek ve I�çekirdek 86
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ÖZET
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·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK, FUZZY ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK ve

CORE TEOREMLER·I ÜZER·INE

Cemal BELEN

Cumhuriyet Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Mustafa YILDIRIM

Bu tez alt¬bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, temel tan¬m ve teoremler verilmi̧s ve k¬saca istatistiksel yak¬n-

sakl¬k kavram¬tan¬t¬lm¬̧st¬r. Daha sonra iki katl¬dizilerin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬,

istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n istatistiksel (C; 1) toplanabilmeden elde edildi¼gi Tauberian

teoremleri ve ��istatistiksel yak¬nsak fonksiyon dizileri ele al¬nm¬̧st¬r.
·Ikinci bölümde, Fridy taraf¬ndan verilen istatistiksel limit noktalar¬ve istatistik-

sel cluster noktalar¬kavramlar¬RN uzay¬nda incelenmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Knopp çekirde¼gi, istatistiksel çekirdek, A�istatistiksel çekirdek,

Banach çekirde¼gi, ��çekirdek ve I�çekirdek kavramlar¬tan¬t¬l¬p bu kavramlar aras¬n-

daki ili̧skiler incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümde, say¬dizilerinin lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ve lacunary

istatistiksel limit noktalar¬ve iki katl¬dizilerin lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ele

al¬nm¬̧st¬r.

Beşinci bölümde, genel olarak, istatistiksel yak¬nsakl¬k ile kuvvetli toplanabilme

aras¬ndaki içerme ba¼g¬nt¬lar¬verilerek bu ba¼g¬nt¬larla ilgili teoremler ispatlanm¬̧st¬r.

Son bölümde ise fuzzy say¬dizilerinin istatistiksel limit noktalar¬ve istatistiksel

alt ve üst limit kavramlar¬ele al¬nm¬̧st¬r.

Anahtar Kelimeler: Matris dönüşümü, Yo¼gunluk, ·Istatistiksel yak¬nsakl¬k,

Tauberian teoremi, ·Istatistiksel limit noktas¬, Bir dizinin çekirde¼gi, Fuzzy say¬dizisi
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This thesis consists of six chapters.

In the �rst chapter, fundamental de�nitions and theorems, and the concept of

statistical convergence have been given shortly. Later, statistical convergence of

double sequences, Tauberian theorems which follows from statistical summability

(C; 1) and ��statistically convergent function sequences have been considered.

In the second chapter, the concepts of statistical limit points and statistical

cluster points, introduced by Fridy, have been examined in RN space.

In the third chapter, the concepts of Knopp core, statistical core, A�statistical

core , Banach core, ��core and I�core have been investigated and the relations

between these concepts have been examined.

In the fourth chapter, Lacunary statistical convergence, lacunary statistical limit

points for single sequences and lacunary statistical convergence of multiple sequences

have been considered.

In the �fth chapter, in general, inclusion relations between statistical convergence

and strong summability have been given and theorems concerned with these relations

have been proved.

In the last chapter, the concepts of statistical limit points and statistical limit

inferior and limit superior for sequences of fuzzy numbers have been considered.
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G·IR·IŞ

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k ilk defa Polonya�da Wroclaw Üniversitesinde bir konfer-

ansta Steinhaus (1949) taraf¬ndan verilmi̧stir. Daha sonra Fast (1951) taraf¬ndan

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bir çok bilim adam¬taraf¬ndan ele al¬nan istatistiksel yak¬nsakl¬k, özel-

likle reel ve fonksiyonel analizde, toplanabilme teorisinde, ölçüm teorisinde ve olas¬l¬k

teorisinde önemli bir yere sahiptir. Son y¬llarda bu alanlardaki önemli çal¬̧smalar

Connor, Fridy, Khan, Kolk, Maddox, Miller, Moricz, Orhan, Pehlivan taraf¬ndan

yap¬lm¬̧st¬r ve h¬zl¬bir şekilde devam etmektedir.

Bir dizinin çekirde¼gi kavram¬ilk kez Knopp (1930) taraf¬ndan verilmi̧s ve daha

sonra özellikle Cooke (1950), Shcherbakov (1977), Maddox (1979), Das (1987),

Choudhary (1988) taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smalara ba¼gl¬olarak geli̧sim göstermi̧stir.

Ayr¬ca bir dizinin istatistiksel çekirde¼gi, A�istatistiksel çekirde¼gi, Banach çekirde¼gi,

��çekirde¼gi ve I� çekirde¼gi kavramlar¬Fridy, Orhan, Demirci, Loone ve Yard¬mc¬

taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Son y¬llarda, Pringsheim (1900) taraf¬ndan verilen iki katl¬ dizilerin yak¬nsak-

l¬¼g¬kavram¬n¬n istatistiksel yak¬nsakl¬k ve çekirdek teoremleri üzerine geni̧slemeleri

görülmektedir. Bu geni̧slemeler, Mursaleen ve Edely (2003), Moricz (2003), Savaş

ve Patterson (2006) taraf¬ndan yap¬lan çal¬̧smalarda ön plana ç¬kmaktad¬r.

Fuzzy say¬dizilerinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬, istatistiksel limit noktalar¬, ista-

tistiksel alt ve üst limitleri gibi kavramlar¬oldukça günceldir ve istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬n tüm alt alanlar¬üzerinde h¬zl¬bir geli̧sim göstermektedir.

Haz¬rlanan bu yüksek lisans tezinde bütün bu kavramlar¬n incelenip derlenmesi

amaçlanm¬̧st¬r.
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I. BÖLÜM

·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu k¬s¬mda, çal¬̧sman¬n önemli bölümlerinde s¬k s¬k kullan¬lacak olan baz¬ dizi

uzaylar¬ ve bu dizi uzaylar¬ aras¬nda tan¬ml¬ matris dönüs.ümleri ile ilgili tan¬mlar

ve teoremler verilecektir.

Dizi Uzaylar¬ve Matris Dönüşümleri

Tan¬m 1.1.1: Kompleks ya da reel terimli tüm dizilerin uzay¬n¬s, s¬n¬rl¬ diziler

uzay¬n¬ `1, yak¬nsak diziler uzay¬n¬ c, s¬f¬ra yak¬nsak diziler uzay¬n¬c0 ile göstere-

ce¼giz. Yani

m = `1 := fx = (xn) j supn j xn j <1 g

c : = fx = (xn) j limnxn = m;mevcut g

c0 : = fx = (xn) j limnxn = 0 g

dir. c, c0 ve `1 uzaylar¬ k x k1= supn j xn j normuyla birlikte birer Banach

uzay¬d¬rlar.

Bir matris dönüs.ümünün, c0; c; `1 gibi dizi uzaylar¬ üzerinde s¬n¬rl¬ bir

lineer dönüs.üm belirlemesi ic.in gerekli ve yeterli kos.ullar bilinmekte olup, bunlar bu

k¬s¬mda ispats¬z olarak verilecektir.

Tan¬m 1.1.2: A = (ank); (n; k = 0; 1; 2; :::) reel veya kompleks terimli bir

sonsuz matris olsun. Verilen bir x = (xk) dizisi ic.in

yn := An(x) :=
1X
k=0

ankxk; (n = 0; 1; 2; :::) (1.1.1)

yak¬nsak ise Ax = (An(x)) dönüs.üm dizisi mevcuttur denir. E¼ger X ve Y , tüm

diziler uzay¬s nin iki alt cümlesi olmak üzere her x 2 X ic.in (An(x)) dönüs.üm dizisi

mevcut ve (An(x)) 2 Y ise A matrisi X den Y ye bir dönüs.üm tan¬mlar denir ve

A 2 (X;Y ) ile gösterilir. E¼ger An(x) ! x0 (n!1) ise (xn) dizisine x0 de¼gerine

A�toplanabilirdir (veya A�limitlenebilirdir) denir ve bu durum A � limx = x0 ile

gösterilir. Toplam¬ veya limiti koruyan matrislerin s¬n¬f¬ise (X;Y; p) ile gösterilir.
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E¼ger A 2 (c; c) ise A ya konservatif, A 2 (c; c; p) ise A ya regüler matris denir.

(1.1.1) serisi her n ic.in yak¬nsak olaca¼g¬ndan matris dönüs.ümlerinin lineer oldu¼gu

ac.¬kt¬r. S. imdi toplanabilme teorisinde büyük öneme sahip bir matris örne¼gi verelim.

Örnek 1.1.3: Bir x = (xn) dizisini, onun aritmetik ortalamas¬ olan

�n =
x0 + x1 + :::+ xn

n+ 1

dizisine dönüs.türen operatöre Cesàro operatörü denir ve (C; 1) veya C1 ile gösterilir.

Aç¬kça bu operatöre kars.¬l¬k gelen matris

C1 =

0BBBBBB@
1 0 0 : : :

1
2

1
2 0 : : :

1
3

1
3

1
3 : : :

...
...

...
. . .

1CCCCCCA
ile verilir.

Teorem 1.1.4: A 2 (`1; `1) olmas¬ ic.in gerekli ve yeterli kos.ul k A k1:=

supn
P
k j ank j<1 olmas¬d¬r (Maddox 1970, sh.174 ).

Teorem 1.1.5: (Kojima-Schur) A 2 (c; c) olmas¬ ic.in gerekli ve yeterli kos.ul

(i) k A k1:= supn
P
k j ank j<1

(ii) limn
P1
k=p ank = ap ( her sabit p c.in )

özelliklerinin gerc.eklenmesidir (Maddox 1970, sh.166).

Teorem 1.1.6:(Silverman-Teoplitz) A 2 (c; c; p) olmas¬ için gerek ve yeter

koşul

(i) k A k1:= supn
P
k j ank j<1

(ii) limnank = 0 (her sabit k için)

(iii) limn
P
k ank = 1

koşullar¬n¬n gerçeklenmesidir (Maddox 1970, sh.165).

Teorem 1.1.7 :(Schur Teoremi) A 2 (`1; c) olmas¬için gerek ve yeter şart,P
k jankj serisinin n ye göre düzgün yak¬nsak ve

Her k için limnank = �k mevcut

olmas¬d¬r (Maddox, 1970, sh 169).
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Tan¬m 1.1.8 E¼ger A ve B iki regüler matris ve (xk); bir dizi olmak üzere

x
0
n =

1X
k=1

ankxk ; x
00
n =

1X
k=1

bnkxk ( her n için )

tan¬ml¬olsun. E¼ger x
0
n � x

00
n ! 0 (n!1) ise, A ve B matrislerine (xk) dizilerinin

verilen bir s¬n¬f¬üzerinde mutlak denk matrisler denir (Cooke, 1950, sh 169)

Tan¬m 1.1.9 : A = (ank); n; k = 0; 1; 2; ::: kompleks say¬lar¬n bir sonsuz matrisi

olsun. Bu durumda

cA := f x 2 s : Ax 2 c g

cümlesine A matrisinin yak¬nsakl¬k alan¬(veya toplanabilirlik alan¬) denir.

Tan¬m 1.1.10: E¼ger k > n ic.in ank = 0 ve her n ic.in ann 6= 0 ise bu durumda

A = (ank) ya bir normal matris (veya üc.gensel matris ) denir.

Tan¬m 1.1.11: A 2 B(c) olsun. Bu durumda ak := limn ank (her sabit k ic.in)

olmak üzere ak = 0 ise A ya c.arp¬msal matris ,

�(A) := lim
X
k

ank �
X
k

ak

say¬s¬na A n¬n karakteristi¼gi denir. �(A) 6= 0 ise A ya co-regüler matris ve �(A) = 0

ise A ya co-null matris denir.

Tan¬m 1.1.12: E¼ger bir A matrisinin her bir sat¬r¬nda s¬f¬rdan farkl¬sonlu tane

terim varsa A matrisine sat¬r-sonlu matris denir.

Tan¬m 1.1.13: E¼ger A regüler ve

lim
n!1

1X
k=0

j ank j= 1

ise bu durumda A = (ank) matrisine hemen hemen pozitiftir denir (Simmons, 1969).

Tan¬m 1.1.14: E¼ger 0 � � � 1 ve x; y 2 A iken �x + (1� �) y 2 A ise bir E

vektör uzay¬n¬n A alt kümesine konvekstir denir.

Tan¬m 1.1.15: X bir vektör uzay¬olsun. E¼ger her x; y 2 X için f(x + y) �

f(x) + f(y) ve her � � 0 için f(�x) = �f(x) özellikleri gerçekleniyor ise f fonksiy-

oneline alt lineer fonksiyonel denir.

Tan¬m 1.1.16: A bir E vektör uzay¬n¬n boş olmayan alt kümesi olsun. A y¬

içeren E nin bütün alt vektör uzaylar¬n¬n arakesitine A n¬n lineer hull�u denir.
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Böylece A n¬n F lineer hull�u A y¬içeren E nin bir alt vektör uzay¬d¬r. Aç¬kça

F; A y¬ içeren E nin en küçük alt uzay¬d¬r. Yani e¼ger G; A � G olan bir vektör

uzay¬ise F � G dir.

Lemma 1.1.17: Bir E vektör uzay¬n¬n boş olmayan A alt kümesinin lineer

hull�ü, A n¬n elemanlar¬n¬n bütün sonlu lineer kombinasyonlar¬n¬n kümesidir (Brown,

1970 sh 95)

Tan¬m 1.1.18: A bir E normlu uzay¬n¬n bir boş olmayan alt kümesi olsun. A

y¬içeren E nin bütün kapal¬alt vektör uzaylar¬n¬n arakesitine A n¬n kapal¬ lineer

hull�ü denir.

A n¬n kapal¬F lineer hull�ü aç¬kça E nin bir alt vektör uzay¬d¬r, ve E nin kapal¬

bir alt kümesidir. (Çünkü kapal¬kümelerin herhangi bir ailesinin kesi̧simi kapal¬d¬r.)

(Brown, 1970 sh 96)

Aç¬kça F , E nin en küçük kapal¬alt uzay¬d¬r.(E¼ger G; A � G ve E nin kapal¬

alt vektör uzay¬ise F � G dir.)

Lemma 1.1.19: Bir normlu E uzay¬n¬n bir boş olmayan kapal¬lineer hull�ü A

n¬n lineer hull�ünün kapan¬̧s¬d¬r. (Brown, 1970 sh 96)

Tan¬m 1.1.20 (Banach Limitleri): D, D(x0; x1; x2; � � � ) = (x1; x2; x3; � � � );

D2(x0; x1; x2; � � � ) = (x2; x3; x4; � � � ); � � � şeklinde tan¬ml¬shift operatör olsun. m0 =

fs 2 m : Dst� s 2 c0g diyelim. Şimdi m yi reel terimli s¬n¬rl¬diziler uzay¬olarak

gözönüne alal¬m ve E; m nin e = (1; 1; 1; � � � ) 2 E ve x 2 E; Dx 2 E olacak şekilde

alt vektör uzay¬olsun. $E ; her x 2 E için

x � 0) L(x) � 0

L(e) = 1

L(Dx) = L(x)

olacak şekilde bütün L : E ! R lineer fonksiyonellerin cümlesi olsun. E¼ger $ = $m

dersek bir L 2 $ fonksiyoneline Banach limiti denir.

Tan¬m 1.1.21: S¬n¬rl¬reel bir (xn) dizisi verildi¼ginde her L Banach limiti için

L(xn) = x0 oluyorsa, (xn) dizisine hemen hemen yak¬nsakt¬r denir ve x0 say¬s¬na bu

dizinin F -limiti ad¬verilir (Lorentz, 1948). Hemen hemen yak¬nsak diziler uzay¬n¬F

ile gösterece¼giz. (xn) dizisinin x0 say¬s¬na hemen hemen yak¬nsak olmas¬, F�limx =

x0 veya f � limx = x0 şeklinde gösterilir.
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x = (xn) s¬n¬rl¬bir dizi, p pozitif bir tamsay¬ve n1; n2; � � � ; np tamsay¬lar¬n key�

bir alt cümlesi olmak üzere q yu m üzerinde

q(x) := inf
n1;n2;��� ;np

lim sup
k

1

p

pX
i=1

xni+k (1.1.2)

olarak tan¬mlayal¬m. Bu şekilde tan¬mlanan q(x) fonksiyonelim üzerinde altlineerdir

(Petersen 1966, sh 56). Hahn-Banach Teoremi gere¼gince m üzerinde L(x) � q(x)

olacak şekilde bir L lineer fonksiyoneli vard¬r. Böylece $ 6= � dir.

�; E üzerinde bir altlineer fonksiyonel olsun. fE; �g ile, E üzerinde her x 2 E için

L(x) � q(x) olacak şekildeki bütün L lineer fonksiyonellerinin cümlesini gösterelim.

L lineer oldu¼gundan bu özellik

��(x) � L(x) � �(x)

olmas¬ile eşde¼gerdir.

Teorem 1.1.22: Bir x = (xn) s¬n¬rl¬dizisinin hemen hemen yak¬nsak olabilmesi

için gerek ve yeter şart �q(�xn) = q(xn) olmas¬d¬r (Petersen 1966, sh 60).

Şimdi bu teoremi daha basit bir şekle dönüştüren ve kompleks terimli s¬n¬rl¬

dizilere de uygulanabilir hale getiren bir teoremi ifade edece¼giz.

Teorem 1.1.23: Bir x = (xn) s¬n¬rl¬dizisinin hemen hemen yak¬nsak olabilmesi

için gerek ve yeter şart n ye göre düzgün olarak

lim
k!1

xn + xn+1 + � � �+ xn+k�1
k

= s

olmas¬d¬r (Petersen 1966, sh 60; Lorentz, 1948).

Yak¬nsak her dizi hemen hemen yak¬nsakt¬r, ancak bunun karş¬t¬do¼gru de¼gildir.

Bu özellik her Banach limiti için gerçeklenece¼ginden ((�1)n) dizisi s¬f¬ra hemen

hemen yak¬nsakt¬r. Fakat bu dizinin yak¬nsak olmad¬¼g¬aç¬kt¬r.

Tan¬m 1.1.24: Bir A matrisi bütün hemen hemen yak¬nsak dizileri yak¬nsak

diziler içine dönüştürüyorsa ve limAx = F � limx ise A matrisine kuvvetli regüler

matris denir (Lorentz, 1948).

Teorem 1.1.25: Bir regüler A = (ank) matrisinin kuvvetli regüler olmas¬için

gerek ve yeter şart,

lim
n!1

1X
k=1

jank � an;k+1j = 0
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olmas¬d¬r (Lorentz, 1948).

Tan¬m 1.1.26: Her x 2 c için F � limAx = limx ise; yani A 2 (c; F ; p) ise A

matrisine hemen hemen regüler matris denir (King, 1966).

Teorem 1.1.27: A matrisinin hemen hemen regüler olmas¬için gerek ve yeter

şart,

(i) kAk = sup
n

P
k

jankj <1

(ii) lim
p!1

1

p

n+p�1P
j=n

ajk = 0; (n�ye göre düzgün olarak, k = 0; 1; � � � ); yani f �

limajk = 0 (her k için) ve

(iii) lim
p!1

1

p

n+p�1P
j=n

1P
k=0

ajk = 1; (n
0ye göre düzgün); yani f � lim

P
k

ajk = 1

olmas¬d¬r (King, 1966).

Tan¬m 1.1.28: E¼ger A hemen hemen yak¬nsak diziler uzay¬ olan F yi kendi

içine dönüştürüyor ve f � limAx = f � limx oluyorsa A matrisine F -regülerdir

denir (Duran, 1972).

Teorem 1.1.29: A n¬n F -regüler olmas¬için gerek ve yeter şart,

(i) sup
n

1P
k=0

jankj = kAk < +1

(ii) F � lim
n

1P
k=0

ank = 1

(iii) Her k 2 N için F � lim
n
ank = 0 mevcut

(iv) lim
p

1P
k=0

1

p+ 1
j
P
(an+i;k�1 � an+i;k)j = 0; (n ye göre düzgün)

olmas¬d¬r (Duran,1972).

Tan¬m 1.1.30: E¼ger A 2 (`1; F ) ise A ya hemen hemen Schur matrisi denir.

Teorem 1.1.31: A 2 (`1; F ) olmas¬için gerek ve yeter şart

(i) kAk = sup
n

P
k

jankj <1

(ii) Her n için F � limank = �k mevcut

(iii) lim
p

1P
k=0

���� 1

p+ 1

1P
i=0
an+i;k � �k

���� = 0 (n ye göre düzgün)

olmas¬d¬r (Duran, 1972).

Tan¬m 1.1.32: Kompleks terimli matris dizisini B ile gösterelim ve bir x = (xk)

dizisine karş¬l¬k her n ve i � 0 için Bin(x) =
1P
k=0

bnk(i)xk mevcut olsun. Bx =�
Bin(x)

�1
i;n=0

olmak üzere e¼ger i ye göre düzgün olarak lim
n
Bin(x) = s ise, x dizisi

s de¼gerine (B) metodu ile toplanabilirdir denir ve bu durum x ! s (B) şeklinde

belirtilir.
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Tan¬m 1.1.33: x ! s olmas¬, x ! s
0
(B) olmas¬n¬gerektirirse (B) metoduna

konservatif ve ayr¬ca s = s
0
ise (B) metoduna regülerdir denir (Stieglitz, 1973).

B metodunun konservatif olmas¬ için gerek ve yeter şartlar aşa¼g¬daki teoremle

verilebilir.

Teorem 1.1.34: B metodunun konservatif olmas¬için gerek ve yeter şart her n

ve i için

(i)
P
k

jbnk(i)j <1 ve

(ii) sup
i�0;n�m

P
k

jbnk(i)j <1

(iii) En az bir bk 2 C için lim
n

P
k

bnk(i) = bk (i ye göre düzgün)

(iv) En az bir b 2 C için lim
n

P
k

bnk(i) = b (i ye göre düzgün)

olmas¬d¬r (Stieglitz, 1973).

Bu teoreme ek olarak e¼ger bk = 0 ve b = 1 ise (B) metodu regülerdir.

Uyar¬: Her n ve her i için

X
k

jbnk(i)j � K

olacak şekilde bir K > 0 say¬s¬varsa ve her n için i ye göre düzgün olarak

X
k

jbnk(i)j <1

oluyorsa

sup
n;i

X
k

jbnk(i)j = kBk <1

yaz¬l¬r.

Lemma 1.1.35: kBk <1 ve lim
n
sup
i
jbnk(i)j = 0 olsun. Bu durumda

limsup
n

sup
i

X
k

bnk(i)yk = limsup
n

sup
i

X
k

jbnk(i)j

olacak şekilde kyk � 1 olan y 2 `1 vard¬r (Das, 1987).

1.2 Yo¼gunluk ve ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

N do¼gal say¬lar kümesinin bir A alt cümlesinin kardinal say¬s¬jAj ile gösterilsin,

yani jAj = cardA olsun.
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Tan¬m 1.2.1:(Yo¼gunluk) A � N ve An := fk � n : k 2 Ag = A\f1; 2; � � � ; ng

olsun. E¼ger

�(A) := lim
n

jAnj
n

limiti mevcut ise �(A) say¬s¬na A cümlesinin yo¼gunlu¼gu denir (Niven ve Zuckerman,

1980, sh247).

Bu tan¬m şu şekilde de verilebilir:

�A (k) :=

8<: 1; k 2 A

0; k 2 N�A

A n¬n karakteristik fonksiyonu olmak üzere,

�(A) := lim
n

1

n

nX
k=1

�A(k)

mevcut ise A kümesi � (A) do¼gal yo¼gunlu¼guna sahiptir denir.

� : P (N) ! [0; 1]

A ! � (A) = limn
jAnj
n

yo¼gunluk fonksiyonunun sa¼glad¬¼g¬özellikler k¬saca şu şekilde verilebilir: A;B 2 P (N)

için;

1) � (N�A) = 1� � (A) d¬r.

2) �(N) = 1 ve �(;) = 0 d¬r.

3) A � B ise � (A) � � (B) dir.

4) A � B ise (yani A�B = (AnB) [ (BnA) sonlu ise) � (A) = � (B) dir.

5) A sonlu küme ise � (A) = 0 d¬r.

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬ilk defa Fast (1951) taraf¬ndan verildi. Ve daha

sonra çeşitli yazarlar taraf¬ndan geni̧sletildi. Bunun öncülü¼günü ise Fridy, Orhan ve

Connor yapm¬̧st¬r.

Şimdi istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬ tan¬tal¬m ve bu k¬s¬mdaki teoremleri

ispats¬z olarak ifade edelim.

Tan¬m 1.2.2: x = (xk) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. E¼ger, 8" > 0

için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � Lj � "gj = 0 (1.2.1)
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olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x = (xk) dizisi L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir ve st� limx = L veya xk ! L(S) ile gösterilir.

E¼ger L = 0 ise x = (xk) dizisine istatistiksel s¬f¬r dizisi denir (Fast,1951). Bu

tan¬mdaki (1.2.1) gösterimi � (fk � n : jxk � Lj � "g) = 0 şeklinde de ifade edilebilir.

Örnek 1.2.2: x = (xk) dizisi

xk =

8<: 1 ; k = m2 (m = 1; 2; :::)

0 ; k 6= m2

şeklinde tan¬mlans¬n. " > 0 için

fk � n : jxkj � "g � fk � n : xk 6= 0g

oldu¼gundan; her " > 0 için

lim
n

1

n
jfk � n : jxkj � "gj � lim

n

1

n
jfk � n : xk 6= 0gj � lim

n

p
n

n
= 0

elde edilir. Böylece st� limx = 0 olur.

Örnek 1.2.3:

xk =

8<:
p
k ; k = m2 (m = 1; 2; :::)

2 ; k 6= m2

şeklinde tan¬mlanan x = (xk) dizisi için st� limx = 2 dir.

Burada istatistiksel yak¬nsakl¬k ile ordinary (Cauchy) yak¬nsakl¬k aras¬nda nas¬l

bir ili̧ski olabilece¼gi sorusu akla gelebilir. Cauchy anlam¬ndaki yak¬nsakl¬¼g¬n, istatis-

tiksel yak¬nsakl¬¼g¬gerektirece¼gi aç¬kt¬r. Fakat yukar¬daki örneklerden de görülece¼gi

gibi tersi do¼gru de¼gildir.

Tan¬m 1.2.4: A � N ve �(A) = 0 olsun. E¼ger " > 0 verildi¼ginde her k � N

ve her k =2 A için jxk � Lj < " olacak şekilde bir N 2 N varsa , x = (xk) dizisi L

say¬s¬na hemen her k için yak¬nsakt¬r denir (Buck, 1953).

Bu tan¬m ise istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬m¬ndan başka birşey de¼gildir.

E¼ger bir x = (xk) dizisi, K � N; �(K) = 1 olmak üzere her k 2 K için bir p

özelli¼gine sahip ise bu durumda x dizisi hemen her k için p özelli¼gine sahiptir denir

ve bu durum k¬saca h.h.k. ile gösterilir.

Teorem 1.2.5: st� limx = L1 ve st� lim y = L2 ve � 2 R olsun. Bu durumda

(i) st� lim(x+ y) = L1 + L2
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(ii) st� lim(�x) = �L1
dir (Fast,1951).

·Ilk kez 1985 de Fridy taraf¬ndan bir dizinin istatistiksel Cauchy dizisi tan¬m¬ver-

ildi ve daha sonra istatistiksel yak¬nsakl¬k ile istatistiksel Cauchy dizilerin cümlesinin

denk oldu¼gu gösterildi.

Tan¬m 1.2.6: Her " > 0 ve h.h.k. için jxk � xN j < " olacak şekilde birN = N(")

say¬s¬mevcut ise yani her " > 0 için

lim
n

1

n
jfk � n : jxk � xN j � "gj = 0

ise x = (xk) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985).

Teorem 1.2.7: Aşa¼g¬daki önermeler denktir.

(i) x dizisi istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(ii) x istatistiksel Cauchy dizisidir.

(iii) h.h.k. için xk = yk olacak şekilde yak¬nsak bir y dizisi vard¬r (Fridy, 1985).

Teorem 1.2.8: x = (xk) dizisi bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun. Bu

durumda x = y+z olacak şekilde L say¬s¬na yak¬nsak olan bir y dizisi ve istatistiksel

s¬f¬r z dizisi vard¬r (Connor, 1988).

Teorem 1.2.8 istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n ayr¬̧s¬m teoremi olarak bilinir.

Sonuç 1.2.9: Bir x dizisi bir L noktas¬na istatistiksel yak¬nsak ise ayn¬noktaya

Cauchy anlam¬nda yak¬nsayan bir alt dizi içerir (Connor, 1988).

Aşa¼g¬da, Teorem 1.2.10 ve Teorem 1.2.11, istatistiksel yak¬nsakl¬k ile klasik

toplanabilme metotlar¬aras¬ndaki ili̧skileri belirtmektedir.

Teorem 1.2.10: st � limx = L ve her n 2 N için jxnj � K ise C1 � limx = L

dir. Yani s¬n¬rl¬, istatistiksel yak¬nsak her dizinin aritmetik ortalamas¬da yak¬nsakt¬r

(Schoenberg, 1959).

x = (1; 0; 1; 0; :::) şeklinde tan¬mlanan bir dizinin aritmetik ortalamas¬ 1=2 ye

yak¬nsakt¬r. Fakat dizinin kendisi istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. O halde teoremin

karş¬t¬do¼gru de¼gildir.

Teorem 1.2.11: Hiç bir toplanabilme metodu istatistiksel yak¬nsakl¬k meto-

dunu içermez (Yani A 2 (st; c; p) olacak şekilde hiç bir matris yoktur) (Fridy, 1985).

Matris toplanabilme ve istatistiksel yak¬nsakl¬k aras¬nda kesin bir sonuç elde

etmek için matrislerin aşa¼g¬daki s¬n¬f¬n¬tan¬taca¼g¬z.
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Negatif olmayan alt üçgensel A = (ank) matrisi

(i) Her n 2 N için
nP
k=1

ank = 1

(ii) K � N olmak üzere � (K) = 0 oldu¼gunda lim
n

P
k

ank = 0

koşullar¬n¬gerçeklerse, Amatrisi � s¬n¬f¬na aittir denir. � s¬n¬f¬na ait her bir Amatrisi

negatif olmayan terimli oldu¼gundan (i) ve (ii) koşullar¬A matrisinin regülerli¼gini

garanti eder. Buna göre ilgili karakterizasyonu verebiliriz.

Teorem 1.2.12: S¬n¬rl¬bir x dizisi için st� limx = L olmas¬için gerek ve yeter

şart her A 2 � için A� limx = L olmas¬d¬r (Fridy ve Miller, 1991).

Tan¬m 1.2.13: x = (xk) kompleks terimli bir dizi ve p pozitif bir reel say¬olsun.

E¼ger

lim
n

1

n

nX
k=1

jxk � Ljp = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa x dizisi L say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro toplanabilirdir

denir.

Kuvvetli p-Cesàro toplanabilir dizilerin cümlesi wp ile gösterilir. O halde p > 0

için

wp =

(
x = (xk) : 9L 2 C için

1

n

nX
k=1

jxk � Ljp ! 0; (n!1)
)

dir.

Teorem 1.2.14: p 2 R ve 0 < p <1 olsun.

(i) Bir dizi bir L say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro toplanabilir ise L say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

(ii) S¬n¬rl¬ bir dizi bir L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise L say¬s¬na kuvvetli

p-Cesàro toplanabilirdir (Connor, 1988).

Sonuç 1.2.15: S¬n¬rl¬diziler üzerinde kuvvetli p-Cesàro toplanabilme ile ista-

tistiksel yak¬nsakl¬k denktir, yani p > 0 için wp \ `1 = st \ `1
Sonuç 1.2.16: Kompleks terimli bir x dizisi bir L say¬s¬na kuvvetli p-Cesàro

toplanabilir veya L say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise x, L say¬s¬na yak¬nsayan bir

alt diziye sahiptir (Connor, 1988).

Sonuç 1.2.17: x reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda lim infn xn = L ve

C1 � limx = L ise xn ! L(S) dir (Connor, 1988).

Teorem 1.2.18: p > 0 olsun. A 2 (`1 \ wp; c) olmas¬için gerek ve yeter şart
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A 2 (c; c) ve s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip her E cümlesi için

X
k2E
jank � akj ! 0; (n!1)

olmas¬d¬r (Maddox, 1974).

Şimdi ise, stb = st\`1 istatistiksel yak¬nsak dizilerin baz¬topolojik özelliklerinin

ele al¬nd¬¼g¬iki teoremi ifade edelim.

Teorem 1.2.19: stb uzay¬`1 normlu lineer uzay¬n¬n kapal¬bir alt lineer uzay¬d¬r

(Salat, 1980).

Teorem 1.2.20: stb cümlesi `1 içinde hiç bir yerde yo¼gun de¼gildir (Salat, 1980).

1.3 ·Iki Katl¬Dizilerin ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Bu k¬s¬mda x = (xjk) iki katl¬dizisi için istatistiksel yak¬nsakl¬k ve istatistiksel

Cauchy dizisi tan¬mlar¬verilecek ve baz¬ilgili sonuçlar ispatlanacakt¬r.

Bir x = (xjk)
1
j;k=0 iki katl¬dizisi verildi¼ginde e¼ger her " > 0 için bir N 2 N say¬s¬

j; k � N iken jxjk � Lj < " olacak şekilde varsa bu durumda x = (xjk)1j;k=0 iki katl¬

dizisine Pringsheim anlam¬nda yak¬nsakt¬r denir ve L ye de x in Pringsheim limiti

denir (Pringsheim, 1900).

E¼ger her " > 0 için bir N 2 N say¬s¬tüm p � j � N; q � k � N de¼gerlerinde

jxpq � xjkj < " olacak şekilde varsa bu durumda x = (xjk)1j;k=0 dizisine Cauchy dizisi

denir.

E¼ger her j ve k için jxjkj < M , yani

kxk(1;2) = sup
j;k
jxj;kj <1 (1.3.1)

ise bu durumda x dizisine s¬n¬rl¬d¬r denir. Tüm s¬n¬rl¬iki katl¬dizilerin kümesini `21

ile gösterece¼giz.

Not edelim ki, tek katl¬dizilerin aksine, yak¬nsak bir iki katl¬dizinin s¬n¬rl¬olmas¬

gerekmemektedir.

K � N� N; pozitif tamsay¬lar¬n iki boyutlu bir kümesi ve K (n;m) ise i � n ve

j � m koşulunu sa¼glayan K ya ait tüm (i; j) ikililerinin say¬s¬olsun. Bu durumda

do¼gal yo¼gunlu¼gun iki boyutlu benzeri aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.
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E¼ger, (K (n;m) =nm) dizisinin Pringsheim anlam¬nda limiti mevcut ise bu du-

rumda, K kümesi iki katl¬do¼gal yo¼gunlu¼ga sahiptir denir ve

lim
n;m

K (n;m)

nm
= �2 (K)

ile tan¬mlan¬r. Örne¼gin, K =
��
i2; j2

�
: i; j 2 N

	
kümesini alal¬m. Bu durumda

�2 (K) = lim
n;m

K (n;m)

nm
� lim

n;m

p
n
p
m

nm
= 0

olur. YaniK kümesinin iki katl¬do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. f(i; 2j) : i; j 2 Ng kümesinin

ise iki katl¬do¼gal yo¼gunlu¼gu 1=2 dir.

E¼ger n = m al¬n¬rsa, Cristopher (1956) taraf¬ndan ele al¬nan iki boyutlu do¼gal

yo¼gunlu¼gu elde ederiz.

x = (xjk) iki katl¬dizisi için istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬n iki katl¬benzeri aşa¼g¬daki

gibi tan¬mlan¬r:

Tan¬m 1.3.1: Reel bir x = (xjk) iki katl¬dizisi verildi¼ginde e¼ger her " > 0 için

f(j; k) ; j � n ve k � m : jxjk � `j � "g

kümesinin iki katl¬ do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬ra eşit oluyorsa bu durumda x dizisi, `

say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve bu durum st2 � limj;kxjk = ` şeklinde

gösterilir. Tüm istatistiksel yak¬nsak iki katl¬dizilerin kümesi ise st2 ile gösterile-

cektir (Mursaleen ve Edely, 2003).

Uyar¬1.3.2: (a) E¼ger x yak¬nsak bir iki katl¬dizi ise o zaman x ayn¬say¬ya

istatistiksel yak¬nsakt¬r. Gerçekten, e¼ger x yak¬nsaksa bu durumda sadece sonlu

say¬da s¬n¬rl¬(s¬n¬rs¬z) sat¬rlar ve/veya sütunlar oldu¼gundan, s1 ve s2 sonlu say¬lar

olmak üzere

K (n;m) � s1n+ s2m

dir. Bu ise x dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬n¬gerektirir.

(b) E¼ger x dizisi ` say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak ise bu durumda ` tektir.

(c) E¼ger x dizisi istatistiksel yak¬nsak ise bu durumda x in yak¬nsak olmas¬

gerekmez. Ayr¬ca s¬n¬rl¬olmas¬da gerekli de¼gildir.

Örne¼gin, x = (xjk) dizisi

xjk =

8<: jk; j ve k kare ise

1; di¼ger yerlerde
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şeklinde tan¬mlan¬rsa, her " > 0 için jf(j; k) : jxjk � 1j � "gj �
p
j
p
k oldu¼gundan

st2 � limxjk = 1 oldu¼gu kolayl¬kla görülebilir. Fakat x ne yak¬nsak ne de s¬n¬rl¬bir

dizidir.

·Iki katl¬diziler için, tek katl¬diziler için benzeri Salát (1980) taraf¬ndan ispat-

lanan sonuçlar¬n benzerlerini ispatlayal¬m.

Teorem 1.3.3: Reel bir x = (xjk) iki katl¬dizisinin bir ` say¬s¬na istatistiksel

yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul �2 (K) = 1 ve

lim
j;k!1
(j;k)2K

xjk = `

olacak şekilde bir K = f(j; k)g � N � N , j; k = 1; 2; ::: alt kümesinin olmas¬d¬r

(Mursaleen ve Edely, 2003).

·Ispat: x; ` ye istatistiksel yak¬nsak olsun.

Kr =

�
(j; k) 2 N� N : jxjk � `j �

1

r

�
ve

Mr =

�
(j; k) 2 N� N : jxjk � `j <

1

r

�
; r = 1; 2; :::

diyelim. Bu durumda �2 (Kr) = 0 ve

(1) M1 �M2 � ::: �Mi �Mi+1 � :::

(2) �2 (Mr) = 1

dir. Şimdi, (j; k) 2 Mr için (xjk) n¬n ` ye yak¬nsak oldu¼gunu göstermeliyiz. Kabul

edelim ki (xjk) ; ` ye yak¬nsak olmas¬n. Buna göre sonsuz çokluktaki terim için

jxjk � `j � "

olacak şekilde " > 0 vard¬r.

M" = f(j; k) : jxjk � `j < "g ve " >
1

r
(r = 1; 2; :::)

diyelim. Bu durumda

(3) �2 (M") = 0 ve

(1) den Mr � M" dur. Dolay¬s¬yla �2 (Mr) = 0 olur ki bu (2) ile çeli̧sir. O halde

(xjk) ; ` ye yak¬nsakt¬r.
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Tersine, kabul edelim ki �2 (K) = 1 ve lim
j;k
xjk = ` olacak şekilde bir K =

f(j; k)g � N � N alt kümesi vard¬r. Yani her " > 0 için tüm j; k � N de¼gerlerinde

jxjk � `j < " olacak şekilde bir N 2 N vard¬r. E¼ger

K" = f(j; k) : jxjk � `j � "g � N� N� f(jN+1; kN+1) ; (jN+2; kN+2) ; :::g

dersek

�2 (K") � 1� 1 = 0

olur. O halde x; ` ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.�

Uyar¬ 1.3.4: E¼ger st2 � limj;kxjk = ` ise bu durumda limj;kyjk = ` ve

�2 f(j; k) : xjk = yjkg = 1; yani hemen her k için xjk = yjk olacak şekilde bir

y = (yjk) dizisi vard¬r.

Teorem 1.3.5: st2 \ `21 uzay¬, `21 normlu uzay¬n¬n bir kapal¬altuzay¬d¬r (Mur-

saleen ve Edely, 2003).

·Ispat: x(nm) 2 st2 \ `21 ve x(nm) ! x 2 `21 olsun. x(nm) 2 st2 \ `21 oldu¼gundan

st2 � lim
j;k
x
(nm)
jk = anm (n;m = 1; 2; :::)

olacak şekilde anm reel say¬lar¬vard¬r. x(nm) ! x oldu¼gundan her " > 0 için bir

N 2 N say¬s¬her p � n � N; q � m � N de¼gerlerinde

���x(pq) � x(nm)��� < "=3 (1.3.2)

olacak şekilde vard¬r. Burada j:j ; bir vektör uzay¬ndaki normu gösterir. Teorem

1.3.3 den N� N nin �2 (K1) = �2 (K2) = 1 ve

(1) lim
j;k
x
(nm)
jk(j;k)2K1

= anm

(2) lim
j;k
x
(nm)
jk(j;k)2K2

= apq

olacak şekilde K1 ve K2 alt kümeleri vard¬r.

�2 (K1 \K2) = 1 oldu¼gundan K1 \K2 sonsuzdur.

(k1; k2) 2 K1 \K2 alal¬m. (1) ve (2) den���x(pq)k1;k2
� apq

��� < "=3 (1.3.3)
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ve ���x(nm)k1;k2
� anm

��� < "=3 (1.3.4)

tür. Böylece herbir p � n � N ve q � m � N için (1.3.2)-(1.3.4) ten

japq � anm j �
���apq � x(pq)k1;k2

���+ ���x(pq)k1;k2
� x(nm)k1;k2

���+ ���x(nm)k1;k2
� anm

���
< "

3 +
"
3 +

"
3 = "

olur. Buna göre (anm ) bir Cauchy dizisidir ve böylece yak¬nsakt¬r.

(3) lim
n;m
anm = a

olsun. x in a ya istatistiksel yak¬nsak oldu¼gunu göstermemiz gerekir. x(nm) ! x

oldu¼gundan her " > 0 için bir N1 (") ; tüm j; k � N1 (") de¼gerleri için���x(nm)jk � xjk
��� < "=3

olacak şekilde vard¬r. Ayr¬ca (3) ten, her " > 0 için bir N2 (") ; tüm j; k � N2 (")

de¼gerleri için

jajk � aj < "=3

olacak şekilde vard¬r.

Yine, x(nm); anm ye istatistiksel yak¬nsak oldu¼gundan �2 (K) = 1 olan bir K =

f(j; k)g � N� N kümesi ve her " > 0 için bir N3 (") ; tüm j; k � N3 (") ; (j; k) 2 K

için ���x(nm)jk � anm
��� < "=3

olacak şekilde vard¬r. max fN1 (") ; N2 (") ; N3 (")g = N4 (") olsun. Bu durumda

verilen bir " > 0 ve tüm j; k � N4 (") ; (j; k) 2 K için

jxjk � aj �
���x(nm)jk � xjk

���+ ���x(nm)jk � anm
���+ jajk � aj < "

3
+
"

3
+
"

3
= "

elde edilir. Böylece x; a ya istatistiksel yak¬nsak yani x 2 st2 \ `21 dir.

O halde st2 \ `21; `21 nin kapal¬bir alt uzay¬d¬r.�

Teorem 1.3.6: st2 \ `21 uzay¬`21 de hiçbir yerde yo¼gun de¼gildir (Mursaleen ve

Edely, 2003).
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·Ispat: Key� bir S normlu uzay¬n¬n S den farkl¬olan her kapal¬alt uzay¬S de

hiçbir yerde yo¼gun oldu¼gundan, Neubrum ve di¼g. (1968) Teorem 2.2 ye göre yaln¬zca

st2 \ `21 6= `21 oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

x = (xjk) dizisi

xjk =

8<: 1; j ve k çift

0; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlans¬n. x in istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬fakat s¬n¬rl¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

Dolay¬s¬yla st2 \ `21 6= `21 dir.�

Fridy (1985) tek katl¬istatistiksel Cauchy dizilerini tan¬mlam¬̧st¬. Bu k¬s¬mda iki

katl¬istatistiksel Cauchy dizileri tan¬mlan¬p baz¬benzer sonuçlar ispatlanacakt¬r.

Tan¬m 1.3.7: Reel bir x = (xjk) iki katl¬dizisi verildi¼ginde, e¼ger her " > 0 için

N = N (") ve M =M (") say¬lar¬tüm j; p � N; k; q �M için

f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � xpqj � "g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rolacak şekilde varsa bu durumda x dizisine istatis-

tiksel Cauchy dizisi denir (Mursaleen ve Edely, 2003).

Teorem 1.3.8: Reel bir x = (xjk) iki katl¬ dizisinin istatistiksel yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter koşul, x in istatistiksel Cauchy olmas¬d¬r (Mursaleen ve

Edely, 2003).

·Ispat: x dizisi bir ` say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak olsun. Bu durumda her

" > 0 için f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `j � "g kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r.

jxNM � `j � " olacak şekilde N ve M say¬lar¬seçelim. Şimdi ise,

A" = f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � xNM j � "g ;

B" = f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `j � "g

C" = f(j; k) ; j = N � n; k =M � m : jxNM � `j � "g

olsun. Bu durumda A" � B" [ C" olur ki buradan �2 (A") � �2 (B") + �2 (C") = 0

elde edilir. Dolay¬s¬yla x; istatistiksel Cauchy�dir.

Tersine, x; istatistiksel Cauchy olsun fakat istatistiksel yak¬nsak olmas¬n. Bu du-

rumda A" kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r olacak şekilde N veM vard¬r. Dolay¬syla

E" = f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � xNM j < "g



19

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu 1 dir. Özel olarak e¼ger jxjk � `j < "=2 ise

(�) jxjk � xNM j � 2 jxjk � `j < "

yazabiliriz. x; istatistiksel yak¬nsak olmad¬¼g¬ndan B" kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu 1

dir. Yani

f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `j < "g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r. Böylece (�) dan

f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � xNM j < "g

kümesinin do¼gal yo¼gunlu¼gu s¬f¬r, yani A" kümesinin yo¼gunlu¼gu 1 olur. Bu bir

çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla x istatistiksel yak¬nsakt¬r.�

Teorem 1.3.2 ve Teorem 1.3.8 den, Fridy�nin (1985) sonucunun iki katl¬diziler

için istatistiksel benzeri aşa¼g¬daki şekilde verilebilir.

Teorem 1.3.9: Aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

(a) x; ` ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(b) x; istatistiksel Cauchy�dir.

(c) lim
j;k
yjk = ` olacak şekilde x in bir y altdizisi vard¬r (Mursaleen ve Edely,

2003).

Moricz (2003) Teorem 1.3.8 i (xjk) iki katl¬bir reel veya kompleks say¬lar dizisi

oldu¼gu durum için ispatlam¬̧st¬r.

Teorem 1.3.10: Bir (xjk) iki katl¬dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için

gerek ve yeter koşul istatistiksel Cauchy olmas¬d¬r (Moricz, 2003).

·Ispat: Gereklilik. Al¬̧s¬lm¬̧s yak¬nsakl¬kta oldu¼gu gibi (xjk) istatistiksel yak¬nsak

iken, (xjk) n¬n istatistiksel Cauchy oldu¼gunu göstermek kolayd¬r.

Yeterlilik. Kabul edelim ki (xjk) istatistiksel Cauchy olsun. (xjk) n¬n istatistiksel

yak¬nsak oldu¼gunu ispatlayal¬m. ("p : p = 1; 2; :::) s¬f¬ra yak¬nsak kesin azalan bir dizi

olsun. (xjk) istatistiksel Cauchy oldu¼gundan

lim
n;m!1

1

nm

���j � n ve k � m :
��xjk � xNpMp

�� � "p	�� = 0 (1.3.5)
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olacak şekilde pozitif tamsay¬lar¬n kesin artan (Np) ve (Mp) dizileri vard¬r. Aç¬k

olarak pozitif tamsay¬lar¬n her bir (p; q) ; p 6= q ikilisi için

��xjpqkpq � xNpMp

�� < "p ve ��xjpqkpq � xNqMq

�� < "q
olacak şekilde (jpq; kpq) 2 N2 ikilisi seçebiliriz. Bu durumda

��xNpMp � xNqMq

�� < "p + "q ! 0; (p; q !1)

d¬r. Yani al¬̧s¬lm¬̧s anlamdaki
�
xNpMp : p = 1; 2; :::

�
dizisi Cauchy yak¬nsakl¬k kri-

terini gerçekler. Böylece
�
xNpMp

�
dizisi al¬̧s¬lm¬̧s anlamda bir sonlu limite sahiptir.

Bu limite � diyelim. Sonuç olarak verilen key� bir " > 0 için "p0 < "=2 ve p � p0
olmak üzere ��xNpMp � �

�� < "=2
olacak şekilde p0 2 N vard¬r. (1.3.5) den

jxjk � �j �
��xjk � xNp0Mp0

��+ "

2

dir. Böylece

1
nm jfj � n ve k � m : jxjk � �j � "gj

� 1
nm

���j � n ve k � m :
��xjk � xNp0Mp0

�� � "
2

	��
� 1

nm

���j � n ve k � m :
��xjk � xNp0Mp0

�� � "p0	��! 0 ; (m;n!1)

elde edilir.�

Ayr¬ca Moricz (2003), Connor�¬n (1988) tek katl¬ diziler için verdi¼gi ayr¬̧s¬m

teoremini, Teorem 1.2.8, iki katl¬dizilere geni̧sletmi̧stir.

Teorem 1.3.11: Bir (xjk) iki katl¬dizisinin bir � say¬s¬na istatistiksel yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter koşul

xjk = ujk + vjk (1.3.6)

lim
j;k!1

ujk = � (1.3.7)
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ve

lim
n;m!1

1

nm
jfj � n ve k � m : vjk 6= 0gj = 0 (1.3.8)

olacak şekilde (ujk) ve (vjk) dizilerinin mevcut olmas¬d¬r. Ayr¬ca e¼ger (xjk) s¬n¬rl¬

ise bu durumda (ujk) ve (vjk) dizileride s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat: Gereklilik. ·Istatististiksel yak¬nsakl¬ktan,

2Np � Np+1; p = 1; 2; ::: (1.3.9)

ve n;m � Np ise

1

nm

���j � n ve k � m : jxjk � �j > 2�p
	�� < 2�2p (1.3.10)

olacak şekilde pozitif tamsay¬lar¬n bir (Np : p = 1; 2; :::) dizisini seçebiliriz.

ujk dizisini şu şekilde tan¬mlayal¬m: E¼ger min (j; k) < N1 ise ujk := xjk olsun.

Herhangi p ve q pozitif tamsay¬lar¬için Np � j < Np+1 ve Nq � k < Nq+1 iken

ujk :=

8<: xjk; jxjk � �j < 2�min(p;q) ise

�; jxjk � �j � 2�min(p;q) ise
(1.3.11)

olsun. Sonuç olarak, vjk := xjk � ujk al¬n¬rsa (1.3.6) koşulu gerçeklenir. Şimdi

(1.3.7) koşulunu gösterelim. " > 0 verildi¼ginde p > p0 için 2�p0 < " olacak şekilde

" seçelim. (1.3.11) den e¼ger (j; k) 2 N2; Np � min (j; k) < Np+1; p � p0 ise bu

durumda

jujk � �j :=

8<: xjk � �; jxjk � �j < 2�p ise

0; jxjk � �j � 2�p ise

d¬r. Herhangi bir durumda j; k � Np0 iken

jujk � �j < "

olur. Böylece, (ujk) dizisi � ye Pringsheim anlam¬nda yak¬nsakt¬r.

Son olarak (1.3.8) i ispatlayal¬m. min (j; k) < N1 ise vjk = 0 oldu¼gundan baz¬

p; q � 1 de¼gerleri için

Np � m < Np+1 ve Nq � n < Nq+1 (1.3.12)
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oldu¼gunu kabul edebiliriz.

r := min (p; q) olsun. (1.3.11) tan¬m¬ndan

fj � m ve k � n : vjk 6= 0g

= fNr � j � m ve Nr � k � n : jxjk � �j � 2�rg

[
r�1
[
s=1
[fNs � j � m ve Ns � k < Ns+1 : jxjk � �j � 2�sg

[ fNs � j < Ns+1 ve Ns � k � n : jxjk � �j � 2�sg]

olur. (1.3.9) ve (1.3.10) kullan¬l¬rsa r := min (p; q)!1 veya denk olarak n;m!1

için
1
nm jfj � n ve k � m : vjk 6= 0gj

� 2�2r +
r�1P
s=1
[Ns+1n+1 2

�2s + Ns+1
m+1 2

�2s]

� 2�2r + [ Nrn+1 +
Nr
m+1 ]

r�1P
s=1
2�2s�(r�1�s)

< 2�2r + 2�r+1 ! 0

elde edilir. Bu ise (1.3.7) yi ispatlar.

Yeterlilik. (1.3.7) den

st� limvjk = 0 (1.3.13)

d¬r. Böylece (1.3.6) ve (1.3.13) den toplamsall¬k özelli¼gi ile dizinin istatistiksel yak¬n-

sakl¬¼g¬elde edilir. �

Aşa¼g¬daki tan¬m ve teoremler (xjk) n¬n iki katl¬bir reel dizi oldu¼gu durum için

verilmi̧stir.

Tan¬m 1.3.12: x = (xjk) iki katl¬bir dizi olsun. E¼ger

lim
n;m

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = `

oluyorsa bu durumda x dizisi ` say¬s¬na Cesàro toplanabilirdir denir.

Tüm Cesàro toplanabilir iki katl¬dizilerin uzay¬(C; 1; 1) ile gösterilecektir.
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Benzer şekilde tek katl¬dizilerdeki gibi aşa¼g¬daki tan¬m verilebilir.

Tan¬m 1.3.13: x = (xjk) iki katl¬bir dizi ve p, pozitif bir reel say¬olsun. E¼ger

lim
n;m

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

jxjk � `jp = 0

oluyorsa bu durumda x dizisi ` say¬s¬na kuvvetli p�Cesàro toplanabilirdir denir.

Tüm kuvvetli p�Cesàro toplanabilir dizilerin uzay¬!2p ile gösterilecektir.

Uyar¬1.3.14: (i) E¼ger 0 < p � q <1 ise bu durumda (Hölder eşitsizli¼ginden)

!2q � !2p dir. Ayr¬ca

!2p \ `21 = !21 \ `21 � (C; 1; 1) \ `21

dir.

(ii) E¼ger x yak¬nsak fakat s¬n¬rs¬z ise bu durumda x istatistiksel yak¬nsakt¬r fakat

x in Cesàro toplanabilir veya kuvvetli Cesàro toplanabilir olmas¬gerekmez.

Örnek 1.3.15: x = (xjk) dizisi

xjk =

8>>><>>>:
k; j = 1; her k için

j; k = 1; her j için

0; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda limj;kxjk = 0, fakat

lim
n;m

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = lim
n;m

1

nm

1

2

�
m2 + n2 +m+ n� 2

�
dir. Bu limit sonlu olmad¬¼g¬ndan x Cesàro toplanabilir de¼gildir. Ayr¬ca x kuvvetli

Cesàro toplanabilir de¼gildir. Fakat

lim
n;m

1

nm
j(j; k) : jxjk � 0j � "j = lim

n;m

m+ n� 1
nm

= 0

oldu¼gundan x s¬f¬ra istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(iii) E¼ger x s¬n¬rl¬yak¬nsak bir iki katl¬dizi ise ayn¬zamanda (C; 1; 1) ; !2p ve st2

dir.

Aşa¼g¬daki sonuç, Connor (1988) Teorem 1.2.14 ün bir benzeridir.

Teorem 1.3.16: x = (xjk) iki katl¬bir dizi ve p, pozitif bir reel say¬olsun. Bu

durumda
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(a) E¼ger x dizisi ` say¬s¬na kuvvetli p�Cesàro toplanabilir ise x; ` ye istatistiksel

yak¬nsakt¬r.

(b) !2p \ `21 = st2 \ `21 dir (Mursaleen ve Edely, 2003).

·Ispat: (a) K" (p) = f(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `jp � "g olsun. x dizisi `

say¬s¬na kuvvetli p�Cesàro toplanabilir oldu¼gundan

0 1
nm

nP
j=1

mP
k=1

jxjk � `jp = 1
nm

( P
(j;k)2K"(p)

jxjk � `jp +
P

(j;k)=2K"(p)

jxjk � `jp
)

� 1
nm jf(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `jp � "gj "

elde edilir. Dolay¬s¬yla x; ` ye istatistiksel yak¬nsakt¬r.

(b) I" (p) =
n
(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `j � ("=2)1=p

o
ve M = kxk(1;2) + j`j

olsun. x; s¬n¬rl¬istatistiksel yak¬nsak bir dizi oldu¼gundan her n;m � N için

1

nm

���n(j; k) ; j � n; k � m : jxjk � `j � ("=2)1=p
o��� < "

2Mp

olacak şekilde bir N = N (") seçebiliriz. Buna göre her n;m � N için

1
nm

nP
j=1

mP
k=1

jxjk � `jp = 1
nm

( P
(j;k)2I"(p)

jxjk � `jp +
P

(j;k)=2I"(p)
jxjk � `jp

)

< 1
nm

�
jI" (p)jMp + (nm� jI" (p)j) "2

	
< 1

nm

�
nm"
2MpMp + nm "

2

�
= "

2 +
"
2 = "

olur. Böylece x dizisi ` say¬s¬na kuvvetli p�Cesàro toplanabilirdir.�

Uyar¬1.3.17: S¬n¬rl¬bir x dizisi istatistiksel yak¬nsak ise ayn¬zamanda (C; 1; 1)

toplanabilirdir. Fakat tersi do¼gru de¼gildir.

Örnek 1.3.18: x = (xjk) dizisi her k için xjk = (�1)j şeklinde tan¬mlans¬n. Bu

durumda

lim
n;m

1

nm

nX
j=1

mX
k=1

xjk = 0

fakat aç¬k olarak x istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.
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1.4 Tauberian Teoremleri

A herhangi bir toplanabilme (limitleme) metodu olsun. Bir dizi üzerinde, dizinin

A�toplanabilirli¼ginin dizinin yak¬nsakl¬¼g¬n¬gerektirdi¼gi herhangi bir ek koşula Tauberian

koşulu denir. Bu koşulun geçerlili¼gini gösteren teoreme de Tauberian teoremi denir.

Bu k¬s¬mda, ilk olarak istatistiksel yak¬nsakl¬kla ilgili, önemli baz¬ Tauberian

teoremlerini ifade edelim. Burada �xk = xk � xk+1 olarak al¬nacakt¬r.

Teorem 1.4.1: E¼ger limCx = L ve �xk = O(1=k) ise bu durumda limx = L

dir (Hardy, 1910).

Teorem 1.4.2: E¼ger x; st� limxk = L ve �xk = O(1=k) olacak şekilde bir dizi

ise limxk = L dir (Fridy, 1985)

Teorem 1.4.3: E¼ger rk, fkrkg s¬n¬rs¬z (yani rk 6= O(1=k)) olacak şekilde pozitif

say¬lar¬n azalan bir dizisi ise st � limxk = 0 ve �xk = O(rk) olacak şekilde bir x

dizisi vard¬r, fakat x yak¬nsak de¼gildir (Fridy, 1985).

Teorem 1.4.4: lim infi
k(i+ 1)

k(i)
> 1 olacak şekilde pozitif tamsay¬lar¬n artan

bir dizisi f(ki)g1i=1 ve x = (xk) bir boşluk dizisi (yani i = 1; 2; : : : için k 6= k (i) ise

�xk = 0) olsun. E¼ger xk ! L(S) ise xk ! L dir (Fridy, 1985).

Sonuç 1.4.5: x = (xk) dizisi L say¬s¬na kuvvetli p-cesàro toplanabilir veya L ye

istatistiksel yak¬nsak ve �xk = O(
1

k
) ise x = (xk) dizisi L ye yak¬nsakt¬r (Connor,

1988)

Lemma 1.4.6: E¼ger x dizisi �xk = O(1=k) koşulunu sa¼gl¬yorsa bu durumda

(�Cx)n = O(1=n) dir (Fridy ve Khan, 2000).

Teorem 1.4.7: E¼ger x dizisi st � limCx = L ve �xk = O(1=k) koşullar¬n¬

sa¼gl¬yorsa bu durumda limx = L dir (Fridy ve Khan, 2000).

Teorem 1.4.8: E¼ger x dizisi st� limx = L ve baz¬c > 0 ve her k için k�xk+1 �

�c koşullar¬n¬sa¼gl¬yorsa bu durumda limx = L dir (Fridy ve Khan, 2000).

Fridy ve Khan (2000), Hardy�nin (1910) ve Landau�nun (1910) Tauberian teo-

remlerini istatistiksel yak¬nsakl¬k durumuna geni̧slettiler.

(xk) reel yada kompleks say¬lar dizisi olsun ve onun aritmetik ortalamas¬

�n =
1

n+ 1

nX
k=0

xk; (n = 0; 1; 2; :::)
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ile verilsin. Bu k¬s¬mda,

st� lim�n = L (1.4.1)

iken

st� limxk = L (1.4.2)

elde edebilmek için gerekli ve yeterli koşullar verilecektir (Burada L sonlu bir say¬d¬r

). E¼ger (xk) bir reel say¬ dizisi ise o zaman bu koşullar tek tara�¬ Tauberian

koşullar¬d¬r. E¼ger (xk) bir kompleks say¬dizisi ise bu durumda da koşullar iki tara�¬

Tauberian koşullar¬olacakt¬r. Özel olarak (xk) dizisi reel, istatistiksel yavaş azalan

(artan) veya kompleks , istatistiksel yavaş sal¬n¬ml¬ (tan¬mlar¬aşa¼g¬da verildi) ise

koşullar yine gerçeklenir. E¼ger st � lim�n = L ise bu durumda (xk) dizisi L ye

istatistiksel (C; 1) toplanabilirdir.

Schoenberg (1959), e¼ger bir (xk) dizisi s¬n¬rl¬ise bu durumda

st� limxk = L) st� lim�n = L

oldu¼gunu ispatlad¬.

Burada ilk olarak ters gerektirmenin gerçeklenece¼gi koşullar bulunmaya çal¬̧s¬la-

cakt¬r. ·Ilk önce reel say¬lar dizisi için tek tara�¬Tauberian koşullar¬n¬ formülüze

edelim.

Teorem 1.4.9. (xk) reel say¬lar¬n sonlu bir limit de¼gerine istatistiksel (C; 1)

toplanabilir bir dizisi olsun. Bu durumda (xk) dizisinin ayn¬limit de¼gerine istatistik-

sel yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli şart aşa¼g¬daki iki koşulun geçeklenmesidir:

Her " > 0 için

inf
�>1

limsup
N!1

1

N + 1

�����
(
n � N :

1

�n � n

�nX
k=n+1

(xk � xn) � �"
)����� = 0 (1.4.3)

ve

inf
0<�<1

limsup
N!1

1

N + 1

������
8<:n � N :

1

n� �n

nX
k=�n+1

(xn � xk) � �"

9=;
������ = 0 (1.4.4)

Burada �n ile, �n := [�n] sembolüne sahip �n çarp¬m¬n¬n tam k¬sm¬(integral k¬sm¬)

gösterilmektedir (Moricz, 2002).

Uyar¬1. Teorem 1.4.9 un ispat¬ndan (aşa¼g¬da) daha fazlas¬n¬n do¼gru oldu¼gu

ç¬kar: E¼ger (1.4.2) ve (1.4.1) (denk olarak (1.4.3)-(1.4.4)) koşullar¬gerçeklenirse bu
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durumda her � > 1 için

st� lim 1

�n � n

�nX
k=n+1

(xk � xn) = 0 (1.4.5)

ve her 0 < � < 1 için

st� lim 1

n� �n

nX
k=�n+1

(xn � xk) = 0 (1.4.6)

d¬r.

Uyar¬2. Teorem 1.4.9 un ispat¬biraz de¼gi̧stirilebilir, böylece e¼ger (1.4.3) ve

(1.4.4) koşullar¬aşa¼g¬daki koşullarla yer de¼gi̧stirilirse Teorem 1.4.9 geçerli kal¬r. Her

" > 0 için

inf
�>1

limsup
N!1

1

N + 1

�����
(
n � N :

1

�n � n

�nX
k=n+1

(xk � xn) � "
)����� = 0 (1.4.3

0
)

ve

inf
0<�<1

limsup
N!1

1

N + 1

������
8<:n � N :

1

n� �n

nX
k=�n+1

(xn � xk) � "

9=;
������ = 0 (1.4.4

0
)

Schmidt�e (1925) göre, e¼ger her " > 0 için

inf
�>1

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : min
n<k��n

(xk � xn) � �"
����� = 0 (1.4.7)

ve

inf
0<�<1

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : min
�n<k�n

(xn � xk) � �"
����� = 0 (1.4.8)

oluyorsa bu durumda (xk) dizisine istatistiksel yavaş azalan dizi denir.

Uyar¬3. (1.4.7) ve (1.4.8) koşullar¬n¬n denk oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunu

görmek için, sabit " > 0 alal¬m ve � > 1 için

I (�) := limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : min
n<k��n

(xk � xn) � �"
�����

ve 0 < � < 1 için

I (�) := limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : min
�n<k�n

(xn � xk) � �"
�����

tan¬mlayal¬m. 0 < � < 1 için I (�) n¬n azalan ve � > 1 için artan oldu¼gu aç¬kt¬r.

Buna göre (1.4.7) de inf�>1; lim�!1+0 ile ve (1.4.8) de inf0<�<1; lim�!1�0 ile yer

de¼gi̧stirilebilir.
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·Ilk önce � > 1 için I (1=�) � I (�) oldu¼gunu gösterelim. Gerçekten, do¼gal

say¬lar¬n bir fNp : p = 1; 2; :::g artan dizisi için

I (1=�) = lim
p!1

1

Np + 1

�����n � Np : min
[k=�]<n�k

(xk � xn) � �"
����� ;

ve her � > 1; k ve n için

[k=�] < n < k ) n < k � [�n]

dir. Böylece özel olarak I (1� 0) � I (1 + 0) elde edilir.
·Ikinci olarak, e¼ger 1 < �1 < � ise �1 := (1 + �) =2 olsun. Bu durumda I (�1)

� I (1=�) oldu¼gunu gösterelim. Bu kez yukar¬dakinden farkl¬ olarak fNpg artan

dizisi için

I (�1) = lim
p!1

1

Np + 1

�����n � Np : min
n<k�[�1n]

(xk � xn) � �"
�����

elde ederiz ve her bir 1 < �1 < �; k ve n için

n < k � [�1n]) [k=�] < n < k

d¬r. Buradan,

I (�1) � limsup
p!1

1
Np+1

�����n � Np : min
[k=�]<n�k

(xk � xn) � �"
�����

� �1I (1=�)

olur. Özel olarak, I (1 + 0) � I (1� 0) elde edilir. Böylece I (1� 0) = I (1 + 0)

sonucuna ulaş¬r¬z. Bu ise (1.4.7) ve (1.4.8) koşullar¬n¬n denkli¼ginin ispat¬n¬tamam-

lar.

Aç¬k olarak, (1.4.3) ve (1.4.4) koşullar¬s¬ras¬yla (1.4.7) ve (1.4.8) koşullar¬ndan

elde edilir. Böylece Teorem 1.4.9 aşa¼g¬dakini gerektirir.

Sonuç 1.4.10: (xk) reel say¬lar¬n istatistiksel yavaş azalan bir dizisi olsun. Bu

durumda

st� lim�n = L) st� limxk = L (1.4.9)

d¬r (Moricz, 2002).

Landau�nun (1910) klasik tek tara�¬Tauberian koşulu gerçeklendi¼ginde (1.4.7)

koşulunun gerçeklendi¼gi kontrol edilebilir. Gerçekten, pozitif bir H sabiti yeterince
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büyük her k için ( k > N1 diyelim )

k (xk � xk�1) � �H (1.4.10)

olacak şekilde mevcut olsun. Bu durumda verilen herhangi bir " > 0 için � := e"=H

seçelim. N1 < n < k � �n için (1.4.10) dan

xk � xn =
kX

`=n+1

(x` � x`�1) � �
kX

`=n+1

H

`
� �Hln� = �"

elde ederiz. Böylece N > N1 için�
N1 � n � N : min

n<k��n
(xk � xn) � �"

�
kümesi boştur. Dolay¬s¬yla (1.4.7) koşulu gerçeklenir.

Uyar¬4. Fridy ve Khan (2000), e¼ger (1.4.10) koşulu gerçeklenirse bu durumda

(1.4.9) gerektirmesinin sa¼gland¬¼g¬n¬, ayr¬ca

st� limxk = L) limxk = L (1.4.11)

oldu¼gunu gösterdi.

Uyar¬5. Bir x = (xk) dizisi verildi¼ginde e¼ger her " > 0 için

inf
�>1

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : max
n<k��n

(xk � xn) � "
����� = 0 (1.4.7

0
)

veya denk olarak ( uyar¬3 ten )

inf
0<�<1

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : max
�n<k�n

(xn � xk) � "
����� = 0 (1.4.8

0
)

oluyorsa bu durumda x dizisinin istatistiksel yavaş artan bir dizi oldu¼gunu söyleye-

biliriz.

Uyar¬6. (1.4.3
0
) ve (1.4.4

0
) koşullar¬aç¬k olarak s¬ras¬yla (1.4.7

0
) ve (1.4.8

0
)

koşullar¬ndan elde edilir. O yüzden, "azalan" terimi "artan" terimi ile de¼gi̧stir-

ildi¼ginde Sonuç 1.4.10 geçerli kal¬r. Ayr¬ca yeterince büyük her k için

k (xk � xk�1) � H

olacak şekilde pozitif bir H say¬s¬varsa o zaman (1.4.7
0
) koşulu gerçeklenir ((1.4.10)

dan).
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Şimdi kompleks say¬dizileri için iki tara�¬Tauberian koşullar¬n¬formülüze ede-

lim.

Teorem 1.4.11: (xk) kompleks say¬lar¬n sonlu bir limit de¼gerine istatistiksel

(C; 1) toplanabilir bir dizisi olsun. Bu durumda (xk) dizisinin ayn¬ limit de¼gerine

istatistiksel yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli şart aşa¼g¬daki iki koşulun gerçek-

lenmesidir: Her " > 0 için

inf
�>1

limsup
N!1

1

N + 1

�����
(
n � N :

����� 1

�n � n

�nX
k=n+1

(xk � xn)
����� � "

)����� = 0 (1.4.12)

veya

inf
0<�<1

limsup
N!1

1

N + 1

������
8<:n � N :

������ 1

n� �n

nX
k=�n+1

(xn � xk)

������ � "
9=;
������ = 0 (1.4.13)

olmas¬d¬r (Moricz, 2002).

Üstelik, (1.4.1) ve (1.4.2) koşullar¬ gerçeklenirse bu durumda her � > 1 için

(1.4.5) i ve 0 < � < 1 için (1.4.6) y¬elde ederiz.

Teorem 1.4.9 da oldu¼gu gibi Teorem 1.4.11 den de benzer sonuçlar ç¬kar¬labilir.

Hardy (1910) tan¬m¬na göre, e¼ger her " > 0 için

inf
�>1

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : max
n<k��n

jxk � xnj � "
����� = 0 (1.4.14)

veya denk olarak (uyar¬3 ten)

inf
0<�<1

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N : max
�n<k�n

jxn � xkj � "
����� = 0 (1.4.15)

oluyorsa bu durumda (xk) kompleks dizisine istatistiksel yavaş sal¬n¬ml¬d¬r denir.

(1.4.12) ve (1.4.13) koşullar¬n¬n (1.4.14) ve (1.4.15) koşullar¬ndan ç¬kt¬¼g¬aç¬kt¬r.

Böylece aşa¼g¬daki sonuç Teorem 1.4.11 in bir sonucudur.

Sonuç 2. (xk) kompleks say¬lar¬n istatistiksel yavaş sal¬n¬ml¬bir dizisi olsun.

Bu durumda (1.4.9) gerektirmesi sa¼glan¬r.

Yeterince büyük tüm k de¼gerleri için e¼ger

k jxk � xk�1j � H

olacak şekilde bir H sabiti varsa o zaman (1.4.14) koşulu gerçeklenir ((1.4.10) dan).

Bu Hardy�nin (1910) klasik iki tara�¬Tauberian koşuludur.
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·Ispatlara geçmeden önce, ilk olarak üç tane lemma verelim. Bunlardan birincisi

istatistiksel limit ba¼g¬nt¬s¬n¬n toplamsal ve homojen oldu¼gunu ifade eden bilinen bir

lemmad¬r.

Lemma 1.4.12: E¼ger

st� limxk = L1 ve st� limyk = L2

ise bu durumda

st� lim(xk + yk) = L1 + L2;

ve e¼ger c bir sabit ise bu durumda

st� lim(cxk) = cL1

dir.

S¬radaki lemman¬n Teorem 1.4.9 un ve Teorem 1.4.11 in ispatlar¬nda önemli bir

rolü vard¬r.

Lemma 1.4.13: E¼ger bir (xk) dizisi sonlu bir L say¬s¬na istatistiksel (C; 1)

toplanabilir ise bu durumda her bir � > 0 için

�n := [�n] olmak üzere st� lim��n = L (1.4.16)

dir (Moricz, 2002).

·Ispat. � > 1 durumu. Her " > 0 için

fn � N : j��n � Lj � "g � fn � �N : j�n � Lj � "g

oldu¼gu aç¬kt¬r. �N + � � �N + 1 ve de 1= (N + 1) � �= (�N + 1) oldu¼gundan

1

N + 1
jfn � N : j��n � Lj � "gj �

�

�N + 1
jfn � �N : j�n � Lj � "gj

olur. Böylece (1.4.16) elde edilir.

0 < � < 1 durumu. �m dizisinin (��n : n = 0; 1; 2; :::) dizisi ile ayn¬terimlerinin

1 + ��1 den daha fazla say¬da olamayaca¼g¬n¬iddia ediyoruz. Gerçekten, herhangi k

ve l tamsay¬lar¬için

m = �k = �k+1 = ::: = �k+l�1 = �k+l
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veya denk olarak

m � �k < � (k + 1) < ::: < � (k + l � 1) < m+ 1 � � (k + l)

dir. Bu durumda m � �k oldu¼gundan

m+ � (l � 1) � � (k + l � 1) < m+ 1

ve buradan � (l � 1) < 1; yani l < 1 + ��1 elde edilir. Buna göre,

(�N + 1) = (N + 1) � 2�

olacak şekildeki yeterince büyük N için

1
N+1 jfn � N : j��n � Lj � "gj �

�
1 + 1

�

�
�N+1
N+1

1
�N+1

jfn � �N : j�n � Lj � "gj

olur. Bu durumda da (1.4.16) elde edilir.

Lemma 1.4.14: E¼ger bir (xk) dizisi sonlu bir L say¬s¬na istatistiksel (C; 1)

toplanabilir ise bu durumda her bir � > 1 için

st� lim 1

�n � n

�nX
k=n+1

xk = 0 (1.4.17)

ve her 0 < � < 1 için

st� lim 1

n� �n

nX
k=�n+1

xk = 0 (1.4.18)

dir (Moricz, 2002).

·Ispat. � > 1 durumu. �n nin tan¬m¬na ba¼gl¬olarak, � > 1 ve �n > n olmak

üzere n yeterince büyük ise bu durumda,

�nX
k=n+1

xk = (�n + 1)��n � (n+ 1)�n

oldu¼gundan

1
�n�n

�nP
k=n+1

xk = 1
n��n [(�n + 1)��n � (n+ 1)�n + (�n + 1)�n � (�n + 1)�n]

= 1
n��n [(�n + 1) (��n � �n) + �n (�n � n)]

= �n +
�n+1
�n�n (��n � �n)

(1.4.19)
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dir. Buna göre (1.4.17) eşitli¼gi, (1.4.1) den, Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13 ten ve

yeterince büyük n de¼geri için

�n + 1

�n � n
� 2�

�� 1 (1.4.20)

olmas¬ndan ç¬kar.

0 < � < 1 durumu. 0 < � < 1 ve �n < n olmak üzere yeterince büyük n için

1

n� �n

nX
k=�n+1

xk = �n +
�n + 1

n� �n
(�n � ��n) (1.4.21)

eşitli¼ginden ve yeterince büyük n için

�n + 1

n� �n
� 2�

1� � (1.4.22)

eşitsizli¼ginden ç¬kar.

Teorem 1.4.9� un ·Ispat¬. Gereklilik. (1.4.1) ve (1.4.2) nin gerçeklendi¼gini

kabul edelim. Lemma 1.4.12 ve Lemma1.4.14 ü uygulayarak her � > 1 için (1.4.5)

ve her 0 < � < 1 için (1.4.6) elde edilir.

Yeterlilik. (1.4.1), (1.4.3) ve (1.4.4) ün gerçeklendi¼gini kabul edelim. (1.4.2) yi

ispatlamak için

st� lim (xn � �n) = 0 (1.4.23)

oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. ·Ilk önce � > 1 durumunu ele alal¬m. (1.4.19) dan

xn � �n =
�n + 1

�n � n
(��n � �n)�

1

�n � n

�nX
k=n+1

(xk � xn) (1.4.24)

elde ederiz. Böylece herhangi " > 0 için

fn � N : xn � �n � "g �
n
n � N : �n+1�n�n (��n � �n) �

"
2

o
[

(
n � N : 1

�n�n

�nP
k=n+1

(xk � xn) � � "2

)
(1.4.25)

dir. Verilen herhangi bir � > 0 için, (1.4.3) ten

limsup
N!1

1

N + 1

�����
(
n � N :

1

�n � n

�nX
k=n+1

(xk � xn) � �
"

2

)����� � � (1.4.26)
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olacak şekilde � > 1 vard¬r. Di¼ger taraftan, Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13 , (1.4.20)

den

limsup
N!1

1

N + 1

�����n � N :

�����n + 1�n � n
(��n � �n)

���� � "2
����� = 0 (1.4.27)

elde ederiz. (1.4.25)-(1.4.27) birleştirilirse

limsup
N!1

1

N + 1
jfn � N : xn � �n � "gj � �

olur. Bu her � > 0 için do¼grudur. Sonuç olarak her " > 0 için

lim
N!1

1

N + 1
jfn � N : xn � �n � "gj = 0 (1.4.28)

elde edilir.

Şimdi ise 0 < � < 1 durumunu ele alal¬m. (1.4.21) den

xn � �n =
�n + 1

n� �n
(�n � ��n)�

1

n� �n

nX
k=�n+1

(xn � xk) (1.4.29)

d¬r. Böylece herhangi bir " > 0 için

fn � N : xn � �n � "g �
n
n � N : �n+1n��n (�n � ��n) � �

"
2

o
[

(
n � N : 1

n��n

nP
k=�n+1

(xn � xk) � � "2

)

elde edilir. Yukar¬daki benzer düşünceyi kullanarak, Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13,

(1.4.4) ve (1.4.22) den

lim
N!1

1

N + 1
jfn � N : xn � �n � �"gj = 0 (1.4.30)

sonucuna ulaş¬r¬z. (1.4.28) ve (1.4.30) birleştirilirse her " > 0 için

lim
N!1

1

N + 1
jfn � N : jxn � �nj � "gj = 0

elde edilir. Bu ise (1.4.9) u ispatlar. Böylece Lemma1.4.12 ile (1.4.1) ve (1.4.23) den

(1.4.2) yi elde ederiz.�

Teorem 1.4.11�in ·Ispat¬. Gereklilik. E¼ger (1.4.1) ve (1.4.2) ayn¬anda gerçek-

lenirse bu durumda Lemma 1.4.12 her � > 1 için (1.4.5) i, her 0 < � < 1 için (1.4.6)

y¬verir.



35

Yeterlilik. (1.4.1) koşulunun ve (1.4.12) ve (1.4.13) den birinin gerçeklendi¼gini

kabul edelim. (1.4.2) yi ispatlamak için yine (1.4.23) ü ispatlamak yeterlidir.

Herhangi " > 0 verilsin. � > 1 durumunda, (1.4.24) den

fn � N : jxn � �nj � "g �
n
n � N : �n+1�n�n j(��n � �n)j �

"
2

o
[

(
n � N : 1

�n�n

����� �nP
k=n+1

(xk � xn)
����� � "

2

)
(1.4.31)

d¬r. 0 < � < 1 durumunda ise (1.4.29) dan

fn � N : jxn � �nj � "g �
n
n � N : �n+1n��n j(�n � ��n)j �

"
2

o
[

(
n � N : 1

n��n

����� nP
k=�n+1

(xn � xk)
����� � "

2

)
(1.4.32)

elde ederiz. � > 0 verilsin. (1.4.12) den

limsup
N!1

1

N + 1

�����
(
n � N :

1

�n � n

�����
�nX

k=n+1

(xk � xn)
����� � "2

)����� � �
olacak şekilde � > 1; veya (1.4.13) ten

limsup
N!1

1

N + 1

������
8<:n � N :

1

n� �n

������
nX

k=�n+1

(xn � xk)

������ � "2
9=;
������ � �

olacak şekilde 0 < � < 1 vard¬r. (1.4.31), (1.4.32), Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13

den, her iki durumda da

limsup
N!1

1

N + 1
jfn � N : jxn � �nj � "gj � �

elde ederiz. Buradan

limsup
N!1

1

N + 1
jfn � N : jxn � �nj � "gj = 0

olmas¬ ç¬kar. Bu ise (1.4.23) ü ispatlar. Lemma 1.4.12 ile (1.4.1) ve (1.4.23) ten

(1.4.2) elde edilir.�

1.5 ��·Istatistiksel Yak¬nsak Fonksiyon Dizileri

Bu k¬s¬mda ��yo¼gunluklu yak¬nsakl¬k ve reel say¬lar¬n bir D alt kümesi üzerinde

tan¬ml¬fonksiyon dizilerinin ��istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ele al¬nacakt¬r. Burada �,
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sonlu toplamsal bir ölçüm olacakt¬r. Ayr¬ca ��istatistiksel düzgün ve ��istatistiksel

noktasal yak¬nsakl¬k üzerinde durulacak ve

��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n, düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n temel özelliklerine sahip

oldu¼gu görülecektir.

Connor (1990), asimtotik yo¼gunlu¼gu bir sonlu toplamsal küme fonksiyonu ile yer

de¼gi̧stirerek istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬n bir geni̧slemesini verdi. Bu k¬s¬mda

�; do¼gal say¬lar¬n bir � cismi üzerinde tan¬ml¬, [0; 1] aral¬¼g¬nda de¼gerler alan ve

jAj <1 ise � (A) = 0; A � B ve � (B) = 0 ise � (A) = 0 ve � (N) = 1

özelliklerini sa¼glayan sonlu toplamsal bir küme fonksiyonu olacakt¬r. Bu kriterleri

sa¼glayan bir küme fonksiyonu ölçüm olarak adland¬r¬lacakt¬r. Connor (1990; 1992)

taraf¬ndan aşa¼g¬daki tan¬mlar verilmi̧stir:

(i) Bir x = (xk) dizisi verildi¼ginde e¼ger (x� L) �A bir s¬f¬r dizisi ise ve � (A) = 1

olacak şekilde bir A 2 � varsa bu durumda x dizisi L say¬s¬na ��yo¼gunlu¼guna göre

yak¬nsakt¬r denir.

(ii) Bir x = (xk) dizisi verildi¼ginde e¼ger her " > 0 için

� (fk : jxk � Lj � "g) = 0

oluyorsa bu durumda x dizisi L say¬s¬na ��istatistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durum,

st� � limx = L ile gösterilir.

E¼ger T = (tnk) negatif olmayan regüler bir toplanabilme metodu ise bu durumda

T aşa¼g¬daki gibi bir ölçüm üretmek için kullan¬labilir: Her bir n 2 N, A � N için

�n (A) =

1X
k=1

tnk�A (k)

şeklinde tan¬mlans¬n ve

� :=
n
A � N : lim

n!1
�n (A) = 0 veya limn!1

�n (A) = 1
o

olsun. �T : �! [0; 1] dönüşümünü

�T (A) = lim
n!1

�n (A) = lim
n!1

1X
k=1

tnk�A (k)
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ile tan¬mlayal¬m. Bu durumda �T ve �, yukar¬daki tan¬m¬n gerektirmelerini sa¼glar.

E¼ger T Cesàro matrisi ise bu durumda �T�istatistiksel yak¬nsakl¬k, istatistiksel

yak¬nsakl¬¼ga denktir.

Connor (1990) taraf¬ndan (i) nin (ii) yi gerektirdi¼gi fakat tersinin sa¼glanmad¬¼g¬

biliniyor. E¼ger � s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahipse, yani; s¬f¬r

ölçümlü kümelerin bir fAjgj2N � � ailesi verildi¼ginde, e¼ger her i 2 N için jAi M Bij <

1 , B =
1
[
i=1
Bi 2 � ve � (B) = 0 olacak şekilde bir fBigi2N � � ailesi varsa, bu

durumda bu iki tan¬m denk olur. Şimdi ise ��istatistiksel düzgün ve ��istatistiksel

noktasal yak¬nsakl¬k tan¬mlar¬n¬ verelim ve ��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n,

düzgün yak¬nsakl¬¼g¬n (bilinen anlamda) temel özelliklerine sahip oldu¼gunu gözlemleye-

lim.

D � R ve (fn) ; D üzerinde reel bir fonksiyon dizisi olsun.

Tan¬m 1.5.1: (fn) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna ��yo¼gunlu¼guna göre nok-

tasal yak¬nsakt¬r, Her " > 0 ve her x 2 D için, � (Kx) = 1 olan bir Kx 2 � kümesi

ve bir n0 = n0 ("; x) 2 Kx say¬s¬her n � n0 ve n 2 Kx için jfn (x)� f (x)j < " ola-

cak şekilde vard¬r. Bu durumda fn
D! f (�� yo�gunluklu) gösterimini kullanaca¼g¬z

(Duman ve Orhan, 2001).

Tan¬m 1.5.2: (fn) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna ��yo¼gunlu¼guna göre

düzgün yak¬nsakt¬r , Her " > 0 için, � (K) = 1 olan bir K 2 � kümesi ve bir

n0 = n0 (") 2 K say¬s¬her n � n0, n 2 K ve her x 2 D için jfn (x)� f (x)j < "

olacak şekilde vard¬r (Duman ve Orhan,2001).

Bu durumda fn
D
� f (�� yo�gunluklu) gösterimini kullanaca¼g¬z.

Tan¬m 1.5.3: (fn) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna ��istatistiksel yak¬nsak-

t¬r , Her " > 0 ve her x 2 D için � (fn : jfn (x)� f (x)j � "g) = 0 d¬r (Duman ve

Orhan, 2001).

Bu durumda fn
D! f (�� istatistiksel) gösterimini kullanaca¼g¬z.

Tan¬m 1.5.4: D üzerindeki s¬n¬rl¬fonksiyonlar¬n bir (fn) dizisi bir f fonksiy-

onuna ��istatistiksel düzgün yak¬nsakt¬r , st� � lim kfn � fkB = 0 d¬r (Duman

ve Orhan, 2001).

Burada k:kB normu, D üzerindeki tüm s¬n¬rl¬ fonksiyonlar¬n B (D) uzay¬ üz-

erindeki bilinen supremum normudur. Bu durumda da
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fn
D
� f (�� istatistiksel) gösterimini kullanaca¼g¬z.

fn
D
� f (�� istatistiksel) olmas¬için gerek ve yeter koşulun

st� � lim (supx2D jfn (x)� f (x)j) = 0 oldu¼gu gözlemlenebilir.

Ordinary anlamda oldu¼gu gibi, Tan¬m 1.5.1 deki özellik, Tan¬m 1.5.3 ü ve s¬n¬rl¬

fonksiyonlar için Tan¬m 1.5.2 deki özellik, Tan¬m 1.5.4 ü gerektirir. E¼ger �; s¬f¬r

ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahipse bu durumda Tan¬m 1.5.1 ile

Tan¬m 1.5.3 ve Tan¬m 1.5.2 ile Tan¬m 1.5.4 denktir.

Bir sonraki teorem, iyi bilinen bir teoremin ��istatistiksel benzeridir.

Teorem 1.5.5: Tüm fn fonksiyonlar¬D üzerinde sürekli olsun. E¼ger fn
D
� f

(�� yo�gunluklu) ise bu durumda f fonksiyonu D üzerinde süreklidir (Duman ve

Orhan, 2001).

·Ispat: fn
D
� f (�� yo�gunluklu) olsun. Bu durumda her " > 0 için ölçümü 1

olan bir K 2 � kümesi ve bir n0 = n0 (") 2 K say¬s¬vard¬r öyleki her x 2 D ve her

n � n0 ve n 2 K için jfn (x)� f (x)j < "=3 tür. x0 2 D olsun. fn0 ; x0 da sürekli

oldu¼gundan jx� x0j < � iken her x 2 D için jfn0 (x)� fn0 (x0)j < "=3 olacak şekilde

bir � > 0 vard¬r. Her x 2 D için jx� x0j < � oldu¼gunda

jf (x)� f (x0)j � jf (x)� fn0 (x)j+ jfn0 (x)� fn0 (x0)j+ jfn0 (x0)� f (x0)j < "

elde edilir. x0 2 D key� oldu¼gundan f; D üzerinde süreklidir.�

Sonuç 1.5.6: Tüm fn fonksiyonlar¬R nin kompakt bir D alt kümesi üzerinde

sürekli ve �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir ölçüm olsun.

E¼ger fn
D
� f (�� istatistiksel) ise bu durumda f fonksiyonu D üzerinde süreklidir.

Aşa¼g¬daki örnek Teorem 1.5.5 in ve Sonuç 1.5.6 n¬n terslerinin do¼gru olmad¬¼g¬n¬

gösterir.

Örnek 1.5.7: � (K) = 1 olsun. fn : [0; 1]! R;

fn (x) =

8<: 1; n =2 K
2nx

1+n2x2
; n 2 K

şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda fn
[0;1]

� f (�� yo�gunluklu) dir. Dolay¬s¬yla

fn
[0;1]

� f (�� istatistiksel) olur. Tüm fn lerin ve f nin [0; 1] de sürekli olmas¬na
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ra¼gmen,

cn = max
0�x�1

jfn (x)� f (x)j = 1 ve st� � limcn = 1 6= 0

oldu¼gundan Tan¬m 1.5.4 e göre (fn) in ��istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬düzgün de¼gildir.

Aşa¼g¬daki sonuç Dini�nin teoreminin bir benzeridir.

Teorem 1.5.8: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm, D; R nin kompakt bir alt kümesi ve (fn) ; D üzerinde sürekli fonksiyonlar¬n

bir dizisi olsun. Kabul edelim ki f fonksiyonu D üzerinde sürekli ve fn
D! f

(�� istatistiksel) olsun. Ayr¬ca (fn) ; D üzerinde monoton azalan; yani her x 2 D

için fn (x) � fn+1 (x) (n = 1; 2; :::) olsun. Bu durumda fn
D
� f (�� istatistiksel)

dir (Duman ve Orhan, 2001).

·Ispat: gn (x) := fn (x)� f (x) diyelim. Hipotezden her bir gn sürekli ve gn
D! 0

(�� istatistiksel) d¬r. Ayr¬ca gn; D üzerinde monoton azalan bir dizidir. gn
D! 0

(�� istatistiksel) oldu¼gundan ve s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine

sahip oldu¼gundan gn
D! 0 (�� yo�gunluklu) d¬r. Böylece her " > 0 ve her x 2 D

için, � (Kx) = 1 olan bir Kx 2 � kümesi ve bir n(x) := n ("; x) 2 Kx say¬s¬vard¬r

öyleki her n � n(x) ve n 2 Kx için 0 � gn (x) < "=2 dir. gn (x) ; x 2 D de sürekli

oldu¼gundan, her " > 0 için, x i içeren bir J (x) aç¬k kümesi vard¬r öyleki her t 2 J (x)

için
��gn(x) (t)� gn(x) (x)�� < "=2 dir. O halde verilen bir " > 0 için, monotonluktan

dolay¬, her t 2 J (x) ; n � n(x) ve n 2 Kx için

0 � gn (t) � gn(x) (t) = gn(x) (t)� gn(x) (x) + gn(x) (x)

�
��gn(x) (t)� gn(x) (x)��+ gn(x) (x)

olur. D � [
x2D

J (x) ve D kompakt oldu¼gundan Heine-Borel teoreminden D nin,

D � J (x1) [ J (x2) [ ::: [ J (xm) olacak şekilde bir sonlu alt örtüsü vard¬r. K :=

Kx1\Kx2\:::\Kxm veN = max fn (x1) ; n (x2) ; :::; n (xm)g olsun. � (K) = 1 oldu¼gu

gösterilebilir. Bu durumda her t 2 D;n � N ve n 2 K için 0 � gn (t) < " dur.

Dolay¬s¬yla gn
D
� 0 (�� yo�gunluklu) olur. Sonuç olarak gn

D
� 0 (�� istatistiksel)

elde edilir.�

Aşa¼g¬daki teorem ��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬k için Cauchy kriteridir.

Teorem 1.5.9: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm olsun. Bu durumda (fn) fonksiyon dizisininD üzerinde ��istatistiksel düzgün
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yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter koşul, her " > 0 için

� (fn : kfn � fkB < "g)= 1 (1.5.1)

olacak şekilde bir n (") 2 N nin var olmas¬d¬r (Duman ve Orhan, 2001).

Not: (1.5.1) özelli¼gini sa¼glayan (fn) fonksiyon dizisine D üzerinde

��istatistiksel düzgün Cauchy�dir denir.
·Ispat: Kabul edelim ki (fn) fonksiyon dizisi D üzerinde ��istatistiksel düzgün

yak¬nsakt¬r. " > 0 alal¬m. Bu durumda � (fn : kfn � fkB < "=2g)=1 dir.fn(") � fB < "=2
olacak şekilde bir n (") 2 N seçebiliriz. Üçgen eşitsizli¼ginden

�
�n
n :
fn � fn(")B < "o�=1

dir. " key� oldu¼gundan (fn), D üzerinde ��istatistiksel düzgün Cauchy�dir.

Tersine, kabul edelim ki (fn), D üzerinde ��istatistiksel düzgün Cauchy�dir.

x 2 D sabit olsun. (1.5.1) den her " > 0 için bir n (") 2 N say¬s¬

�
��
n :
��fn (x)� fn(")(x)�� < "	�=1

olacak şekilde vard¬r. Böylece ffn (x)g ; ��Cauchy�dir. Dolay¬s¬yla Connor (1992)

Önerme 3 ten ffn (x)g ; ff (x)g e ��istatistiksel yak¬nsakt¬r. Şimdi bu yak¬nsakl¬¼g¬n

düzgün oldu¼gunu gösterelim. �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine

sahip oldu¼gundan (1.5.1) den ölçümü 1 olan bir K 2 � kümesi vard¬r öyleki her

n � n (") ve n 2 K için
fn � fn(")B < "=2 dir. Buna göre her " > 0 için ölçümü 1

olan bir K 2 � kümesi ve bir n (") 2 N say¬s¬vard¬r öyleki n;m � n (") ve n;m 2 K

ve her x 2 D için

jfn (x)� fm (x)j < " (1.5.2)

dir. n yi sabitleyip (1.5.2) de m üzerinden limit operatörü uygulan¬rsa, her " > 0

için � (K) = 1 olan K 2 � n¬n ve n (") 2 N say¬s¬n¬n her n � n (") ve her x 2 D

için jfn (x)� f (x)j < " olacak şekilde var oldu¼gu sonucuna ulaş¬r¬z. Bu durumda

fn
D
� f (�� yo�gunluklu) ve sonuç olarak fn

D
� f (�� istatistiksel) olur.�

��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬¼g¬kullanarak baz¬uygulamalar verilebilir. Buna

göre, k¬saca aşa¼g¬daki teoremleri verelim ve ispatlar¬ç¬karal¬m.
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Teorem 1.5.10: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm olsun. E¼ger bir (fn) fonksiyon dizisi [a; b] aral¬¼g¬üzerinde bir f fonksiyonuna

��istatistiksel düzgün yak¬nsak ise ve her bir fn; [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde integral-

lenebilir ise bu durumda f fonksiyonu da [a; b] aral¬¼g¬üzerinde integrallenebilirdir

ve

st� � lim
bZ
a

fn (x) dx =

bZ
a

st� � limfn (x) dx =
bZ
a

f (x) dx

eşitli¼gi geçerlidir (Duman ve Orhan, 2001).

Teorem 1.5.11: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm olsun. Kabul edelim ki (fn) ; her bir fn için [a; b] aral¬¼g¬ üzerinde sürekli

türeve sahip bir fonksiyon dizisidir. E¼ger fn
[a;b]! f (�� istatistiksel) ve f 0n

[a;b]

�

g (�� istatistiksel) ise bu durumda fn
[a;b]

� f (�� istatistiksel) dir. Burada f

fonksiyonu türevlenebilir bir fonksiyondur ve f
0
= g dir (Duman ve Orhan, 2001).

��istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬koruyan fonksiyon dizileri.

Bu k¬s¬mda ilk olarak Kolk�un (1999) düzgün yak¬nsakl¬¼g¬ koruyan fonksiyon

dizilerini ele ald¬¼g¬çal¬̧smas¬na de¼ginilecektir.

S; R nin kapal¬bir alt kümesi ve F = (fk) ; fk : S ! R (k 2 N) fonksiyonlar¬n¬n

bir dizisi olsun. S�de¼gerli bir (tk) dizisi için F(x) = (fk (tk)) diyelim.

Tan¬m 1.5.12: S deki her bir x = (tk) dönüşüm dizisi için e¼ger F(x) dönüşüm

dizisi yak¬nsak ise bu durumda F = (fk) dönüşüm dizisine S � R üzerinde yak¬n-

sakl¬¼g¬koruyand¬r (veya konservatif) denir. E¼ger F ; konservatif ise ve S deki tüm

yak¬nsak dizilerin limitlerini koruyorsa F = (fk) dönüşüm dizisine regülerdir denir.

Örne¼gin, fk(t) = kt= (k + 1) dizisi aç¬k olarak yak¬nsakl¬¼g¬koruyand¬r ve regülerdir.

Fakat, gk (t) = e�kt olmak üzere G = (gk) dizisi [0; 2] kapal¬aral¬¼g¬üzerinde konser-

vatif de¼gildir. Çünkü, tk =
�
1 + (�1)k

�
=
p
k olmak üzere x = (tk) yak¬nsak dizisi

için

gk (tk) =

8<: 1; k çift

e�2
p
k; k tek

ve limke
�2
p
k = 0 oldu¼gundan G(x) dönüşüm dizisi ¬raksakt¬r.

Teorem 1.5.13: F = (fk) ; [a; b] kapal¬ aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar

dizisi olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki iki ifade denktir.
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(i) F ; [a; b] üzerinde konservatiftir.

(ii) F ; [a; b] üzerinde sürekli bir fonksiyona düzgün yak¬nsakt¬r.

Sonuç 1.5.14: F = (fk) ; R üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar dizisi olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki iki ifade denktir.

(i) F ;R üzerinde konservatiftir.

(ii) F ; her bir [a; b] � R üzerinde sürekli bir fonksiyona düzgün yak¬nsakt¬r.

Teorem 1.5.15: F ; fk : [a; b]! R fonksiyonlar¬n¬n bir dizisi olsun. Bu durumda

aşa¼g¬daki iki ifade denktir.

(i) F ; [a; b] üzerinde regülerdir.

(ii) F ; [a; b] aral¬¼g¬nda f(t) = t fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r.

Sonuç 1.5.16: F = (fk) ; R üzerinde tan¬ml¬ fonksiyonlar dizisi olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki iki ifade denktir.

(i) F ;R üzerinde regülerdir.

(ii) F ; her bir [a; b] � R üzerinde f(t) = t fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r.

Örne¼gin,

f1;k(t) =

8<: 1; t = k

0; di¼ger

olmak üzere süreksiz fonksiyonlar¬n f1;k dizisi her bir [a; b] aral¬¼g¬üzerinde f1(t) = 0

fonksiyonuna düzgün yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla F1 = (f1;k) konservatiftir, fakat

regüler de¼gildir. Bu örnek gösterir ki Teorem 1.5.13 ve Teorem 1.5.15 deki fk fonksiy-

onlar¬genel olarak süreksiz olabilir.

F1; R nin tamam¬nda düzgün yak¬nsak olmad¬¼g¬ndan Sonuç 1.5.14 (ii) deki " her

bir [a; b] � R üzerinde düzgün olarak " ifadesi " R nin tamam¬nda düzgün olarak "

ifadesi ile yer de¼gi̧stirilemez.

Aşa¼g¬da Kolk�dan (1999) esinlenerek, benzer olarak ��istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬

koruyan fonksiyon dizileri tan¬mlanacakt¬r. Ayr¬ca buradaki düşünceler ��istatistiksel

düzgün yak¬nsak fonksiyon dizilerinin ��istatistiksel limit fonksiyonlar¬n¬n süreklil-

i¼ginin bir dizisel karakterizasyonunu verecektir.

Tan¬m 1.5.17: D � R ve (fn) ; D üzerinde reel fonksiyonlar¬n bir dizisi ol-

sun. E¼ger D deki her bir x = (xn) ; ��istatistiksel yak¬nsak dizisi için ffn (xn)g

dönüşüm dizisi de ��istatistiksel yak¬nsak ise o zaman (fn) fonksiyon dizisine D

üzerinde ��istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬koruyan dizi (veya ��istatistiksel konservatif
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) denir. E¼ger (fn) ; ��istatistiksel konservatif ise ve D deki tüm ��istatistiksel

yak¬nsak dizilerin limitlerini koruyorsa bu durumda (fn) fonksiyon dizisine D üz-

erinde ��istatistiksel regülerdir denir (Duman ve Orhan, 2001).

Bu tan¬ma göre e¼ger (fn) fonksiyon dizisi D üzerinde konservatif ise o zaman

(fn) ; D üzerinde ��istatistiksel konservatiftir. Fakat aşa¼g¬daki örnekten de görüle-

ce¼gi gibi bu sonucun tersi do¼gru de¼gildir.

Örnek 1.5.18: K 2 �; NnK sonsuz ve � (K) = 1 olacak şekilde bir küme olsun.

fn : [0; 1]! R fonksiyonlar¬

fn (x) =

8<: 0; n 2 K

1; n =2 K

şeklinde tan¬mlans¬n. Kabul edelim ki, (xn) [0; 1] de st�� limxn = L olacak şekilde

bir dizidir. Bu durumda her " > 0 için

� (fn : jfn (x)� 0j � "g) = � (NnK) = 0

d¬r. Dolay¬s¬yla st��limfn (xn) = 0 olur. Böylece (fn) ; [0; 1] üzerinde ��istatistiksel

konservatiftir fakat (fn) nin [0; 1] de konservatif olmad¬¼g¬gözlemlenebilir.

Teorem 1.5.19: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm ve (fk) bir [a; b] � R kapal¬aral¬¼g¬üzerinde tan¬ml¬bir fonksiyon dizisi olsun.

Bu durumda (fk) n¬n [a; b] üzerinde ��istatistiksel konservatif olmas¬ için gerek

ve yeter koşul, (fk) n¬n [a; b] üzerindeki sürekli bir f fonksiyonuna ��istatistiksel

düzgün yak¬nsak olmas¬d¬r (Duman ve Orhan, 2001).

·Ispat: Gereklilik. Kabul edelim ki (fk) ; [a; b] üzerinde ��istatistiksel konser-

vatiftir. Her t 2 [a; b] için (vk) = (t; t; :::) dizisini seçelim. st� � limvk = t oldu¼gun-

dan st�� limfk (vk) mevcuttur. Dolay¬s¬yla her t 2 [a; b] için st�� limfk (t) = f (t)

olur. f nin [a; b] üzerinde sürekli oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bunu ispatlamak için

f nin bir t0 2 [a; b] noktas¬nda sürekli olmad¬¼g¬n¬ kabul edelim. Bu durumda

[a; b] de limuk = t0 olacak şekilde bir (uk) dizisi vard¬r fakat limf (uk) mevcut-

tur ve limf (uk) 6= f (t0) d¬r. (fk) ; [a; b] üzerinde f ye ��istatistiksel noktasal

yak¬nsak oldu¼gundan ve �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip

oldu¼gundan [a; b] üzerinde fk ! f (�� yo�gunluklu) dir. Dolay¬s¬yla her bir f

için ffk (uj)� f (uj)g ! 0 (�� yo�gunluklu) d¬r. Connor (1992) Sonuç 9 da, "
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E¼ger �; toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir ölçüm ve (xr) ; ��yo¼gunlu¼ga göre yak¬n-

sak dizilerin say¬labilir bir kolleksiyonu ise bu durumda her r için limnx
r
�(n) mev-

cut ve � (f� (n) : n 2 Ng) = 1 olacak şekilde bir � : N ! N dönüşümü mevcut-

tur " oldu¼gunu ispatlad¬. Buna göre bir � : N ! N dönüşümü mevcuttur öyleki

� (f� (k) : k 2 Ng) = 1 ve her j için

lim
k

�
f�(k) (uj)� f (uj)

�
= 0

d¬r. Şimdi ise Bartle (1964; sayfa 192) "köşegen yöntemi"nden

� (fn (k) : k 2 Ng) = 1 ve limk

�
fn(k) (uk)� f (uk)

�
= 0

olacak şekilde bir (nk) indis dizisi seçebiliriz. Bir x = (ti) dizisini

ti =

8>>><>>>:
t0; i = nk ve i tek

uk; i = nk ve i çift

0; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlayal¬m. Bu durumda ti ! t0 (�� yo�gunluklu) olur ki bu st� �

limti = t0 olmas¬n¬gerektirir. Fakat i = nk ve i tek ise o zaman limfnk (t0) = f (t0)

olur ve i = nk ve i çift ise

limfnk (uk) = lim [fnk (uk)� f (uk)] + limf (uk) 6= f (t0)

olur. Dolay¬s¬yla ffi (ti)g ; iki farkl¬ limit de¼gerine yak¬nsayan pozitif ölçümlü iki

ayr¬k alt diziye sahip oldu¼gundan ��yo¼gunluklu yak¬nsak dizi de¼gildir. Böylece

ffi (ti)g dizisi ��istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Bu ise hipotezle çeli̧sir. O halde

f , [a; b] üzerinde süreklidir. Geriye (fk) n¬n [a; b] üzerinde f ye ��istatistiksel

düzgün yak¬nsak oldu¼gunu göstermek kal¬yor. Kabul edelim ki (fk), [a; b] üzerinde

��istatistiksel düzgün yak¬nsak de¼gildir. Bu durumda (fk), [a; b] üzerinde ��yo¼gunluklu

düzgün yak¬nsak de¼gildir. Dolay¬s¬yla � (fn (k) : k 2 Ng) = 1 olan key�bir (nk) indis

dizisi için bir " > 0 say¬s¬ve tk 2 [a; b] say¬lar¬jfnk (tk)� f (tk)j � 2"0 (k 2 N) olacak

şekilde vard¬r. x = (tk) s¬n¬rl¬dizisi yak¬nsak bir (tki) alt dizisi içerir. st��limtki = �

olsun. f nin süreklili¼ginden limf (tki) = f (�) d¬r. Böylece jf (tki)� f (�)j < "0

(i � i0) olacak şekilde bir i0 indisi vard¬r. Ayn¬i ler için

jfnkk (tki)� f (�)j � jfnkk (tki)� f (tki)j � jf (tki)� f (�)j � "0 (4.1)
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d¬r.

uj =

8>>><>>>:
�; j = nki ve j tek

tki ; j = nki ve j çift

0; di¼ger yerlerde

tan¬mlarsak uj ! � (�� yo�gunluklu) olur. Dolay¬s¬yla st�� limuj = � olur. Fakat

j = nki ve j tek ise limfnki (�) = f (�) ve j = nki ve j çift ise limfnki (tki) 6= f (�)

olur. O halde ffj (tj)g ; iki farkl¬limit de¼gerine yak¬nsayan pozitif ölçümlü iki ayr¬k

alt diziye sahip oldu¼gundan ��yo¼gunluklu yak¬nsak de¼gildir. Bu ise hipotezle çeli̧sir.

O halde, (fk), [a; b] üzerinde f ye ��istatistiksel düzgün yak¬nsak olmal¬d¬r.

Yeterlilik. [a; b] üzerinde, fn � f (�� istatistiksel) ve f nin sürekli oldu¼gunu

kabul edelim. x = (xn) ; [a; b] de ��istatistiksel yak¬nsak bir dizi ve st��limxn = x0
olsun. �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip oldu¼gundan xn ! x0

(�� yo�gunluklu) d¬r. Böylece limkxnk = x0 ve � (fn (k) : k 2 Ng) = 1 olacak

şekilde bir (nk) indis dizisi vard¬r. f nin x0 daki süreklili¼ginden lim
k
f (xnk) = f (x0)

d¬r. Dolay¬s¬yla f (xn) ! f (x0) (�� yo�gunluklu) d¬r. " > 0 verilsin. Bu durumda

ölçümü 1 olan bir K1 2 � kümesi ve bir n1 2 K1 say¬s¬ her n � n1 ve n 2 K1
için jf (xn)� f (x0)j < "=2 olacak şekilde vard¬r. � nün s¬f¬r ölçümlü kümeler için

toplamsall¬k özelli¼gine sahip olmas¬ndan dolay¬��istatistiksel düzgün yak¬nsakl¬k

��yo¼gunluklu düzgün yak¬nsakl¬¼ga denktir. Böylece ölçümü 1 olan bir K2 2 �

kümesi ve bir n2 2 K2 say¬s¬her t 2 [a; b] ; n � n2, n 2 K2 için jfn (t)� f (t)j < "=2

olacak şekilde vard¬r. N = max fn1; n2g ve K := K1 \K2 olsun. � (K) = 1 oldu¼gu

gösterilebilir. Dolay¬s¬yla t = xn alarak, her n � N , n 2 K için

jfn (xn)� f (x0)j � jfn (xn)� f (xn)j+ jf (xn)� f (x0)j < "

elde edilir. Bu, fn (xn)! f (x0) (�� yo�gunluklu) oldu¼gunu gösterir. Yani, fn (xn)!

f (x0) (�� istatistiksel) d¬r. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Teorem 1.5.19, kapal¬bir aral¬k üzerinde ��istatistiksel düzgün yak¬nsak fonksiyon

dizilerinin ��istatistiksel limit fonksiyonlar¬n¬n süreklili¼gi için aşa¼g¬daki gerekli ve

yeterli koşulu içerir.

Teorem 1.5.20: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm ve (fk) ; bir [a; b] kapal¬aral¬¼g¬üzerinde bir f fonksiyonuna ��istatistiksel
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düzgün yak¬nsak fonksiyon dizisi olsun. ��istatistiksel limit fonksiyonu olan f

fonksiyonunun [a; b] üzerinde sürekli olmas¬için gerek ve yeter koşul, (fk) n¬n [a; b]

üzerinde ��istatistiksel konservatif olmas¬d¬r (Duman ve Orhan, 2001).

Şimdi, fonksiyon dizilerinin ��istatistiksel regülerli¼gini çal¬̧sal¬m. E¼ger (fk) ;

[a; b] üzerinde ��istatistiksel regüler ise bu durumda aç¬k olarak her t 2 [a; b] için

st�� limfk (t) = t dir. Böylece Teorem 1.5.19 da f (t) = t al¬n¬rsa aşa¼g¬daki teorem

elde edilir.

Teorem 1.5.21: �; s¬f¬r ölçümlü kümeler için toplamsall¬k özelli¼gine sahip bir

ölçüm ve (fk), [a; b] kapal¬aral¬¼g¬üzerinde bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda

(fk) n¬n [a; b] üzerinde ��istatistiksel regüler olmas¬için gerek ve yeter koşul, (fk) n¬n

[a; b] üzerinde f (t) = t şeklinde tan¬ml¬bir f fonksiyonuna ��istatistiksel düzgün

yak¬nsak olmas¬d¬r (Duman ve Orhan, 2001).
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II. BÖLÜM

·ISTAT·IST·IKSEL L·IM·IT NOKTALARI

2.1 ·Istatistiksel Limit Noktalar¬

Bu k¬s¬mda bir say¬dizisinin limit noktalar¬n¬n veya cluster noktalar¬n¬n istatis-

tiksel benzeri tan¬mlan¬p ilgili teoremler ispats¬z olarak verilecektir.

Tan¬m 2.1.1: E¼ger bir x dizisinin L ye yak¬nsayan bir alt dizisi varsa L ye x

in bir limit noktas¬veya cluster noktas¬denir ve x in tüm limit noktalar¬n¬n cümlesi

Lx ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.2: E¼ger
�
xk(j)

	
, x in bir alt dizisi ve K = fk(j) : j 2 Ng ise bu

durumda
�
xk(j)

	
yi fxgK şeklinde yazaca¼g¬z. E¼ger � (K) = 0 ise fxgK ya s¬f¬r

yo¼gunluklu bir alt dizi veya ince (thin ) alt dizi denir.

E¼ger � (K) 6= 0 ise fxgK ya bir ince olmayan (nonthin) altdizi denir (Fridy, 1993).

Şimdi de istatistiksel limit noktas¬tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.1.3: x in � ya yak¬nsayan bir ince olmayan alt dizisi varsa � say¬s¬na

x say¬dizisinin istatistiksel limit noktas¬denir (Fridy, 1993).

Herhangi bir x dizisi için �x ile x in tüm istastistiksel limit noktalar¬n¬n cümlesini

gösterece¼giz.

Örnek 2.1.4: xk =

8<: 1 , k kare ise

0 , di¼ger durumlarda
olsun. Bu durumda Lx =

f0; 1g d¬r ve ayr¬ca Örnek 1.2.2 den �x = f0g d¬r.

Herhangi bir x dizisi için �x � Lx olaca¼g¬ aç¬kt¬r. �x ve Lx birbirinden çok

farkl¬olabilir. Aşa¼g¬daki örnek, verilen x dizisi için �x = � ve Lx = R oldu¼gunu

göstermektedir.

Örnek 2.1.5: frkg1k=1 görüntüsü bütün rasyonel say¬lar kümesi olan bir dizi

olsun ve

xk =

8<: rk , e¼ger k = n2; n = 1; 2; :::

k , di¼ger durumlarda

şeklinde tan¬mlans¬n.

Karelerin kümesi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip oldu¼gundan (xnk) � (xn) olacak şekilde

bir ince olmayan alt dizi yoktur. Böylece �x = � dir.



48

Q = R oldu¼gundan frk : k 2 Ng R de yo¼gundur. Bu yüzden Lx = R dir (Fridy,

1993).

Bir x dizisinin bir L limit noktas¬ � L merkezli her aç¬k aral¬k , x in sonsuz

çoklukta terimini içerir�ifadesi ile karakterize edilebilir. Bu ifadenin bir istatistiksel

benzeri Fridy (1993) taraf¬ndan aşa¼g¬daki şekilde verilmi̧stir.

Tan¬m 2.1.6: E¼ger her " > 0 için fk 2 N : jxk � j < "g kümesi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga

sahip de¼gilse, yani

� fk 2 N : jxk � �j < "g 6= 0

ise bu durumda  say¬s¬na x say¬dizisinin istatistiksel de¼gme (cluster) noktas¬denir

(Fridy, 1993).

Verilen bir x dizisi için �x ile x in bütün istatistiksel de¼gme noktalar¬n¬n kümesini

gösterelim. Herhangi bir x dizisi için �x � Lx oldu¼gu aç¬kt¬r.

Önerme 2.1.7: Her x için �x � �x dir (Fridy, 1993).

Aşa¼g¬daki örnek �x ve �x in eşit olmad¬¼g¬na ili̧skindir.

Örnek 2.1.8: Bir x dizisini k = 2p�1 (2q + 1) olmak üzere xk =
1

p
olarak

tan¬mlayal¬m. Yani (p� 1), k n¬n asal çarpanlara ayr¬m¬ndaki 2 nin kuvvetidir.

Şimdi bu dizinin terimlerini aç¬k olarak ifade edelim:

k = 1 için p = 1; q = 0

k = 2 için p = 2; q = 0

k = 3 için p = 1; q = 1

k = 4 için p = 3; q = 0

k = 5 için p = 1; q = 2

k = 6 için p = 2; q = 1

k = 7 için p = 1; q = 3

k = 8 için p = 4; q = 0

k = 9 için p = 1; q = 4
...

...
...

...

olmal¬d¬r. Böylece x dizisi

x = (xk) = (1; 1=2; 1; 1=3; 1; 1=2; 1; 1=4; 1; 1=2; � � � )
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olacakt¬r. Buna göre

p = 1 için � fk : xk = 1g = � fk = 2n� 1 : n 2 Ng = 2�1

p = 2 için � fk : xk = 1=2g = � fk = 4n� 2 : n 2 Ng = 2�2
...

olur. O halde herbir p için �
�
k : xk =

1

p

�
= 2�p > 0 olaca¼g¬ndan

1

p
2 �x dir.

Benzer yöntemle

�

�
k : jxkj <

1

p

�
= �

�
k : 0 < xk <

1

p

�
= 2�p

oldu¼gu görülebilir. Böylece 0 2 �x dir ve �x = f0g [
�
1

p

�1
p=1

elde ederiz. Göstere-

ce¼gizki 0 =2 �x dir; yani e¼ger fxgK s¬f¬r limitine sahip bir alt dizi ise � (K) = 0

oldu¼gunu göstermeliyiz. Herbir p için şunu yazabiliriz,

jKnj =

�����k 2 Kn : xk � 1p
�����+ �����k 2 Kn : xk < 1

p

�����
� O(1) +

�����k 2 Kn : xk < 1

p

����� � O(1) + n

2p

dir. Böylece � (K) � 2�p ve p key� oldu¼gundan � (K) = 0 olur.�

E¼ger x istatistiksel yak¬nsak dizi (yani st� limx = � ) ise �x ve �x in her ikisinin

de tek bir f�g kümesine eşit oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bu iddian¬n tersi do¼gru de¼gildir. Bunu görmek için

xk =
n
1 + (�1)k

o
k =

8<: 2k; k = 2n

0; k = 2n� 1
; n 2 N

al¬n¬rsa, �x = �x = f0g olmas¬na ra¼gmen, her " > 0 için

� fk : jxkj � "g =
1

2
6= 0

oldu¼gundan x dizisi 0 a istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

Aşa¼g¬daki örnek �x bir aral¬k ve �x = � olacak şekilde bir x in oldu¼gunu gösterir.

Örnek 2.1.9: x =
�
0; 0; 1; 0; 12 ; 1; 0;

1
3 ;
2
3 ; 1; 0;

1
4 ;
2
4 ;
3
4 ; 1; � � �

	
alal¬m. Bu dizi [0; 1]

de düzgün da¼g¬l¬ml¬d¬r, yani Lx = [0; 1] dir ve ayn¬ zamanda [0; 1] aral¬¼g¬n¬n d

uzunluklu her alt aral¬¼g¬nda (xk) n¬n yo¼gunlu¼gu d nin kendisidir. Bu nedenle [0; 1]

deki her  için

� fk 2 N : xk 2 ( � ";  + ")g � " > 0
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dir. Buradan �x = [0; 1] dir. Di¼ger taraftan e¼ger � 2 [0; 1] ve fxgK � ya yak¬nsak

bir alt dizi ise bu takdirde � fKg = 0 oldu¼gunu iddia ediyoruz. Bu iddiay¬ ispat

etmek için " > 0 alal¬m. Herbir n için

jKnj � jfk 2 Kn : jxk � �j < "gj+ jfk 2 Kn : jxk � �j � "gj

� 2:"n+O(1)

oldu¼gunu not edelim. Sonuç olarak � fk(j)g � 2" ve " key�oldu¼gundan � fk(j)g = 0

elde ederiz. Ve böylece �x = � dir.�

Örnek 2.1.8 den �x in kapal¬bir nokta kümesi olmayabilece¼gi görülür. Sonraki

sonuçta �x in Lx gibi daima kapal¬bir küme oldu¼gu ifade edilmektedir.

Önerme 2.1.10: Herhangi bir x say¬dizisi için istatistiksel cluster noktalar¬n¬n

�x kümesi, bir kapal¬kümedir (Fridy, 1993).

Teorem 2.1.11: E¼ger x ve y hemen her k için xk = yk olacak şekilde iki dizi ise

bu durumda �x = �y ve �x = �y dir (Fridy, 1993).

Teorem 2.1.12: E¼ger x bir say¬dizisi ise Ly = �x ve hemen her k için yk = xk

olacak şekilde bir y dizisi vard¬r. Üstelik y nin görüntüsü x in görüntüsünün bir alt

kümesidir (Fridy, 1993).

Uyar¬:Teorem 2.1.12 nin sonucunda �x yerine �x yazmak do¼gru de¼gildir. Çünkü

�x kapal¬olmas¬gerekmezken Ly her zaman kapal¬d¬r. (Örnek 2.1.8 deki gibi)

Reel say¬lar sisteminin taml¬¼g¬na denk olan bir çok bilinen teorem vard¬r. ·Is-

tatistiksel limitler ile bilinen anlamdaki limitleri yerde¼gi̧stirmekle, böyle bir teorem

dizilerle ili̧skilendirildi¼gi zaman, teoremin bir istatistiksel benzeri veriebilir. Örne¼gin

Teorem 1.2.7 de, bir say¬dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter

koşulun onun istatistiksel Cauchy dizisi olmas¬ gerekti¼gi belirtildi. En küçük üst

s¬n¬r aksiyomunun (R de) bir dizisel versiyonu, Monoton Dizi Teoremidir: E¼ger x

(reel) say¬dizisi azalmayan ve üstten s¬n¬rl¬ise x yak¬nsakt¬r. Aşa¼g¬da Teorem 1.2.7

nin bir sonucu olan Monoton Dizi Teoreminin istatistiksel bir benzeri verilmi̧stir.

Önerme 2.1.13: Kabul edelim ki x bir say¬dizisi ve

M := fk 2 N : xk � xk+1g olsun. E¼ger � fMg = 1 ve x; M üzerinde s¬n¬rl¬ ise bu

durumda x istatistiksel yak¬nsakt¬r (Fridy, 1993).
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R nin di¼ger bir taml¬k sonucu; s¬n¬rl¬bir x dizisi için Lx 6= � oldu¼gunu iddia eden

Bolzano-Weierstrass teoremidir.

Örnek 2.1.9 da s¬n¬rl¬ bir x dizisi için �x = � olabilece¼gi görüldü. Fakat istatis-

tiksel de¼gme noktalar¬n¬kullanarak Bolzano-Weierstrass teoreminin bir istatistiksel

benzeri aşa¼g¬daki gibi verilebilir.

Teorem 2.1.14: E¼ger x say¬dizisi, bir s¬n¬rl¬ince olmayan alt diziye sahip ise

bu taktirde x in bir istatistiksel de¼gme noktas¬vard¬r (Fridy, 1993).

Sonuç 2.1.15: E¼ger x s¬n¬rl¬bir say¬dizisi ise bu durumda x bir istatistiksel

de¼gme noktas¬na sahiptir (Fridy, 1993).

Sonraki sonuç Heine-Borel örtme teoreminin bir istatistiksel benzeridir. E¼ger x

s¬n¬rl¬bir say¬dizisi ise fxk : k 2 Ng [ Lx kompakt kümesini X ile gösterelim. E¼ger

fJng ; X yi örten aç¬k kümelerin bir örtüsü ise fJng nin bir sonlu alt örtüsü de
__
X

yi örter. Bu sonucun bir istatistiksel benzer formu için �x ile Lx i yerde¼gi̧stirelim ve

X := fxk : k 2 Ng [ �x

kümesini x in istatistiksel kapan¬̧s¬olarak tan¬mlayal¬m. X in kapal¬bir küme ol-

mas¬ gerekmez. Gerçekten X kapal¬ olmas¬ için gerek ve yeter şart, x in bilinen

fxk : k 2 Ng [ Lx kapan¬̧s¬n¬n X e eşit olmas¬d¬r.

Teorem 2.1.16: E¼ger x s¬n¬rl¬bir say¬dizisi ise bu durumda x dizisi fxk : k 2 N s Kg[

�x kompakt küme olacak şekilde bir fxgK ince alt dizisine sahiptir (Fridy, 1993).

2.2 RN de istatistiksel cluster noktalar¬

RN , jj.jj normuyla birlikte bir N�boyutlu uzay olsun. x = (xk), xk 2 RN ,

k 2 N; dizisini ve � 2 RN noktas¬n¬alal¬m.

Tan¬m 2.2.1: E¼ger her " > 0 için

� fk : kxk � �k � "g = 0

oluyorsa x dizisi � noktas¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r denir (Pehlivan ve di¼g., 2004).

Tan¬m 2.2.2: E¼ger her " > 0 için

� fk : kxk � �k < "g 6= 0
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ise � noktas¬na x dizisinin bir istatistiksel cluster noktas¬denir (Pehlivan ve di¼g.,

2004).

Aç¬kt¬r ki bu durumda

lim sup
n!1

1

n
jfk � n : kxk � �k < "gj > 0

d¬r.

�x ile x dizisinin bütün istatistiksel cluster noktalar¬n¬n kümesini gösterece¼giz.

Kapal¬bir A kümesinin bir � noktas¬na olan uzakl¬¼g¬

�(�; A) = min
y2A
jjy � �jj

olmak üzere A kümesinin bir "-komşulu¼gunu

S"(A) =
�
y 2 RN : �(�; A) < "

	
ile gösterelim.

Önerme 2.2.3: A � RN kompakt bir küme, x; RN de bir dizi ve A\ �x = ;

olsun. Bu durumda fk : xk 2 Ag kümesinin yo¼gunlu¼gu s¬f¬rd¬r; yani �fk : xk 2 Ag =

0 d¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).

·Ispat. Koşula göre her � 2 A için � =2 �x dir. Bu durumda

� fk : kxk � �k < "g = 0 olacak şekilde bir " = "(�) > 0 say¬s¬vard¬r.

S"(�) = fy 2 RN : jjy � �jj < "g

diyelim. S"(�), � 2 A aç¬k kümeleri A n¬n bir aç¬k örtüsünü oluşturur. A kompakt bir

küme oldu¼gundan A n¬n sonlu bir alt örtüsü vard¬r. Bu örtü Si = S"(�i); i = 1; 2; :::; p

olsun. Aç¬kt¬rki bu durumda her i için A � [Si ve �fk : jjxk � �ijj < "ig = 0 d¬r.

Buradan

jfk < n : xk 2 Agj �
pX
i=1

jfk < n : jjxk � �ijj < "igj

ve böylece

lim
n!1

1

n
jfk � n : xk 2 Agj �

pX
i=1

lim
n!1

1

n
jfk � n : jjxk � �ijj < "igj = 0

d¬r. Bu ise �fk : xk 2 Ag = 0 olmas¬demektir.�
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Not edelimki, A aç¬k veya s¬n¬rs¬z bir küme oldu¼gunda Önerme 2.2.3 do¼gru ol-

mayabilir. Gerçekten; x = (0; 1; 0; 2; 0; 3; :::) dizisi için �x = f0g d¬r. Bu durumda

s¬n¬rs¬z ve kapal¬A = [1;1) kümesi için A\ �x = ; tur. Fakat �fk : xk 2 Ag = 1=2

dir. E¼ger xk = (1=k) dizisini al¬rsak �x = f0g d¬r. Bu durumda da s¬n¬rl¬ve aç¬k

A = (0; 1) kümesi için A\ �x = ; olmas¬na ra¼gmen �fk : xk 2 Ag = 1 6= 0 d¬r.

Teorem 2.2.4: E¼ger x dizisi s¬n¬rl¬ ince olmayan bir alt diziye sahipse, bu

durumda �x boş kümeden farkl¬kapal¬bir kümedir (Pehlivan ve di¼g., 2004).

·Ispat. fxgK , x dizisinin s¬n¬rl¬ince olmayan bir alt dizisi olsun. Bu durumda

�(K) 6= 0 d¬r ve her k 2 K için xk 2 A olacak şekilde kompakt bir A kümesi vard¬r.

E¼ger �x = ; ise A \ �x = ; tur. Buna göre Önerme 2.2.3 den �fk : xk 2 Ag = 0

olur. Fakat

jfk < n : k 2 Kgj � jfk � n : xk 2 Agj

oldu¼gundan �(K) = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli̧skidir.

�x in boş kümeden farkl¬oldu¼gunu ispatlad¬k. Ayn¬zamanda kapal¬oldu¼gunu

göstermek zor de¼gildir.�

Şimdi reel say¬dizileri için Fridy ve Orhan (1997) taraf¬ndan tan¬t¬lan istatistiksel

s¬n¬rl¬dizilerin tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 2.2.5: Bir x dizisi için, �fk : xk =2 Bg = 0 olacak şekilde kompakt bir B

kümesi varsa x dizisine istatistiksel s¬n¬rl¬dizi denir (Pehlivan ve di¼g., 2004).

Tan¬ma göre x istatistiksel s¬n¬rl¬dizi ise �fk : xk 2 Bg = 1 olmal¬d¬r. Ayr¬ca

her s¬n¬rl¬dizinin istatistiksel s¬n¬rl¬olmas¬aç¬kt¬r.

Sonuç 2.2.6: E¼ger x, istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi ise bu durumda �x boş kümeden

farkl¬kompakt bir kümedir (Pehlivan ve di¼g., 2004).

·Ispat. B kompakt bir küme ve �fk : xk =2 Bg = 0 olsun. Dolay¬s¬yla �fk : xk 2

Bg = 1 > 0 d¬r. Di¼ger bir ifadeyle B kümesi x dizisinin ince olmayan bir alt dizisini

içerir ve böylece Teorem 2.2.4 den �x in boş kümeden farkl¬ve kapal¬oldu¼gu ç¬kar.

Şimdi �x � B oldu¼gunu gösterelim. Dolay¬s¬yla �x in s¬n¬rl¬ve böylece kompakt

oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. Aksine � 2 �x fakat � =2 B olsun. B nin kompaktl¬¼g¬ndan

� nin bir "-komşulu¼gu ile B nin arakesiti boş küme olacak şekilde bir " > 0 say¬s¬

vard¬r. Bu durumda

fk : kxk � �k < "g � fk : xk =2 Bg
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ve dolay¬s¬yla � fk : kxk � �k < "g = 0 d¬r. Bu ise � 2 �x olmas¬ile çeli̧sir.�

Teorem 2.2.7: x istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi olsun. Bu durumda her " > 0 için

fk : �(�x; xk) � "gkümesinin yo¼gunlugu s¬f¬rd¬r. Yani

�fk : �(�x; xk) � "g = 0 (2.2.1)

d¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).

·Ispat. B kompakt bir küme ve �fk : xk =2 Bg = 0 olsun. Sonuç 2.2.6 dan �x 6= ;

ve �x � B dir.

Kabul edelimki (2.2.1) gerçeklenmesin. O halde

lim sup
n!1

1

n
jfk � n : �(�x; xk) � "gj > 0

olacak şekilde bir " > 0 say¬s¬vard¬r. S"(�x) = fy : �(�x; y) < "g kümesini tan¬m-

layal¬m ve A = BnS"(�x) diyelim.

A kümesinin kompaktl¬¼g¬ve x in ince olmayan bir alt dizisini içerdi¼gi aç¬kt¬r. Bu

durumda Önerme 2.2.3 den A \ �x 6= ?; yani A n¬n bir istatistiksel cluster noktas¬

vard¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.�

Uyar¬: x dizisinin s¬n¬rl¬olmamas¬durumunda Teorem 2.2.7 do¼gru olmayabilir.

Örne¼gin; x = f1; 0; 2; 0; 3; 0; 4; 0; :::g dizisi için �x = f0g d¬r. Fakat

�fk : �(�x; xk) � "g = 1=2 > 0

d¬r.

Şimdi Teorem 2.1.12 nin genelleştirilmi̧s bir biçimini ifade edece¼giz. Bu teorem

ve onun ispat¬N�boyutlu duruma geni̧sletilebilir.

Teorem 2.2.8. Bir x = (xk) dizisi verilsin. Bu durumda

(i) Ly = �x;

(ii) h:h:k için yk = xk

olacak şekilde bir y = (yk) dizisi vard¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).

�-istatistiksel yak¬nsakl¬k

C � RN aşa¼g¬daki özelli¼gi sa¼glayan kapal¬bir küme olsun.

�fk : �(C; xk) � "g = 0 ; (her " > 0 için) (2.2.2)
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E¼ger her C 0 � C, CnC 0 6= ; kapal¬kümesi için

�fk : �(C 0; xk) � "0g 6= 0

olacak şekilde bir "0 > 0 say¬s¬ varsa o zaman C kümesine (2.2.2) yi gerçekleyen

minimal kapal¬kümedir diyece¼giz.

Tan¬m 2.2.9: E¼ger boş kümeden farkl¬C kümesi (2.2.2) yi gerçekleyen minimal

kapal¬küme ise bu durumda x dizisi C kümesine �-istatistiksel yak¬nsakt¬r denir

(Pehlivan ve di¼g., 2004).

Aşa¼g¬daki sonuçlar tan¬mdan hemen ç¬kan sonuçlard¬r.

Önerme 2.2.10: E¼ger x dizisi ��istatistiksel yak¬nsak ise bu durumda limit

kümesi tektir (Pehlivan ve di¼g., 2004).

Önerme 2.2.11: E¼ger Önerme 2.2.10 daki limit kümesi tek bir noktadan oluşuy-

orsa bu durumda dizi o noktaya istatistiksel yak¬nsakt¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).

Şimdi şöyle bir problemi ele alal¬m: Bir x dizisi hangi koşullar alt¬nda ��istatistiksel

yak¬nsakt¬r? Yani bütün kapal¬C kümeleri aras¬nda ne zaman bir minimal kapal¬

küme vard¬r? Bir x dizisinin ��istatistiksel yak¬nsak olmas¬gerekmedi¼gini belirtelim

ve şimdi bu gerçe¼gi aç¬klayal¬m.

(2.2.2) yi gerçekleyen bütün kapal¬ kümelerin bir sistemi C� olsun. Bu sis-

tem boş kümeden farkl¬d¬r. Örne¼gin; C = RN al¬n¬rsa koşul gerçeklenir. Şimdi

C = \�C� arakesitini ele alal¬m. Bu küme (2.2.2) yi gerçekleyen bir minimal

küme midir? Bu genel olarak do¼gru de¼gildir. Ayr¬ca C = ; olabilir. Örne¼gin;

x = f0; 1;�1; 2;�2; 3;�3; :::g dizisi için C� = (�1;��][ [�;1); (� > 0) alabiliriz.

Bu durumda C = ; tur.

Bir sonraki sonuç x istatistiksel s¬n¬rl¬oldugunda C = \�C� = �x ve buna göre

de C 6= ; oldu¼gunu göstermektedir.

Teorem 2.2.12: E¼ger x istatistiksel s¬n¬rl¬ dizi ise bu durumda x dizisi �x

kümesine ��istatistiksel yak¬nsakt¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).
·Ispat. Teorem 2.2.7 den �x in boş kümeden farkl¬kompakt bir küme oldu¼gunu

ve bu küme için (2.2.2) koşulunun gerçeklendi¼gini görebiliriz. Kabul edelimki �x

minimal olmas¬n. C � �x ve �xnC 6= ; olacak şekilde (2.2.2) yi gerçekleyen bir C

kapal¬kümesi bulunsun. O halde � =2 C olacak şekilde bir � 2 �x noktas¬vard¬r ve

bu durumda S"(�) \ S"(C) = ; olacak şekilde bir " > 0 say¬s¬bulabiliriz. � 2 �x
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oldu¼gundan Tan¬m 2.2.2 den

lim sup
n!1

1

n
jfk � n : xk 2 S"(�)gj > 0

d¬r. Böylece fk : xk 2 S"(�)g � fk : xk =2 S"(C)g oldu¼gundan

lim sup
n!1

1

n
jfk � n : xk =2 S"(�)gj > 0

elde ederiz. Bu ise (2.2.2) ile çeli̧sir.�

x dizisi C kümesine �-istatistiksel yak¬nsak olsun. Teorem 2.2.12 ye göre e¼ger

bu dizi istatistiksel s¬n¬rl¬ ise C = �x dir. Şimdi ise istatistiksel s¬n¬rl¬ olmayan

dizileri ele alal¬m. Böyle bir dizi ayn¬ zamanda �-istatistiksel yak¬nsak olabilir.

Örne¼gin; Örnek 2.2.8 deki diziyi al¬rsak bu dizi istatistiksel s¬n¬rl¬ de¼gildir fakat

C = f1; 2; 3; :::g kümesine ��istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 2.2.12 nin ispat¬ndan aşa¼g¬daki sonucu hemen ç¬karabiliriz.

Sonuç 2.2.13: �x, x dizisinin istatistiksel cluster nuktalar¬n¬n kümesi olsun (x

dizisi genel olarak istatistiksel s¬n¬rl¬de¼gildir). E¼ger her " > 0 için �fk : �(�x; xk) �

"g = 0 ise x dizisi �x kümesine ��istatistiksel yak¬nsakt¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).

Bir sonraki sonuç e¼ger x dizisi ��istatistiksel yak¬nsak ise bu durumda limit

kümesinin sadece �x olabilece¼gini göstermektedir.

Teorem 2.2.14: E¼ger x dizisi C kümesine ��istatistiksel yak¬nsak ise C = �x
dir (Pehlivan ve di¼g., 2004).

·Ispat. ·Ilk önce �x � C oldu¼gunu gösterelim. � 2 �x fakat � =2 C olsun. C

kümesi kapal¬ oldu¼gundan " > 0 için S"(�)\ S"(C) = ; olacak şekilde bir " > 0

say¬s¬vard¬r. Bu durumda fk : xk =2 S"(C)g � fk : xk 2 S"(�)g oldu¼gundan (2.2.2)

den �fk : xk 2 S"(�)g = 0 olur. Bu ise � 2 �x olmas¬ile çeli̧sir.

Şimdi C � �x oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelimki bu do¼gru olmas¬n, yani � 2 C

fakat � =2 �x olsun. Buna göre Tan¬m 2.2.2 den her " � "0 için �fk : xk 2 S"(�)g = 0

olacak şekilde bir "0 > 0 say¬s¬vard¬r.

Burada iki durumu ele alaca¼g¬z.

1) � , C nin bir izole noktas¬olsun. Bu durumda

S"(�) \ S"(Cnf�g) = ;

olacak şekilde bir " � "0 say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla

S"(C) = S"(�) [ S"(Cnf�g)
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ve böylece

jfk � n : xk =2 S"(C; f�g)gj = jfk � n : xk 2 S"(�)gj+ jfk � n : xk =2 S"(C)gj

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Böylece (2.2.2) yi kullanarak yeterince küçük her " > 0 say¬s¬için

�fk � n : xk =2 S"(Cnf�g)g = 0 elde ederiz. Bu ise Cnf�g kümesinin (2.2.2) yi

sa¼glamas¬, yani C nin bir minimal küme olmamas¬anlam¬na gelir. Bu bir çeli̧skidir.

2) Kabul edelimki �, C nin bir limit noktas¬d¬r. Bu durumda �m ! � ve j 6= i

için �j 6= �i olacak şekilde bir �m 2 C dizisi vard¬r.

Bir " > 0 alal¬m. Bu durumda en az bir � 0 = �m ve � > 0 say¬s¬vard¬r öyleki� � � 0 = 2� ve 4� < " koşullar¬sa¼glan¬r. S�(C) � S"(CnS�(�)) oldu¼gunu iddia

ediyoruz.

x 2 S�(C) , x0 2 C ve kx� x0k < � olsun.

a) E¼ger x0 =2 S�(�) ise bu durumda x0 2 CnS�(�) dir. Böylece x 2 S�(CnS�(�)) �

S"(CnS�(�)) elde edilir.

b) x0 2 S�(�), yani kx0 � �k < � olsun. Bu durumdax� � 0 < x� x0+ x0 � �+ � � � 0 < 4� < "
olur. Fakat

� 0 � � = 2� ve de � 0 2 CnS�(�) dir. Dolay¬s¬yla x 2 S"(CnS�(�)) elde
ederiz.

Böylece S�(C) � S"(CnS�(�)) içermesini ispatlam¬̧s oluruz. Bundan dolay¬

jfk � n : xk =2 S"(CnS�(�))gj � jfk � n : xk =2 S�(C)gj

ve bu eşitsizlikten �fk � n : xk =2 S"(CnS�(�))g = 0 elde edilir. O halde C kümesi

(2.2.2) yi gerçekleyen minimal küme de¼gildir. Bu ise bir çeli̧skidir.�

Sonuç 2.2.15: x dizisi ��istatistiksel yak¬nsakt¬r , Her " > 0 için

�fk : �(�x; xk) � "g = 0 d¬r (Pehlivan ve di¼g., 2004).
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III. BÖLÜM

ÇEK·IRDEK TEOREMLER·I

Bu bölümde ilk olarak bir dizinin çekirde¼gi kavram¬tan¬t¬l¬p s¬n¬rl¬ve s¬n¬rs¬z

diziler için çekirdek teoremleri ispats¬z olarak verilecektir. Daha sonra ise Knopp

çekirde¼gi, istatistiksel çekirdek, A�istatistiksel çekirdek, Banach çekirde¼gi, ��çekirdek

ve I�çekirdek kavramlar¬ve bu kavramlar aras¬ndaki ili̧skiler ele al¬nacakt¬r.

3.1 Bir Dizinin Çekirde¼gi

·Ilk kez Knopp taraf¬ndan tan¬mlanan bir dizinin çekirde¼gi kavram¬n¬aç¬klaya-

bilmek için gerekli baz¬tan¬m ve gösterimleri verelim.

(xn) kompleks terimli bir dizi olmak üzere xn; xn+1; xn+2; ::: noktalar¬n¬içeren,

kompleks düzlemin en küçük kapal¬konveks bölgesi Rn ile gösterilsin.

Bu durumda Rn söz konusu noktalar¬n konveks örtüsü olup,

R1 � R2 � R3 � : : :

dir.

Lemma 3.1.1: R =
1T
i=1
Ri bölgesi x = (xn) in limit noktalar¬n¬n cümlesi olan

Lx i içerir (Cooke 1950, sh 137).

Tan¬m 3.1.2: Zorunlu olarak konveks ve kapal¬olan R =
1T
k=1

Rk cümlesine (xn)

dizisinin çekirde¼gi denir (Cooke 1950, sh 137).

E¼ger R bir tek nokta içeriyorsa x = (xn) dizisi yak¬nsakt¬r. R = � ise (xn)

dizisine belirgin olarak ¬raksakt¬r denir ve bu durum xn � 1 şeklinde gösterilir.

(Cooke 1950, sh 137)

E¼ger A reel bir regüler matris ise, yak¬nsak bir (xn) dizisinin A-dönüşümü olan

(x
0
n) dizisinin R

0
çekirde¼gi, (xn) dizisinin R çekirde¼gi ile özdeştir. Her iki R ve R

0

çekirde¼gi (xn) dizisinin limiti olan tek noktadan ibarettir.

E¼ger A negatif olmayan regüler bir matris ise, A n¬n uyguland¬¼g¬her bir (zn)

dizisinin R çekirde¼gi, bu dizinin A-dönüşümü olan (z
0
n) nün R

0
çekirde¼gini içerir.

Teorem 3.1.3: E¼ger A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve onun

dönüşüm dizisi x
0
n =

P1
k=1 ankxk olsun. x = (xn) dizisinin çekirde¼gi vx = (a; b) ve
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(x
0
n) = (An(x)) dönüşüm dizisinin çekirde¼gi vx0 = (a

0
; b

0
) ise vx0 � vx dir (Cooke

1950, sh 138).

Knopp�un kompleks dizilerin çekirde¼gine ili̧skin alternatif bir tan¬m¬şöyledir:

Tan¬m 3.1.4: Her L do¼grusu düzlemi iki yar¬düzleme böler. E¼ger bir S nokta

cümlesi, tamamen bir yar¬düzlem içinde bulunuyorsa (S nin baz¬veya bütün nok-

talar¬L do¼grusu üzerinde bulunabilir), bu L do¼grusuna S için bir bariyer do¼gru

denir.

E¼ger S bariyer do¼grulara sahip de¼gilse S nin çekirde¼gi bütün düzlemdir. S nin

bir bariyer do¼grusu varsa, S nin limit noktalar¬n¬n cümlesi olan Lx i içeren bütün

yar¬düzlemlerin arakesiti S nin çekirde¼gidir.

Bu iki tan¬m denktir.

Teorem 3.1.5:(Knopp Çekirdek Teoremi) E¼ger A = (ank) negatif olmayan

bir regüler matris ise, (zn) kompleks dizisinin R çekirde¼gi z
0
n =

P1
k=1 ankzk n¬n R

0

çekirde¼gini içerir (Cooke 1950, sh 140).

Bu bilgilerin ¬̧s¬¼g¬alt¬nda şunu söyleyebiliriz;

(i) E¼ger iki dizi ayn¬y¬¼g¬lma noktalar¬cümlesine sahipse, bunlar ayn¬çekirde¼ge

sahiptir (·Ikinci tan¬mdan).

(ii) ·Iki dizinin çekirdekleri ayn¬oldu¼gu halde y¬¼g¬lma noktalar¬cümleleri farkl¬

olabilir. Örne¼gin;

f1; 0; 1; 0; :::g ve f1; 0; 1
2
; 1; 0;

1

2
; :::g

her ikisinin de çekirde¼gi [0; 1] aral¬¼g¬d¬r.

Bu sonuç şu soruyu do¼gurur; e¼ger iki dizi ayn¬çekirde¼ge sahip ise bunlar¬n y¬¼g¬lma

noktalar¬cümleleri hakk¬nda ne söylenebilir? Cevap, çekirde¼gin 1. ya da 2. tan¬m¬n¬

düşünmemize ba¼gl¬olarak iki yolla verilebilir.

Sonuç 3.1.6: ·Iki dizinin ayn¬çekirde¼ge sahip olabilmesi için gerek ve yeter şart,

bunlardan birinin y¬¼g¬lma noktalar¬cümlesini içeren her bir yar¬düzlemin, di¼gerinin

y¬¼g¬lma noktalar¬cümlesini de içermesidir (Cooke 1950, sh 140).

Sonuç 3.1.7: ·Iki dizinin ayn¬ çekirde¼ge sahip olabilmesi için gerek ve yeter

şart, bunlardan birinin y¬¼g¬lma noktalar¬cümlesini içeren konveks bölgenin di¼gerinin

y¬¼g¬lma noktalar¬cümlesini içermesidir (Cooke 1950, sh 141).
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Bu k¬s¬mda Knopp taraf¬ndan tan¬mlanan bir x dizisinin çekirde¼gi, K� core fxg

ile gösterilecektir.

Teorem 3.1.8 E¼ger (xn) ve
�
x
0
n

�
lim
n

���xn � x0n��� = 0 olacak şekilde iki dizi ise

bu durumda (xn) ve
�
x
0
n

�
dizilerinin R ve R

0
çekirdekleri çak¬̧s¬kt¬r (Cooke 1950, sh

144).

Teorem 3.1.9: A bir regüler matris olsun. Bir s¬n¬rl¬(xn) dizisinin çekirde¼ginin,

bu dizinin A�dönüşümü olan (�n) nin çekirde¼gini içermesi için gerek ve yeter şart,

lim
n!1

1X
k=1

jankj = 1 (3.1.1)

olmas¬d¬r (Cooke 1950, sh 149).

Teorem 3.1.10. Herhangi bir s¬n¬rl¬ (xn) dizisinin A�dönüşümünün çekird-

e¼ginin (xn) dizisinin çekirde¼gi taraf¬ndan içerilmesi için gerek ve yeter şart, bütün

s¬n¬rl¬diziler için regüler (ank) matrisinin negatif olmayan bir (bnk) matrisine mutlak

denk olmas¬d¬r (Cooke, 1950, sh 153).

Şimdi ise reel terimli matrisler ve reel terimli s¬n¬rl¬dizileri gözönüne alal¬m.

G;H : m ! R fonksiyonelleri verildi¼ginde, e¼ger her x 2 m için G(x) � H(x) ise

G < H yazaca¼g¬z.

L = lim supxn olmak üzere L(Ax) i bazen LA(x) şeklinde gösterece¼giz.

Lemma 3.1.11: E¼ger A = (ank); her k 2 N için limnank = 0 olacak şekildeP
k2N jankj <1 şart¬n¬gerçekleyen bir matris ise bu durumda

lim sup
n!1

X
k2N

ankyk = lim sup
n!1

X
k2N
jankj

ve kyk � 1 olacak şekilde, s¬n¬rl¬bir y = (yn) dizisi vard¬r (Simmons, 1969).

Teorem 3.1.12: LA � L olmas¬için gerek ve yeter şart, (3.1.1) in gerçeklen-

mesidir (Maddox, 1979).

A = (ank) bir sonsuz matris olsun. Her x 2 m için
P
k

ankxk tan¬ml¬ (sonlu)

olmas¬için gerek ve yeter şart her n içinX
k

jankj <1 (3.1.2)

olmas¬d¬r. Buna göre

(xk)! (An (x))n2N =

 X
k

ankxk

!
n2N

(3.1.3)
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dönüşümünün, m den s nin içine tan¬ml¬bir dönüşüm olmas¬için gerek ve yeter şart,

her n 2 N için (3.1.2) nin gerçeklenmesidir.

Tan¬m 3.1.13: A = (ank) sonsuz matrisi (3.1.2) yi gerçekliyorsa ve

sup
n2N

X
k

jankj <1

ise A matrisine bir m-matrisi denir (Simmons, 1969).

A birm-matrisi ve x 2 m olmak üzere aşa¼g¬daki alt lineer fonksiyonelleri gözönüne

alal¬m.

LA(x) = lim sup
n

X
k

ankxk

Q(x) = lim sup
n

sup
j

X
k

ankxk+j

L ve Q dönüşümleri altlineer olup LA � Q dur (Simmons, 1969).

Teorem 3.1.14: Aşa¼g¬dakiler denktir.

1) A regüler ve hemen hemen pozitiftir.

2) Q � L

3) LA � L (Simmons, 1969)

Tan¬m 3.1.15: Şimdi m üzerinde aşa¼g¬daki altlineer fonksiyonelleri tan¬mlay-

al¬m.

` (x) := lim inf xk , y(x) := lim inf
x1 + x2 + � � �+ xk

k

L(x) := lim supxk , Y (x) := lim sup
x1 + x2 + � � �+ xk

k

S(x) := supxk , bs := fz = (zn) 2 m : supn

���� nP
i=1
zi

���� <1g
p(x) := lim sup jxkj , Z(x) := lim sup

jx1j+ jx2j+ � � �+ jxkj
k

kxk := sup jxkj , w(x) := inf fL(x+ z) : z 2 bsg

t(x) := lim inf jxkj ,

Teorem 3.1.16: m üzerinde

` � y � Y � w � L � s � k:k ; w � p � k:k

dur (Maddox, 1979).

Teorem 3.1.17: B, hemen hemen pozitif regüler herhangi bir matris olsun. Bu

durumda LA � `B olacak şekilde A matrisi yoktur (Maddox, 1979).
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Teorem 3.1.18: LA � `B olmas¬için gerek ve yeter şart B n¬n Schur matrisi

ve
1X
k=1

jank � bnkj ! 0 (n!1)

olmas¬d¬r (Kuttner ve Maddox, 1983).

Teorem 3.1.18: SA � S olmas¬için gerek ve yeter şart her n; k için ank � 0 ve

her n için
P1
k=1 ank = 1 olmas¬d¬r (Kuttner ve Maddox, 1983).

S¬n¬rl¬reel x dizisinin çekirde¼gi

[lim inf x; lim supx]

kapal¬aral¬¼g¬d¬r. Knopp çekirdek teoremi

lim supAx � lim supx

olacak şekildeki reel regüler matrislerin karakterizasyonuna bir örnektir. Bu son

eşitsizlik ise

K � core fAxg � K � core fxg

olmas¬demektir.

Tan¬m 3.1.19 (Banach Çekirde¼gi): x reel s¬n¬rl¬ diziler uzay¬m nin bir

eleman¬oldu¼gunda x in Banach çekirde¼gi (B � core fxg)

[�q(�x); q(x)]

kapal¬aral¬¼g¬olarak tan¬mlan¬r (Das, 1987).

Burada q(x); (1.1.2) de tan¬mlanan fonksiyoneldir. q(x) � limsupx oldu¼gundan

B � core fxg � K � core fxg

dir (Das, 1973; Devi, 1976).

Tan¬m 3.1.20: � ; reel terimli regüler matrislerin cümlesi olsun.

1X
k=0

ank ! 1

olacak şekilde A 2 � matrislerinin cümlesini �+ ile gösterelim.

lim
n

1X
k=0

jank � an;k+1j = 0
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olacak şekilde A 2 �+ matrislerinin cümlesini de �� ile gösterece¼giz (Das, 1973).

Teorem 3.1.21: E, m nin bir alt uzay¬olsun. Bu durumda

fE;LAg � $E = fE; qg (A 2 ��)

d¬r (Das, 1973).

Teorem 3.1.22: E, m nin bir alt uzay¬olsun. Bu durumda

fm0; LAg � $m0 = fm0; qg
�
A 2 �+

�
d¬r (Das, 1973).

Sonuç 3.1.23: A 2 �� ) 8x 2 m için LA(x) � q(x) d¬r (Das, 1973).

Daha önce reel terimli s¬n¬rl¬bir dizinin A� dönüşüm dizisinin Knopp çekird-

e¼ginin

[lim inf Ax; lim supAx]

kapal¬aral¬¼g¬ve Banach çekirde¼ginin de

[�q(�x); q(x)]

kapal¬aral¬¼g¬oldu¼gu söylendi. Sonuç 3.1.23 ün hipotezleri alt¬nda

lim supAx � q(x)

ve

�q(�x) � lim inf Ax � lim supAx � q(x)

olup

K � core fAxg � B � core fxg

elde edilmi̧s olunur.

Tan¬m 3.1.24: Şimdi m üzerinde

`� (x) = lim inf
n

sup
i

1

n+ 1

i+nX
r=i

xr (3.1.4)

L� (x) = lim inf
n

sup
i

1

n+ 1

i+nX
r=i

xr (3.1.5)

altlineer fonksiyonellerini tan¬mlayal¬m.
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Teorem 3.1.25: L�A � L� olmas¬için gerek ve yeter şart A n¬n F�regüler ve

lim
n
sup
i

X
k

1

n+ 1

i+nX
r=i

jarkj = 1

olmas¬d¬r (Orhan, 1988).

Teorem 3.1.26: LA � L� olmas¬için gerek ve yeter şart, A n¬n kuvvetli regüler

olmas¬ve lim
n!1

P1
k=1 jankj = 1 olmas¬d¬r (Orhan, 1990).

Teorem 3.1.27. Her s¬n¬rl¬x dizisi için q(x) = L� (x) dir (Das ve Mishra, 1981).

Teorem 3.1.28: B = (bnk) bir normal matris olsun. B�1 = (b�1nk ) ile onun iki

tara�¬tersini gösterelim. A = (ank) herhangi bir matris olsun. Bx s¬n¬rl¬oldu¼gunda

Ax mevcut ve s¬n¬rl¬ve

L(Ax) � L(Bx)

sa¼glan¬r. Bunun için gerekli ve yeterli şartlar,

(i) C = AB�1 mevcut

(ii) C regüler

(iii)
1X
k=0

jcnkj ! 1 (n!1)

(iv) Her sabit n için
JX
k=0

������
1X

j=J+1

anjb
�1
jk

������! 0 (J !1

olmas¬d¬r (Choudhary, 1988).

Tan¬m 3.1.29: Cn(x), fxkgk�n nin kapal¬konveks hull�u olmak üzere kompleks

say¬lar¬n bir x = (xn) dizisinin Knopp çekirde¼gi

1T
n=1

Cn(x)

şeklinde tan¬mlan¬r ve K�core fxg ile gösterilir. K�core fxg zorunlu olarak kapal¬

ve konveks bir cümledir (Shcherbakov, 1977).

E¼ger x s¬n¬rl¬ise, bu durumda ,

B�x(z) := fw 2 C : jw � zj � lim supn jxn � zjg

olmak üzere

K � core fxg =
T
z2C

B�x(z)

oldu¼gu Shcherbakov (1977) taraf¬ndan gösterildi .
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Teorem 3.1.30: Her s¬n¬rl¬ x dizisi için A = (ank) kompleks elemanlar¬n¬n

sonsuz bir matrisi için

K � core fAxg � K � core fxg

olmas¬için gerek ve yeter şart, A n¬n regüler olmas¬ve

lim supn

1X
k=1

jankj < 1

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬d¬r (Natarajan, 1990)

Tan¬m 3.1.31: E¼ger x = fxng ; xn 2 B; n = 1; 2; 3; : : :,Cn(x), fxkgk�n , n =

1; 2; 3; : : : nin kapal¬konveks hull�u olmak üzere x in çekirde¼gi

K � core fxg =
1T
n=1

Cn(x)

şeklinde tan¬mlan¬r (Natarajan, 1990).

Uyar¬ 3.1.32: E¼ger x = fxng ; bir B Banach uzay¬nda s¬n¬rl¬ bir dizi ise,

bu durumda fCn(x)gn ; B deki kapal¬ve konveks alt kümelerin s¬n¬rl¬yuvarlar¬n¬n

azalan bir dizisidir ve
1T
n=1

Cn(x) 6= � dir. Böylece bir Banach uzay¬ndaki herhangi

s¬n¬rl¬ bir dizinin boş olmayan bir çekirde¼gi vard¬r.

Teorem 3.1.33: E¼ger x = fxng ; xn 2 B; n = 1; 2; 3; : : : s¬n¬rl¬ise, bu durumda

B�x(z) := fw 2 B : kw � zk � lim supn kxn � zkg

olmak üzere

K � core fxg �
\
z2B

B�x(z)

dir (Li, 1998).

Teorem 3.1.34: H, bir Hilbert uzay¬ olsun. E¼ger x = fxng ; xn 2 H; n =

1; 2; 3; : : : s¬n¬rl¬ise, bu durumda

B�x(z) := fw 2 H : kw � zk � lim supn kxn � zkg

olmak üzere

K � core fxg =
\
z2H

B�x(z)



66

dir (Li, 1998).

3.2 ·Istatistiksel Çekirdek

Bir x reel say¬dizisi için

Bx := fb 2 R : � fk : xk > bg 6= 0g

Ax := fa 2 R : � fk : xk < ag 6= 0g

kümelerini tan¬mlayal¬m. Burada �(K) 6= 0 ¬n anlam¬ , � (K) > 0 veya K do¼gal

yo¼gunlu¼ga sahip de¼gildir anlam¬ndad¬r.

Tan¬m 3.2.1: E¼ger x bir reel say¬dizisi ise x in istatistiksel üst limiti

st� lim supx :=

8<: supBx ; Bx 6= �

�1 ; Bx = �

ile verilir. Benzer şekilde x in istatistiksel alt limiti

st� lim inf x :=

8<: inf Ax ; Ax 6= �

+1 ; Ax = �

ile tan¬mlan¬r (Fridy ve Orhan, 1997).

Örnek 3.2.2: x dizisi

xk :=

8>>>>>><>>>>>>:

k ; k bir tek kare ise

2 ; k bir çift kare ise

1 ; k bir tek, kare olmayan ise

0 ; k bir çift,kare olmayan ise

şeklinde tan¬mlayal¬m. Aç¬k olarak x üstten s¬n¬rs¬zd¬r ve böylece Bx = (�1; 1) ve

st� lim supx = 1 dir. x; 0 a ve 1 e yak¬nsayan pozitif yo¼gunluklu farkl¬iki alt diziye

sahip oldu¼gundan x istatistiksel yak¬nsak de¼gildir.

x in istatistiksel cluster noktalar¬n¬n kümesi f0; 1g ve st� lim inf x bu kümenin

en küçük eleman¬iken st� lim supx en büyük eleman¬na eşittir.

Teorem 3.2.3: E¼ger � = st� lim supx sonlu ise her " > 0 için

� fk : xk > � � "g 6= 0 ve � fk : xk > � + "g = 0 (3.2.1)
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dir. Tersine (3.2.1) her " pozitif say¬s¬için sa¼glan¬rsa, � = st� lim supx dir (Fridy

ve Orhan, 1997).

st� lim inf x için benzer teorem aşa¼g¬daki şekilde verilir.

Teorem 3.2.4: E¼ger � = st� lim inf x sonlu ise her " > 0 için

� fk : xk < �+ "g 6= 0 ve � fk : xk < �� "g = 0 (3.2.2)

dir. Tersine (3.2.2) her " pozitif say¬s¬için sa¼glan¬rsa, � = st � lim inf x dir (Fridy

ve Orhan, 1997).

Bölüm 2.1 deki istatistiksel cluster noktalar¬n¬n tan¬m¬ndan Teorem 3.2.3 ve

Teorem 3.2.4, st�lim supx in ve st�lim inf x in x in istatistiksel cluster noktalar¬n¬n

en büyü¼gü ve en küçü¼gü oldu¼gunu ifade eder.

Teorem 3.2.5: Herhangi bir x dizisi için st� lim inf x � st� lim supx dir (Fridy

ve Orhan, 1997).

Teorem 3.2.5 ve yukar¬daki tan¬mdan her x dizisi için

lim inf x � st� lim inf x � st� lim supx � lim supx (3.2.3)

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Tan¬m 3.2.6: E¼ger � fk : jxkj > Bg = 0 olacak şekilde bir B say¬s¬varsa x reel

say¬dizisine istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Teorem 3.2.7: ·Istatistiksel s¬n¬rl¬x dizisinin istatistiksel yak¬nsak olmas¬için

gerek ve yeter koşul

st� lim inf x = st� lim supx

olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan, 1997).

Bir s¬n¬rl¬x dizisinin çekirde¼gi x in limit noktalar¬n¬n kümesinin kapal¬konveks

hull�u oldu¼gundan Knopp�un çekirde¼ginin do¼gal bir benzerini vermek için istatistiksel

cluster noktalar¬ile limit noktalar¬n¬yerde¼gi̧stirebiliriz.

Tan¬m 3.2.8: E¼ger x istatistiksel s¬n¬rl¬ise x in istatistiksel çekirde¼gi

[st� lim inf x; st� lim supx] kapal¬aral¬¼g¬d¬r. x in istatistiksel s¬n¬rl¬olmamas¬du-

rumunda, st� core fxg ; [st� lim inf x;1); (�1;1) veya (�1; st� lim supx] den

birine göre tan¬mlan¬r (Fridy ve Orhan, 1997).
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st � core fxg ile x in istatistiksel çekirde¼gi ve K � core fxg ile genel Knopp

çekirde¼gi gösterilecektir. Herhangi bir x reel say¬s¬dizisi için

st� core fxg � K � core fxg

oldu¼gu (3.2.3) den aç¬kt¬r.

S¬n¬rl¬diziler üzerinde kuvvetli p�Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yak¬nsak-

l¬¼g¬n denk oldu¼gu Connor (1988) taraf¬ndan gösterilmi̧sti.

Ayr¬ca, A 2 (wp \ `1; c) dir , A 2 �� d¬r, yani A regüler ve � (E) = 0 olacak

şekildeki her E � N için lim
n

X
k2E
jankj = 0 d¬r (Maddox, 1974).

Lemma 3.2.9: Kabul edelim ki A matrisi için supn

1X
k=1

jankj < 1 olsun. Bu

durumda

8x 2 `1 için lim supAx � st� lim supx

olmas¬için gerek ve yeter koşul

A 2 �� ve lim
n

1X
k=1

jankj = 1

olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan, 1997).

Teorem 3.2.10 (·Istatistiksel Çekirdek Teoremi): E¼ger A matrisi için

supn

1X
k=1

jankj <1 ise bu durumda

K � corefAxg � st� corefxg (8x 2 `1)

olmas¬için gerek ve yeter şart

A 2 �� ve lim
n

1X
k=1

jankj = 1

olmas¬d¬r.(Fridy ve Orhan, 1997).

Teorem 3.2.11: E¼ger x dizisi üstten s¬n¬rl¬ise ve � := st � lim supx say¬s¬na

C1-toplanabilir ise x, � ya istatistiksel yak¬nsakt¬r (Fridy ve Orhan, 1997).

Sonuç 3.2.12: E¼ger x alttan s¬n¬rl¬bir dizi ve � := st � lim inf x say¬s¬na C1-

toplanabilir ise x, � ya istatistiksel yak¬nsakt¬r (st� limx = � d¬r) (Fridy ve Orhan,

1997).

Herhangi bir x dizisi için x in istatistiksel çekirde¼gi aşa¼g¬daki gibi de tan¬mlan-

abilir.
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Tan¬m 3.2.13: Herhangi bir x kompleks dizisi için, H(x) ile h.h.k. için xk y¬

içeren bütün kapal¬-yar¬düzlemlerin kolleksiyonunu gösterelim. Bu durumda x in

istatistiksel çekirde¼gi

st� corefxg =
\

H2H(x)
H

ile tan¬mlan¬r.(Fridy ve Orhan, 1997).

Lemma 3.2.14: x s¬n¬rl¬istatistiksel yak¬nsak bir dizi ve her z 2 C için

Bx(z) := fz 2 C : jw � zj � st� lim sup jxk � zjg

olsun. Bu durumda

st� corefxg =
\
z2C

Bx(z)

dir (Fridy ve Orhan, 1997).

Uyar¬: Yukar¬daki Lemma 3.2.14 de st � corefxg için x in istatistiksel s¬n¬rl¬

olmas¬şart¬kald¬r¬lamaz.

Örnek 3.2.15: E¼ger (xk) = (k) ise x istatistiksel cluster noktas¬na sahip de¼gildir

ve st� corefxg = � tur. Fakat her z 2 C için, h.h.k. için xk y¬içeren sonlu yar¬çapl¬

disk yoktur, böylece st � lim sup jxk � zj = 1 ve Bx(z); tüm C düzlemidir, bu

yüzden
\
z2C

Bx(z) = C dir (Fridy ve Orhan, 1997).

Teorem 3.2.16: E¼ger A matrisi için sup
n

X
k

jankj < 1 ise bu durumda her

x 2 `1 için K � corefAxg � st� corefxg olmas¬için gerek ve yeter koşul

(i) A 2 ��, yani A regüler ve � (E) = 0 oldu¼gunda limn
X

k2E
jankj = 0 d¬r.

(ii) limn
X1

k=1
jankj = 1 dir (Fridy ve Orhan, 1997).

Yukar¬da söylendi¼gi gibi her dizi için st � core fxg � K � core fxg dir. Buna

göre Teorem 3.2.16 dan dolay¬orjinal Knopp Teoremi�nin bir istatistiksel benzerini

verebiliriz.

Sonuç 3.2.17: E¼ger A matrisi için sup
n

1X
k=1

jankj < 1 ve Teorem 3.2.16 n¬n (i)

ve (ii) şartlar¬sa¼glan¬rsa bu durumda her x 2 `1 için

st� corefAxg � st� corefxg

elde edilir (Fridy ve Orhan, 1997).
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Not: Sonuç 3.2.17 nin karş¬t¬do¼gru de¼gildir. Bunun için aşa¼g¬daki örne¼gi vere-

biliriz.

Örnek 3.2.18: A matrisi h.h.k. için (Ax)n = xn olacak şeklinde tan¬mlayal¬m.

Teorem 2.1.11 ile Ax in istatistiksel cluster noktalar¬ ile x in istatistiksel cluster

noktalar¬ayn¬d¬r. Böylece

st� corefAxg = st� corefxg

dir.

ank :=

8>>><>>>:
1 ; e¼ger k = n ve n bir kare de¼gil ise

1 ; e¼ger k � n ve n bir kare

0 ; di¼ger yerlerde

olarak tan¬mlan¬rsa

(Ax)n =

8>><>>:
xn ; e¼ger n kare de¼gil ise
nX
k=1

xk ; e¼ger n bir kare ise

olacakt¬r. Buradan sup
n

1P
k=1

jankj = 1 olur. Yani A, (ii) yi sa¼glamaz. ·Ilave olarak

�(E) = 0 oldu¼gundan limn
P
k2E jankj = 0 da sa¼glanmaz.

Şimdi de iki matris dönüşümünün çekirde¼ginin karş¬laşt¬rmas¬n¬verelim. Choud-

hary (1988) taraf¬ndan Knopp�un çekirdek teoremi iki matris dönüşümüne

K � corefAxg � K � corefBxg

şeklinde geni̧sletildi. Burada B = I al¬n¬rsa Knopp�un teoremi elde edilir. Aşa¼g¬daki

teorem, bu teoremin bir istatistiksel benzeridir.

Teorem 3.2.19: B bir normal matris olsun ve B�1 = [b�1nk ] ile onun üçgensel

tersini gösterelim. Bx 2 `1 oldu¼gunda, key� bir A matrisi için Ax mevcut ve s¬n¬rl¬

ve

K � corefAxg � st� corefBxg

sa¼glan¬r. Bunun için gerekli ve yeterli şartlar,

(i) C := AB�1 mevcut;

(ii) C 2 ��;

(iii) lim
n

1X
k=1

jcnkj = 1;
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(iv) Her sabit n için lim
v

vX
k=0

������
1X

j=v+1

anjb
�1
jk

������ = 0 d¬r (Fridy veOrhan, 1997).
Yukar¬daki gibi st�corefAxg � st�corefBxg gerçe¼ginden aşa¼g¬daki sonuç elde

edilir.

Sonuç 3.2.20: E¼ger A ve B matrisleri Teorem 3.2.19 un (i) � (iv) şartlar¬n¬

sa¼glarsa bu durumda Bx 2 `1 olacak şekildeki her x için

st� corefAxg � st� corefBxg

dir (Fridy ve Orhan, 1997).

3.3 Bir Dizinin A-istatistiksel Çekirde¼gi

·Istatistiksel yak¬nsakl¬k; C1 Cesàro matrisi yerine negatif olmayan regüler bir A

matrisi al¬narak genelleştirilmi̧stir (Freedman ve Sember, 1981):

E¼ger limn(A�K)n = limn
P
k2K ank limiti mevcutsa bu durumda bir K � N

kümesi A�yo¼gunlu¼ga sahiptir denir.

Bir x = (xk) say¬dizisi verildi¼ginde e¼ger K (") = fk : jxk � Lj � "g kümesinin

A�yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise x dizisi L say¬s¬na A�istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve bu

durum stA � limx = L ile gösterilir (Freedman ve Sember, 1981; Connor, 1989).

K¬s¬m 2.1 de ele al¬nan istatistiksel limit ve cluster noktalar¬ kavramlar¬n¬n

A�istatistiksel benzerleri şu şekilde ifade edilebilir:

E¼ger bir x dizisinin � say¬s¬na yak¬nsayan �A(K) 6= 0 olacak şekilde bir A�ince

olmayan fxgK alt dizisi varsa � say¬s¬na x dizisinin bir A�istatistiksel limit noktas¬

denir. x dizisinin bütün A�istatistiksel limit noktalar¬n¬n cümlesi ise �A(x) ile

gösterilir (Connor ve Kline, 1996).

E¼ger her " > 0 için fk 2 N: jxk � j < "g kümesinin A�yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan farkl¬

olacak şekilde bir  say¬s¬varsa bu durumda  say¬s¬na x dizisinin bir A�istatistiksel

cluster noktas¬denir. x in tüm A�istatistiksel cluster noktalar¬n¬n kümesi ise �A(x)

ile gösterilir (Connor ve Kline, 1996).

A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris olmak üzere bir x = (xk) say¬dizisi

için

Bx = fb 2 R : �A fk : xk > bg 6= 0g
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ve

Ax = fa 2 R : �A fk : xk < ag 6= 0g

kümeleri tan¬mlans¬n. Burada, �A(K) 6= 0 ifadesi, �A(K) > 0 veya K n¬n A-

yo¼gunlu¼ga sahip olmad¬¼g¬anlam¬ndad¬r.

Tan¬m 3.3.1: A = (ank) negatif olmayan regüler bir matris ve x bir say¬dizisi

olsun. Bu durumda x in A-istatistiksel üst limiti

stA � lim supx :=

8<: supBx ; Bx 6= ;

�1 ; Bx = ;

ile, x in A�istatistiksel alt limiti ise

stA � lim inf x :=

8<: inf Ax ; Ax 6= ;

+1 ; Ax = ;

ile verilir (Demirci, 2000).

Tan¬m 3.3.2: E¼ger �A fk : jxkj > Bg = 0 olacak şekilde bir B say¬s¬varsa x say¬

dizisine A-istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir (Demirci, 2000).

E¼ger Tan¬m 3.3.1 ve Tan¬m 3.3.2 de A = C1 al¬n¬rsa bu durumda Tan¬m 3.2.1 i

ve Tan¬m 3.2.7 yi elde ederiz.

Örne¼gin,

ank =

8>>><>>>:
n

2(n+1) ; k = n2 + 1

1� n
2(n+1) ; k = n2 + 2

0 ; di¼ger durumda

ile tan¬mlanan A = (ank) matrisini ve

xk =

8>>>>>><>>>>>>:

1
k ; k = n2 + 1

2 ; k = n2 + 2

k ; k = n2

0 ;di¼ger durumlarda

ile x = (xk) dizisini tan¬mlayal¬m.

A = (ank) n¬n negatif olmayan regüler bir matris oldu¼gu aç¬kt¬r. x dizisi üstten

s¬n¬rs¬z olmas¬na ra¼gmen, �A fk : jxkj > 2g = 0 oldu¼gundan A-istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r.

E¼ger D :=
�
k = n2 : n = 1; 2; : : :

	
; E :=

�
k = n2 + 1 : n = 1; 2; : : :

	
ve F :=�

k = n2 + 2 : n = 1; 2; : : :
	
yazarsak �(D) = 0; �(E) = 0; �(F ) = 0; �(E [ F ) = 0;
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�(D[E[F ) = 0 elde ederiz. Ayr¬ca �A(D) = 0; �A(E) = 1
2 ; �A(F ) =

1
2 ; �A(E[F ) =

1; �A(D[E[F ) = 1 dir. Böylece Bx = (�1; 2) ; Ax = (0;+1), stA� lim supx = 2

ve stA � lim inf x = 0 olur. x; A-istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Çünkü x in s¬ras¬yla

0 a ve 2 ye yak¬nsayan ve A-yo¼gunlu¼gu pozitif olan iki tane ayr¬k alt dizisi vard¬r

(Kolk, 1993, Teorem 5.1.2). x in A-istatistiksel cluster noktalar¬n¬n kümesi �A(x)

:= f0; 2g ve stA � lim inf x bu kümenin en küçük eleman¬ iken stA � lim supx en

büyük eleman¬na eşittir.

Teorem 3.3.3: E¼ger � = stA � lim supx sonlu ise, her pozitif " say¬s¬için

�A fk : xk > � � "g 6= 0 ve �A fk : xk > � + "g = 0 (3.3.1)

olur. Karş¬t¬olarak, e¼ger her pozitif " say¬s¬için (3.3.1) sa¼glan¬rsa, � = stA�lim supx

olur (Demirci, 2000).

stA � lim inf x için benzer ifade aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 3.3.4: E¼ger � = stA � lim inf x sonlu ise, her pozitif " say¬s¬için

�A fk : xk < �+ "g 6= 0 ve �A fk : xk < �� "g = 0 (3.3.2)

olur. Karş¬t¬olarak, e¼ger her pozitif " say¬s¬için (3.3.2) sa¼glan¬rsa, � = stA�lim inf x

olur (Demirci, 2000).

Teorem 3.3.5: Herhangi bir x reel say¬dizisi için

stA � lim inf x � stA � lim supx

olur (Demirci, 2000).

Teorem 3.3.6: A-istatistiksel s¬n¬rl¬x dizisinin A-istatistiksel yak¬nsak olmas¬

için gerek ve yeter şart

stA � lim inf x = stA � lim supx

olmas¬d¬r (Demirci, 2000).

Teorem3.3.7: E¼ger x say¬ dizisi s¬n¬rl¬ ve L := stA � lim supx de¼gerine A-

toplanabilir ise, bu durumda x; L ye A-istatistiksel yak¬nsakt¬r (Demirci, 2000).

Sonuç 3.3.8: E¼ger x say¬ dizisi s¬n¬rl¬ ve L := stA � lim inf x de¼gerine A-

toplanabilir ise, bu durumda x; L ye A-istatistiksel yak¬nsakt¬r (Demirci, 2000).
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A�istatistiksel Çekirdek

E¼ger x ve y dizileri

�A fk 2 N : xk = ykg = 1

olacak şekilde diziler ise bu durumda \A� h:h:k: için xk = yk " d¬r denir.

Tan¬m 3.3.9: x kompleks bir dizi ve A� h:h::k: için xk y¬içeren bütün kapal¬

yar¬-düzlemlerin kümesi HA(x) olsun. Yani

HA(x) := fH : H kapal¬yar¬düzlemdir ve �A fk 2 N : xk =2 Hg = 0g

olsun. Bu durumda x in A-istatistiksel çekirde¼gi

stA � core fxg :=
\

H2HA(x)
H

ile verilir.

Dikkat edilmelidir ki K � core fxg in tan¬m¬nda kapal¬ konveks hull Cn(x) in

fxkgk�n yi içeren bütün kapal¬ yar¬-düzlemlerin kesi̧simi oldu¼guna dikkat edelim.

stA � core fxg tan¬m¬nda ise A-yo¼gunluklu key� bir alt dizisiyle fxkgk�n yi yer

de¼gi̧stirdik. Bu yüzden her x için stA � core fxg � K � core fxg olur. Herhangi bir

A-istatistiksel s¬n¬rl¬x reel dizisi için

stA � core fxg = [stA � lim inf x; stA � lim supx]

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 3.3.10: x; A-istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi olsun ve her bir z 2 C için

Bx(z) :=

�
w 2 C : jw � zj � stA � lim sup

k
jxk � zj

�
olsun. Bu durumda

stA � core fxg =
\
z2C

Bx(z):

(Demirci, 2000).

E¼ger x; A-istatistiksel s¬n¬rl¬ de¼gilse Teorem 3.3.10 un zorunlu olarak geçerli

olmad¬¼g¬na dikkat edelim. Örnek olarak,

ank =

8<: 1 ; k = n2

0 ; di�ger durumda
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ile tan¬mlanan A = (ank) matrisini düşünelim.

A = (ank) n¬n negatif olmayan regüler matris toplanabilme metodu oldu¼gu aç¬k-

t¬r. E¼ger her k için xk = k ise bu durumda x in A-istatistiksel cluster noktas¬yoktur

ve stA � corefxg = ; olur. Fakat herhangi bir z 2 C için hiçbir sonlu yar¬çap diski

A�h:h:k: için xk y¬içermez, böylece stA� lim supk jxk � zj =1 olur ve Bx(z) tüm

C düzlemidir. Böylece

; = stA � corefxg 6=
\
z2C

Bx(z) = C:

olur.

Teorem 3.3.11: E¼ger T matrisi

sup
n

1X
k=1

jtnkj <1;

şart¬n¬sa¼glarsa her x 2 `1 için K � corefTxg � stA � corefxg olmas¬için gerek ve

yeter şart aşa¼g¬daki koşullar¬n sa¼glanmas¬d¬r:

(i) T 2 ��A yani T regülerdir ve �A(E) = 0 iken limn
P
k2E jtnkj = 0 d¬r.

(ii) limn
1P
k=1

jtnkj = 1 dir (Demirci, 2000).

stA � corefxg � K � corefxg oldu¼gundan aşa¼g¬daki sonuç ifade edilebilir.

Sonuç 3.3.12: E¼ger T matrisi sup
n

1P
k=1

jtnkj < 1 eşitsizli¼gini ve Teorem 3.3.11

in (i) ve (ii) nolu eşitsizliklerini sa¼glarsa her x 2 `1 için

stA � corefTxg � stA � corefxg

olur (Demirci, 2000).

3.4 I�Üst ve I�Alt Limit, I�Çekirdek

·Ilk önce kümelerde ideal ve süzgeç tan¬mlar¬n¬hat¬rlayal¬m.

Tan¬m 3.4.1: X 6= ? olsun. X in alt kümelerinin bir S � 2X s¬n¬f¬toplamsal

ve kal¬tsal ise S ye X de bir ideal denir. Yani S aşa¼g¬daki koşullar¬gerçekler:

(i) ? 2 S

(ii) A;B 2 S ) A [B 2 S

(iii) A 2 S; B � A) B 2 S ( Kuratowski, 1958, sh.34)

E¼ger X =2 S ise S ye aşikar olmayan ideal denir.
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Tan¬m 3.4.2: X 6= ? olsun. E¼ger X in alt kümelerinin boş kümeden farkl¬bir

F � 2X s¬n¬f¬aşa¼g¬daki koşullar¬sa¼gl¬yor ise F ye X de bir süzgeç denir.

(i) ? =2 F

(ii) A;B 2 F ) A \B 2 F

(iii) A 2 F ; A � B ) B 2 F (Nagata, 1974, sh.44)

Aşa¼g¬daki önerme bir ideal ile bir süzgeç aras¬ndaki ili̧skiyi ifade etmektedir.

Önerme 3.4.3. X 6= ? ve S; X de aşikar olmayan bir ideal olsun. Bu durumda

F (S) = fM � X : 9 A 2 S için M = X nAg

kümesiX üzerinde bir süzgeçtir (F (S) yi S ile üretilen süzgeç olarak adland¬raca¼g¬z)

(Kostyrko ve di¼g., 2000).

Tan¬m 3.4.4. S; X de aşikar olmayan bir ideal olsun. E¼ger her x 2 X için

fxg 2 S oluyorsa S ye bir admissible (kabul edilebilir) ideal denir (Kostyrko ve di¼g.,

2000).

Tan¬m 3.4.5: I; N de aşikar olmayan bir ideal olsun. Bu durumda

(i) Reel bir x = (xn) dizisi ve bir L 2 R say¬s¬verildi¼ginde e¼ger her " > 0 say¬s¬

için A (") = fn : jxn � Lj � "g 2 I oluyorsa bu durumda x dizisi L ye I�yak¬nsakt¬r

denir ve I � limx = L ile gösterilir (Kostyrko ve di¼g.).

(ii) Bir � 2 R noktas¬ve bir x = (xn) dizisi verildi¼ginde e¼ger limk xmk
= � ve

M =2 I olacak şekilde bir M = fm1 < m2 < :::g � N varsa � ye x = (xn) dizisinin

bir I�limit noktas¬denir (Kostyrko ve di¼g., 2000).

(iii) E¼ger her " > 0 say¬s¬için fk : jxk � �j < "g =2 I oluyorsa, bu durumda � ye

x = (xk) dizisinin bir I�cluster noktas¬denir (Kostyrko ve di¼g., 2000).

Not edelim ki, e¼ger I admissible bir ideal ise x in I�cluster noktalar¬kümesi R

de bir kapal¬nokta kümesidir (Kostyrko ve di¼g., 2000).

Bu k¬s¬m boyunca I ideali admissible ideal olarak al¬nacakt¬r.

I-üst ve I-alt limit.

Bu k¬s¬mda bir reel say¬dizisi için I�üst limit ve I�alt limit kavramlar¬çal¬̧s¬la-

cakt¬r.

Bir reel x = (xk) dizisi için Bx ve Ax kümeleri

Bx := fb 2 R : fk : xk > bg =2 Ig ve Ax = fa 2 R : fk : xk < ag =2 Ig
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şeklinde tan¬mlans¬n.

Tan¬m 3.4.6: I bir admissible ideal ve x bir reel say¬dizisi olsun. Bu durumda

x dizisinin I�üst limiti

I � lim supx :=

8<: supBx; Bx 6= ? ise

�1; Bx = ? ise

ile tan¬mlan¬r. Ayr¬ca x in I-alt limiti

I � lim inf x :=

8<: inf Ax; Ax 6= ? ise

+1; Ax = ? ise

ile tan¬mlan¬r (Demirci, 2001).

Not edelimki, Tan¬m 3.4.6 da I = fK � N : �A (K) = 0g ; I = fK � N : � (K) = 0g

ve

I = fK 2 � : � (K) = 0g şeklinde al¬n¬rsa bu durumda s¬ras¬yla Demirci (2000)

Tan¬m 1 e, Fridy ve Orhan (1997) Tan¬m 1 e ve Connor�¬n (1999) ��istatistiksel

üst ve alt limit tan¬mlar¬na ulaş¬l¬r. Bu gözlemlere dayanarak en küçük üst s¬n¬r

kavram¬ile ispatlanabilir aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Teorem 3.4.7: E¼ger � = I � lim supx sonlu ise, bu durumda her " > 0 say¬s¬

için

fk : xk > � � "g =2 I ve fk : xk > � � "g 2 I (3.4.1)

d¬r. Tersine e¼ger her " > 0 say¬s¬ için (3.4.1) gerçeklenirse bu durumda � = I �

lim supx dir (Demirci, 2001).

I � lim inf x için benzer ifade aşa¼g¬daki gibidir.

Teorem 3.4.8: E¼ger � = I � lim inf x sonlu ise bu durumda her pozitif " say¬s¬

için

fk : xk > �+ "g =2 I ve fk : xk > �� "g 2 I (3.4.2)

d¬r. Tersine e¼ger her " > 0 say¬s¬ için (3.4.2) gerçeklenirse bu durumda � = I �

lim inf x dir (Demirci, 2001).

Tan¬m 3.4.5 te I-cluster noktas¬ tan¬m¬n¬göz önüne al¬rsak, Teorem 3.4.7 ve

3.4.8 den I � lim supx in ve I � lim inf x in, x in en büyük ve en küçük I-cluster

noktalar¬oldu¼gu söylenebilir.
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Teorem 3.4.9: Herhangi x reel say¬dizisi için

I � lim inf x � I � lim supx

dir (Demirci, 2001).

·Ispat. ·Ilk olarak I � lim supx = �1 oldu¼gu durumu ele alal¬m. Bu durumda

Bx = ? oldu¼gundan her b 2 R için fk : xk > bg 2 I d¬r. Böylece fk : xk � bg 2

F (I) olur. Dolay¬s¬yla her a 2 R için fk : xk � ag =2 I d¬r. Yani I � lim inf x = �1

dur.

I � lim supx = +1 olmas¬durumu ispat gerektirmez.

Şimdi � = I�lim supx sonlu oldu¼gunu kabul edelim ve � := I�lim inf x diyelim.

Verilen " > 0 için � + " 2 Ax oldu¼gunu gösterece¼giz. Böylece � � � + " olacakt¬r.

� = supBx oldu¼gundan Teorem 3.4.7 ye göre fk : xk > � + "g 2 I d¬r. Buradan

ise fk : xk � � + "g 2 F (I) elde edilir.
�
k : xk � � + "

2

	
� fk : xk � � + "g ve

F (I) ; N üzerinde bir süzgeç oldu¼gundan fk : xk < � + "g 2 F (I) olur. Yani,

fk : xk < � + "g =2 I d¬r. Böylece � + " 2 Ax dir. � = inf Ax tan¬m¬ndan � � � + "

sonucuna ulaş¬r¬z. " key� oldu¼gundan � � � oldu¼gu ispatlan¬r.�

Teorem 3.4.9 ve Tan¬m 3.4.6 dan herhangi x reel say¬dizisi için

lim inf x � I � lim inf x � I � lim supx � lim supx

oldu¼gu aç¬kt¬r.

Bir x dizisinin I�limit noktas¬Tan¬m 3.4.5 (ii) de, x in indisleri I ya ait olmayan

alt dizisinin limiti olarak tan¬mland¬. Fakat I � lim supx in, x in en büyük I�limit

noktas¬na eşit oldu¼gunu söyleyemeyiz. Bu Fridy ve Orhan (1997) Örnek 1 de I =

fK � N : � (K) = 0g iken görülebilir.

Tan¬m 3.4.10: x = (xk) bir reel say¬ dizisi olsun. E¼ger fk : jxkj > Bg 2 I

olacak şekilde bir B say¬s¬varsa bu durumda x = (xk) dizisine I�s¬n¬rl¬d¬r denir

(Demirci, 2001).

Not edelimki, I�s¬n¬rl¬l¬k I � lim sup ve I � lim inf de¼gerlerinin sonlu olmas¬n¬

gerektirir. Dolay¬s¬yla Teorem 3.4.7 ve 3.4.8 deki (3.4.1) ve (3.4.2) özellikleri gerçek-

lenir.

Teorem 3.4.11: I�s¬n¬rl¬x dizisinin I�yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart

I � lim inf x = I � lim supx olmas¬d¬r (Demirci, 2001).
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·Ispat. � := I� lim inf x ve � := I� lim supx diyelim. ·Ilk olarak, I� limx = L

ve " > 0 olsun. Bu durumda fk : jxk � Lj � "g 2 I oldu¼gundan fk : xk > L+ "g 2 I

olur. Böylece � � L elde ederiz. Di¼ger taraftan fk : xk < L� "g 2 I oldu¼gundan

L � � elde edilir. Bu sonuçlar Teorem 3.4.9 ile birleştirilirse � = � sonucuna ulaş¬r¬z.

Şimdi � = � oldu¼gunu kabul edelim ve L := � diyelim. E¼ger " > 0 ise bu

durumda Teorem 3.4.7 ve 3.4.8 deki (3.4.1) ve (3.4.2),
�
k : xk > L+

"
2

	
2 I ve�

k : xk < L� "
2

	
2 I olmas¬n¬gerektirir. Böylece I � limx = L elde edilir.�

I�çekirdek.

Fridy ve Orhan (1997) bir reel say¬ dizisinin istatistiksel çekirde¼gi kavram¬n¬

verdi ve istatistiksel çekirdek teoremini ispatlad¬. Bu sonuçlar Fridy ve Orhan (1997)

çal¬̧smas¬nda kompleks durumlara geni̧sletilmi̧stir. Fridy ve Orhan�¬n (1997) benzer

tekni¼gini kullanarak I�çekirdek kavram¬n¬verece¼giz ve A bir toplanabilme matrisi,

x s¬n¬rl¬kompleks dizi iken I � core fAxg � I � core fxg olmas¬için gerekli koşullar

elde edilecektir. Bu k¬s¬mda x; y ve z birer kompleks say¬dizisi olacak ve A = (ank)

ise, x = (xk) kompleks say¬dizisinin n:ci terimi (Ax)n =
1X
k=1

ankxk şeklinde verilen

Ax dizisine dönüştüren kompleks giri̧sli sonsuz bir matrisi belirtecektir.

S¬radaki tan¬m bir dizinin I�çekirde¼ginin Fridy ve Orhan (1997) taraf¬ndan ver-

ilenin I�benzeridir.

Not edelimki, e¼ger x ve y fk 2 N : xk = ykg =2 I olacak şekilde diziler ise bu

durumda "I � hemen her k için xk = yk" d¬r diyece¼giz.

Tan¬m 3.4.12: I; N de bir admissible ideal olsun. Herhangi bir x kompleks dizisi

için HI (x) ile, I � h:h:k için xk y¬içeren bütün kapal¬yar¬düzlemlerin toplulu¼gunu

gösterelim. Yani

HI (x) := fH : H kapal¬yar¬düzlem ve fk 2 N : xk =2 Hg 2 Ig

olsun. Bu durumda x dizisinin I�çekirde¼gi

I � core fxg := \H
H2HI(x)

şeklinde tan¬mlan¬r. Her x için I � core fxg � K � core fxg oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca

herhangi I�s¬n¬rl¬x reel say¬dizisi için

I � core fxg = [I � lim inf x; I � lim supx]
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kapal¬aral¬¼g¬d¬r (Demirci, 2001).

Şimdiki teorem Fridy ve Orhan (1997) taraf¬ndan verilen Lemma 3.2.14 ün

I�benzeridir.

Teorem 3.4.13: I; N de bir admissible ideal olsun ve x in bir I�s¬n¬rl¬dizi

oldu¼gunu kabul edelim. Her z 2 C için

Bx (z) :=

�
w 2 C : jw � zj � I � lim sup

k
jxk � zj

�
diyelim. Bu durumda

I � core fxg := \
z2C
Bx (z)

dir (Demirci, 2001).

·Ispat. I � lim supx tan¬m¬ndan ve Teorem 3.4.7 den Bx (z) diskinin I � hemen

her k için xk y¬içeren z merkezli bütün kapal¬disklerin arakesitine eşit oldu¼gunu

söyleyebiliriz. ·Ilk olarak w =2 \
z2C
Bx (z) oldu¼gunu kabul edelim. Böylece en az bir

z� için w =2 Bx (z� ) dir. H düzlemi, Bx (z� ) diskini içeren yar¬düzlem olsun ve

H ¬n s¬n¬r do¼grusu w y¬ve z� ¬içeren do¼gruya dik ve Bx (z� ) ¬n çembersel s¬n¬r¬na

te¼get olsun. Bx (z� ) � H oldu¼gundan ve Bx (z� ) ; I � hemen her k için xk y¬

içerdi¼ginden H 2HI (x) dir. w =2 H oldu¼gundan w =2 \H
H2HI(x)

d¬r. Dolay¬s¬yla

I � core fxg � \
z2C
Bx (z) olur.

Tersine, w =2 \H
H2HI(x)

olsun. H ise w =2 H olacak şekilde HI (x) de bir düzlem

olsun. L; H n¬n s¬n¬r¬na dik olan, w dan geçen bir do¼gru, p; w ve H aras¬nda L

nin orta noktas¬, ve z ise z 2 H olacak şekilde L nin bir noktas¬olsun. B (z) :=

f� 2 C : j� � zj � jp� zjg diskini göz önüne alal¬m. x; I�s¬n¬rl¬ve I � hemen her

k için xk 2 H oldu¼gundan p den yeterince uzak z seçebiliriz. Böylece jp� zj = I �

lim supk jxk � zj olur. Dolay¬s¬yla B (z) diski Bx (z) disklerinden biridir ve w =2 B (z)

oldu¼gundan w =2 Bx (z) dir. Böylece \
z2C
Bx (z) � I � core fxg elde edilir. �

Not edelimki Teorem 3.4.13, x; I�s¬n¬rl¬olmad¬¼g¬zaman geçerli de¼gildir. Bunu

Fridy ve Orhan (1997) taraf¬ndan verilen uyar¬da I = fK � N : � (K) = 0g iken

görebiliriz.

Şimdi, her s¬n¬rl¬x dizisi için Ax in çekirde¼ginin x in I�çekirde¼gi taraf¬ndan

içerildi¼ginde, A matrisi üzerindeki gerekli koşullar¬verelim.
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Teorem 3.4.14: I; N de bir admissible ideal olsun. E¼gerAmatrisi supn
1X
k=1

jankj <

1 koşulunu ve

(i) A regüler ve E 2 I iken lim
n

X
k2I
jankj = 0

(ii) lim
n

1X
k=1

jankj = 1

koşullar¬n¬gerçekliyorsa, bu durumda her x 2 `1 için K� core fAxg � I� core fxg

dir (Demirci, 2001).

·Ispat. (i) ve (ii) sa¼glans¬n ve w 2 K � core fAxg olsun. Her z 2 C için

jw � zj � lim sup
n
jz � (Ax)nj

= lim sup
n

�����z �
1X
k=1

ankxk

�����
= lim sup

n

�����
1X
k=1

ank (z � xk) + z
 
1�

1X
k=1

ank

!�����
� lim sup

n

�����
1X
k=1

ank (z � xk)
�����+ lim supn jzj

�����1�
1X
k=1

ank

�����
= lim sup

n

�����
1X
k=1

ank (z � xk)
�����

dir. r = I � lim supn jxn � zj diyelim. " > 0 olsun ve E := fk : jzk � Lj > r + "g

tan¬mlayal¬m. Bu durumda E 2 I d¬r ve�����
1X
k=1

ank (z � xk)
����� =

�����X
k2I

ank (z � xk) +
X
k=2I

ank (z � xk)
�����

�
X
k2I
jankj jz � xkj+

X
k=2I
jankj jz � xkj

� sup
k
jz � xkj

X
k2I
jankj+ (r + ")

X
k=2I
jankj

olur. Buna göre (i) ve (ii) den lim sup =
n

�����
1X
k=1

ank (z � xk)
����� � r + " elde edilir. "

key� oldu¼gundan jw � zj � r dir. Dolay¬s¬yla w =2 Bx (z) olup, Teorem 3.4.13 den

w 2 I � core fxg elde edilir. �

I � core fxg � K � core fxg oldu¼gundan aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 3.4.15: E¼ger A matrisi, supn
1X
k=1

jankj < 1 koşulunu ve Teorem 3.4.14

ün (i) ve (ii) koşullar¬n¬gerçeklerse bu durumda her x 2 `1 için

I � core fAxg � I � core fxg
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dir (Demirci, 2001).

Not edelimki Sonuç 3.4.15 in tersi do¼gru de¼gildir. Bu, Fridy ve Orhan (1997)

taraf¬ndan verilen örnekte I = fK � N : � (K) = 0g iken görülebilir.

3.5 S¬n¬rl¬Dizilerin Banach ve ·Istatistiksel Çekirdekleri

Teorem 3.5.1: x 2 `1 ve A kuvvetli regüler bir matris olsun. Bu durumda

K�core fAxg � B�core fxg olmas¬ için gerek ve yeter koşul, bütün s¬n¬rl¬diziler

için A n¬n negatif olmayan kuvvetli regüler bir B matrisine mutlak denk olmas¬d¬r

(Orhan ve Yard¬mc¬, 2004).

·Ispat.Yeterlilik. A matrisi, negatif olmayan kuvvetli regüler bir B matrisine

mutlak denk oldu¼gundan

lim
n
f(Ax)n � (Bx)ng = 0 (Her x 2 `

1 için) (3.5.1)

dir. Cooke (1950) Teorem 3.1.10 dan

K�core fAxg � K�core fxg (Her x 2 `1 için) (3.5.2)

dir. B negatif olmayan kuvvetli regüler bir matris oldu¼gundan Orhan (1990) Teorem

3.1.26 dan her x 2 `1 için

K�core fBxg � B�core fxg (3.5.3)

dir. (3.5.1) geçerli oldu¼gundan Teorem 3.1.8 den (Cooke,1950)

K�core fAxg = K�core fBxg (3.5.4)

dir. Böylece (3.5.3) ve (3.5.4) den K�core fAxg � B�core fxg elde edilir.

Gereklilik. x 2 `1 ve A negatif olmayan kuvvetli regüler bir matris olsun.

Hipotezden

K�core fAxg � B�core fxg � K�core fxg (3.5.5)

dir. Şimdi öyle bir negatif olmayan regüler birB matrisi vard¬r kiA veB; `1 üzerinde

mutlak denktir ( Cooke,1950, Teorem 3.1.10). Böylece Teorem 3.1.8 den (Cooke,1950)

lim
n

X
k

jbnk � ankj = 0 (3.5.6)
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olur. Geriye

lim
n

X
k

jbnk � bn;k+1j = 0 (3.5.7)

oldu¼gunu göstermek kal¬yor. Bunun için, önceP
k

jbnk � bn;k+1j �
P
k

jbnk � ankj+
P
k

jan;k+1 � bn;k+1j

+
P
k

jank � an;k+1j

= c1n + c
2
n + c

3
n

diyelim. (3.5.6) dan c1n �! 0 (n �!1) d¬r. A n¬n kuvvetli regülerli¼ginden c3n �! 0

(n �!1) ve mutlak denklikten

c2n =
X
k

jan;k+1 � bn;k+1j �
X
k

jank � bnkj �! 0(n �!1)

olur. Böylece (3.5.7) gerçeklenir. Bu ise teoremi ispatlar.�

Banach ve ·Istatistiksel Çekirdekler

Bu k¬s¬mda esas olarak, her s¬n¬rl¬diziyi B�çekirde¼gi orjinal dizinin istatisiksel

çekirde¼ginin alt kümesi olan dizilere dönüştüren matrisleri karakterize edece¼giz. Son

sonuç Choudhary�nin (1988) Tx in Banach çekirde¼gi, Hx in istatistiksel çekirde¼ginde

içerilen T ve H matrisleri üzerindeki koşullar¬veren sonucundan elde edilecektir.

Not edelim ki istatistiksel yak¬nsakl¬k ve hemen hemen yak¬nsakl¬k

karş¬laşt¬r¬lamaz (Miller ve Orhan 2001).

st (b) ile tüm s¬n¬rl¬ istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini gösterelim. Kolk

(1993) taraf¬ndan

"T 2 (st (b) ; F ; p), T 2 (c; F ; p) ve her s¬f¬r yo¼gunluklu K için T [K] 2 (`1; F )

dir" oldu¼gu ispatland¬. Burada T [K] = (dnk) ; dnk =

8<: tnk ; k 2 K ise

0 ; di�ger
ile verilir.

Teorem 1.1.27 ve Teorem 1.1.29 dan (King, 1966; Duran,1972) bu teorem aşa¼g¬-

dakine denktir.

Önerme 3.5.2: T 2 (st (b) ; F ; p) ,

(i) sup
n

P
k

jtnkj <1
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(ii) Her k için F � lim
n
tnk = 0

(veya n ye göre düzgün olarak lim
p

1

p

n+p�1P
j=n

tjk = 0)

(iii) F � lim
n

P
k

tnk = 1

(veya n ye göre düzgün olarak lim
p

1

p

n+p�1P
j=n

1P
k=0

tjk = 1)

(iV) Her s¬f¬r yo¼gunluklu K için n ye göre düzgün olarak

lim
r

P
k2K

���� 1

r + 1

rP
i=1
tn+i;k

���� = 0
(Orhan ve Yard¬mc¬, 2004).

Teorem 3.5.3:T : `1 ! `1 ve � (x) = st � limsupx olsun. Bu durumda her

x 2 `1 için

L� (Tx) � � (x) (3.5.8)

olmas¬için gerek ve yeter koşul

(a) T 2 (st (b) ; F ; p)

(b) n ye göre düzgün olarak lim
r

1P
k=1

���� 1

r + 1

rP
i=1
tn+i;k

���� = 1
olmas¬d¬r (Orhan ve Yard¬mc¬, 2004).

·Ispat. (3.5.8) geçerli olsun ve bir x 2 `1 alal¬m. Bu durumda Tx 2 `1 dur.

Ayr¬ca (3.5.8) den

�� (�x) � �L� (�Tx) � L� (Tx) � � (x)

dir. E¼ger x 2 st (b) ise bu durumda � (x) = �� (�x) dir. Dolay¬s¬yla T; st (b)

yi F içine dönüştürür ve F � limTx = st � limx olur. Bu (a) y¬ ispatlar. (b) yi

ispatlamak için ilk önce Önerme 3.5.2 nin Lemma 1.1.35 i (Das,1987) gerektirdi¼gi

gözlemlenebilir. Böylece bu lemmadan öyle bir s¬n¬rl¬x dizisi vard¬r ki, kxk1 =

sup
k
jxkj � 1 ve bnk (i) =

1

n+ 1

i+nP
r=i
trk olmak üzere

limnsupsup
i

X
k

bnk (i)xk = limnsupsup
i

X
k

jbnk (i)j (3.5.9)
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d¬r. Böylece Önerme 3.5.2 den

1 = limninfsup
i

P
k

bnk (i) � limninfsup
i

P
k

jbnk (i)j

� limnsupsup
i

P
k

jbnk (i)j

= limnsupsup
i

P
k

bnk (i)xk , (3.5.9) dan

� �(x) , hipotezden

� kxk1 � 1

elde edilir. Bu ise (b) yi ispatlar.

Tersine (a) ve (b) nin geçerli oldu¼gunu kabul edelim ve x 2 `1 olsun. Bu

durumda Tx 2 `1 dur ve �(x) sonludur. " > 0 verilsin ve E := fk : xk > �(x) + "g

tan¬mlayal¬m. O halde � (E) = 0 d¬r ve e¼ger k =2 E ise o zaman xk � �(x) + " olur.

Herhangi z reel say¬s¬için z+ := max fz; 0g ve z� := max f�z; 0g olsun. Böylece

jzj = z+ + z� ; z = z+ � z� ve jzj � z = 2z�

olur.

brk (i) :=
1

r + 1

i+rX
n=i

tnk;

(brk (i))
+ :=

1

r + 1

i+rX
n=i

t+nk;

(brk (i))
� :=

1

r + 1

i+rX
n=i

t�nk

al¬n¬rsa bu durumda sabit bir pozitif m tamsay¬s¬için

1

r + 1

i+rP
n=i

(Tx)n =
P
k<m

brk (i)xk +
P
k�m

brk (i)xk

=
P
k<m

brk (i)xk +
P
k�m
k2E

(brk (i))
+ xk

+
P
k�m
k=2E

(brk (i))
+ xk �

P
k�m

(brk (i))
�xk

� kxk1
P
k<m

jbrk (i)j+ (� (x) + ")
P
k�m
jbrk (i)j

+ kxk1
P
k�m
jbrk (i)j+ kxk1

P
k�m

(jbrk (i)j � brk (i))

bulunur. E¼ger limrsupsup
i
operatörü uygulan¬rsa ve Önerme 3.5.2 göz önüne al¬n¬rsa

L�(Tx) � �(x) + "
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elde edilir. Böylece, " key� oldu¼gundan (3.5.8) gerçeklenir.�

Benzer şekilde � (x) � `�(Tx) oldu¼gu gösterilebilir. Böylece aşa¼g¬daki sonuca

ulaş¬r¬z.

Teorem 3.5.4: T : `1 ! `1 olsun. Bu durumda

8 x 2 `1 için B�core fTxg � st�core fxg , Teorem 3.5.3 deki (a) ve (b)

koşullar¬gerçeklenir (Orhan ve Yard¬mc¬, 2004).

Teorem 3.5.5: H s¬f¬rdan farkl¬köşegenlere sahip üçgensel bir matris olsun (

Yani H normal matris olsun ) ve onun üçgensel tersini H�1 ile gösterelim. Key� bir

T matrisi için , Hx 2 `1 oldu¼gunda Tx mevcut ve s¬n¬rl¬olur ve

B�core fTxg � st�core fHxg (10)

gerçeklenir. Bunun için gerekli ve yeter şartlar

(i) C := TH�1 mevcuttur

(ii) C 2 (st (b) ; f; p)

(iii) lim
r

1P
k=1

���� 1

r + 1

rP
i=1
cn+i;k

���� = 1
(iv) Her sabit n için lim

v

vP
k=1

����� 1P
j=v+1

tnjh
�1
jk

����� = 0
olmas¬d¬r (Orhan ve Yard¬mc¬, 2004).

·Ispat. Gereklilik: Hx 2 `1 iken her n için (Tx)n mevcut ise bu durumda

Teorem 3.1.28 den (Choudhary,1988) (i) ve (iv) gerçeklenir. Ayn¬lemmadan y = Hx

olmak üzere Tx = Cy dir. Hipotezden Tx 2 `1; yani Cy 2 `1 dur. Böylece (3.5.10)

dan B�core fCyg � st�core fyg dir. O halde Teorem 3.5.4 den (ii) ve (iii) elde edilir.

Yeterlilik. (i) -(iv) koşullar¬Teorem 3.1.28 in koşullar¬n¬gerektirir. Böylece ayn¬

teoremden Cy 2 `1 dur. Buradan Tx 2 `1 olur. Teorem 3.5.4 den B�core fCyg �

st�core fyg ve y = Hx , Tx = Cy oldu¼gundan B�core fTxg � st�core fHxg elde

edilir.

3.6 S¬n¬rl¬Diziler için ��Çekirdek ve I�Çekirdek

I; N de admissible bir ideal olsun. E¼ger I ya ait olan karş¬l¬kl¬ayr¬k kümelerin

her say¬labilir fA1; A2; :::g sistemi için Aj 4 Bj (j = 1; 2; :::) simetrik farklar¬sonlu

ve B = [1j=1Bj 2 I olacak şekilde Bj � N kümeleri varsa bu durumda I ideali

toplamsall¬k özelli¼gini gerçekliyor denir (Kostyrko ve di¼g., 2000).
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Bu k¬s¬mda I ideali toplamsall¬k özelli¼gine sahip olacakt¬r.

`1 ve c; s¬ras¬yla reel s¬n¬rl¬ve yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬göstersin. � ise pozitif

tamsay¬lardan kendi içine bir dönüşüm olsun. `1 üzerindeki sürekli lineer bir '

fonksiyoneline invaryant ortalama veya ��ortalama denir ancak ve ancak

(1) x = (xn) dizisi verildi¼ginde her n için xn � 0 iken ' (x) � 0

(2) e = (1; 1; ; :::) için ' (e) = 1

(3) Her x 2 `1 için '
�
x�(n)

�
= ' (x)

Bu k¬s¬m boyunca her n > 0; j � 1 için �j (n) 6= n oldu¼gu kabul edilecektir.

� dönüşümlerinin belirli türleri için, her ' invaryant ortalamas¬c uzay¬üzerindeki

limit fonksiyoneline geni̧sler. Yani her x 2 c için ' (x) = limx olur. Sonuç olarak,

tüm invaryant ortalamalar¬eşit olan s¬n¬rl¬dizilerin kümesi V� olmak üzere, c � V�
d¬r. Schaefer (1972) taraf¬ndan

V� =

�
x 2 `1 : n ye göre düzgün olarak lim

p
tpn(x) = s; s = � � limx

�
oldu¼gu bilinmektedir. Burada p � 0; n > 0 ve

tpn(x) =
xn + x�(n) + x�2(n) + :::+ x�p(n)

p+ 1

dir.

V : `1 ! R; V (x) = lim sup
p

suptpn(x)

şeklinde tan¬mlans¬n. x dizisinin ��çekirde¼gi

��core fxg := [�V (�x) ; V (x)]

kapal¬aral¬¼g¬olarak tan¬mlan¬r (Loone, 1975).

E¼ger � (n) = n+ 1 ise bu durumda ��yak¬nsakl¬k ve hemen hemen yak¬nsakl¬k

çak¬̧s¬r (Lorentz, 1948). Bu durumda ��core fxg ; B�core fxg ile ayn¬d¬r (Das, 1987;

Loone, 1948; Orhan, 1990).

Not edelim ki e¼ger x, I�s¬n¬rl¬reel bir dizi ise o zaman

I�core fxg = [I � liminfx; I � limsupx] oldu¼gu biliniyor (Demirci, 2001).

K¬s¬m 3.5.4 de Fridy ve Orhan�¬n (1997) tekni¼gi kullan¬larak, bir kompleks dizinin

I�çekirde¼gi kavram¬verildi ve s¬n¬rl¬bir kompleks x dizisi ve A toplanabilme matrisi

iken I�core fAxg � I � core fxg olmas¬ için gerekli ve yeterli koşullar belirtildi

(Demirci, 2001).
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Scheafer (1972), (c; V�; p) ve (`1; V�) matris s¬n¬�ar¬n¬karakterize etti.

FI ve FI (b) ile tüm I�yak¬nsak dizilerin ve tüm I�yak¬nsak s¬n¬rl¬ dizilerin

kümesi gösterilecektir.

Not edelimki e¼ger I toplamsall¬k özelli¼gine sahipse bu durumda Kolk�un (1993)

düşüncesi kullan¬larak (FI \X;Y ) matris s¬n¬f¬n¬karakterize etmek için gerekli ve

yeterli şartlar elde edilebilir. Burada X; e yi içeren k¬s¬m-kapal¬ dizi uzay¬ ve Y

herhangi bir dizi uzay¬d¬r. ·Ispat Kolk�un (1993) ispat¬na benzerdir.

E¼ger X = `1 ve Y = V� al¬n¬rsa bu durumda (FI (b) ; V�; p) s¬n¬f¬n¬n matrislerini

karakterize etmek için gerekli ve yeterli şartlar elde edilir. Buna göre

T 2 (FI (b) ; V�; p) , T 2 (c; V�; p) ve her K 2 I için T jKj 2 (`1; V�) d¬r.

Burada T jKj = (dnk) ; dnk =

8<: tnk; k 2 K

0; di¼ger
şeklinde tan¬mlan¬r.

Kolayl¬k için, T matrisinin tnk eleman¬t (n; k) şeklinde gösterilsin.

Schaefer (1972) den bu aşa¼g¬dakine denktir.

Önerme 3.6.1: T 2 (FI (b) ; V�; p) ,

(i) sup
n

P
k

jt (n; k)j <1

(ii) Her k için � � lim
n
t (n; k) = 0 ( veya n ye göre düzgün olarak

lim
p

1
p+1

pP
j=0
t
�
�j (n) ; k

�
= 0 )

(iii) � � lim
n

P
k

t (n; k) = 1 ( veya n ye göre düzgün olarak

lim
p

1P
k=1

1
p+1

pP
j=0
t
�
�j (n) ; k

�
= 1 )

(iV) Her K 2 I için n ye göre düzgün olarak

lim
p

P
k2K

����� 1
p+1

pP
j=0
t
�
�j (n) ; k

������ = 0 (Demirci ve Yard¬mc¬, 2004).

Teorem 3.6.2: T : `1 ! `1 ve  (x) := I � limsupx olsun. Bu durumda

Her x 2 `1 için V (Tx) �  (x) (3.6.1)

olmas¬için gerek ve yeter koşul

(a) T 2 (FI (b) ; V�; p)

(b) n ye göre düzgün olarak lim
p

1P
k=1

����� 1

p+ 1

pP
j=0
t
�
�j (n) ; k

������ = 1
olmas¬d¬r (Demirci ve Yard¬mc¬, 2004).
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·Ispat. (3.6.1) geçerli olsun ve bir x 2 `1 alal¬m. Bu durumda Tx 2 `1 dur.

Ayr¬ca (3.6.1) den

� (�x) � �V (�Tx) � V (Tx) �  (x)

dir. E¼ger x 2 FI (b) ise bu durumda bu durumda  (x) = � (�x) dir. Dolay¬s¬yla

T; FI (b) yi V� içine dönüştürür ve �� limTx = I� limx olur. Bu ise (a) y¬ispatlar.

Şimdi ise

t (p; n; k) :=
1

p+ 1

pX
j=0

t
�
�j (n) ; k

�
diyelim. lim

p

1P
k=1

jt (p; n; k)j = 1 oldu¼gunu gösterece¼giz. Önerme 3.6.1 in (iii) koşu-

lundan

lim
p
sup
n

1X
k=1

jt (p; n; k)j � lim
p

1X
k=1

t (p; n; k)! 1; (p!1 için)

olur. Dolay¬s¬yla

lim
p
sup
n

1X
k=1

jt (p; n; k)j � 1

dir. Lemma 3.1.11 e (Simmons,1969) göre öyle bir x 2 `1 dizisi vard¬r ki kxk1 � 1

ve

lim
p
sup
n

1X
k=1

t (p; n; k)xk = lim
p
sup
n

1X
k=1

jt (p; n; k)j (3.6.2)

d¬r. Böylece

1 � lim
p
sup
n

1P
k=1

jt (p; n; k)j � lim
p
sup
n

1P
k=1

jt (p; n; k)j

= lim
p
sup
n

1P
k=1

t (p; n; k)xk

= limnsupsup
i

P
k

bnk (i)xk , (3.6.2) den

� (x) , hipotezden

� kxk1 � 1

elde edilir. O halde (b) gösterilmi̧s olunur.

Tersine (a) ve (b) nin geçerli oldu¼gunu kabul edelim ve x 2 `1 olsun. Bu

durumda Tx 2 `1 dur ve (x) sonludur. " > 0 verilsin ve E1 := fk : xk > (x) + "g

tan¬mlayal¬m. Dolay¬s¬yla E1 2 I d¬r ve e¼ger k 2 E2 = N n E1 ise o zaman xk �
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(x) + " olur. Herhangi z reel say¬s¬ için z+ := max fz; 0g ve z� := max f�z; 0g

olsun. Böylece

jzj = z+ + z� ; z = z+ � z� ve jzj � z = 2z�

olur.

t+ (p; n; k) :=
1

p+ 1

pX
j=0

t+
�
�j (n) ; k

�
t� (p; n; k) :=

1

p+ 1

pX
j=0

t�
�
�j (n) ; k

�
olsun. Buna göre sabit bir pozitif m tamsay¬s¬için

tpn (x) =
P
k<m

t (p; n; k)xk +
P
k�m

t (p; n; k)xk

=
P
k<m

t (p; n; k)xk +
P
k�m

t+ (p; n; k)xk �
P
k�m

t� (p; n; k)xk

=
P
k<m

t (p; n; k)xk +
P
k�m
k=2E1

t+ (p; n; k)xk +
P
k�m
k=2E2

t+ (p; n; k)xk

�
P
k�m

t� (p; n; k)xk

= kxk1
P
k<m

jt (p; n; k)j+ ((x) + ")
P
k�m
jt (p; n; k)j

+
P
k�m

(jt (p; n; k)j � t (p; n; k))

Önerme 3.6.1 ve (b) den

V (Tx) � (x) + "

elde edilir. " key� oldu¼gundan (3.6.1) gerçeklenir. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Benzer şekilde � (x) := I � liminfx � �V (�Tx) oldu¼gu gösterilebilir. Böylece

aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Teorem 3.6.3: T : `1 ! `1 olsun. Bu durumda

8 x 2 `1 için ��core fTxg � I�core fxg , Teorem 3.6.2 deki (a) ve (b)

koşullar¬gerçeklenir (Demirci ve Yard¬mc¬, 2004).

E¼ger � (n) = n + 1 al¬rsak bu durumda V� = F elde ederiz. Burada F , tüm

hemen hemen yak¬nsak dizilerin uzay¬d¬r.



91

I = IC1 olmas¬durumunda FI (b) = st (b) olur. Böylece Teorem 3.6.3 ten aşa¼g¬-

daki sonuç ç¬kar.

Sonuç 3.6.4: T : `1 ! `1 olsun. Bu durumda

8 x 2 `1 için ��core fTxg � I�core fxg ,

(i) T 2 (FI (b) ; V�; p),

(ii) n ye göre düzgün olarak lim
p

1P
k=1

����� 1
p+1

pP
j=0
t (n+ j; k)

����� = 1
Teorem 3.6.5: H s¬f¬rdan farkl¬ köşegenlere sahip üçgensel bir matris olsun

ve onun üçgensel tersini H�1 ile gösterelim. Key� bir T matrisi için, Hx 2 `1

oldu¼gunda Tx mevcut ve s¬n¬rl¬olur ve

��core fTxg � I�core fHxg (3.6.3)

gerçeklenir. Bunun için gerekli ve yeter şartlar

(i) C := TH�1 mevcuttur.

(ii) C 2 (FI (b) ; V�; p)

(iii) lim
p

1P
k=1

����� 1
p+1

pP
j=0
c
�
�j (n) ; k

������ = 1
(iv) Her sabit n için lim

v

vP
k=0

����� 1P
j=v+1

t (n; j)h�1jk

����� = 0
olmas¬d¬r (Demirci ve Yard¬mc¬, 2004).

·Ispat. Gereklilik: Hx 2 `1 iken her n için (Tx)n mevcut ise bu durumda

Teorem 3.1.28 den (Choudhary,1988) (i) ve (iv) gerçeklenir. Ayn¬lemmadan y = Hx

olmak üzere Tx = Cy dir. Hipotezden Tx 2 `1; yani Cy 2 `1 dur. Böylece (3.6.3)

den ��core fCyg � I�core fyg dir. O halde Teorem 3.6.3 den (ii) ve (iii) elde edilir.

Yeterlilik. (i) -(iv) koşullar¬Teorem 3.1.28 in koşullar¬n¬gerektirir. Böylece ayn¬

teoremden Cy 2 `1 dur. Buradan Tx 2 `1 olur. Teorem 3.6.3 den ��core fCyg �

I�core fyg ve y = Hx , Tx = Cy oldu¼gundan ��core fTxg � I�core fHxg elde

edilir.�

3.7 Çekirdek Eşitli¼gi Sonuçlar¬

T = (tnk) bir sonsuz matris ve x = (xk) say¬lar dizisi olsun. Tx ile n.ci terimi

(Tx)n =
1P
k=1

tnkxk ile verilen dönüşüm dizisini gösterelim.

Knopp (1930) bir dizinin çekirde¼gi kavram¬n¬verdi ve bilinen çekirdek teorem-

ini ispatlad¬. Allen (1944) her s¬n¬rl¬dizinin çekirde¼gini invaryant b¬rakan regüler
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matrisleri karakterize etti. Fridy ve Orhan (1997) benzer bir kavram¬, bir dizinin

istatistiksel çekirde¼gi kavram¬n¬verdi. Bu düşünce key� bir � yo¼gunlu¼guna ba¼gl¬

olarak Connor (1999) taraf¬ndan geni̧sletildi. Bu k¬s¬m¬n ana sonucu; � ve � key�

yo¼gunluklar olmak üzere her reel de¼gerli s¬n¬rl¬x dizisi ve negatif olmayan reel giri̧sli

T matrisi için x in ��istatistiksel çekirde¼ginin Tx in ��istatistiksel çekirde¼gine eşit

olmas¬için gerekli ve yeterli şartlar¬vermektedir.

E¼ger bir x dizisinin "hemen hemen tüm" de¼gerleri bir L say¬s¬na yak¬n ise o za-

man x dizisi L ye ��istatistiksel yak¬nsakt¬r. Burada "hemen hemen tüm" ifadesi

bir toplamsal sonlu � küme fonksiyonu kullan¬larak tan¬mlan¬r. Bu k¬s¬mdaki çal¬̧s-

mam¬z; �, N nin alt kümelerinin bir cismi üzerinde tan¬ml¬ve [0; 1] aral¬¼g¬nda de¼ger-

ler alan bir küme fonksiyonu olmak üzere ��istatistiksel yak¬nsakla ilgili olacakt¬r.

Burada � fonksiyonu

(i) jEj <1 ise � (E) = 0;

(ii) � (N) = 1;

(iii) E � F ve � (F ) = 0 ise � (E) = 0

özeliklerine sahiptir. Burada böyle bir küme fonksiyonunu yukar¬daki kriteri sa¼glayan

bir yo¼gunluk olarak adland¬raca¼g¬z. x = (xk) reel de¼gerli bir dizi ve L bir reel say¬

olsun. Connor�a (1990, 1999) göre, e¼ger her " > 0 için � (fk 2 N : jxk � Lj � "g) = 0

oluyorsa bu durumda x dizisi L say¬s¬na ��istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve st� �

limx = L biçiminde gösterilir. Bütün ��istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi ise

st� ile gösterilecektir.

Negatif olmayan regüler bir T = (tnk) matrisi aşa¼g¬daki gibi bir yo¼gunluk üret-

mek için kullan¬labilir. E¼ger T = (tnk) negatif olmayan regüler bir matris ve E � N

ise o zaman �T yi limit mevcut iken

�T (E) = limn

1X
k=1

tnk�E (k) = lim (T�E)

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada �E ; E nin karakteristik fonksiyonudur. E¼ger T;

C1 Cesàro matrisi ise bu durumda E � N için �T (E) ; E nin asimtotik yo¼gun-

lu¼gudur. Özel olarak e¼ger jBj kümenin kardinalitesini gösterirse bu durumda � (E) =

lim
n

1

n
jfk � n : k 2 Egj olmak üzere �T = � olur.

Not edelimki, e¼ger T birim matris ise o zaman �T �istatistiksel yak¬nsakl¬k bili-

nen anlamdaki yak¬nsakl¬¼ga dönüşür. Ayr¬ca regüler matrislerle üretilmeyen yo¼gun-
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luklar da vard¬r (Connor, 1990; Freedman ve Sember, 1981).

Tan¬m 3.7.1: x reel de¼gerli bir dizi, L reel bir say¬ve � bir yo¼gunluk olsun. E¼ger

her " > 0 için � (fk 2 N : jxk � Lj < "g) 6= 0 ise o zaman L ye x in bir ��istatistiksel

cluster noktas¬denir.

Not edelim ki , � (E) 6= 0 ise ya � (E) > 0 yada � (E) tan¬ml¬de¼gil anlam¬ndad¬r.

��istatistiksel üst limit (st�� lim supx) ve ��istatistiksel alt limit (st�� lim infx)

x in ��istatistiksel cluster noktalar¬n¬n s¬ras¬yla en büyü¼gü ve en küçü¼güdür.

E¼ger � := st� � lim supx sonlu ise bu durumda her her " > 0 için

� (fk 2 N : xk > � � "g) 6= 0 ve � (fk 2 N : xk > � + "g) = 0 (3.7.1)

d¬r. Tersine e¼ger (3.7.1) her " > 0 için sa¼glan¬rsa bu durumda � = st� � lim supx

dir. Benzer ifadeler st� � lim infx için de elde edilebilir (Connor, 1999). Ayr¬ca

lim infx � st� � lim infx � st� � lim supx � lim supx

oldu¼gunu söyleyebiliriz.

Tan¬m 3.7.2: Bir x dizisi için e¼ger � (fk 2 N : jxkj � Hg) = 1 olacak şekilde

pozitif bir H say¬s¬varsa bu durumda x e ��istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

E¼ger x dizisi ��istatistiksel s¬n¬rl¬ise bu durumda x in L say¬s¬na ��istatistiksel

yak¬nsak olmas¬için gerek ve yeter şart st� � lim infx = st� � lim supx olmas¬d¬r.

x 2 `1un Knopp çekirde¼gi K�core fxg ile gösterilen [liminfx; limsupx] kapal¬

aral¬¼g¬d¬r.

Buna göre reel de¼gerli ��istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizinin ��istatistiksel çekirde¼gi

[st� � lim infx; st� � lim supx]

kapal¬aral¬¼g¬d¬r ve st�� core fxg ile gösterilir (Connor,1999; Fridy ve Orhan, 1997).

Fridy ve Orhan `1u kendine dönüştüren ve her x 2 `1 için

K�core fTxg � st � core fxg özelli¼gine sahip bir T matrisi için gerekli ve yeterli

şartlar¬verdi.

Connor (1999), Fridy ve Orhan�¬n sonucunu istatistiksel çekirdek ile ��istatistiksel

çekirde¼gi yer de¼gi̧stirerek geni̧sletti. Özel olarak e¼ger T = (tnk), `1u kendi içine
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dönüştürüyorsa bu durumda st � core fTxg � st � core fxg olmas¬için gerekli ve

yeterli koşul,

(1) T regüler,

(2) � (E) = 0 için lim
n

P
k2E
jtnkj = 0 ve

(3) lim
n

P
k

jtnkj = 1

olmas¬d¬r.

Yukar¬daki sonuçlara benzer olarak, bu k¬sm¬n ana sonuçlar¬, x ve Tx in çekirdek

eşitlikleriyle ilgilidir. Allen (1944), verilen bir regüler T = (tnk) matrisi ve her s¬n¬rl¬

x dizisi için K�core fTxg = K�core fxg olmas¬için gerekli ve yeterli şartlar¬

(i) limn
P
k

jtnkj = 1

(ii) (pi) indislerinin her sonsuz dizisi için 1 say¬s¬,
�P

i
tn;pi

�
dizisinin bir limit

noktas¬d¬r şeklinde verdi.

Bu k¬s¬mdaki birinci sonuç Allen�in sonucunun k¬smen bir geni̧slemesidir. Buna

ra¼gmen, reel de¼gerli s¬n¬rl¬dizilerin çekirdekleri kapal¬aral¬klar oldu¼gundan, çekirdek

eşitli¼gi üst limitlerle ayn¬d¬r.

Teorem 3.7.3: T = (tnk), `1 u kendi içine dönüştüren negatif olmayan bir

matris olsun. Bu durumda � ve � yo¼gunluklar¬verildi¼ginde,

Her x 2 `1için st� � limsupx = st� � limsupTx (3.7.2)

olmas¬için gerekli ve yeterli şart

(a) T : st� ! st� ve her x 2 st�\ `1 için st� � limx = st� � limTx dir.

(b) � (E) 6= 0 olmas¬ st� � limsup (T�E) = 1 olmas¬n¬gerektirir (Connor ve

di¼g., 2006).

·Ispat. Gereklilik. (a) n¬n gereklili¼gi; e¼ger x, st� de s¬n¬rl¬bir dizi ise bu durumda

st�� limsupx = st�� liminfx ve de hipotezden st� � limsupTx = st� � liminfTx

olmas¬ndan ç¬kar. Buradan st��limTx in mevcut oldu¼gu sonucuna ulaş¬r¬z. Böylece

herhangi key� s¬n¬rl¬x 2 st� dizisi için

st� � limx = st� � limTx

dir. Yukar¬dakine benzer olarak, e¼ger E � N ve � (E) 6= 0 ise bu durumda

1 = st� � limsup�E = st� � limsup (T�E)
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elde edilir. Bu ise (b) yi ispatlar. Dikkat edelim ki ispat¬n bu k¬sm¬nda T nin negatif

olmayan bir matris oldu¼gunu kabul etmek gerekli de¼gildir.

Yeterlilik. x 2 `1, st� � limsupx = l olsun ve � > 0 verilsin.

�

 (
n :

1X
k=1

tnkxk > l � �
)!
6= 0 (3.7.3)

ve

�

 (
n :

1X
k=1

tnkxk � l + �
)!

= 1 (3.7.4)

oldu¼gunu göstermemiz gerekiyor. "1 ve �1 (1� "1) + "1 (l + kxk) < � olacak şekilde

�1 seçelim. �N = (1; 1; 1; :::) 2 st� oldu¼gundan st�� lim�N = 1 dir. Böylece (a) dan

st� � lim
1P
k=1

tnk = 1 elde ederiz.

R1 :=

(
n :

�����
1X
k=1

tnk � 1
����� < "1

2

)

kümesini tan¬mlayal¬m. �
��
n :

���� 1P
k=1

tnk � 1
���� � "1=2�� = 0 oldu¼gundan � (R1) =

1 dir. Şimdi E (�1) = fk : xk > l � �1g olsun. st� � limsupx = l oldu¼gundan

� (E (�1)) 6= 0 d¬r ve (b) den st� � limsupT�E (�1) = 1 dir. E¼ger

R2 :=

8<:n : X
k2E(�1)

tnk > 1�
"1
2

9=;
ise bu durumda st� � limsupT�E (�1) = 1 olmas¬ndan dolay¬� (R2) 6= 0 d¬r. Şimdi

R := R1 \ R2 diyelim. E¼ger � (R1 \R2) = 0 ise o zaman � (R1) = 1 oldu¼gundan

R2 = (R1 \R2)[ (R2 nR1), ��null dür. O halde � (R) 6= 0 d¬r. Ayr¬ca e¼ger n 2 R

ise,

1� "1
2
<

1X
k=1

tnk < 1 +
"1
2
ve 1� "1

2
<

X
k2E(�1)

tnk

dir. Böylece n 2 R için
P

k2E(�1)
tnk �

1P
k=1

tnk < 1 + "1=2 iken

1� "1
2
<

X
k2E(�1)

tnk +
X

k2E(�1)c
tnk < 1 +

"1
2

olur. Buradan da n 2 R için
����� P
k2E(�1)c

tnk

����� < "1 elde edilir. Buna göre n 2 R için
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1P
k=1

tnkxk =
P

k2E(�1)
tnkxk +

P
k2E(�1)c

tnkxk

> (l � �1) (1� "1)� kxk "1
= l � [ �1 (1� "1) + "1 (l + kxk)] > l � �

geçerlidir. Dolay¬s¬yla

R �
(
n :

1X
k=1

tnkxk > l � �
)

d¬r. Sonuç olarak
�
n :

1P
k=1

tnkxk > l � �
�
kümesi � � null de¼gildir ( � (R) 6= 0

oldu¼gundan). Böylece (3.7.3) ispatlanm¬̧s olur.

Şimdi (3.7.4) ü gösterelim. "1 > 0 ve "1 (l + kxk)+ �1 (1 + "1) < � olacak şekilde

bir �1 > 0 seçelim. Yukar¬daki gibi R1 :=
�
n :

���� 1P
k=1

tnk � 1
���� < "1=2� olsun ve

G (�1) = fk : xk � l + �1g

kümesini tan¬mlayal¬m. � (G (�1)) = 1 dir ve böylece � (G (�1)
c) = 0 olur. R3 :=n

n :
P
k2G(�1) tnk > 1� "1=2

o
diyelim. st� � lim�G(�1) = 1 oldu¼gundan � (R3) = 1

dir. Böylece R4 := R1 \R3 kümesinin ��yo¼gunlu¼gu 1 dir. Ayr¬ca n 2 R4 için
1P
k=1

tnkxk =
P

k2G(�1)
tnkxk +

P
k2G(�1)c

tnkxk

� (l + �1) (1 + "1) + kxk "1; (b) den

= l + �1 (1 + "1) + "1 (l + kxk)

< l + �

d¬r.

R4 �
(
n :

1X
k=1

tnkxk � l + �
)
ve � (R4) = 1

oldu¼gundan �
��
n :

1P
k=1

tnkxk � l + �
��

= 1 elde ederiz. � key� oldu¼gundan st� �

limsupTx = l sonucuna ulaş¬r¬z. Böylece teoremin ispat¬bitmi̧s olur.�

E¼ger � birim matris ile üretilen yo¼gunluk ise o zaman aşa¼g¬daki sonucu al¬r¬z.

Sonuç 3.7.4:

Her x 2 `1için st� � limsupx = limsupTx (3.7.5)

olmas¬için gerekli ve yeterli şart
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(a) T regülerdir.

(b) � (F ) = 0 ise limn
P
k2F tnk = 0 d¬r.

(c) � (E) 6= 0 ise limsupn
P
k2E tnk = 1 dir (Connor ve di¼g., 2006).

Sonuç 3.7.4 deki birinci koşulun, Teorem 3.7.3 (a) koşulunun direk olarak bir

benzeri olmad¬¼g¬na dikkat edelim. Buna ra¼gmen T , `1u kendisine dönüştüren bir

matris oldu¼gunda, s¬n¬rl¬diziler için st��limx = limTx olmas¬için gerekli ve yeterli

koşul T nin regüler olmas¬ve � (F ) = 0 iken

limn

X
k2F
jtnkj = 0

olmas¬d¬r (Connor,1999 ve Kolk, 1993 deki matrisler ile üretilen yo¼gunluklar için

gösterilmi̧stir). Böylece Teorem 3.7.3 ün ilk koşulu Sonuç 3.7.4 ün ilk iki koşuluna

denktir. Not edelim ki, Teorem 3.7.3 deki gibi (a), (b) ve (c) nin gereklili¼gi T nin

negatif olmayan bir matris olmas¬na ba¼gl¬de¼gildir.

E¼ger � yo¼gunlu¼gu birim matris ile üretilirse bu durumda

st� � limsupx = limsupx

olur ve bir E � N kümesinin s¬f¬r yo¼gunluklu olmas¬için gerek ve yeter şart sonlu

olmas¬d¬r. Böylece Sonuç 3.7.4 den Allen�in (1944) yukar¬da belirtilen bir teoreminin

bir benzeri elde edilir.

Sonuç 3.7.4, (3.7.5) deki çekirdek eşitli¼ginin aç¬k bir karakterizasyonunu verme-

sine ra¼gmen ispats¬z olarak verece¼gimiz bir sonraki teoremden, � do¼gal � yo¼gun-

lu¼gu oldu¼gunda böyle bir matrisin olmad¬¼g¬n¬görebiliriz. Çünkü (b) ve (c) ş¬klar¬

herhangi bir regüler matris için ( negatif olmayan olmas¬gerekmeyen ) ayn¬anda

gerçeklenemez. Not edelimki, � (E) ; N nin tüm alt kümeleri için mevcut olmayabilir.

Dolay¬s¬yla bazen

� (E) = limsupn
1

n
jfk � n : k 2 Egj

üst asimtotik yo¼gunlu¼gunu kullanmak daha uygundur.

Teorem 3.7.5: Kabul edelim ki T regüler bir matris ve � (E) > 0 iken limsupT�E =

1 olsun. Bu durumda � (F ) = 0 ve limsupT�F = 1 olacak şekilde bir F � N kümesi

vard¬r (Connor ve di¼g., 2006).

Uyar¬. Yukar¬da ele al¬nd¬¼g¬gibi, s¬n¬rl¬dizileri s¬n¬rl¬dizilere dönüştüren ve

çekirde¼gi invaryant b¬rakan herhangi bir matris regüler olmal¬d¬r ve (b) ve (c) koşullar¬n¬
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sa¼glamal¬d¬r. Dolay¬s¬yla s¬n¬rl¬dizileri kendisine dönüştüren ve her x 2 `1 için

limsupTx = st��limsupx özelli¼gine sahip hiçbir matrisin olmad¬¼g¬sonucuna ulaş¬r¬z.

Bu durum bir dizinin çekirde¼gi ile istatistiksel çekirde¼gi aras¬ndaki fark¬ortaya ko-

yar. Yine bu durum, st� den st� ye çekirde¼gi koruyan bir matris için farkl¬� ve �

yo¼gunluklar¬n¬n bulunup bulunmad¬¼g¬problemine indirgenir.
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IV. BÖLÜM

LACUNARY ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

4.1 Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Bu k¬s¬mda Lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬tan¬mlanacak ve baz¬ilgili

teoremler ispats¬z olarak verilecektir.

Tan¬m 4.1.1: Pozitif tamsay¬lar¬n artan bir dizisi � = fkrg olsun. E¼ger k0 = 0

olmak üzere r ! 1 için hr := kr � kr�1 ! 1 ise � = fkrg dizisine lacunary dizisi

denir (Freedman ve di¼g.,1978).

� = fkrg = f2rg ; (r > 0) veya fkrg = fr!g dizilerinin birer lacunary dizisi

olduklar¬aç¬kt¬r.

Burada � = fkrg lacunary dizisi ile oluşturulan aral¬klar Ir := (kr�1; kr] ve

qr :=
kr
kr�1

ile gösterilecektir.

Tan¬m 4.1.2: � = fkrg lacunary dizi olsun. Her " > 0 için

lim
r

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � Lj � "gj = 0 (5.1.1)

olacak şekilde bir L kompleks say¬s¬ varsa x = (xk) dizisi L say¬s¬na lacunary

istatistiksel yak¬nsak veya S�-yak¬nsakt¬r denir. Bu durum S� � limx = L veya

xk ! L (S�) sembolleriyle gösterilir (Fridy ve Orhan, 1993).

K(") := fk 2 N : jxk � Lj � "g cümlesinin karakateristik fonksiyonu �K(") ve C�
matrisi

C� [r; k] =

8<: 1
hr

; k 2 Ir
0 ; k =2 Ir

ile tan¬mlanmak üzere,

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � Lj � "gj =

1

hr

X
k2Ir

�K(") (k)

oldu¼gundan, (5.1.1) deki limit, lim (C��K)r = 0 şeklinde verilebilir.

Tan¬m 4.1.3: Herhangi bir � = fkrg lacunary dizisi için

lim
r

1

hr

X
k2Ir

jxk � Lj = 0
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olacak şekilde bir L say¬s¬varsa, x dizisi L say¬s¬na N� anlam¬nda yak¬nsakt¬r denir

ve bu durum xk ! L (N�) ile gösterilir. Ayr¬ca

N� :=

8<:x = (xk) : limr
0@ 1

hr

X
k2Ir

jxk � Lj

1A = 0

9=;
d¬r (Freedman ve di¼g.,1978).

Tan¬m 1.2.13 te p = 1 al¬n¬rsa,

j�1j :=
(
x : 9L için lim

n

 
1

n

nX
k=1

jxk � Lj
!
= 0

)

s¬n¬f¬elde edilir.

Teorem 4.1.4: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda

(i) xk ! L (N�) ise xk ! L (S�)

(ii) x 2 `1 ve xk ! L (S�) ise xk ! L (N�)

(iii) S� \ `1 = N� \ `1
d¬r (Fridy ve Orhan, 1993).

Lemma 4.1.5: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda St � S� olmas¬

gerek ve yeter şart liminfrqr > 1 olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan, 1993).

Lemma 4.1.6: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda S� � St olmas¬

gerek ve yeter şart limsuprqr <1 olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan, 1993).

Teorem 4.1.7: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda St = S� olmas¬

gerek ve yeter şart 1 < liminfrqr � limsuprqr < 1 olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan,

1993).

K � N olmak üzere

� (K) := lim (C��K)r = limr

jK \ Irj
hr

tan¬mlayal¬m. Bu durumda � n¬n bir yo¼gunluk fonksiyonu oldu¼gu aç¬kt¬r.

Önerme 4.1.8: Bir x = (xk) reel say¬dizisi sonlu bir liminf de¼gerine veya sonlu

bir limsup de¼gerine C�-toplanabilir ise x = (xk) dizisi ayn¬de¼gere S�-yak¬nsakt¬r

(Fridy ve Orhan, 1993).

Bir � lacunary dizisi için S�-limitinin bir tek oldu¼gu aç¬kt¬r. Fakat farkl¬� lar

için S�-limitinin farkl¬oldu¼gunu görmek için aşa¼g¬daki örne¼gi göz önüne alaca¼g¬z.
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Örnek 4.1.9: x = (xi) dizisini

xi =

8>>><>>>:
0 ; i = 1

0 ; (2n� 1)! < i � (2n)! (n = 1; 2; : : :)

1 ; (2n)! < i � (2n+ 1)!

ile tan¬mlayal¬m. � = f(2r)!g lacunary dizisi için

1

hr+1
jfk 2 Ir+1 : jxij � "gj =

8><>:
0 ; " > 1

(2r + 1)!� (2r)!
(2 (r + 1))!� (2r)! ; 0 < " � 1

olup xi ! 0(S�) d¬r. Şimdi de �
0
= f(2r + 1)!g lacunary dizisi için

1

hr+1
jfk 2 Ir+1 : jxij � "gj =

8><>:
0 ; " > 1

(2r)!� (2r � 1)!
(2r + 1)!� (2r � 1)! ; 0 < " � 1

olup xi ! 1(S�) d¬r (Freedman ve di¼g., 1978).

Aşa¼g¬daki teorem x 2 st oldu¼gunda bu durumun söz konusu olamayaca¼g¬n¬gös-

terir.

Teorem 4.1.10: x 2 st\S� ise S��lim
r
x = st�lim

r
x olmal¬d¬r (Fridy ve Orhan,

1993).

Tan¬m 4.1.11: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. fkrg � fk0rg olacak şekilde �0 =

fk0rg lacunary dizisine � n¬n bir lacunary incelmesi denir (Freedman ve di¼g.,1978).

Toerem 4.1.12: �0; � n¬n bir lacunary incelmesi olsun. Bu durumda xk !

L(S�0) ise xk ! L(S�) d¬r (Fridy ve Orhan, 1993).

Uyar¬: Teorem 4.1.12 de dizilerden biri di¼gerinin bir lacunary incelmesi oldu¼gunda,

iki lacunary metod aras¬nda bir içerme kuruldu. Bu k¬s¬m baş¬nda verilen örnek, S�

ile S0� nün karş¬laşt¬r¬lamaz oldu¼gunu gösterir. Key� iki lacunary metod aras¬ndaki

içermenin genel bir tan¬mlamas¬aç¬k bir problem olarak b¬rak¬lm¬̧st¬r.

Tan¬m 4.1.13: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. E¼ger her r için k0(r) 2 Ir ve

lim
r
xk0

(r)
= L ve her " > 0 için

lim
r

1

hr

���nk 2 Ir : ���xk � xk0
(r)

��� � "o��� = 0
olacak şekilde x dizisinin bir

n
xk0

(r)

o
alt dizisi varsa x dizisine S�-Cauchy dizisi denir

(Fridy ve Orhan, 1993).



102

Teorem 4.1.14: x dizisinin S�-yak¬nsak olmas¬ için gerek ve yeter şart S�-

Cauchy dizisi olmas¬d¬r (Fridy ve Orhan, 1993).

Sonuç 4.1.15: S�-yak¬nsak bir dizi, yak¬nsak bir altdiziye sahiptir.

Bu sonuç bizi aşa¼g¬daki Tauberian teoremine götürür.

Teorem 4.1.16: xk ! L (S�) ve (r !1) için max fj�xij : i 2 Irg = o
�
1
hr

�
olsun. Bu durumda lim

k
xk = L dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Teorem 4.1.17: x, s¬n¬rl¬bir dizi ve xk ! L (S�) olsun. Bu durumda (C1x)! L

dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Teorem 4.1.18: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda hiç bir A matris

metodu S�-toplanabilmeyi içermez (Fridy ve Orhan, 1993)

4.2 Lacunary ·Istatistiksel Limit Noktalar¬ ve Lacunary ·Istatistiksel

Çekirdek

K¬s¬m 3.3 deki tan¬mlarda A matrisi yerine

C� = (cnk) :=

8<: 1
hr
; k 2 Ir

0; k =2 Ir:

ve C1 Cesaro matrisleri al¬n¬rsa �C1(x);�C�(x) ve �C�(x) yerine s¬ras¬yla �(x);�(x)

ve ��(x) yaz¬labilir.

Bu k¬s¬mda bir � = fkrg lacunary dizisinin üzerindeki belirli k¬s¬tlamalar alt¬nda

��(x) � �(x), �(x) � ��(x), ��(x) � �(x) ve �(x) � ��(x) içermeleri üzerinde

durulacakt¬r. Ayr¬ca �0 , � n¬n bir lacunary incelmesi olmak üzere ��(x) � ��0(x) ve

��(x) � ��0(x) içermeleri de ele al¬nacakt¬r.

Önerme 4.2.1: � = fkrg bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda

(i) lim inf
r

qr > 1) ��(x) � �(x),

(ii) lim sup
r

qr <1) �(x) � ��(x) (Demirci 2002).
·Ispat. Fridy ve Orhan (1993) taraf¬ndan kullan¬lan tekni¼gi kullanal¬m.

(i) lim inf
r

qr > 1 olsun. Bu durumda yeterince büyük r için qr � 1 + � olacak

şekilde � > 0 say¬s¬vard¬r. Bu ise

hr
kr
� �

1 + �

olmas¬n¬ gerektirir. E¼ger� 2 ��(x) ise bu durumda ��(K) 6= 0 ve lim
j
xk(j) = �

olacak şekilde bir K = fk(j)g kümesi vard¬r. Dolay¬s¬yla yeterince büyük r için



103

1

kr
jfk(j) � kr : j 2 Ngj �

1

kr
jfk(j) 2 Ir : j 2 Ngj

� �

1 + �

1

hr
jfk(j) 2 Ir : j 2 Ngj :

Böylece ��(K) 6= 0 oldu¼gundan �(K) 6= 0 d¬r. Bu ise (i) yi ispatlar.

(ii) lim sup
r

qr < 1 ise bu durumda her r için qr < H olacak şekilde bir H > 1

say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla her r için
hr
kr�1

= qr � 1 � H � 1 dir. � 2 �(x) oldu¼gunu

varsayal¬m. Buna göre �(K) 6= 0 ve limjxk(j) = � olacak şekilde bir K = fk(j)g

kümesi vard¬r. Nr := jfk 2 Ir : k 2 Kgj = jK \ Irj ve tr := Nr=hr diyelim. Bu

durumda kr�1 < n � kr eşitsizli¼gini gerçekleyen herhangi n tamsay¬s¬için

1

kr
jfk � n : k 2 Kgj � 1

kr�1
jfk � kr : k 2 Kgj

=
1

kr�1
fN1 +N2 + � � �+Nrg

=
1

kr�1
fh1t1 + h2t2 + � � �+ hrtrg

� 1
r�1X
i=1

hi

r�1X
i=1

hiti +
hr
kr�1

tr:

� 1
r�1X
i=1

hi

r�1X
i=1

hiti + (H � 1)tr:

Şimdi lim
r
tr 6= 0 oldu¼gunu iddia ediyoruz. Aksi halde tr ! 0 , (r !1) olurdu.

� bir lacunary dizi oldu¼gundan yukar¬daki eşitsizli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci terim t

nin regüler bir a¼g¬rl¬kl¬ortalama dönüşümüdür. Böylece r !1 için bu terim s¬f¬ra

yaklaşmal¬d¬r. O halde �(K) = 0 elde ederiz ki bu bir çeli̧skidir.�

Önerme 4.2.1 e göre aşa¼g¬daki sonuç yaz¬labilir.

Teorem 4.2.2: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. E¼ger 1 < lim inf
r

qr �

lim sup
r

qr <1 ise bu durumda �(x) = ��(x) dir (Demirci 2002).

Önerme 4.2.3: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda

(i) lim inf
r

qr > 1) ��(x) � �(x)

(ii) lim sup
r

qr <1) �(x) � ��(x)

(iii) 1 < lim inf
r

qr � lim sup
r

qr <1) �(x) = ��(x) (Demirci 2002).

Önerme 4.2.1 de oldu¼gu gibi benzer ispat Önerme 4.2.3 için de yap¬labilir.
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Teorem 4.2.4: E¼ger �0 = fk0rg , � n¬n bir lacunary incelmesi ise bu durumda

��(x) � ��0(x) ve ��(x) � ��0(x) dir (Demirci 2002).
·Ispat. Fridy ve Orhan�¬n (1993) kulland¬¼g¬ispat¬ele alal¬m.

 2 ��(x) olsun. Bu durumda

lim
r

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � j < "gj 6= 0 (4.2.1)

d¬r. Fridy ve Orhan (1993) Teorem 7 deki notasyon kullan¬l¬rsa

1

hr
jfk 2 Ir : jxk � j <2gj =

1

hr

X
I�r�Ir

h�j
1
h�j
jfk 2 I�r : jxk � j < "gj

=
1

hr

X
I�r�Ir

h�j (C�0�E)j
(4.2.2)

dir. Burada �E , E :=
n
k 2 I�j : jxk � j < "

o
kümesinin karakteristik fonksiy-

onudur.

Şimdi lim
j
(C�0�E)j 6= 0 oldu¼gunu iddia ediyoruz. Aksi halde lim

j
(C�0�E)j = 0

olur. (4.2.2) eşitli¼gi C�0�E nin regüler bir a¼g¬rl¬kl¬ortalama dönüşümü oldu¼gundan

r ! 1 için (4.2.2) s¬f¬ra yaklaş¬r. Bu ise (4.2.1) ile çeli̧sir. Benzer düşünce ile

��(x) � ��0(x) oldu¼gu gösterilebilir.

Lacunary ·Istatistiksel Çekirdek.

Fridy ve Orhan (1997) bir reel say¬dizisi için istatistiksel üst ve alt limit kavram-

lar¬n¬verdi (K¬s¬m 3.2) Benzer şekilde C1 yerine negatif olmayan regüler bir Amatrisi

kullan¬larak k¬s¬m 3.3 de A�istatistiksel üst limit (stA � limsup) ve A�istatistiksel

alt limit (stA � liminf) ve A�istatistiksel çekirdek kavramlar¬verildi.

A = C� iken aşa¼g¬daki lemmay¬verebiliriz.

Lemma 4.2.5: x = (xk) lacunary istatistiksel s¬n¬rl¬bir dizi ve her z 2 C için

B�x (z) := fw 2 C : jw � zj � st� � limsupk jxk � zjg

olsun. Bu durumda

st� � core fxg = \
z2C
B�x (z)

d¬r.
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Teorem 4.1.12 den aç¬kt¬r ki her s¬n¬rl¬kompleks x dizisi için �0 , � n¬n bir lacunary

incelmesi olmak üzere

st� � limsup jxj � st�0 � limsup jxj

dir. Dolay¬s¬yla buradan her z 2 C için

B�x (z) = fw 2 C : jw � zj � st� � limsupk jxk � zjg

�
�
w 2 C : jw � zj � st

�
0 � limsupk jxk � zj

	
= B�

0

x (z)

oldu¼gu ç¬kar. Böylece Lemma 4.2.5 den

\
z2C
B�x (z) � \

z2C
B�

0

x (z) ;

yani st� � core fxg � st�0 � core fxg elde edilir.

Sonuç 4.2.6: E¼ger �0 , � n¬n bir lacunary incelmesi ise bu durumda her s¬n¬rl¬

kompleks x dizisi için st� � core fxg � st�0 � core fxg dir.

S¬radaki sonuçlar¬ Lemma 4.1.5 ve Lemma 4.1.6 dan yararlanarak her s¬n¬rl¬

kompleks x dizisi için verebiliriz.

Lemma 4.2.7: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. E¼ger liminfrqr > 1 ise bu

durumda her s¬n¬rl¬kompleks x dizisi için st� � core fxg � st� core fxg dir.

Lemma 4.2.8: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. E¼ger limsuprqr < 1 ise bu

durumda her s¬n¬rl¬kompleks x dizisi için st� core fxg � st� � core fxg dir.

Lemma 4.2.7 ve Lemma 4.2.8 birleştirilirse aşa¼g¬daki elde edilir.

Teorem 4.2.9: � = fkrg bir lacunary dizi olsun. E¼ger 1 < liminfrqr <

limsuprqr <1 ise bu durumda her s¬n¬rl¬kompleks x dizisi için

st� � core fxg = st� core fxg

dir.

4.3 ·Iki Katl¬Dizilerin Lacunary ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬¼g¬

Tan¬m 4.3.1: E¼ger her j ve k için jxj;kj < M olacak şekilde pozitif bir M say¬s¬

varsa, yani

kxk(1;2) = sup
j;k
jxj;kj <1
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ise bu durumda x = (xj;k) iki katl¬dizisine s¬n¬rl¬d¬r denir (Savaş ve Patterson, 2006).

Tüm s¬n¬rl¬iki katl¬dizilerin kümesi `
00
1 ile gösterilsin.

Tan¬m 4.3.2: ·Iki katl¬�r;s = f(kr; ls)g dizisi verildi¼ginde e¼ger

k0 = 0; hr = kr � kr�1 !1; r !1

ve

l0 = 0; hs = ls � ls�1 !1; s!1

olacak şekilde tamsay¬lar¬n artan dizileri varsa bu durumda �r;s dizisine iki katl¬

lacunary denir (Savaş ve Patterson, 2006).

Gösterimler: ·Iki katl¬ lacaunary diziler için, kr;s = krls; hr;s = hrhs; Ir;s =

f(k; l) : kr�1 < k � kr ve ls�1 < l � lsg ve qr = kr
kr�1

; qs =
ls
ls�1

olmak üzere qr;s =

qrqs gösterimleri kullan¬lacakt¬r.

Tan¬m 4.3.3: ·Iki katl¬bir x dizisi için e¼ger

P � lim
m;n

1

mn

m;nX
k;l=1

jxk;l � Lj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa bu durumda x dizisine iki katl¬Cesàro toplanabilirdir

denir (Savaş ve Patterson, 2006). �1;1 ile tüm iki katl¬Cesàro toplanabilir dizilerin

kümesini gösterelim.

Tan¬m 4.3.4: �r;s iki katl¬bir lacunary dizi ve x iki katl¬bir dizi olsun. E¼ger

P � lim
r;s

1

hr;s

X
(k;l)2Ir;s

jxk;l � Lj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa bu durumda x dizisi L ye N �r;s � P�yak¬nsakt¬r

denir ve

N �r;s =

8<:x : 9 L için P � limr;s 1

hr;s

X
(k;l)2Ir;s

jxk;l � Lj = 0

9=;
şeklinde gösterilir (Savaş ve Patterson, 2006).

Tan¬m 4.3.5: �r;s iki katl¬bir lacunary dizi ve x iki katl¬bir dizi olsun. E¼ger

her " > 0 için

P � lim
r;s

1

hr;s
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬varsa bu durumda x dizisi L ye S�r;s � P�yak¬nsakt¬r

denir (Savaş ve Patterson, 2006).
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Aşa¼g¬daki teorem Fridy ve Orhan�¬n (1993) verdi¼gi teoremin (Teorem 4.1.4) iki

boyutlu benzeridir.

Teorem 4.3.6: �r;s iki katl¬bir lacunary dizi olsun. Bu durumda

a) xk;l
P! L

�
N �r;s

�
ise xk;l

P! L
�
S�r;s

�
dir.

b) N �r;s ; S�r;s nin öz alt kümesidir.

c) x 2 `001 ve xk;l
P! L

�
S�r;s

�
ise xk;l

P! L
�
N �r;s

�
dir.

d) S�r;s \ `
00
1 = N �r;s \ `

00
1 (Savaş ve Patterson, 2006).

·Ispat: (a) P
(k;l)2Ir;s

jxk;l � Lj �
P

(k;l)2Ir;s
jxk;l�Lj�"

jxk;l � Lj

� " jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj

ve

P � lim
r;s

1

hr;s

X
(k;l)2Ir;s

jxk;l � Lj = 0

oldu¼gundan

P � lim
r;s

1

hr;s
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj = 0

d¬r.

(b) x dizisini şu şekilde tan¬mlayal¬m: Ir;s aral¬¼g¬ndaki ilk
�
3
p
hr;s
�
tamsay¬lar¬nda

xk;l; 1; 2; :::;
�
3
p
hr;s
�
ve di¼ger yerlerde xk;l = 0 olsun. xk;l dizisini şu şekilde göstere-

biliriz:

xk;l :=

0BBBBBBBBBBBB@

1 2 3 :::
�
3
p
hr;s
�

0 :::

1 2 3 :::
�
3
p
hr;s
�

0 :::

::: ... ...

1 2 3 :::
�
3
p
hr;s
�

0 ..

0 0 0 ... 0 0 ...

... ... ...

1CCCCCCCCCCCCA
x in s¬n¬rs¬z bir iki katl¬dizi oldu¼gu aç¬kt¬r ve her " > 0 için

P � lim
r;s

1

hr;s
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj = P � lim

r;s

�
3
p
hr;s
�

hr;s
= 0

d¬r. Böylece xk;l
P! 0

�
S�r;s

�
olur. Ayr¬ca

P � lim
r;s

1

hr;s

X
(k;l)2Ir;s

jxk;lj = P � lim
r;s

�
3
p
hr;s
� ��

3
p
hr;s
� ��

3
p
hr;s
�
+ 1
��

2hr;s
=
1

2
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oldu¼gundan xk;l
P9 0

�
N �r;s

�
d¬r. Bu (b) yi ispatlar.

(C) x 2 `001 olsun. Bu durumda her k; l için jxk;l � Lj � M dir. Ayr¬ca verilen

" > 0 ve yeterince büyük r ve s de¼gerleri için

1
hr;s

P
(k;l)2Ir;s

jxk;l � Lj = 1
hr;s

P
(k;l)2Ir;s
jxk;l�Lj�"

jxk;l � Lj

+ 1
hr;s

P
(k;l)2Ir;s
jxk;l�Lj<"

jxk;l � Lj

� M
hr;s
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj+ 1

hr;s
"hr;s

olur. Böylece x 2 `001 ve xk;l
P! L

�
S�r;s

�
iken xk;l

P! L
�
N �r;s

�
dir.

(d) S�r;s \ `
00
1 = N �r;s \ `

00
1 eşitli¼gi direkt olarak (a), (b) ve (c) den ç¬kar.

Teorem 4.3.7: �r;s herhangi bir iki katl¬ lacunary dizi olsun. Bu durumda

st2 � limx = L iken S�r;s � limx = L olmas¬için gerek ve yeter koşul liminfqr>1

ve liminfqs > 1 olmas¬d¬r (Savaş ve Patterson, 2006).

·Ispat: Yeterlilik. liminfqr>1 ve liminfqs > 1 oldu¼gunu kabul edelim. Bu

durumda qr>1 + � ve qs > 1 + � olacak şekilde � > 0 vard¬r. Bu ise hr
qr
� �

1+� ve

hs
qs
� �

1+� olmas¬n¬ gerektirir. E¼ger xk;l ! L (st2) ise bu durumda her " > 0 ve

yeterince büyük r ve s için

1
krs

jfk � kr ve l � ls : jxk;l � Lj � "gj

� jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj

= hrs
krs

1
hrs
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj

�
�

�
1+�

�2
1
hrs
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj

elde ederiz. Böylece S�r;s � limx = L olur.

Gereklilik. Kabul edelim ki liminfqr=1 veya liminfqs = 1 dir. Genelli¼gi boz-

madan liminfqr=1 oldu¼gunu kabul edelim (Freedman ve di¼g., 1978, syf.510). Bu;

�r lacunary dizisinin �j � �j�1 + 2 olmak üzere
k�j
k�j�1

< 1 + 1
j ve

k�j�1
k�j�1

> j olacak

şekilde bir
�
k�j
	
alt dizisinin var olmas¬n¬gerektirir.

xk;l :=

8<: 1; k 2 I�j ve l 2 N

0; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlanan x dizisinin s¬n¬rl¬ oldu¼gu aç¬kt¬r. Freedman ve di¼g. (1978,

syf.510) a göre sat¬rlar N�r ye ait de¼gildir fakat her bir sat¬r x gibi j�1j e aittir. O
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halde Teorem 4.3.6 (c) den x; S�r ye ait de¼gildir. Ayr¬ca her bir sat¬r st1 e aittir. O

halde st1 * S�r olur. ·Iki katl¬�r;s lacunary dizileri çarp¬msal oldu¼gundan st2 * S�r;s
olur. Bu bir çeli̧skidir.�

Teorem 4.3.8: �r;s herhangi bir iki katl¬ lacunary dizi olsun. Bu durumda

S�r;s� limx = L iken st2� limx = L olmas¬için gerek ve yeter koşul limsuprqr <1

ve limsupsqs <1 olmas¬d¬r (Savaş ve Patterson, 2006).

·Ispat: Yeterlilik. limsuprqr < 1 ve limsupsqs < 1 oldu¼gunu kabul edelim.

Bu durumda tüm r ve s de¼gerleri için qr < H ve qs < H olacak şekilde bir H > 0

vard¬r. xk;l
P! L

�
S�r;s

�
oldu¼gunu kabul edelim ve

Nr;s := jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � Lj � "gj

olsun. Bu durumda, verilen bir " > 0 ve tüm r; s > r0 iç in
Nr;s
hr;s

< " olacak şekilde

r0 2 N vard¬r.

M := max fNr;s : 1 � r � r0 ve 1 � s � r0g

diyelim. n ve m yi ise kr�1 < m � kr ve ls�1 < n � ls olacak şekilde seçelim.

Böylece aşa¼g¬daki elde edilir.
1
mn jfk � m ve l � n : jxk;l � Lj � "gj

� 1
kr�1ls�1

jfk � kr ve l � ls : jxk;l � Lj � "gj

= 1
kr�1ls�1

(
r0;r0P
i;j=1

Ni;j +
r;sP

i;j=r0+1;r0+1

Ni;j

)

� Mr2o
kr�1ls�1

+ 1
kr�1ls�1

(
r;sP

i;j=r0+1;r0+1

Ni;j

)

� Mr2o
kr�1ls�1

+ 1
kr�1ls�1

(
r;sP

i;j=r0+1;r0+1

Ni;jhi;j
hi;j

)

� Mr2o
kr�1ls�1

+ 1
kr�1ls�1

 
sup

i;j�r0;r0

Ni;j
hi;j

!(
r;sP

i;j=r0+1;r0+1

hi;j

)

� Mr2o
kr�1ls�1

+ "
kr�1ls�1

(
r;sP

i;j=r0+1;r0+1

hi;j

)
= Mr2o

kr�1ls�1
+ "

kr�1ls�1
f(kr � kr0) (ls � ls0)g

< Mr2o
kr�1ls�1

+ " kr
kr�1

ls
ls�1

dir. Böylece st2 � limx = L elde edilir.

Bu teoremin tersinin ispat¬Teorem 4.3.7 dekine benzer bir şekilde elde edilebilir.�

Teorem 4.3.7 ve Teorem 4.3.8 den aşa¼g¬daki teorem elde edilir.



110

Teorem 4.3.9: �r;s iki katl¬bir lacunary dizi olsun. Bu durumda st2 = S�r;s

olmas¬için gerek ve yeter koşul 1 < limrinfqr � limrsupqr <1 ve 1 < limsinfqs �

limssupqs <1 olmas¬d¬r (Savaş ve Patterson, 2006).

Teorem 4.3.10: E¼ger x 2 st2 \ S�r;s ise bu durumda S�r;s � limx = st2 � limx

dir (Savaş ve Patterson, 2006).

·Ispat: L 6= L0 olmak üzere st2 � limx = L ve S�r;s � limx = L0 oldu¼gunu kabul

edelim. " < 1
2 jL� L

0j için

P � lim
m;n

1
mn jfk < m ve l < n : jxk;l � L0j � "gj = 1 dir.

Şimdi ise, 1
mn jfk < m ve l < n : jxk;l � L0j � "gj ifadesinin kplv inci terimini göz

önüne alal¬m.
1
kplv

�����(k; l) 2 p;v
[

r;s=1;1
Ir;s : jxk;l � L0j � "

�����
= 1

kplv

p;vP
r;s=1;1

jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � L0j � "gj = 1
p;vP

r;s=1;1
hr;s

p;vP
r;s=1;1

hr;str;s

dir. Burada tr;s = 1
hr;s
jf(k; l) 2 Ir;s : jxk;l � L0j � "gj ; xk;l

P! L0
�
S�r;s

�
oldu¼gundan

Pringsheim anlam¬nda bir s¬f¬r dizisidir. Buna göre eşitlikteki son ifade, Pringsheim

s¬f¬r dizilerinden, Pringsheim s¬f¬r dizileri içine dört boyutlu bir matris dönüşümünün

tüm koşullar¬n¬sa¼glar (Hamilton, 1938). Böylece Pringsheim anlam¬nda s¬f¬ra yak-

laş¬r. Ayr¬ca
1

mn

���k < m ve l < n :
��xk;l � L0�� � "	��

ifadesinin Pringsheim anlam¬nda 1 e yaklaşmayan bir iki katl¬dizisidir. Bu çeli̧ski

L = L0 olmas¬n¬gerektirir.�

Teorem 4.3.11: S�r;s \ `
00
1 uzay¬, `

00
1 normlu uzay¬n¬n kapal¬bir alt uzay¬d¬r

(Savaş ve Patterson, 2006).

·Ispat: xm;n =
�
xm;nj;k

�
2 S�r;s \ `

00
1 ve xm;n ! x 2 `001 olsun. xm;n 2 S�r;s \ `

00
1

oldu¼gundan reel bir Lm;n say¬s¬m;n = 1; 2; ::: için S�r;s � lim
j;k
xm;nj;k = Lm;n olacak

şekilde vard¬r. Pozitif bir P�azalan, P�yak¬nsak f"m;ng iki katl¬ dizisini alal¬m.

Bu durumda her m;n = 1; 2; ::: için bir Nm;n pozitif tamsay¬s¬m;n � Nm;n iken

kx� xm;nk1 � "m;n=4 olacak şekilde vard¬r. Genelli¼gi bozmadan, Nm;n = mn

oldu¼gunu varsayal¬m. Sabit m;n için

1
hrm;n

���n(j; k) 2 Irm;n : ���xm;nj;k � Lm;n
��� � "m;n

4

o��� < 1
4

1
hrm;n

���n(j; k) 2 Irm;n : ���xm+1;n+1j;k � Lm+1;n+1
��� � "m+1;n+1

4

o��� < 1
4
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olacak şekilde vard¬r. Bu isen
(j; k) 2 Irm;n :

���xm;nj;k � Lm;n
��� � "m;n

4

o
\
n
(j; k) 2 Irm;n :

���xm+1;n+1j;k � Lm+1;n+1
��� � "m+1;n+1

4

o
6= ?

olmas¬n¬gerektirir. Bu arakesitten bir (k1; k2) seçersek aşa¼g¬dakini elde ederiz:

jLm;n � Lm+1;n+1j �
���xm;nk1;k2

� Lm;n
���+ ���xm+1;n+1k1;k2

� Lm+1;n+1
���

+
���xm;nk1;k2

� xm+1;n+1k1;k2

���
�

���xm;nk1;k2
� Lm;n

���+ ���xm+1;n+1k1;k2
� Lm+1;n+1

���
+ kx� xm;nk1 +

x� xm+1;n+11
("m;n; P � azalan) ; � "m;n

4 +
"m+1;n+1

4 +
"m;n
4 +

"m+1;n+1
4 � "m;n

Böylece iki katl¬fLm;ng dizisi P�yak¬nsakt¬r. P � lim
m;n
Lm;n = L olsun. x P!

L
�
S�r;s

�
oldu¼gunu göstermemiz gerekir. Herhangi bir " > 0 için "m;n < "=4;

kx� xm;nk1 < "=4 ve jLm;n � Lj < "=4 olacak şekilde (m;n) vard¬r. Bu durumda

1
hr;s

jf(j; k) 2 Ir;s : jxj;k � Lj � "gj

� 1
hr;s
jf(j; k) 2 Ir;s : jxm;n � Lm;nj+ kx� xm;nk1

+ jLm;n � Lj � "gj

� 1
hr;s

���(j; k) 2 Ir;s : jxm;n � Lm;nj+ "
4 +

"
4 � "

	��
= 1

hr;s

���(j; k) 2 Ir;s : jxm;n � Lm;nj � "
2

	��
olur. Son ifade r ve s sonsuzlu¼ga yaklaşt¬¼g¬nda s¬f¬ra yaklaş¬r. Böylece x

P! L
�
S�r;s

�
;

yani x 2 S�r;s \ `
00
1 olur. Bu ispat¬tamamlar.�
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V. BÖLÜM

·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK VE TOPLANAB·ILME

5.1 ·Istatistiksel Yak¬nsak Dizilerin Toplanabilirli¼gi

Bu k¬s¬mda, stA tüm A�istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesi ve st0A; tüm

A�istatistiksel yak¬nsak s¬f¬r dizilerinin kümesi olmak üzere (stA \X;Y ) ve
�
st0A \X;Y

�
matris s¬n¬�ar¬karakterize edilecektir. Burada X bir k¬s¬m-kapal¬dizi uzay¬ve Y

key� bir dizi uzay¬olacakt¬r. E¼ger X 2 fs;mg ve Y 2 fc; c0g ise bu durumda bu-

radaki sonuçlar Schoenberg (1959), Fridy (1985), Connor (1988) ve Maddox�a (1974)

ait baz¬sonuçlar¬içerecektir.

ki < ki+1 özelli¼gindeki N nin sonlu veya sonsuz bir fkig alt kümesine bir indis

kümesi denir. Buna göre sonsuz bir fkig indis kümesi, (ki) = (ki)i2N indislerinin bir

dizisidir. ', tüm sonlu dizilerin uzay¬olsun.

Bir x = (xk) dizisinin n:ci k¬sm¬

x[n] =
nX
k=1

xke
k = (x1; x2; :::; xn; 0; :::)

şeklinde tan¬mlan¬r.

K = fkig key� bir indis kümesi ve

yk =

8<: xk; k 2 K ise

0; di¼ger yerlerde

olmak üzere x[K] = (yk) dizisi x in K � k{sm{ olarak adland¬r¬l¬r. X bir dizi uzay¬

olmak üzere e¼ger her x 2 X için ve her K indis kümesi için x[K] 2 X oluyorsa bu

durumda X uzay¬na k¬s¬m-kapal¬dizi uzay¬denir. Benzer şekilde bir altdizisel �

kapal{ dizi uzay¬kavram¬tan¬mlan¬r. Örne¼gin, s;m; co; ' ve `p uzaylar¬k¬s¬m-kapal¬

uzaylard¬r. c ve wp uzaylar¬ise altdizisel-kapal¬uzaylard¬r fakat k¬s¬m-kapal¬uzaylar

de¼gildirler.

Silverman-Teoplitz teoremine göre bir A = (ank) matrisinin regüler olmas¬için

gerekli ve yeterli koşullar¬n

(R1) Her k için limnank = 0
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(R2) limn
P
k ank = 1

(R3) supn
P
k jankj <1

oldu¼gunu biliyoruz (Stieglitz, 1977). E¼ger A matrisi (R2) ; (R3) ve

(R4) limnsupk jankj = 0

koşullar¬n¬gerçeklerse A ya düzgün regülerdir denir. Örne¼gin, C1 Cesàro matrisi

düzgün regülerdir.

Sabit bir p > 0 için e¼ger

lim
n

X
k

ank jxk � ljp = 0

olacak şekilde bir l say¬s¬varsa bu durumda x = (xk) dizisi l ye kuvvetliA�toplanabilirdir

denir (Maddox, 1967).

Tüm kuvvetli A�toplanabilir dizilerin kümesi wpA ile gösterilir. Böylece, wp =

wpC1 dir.

Sabit bir K = fkig indis kümesi için, A[K] ile A matrisinin K � s�utun k¬sm¬

gösterilecektir. Böylece

dnk =

8<: ank; k 2 K ise

0; di¼ger yer

olmak üzere A[K] = (dnk) d¬r.

K = fkig bir indis kümesi ve 'K ; K n¬n karakteristik dizisi, yani 'K =
�
'Kj

�

'Kj =

8<: 1; j 2 K

0; di¼ger yerlerde

olsun. E¼ger 'K , C1�toplanabilir ise bu durumda

lim
1

n

nX
j=1

'Kj

limitine K n¬n asimtotik yo¼gunlu¼gu denir ve � (K) ile gösterilir. Negatif olmayan

regüler bir A matrisi için Freedman ve Sember (1981), A'K 2 c olmas¬durumunda

K n¬n

�A (K) = lim
n
An'

K

A�yo¼gunlu¼guna sahip oldu¼gunu tan¬mlad¬. Buna göre,

�A (K) = lim
n

X
k2K

ank = lim
n

X
i

an;ki
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dir.

Agnew (1946) aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r: "E¼ger bir A = (ank) matrisi (R4)

koşulunu ve her n 2 N için
P
k jankj <1 koşulunu gerçeklerse bu durumda 0 lar¬n

ve 1 lerin s¬f¬ra A�toplanabilir olan ¬raksak bir dizisi vard¬r." Veya denk olarak;

e¼ger A matrisi Agnew�in teoreminin koşullar¬n¬gerçeklerse bu durumda �A (K) = 0

olacak şekilde sonsuz bir K indis kümesi vard¬r.

Düzgün regüler bir A matrisi ve sonsuz bir K = fkig indis kümesi için, A n¬n

(an;ki) alt matrisi aç¬k olarak Agnew�in teoreminin koşullar¬n¬gerçekler. Dolay¬s¬yla

aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Teorem 5.1.1: E¼ger A düzgün regüler bir matris ise bu durumda her sonsuz

indis kümesi �A (K) = 0 olacak şekilde bir sonsuz K alt kümesi içerir (Kolk, 1993).

Teorem 5.1.2: Bir x = (xk) dizisinin bir x0 noktas¬na A�istatistiksel yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter şart sonsuz bir K = fkig indis kümesinin ve böylece x0
a yak¬nsak bir (xki) alt dizisinin �A (NnK) = 0 olacak şekilde var olmas¬d¬r (Kolk,

1993).

Bir altdizisel-kapal¬Y dizi uzay¬için aşa¼g¬daki teorem, A�yo¼gunluk anlam¬nda

(s; Y ) matris s¬n¬f¬n¬karakterize etmektedir.

Teorem 5.1.3: Y 6= s bir altdizisel-kapal¬ dizi uzay¬ olsun. E¼ger A matrisi

düzgün regüler ise bir B = (bnk) matrisi için aşa¼g¬daki ifadeler denktir.

(i) B 2 (s; Y )

(ii) �A (K) = 0 olan her K indis kümesi için B[K] 2 (s; Y )

(iii) Bek 2 Y (k 2 N) dir ve

bnk = 0 (k > k0; n 2 N) (5.1.1)

olacak şekilde bir k0 say¬s¬vard¬r (Kolk, 1993).

·Ispat: (i) nin gerçeklendi¼gini kabul edelim ve bir K indis kümesi ve bir x = (xk)

dizisi seçelim. x dizisinin y = x[K] K�k¬sm¬ s ye ait oldu¼gundan ve By 2 Y

oldu¼gundan B[K]x 2 Y oldu¼gunu ve

B[K]n x = Bny (n 2 N)

oldu¼gunu al¬r¬z. Böylece (ii) gerçeklenir.
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Şimdi (ii) nin gerçeklendi¼gini kabul edelim. Bu durumda k tek noktas¬ndan

oluşan K kümesi için �A (K) = 0 oldu¼gu gerçe¼gini kullanarak

Bek = B[K]ek 2 Y (k 2 N)

elde ederiz. (5.1.1) i ispatlamak için ilk önce B nin sat¬r-sonlu olmas¬gerekti¼gini

gösterelim. Aksi halde

bn0;ki 6= 0 (i 2 N)

olacak şekilde bir n0 indisi ve bir sonsuz K = fkig indis kümesi mevcut olmal¬d¬r.

Teorem 5.1.1 den �A (K) = 0 oldu¼gunu kabul edebiliriz. E¼ger x = (xk) ;

xki =
1

bn0;ki
(i 2 N)

olacak şekilde bir dizi ise bu durumda

B[K]n0 x =
X
i

bn0;kixki =
X
i

1 =1

olur ve böylece B[K]x mevcut de¼gildir. Bu ise B[K] 2 (s; Y ) olmas¬ile çeli̧sir. Buna

göre B sat¬r-sonludur.

E¼ger (5.1.1) in gerçeklenmedi¼gini kabul edersek bu durumda

bni;ki 6= 0; bni;k = 0 (k > ki; i 2 N)

olacak şekilde K = fkig ve N = fnig indis kümeleri vard¬r. Tekrar Teorem 5.1.1

den �A (K) = 0 oldu¼gunu kabul edebiliriz. z = (zk) 2 snY seçelim ve

xk1 =
z1
bn1;k1

ve

xki = (bni;ki)
�1

0@zki � i�1X
j=1

bni;kjxkj

1A (i > 1)

olmak üzere x = (xk) dizisini ele alal¬m. Bu durumda

B[K]ni x = zi (i 2 N)

olur. Böylece
�
B
[K]
ni x

�
=2 Y dir ve Y altdizisel-kapal¬ oldu¼gundan (ii) nin aksine

B[K]x =2 Y dir. Sonuç olarak (ii), (iii) yi gerektirir.
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Son olarak e¼ger (iii) gerçeklenirse bu durumda herhangi bir x 2 s oldu¼gundan

Bx = B

 
k0X
k=1

xke
k

!
=

k0X
k=1

xkBe
k 2 Y

olur. Dolay¬s¬yla (i) gerçeklenir. Böylece ispat tamamlan¬r.�

Aşa¼g¬daki teorem X uzay¬ üzerindeki belirli k¬s¬tlamalar alt¬nda (stA \X;Y )

matrislerinin s¬n¬f¬n¬karakterize etmektedir.

Teorem 5.1.4: X; e yi içeren bir k¬s¬m-kapal¬ dizi uzay¬ ve Y herhangi bir

dizi uzay¬olsun. Bu durumda B 2 (stA \X;Y ) olmas¬ için gerek ve yeter koşul

B 2 (c \X;Y ) ve

B[K] 2 (X;Y ) (�A (K) = 0) (5.1.2)

olmas¬d¬r (Kolk, 1993).

·Ispat: B 2 (stA \X;Y ) olsun. c � stA oldu¼gundan B 2 (c \X;Y ) dir. Şimdi

N nin �A (K) = 0 olan bir K alt kümesini göz önüne alal¬m ve x 2 X olsun.

Bu durumda x in K�k¬sm¬ s¬f¬ra A�istatistiksel yak¬nsakt¬r. Ayr¬ca, X k¬s¬m-

kapal¬oldu¼gundan, y 2 X dir. Böylece y 2 stA \ X ve buradan da By 2 Y olur.

B
[K]
n x = Bny (n 2 N) eşitli¼ginden B[K]x 2 Y dir. Böylece �A (K) = 0 olan her K

indis kümesi için B[K] 2 (X;Y ) olur. Yani (5.1.2) gerçeklenir.

Tersi için, x 2 stA \X ve stA � limxk = x0 olsun. Be 2 Y oldu¼gundan x0 = 0

oldu¼gunu kabul edebiliriz. E¼ger x 2 c ise bu durumda B 2 (c \X;Y ) olmas¬ndan

direkt olarak Bx 2 Y dir. Fakat e¼ger x 2 stAnc ise bu durumda Teorem 5.1.2 den

�A (K) = 0 olan bir K indis kümesi vard¬r öyleki z = (zk) x in NnK�k¬sm¬olmak

üzere limkzk = 0 d¬r. z 2 X oldu¼gundan Bz 2 Y dir. Böylece B[K]x 2 Y ve

Bx = Bz +B[K]x

oldu¼gundan dolay¬Bx 2 Y elde ederiz.�

Teorem 5.1.4 benzer olarak st0A uzay¬içinde ispatlanabilir.

Teorem 5.1.5: X bir k¬s¬m-kapal¬dizi uzay¬ve Y key�bir dizi uzay¬olsun. Bu

durumda B 2
�
st0A \X;Y

�
olmas¬için gerek ve yeter koşul B 2 (c0 \X;Y ) olmas¬

ve (5.1.2) nin gerçeklenmesidir (Kolk, 1993).

Önceki teoreme daynarak, e¼ger A düzgün regüler ise bu durumda (stA; Y ) ve�
st0A; Y

�
matris s¬n¬�ar¬n¬n (s; Y ) s¬n¬f¬ile çak¬̧st¬¼g¬n¬gösterelim.
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Teorem 5.1.6: Y 6= s bir altdizisel-kapal¬ dizi uzay¬ olsun. E¼ger A matrisi

düzgün regüler ise bu durumda (stA; Y ) =
�
st0A; Y

�
= (s; Y ) dir (Kolk, 1993).

·Ispat: (s; Y ) � (stA; Y ) �
�
st0A; Y

�
oldu¼gundan

�
st0A; Y

�
� (s; Y ) oldu¼gunu

ispatlamak yeterlidir. E¼ger B 2
�
st0A; Y

�
ise bu durumda Teorem 5.1.5 den (X = s

durumunda) �A (K) = 0 olan her K indis kümesi için B[K] 2 (s; Y ) dir. Böylece

Teorem 5.1.3 den B 2 (s; Y ) oldu¼gu ç¬kar.�

Teorem 5.1.3 de (i) ve (ii) koşullar¬n¬n denkli¼ginden aşa¼g¬daki sonuç verilebilir.

Sonuç 5.1.7: Teorem 5.1.6 n¬n kabulleriyle birlikte B 2
�
st0A; Y

�
( veya denk

olarak B 2 (stA; Y ) ) olmas¬için gerek ve yeter koşul B nin Y ye ait olan en fazla

sonlu say¬da s¬f¬rdan farkl¬sütunlara sahip olmas¬d¬r (Kolk, 1993).

Y = c durumunda bu sonuç Fridy�nin (1985) teoreminin bir geni̧slemesini verir.

Sonuç 5.1.8: E¼ger A düzgün regüler ise bu durumda tüm A�istatistiksel yak¬n-

sak dizileri onlar¬n A�istatistiksel limitlerine toplayan bir B matrisi yoktur (Kolk,

1993).

X = m için Teorem 5.1.4 uyguland¬¼g¬nda,

B 2 (stA \m;Y ) olmas¬için gerek ve yeter koşul B 2 (c; Y ) ve

B[K] 2 (m;Y ) (5.1.3)

olmas¬d¬r.

Teorem 5.1.5 den ise; B 2
�
st0A \m;Y

�
dir , B 2 (c0; Y ) dir ve (5.1.3) gerçek-

lenir.

Burada çok önemli olan durumlar Y = c ve Y = c0 durumlar¬d¬r. Bilinen (m; c)

ve (m; c0) matris karakterizasyonlar¬n¬kullanarak aşa¼g¬daki sonuçlara ulaş¬l¬r.

Sonuç 5.1.9: B 2 (stA \m;Y ) olmas¬için gerek ve yeter koşul B 2 (c; c) ve

lim
n

X
k2K
jbnk � bkj = 0

�
�A (K) = 0, bk = lim

k
bnk

�
(5.1.4)

olmas¬d¬r (Kolk, 1993).

Sonuç 5.1.10: B 2
�
st0A \m;Y

�
olmas¬için gerek ve yeter koşul B 2 (c0; c0)

ve

lim
n

X
k2K
jbnkj = 0 (�A (K) = 0) (5.1.5)
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olmas¬d¬r (Kolk, 1993).

Connor (1988) ve Kolk (1991) taraf¬ndan her p > 0 için stA \ m = wpA \ m

oldu¼gu ispatland¬. Böylece Sonuç 5.1.9 dan Teorem 1.2.18 in (Maddox,1974) aşa¼g¬-

daki geni̧slemesi do¼grudur:

B 2
�
wpA \m;Y

�
dir , B 2 (c; c) dir ve (5.1.4) gerçeklenir.

A = C1 durumunda Sonuç 5.1.10 , Connor (1988) Teorem 3.7 nin benzer bir

biçimi olur. Ayr¬ca regüler bir B matrisi için (5.1.4) koşulu (5.1.5) e indirgenir. E¼ger

ilave olarak, B negatif olmayan bir matris ise o zaman aşa¼g¬daki sonuca ulaş¬r¬z.

Sonuç 5.1.11: B negatif olmayan regüler bir matris olsun. Bu durumda B 2

(stA \m; c) olmas¬için gerek ve yeter koşul �A (K) = 0 iken �B (K) = 0 olmas¬d¬r

(Kolk, 1993).

Di¼ger bir ifadeyle bir önceki sonuç, "negatif olmayan regüler bir B matrisinin

A�istatistiksel s¬n¬rl¬dizileri limitleyebilmesi için gerek ve yeter koşul B nin 0 lar¬n

ve 1 lerin tüm A�istatistiksel s¬f¬r dizilerini s¬f¬r dizilere toplamas¬d¬r" şeklinde yo-

rumlanabilir. Özel olarak B = A durumunda Sonuç 5.1.11 aşa¼g¬daki sonuca geni̧sler

Sonuç 5.1.12: Negatif olmayan regüler bir A matrisi, tüm A�istatistiksel s¬n¬rl¬

dizileri onlar¬n A�istatistiksel limitlerine toplar (Kolk, 1993).

5.2 ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k ve Kuvvetli Toplanabilme Aras¬ndaki ·Içerme

Ba¼g¬nt¬lar¬

Toplanabilmenin klasik teorisinde matris metotlar¬önemli bir rol oynar. A =

(ank) reel veya kompleks say¬lar¬n sonsuz bir matrisi ve x = (xk) bir say¬ dizisi

olsun. ank � 0 olmak üzere tüm regüler A = (ank) matrislerinin kümesini �+

ile gösterelim. Örne¼gin C1 Cesàro matrisi negatif olmayand¬r ve regülerdir. Yani

C1 2 �+ d¬r. Benzer bir metot şu şekilde verilebilir.

Örnek 5.2.1: Lacunary Yak¬nsakl¬k (Freedman ve di¼g. 1978). � = fkrg bir

lacunary dizi olsun. Bir x = (xk) dizisi verildi¼ginde e¼ger

lim
r

1

hr

X
i2Ir

xi = l
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oluyorsa bu durumda x = (xk) dizisi l ye lacunary yak¬nsakt¬r. E¼ger

a�ri =

8<: 1=hr; i 2 Ir
0; di¼ger yerlerde

olmak üzere A� =
�
a�ri
�
matrisi göz önüne al¬n¬rsa bu durumda A��toplanabilme,

lacunary yak¬nsakl¬kt¬r. A� 2 �+ oldu¼gu aç¬kt¬r.

Toplanabilmenin matrissel olmayan bilinen bir örne¼gi hemen hemen yak¬nsakl¬k-

t¬r. Bu yak¬nsakl¬k Banach limitleri ile tan¬mlan¬r. Lorentz (1948), bir x = (xk)

dizisinin bir l say¬s¬na hemen hemen yak¬nsak olmas¬için gerekli ve yeterli koşulun

i ye göre düzgün olarak lim
n

1

n

nX
k=1

xk+i = l (5.2.1)

oldu¼gunu ispatlad¬. E¼ger B1i =
�
b1nk (i)

�
matrisleri

b1nk (i) =

8<: 1=n; 1 + i � k � n+ i

0; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlan¬rsa, (5.2.1) i

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k

b1nk (i) = l

formunda yazabiliriz.

Genel olarak, sonsuz matrislerin key�bir B =(Bi) ; Bi = (bnk (i)) dizisi için e¼ger

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k

bnk (i)xk = l

oluyorsa o zaman x = (xk) dizisi l ye B�toplanabilirdir denir ve bu durum B�limx =

l biçiminde gösterilir (Stieglitz, 1973).

Böyle bir metoda bazen toplanabilmenin dizisel bir metodu denir. Bizim bu-

radaki gösterimlerimizde hemen hemen yak¬nsakl¬k, B1 =
�
B1i
�
olmak üzere, B1�toplanabilme

ile çak¬̧s¬r.

Toplanabilmenin matris metotlar¬na benzer olarak, k¬s¬m 1.1 den e¼ger her x =

(xk) yak¬nsak dizisi B�toplanabilir ve B�limx = limkxk ise bu durumda dizisel olan

B toplanabilme metodu regülerdir denir. Ve benzer şekilde B =(Bi) metodunun

regüler olmas¬için gerekli ve yeterli koşullar
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(R1) Her k 2 N için i ye göre düzgün olarak limnbnk (i) = 0

(R2) i ye göre düzgün olarak limn
P
k bnk(i) = 1

(R3)
P
k jbnk(i)j <1 (n; i 2 N) ; 9 N supi2N;n>N

P
k jbnk(i)j <1

ile verilir (Teorem 1.1.36). bnk(i) � 0 olmak üzere tüm regüler dizisel B metotlar¬n¬n

kümesini R+ ile gösterece¼giz. Sabit bir B = (A) dizisi için B metodu , A metoduna

indirgendi¼ginden �+ � R+ oldu¼gunu söyleyebiliriz.

K = fkig bir indis kümesi olsun. Dizisel bir B 2 R+ metodu için �B (K) yo¼gun-

luk fonksiyonu aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 5.2.2: Bir K indis kümesinin karakteristik dizisi d ye B�toplanabilir

ise, yani

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k2K

bnk(i) = d

ise bu durumda K indis kümesi d ye eşit olan �B (K) ; B�yo¼gunlu¼guna sahiptir denir

(Kolk, 1998).

Özel olarak B =(C1) durumunda �B yo¼gunlu¼guna asimtotik yo¼gunluk denir.

B = B1 için �B; düzgün yo¼gunlu¼ga indirgenir (Freedman ve Sember, 1981). B =(A) ;

A 2 �+ durumunda B�yo¼gunluk �A; A�yo¼gunlu¼gudur.

Her yo¼gunlu¼ga karş¬l¬k istatistiksel yak¬nsakl¬k tan¬mlan¬r (Connor, 1990). Dolay¬s¬yla

B�yo¼gunlu¼gu kullanarak reel veya kompleks say¬lar¬n bir K cismi üzerinde Banach

uzay¬olan X uzay¬üzerinde B�istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 5.2.3: B 2 R+ ve x = (xk) bir X�de¼gerli dizi olsun. E¼ger her " > 0

için

�B (fk : kxk � lk � "g) = 0

ise bu durumda x dizisi bir l 2 X eleman¬na B�istatistiksel yak¬nsakt¬r denir ve

k¬saca st (B; X)� limx = l şeklinde gösterilir (Kolk, 1998).

st (B; X) sembolü ile tüm B�istatistiksel yak¬nsak X�de¼gerli dizilerin uzay¬n¬

gösterece¼giz. X de s¬f¬ra yak¬nsak B�istatistiksel yak¬nsak dizilerin uzay¬ise st0 (B; X)

ile gösterilecektir. B =(A) ; A 2 �+ durumunda st (B; X) ve st0 (B; X) yerine

s¬ras¬yla st (A;X) ve st0 (A;X) yaz¬l¬r.

Tan¬m 5.2.3 ün , B =(C1) için istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ (Fast,1951; Maddox,

1988), B =(A) içinA�istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬(Connor, 1989; Kolk, 1991), B =(A�)
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için lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬ (Fridy ve Orhan, 1993; Pehlivan ve Fisher,

1995), B =(B1) için düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬(Pehlivan, 1994) verdi¼gini görmek

zor de¼gildir.

(R1) e göre herhangi bir sonlu indis kümesinin B�yo¼gunlu¼gu s¬f¬r oldu¼gundan,

X deki her yak¬nsak dizi B�istatistiksel yak¬nsakt¬r. Yani tüm X�de¼gerli dizilerin

uzay¬c (X) olmak üzere

c (X) � st (B; X)

dir. Bu içerme kesin bir içermedir. E¼ger A düzgün regüler matris, yani A 2 �+ ve

(T4) limnsupk jankj = 0

ise

c (X) $ st (A;X) (5.2.2)

oldu¼gunu gösterebiliriz. Yukar¬daki özelli¼ge sahip tüm matrislerin kümesini U�+ ile

gösterece¼giz.

Lemma 5.2.4: A 2 U�+ olsun. Her sonsuz K indis kümesi �A
�
K

0
�
= 0 olacak

şekilde bir sonsuz K
0
alt kümesi içerir. Ayr¬ca (5.2.2) key� bir X Banach uzay¬için

gerçeklenir (Kolk, 1998).

·Ispat: Agnew (1946) aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧st¬r: " E¼ger A = (ank), (T4)

koşulunu ve her n 2 N için
P
k jankj < 1 koşulunu gerçeklerse bu durumda 0

lar¬n ve 1 lerin s¬f¬ra A�toplanabilir olan ¬raksak bir dizisi vard¬r." E¼ger A 2 U�+

ve K = fkig sonsuz bir indis kümesi ise bu durumda (an;ki) matrisi aç¬k olarak

Agnew�in teoreminin kabullerini gerçekler. Dolay¬s¬yla �i = 0 veya �i = 1 olacak

şekilde ¬raksak bir (�i) dizisi vard¬r öyleki

lim
n

X
i

an;ki�i = 0

d¬r. Böylece K
0
= fki : �i = 1g kümesi K n¬n �A

�
K

0
�
= 0 olacak şekilde bir sonsuz

alt kümesidir.

Öte yandan, kz0k = 1 olan sabit bir z0 2 X eleman¬için z = (�iz0) X de ¬raksak

bir dizidir fakat e¼ger K" = fi : k�iz0k � "g ise bu durumda 0 < " � 1 için K" = K
0

ve di¼ger durumlarda K" = ? oldu¼gundan st (A;X) � limz = 0 d¬r. Sonuç olarak

(5.2.2) gerçeklenir. �

Tan¬m 5.2.5:(Modülüs fonksiyonu) E¼ger f : [0;1)! [0;1) fonksiyonu
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(a) f (t) = 0, t = 0

(b) Her u; t � 0 için f (t+ u) � f(t) + f(u)

(c) f artan

(d) f; t = 0 da sa¼gdan süreklidir.

koşullar¬n¬gerçeklerse bu durumda f ye bir modülüs fonksiyonu denir.

(b) ve (d) den f nin [0;1) da heryerde sürekli oldu¼gu ç¬kar. Bir modülüs fonksiy-

onu s¬n¬rl¬veya s¬n¬rs¬z olabilir. Örne¼gin; f (t) = tp (0 < p � 1) fonksiyonu s¬n¬rs¬z,

f (t) = t= (1 + t) fonksiyonu s¬n¬rl¬d¬r.

Maddox (1986) klasik toplanabilme kavram¬n¬n aşa¼g¬daki gibi bir

genelleştirmesini verdi:

Verilen bir x = (xk) dizisi ve bir f modülüs fonksiyonu için e¼ger

lim
n

1

n

nX
k=1

f (jxk � lj) = 0

ise bu durumda x dizisi f modülüs fonksiyonuna göre l ye kuvvetli Cesàro toplan-

abilirdir denir.

Maddox (1988) taraf¬ndan, her f modülüs fonksiyonu için w (f) � st oldu¼gu ve

st � w (f) olmas¬için gerekli ve yeterli koşulun f nin s¬n¬rl¬olmas¬oldu¼gu gösterildi.

Burada w (f) ; f ye göre kuvvetli Cesàro toplanabilir dizilerin uzay¬n¬göstermekte-

dir. Maddox�un teoremlerinin baz¬

genelleştirmeleri Connor (1989), Kolk (1991), Nuray ve Savaş (1994), Pehlivan (1994),

Bilgin (1994) ve Pehlivan ve Fisher (1995) çal¬̧smalar¬nda bulunabilir. Biz bu sonuçlar¬

st (B; X) ve wp (B;F ;X) gibi daha genel X�de¼gerli dizilerin uzaylar¬na geni̧slete-

ce¼giz. Burada X bir Banach uzay¬, B = (Bi) regüler dizisel bir matris ve F = (fk)

modülüs fonksiyonlar¬n¬n bir dizisidir. Ayr¬ca burada bir uygulama olarak Pehlivan

ve Fisher�in (1995) iki teoremi düzeltilecektir.

Ruckle (1978), Maddox (1986) ve di¼ger yazarlar yeni dizi uzaylar¬kurmak için

modülüs fonksiyonlar¬n¬ kulland¬lar ve baz¬ dizi uzaylar¬ bir F = (fk) modülüs

fonksiyonlar dizisine göre tan¬mland¬. Bu tan¬mlamalarda F nin aşa¼g¬daki özellikleri

önemlidir:

(M1) inf
k
fk (t) > 0 (t > 0)

(M2) lim
t!0+

sup
k
fk (t) = 0
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(M3) sup
t
sup
k
fk (t) =M <1

Bir X Banach uzay¬için, w (X) ile tüm X�de¼gerli dizilerin uzay¬n¬, c0 (X) ile

X deki tüm s¬f¬ra yak¬nsak dizilerin uzay¬n¬gösterelim ve

c0 (F ; X) = fx = (xk) 2 w (X) : limkfk (kxkk) = 0g

olsun. X = K durumunda c0 (X) ve c0 (F ; X) yerine s¬ras¬yla c0 ve c0 (F) yazaca¼g¬z.

Aşa¼g¬da Kolk (1991, 1993) taraf¬ndan verilen baz¬tan¬mlar¬ve teoremleri hat¬r-

layal¬m.

Tan¬m 5.2.6: E¼ger

lim
n

X
k

ank kxk � x0kp = 0

ise, bir x = (xk) 2 w(X) dizisine kuvvetli olarak p > 0 indisi ile x0 2 X eleman¬na

A-toplanabilirdir denir. X deki tüm kuvvetli olarak A-toplanabilir dizilerinin kümesi

wpA(X) ile gösterilir.

Tan¬m 5.2.7: X bir Banach uzay¬, F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi,

x 2 w (X) veA 2 U�+ olsun. E¼ger en az bir l 2 X için

lim
n

X
k

ank [fk (kxk � lk)]p = 0

oluyorsa bu durumda x dizisi bir l ye kuvvetli wpA (F ; X)�toplanabilirdir denir ve

bu durum wpA (F)� limxk = l ile gösterilir.

Teorem 5.2.8: X bir Banach uzay¬ve F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi

olsun. Bu durumda

wpA (F)� limxk = l) stA � limxk = l

olmas¬için gerek ve yeter şart (M1) in gerçeklenmesidir (Kolk, 1991)

Lemma 5.2.9:(a) (M1) in gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul en az bir

t0 > 0 için infkfk (t0) > 0 olmas¬d¬r.

(b) (M2) nin gerçeklenmesi için gerek ve yeter koşul en az bir t0 > 0 için

supkfk (t0) <1 olmas¬d¬r (Kolk, 1993).

Teorem 5.2.10: c0 (X) � c0 (F ; X) içermesinin gerçeklenmesi için gerek ve

yeter koşul (M2) nin gerçeklenmesidir (Kolk, 1993).
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Aşa¼g¬daki lemma ters kapsam için bir gerekli ve yeterli koşul vermektedir.

Lemma 5.2.11: c0 (F ; X) � c0 (X) olmas¬için gerekli ve yeterli koşul (M1) in

gerçeklenmesidir (Kolk, 1998).

·Ispat: (xk) 2 c0 (F ; X) ve (xk) 2 c0 (X) olmas¬, (kxkk) 2 c0 (F) ve (kxkk) 2 c0
olmas¬na denk oldu¼gundan Kolk (1993) Teorem 5 den istenilen elde edilir. �

Aşa¼g¬daki tan¬m ve teoremler Pehlivan ve Fisher�e (1995) aittir.

Tan¬m 5.2.12: F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi, X bir Banach uzay¬

ve � = fkrg bir lacunary dizi olsun. Bu durumda N� (X) ve N� (X;F) uzaylar¬

N� (X) =

8<:x = (xk) 2 X : 9l 2 X için; lim
r

1

hr

X
k2Ir

kxk � lk = 0

9=;

N� (X;F) =

8<:x = (xk) 2 X : 9l 2 X için; lim
r

1

hr

X
fk

k2Ir

(kxk � lk) = 0

9=;
şeklinde tan¬mlan¬r.

Teorem 5.2.13: F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi ve X bir Banach

uzay¬ olsun. Bu durumda N� (X;F) � S� (X) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

infkfk (t) > 0 (t > 0) olmas¬d¬r (Pehlivan ve Fisher, 1995).

Teorem 5.2.14: F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi ve X bir Banach

uzay¬ olsun. Bu durumda S� (X) � N� (X;F) olmas¬ için gerek ve yeter koşul,

supkfk (t) <1 olmas¬d¬r (Pehlivan ve Fisher, 1995).

Klasik kuvvetli toplanabilme kavram¬n¬n ve kuvvetli hemen hemen yak¬nsakl¬k

kavram¬n¬n bir genelleştirmesi olarak, Maddox (1979) ve Mursaleen (1979) taraf¬n-

dan kuvvetli B�toplanabilme kavram¬verildi:

E¼ger

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k

bnk(i) jxk � lj = 0

oluyorsa bu durumda x = (xk) dizisi bir l say¬s¬na kuvvetli B�toplanabilirdir denir.

Kolk (1997) taraf¬ndan kuvvetli B�toplanabilmenin bir F = (fk) modülüs

fonksiyonlar dizisine göre aşa¼g¬daki genelleştirilmesi verildi:

Tan¬m 5.2.15: p>0; X bir Banach uzay¬, F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar

dizisi ve B; bnk(i) � 0 olan dizisel bir toplanabilme metodu olsun. Bir x = (xk) 2
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w (X) dizisi için e¼ger

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k

bnk(i) [fk (kxk � lk)]p = 0

oluyorsa bu durumda x dizisi bir l 2 X eleman¬na kuvvetli

(B; p;F )�toplanabilirdir denir ve bu durum k¬saca wp (B;F ;X)�limx = l şeklinde

gösterilir.

wp (B;F ;X) ile tüm kuvvetli (B; p;F)�toplanabilir dizilerin uzay¬n¬ göstere-

ce¼giz.

Tan¬m 5.2.15 in kayda de¼ger özel bir durumu aşa¼g¬daki örnekte verilmektedir.

Örnek 5.2.16: wp (B; f ;X) uzay¬. X bir Banach uzay¬, B; dizisel bir toplan-

abilme metodu ve p = (pk) ; supkpk = H < 1 olacak şekilde pozitif bir dizi olsun.

Bir f modülüs fonksiyonu için wp (B; f ;X) ile, l 2 X için

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k

bnk(i) [f (kxk � lk)]pk = 0

olacak şekildeki x = (xk) 2 w (X) dizilerinin uzay¬n¬ gösterelim. Bu durumda

wp (B; f ;X)� limx = l yaz¬l¬r.

E¼ger q = max f1;Hg ise bu durumda pk=q � 1 dir ve

fpk (t) = [f (t)]
pk=q

eşitli¼gi aç¬k olarak her k 2 N için bir modülüs fonksiyonu tan¬mlar. Böylece Fp =�
fpk
�
için �

fpk (kxk � lk)
�q
=
h
fpk=q (kxk � lk)

iq
= [f (kxk � lk)]pk

oldu¼gundan

wp (B; f ;X) = wq (B;Fp;X) (5.2.3)

bulunur.

wp (B;F ;X) � st (B; X) içermesi.

X bir Banach uzay¬olsun. X�de¼gerli bir y = (yk) dizisi ve skaler bir (ak) dizisi

için a:y = (akyk) diyelim. E¼ger K bir indis kümesi ise bu durumda y[K] ile � (K) y

dizisini gösterelim. Böylece

y
[K]
k =

8<: yk; k 2 K ise

0; di¼ger yerlerde
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olmak üzere y[K] =
�
y
[K]
k

�
d¬r.

Teorem 5.2.17: B 2 R+ ve F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi olsun.

E¼ger sonsuz bir K indis kümesi için

inf
k2K

fk (t) > 0 (t > 0) (5.2.4)

ise bu durumda wp (B;F ;X) � limy[K] = 0 iken st (B; X) � limy[K] = 0 d¬r (Kolk,

1998).

·Ispat: " > 0 olsun. (5.2.4) den fk (") > s (k 2 K) olacak şekilde bir s > 0

say¬s¬vard¬r.

L" =
n
k :
y[K]k

 � "o = fk 2 K : kykk � "g

şeklinde gösterilirse, fk
�y[K]k

� � fk (") > s oldu¼gundan, her i 2 N için
�n (i) =

X
k

bnk(i)
h
fk

�y[K]k

�ip � spX
k2L"

bnk(i)

elde edilir. Buradan da

X
k2L"

bnk(i) � s�p�n (i) (i; n 2 N)

olur. Böylece wp (B;F ;X)�limy[K] = 0, yani i ye göre düzgün olarak limn�n (i) =

0 ise bu durumda

�A (L") = lim
n
sup
i

X
k2L"

bnk(i) = 0

elde edilir. O halde st (B; X)� limy[K] = 0 d¬r.�

K = N için (5.2.4) koşulu (M1) e denktir. Buna göre Teorem 5.2.17 de y = xk� l

al¬n¬rsa aşa¼g¬daki teorem elde edilir.

Teorem 5.2.18: B 2 R+ olsun ve F = (fk) ; (M1) i gerçeklesin. Bu durumda

wp (B;F ;X)� limx = l) st (B; X)� limx = l (5.2.5)

dir (Kolk, 1998).

B ve F dizilerinin somut tan¬mlar¬ile ilgili olarak çeşitli özel durumlar vard¬r.

E¼ger f bir modülüs fonksiyonu ve p = (pk) pozitif tamsay¬lar¬n s¬n¬rl¬ bir dizisi

ise bu durumda Fp modülüs fonksiyonlar dizisi (M2) koşulunu gerçekler (Örnek
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5.2.16). Dolay¬syla (5.2.3) den Bilgin (1994) Teorem 1 in aşa¼g¬daki genelleştirmesini

verebiliriz.

Sonuç 5.2.19: B 2 R+ ve 0 < pk � supkpk = H < 1 olsun. Herhangi bir f

modülüs fonksiyonu için

wp (B; f ;X)� limx = l) st (B; X)� limx = l

dir (Kolk, 1998).

pk = 1 durumunda Sonuç 5.2.19 daha önceden Pehlivan (1994) (B = B1) ; Connor

(1989) (B = (A)) ve Maddox (1988) (B = (C1)) taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 5.2.19 da B = (A) ; A 2 �+ al¬n¬rsa aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç 5.2.20: A 2 �+ olsun. E¼ger F ; (M1) i gerçeklerse bu durumda

wp (A;F ;X)� limx = l) st (A;X)� limx = l (5.2.6)

dir (Kolk, 1998).

A = (A�) için Sonuç 3.4 Pehlivan ve Fisher�in sonucuna genelleşir (Teorem 5.2.13

de yeterlilik).

(5.2.6) dan wp0 (A;F ;X) � st0 (A;X) oldu¼gu ç¬kar. E¼ger A = I birim matris ise

bu içerme c0 (F ;X) � c0 (X) içermesine indirgenir ve böylece (M1) Lemma 5.2.11

den dolay¬gerçeklenir. Böylece I 2 �+ ile �+ matris s¬n¬f¬için Teorem 5.2.8 i yeniden

ispatlam¬̧s oluruz.

Sonuç 5.2.21: Her A 2 �+ için (5.2.6) gerektirmesinin gerçeklenmesi için gerek

ve yeter koşul (M1) in gerçeklenmesidir (Kolk, 1998).

Sonuç 5.2.20 ve Sonuç 5.2.21 do¼gal bir soruyu ortaya ç¬kar¬r: Key� bir A 2 �+

için (5.2.6) n¬n gerçeklenmesi için (M1) koşulu gerekli midir? E¼ger A düzgün regüler

ise bu durumda cevab¬n olumsuz oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Teorem 5.2.22: A 2 U�+ olsun. Modülüs fonksiyonlar¬n¬n infkfk (t) = 0

(t > 0) olan bir F = (fk) dizisi (5.2.6) do¼gru olacak şekilde vard¬r (Kolk, 1998).

·Ispat: A 2 U�+ oldu¼gundan Lemma 5.2.4 ten �A (K) = 0 olacak şekilde sonsuz

bir K = fkig indis kümesi vard¬r. i 2 K için fki (t) = i
�1t ve k 2 NnK için fk (t) = t

şeklinde tan¬mlan¬rsa

inf
k
fk (t) = lim

i
fki (t) = lim

i
i�1t = 0
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olur. E¼ger wp (A;F ;X)� limx = l ise bu durumda y = (xk � l) 2 wp0 (A;F ;X) dir.

�A (K) = 0 oldu¼gundan st (A;X)� limy[K] = 0 d¬r.

inf
k2NnK

fk (t) > 0 (t > 0)

oldu¼gundan ve y[K] aç¬k olarak wp0 (A;F ;X) e ait oldu¼gundan Teorem 5.2.17 ye göre

st (A;X)� limy[NnK] = 0 d¬r. Böylece

y = y[K] + y[NnK] 2 st0 (A;X)

olur. Bu ise st (A;X)� limx = l olmas¬n¬gerektirir. �

Uyar¬: Pehlivan ve Fisher ( 1995, Teorem 5.2.13), A = A�; p = 1 durumunda

(M1) koşulunun (5.2.6) gerektirmesi için gerekli ve yeterli koşul oldu¼gunu iddia et-

mektedir. A� 2 U�+ oldu¼gundan Teorem 5.2.22 bu teoremin k¬smen do¼gru ol-

mad¬¼g¬n¬gösterir. E¼ger A = A� ise (M1) koşulu (5.2.6) için gerekli de¼gildir.

(5.2.6) gerektirmesi için gerekli ve yeterli koşul aşa¼g¬daki teoremde verilmektedir

(Kolk, 1998).

Teorem 5.2.23: A 2 U�+ olsun ve kabul edelimki F = (fk) noktasal yak¬n-

sakt¬r. Bu durumda (5.2.6) gerektirmesinin do¼gru olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

lim
k
fk (t) > 0 (t > 0) (5.2.7)

olmas¬d¬r (Kolk, 1998).

·Ispat: " > 0 olsun. E¼ger (5.2.7) gerçeklenirse bu durumda fk (") � s (k � r)

olacak şekilde s > 0 ve r 2 N say¬lar¬bulabiliriz. Teorem 5.2.17 nin ispat¬ndaki gibi,

L" = fk : kxk � lk � "g olmak üzereX
k2L";k�r

ank � s�p
X
k�r
ank [fk (kxk � lk)]p (5.2.8)

dir. E¼ger wp (A;F ;X)� limx = l ise bu durumda (T1) den (5.2.8) eşitsizli¼gi n!1

için �A (L") = 0 olmas¬n¬gerektirir. Yani st (A;X)� limx = l dir.

Tersine, e¼ger (5.2.7) do¼gru de¼gilse bu durumda en az bir t0 > 0 için limkfk (t0) =

0 d¬r. A 2 U�+ oldu¼gundan Lemma 5.2.4 den �A (K) = 0 olacak şekilde sonsuz bir

K = fkig indis kümesi vard¬r. x = (xk) dizisini
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xk =

8<: 0; k 2 K ise

t0z; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada z 2 X; kzk = 1 dir. Bu durumda limk [fk (kxkk)]p =

0 d¬r ve A n¬n regülerli¼ginden wp (A;F ;X) � limx = 0 olur. Fakat 0 < " � t0 için,

(T2) den ve �A (K) = 0 oldu¼gundan

�A (fk : kxkk � "g) = lim
n

X
k

ank � �A (K) = 1

bulunur. Böylece (5.2.6) n¬n aksine st (A;X)� limx 6= 0 d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.�

st (B; X) � wp (B;F ;X) içermesi.

·Ilk teorem bahsedilen içerme için yeterli koşullar¬vermektedir.

Teorem 5.2.24: B 2 R+ olsun. E¼ger F = (fk) ; (M2) yi ve (M3) ü gerçeklerse

bu durumda

st (B; X)� limx = l) wp (B;F ;X)� limx = l (5.2.9)

dir (Kolk, 1998).

·Ispat: st (B; X)� limx = l; h (t) = supkfk (t) olsun ve " > 0 seçelim. Her i 2 N

için

�n (i) =
X
k

bnk(i) [fk (kxk � lk)]p

toplam¬n¬L" = fk : kxk � lk � "g ve fk : kxk � lk < "g üzerinden s¬ras¬yla
P
1 veP

2 şeklinde iki toplama ay¬ral¬m. Bu durumda (M3) denX
1

�Mpsup
i

X
k2L"

bnk(i) (5.2.10)

ve fk lar¬n artan olmas¬ndan dolay¬X
2

� [h (")]p sup
i

X
k

bnk(i)

dir. Böylece (R2) kullan¬larak

lim
n
�n (i) �Mp�B (L") + [h (")]

p

elde edilir ki �B (L") = 0 oldu¼gundan ve (M2) den i ye göre düzgün olarak limn�n (i) =

0 elde edilir. Yani wp (B;F ;X)� limx = l dir. �
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E¼ger (5.2.9) yaln¬zca X�de¼gerli s¬n¬rl¬ve kxk � N olan x = (xk) dizileri için

incelenirse bu durumda

fk (kxk � lk) � fk (N + klk) � h (N + klk)

olur. Sonuç olarak (5.2.10), M nin yerine h (N + klk) geldi¼ginde (M3) kabulü ol-

madan da gerçeklenir. O halde aşa¼g¬daki teoremi ispatlam¬̧s oluruz.

Teorem 5.2.25: B 2 R+ ve x = (xk) ; X de s¬n¬rl¬bir dizi olsun. E¼ger (M2)

gerçeklenirse bu durumda (5.2.9) gerektirmesi do¼grudur (Kolk, 1998).

f bir modülüs fonksiyonu ve 0 < pk � supkpk = H < 1 olsun. Bu durumda

F p modülüs fonksiyonlar dizisinin (M2) yi gerçeklemesi için gerek ve yeter koşul f

nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r. Ayr¬ca (5.2.3) ü kullanarak Teorem 5.2.24 ve Teorem 5.2.25

den şu sonuca ulaş¬r¬z.

Sonuç 5.2.26: f bir modülüs fonksiyonu ve p = (pk) ; supkpk = H <1 olacak

şekilde bir dizi olsun.

(i) E¼ger f modülüs fonksiyonu s¬n¬rl¬ve infkpk > 0 ise bu durumda

st (B; X)� limx = l) wp (B; f ;X)� limx = l

dir.

(ii) E¼ger x = (xk) ; X de s¬n¬rl¬bir dizi ise bu durumda

wp (B; f ;X)� limx = l) st (B; X)� limx = l

dir (Kolk, 1998).

Sonuç 5.2.26 n¬n baz¬özel durumlar¬, Bilgin (1994) (B = (C1)), Pehlivan (1994)

(B = B1; pk = 1) ve Connor (1989) (B =(A) ; pk = 1) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

`1 (X) ; tüm X�de¼gerli s¬n¬rl¬dizilerin uzay¬n¬göstersin. Teorem 5.2.11, 5.2.24

ve 5.2.25 birleştirildi¼ginde aşa¼g¬daki elde edilir.

Teorem 5.2.27: p > 0; B 2 R+ ve F = (fk) bir modülüs fonksiyonlar dizisi

olsun. Herhangi bir X Banach uzay¬için

(i) E¼ger (M1) ; (M2) ve (M3) gerçeklenirse st (B; X) = wp (B;F ;X) dir.

(ii) E¼ger (M1) ve (M2) gerçeklenirse st (B; X)\ `1 (X) = wp (B;F ;X)\ `1 (X)

dir (Kolk, 1998).
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A = (ank) 2 U�+ oldu¼gunu kabul edelim ve F = (fk) modülüs fonksiyonlar

dizisi (M2) yi gerçeklesin. Teorem 5.2.24 den (M3) koşulu

st (A;X)� limx = l) wp (A; f;X)� limx = l (5.2.11)

gerektirmesi için yeterlidir. (M3) ün genel olarak (5.2.11) gerektirmesi için gerekli ol-

mad¬¼g¬n¬görmek zor de¼gildir. Gerçekten Teorem 5.2.24 ün küçük bir modi�kasyonu,

e¼ger (M3) yerine sabit r için

sup
t
sup
k�r
fk (t) <1

al¬nd¬¼g¬nda (5.2.11) in (ve ayr¬ca (5.2.9) un) gerçeklendi¼gini gösterir. Böylece, örne¼gin

f1 (t) = t ve k � 2 için fk (t) = t= (1 + t) al¬n¬rsa (5.2.11) in gerçeklendi¼gini fakat

(M3) ün gerçeklenmedi¼gini al¬r¬z.

Uyar¬5.2.28: Pehlivan ve Fisher (1995, Teorem 5.2.14), (M3) ün p = 1; A = A�

ve F ; (M2) yi gerçekledi¼ginde (5.2.11) gerektirmesi için gerekli ve yeterli koşul

oldu¼gunu iddia etmektedir. Buradaki düşünceler (M3) ün gerekli olamayabilece¼gini

göstermektedir. Pehlivan ve Fisher�in ispat¬do¼gru de¼gildir. E¼ger � = fkrg bir lacu-

nary dizi ise bu durumda suptsupkfk (t) =1 olmas¬ndan genel olarak suptsuprfkr (t) =

1 olmas¬ç¬kmaz.

Aşa¼g¬da, (5.2.11) gerektirmesinin, düzgün regüler sat¬r-sonlu A matrisleri için

daha kesin bir karakterizasyonunu verelim.

Teorem 5.2.29: A 2 U�+ sat¬r-sonlu bir matris olsun ve kabul edelim ki F =

(fk) modülüs fonksiyonlar dizisi (M2) yi gerçekler.

(a) E¼ger F azalmayan ise bu durumda (5.2.11) do¼grudur , (M3) gerçeklenir.

(b) E¼ger F noktasal yak¬nsak ise bu durumda (M3), (5.2.11) i gerektirir ve

(5.2.11)

sup
t
lim
k
fk (t) <1 (5.2.12)

olmas¬n¬gerektirir (Kolk, 1998).

·Ispat: Teorem 5.2.24 den (5:2:11)) (M3) gerektirmesi (a) ve (b) durumlar¬n¬n

her ikisi içinde do¼grudur.

(5.2.11) in gerçeklendi¼gini kabul edelim. Sat¬r-sonlu ve düzgün regüler bir A

matrisi için aç¬k olarak

limnan;kn = 0
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d¬r. Burada an;kn ; A n¬n n:ci sat¬r¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬son eleman¬d¬r (yeterince büyük

n için). Ayr¬ca, (M2) den en az bir t0 > 0 için supkfk (t0) < 1 olur ve böylece,

Kolk (1993)Lemma 5.2.9 (b) den, her t > 0 için supkfk (t) < 1 dur. Buna göre,

e¼ger F = (fk) azalmayan ise o zaman F noktasal yak¬nsakt¬r ve (M3) ; (5.2.12)

ye indirgenir. Sonuç olarak, e¼ger F (M3) ü gerçeklemeyen azalmayan bir dizi veya

(5.2.12) yi gerçeklemeyen noktasal yak¬nsak bir dizi ise

lim
t!1

lim
k
fk (t) =1

elde ederiz. Dolay¬s¬yla Lemma 5.2.4 kullan¬larak her iki durumdada fn (i)g ; K =

fk (i)g
�
k (i) = kn(i)

�
ve 0 < t1 < t2 < ::: < ti < ti+1 < ::: say¬lar¬bulabiliriz öyleki

�A (K) = 0 ve

fk(i) (ti) �
�
1=an(i);k(i)

�1=p
(i 2 N) (5.2.13)

dir. Bu durumda x = (xk) dizisi, z 2 X; kzk = 1 olmak üzere

xk =

8<: tiz; k = k (i)

0; di¼ger yerlerde

X de s¬f¬ra A�istatistiksel yak¬nsakt¬r. Dolay¬s¬yla (5.2.11) den

lim
n

X
k

ank [fk (kxkk)]p = 0 (5.2.14)

d¬r. Fakat (5.2.13), (5.2.14) ün aksine

an(i);k(i)
�
fk(i) (kxkk)

�p � 1 (i 2 N)
olmas¬n¬gerektirir. O halde (5.2.13) gerçeklenmelidir.�

Teorem 5.2.23 ve Teorem 5.2.29 dan aşa¼g¬daki sonuç ç¬kar.

Sonuç 5.2.30: Kabul edelim ki A 2 U�+ sat¬r-sonlu bir matris olsun ve kabul

edelim ki F = (fk) modülüs fonksiyonlar dizisi (M2) yi gerçekler.

(a) E¼ger F azalmayan ise bu durumda

st (A;X) = wp (A;F ; X) (5.2.15)

dir.

(b) E¼ger F noktasal yak¬nsak ise bu durumda (5.2.7) ve (M2) ; (5.2.15) i gerek-

tirir ve (5.2.15), (5.2.7) yi ve (5.2.12) yi gerektirir (Kolk, 1998).
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Sabit bir F =(f) dizisi için (5.2.7) ve (M2) koşullar¬aç¬k olarak gerçeklenir fakat

(M3) koşulu f nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬na ba¼gl¬d¬r. Dolay¬s¬yla Sonuç 5.2.30 dan aşa¼g¬daki sonuç

elde edilir.

Sonuç 5.2.31: A 2 U�+ sat¬r-sonlu bir matris ve f bir modülüs fonksiyonu

olsun. Herhangi bir X Banach uzay¬için

st (A;X) = wp (A; f;X) (5.2.16)

olmas¬için gerekli ve yeterli koşul f nin s¬n¬rl¬olmas¬d¬r (Kolk, 1998).

Lacunary yak¬nsakl¬¼g¬n A� matrisi sat¬r sonlu oldu¼gundan ve A� 2 U�+ oldu¼gun-

dan Sonuç 5.2.30 ve Sonuç 5.2.31, Pehlivan ve Fisher�in (1995) sonucunun do¼grulan-

m¬̧s versiyonunu verir.

Sonuç 5.2.32: � bir lacunary dizi ve F = (fk) modülüs fonksiyonlar¬n¬n (M2)

yi gerçekleyen azalmayan bir dizisi olsun. Herhangi bir X Banach uzay¬ için ve

A = A� için (5.2.15) eşitli¼ginin gerçeklenmesi için gerekli ve yeterli koşul (5.2.7) ve

(M3) ün gerçeklenmesidir. fk = f ve A = A� için (5.2.16) eşitsizli¼ginin do¼gru olmas¬

için gerekli ve yeterli koşul f modülüs fonksiyonunun s¬n¬rl¬olmas¬d¬r (Kolk, 1998).

Uyar¬ 5.2.33: E¼ger X deki norm, X deki bir yar¬-norm ile yer de¼gi̧stirilirse

tüm düşüncelerimizin yine geçerli olaca¼g¬n¬not edebiliriz. Böylece, B�istatistiksel

yak¬nsakl¬k ve kuvvetli (B; p;F)-toplanabilme aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬rsa, tüm ön-

ermelerimiz lokal konveks X uzay¬ için de do¼gru olacakt¬r. X bir lokal konveks

Hausdor¤ topolojik uzay¬olsun öyleki onun topolojisi sürekli yar¬-normlar¬n bir G

sistemi ile tan¬mlans¬n.

E¼ger her " > 0 ve her g 2 G için

�B (fk : g (xk � l) � "g) = 0

ise bu durumda x = (xk) 2 w (X) dizisi bir l 2 X eleman¬na B�istatistiksel yak¬n-

sakt¬r.

Ayr¬ca e¼ger her g 2 G için

i ye göre düzgün olarak lim
n

X
k

bnk (i) [fk (g (xk � l))]p = 0

ise bu durumda x = (xk) 2 w (X) dizisi bir l 2 X eleman¬na kuvvetli (B; p;F)-

toplanabilirdir.
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5.3 Genelleştirilmi̧s ·Istatistiksel Yak¬nsakl¬k

Kolk (1998) A�istatistiksel yak¬nsakl¬k kavram¬n¬, Steiglitz�e (1973) ait olan

B�toplanabilme (veya FB�yak¬nsakl¬k) kavram¬n¬kullanarak

B�istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga genelleştirdi.

Bi = (bnk (i)) olmak üzere B =(Bi) sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Bu

durumda, x 2 `1 dizisi için e¼ger

lim
n
(Bix)n = limn

X
k

bnk (i)xk = B� limx; (i � 0 a göre düzgün olarak)

ise x dizisi B� limx de¼gerine FB�yak¬nsakt¬r (veya B�toplanabilirdir) denir.

B metodu regülerdir (Bell, 1973; Steiglitz, 1973) ,

(i) kBk <1;

(ii) Her k � 1 için i ye göre düzgün olarak lim
n
bnk (i) = 0;

(iii) i ye göre düzgün olarak lim
n

P
k

bnk (i) = 1

Kolk (1998), aşa¼g¬daki tan¬m¬vermi̧stir:

K = fkig � N olmak üzere e¼ger her i için ki < ki+1 oluyorsa K ya bir indis

kümesi denir. E¼ger K indis kümesinin karakteristik dizisi d ye B�toplanabilirse,

yani i ye göre düzgün olarak limn
P
k2K bnk (i) = d ise bu durumda K indis kümesi d

ye eşit olan �B (K) ;B�yo¼gunlu¼guna sahiptir denir (yani �B (K) = limn
P
k2K bnk (i) =

d dir).

<+ ile her n; k ve i için bnk (i) � 0 olan tüm regüler B metotlar¬n¬n kümesini

gösterelim.

B 2<+ olsun. E¼ger her " > 0 için

�B fk : jxk � Lj � "g = 0

olacak şekilde bir L say¬s¬ varsa x = (xk) dizisi L ye B�istatistiksel yak¬nsakt¬r

denir ve bu durumda stB � limx = L yaz¬l¬r. st (B) ile

tüm B�istatistiksel yak¬nsak dizilerin kümesini gösterece¼giz.

Özel olarak, e¼gerB =(C1) Cesàro matrisi ise bu durumdaB�istatistiksel yak¬n-

sakl¬k bilinen istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir. B =(A) içinse

A�istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir (Demirci, 2000). B =(A�) durumunda ise
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B�istatistiksel yak¬nsakl¬k lacunary istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga indirgenir (Fridy ve

Orhan, 1993).

B = B1 için B�istatistiksel yak¬nsakl¬k düzgün istatistiksel yak¬nsakl¬¼ga in-

dirgenir (Pehlivan, 1994). Burada B1 =
�
b1nk (i)

�
,

b1nk (i) =

8<: 1
n ; 1 + i � k � n+ i

0 ; di�ger yerlerde

şeklinde tan¬mlan¬r.

B�·Istatistiksel Cluster ve Limit Noktalar¬

Bu k¬s¬ma istatistiksel yak¬nsakl¬k ve B�istatistiksel yak¬nsakl¬k metodlar¬n¬n

birbirini gerektirmedi¼gini gösteren bir örnekle başlayal¬m.

Örnek 5.3.1: Sonsuz matrislerin

bnk (i) =

8>>><>>>:
1
i +

1
in ; k = n2 ise

1� n
i(n+1) ; k = n2 + 1 ise

0 ; di¼ger yerlerde

ile tan¬ml¬B =(Bi) dizisini ele alal¬m.

Her n; k için bnk (i) � 0 d¬r. Ayr¬ca

i) kBk = sup
n;i

P
k

jbnk (i)j <1

ii) Her k � 1 için i ye göre düzgün olarak lim
n
bnk (i) = 0

iii) i ye göre düzgün olarak

lim
n

1P
k=1

bnk (i) = lim
n

" P
k=n2+1

bnk (i) +
P
k=n2

bnk (i)

#
= lim

n

�
1
i +

1
in + 1�

n
i(n+1)

�
= 1 + 1

i �
1
i = 1

oldu¼gundan B 2<+ d¬r. Şimdi x = (xk) ve y = (yk) dizilerini

xk =

8>>><>>>:
0 ; k = n2 ise

1
k ; k = n2 + 1 ise

k ; di¼ger yerlerde

; n 2 N

ve

yk =

8>>><>>>:
k ; k = n2 ise

0 ; k = n2 + 1 ise

1 ; di¼ger yerlerde

; n 2 N
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şeklinde tan¬mlayal¬m. � fk : jxkj � "g 6= 0 oldu¼gundan x dizisi s¬f¬ra istatistiksel

yak¬nsak de¼gildir. Fakat x dizisi s¬f¬ra B�istatistiksel yak¬nsakt¬r. Di¼ger taraftan

� fk : jyk � 1j � "g = �
�
k : k = n2

	
= 0 oldu¼gundan st � lim y = 1 dir. Fakat

�B fk : jyk � 1j � "g = lim
n

P
k=n2

bnk (i) = lim
n

�
1
i +

1
in

�
= 1

i 6= 0 oldu¼gundan stB �

lim y 6= 1 dir.

Şimdi B metodu için baz¬benzer tan¬mlar¬verelim.

Tan¬m 5.3.2: B 2<+ olsun. E¼ger her " > 0 için fk : jxk � j < "g kümesinin

B�yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan farkl¬ise bu durumda  say¬s¬na x dizisinin birB�istatistiksel

cluster noktas¬denir (Mursaleen ve Edely, 2004).

Tan¬m 5.3.3:. B 2<+ olsun. E¼ger x dizisinin � ya yak¬nsayan indislerinin

B�yo¼gunlu¼gu s¬f¬rdan farkl¬olan bir alt dizisi varsa bu durumda � ya x dizisinin

bir B�istatistiksel limit noktas¬denir (Mursaleen ve Edely, 2004).

�x (B) ile x in B�istatistiksel cluster noktalar¬n¬n kümesini, �x (B) ile de x in

B�istatistiksel limit noktalar¬n¬n kümesini gösterece¼giz.

Yukar¬daki örnekten, �x (B) = f0g ve �x (B) = f0g , �y (B) = f0g ve �y (B) =

f0g oldu¼gunu görebiliriz.

Not edelimki Tan¬m 5.3.2 ve Tan¬m 5.3.3 de B =(A) için A-istatistiksel cluster

ve A-istatistiksel limit noktalar¬ tan¬mlar¬n¬ elde ederiz (Connor ve Kline,1996).

B =(C1) için s¬ras¬yla bu tan¬mlar bilinen istatistiksel cluster noktas¬ ve istatistiksel

limit noktas¬tan¬mlar¬na indirgenir (Fridy, 1993).

Bu k¬s¬m boyunca B 2<+ oldu¼gu göz önüne al¬nacakt¬r.

Tan¬m 5.3.4: Bir x = (xk) say¬dizisi için

Gx = fg 2 R : �B fk : xk > gg 6= 0g

ve

Fx = ff 2 R : �B fk : xk < fg 6= 0g

kümelerini tan¬mlayal¬m. Bu durumda x dizisinin B�istatistiksel üst limiti ve

B�istatistiksel alt limiti aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

stB � lim supx =

8<: supGx ; Gx 6= ? ise

�1 ; Gx = ? ise

ve
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stB � lim inf x =

8<: inf Fx ; Fx 6= ? ise

+1 ; Fx = ? ise

dir (Mursaleen ve Edely, 2004).

Tan¬m 5.3.5: Bir x say¬dizisi için e¼ger

�B fk : jxkj > dg = 0

olacak şekilde bir d say¬s¬varsa, x dizisine B�istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir.

Örnek 5.3.6: Örnek 5.3.1 de tan¬mlanan B matrisini alal¬m. z = (zk) dizisini

zk =

8>>><>>>:
0 ; k = n2 ise

1 ; k = n2 + 1 ise

k ; di¼ger yerlerde

; n 2 N

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada z nin üstten s¬n¬rs¬z fakat �B fk : jzkj > 1g = 0

oldu¼gundan B�istatistiksel s¬n¬rl¬ oldu¼gunu görürüz. Gz = (�1; 1) dir. Çünkü

g = 1 için �B fk : zk > 1g = �B
�
k : k 6= n2 ve k 6= n2 + 1

	
= 0 d¬r. Fakat g < 1;

g 2 R için �B fk : zk > gg = �B
�
k : k = n2 + 1

	
= 1� 1

i 6= 0 d¬r.

Benzer şekilde Fz = (0;1) oldu¼gu gösterilebilir. Buna göre stB � lim sup z = 1

ve stB � lim inf z = 0 olur. Ayr¬ca �z (B) = f0; 1g = �z (B) dir ve z dizisi ne

B�istatistiksel ne de istatistiksel yak¬nsakt¬r. Bu örnekte z dizisi B�istatistiksel

s¬n¬rl¬d¬r fakat B�istatistiksel yak¬nsak de¼gildir. Di¼ger taraftan, Örnek 5.3.1 deki y

dizisi istatistiksel yak¬nsak fakat B�istatistiksel s¬n¬rl¬de¼gildir.

Ayr¬ca not edelimki, stB � lim sup z; �z (B) nin en büyük eleman¬na, stB �

lim inf z ise �z (B) nin en küçük eleman¬na eşittir. Bu gözlemlerimiz bize en küçük

üst s¬n¬r kavram¬yard¬m¬yla kolayl¬kla ispatlanabilen aşa¼g¬daki sonucu verir.

Teorem 5.3.7: (a) E¼ger l1 = stB � lim supx sonlu ise bu durumda her pozitif

" say¬s¬için

(i) �B fk : xk > l2 � "g 6= 0 ve �B fk : xk > l1 + "g = 0 d¬r. Tersine e¼ger her

" > 0 için (i) geçerliyse bu durumda l1 = stB � lim supx dir.

(b) E¼ger l2 = stB � lim inf x sonlu ise bu durumda her pozitif " say¬s¬için

(ii) �B fk : xk < l2 + "g 6= 0 ve �B fk : xk < l2 � "g = 0 d¬r. Tersine e¼ger her

" > 0 için (ii) geçerliyse bu durumda l2 = stB � lim inf x dir (Mursaleen ve Edely,

2004).
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Tan¬m 5.3.2 ye göre, yukar¬daki teoremden şunu söleyebiliriz: stB� lim supx ve

stB � lim inf x, x dizisinin s¬ras¬yla en büyük ve en küçük B�istatistiksel cluster

noktalar¬d¬r.

Not edelim ki, B�istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k stB � lim supx in ve stB � lim inf x in

sonlu olmas¬n¬gerektirir. Böylece Teorem 5.3.7 deki (i) ve (ii) şartlar¬gerçeklenir.

Aşa¼g¬da Fridiy ve Orhan�¬n (1997) sonuçlar¬n¬n B�benzerlerini verece¼giz.

Bu k¬s¬mda �B (K) 6= 0 ile ya �B (K) > 0 yada K kümesi B�yo¼gunlu¼ga sahip

de¼gildir anlayaca¼g¬z.

Teorem 5.3.8: Her x reel say¬dizisi için stB � lim inf x � stB � lim supx dir

(Mursaleen ve Edely, 2004).

·Ispat. ·Ilk olarak stB�lim supx = �1 olsun. Bu ise Gx = ? olmas¬n¬gerektirir.

Böylece her g 2 R için �B fk : xk > gg = 0 d¬r. Buradan ise �B fk : xk � gg = 1

yaz¬labilir. Buna göre her f 2 R için �B fk : xk < fg 6= 0 , yani stB�lim inf x = �1

olur.

Şimdi ise stB�lim supx = +1 olsun. Bu durumda her g 2 R için �B fk : xk > gg 6=

0 d¬r. Bu ise �B fk : xk � gg = 0 olmas¬anlam¬na gelir. Böylece her f 2 R için

�B fk : xk < fg = 0, yani Fx = ? tur. Dolay¬s¬yla stB � lim inf x = +1 olur.

Son olarak kabul edelim ki l1 = stB� lim supx <1 olsun ve l2 = stB� lim inf x

diyelim. Verilen " > 0 için l1+" 2 Fx oldu¼gunu yani l2 � l1+" oldu¼gunu gösterelim.

Teorem 5.3.7 (a) dan l1 = supGx oldu¼gundan �B
�
k : xk � l1 + "

2

	
= 1 dir ve de

�B fk : xk < l1 + "g = 1 oldu¼gu ç¬kar. O halde l1+ " 2 Fx ve böylece l2 � l1+ " elde

edilir. " key� oldu¼gundan l2 � l1 oldu¼gunu göstermi̧s oluruz.

Uyar¬. (i) Herhangi x say¬dizisi için

liminfx � stB � lim inf x � stB � lim supx � limsupx

(ii) stB � lim supx in , x in en büyük B�istatistiksel limit noktas¬na eşit odu¼gu

söylenemez. Örne¼gin;

Crnk =

8<:
Ar�1n�k
Arn

; 0 � k � n ise

0 ; k > n ise

olsun. Burada Arn =
(r+1)(r+2):::(r+n)

n! ve Ar0 = 1 dir. E¼ger x dizisi Örnek 2.1.9

da verilen
�
0; 1; 0; 12 ; 1;

1
3 ;
2
3 ; 1; 0;

1
4 ; :::

	
dizisi ise, bu durumda �x (B) = [0; 1] ve
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�x (B) = ? dir. Üstelik �B fk : xk > 1� "g 6= 0 oldu¼gundan stB � lim supx = 1

dir.

Teorem 5.3.9: B�istatistiksel s¬n¬rl¬bir x dizisinin B�istatistiksel yak¬nsak

olmas¬için gerek ve yeter şart stB� lim inf x = stB� lim supx olmas¬d¬r (Mursaleen

ve Edely, 2004).

·Ispat. l1 = stB� lim supx ve l2 = stB� lim inf x diyelim. ·Ilk önce stB� limx =

L ve " > 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda �B fk : jxk � Lj � "g = 0 d¬r.

Dolay¬s¬yla �B fk : xk > L+ "g = 0 olur. Buradan l1 � L odu¼gu ç¬kar. Ayr¬ca

�B fk : xk < L� "g = 0 d¬r. Buradanda L � l2 oldu¼gu ç¬kar. Teorem 3.1 den

l1 = l2 elde ederiz.

Tersine kabul edelim ki l1 = l2 = L ve x, B�istatistiksel s¬n¬rl¬olsun. Bu du-

rumda " > 0 için Teorem 5.3.7. den �B
�
k : xk > L+

"
2

	
= 0 ve de �B

�
k : xk < L� "

2

	
=

0 elde ederiz. O halde stB � limx = L olur.

Teorem 5.3.10: E¼ger x say¬dizisi üstten s¬n¬rl¬ve L = stB � limsupx say¬s¬na

B�toplanabilir ise bu durumda x dizisi L ye B�istatistiksel yak¬nsakt¬r (Mursaleen

ve Edely, 2004).

·Ispat. Kabul edelimki x dizisi L ye B�istatistiksel yak¬nsak olmas¬n. Bu du-

rumda Teorem 5.3.9 dan stB � liminfx < L dir. Böylece �B fk : xk < Mg 6= 0

olacak şekilde bir M < L say¬s¬vard¬r. K 0 = fk : xk < Mg diyelim. Bu durumda

her " > 0 için �B fk : xk > L+ "g = 0 d¬r

K 00 = fk :M � xk � L+ "g veK 000 = fk : xk > L+ "g diyelim ve G = supkxk <

1 olsun. �B fK 0g 6= 0 oldu¼gundan sonsuz çokluktaki n de¼geri için

limsupn
X
k2K0

bnk (i) � d > 0

ve her n; i için

1X
k=1

jbnk (i)xkj <1
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olur. Şimdi

1P
k=1

bnk (i)xk =

 P
k2K0

+
P
k2K00

+
P

k2K000

!
bnk (i)xk

� M
P
k2K0

bnk (i) + (L+ ")
P
k2K00

bnk (i) +G
P

k2K000
bnk (i)

= M
P
k2K0

bnk (i) + (L+ ")
1P
k=1

bnk (i)� (L+ ")
P
k2K00

bnk (i) +O (1)

= �
P
k2K0

bnk (i) [�M + (L+ ")] + (L+ ")
1P
k=1

bnk (i) +O (1)

� L
1P
k=1

bnk (i)� d (L�M) + "
� 1P
k=1

bnk (i)� d
�
+O (1)

dir. " key� oldu¼gundan

liminfBx � L� d (L�M) < L

elde edilir. O halde x; L ye B�toplanabilir de¼gildir.�

Aşa¼g¬daki sonuç Teorem 5.3.10 un benzer bir ifadesidir.

Teorem 5.3.11: E¼ger x say¬dizisi alttan s¬n¬rl¬ve L = stB � liminfx say¬s¬na

B�toplanabilir ise bu durumda x dizisi L ye B�istatistiksel yak¬nsakt¬r (Mursaleen

ve Edely, 2004).

Not. Fridy ve Orhan�a (1997) benzer olarak, yukar¬daki Teorem 5.3.10 ve

Teorem 5.3.11 den x in s¬n¬rl¬l¬k şart¬ kald¬r¬lamaz veya B�istatistiksel s¬n¬rl¬l¬k

şart¬ile yer de¼gi̧stirilemez. Bunun için uyar¬(ii) deki B =(Crnk) matrisi ve Fridy ve

Orhan(1997) Örnek 2 deki

xk :=

8>>><>>>:
p
k ; k bir kare ise

0 ; kçift kare de¼gil ise

1 ; k tek kare de¼gil ise

dizisi ele al¬nabilir.
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VI. BÖLÜM

FUZZY SAYI D·IZ·ILER·INDE ·ISTAT·IST·IKSEL YAKINSAKLIK

6.1 Fuzzy Say¬Dizilerinin ·Istatistiksel Limit Noktalar¬

Bu k¬s¬mda Fridy�nin (1993) reel say¬dizileri için verdi¼gi istatistiksel limit ve

cluster noktas¬ tan¬mlar¬na karş¬l¬k gelen bir fuzzy say¬dizisinin istatistiksel limit

ve cluster noktalar¬kavramlar¬verilecektir. Daha sonra ise bilinen limit noktalar¬,

istatistiksel limit noktalar¬ve istatistiksel cluster noktalar¬kümeleri aras¬ndaki ili̧ski

incelenecektir.

D ile reel eksen üzerindeki tüm s¬n¬rl¬A =
�
A;A

�
kapal¬ aral¬klar¬n kümesini

gösterelim. A;B 2 D için

A � B , A � B ve A � B

d (A;B) := max
�
jA�Bj ;

��A�B���
tan¬mlayal¬m. d nin D üzerinde bir metrik ve (D; d) nin tam metrik uzay oldu¼gunu

görmek kolayd¬r. Ayr¬ca "�" D üzerinde bir k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

Bir fuzzy say¬s¬, R den [0; 1] aral¬¼g¬na tan¬ml¬aşa¼g¬daki koşullar¬

gerçekleyen bir X fonksiyonudur.

� X normaldir, yani X (x0) = 1 olacak şekilde bir x0 2 R vard¬r.

� X fuzzy konvekstir, yani herhangi x; y 2 R ve � 2 [0; 1] için

X (�x+ (1� �) y) � min fX (x) ; X (y)g dir.

� X üstten yar¬süreklidir.

� fx 2 R : X (x) > 0g kümesinin X0 ile gösterilen kapan¬̧s¬kompaktt¬r.

Bu özellikler her � 2 (0; 1] içinX� := fx 2 R : X (x) � �g =
�
X�; X

��
��seviye

kümesinin, X0 = lim�!0+X
� şeklinde tan¬mlanan X0 supportunda oldu¼gu gibi, R

nin boş kümeden farkl¬kompakt ve konveks bir alt kümesi oldu¼gunu gösterir.

Tüm fuzzy say¬lar¬n¬n kümesini L (R) ile gösterelim.

d (X;Y ) = sup
�2[0;1]

d (X�; Y �)



142

ile verilen d : L (R)� L (R)! R dönüşümünü tan¬mlayal¬m.

Puri ve Ralescu (1983), L (R) nin d metri¼gi ile bir tam metrik uzay oldu¼gunu

gösterdi. X;Y 2 L (R) için

X � Y , Herhangi bir � 2 [0; 1] için X� � Y �

tan¬mlayal¬m. E¼ger X � Y ve X�0 < Y �0 veya X
�0 < Y

�0 olacak şekilde bir

�0 2 [0; 1] varsa o zaman X < Y dir deriz.

Tan¬m 6.1.1: E¼ger her " > 0 için bir n0 = n0 (") pozitif say¬s¬

her k > n0 için d (Xk; X0) < "

olacak şekilde varsa o zaman X = fXkg fuzzy say¬dizisi X0 fuzzy say¬s¬na yak¬n-

sakt¬r denir ve limkXk = X0 yaz¬l¬r.

Tan¬m 6.1.2: X = fXkg bir fuzzy say¬dizisi ve  bir fuzzy say¬s¬olsun. E¼ger

X in  ya yak¬nsayan bir alt dizisi varsa bu durumda  say¬s¬na X dizisinin bir limit

noktas¬denir. LX ile X fuzzy dizisinin tüm limit noktalar¬n¬n kümesini gösterelim.

Şimdi Nuray ve Savaş (1995) taraf¬ndan verilen bir fuzzy say¬dizisinin istatis-

tiksel yak¬nsakl¬¼g¬tan¬m¬n¬verelim.

Tan¬m 6.1.3: E¼ger her " > 0 için
�
k 2 N : d (Xk; X0) � "

	
kümesinin do¼gal

yo¼gunlu¼gu s¬f¬r ise bu durumda X = fXkg fuzzy say¬dizisi X0 fuzzy say¬s¬na ista-

tistiksel yak¬nsakt¬r denir. Bu durumda st� limXk = X0 gösterimini kullanaca¼g¬z.

Aç¬k olarak, e¼ger bir fuzzy say¬ dizisi yak¬nsaksa bu durumda her " > 0 için

dizinin "�komşulu¼gu d¬̧s¬nda sonlu say¬da eleman kal¬r. Sonlu kümenin yo¼gunlu¼gu

s¬f¬r oldu¼gundan dizi istatistiksel yak¬nsak olmal¬d¬r. Bu iddian¬n tersi genel olarak

do¼gru de¼gildir.

Örnek 6.1.4: Her x 2 R için X = fXkg fuzzy say¬dizisi aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lans¬n:

Xk (x) :=

8>>>>>><>>>>>>:

0;

x� (k � 1) ;

�x+ k + 1;

x 2 (�1; k � 1) [ (k + 1;1)

x 2 [k � 1; k]

x 2 (k; k + 1]

9>>>=>>>;
E¼ger k = n2;

n = 1; 2; 3; ::: ise

� (x) ; di¼ger

Burada
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� (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1; 0) [ (2;1) ise

x; x 2 [0; 1] ise

�x+ 2; x 2 (1; 2] ise
Bu durumda her 0 < " < 1 için

K =
�
k 2 N : d (Xk; �) � "

	
= f4; 9; 16; 25; :::g

olur. � (K) = 0 oldu¼gundan X = fXkg dizisi � ye istatistiksel yak¬nsakt¬r fakat �

ye yak¬nsak de¼gildir.

Tan¬m 6.1.5:
�
Xk(j)

�
; X = fXkg n¬n bir alt dizisi olsun ve K := fk (j) : j 2 Ng

olmak üzere
�
Xk(j)

�
yi fXgK ile gösterelim. E¼ger � (fKg) = 0 ise o zaman fXgK

ya s¬f¬r yo¼gunluklu bir alt dizi veya ince alt dizi denir (Aytar, 2003).

Tan¬m 6.1.6: X = fXkg bir fuzzy say¬dizisi ve v bir fuzzy say¬s¬olsun. E¼ger

X dizisinin v ye yak¬nsak ince olmayan bir alt dizisi varsa bu durumda v ye X

fuzzy say¬dizisinin bir istatistiksel limit noktas¬denir (Aytar, 2003). �X ile X in

istatistiksel limit noktalar¬n¬n kümesini gösterelim.

Tan¬m 6.1.7:X = fXkg bir fuzzy say¬dizisi ve � bir fuzzy say¬s¬olsun. E¼ger

her " > 0 için

�
��
k 2 N : d (Xk; �) < "

	�
> 0

oluyorsa bu durumda � say¬s¬na X fuzzy say¬dizisinin bir istatistiksel cluster noktas¬

denir (Aytar, 2003). �X ile X in tüm istatistiksel cluster noktalar¬n¬n kümesini

gösterelim.

Teorem 6.1.8: E¼ger X = fXkg ve Y = fYkg, � (fk 2 N : Xk 6= Ykg) = 0 olacak

şekilde birer fuzzy say¬dizisi ise bu durumda �X = �Y ve �X = �Y dir (Aytar,

2003).

·Ispat. � (fk 2 N : Xk 6= Ykg) = 0 ve v 2 �Y olsun. Y nin v ye yak¬nsak ince

olmayan bir alt dizisi fY gK olsun. � (fk 2 N : k 2 K ve Xk 6= Ykg) = 0 oldu¼gundan

� (fk 2 N : k 2 K ve Xk = Ykg) > 0 d¬r. Buna göre , en son ki küme fXgK n¬n v ye

yak¬nsak bir fXgK0 ince olmayan alt dizisi oldu¼gu sonucunu verir. Dolay¬s¬yla v 2

�X ve �Y � �X dir. Simetriden �X � �Y dir. Böylece �X = �Y olur.

Şimdi � 2 �X alal¬m ve � (fk 2 N : Xk 6= Ykg) = 0 olsun. � 2 �X oldu¼gundan

her " > 0 için �
��
k 2 N : d (Xk; �) < "

	�
> 0 d¬r. Hemen her k için Xk = Yk
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oldu¼gundan her " > 0 için �
��
k 2 N : d (Yk; �) < "

	�
> 0 d¬r. Böylece � 2 �Y yani

�X � �Y elde edilir. Simetriden �Y � �X dir. Böylece �X = �Y olur.�

Teorem 6.1.9:. Herhangi bir X = fXkg fuzzy say¬dizisi için �X � �X dir

(Aytar, 2003).

·Ispat. v 2 �X olsun. Bu durumda X in v ye yak¬nsak ince olmayan bir
�
Xk(j)

	
alt dizisi vard¬r, yani

� (fk (j) 2 N : j 2 Ng) = d > 0

d¬r. Her " > 0 için
�
k 2 N : d (Xk; v) < "

	
�
�
k (j) 2 N : d

�
Xk(j); v

�
< "
	
oldu¼gun-

dan

�
k 2 N : d (Xk; v) < "

	
� fk (j) 2 N : j 2 Ng n

�
k (j) 2 N : d

�
Xk(j); v

�
� "
	

d¬r.
�
Xk(j)

	
, v ye yak¬nsak oldu¼gundan " > 0 için

�
k (j) 2 N : d

�
Xk(j); v

�
� "
	

kümesi sonludur. Böylece

�
��
k 2 N : d (Xk; v) < "

	�
� � (fk (j) 2 N : j 2 Ng)

��
��
k (j) 2 N : d

�
Xk(j); v

�
� "
	�

= d > 0

d¬r. Dolay¬s¬yla �
��
k 2 N : d (Xk; v) < "

	�
> 0; yani v 2 �X olur.

Teorem 6.1.10: Herhangi bir X = fXkg fuzzy say¬dizisi için �X � LX dir

(Aytar, 2003).

·Ispat. � 2 �X alal¬m. Her " > 0 için

�
��
k 2 N : d (Xk; �) < "

	�
> 0

d¬r. X in her " > 0 için K :=
�
k (j) 2 N : d

�
Xk(j); �

�
< "
	
ve � (fKg) > 0 olacak

şekilde ince olmayan bir alt dizisini alal¬m. K kümesinde sonsuz çoklukta eleman

bulundu¼gundan � 2 LX olur. �

Aşa¼g¬daki örnekten de görülece¼gi gibi yukar¬daki teoremin tersi genel olarak

do¼gru de¼gildir.

Örnek 6.1.11: Her x 2 R için X = fXkg fuzzy say¬ dizisi aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlayal¬m.

Xk (x) :=

8<: �1 (x) ; e¼ger k = n2 ise, n = 1; 2; :::

�2 (x) ; di¼ger yerlerde
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Burada

�1 (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1; 0) [ (2;1) ise

x; x 2 [0; 1] ise

�x+ 2; x 2 (1; 2] ise

�2 (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1; 3) [ (5;1) ise

x� 3; x 2 [3; 4] ise

�x+ 5; x 2 (4; 5] ise
Bu durumda her " > 0 için LX = f�1; �2g fakat �X = f�2g dir.

Teorem 6.1.12: X = fXkg bir fuzzy say¬dizisi olsun. E¼ger X0 := st� limkXk

ise bu durumda �X = �X = fX0g d¬r (Aytar, 2003).
·Ispat. ·Ilk önce �X = fX0g oldu¼gunu gösterelim. Kabul edelim ki �X =

fX0; Y0g ve d (X0; Y0) > 2" olsun. Bu durumda X = fXkg dizisinin s¬ras¬yla X0
a ve Y0 a yak¬nsak

�
Xk(j)

	
ve
�
Xl(i)

	
alt dizileri vard¬r.

�
Xl(i)

	
Y0 a yak¬nsak

oldu¼gundan her " > 0 için
�
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
� "
	
kümesi sonludur.

fl (i) 2 N : i 2 Ng =
�
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
< "
	
[
�
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
� "
	

oldu¼gundan

� (fl (i) 2 N : i 2 Ng) = �
��
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
< "
	�

+�
��
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
� "
	�

olur. Dolay¬s¬yla

�
��
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
< "
	�
> 0 (6.1.1)

dir. X0 := st� limkXk oldu¼gundan her " > 0 için

�
��
k 2 N : d (Xk; X0) � "

	�
= 0 (6.1.2)

olur. Böylece

�
��
k 2 N : d (Xk; X0) < "

	�
> 0

yazabiliriz. Her 0 < 2" < d (X0; Y0) için�
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
< "
	
\
�
k 2 N : d (Xk; X0) < "

	
= ?

dir. Buna göre

�
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
< "
	
�
�
k 2 N : d (Xk; X0) � "
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oldu¼gundan

�
��
l (i) 2 N : d

�
Xl(i); Y0

�
< "
	�
� �

��
k 2 N : d (Xk; X0) � "

	�
= 0

elde edilir. Bu, (6.1.1) ile çeli̧sir. O halde �X = fX0g olmal¬d¬r.

Şimdi ise �X = fX0; Z0g oldu¼gunu kabul edelim öyleki herhangi " > 0 için

d (X0; Z0) > 2" olsun. Bu durumda

�
��
k 2 N : d (Xk; Z0) < "

	�
> 0 (6.1.3)

d¬r. Her 0 < 2" < d (X0; Z0) için

�
k 2 N : d (Xk; X0) < "

	
\
�
k 2 N : d (Xk; Z0) < "

	
= ?

oldu¼gundan

�
k 2 N : d (Xk; X0) � "

	
�
�
k 2 N : d (Xk; Z0) < "

	
olur. Böylece

�
��
k 2 N : d (Xk; X0) � "

	�
� �

��
k 2 N : d (Xk; Z0) < "

	�
(6.1.4)

bulunur. (6.1.3) ten (6.1.4) ün sa¼g yan¬s¬f¬rdan büyüktür ve (6.1.2) den (6.1.4) ün

sol yan¬s¬f¬ra eşittir. Bu bir çeli̧skidir. O halde �X = fX0g olmal¬d¬r. �

Geriye kalan k¬s¬mda , klasik analizde reel say¬dizileri için verilen iki sonucun

istatistiksel benzerini fuzzy say¬dizileri için verece¼giz.

Teorem 6.1.13:(S¬k¬̧st¬rma) Her k 2 K � N, � (K) = 1 için Xk � Yk � Zk
ve � := st � limXk = st � limZk olsun. Bu durumda st � limXk = � dür (Aytar,

2003).

·Ispat.

A :=
�
k 2 N : d (Xk; �) � "

	
ve

B :=
�
k 2 N : d (Zk; �) � "

	
olsun. Her " > 0 için

�
k 2 N : d (Yk; �) � "

	
� A [B [Kc (6.1.5)
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oldu¼gunu gösterece¼giz. k0 2
�
k 2 N : d (Yk; �) � "

	
key�bir say¬olsun. Bu durumda

ya k0 2 K; yada k0 2 Kc dir. E¼ger k0 2 Kc ise bu durumda (6.1.5) gerçeklenir.

E¼ger k0 2 K ise o zaman Xk0 � Yk0 � Zk0 d¬r.

d (Yk0 ; �) = sup
�2[0;1]

max
���Y �k0 � ���� ; ��Y �k0 � ����	 � "

oldu¼gundan, supremum tan¬m¬n¬kullan¬rsak, bir �0 2 [0; 1] vard¬r öyleki her 0 <

" < e" için
max

n���Y �0k0 � ��0��� ; ��Y �0k0 � ��0��o � "� e"
olur. Buna göre ���Y �0k0 � ��0��� � "� e" (6.1.6)

veya ��Y �0k0 � ��0�� � "� e" (6.1.7)

d¬r. Genelli¼gi bozmadan (6.1.6) n¬n geçerli oldu¼gunu kabul edelim. Yk0 ve � nün

karş¬laşt¬r¬labilir olup olmamas¬na göre aşa¼g¬daki iki durum mümkündür:

(i) Y �0k0 < �
�0 ve � Y

�0
k0 < �

�0 veya Y
�0
k0 > �

�0 �

(ii) Y �0k0 > �
�0 ve � Y

�0
k0 < �

�0 veya Y
�0
k0 > �

�0 �

(i) durumunda, Y �0k0 � X
�0
k0
eşitsizli¼ginden ve (6.1.6) dan

���X�0
k0
� ��0

��� � " � e"
elde ederiz. e" key� seçildi¼ginden d (Xk0 ; �) � " elde edilir. Yani k0 2 A d¬r ve

böylece (6.1.5) geçerlidir.

(ii) durumunda benzer düşünceyle k0 2 A oldu¼gu gösterilebilir. Bu ise (6.1.5)

içermesini ispatlar.

� (A) = � (B) = � (Kc) = 0 oldu¼gu gerçe¼gini göz önüne alarak (6.1.5) içermesiyle

birlikte

�
��
k 2 N : d (Yk; �) � "

	�
� � (fA [B [Kcg) = 0

sonucuna ulaş¬r¬z. O halde Y = fYkg dizisi � say¬s¬na istatistiksel yak¬nsakt¬r.

Teorem 6.1.14: Her k 2 K � N, � (K) = 1 için Xk � Yk olsun. E¼ger �1 :=

st� limXk ve �2 := st� limYk mevcutsa bu durumda �1 � �2 dir (Aytar, 2003).
·Ispat. ·Ilk olarak teoremin varsay¬mlar¬ndan dolay¬�1 ve �2 nin karş¬laşt¬r¬labilir

oldu¼gunu göstermemiz gerekir. �1 := st � limXk ve �2 := st � limYk oldu¼gundan,
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K1 :=
�
k 2 N : d (Xk; �1) � "

	
ve K2 :=

�
k 2 N : d (Yk; �2) � "

	
olmak üzere her

" > 0 için

� (K1) = � (K2) = 0 ve � (Kc
1) = � (K

c
2) = 1 (6.1.8)

dir. Di¼ger taraftan � (K1 [K2) = 0 olmas¬ndan dolay¬� (Kc
1 \Kc

2) = 1 dir.

�1 ve �2 nin karş¬laşt¬r¬lamaz oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda �0 2 [0; 1]

için

(i) ��01 <��02 ve �1
�0 > �2

�0

(ii) ��01 >��02 ve �1
�0 < �2

�0

Sadece (i) durumunu ele alal¬m. (ii) durumu benzer şekilde elde edilebilir. (i)

nin gerçeklendi¼gini kabul edelim. "1 :=�
�0
2 ��

�0
1 ; "2 := �1

�0 � �2�0 olsun ve e" :=
min f"1; "2g diyelim. e" > 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. (6.1.8) eşitlikleri her " > 0 için geçerli

oldu¼gundan ayn¬zamanda herhangi 0 < " < e"
2 içinde gerçeklenir. Buna göre böyle

bir " için ve her k 2 Kc
1 \Kc

2 için

X�0
k < Y �0k ve Y

�0
k > X

�0
k

elde ederiz. � (Kc
1 \Kc

2) = 1 eşitli¼ginden

� (fk 2 N : Xk veYk karş¬laşt¬r¬lamaz g) = 1

elde ederiz. Bu ise � (fk 2 N : Xk � Ykg) = 1 ile çeli̧sir. Böylece �1 ve �2 karş¬laşt¬r¬la-

bilirdir.

Şimdi, �1 ve �2 karş¬laşt¬r¬labilir oldu¼gundan ya �1 � �2 , yada �1 > �2 dir.

Çeli̧ski için �1 > �2 oldu¼gunu kabul edelim. Her 0 < 2" < d (�1; �2) için

K \
�
k 2 N : d (Xk; �1) � "

	
�
�
k 2 N : d (Yk; �2) � "

	
\K

oldu¼gundan

�
�
K \

�
k 2 N : d (Xk; �1) � "

	�
� �

��
k 2 N : d (Yk; �2) � "

	
\K

�
(6.1.9)

d¬r. �
��
k 2 N : d (Yk; �2) < "

	�
= 1 ve � (K) = 1 oldu¼gundan (6.1.9) un sa¼g taraf¬1

e eşittir. Bu yüzden sol taraf¬da 1 e eşit olur. Bu ise �
��
k 2 N : d (Xk; �1) � "

	�
= 1

olmas¬anlam¬na gelip bir çeli̧skidir. Sonuç olarak �1 � �2 dir.�

6.2 Fuzzy Say¬Dizileri ·Için ·Istatistiksel Alt ve Üst Limit
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S¬n¬rl¬ve yak¬nsak fuzzy say¬dizileri ilk kez Matloka (1986) taraf¬ndan verildi ve

her s¬n¬rl¬dizinin yak¬nsak oldu¼gu gösterildi. Nanda (1989), s¬n¬rl¬ve yak¬nsak fuzzy

say¬dizilerinin uzaylar¬n¬çal¬̧st¬ve bunlar¬n tam metrik uzay olduklar¬n¬ispatlad¬.

Di¼ger taraftan Nuray ve Savaş, istatistiksel yak¬nsak ve istatistiksel Cauchy fuzzy

say¬ dizilerini tan¬t¬p ele ald¬. Daha sonra Nuray (1998), Savaş (2001) ve Kwon

(2000;2001) istatistiksel yak¬nsakl¬k teorisindeki baz¬ sonuçlar¬n fuzzy benzerlerini

verdi. Son olarak Aytar (2004), fuzzy say¬dizileri için istatistiksel limit ve cluster

noktalar¬kavramlar¬n¬çal¬̧st¬.

Şimdiye kadar, "sup" ve "inf" kavramlar¬ sadece s¬n¬rl¬ fuzzy say¬dizileri için

verildi (Fang ve Huang, 2004; Wu ve Wu, 1997). Bu k¬s¬mda istatistiksel s¬n¬rl¬

fuzzy say¬dizileri için istatistiksel alt limit ve üst limit kavramlar¬verilecektir. Daha

sonra ise, reel say¬ dizileri için Fridy ve Orhan (1997) taraf¬ndan belirtilen baz¬

sonuçlar¬n ayn¬ zamanda fuzzy say¬ dizileri içinde geçerli oldu¼gu ispatlanacakt¬r.

Fakat aşa¼g¬daki Örnek 6.2.3 den de görülece¼gi gibi, reel say¬ dizileri için öneme

sahip olan

st� liminfk!1xk = st� limsupk!1xk = x0 ise st� limk!1xk = x0

d¬r önermesi fuzzy say¬dizileri için geçerli olmayabilir. Bu k¬s¬mda, bu önermenin

herhangi istatistiksel s¬n¬rl¬fuzzy say¬dizisi için do¼gru bir ifadesi verilecektir.

E¼ger X;Y fuzzy say¬ dizileri için ne X � Y ne de Y � X ise o zaman X

ve Y fuzzy say¬dizileri karş¬laşt¬r¬lamazd¬r denir. Bu durumda X � Y gösterimi

kullan¬l¬r.

L (R) nin bir E alt kümesi verildi¼ginde e¼ger her X 2 E için X � � olacak şekilde

bir � fuzzy say¬dizisi varsa o halde E ye üstten s¬n¬rl¬d¬r, � ye ise E nin bir üst

s¬n¬r¬denir. E¼ger � bir üst s¬n¬r ve tüm �0 üst s¬n¬rlar¬için � � �0 ise bu durumda

� ye E nin en küçük üst s¬n¬r¬(supremum) denir. Bir alt s¬n¬r ve en büyük alt s¬n¬r

(in�mum) kavramlar¬ benzer şekilde tan¬mlan¬r. E¼ger E; hem alttan hem üstten

s¬n¬rl¬ ise E ye s¬n¬rl¬d¬r denir. Wu ve Wu (1997), E 2 L (R) s¬n¬rl¬ oldu¼gunda

supremumun ve in�mumun mevcut oldu¼gunu ispatlad¬.

Her X;Y; Z 2 L (R) için ve her � 2 [0; 1] için Z� :=X�+Y � ve Z
�
:= X

�
+ Y

�

ise o zaman Z; X ve Y nin toplam¬d¬r denir ve Z = X + Y şeklinde yaz¬l¬r.
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Bir � 2 L (R) fuzzy say¬s¬n¬ele alal¬m. �� :=
�
��; ��

�
; � 2 [0; 1] � nün ��seviye

kümeleri olsun. Verilen pozitif bir a say¬s¬ için � + a1 ve � � a1 fuzzy say¬lar¬n¬

aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m (Kaufman ve Gupta, 1984):

(�+ a1)
� :=

�
��; ��

�
+ [a; a] =

�
�� + a; �� + a

�

(�� a1)� :=
�
��; ��

�
� [a; a] =

�
�� � a; �� � a

�
Burada a1 (x) :=

8<: 1; e¼ger x = a ise

0; di¼ger
Aç¬k olarak (�+ a1) ; (�� a1) 2 L (R) dir. Ayr¬ca � � a1 < � < � + a1 ve

d (�; �+ a1) = d (�; �� a1) = a d¬r.

E¼ger fuzzy say¬lar¬n¬n fXk : k 2 Ng kümesi s¬n¬rl¬ise o zaman X = fXkg fuzzy

say¬dizisine s¬n¬rl¬d¬r denir.

X = fXkg fuzzy say¬dizisi için e¼ger

� (fk 2 N : Xk > �g [ fk 2 N : Xk � �g) = 0

olacak şekilde bir � fuzzy say¬s¬ varsa X dizisine üstten s¬n¬rl¬d¬r denir. Benzer

şekilde

� (fk 2 N : Xk < �g [ fk 2 N : Xk � �g) = 0

olacak şekilde bir � say¬s¬varsa X dizisine alttan s¬n¬rl¬d¬r denir. � ve � say¬lar¬na

ise s¬ras¬yla istatistiksel üst s¬n¬r ve istatistiksel alt s¬n¬r denir.

E¼gerX = fXkg dizisi hem alttan hemde üstten istatistiksel s¬n¬rl¬ise bu durumda

X dizisine istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r denir (Aytar ve di¼g., 2003).

Fuzzy say¬dizileri için istatistiksel alt limit ve üst limit.

Bu k¬s¬mda istatistiksel s¬n¬rl¬fuzzy say¬dizileri için istatistiksel alt limit ve üst

limit kavramlar¬verilecektir. Verilen bir X = fXkg dizisi için

AX := f� 2 L (R) : � fk 2 N : Xk < �g 6= 0g

AX := f� 2 L (R) : � fk 2 N : Xk > �g = 1g
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BX := f� 2 L (R) : � fk 2 N : Xk > �g 6= 0g

BX := f� 2 L (R) : � fk 2 N : Xk < �g = 1g

kümelerini tan¬mlayal¬m. AX veBX s¬ras¬yla istatistiksel alt s¬n¬rlar¬n ve istatistiksel

üst s¬n¬rlar¬n kümeleridir. E¼ger X = fXkg dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬ise bu durumda

bu kümelerin boş kümeden farkl¬olduklar¬aç¬kt¬r. Ayr¬ca AX ve BX kümelerinin

bir alt s¬n¬ra, AX ve BX kümelerinin bir üst s¬n¬ra sahip olduklar¬aç¬kt¬r. Buna

göre supremumun ve in�mumun varl¬k teoreminden (Fang ve Huang, 2004, Teorem

3.1) infAX ; supAX ; supBX ve infBX mevcut oldu¼gu sonucuna ulaş¬r¬z.

Teorem 6.2.1: E¼ger X = fXkg dizisi istatistiksel s¬n¬rl¬ ise bu durumda

infAX = supAX ve supBX = infBX dir (Aytar ve di¼g., 2006).

·Ispat. ·Ilk eşitli¼gi ispatlayal¬m. v := infAX ve � := supAX olsun. AX in ve AX

nin tan¬m¬ndan her ev 2 AX için v � ev ve her e� 2 AX için � � e� d¬r.
Her ev 2 AX ve e� 2 AX için

� (fk 2 N : Xk < evg) 6= 0 ve � (fk 2 N : Xk > e�g) = 1
dir. Buradan � (fk 2 N : Xk < evg \ fk 2 N : Xk > e�g) 6= 0 d¬r. Di¼ger bir ifadeylee� < Xk < ev olacak şekilde bir k 2 N say¬s¬vard¬r.

her ev 2 AX ; e� 2 AX için e� < ev (6.2.1)

d¬r. (6.2.1) den e� n¬n AX kümesinin bir alt s¬n¬r¬oldu¼gu ç¬kar. Bu durumda in�mum
tan¬m¬ndan e� � v = infAX
elde ederiz. Bu eşitsizlik her e� 2 AX için geçerlidir. Bu durumda supremum tan¬m¬n-
dan

� � v (6.2.2)

dir. Şimdi � < v durumunun olamayaca¼g¬n¬gösterelim.

Tersine, � < v oldu¼gunu kabul edelim. O halde

�� < v� veya �� < v�

olacak şekilde bir � 2 [0; 1] vard¬r. Belirlilik için

�� < v� (6.2.3)
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durumunu ele alaca¼g¬z ve bu durumda bunun bir çeli̧ski olaca¼g¬n¬gösterece¼giz.

b := v (��) olsun. b < � oldu¼gu aç¬kt¬r (b s¬f¬r olabilir). Ayr¬ca her � 2 (b; �]

için �� < v� eşitsizli¼gi geçerlidir. � (x) ve v (x) fonksiyonlar¬ üstten yar¬ sürekli

oldu¼gundan bir (z; �) noktas¬z 2
�
��; v�

�
; � 2 (b; �) ve

her � 2 [�; �] için �� < z; v�v� > z (6.2.4)

olacak şekilde vard¬r. 1 ve 2 fuzzy say¬lar¬n¬

1 :=

8>>>>>><>>>>>>:

0; x <xo

�; x 2 [xo; z) ise

1; x = z ise

0; x > z ise

2 :=

8>>>>>><>>>>>>:

0; x < z ise

�; x 2
�
z; x0

�
ise

1; x = x0 ise

0; x > x0 ise

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada xo := st� liminfX0
k� 1 ve x0 := st� limsupX

0
k+1

say¬lar¬sonludur.

� � 1; v � 2 (6.2.5)

oldu¼gunu göstermek zor de¼gildir. Bu

�� � st� liminfX�
k � st� liminfX

0
k > x

o = �
1
; �� < z = �

1

ve

vb � �� < z = b
2
; v� > z = �

2

olmas¬ndan ç¬kar ( (6.2.4) ). Şimdi ise

C1 :=
n
k 2 N : � 2 (�; �] için X�

k � z
o

C2 :=
n
k 2 N : � 2 (�; �] için X�

k � z
o

kümelerini ele alal¬m. C1 [ C2 = N olmas¬aç¬kt¬r. Bu yüzden

� (C1) + � (C2) � 1 (6.2.6)
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dir. ·Ilk olarak � (C1) > 0 oldu¼gunu kabul edelim. 2 fuzzy say¬s¬n¬n ve x
0 reel

say¬s¬n¬n yap¬s¬n¬göz önünde bulundurarak

her k 2 C1nK1 için Xk < 2

elde edebiliriz. BuradaK1 :=
�
k 2 N : � 2 [0; 1] için X�

k � x0
	
kümesidir. � (K1) =

0 oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla � (C1=K1) = � (C1) olur. Böylece

� (fk 2 N : Xk < 2g) � � (C1) > 0

bulunur. Bu ise 2 2 AX demektir. Buna göre infAX tan¬m¬ndan 2 � v = infAX
elde ederiz. Bu da (6.2.5) ile çeli̧sir (Yani v � 2 dir) :

Böylece � (C1) = 0 oldu¼gunu göstermi̧s olduk. (6.2.6) dan � (C2) = 1 olur. 1

fuzzy say¬s¬n¬n ve x0 reel say¬s¬n¬n yap¬s¬n¬göz önünde bulundurarak

her k 2 C2n (C1 [K2) için Xk > 1

elde ederiz. Burada K2 :=
�
k 2 N : � 2 [0; �] için X�

k < x
0
	
kümesidir. � (K2) = 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla � (C2n (C1 [K2)) = 1 sonucuna ulaş¬r¬z. Bu ise

� (fk 2 N : Xk > 1g) � � (C2n (C1 [K2)) = 1;

yani 1 2 AX olmas¬demektir. Böylece 1 � � = supAX olur. Bu ise (6.2.5) ile

çeli̧sir (Yani � � 1 dir).�

Tan¬m 6.2.2: E¼ger X = fXkg istatistiksel s¬n¬rl¬bir fuzzy say¬dizisi ise bu

durumda X = fXkg n¬n istatistiksel alt limiti

st� liminfX = infAX

ile verilir. Ayr¬ca X = fXkg n¬n istatistiksel üst limiti

st� limsupX = supBX

ile verilir (Aytar ve di¼g., 2006).

Teorem 6.2.1 den st� liminfX = supAX ve st� limsupX = infBX dir.
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Örnek 6.2.3: Her x 2 R için X = fXkg fuzzy say¬dizisi aşa¼g¬daki gibi tan¬m-

lans¬n:

Xk (x) :=

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

0;

x� (k � 1) ;

�x+ k + 1;

x 2 (�1; k � 1) [ (k + 1;1)

x 2 [k � 1; k]

x 2 (k; k + 1]

9>>>=>>>;
k = n2;

n = 1; 2; 3; ::: ise

�1 (x) ;
k tek ve

kare de¼gilse

�2 (x) ; di¼ger yerlerde

�1 (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1; 0) [ (2;1)

x; x 2 [0; 1]

�x+ 2; di¼ger yerlerde

�2 (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1; 3) [ (5;1)

x� 3; x 2 [3; 4]

�x+ 5; di¼ger yerlerde

Y = fYkg fuzzy say¬dizisi ise

Yk (x) :=

8>>>>>><>>>>>>:

�1 (x) ; k tek ve kare de¼gil ise

�2 (x) ; k tek ve kare ise

01 (x) ; k tek, kare de¼gil ise

Xk (x) ; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlans¬n. Not edelim ki Y = fYkg üstten s¬n¬rs¬z olmas¬na ra¼gmen,

karelerin kümesi s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip oldu¼gundan istatistiksel s¬n¬rl¬d¬r. Böylece

st� limsupY = supBY = �1 dir. Benzer şekilde st� liminfY = infAY = 01 dir.

Teorem 6.2.4: X = fXkg istatistiksel s¬n¬rl¬bir fuzzy say¬dizisi olsun. E¼ger

v := st� liminfX ise bu durumda her " > 0 için

� (fk 2 N : Xk < v � "1g) = 0 (6.2.7)

ve

� (fk 2 N : Xk < v + "1g [ fk 2 N : Xk � v + "1g) 6= 0 (6.2.8)
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d¬r (Aytar ve di¼g., 2006).

·Ispat. Tersine, � (fk 2 N : Xk < v � "1g) 6= 0 olacak şekilde " > 0 ¬n varl¬¼g¬n¬

kabul edelim. Buna göre v � "1 2 AX dir. Buradan v � v � "1 elde edilir. Bu bir

çeli̧skidir.

Şimdi ise (6.2.8) i gösterelim. Kabul edelim ki (6.2.8) eşitli¼gi do¼gru olmas¬n. Bu

durumda

� (fk 2 N : Xk < v + "1g) = 0 ve � (fk 2 N : Xk � v + "1g) = 0 (6.2.9)

olacak şekilde bir " > 0 vard¬r. Her k 2 N için sadece şu üç durum mümkündür:

Xk < v + "1; Xk � v + "1 ve Xk � v + "1. Bu durumda

fk 2 N : Xk < v + "1g [ fk 2 N : Xk � v + "1g [ fk 2 N : Xk � v + "1g = N

olur. Böylece (6.2.9) dan

� (fk 2 N : Xk � v + "1g) = 1

elde ederiz. Bu ise v + "1 2 AX olmas¬demektir. Dolay¬s¬yla v + "1 � supAX =

infAX = v yazabiliriz. Bu bir çeli̧skidir.�

Uyar¬1. Not edelim ki Teorem 6.2.4 ün tersi reel say¬dizileri için geçerlidir

fakat fuzzy say¬dizileri için aşa¼g¬daki örnekten de görülece¼gi gibi do¼gru olmayabilir.

X = fXkg dizisini

Xk (x) :=

8<: �1 (x) ; k bir tek say¬

�2 (x) ; di¼ger yerlerde

şeklinde tan¬mlayal¬m. Burada

�1 (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1;�1) [ (6;1)
x�1
4 ; x 2 [1; 5]

6� x; di¼ger yerlerde
ve

�2 (x) :=

8>>><>>>:
0; x 2 (�1; 2) [ (4;1)

x� 2; x 2 [2; 3]

4� x; di¼ger yerlerde
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Her " > 0 için (7) ve (8) koşullar¬�1 say¬s¬için gerçeklenmesine ra¼gmen �1 6=

st� liminfX dir. Burada

st� liminfX =

8>>>>>><>>>>>>:

0; x 2 (�1; 1) [ (4;1)
x�1
4 ; x 2

�
1; 73
�

x� 2; x 2
�
7
3 ; 3
�

4� x; di¼ger yerlerde

Teorem 6.2.4 ün benzer bir ifadesi st� limsupX için aşa¼g¬daki gibi verilebilir.

Teorem 6.2.5: X = fXkg istatistiksel s¬n¬rl¬bir fuzzy say¬dizisi olsun. E¼ger

� := st� limsupX ise bu durumda her " > 0 için

� (fk 2 N : Xk > �+ "1g) = 0 ve

� (fk 2 N : Xk > �� "1g [ fk 2 N : Xk � �� "1g) = 0
(6.2.10)

d¬r (Aytar ve di¼g., 2006).

·Ispat¬Teorem 6.2.4 deki gibi yap¬labilir. Ayr¬ca Uyar¬1 ile benzer olarak Teorem

6.2.5 in tersi genel olarak do¼gru de¼gildir.

Teorem 6.2.6: Herhangi bir istatistiksel s¬n¬rl¬X = fXkg fuzzy say¬dizisi için

st� liminfX � st� limsupX

dir.

·Ispat. st � liminfX = supAX ve st � limsupX = supBX dir. AX ve BX

kümelerinin tan¬m¬ndan AX � BX dir. Böylece supAX � supBX olur, bu ise ispat¬

tamamlar.

Teorem 6.2.7: Kabul edelim ki X = fXkg fuzzy say¬dizisi X0 a istatistiksel

yak¬nsak olsun. Bu durumda

st� liminfX = st� limsupX = X0

d¬r (Aytar ve di¼g., 2006).

·Ispat. Herhangi " > 0 alal¬m. X = fXkg dizisinin X0 a istatistiksel yak¬nsak

olmas¬ndan dolay¬

�
��
k 2 N : d (Xk; X0) � "

	�
= 0;

�
��
k 2 N : d (Xk; X0) < "

	�
= 1;
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�

 (
k 2 N : sup

�2[0;1]
d (X�

k ; X
�
0 ) < "

)!
= 1

dir. Di¼ger bir ifadeyle hemen her k için

sup
�2[0;1]

d (X�
k ; X

�
0 ) < "

veya

sup
�2[0;1]

jX�
k �X�

0 j < " ve sup
�2[0;1]

��X�
k �X

�
0

�� < "
dur. Bu durumda hemen her k için

X0 � "1 < Xk < X0 + "1

eşitsizli¼gi geçerlidir. Böylece

(1) � (fk 2 N : Xk < X0 + "1g) = 1 dir. Bu, X0 + "1 2 BX olmas¬demektir. Bu

durumda

st� limsupX = infBX := � � X0 + "1

olur.

(2) � (fk 2 N : Xk > X0 � "1g) = 1 dir. Bu, X0 � "1 2 AX olmas¬demektir. Bu

durumda

st� liminfX = supAX := v � X0 � "1

olur.

Bu eşitsizliklerden ve Teorem 6.2.6 dan,

X0 � "1 � v � � � X0 + "1

elde ederiz. Dolay¬s¬yla " > 0 key� say¬oldu¼gundan, v = � = X0 oldu¼gunu al¬r¬z. �

Aşa¼g¬daki örnek , Teorem 6.2.7 nin tersinin genel olarak geçerli olmad¬¼g¬n¬gös-

terir.

Örnek 6.2.8: X = fXkg fuzzy say¬dizisini ve � fuzzy say¬s¬n¬aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlayal¬m:

Xk (x) :=

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

x+ 1; �1 � x � 0 ise

�x+ 1; 0 � x � 1
2

�
5k�2
5k�1

�
ise

� 1
5k (x� 1) +

1
2 ;

1
2

�
5k�2
5k�1

�
� x � 1

2

�
15k�2
5k�1

�
ise

�x+ 2; 1
2

�
15k�2
5k�1

�
� x � 2 ise

0; di¼ger yerlerde
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� (x) :=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x+ 1; �1 � x � 0 ise

�x+ 1; 0 � x � 1
2 ise

1
2 ;

1
2 � x �

3
2 ise

�x+ 2; 3
2 � x � 2 ise

0; di¼ger yerlerde
Buna göre, st� limsupXk = st� liminfXk = � olur. Di¼ger taraftan, her k 2 N

için
���X1=2

k � �1=2
��� = ��1� 1

2

�� = 1
2 oldu¼gundan her k 2 N için d (Xk; �) � 1

2 dir.

Dolay¬s¬yla

�

��
k 2 N : d (Xk; �) �

1

2

��
=
1

2

olur. Sonuç olarak st� limXk mevcut de¼gildir.

Bir fuzzy say¬dizisinin istatistiksel yak¬nsakl¬¼g¬için yeterli koşulu vermeden önce

aşa¼g¬daki lemmay¬ispatlayal¬m.

Lemma 6.2.9: Verilen X ve � fuzzy say¬dizileri için aşa¼g¬dakiler denktir.

(i) d (X;�) � " (" > 0)

(ii) �� " 1 � X � �+ " 1 (Aytar ve di¼g., 2006).

·Ispat. d (X;�) = sup
�2[0;1]

max
���X� � ��

�� ; ��X� � ��
��	 oldu¼gundan (i) eşitsizli¼gi

her � 2 [0; 1] için
��X� � ��

�� � " ve
��X� � ��

�� � "
olmas¬ile denktir. Bu ise her � 2 [0; 1] için aşa¼g¬daki eşitsizliklerin gerçeklenmesi

anlam¬na gelir:

X� � �� + "; X� � �� + " ve X� � �� � "; X� � �� � "

Di¼ger bir ifadeyle, X � �+ " 1 ve X � �� " 1 olur.�

Teorem 6.2.10: st � limsupXk = st � liminfXk = � oldu¼gunu ve bir "0 > 0

say¬s¬n¬n, her bir " 2
�
0; "0

�
için fk 2 N : Xk � �+ "1g ve fk 2 N : Xk � �� "1g

kümeleri s¬f¬r yo¼gunlu¼ga sahip olacak şekilde var oldu¼gunu kabul edelim. Bu du-

rumda st� limXk = � dür (Aytar ve di¼g., 2006).
·Ispat. Herhangi " 2

�
0; "0

�
say¬s¬ alal¬m. st � liminfXk = � oldu¼gundan,

Teorem 6.2.4 den her " > 0 için

� (fk 2 N : Xk < �� "1g) = 0 (6.2.11)
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d¬r. Benzer şekilde, st� limsupXk = � oldu¼gundan Teorem 6.2.5 den her " > 0 için

� (fk 2 N : Xk > �+ "1g) = 0 (6.2.12)

d¬r. � (fk 2 N : Xk � �� "1g) = 0; � (fk 2 N : Xk � �+ "1g) = 0 ve (6.2.11), (6.2.12)

den � (K1 (")) = 1 ve � (K2 (")) = 1 dir. Burada

K1 (") := fk 2 N : Xk � �� "1g ve K2 (") := fk 2 N : Xk � �+ "1g kümeleridir.

Aç¬k olarak

K1 (") \K2 (") = fk 2 N : �� "1 � Xk � �+ "1g

dir. Lemma 6.2.9 dan

K1 (") \K2 (") =
�
k 2 N : d (Xk; �) � "

	
elde edilir.Böylece �

��
k 2 N : d (Xk; �) � "

	�
= 1 olur. Bu durumda

�
��
k 2 N : d (Xk; �) > "

	�
= 0 d¬r. " > 0 key�oldu¼gundan st�limXk = � sonucuna

ulaş¬r¬z.�

Teorem 6.2.11: E¼ger X = fXkg ve Y = fYkg istatistiksel s¬n¬rl¬ fuzzy say¬

dizileri ve � (fk 2 N : Xk 6= Ykg) = 0 ise bu durumda

(i) st� limsupX = st� limsupY

(ii) st� liminfX = st� liminfY

dir (Aytar ve di¼g., 2006).

·Ispat. (i) eşitli¼gini ispatlayal¬m. � (fk 2 N : Xk 6= Ykg) = 0 oldu¼gundan

f� 2 L (R) : � (fk 2 N : Xk > �g) 6= 0g = f� 2 L (R) : � (fk 2 N : Yk > �g) 6= 0gd¬r.

Yani BX = BY dir. Bu durumda supBX = supBY olur. Bu ise (i) yi ispatlar.
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