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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK, FUZZY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK ve
CORE TEOREMLERI UZERINE

Cemal BELEN
Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Danigman: Yrd. Dog. Dr. Mustafa YILDIRIM

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci béliimde, temel tanim ve teoremler verilmis ve kisaca istatistiksel yakin-
saklik kavrami tanitilmigtir. Daha sonra iki katl dizilerin istatistiksel yakinsakligi,
istatistiksel yakinsakhigin istatistiksel (C, 1) toplanabilmeden elde edildigi Tauberian
teoremleri ve p—istatistiksel yakinsak fonksiyon dizileri ele alinmigtir.

Ikinci boliimde, Fridy tarafindan verilen istatistiksel limit noktalar1 ve istatistik-
sel cluster noktalar1 kavramlar1 RV uzaymda incelenmistir.

Uciincii boliimde, Knopp cekirdegi, istatistiksel cekirdek, A—istatistiksel cekirdek,
Banach ¢ekirdegi, o —cekirdek ve I —cekirdek kavramlar: tanitilip bu kavramlar arasin-
daki iligkiler incelenmisgtir.

Dordiincii boliimde, say1 dizilerinin lacunary istatistiksel yakinsakligi ve lacunary
istatistiksel limit noktalar: ve iki katli dizilerin lacunary istatistiksel yakinsakligi ele
alinmigtir.

Besinci boliimde, genel olarak, istatistiksel yakinsaklik ile kuvvetli toplanabilme
arasindaki icerme bagintilar: verilerek bu bagintilarla ilgili teoremler ispatlanmigtir.

Son boliimde ise fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel limit noktalar1 ve istatistiksel
alt ve iist limit kavramlar: ele alinmigtir.

Anahtar Kelimeler: Matris doniisiimii, Yogunluk, Istatistiksel yakinsaklik,

Tauberian teoremi, Istatistiksel limit noktasi, Bir dizinin cekirdegi, Fuzzy say1 dizisi



ii

SUMMARY

MSc Thesis

ON STATISTICAL CONVERGENCE, STATISTICAL CONVERGENCE OF
SEQUENCES OF FUZZY NUMBERS and CORE THEOREMS

Cemal BELEN
Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied
Science of Department of Mathematics

Advisor: Asoc. Proff. Dr. Mustafa YILDIRIM

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, fundamental definitions and theorems, and the concept of
statistical convergence have been given shortly. Later, statistical convergence of
double sequences, Tauberian theorems which follows from statistical summability
(C,1) and p—statistically convergent function sequences have been considered.

In the second chapter, the concepts of statistical limit points and statistical
cluster points, introduced by Fridy, have been examined in RY space.

In the third chapter, the concepts of Knopp core, statistical core, A—statistical
core , Banach core, o—core and I—core have been investigated and the relations
between these concepts have been examined.

In the fourth chapter, Lacunary statistical convergence, lacunary statistical limit
points for single sequences and lacunary statistical convergence of multiple sequences
have been considered.

In the fifth chapter, in general, inclusion relations between statistical convergence
and strong summability have been given and theorems concerned with these relations
have been proved.

In the last chapter, the concepts of statistical limit points and statistical limit

inferior and limit superior for sequences of fuzzy numbers have been considered.
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GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik ilk defa Polonya’da Wroclaw Universitesinde bir konfer-
ansta Steinhaus (1949) tarafindan verilmistir. Daha sonra Fast (1951) tarafindan
caligtlmigtir. Bir ¢ok bilim adami tarafindan ele alinan istatistiksel yakinsaklik, 6zel-
likle reel ve fonksiyonel analizde, toplanabilme teorisinde, 6l¢iim teorisinde ve olasilik
teorisinde onemli bir yere sahiptir. Son yillarda bu alanlardaki énemli ¢aligmalar
Connor, Fridy, Khan, Kolk, Maddox, Miller, Moricz, Orhan, Pehlivan tarafindan
yapilmistir ve hizli bir sekilde devam etmektedir.

Bir dizinin gekirdegi kavrami ilk kez Knopp (1930) tarafindan verilmis ve daha
sonra ozellikle Cooke (1950), Shcherbakov (1977), Maddox (1979), Das (1987),
Choudhary (1988) tarafindan yapilan galigmalara bagh olarak geligim gostermistir.
Ayrica bir dizinin istatistiksel gekirdegi, A—istatistiksel ¢ekirdegi, Banach cekirdegi,
o—qgekirdegi ve I— c¢ekirdegi kavramlar: Fridy, Orhan, Demirci, Loone ve Yardimci
tarafindan ele alinmistir.

Son yillarda, Pringsheim (1900) tarafindan verilen iki kath dizilerin yakinsak-
lig1 kavraminin istatistiksel yakinsaklik ve cekirdek teoremleri {izerine genislemeleri
goriilmektedir. Bu geniglemeler, Mursaleen ve Edely (2003), Moricz (2003), Savas
ve Patterson (2006) tarafindan yapilan ¢alismalarda ¢n plana ¢gikmaktadir.

Fuzzy say1 dizilerinin istatistiksel yakinsakligi, istatistiksel limit noktalari, ista-
tistiksel alt ve tist limitleri gibi kavramlar: oldukca giinceldir ve istatistiksel yakin-
sakligin tiim alt alanlari iizerinde hizh bir gelisim gostermektedir.

Hazirlanan bu yiiksek lisans tezinde biitiin bu kavramlarin incelenip derlenmesi

amaglanmigtir.
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I. BOLUM

ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu kisimda, ¢alismanin 6énemli boliimlerinde sik sik kullanilacak olan bazi  dizi
uzaylar1 ve bu dizi uzaylar1 arasinda tanimli matris doniisiimleri ile ilgili tanimlar

ve teoremler verilecektir.

Dizi Uzaylar1 ve Matris Doniisiimleri
Tanim 1.1.1: Kompleks ya da reel terimli tiim dizilerin uzayini s, sinirhi diziler
uzaymi f, yakinsak diziler uzaym c, sifira yakinsak diziler uzayini cg ile gostere-

cegiz. Yani

m = by ={x=(2,)| supn|zn| <oo}
¢ : ={x=(z,) | limpz, =m, mevcut }
co  ={z=(z,)]| limpz, =0}

dir. ¢, ¢g ve Uy uzaylan || x ||co= sup, | =, | normuyla birlikte birer Banach
uzayidirlar.

Bir matris doéniistimiiniin, cg, ¢, fs gibi dizi uzaylar1 iizerinde siirhh bir
lineer doniisiim belirlemesi icin gerekli ve yeterli kosullar bilinmekte olup, bunlar bu
kisimda ispatsiz olarak verilecektir.

Tanim 1.1.2: A = (anx), (n,k = 0,1,2,...) reel veya kompleks terimli bir

sonsuz matris olsun. Verilen bir x = (xy) dizisi icin

Yn = An(x) ::Zankxka (’I’LZO,LQ,...) (111)
k=0

yakinsak ise Ax = (A,(z)) doniisiim dizisi mevcuttur denir. Eger X ve Y, tiim
diziler uzay: s nin iki alt ciimlesi olmak {izere her x € X icin (A, (z)) doniistim dizisi
mevcut ve (A,(x)) € Y ise A matrisi X den Y ye bir doniisiim tanimlar denir ve
A € (X,Y) ile gosterilir. Eger A,(x) — zo (n — 00) ise (z,) dizisine z¢ degerine
A—toplanabilirdir (veya A—limitlenebilirdir) denir ve bu durum A — limz = x ile

gosterilir. Toplam1 veya limiti koruyan matrislerin simfi ise (X, Y, p) ile gosterilir.
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Eger A € (¢, c) ise A ya konservatif, A € (c,¢;p) ise A ya regiiler matris denir.
(1.1.1) serisi her n icin yakinsak olacagindan matris doniisiimlerinin lineer oldugu
aciktir. Simdi toplanabilme teorisinde biiyiik 6neme sahip bir matris érnegi verelim.

Ornek 1.1.3: Bir 2 = () dizisini, onun aritmetik ortalamasi olan

_SL‘()—{—CL‘l—I—...—I-.’En
N n+1

n

dizisine doniistiiren operatore Cesaro operatorii denir ve (C, 1) veya C] ile gosterilir.

Agikga bu operatore karsilik gelen matris

1 0 0
1 1
11
- 2 2
Go= 0
3 3

Wl

ile verilir.
Teorem 1.1.4: A € (oo, lo0) olmast icin gerekli ve yeterli kosul || A [|oo:=

SUPn Y j, | Gnk |< 00 olmasidir (Maddox 1970, sh.174 ).

Teorem 1.1.5: (Kojima-Schur) A € (¢, ¢) olmast icin gerekli ve yeterli kosul
() 1) A flooi= supn Sy | ank |< 00
(ii) limy Y232, ank = ap ( her sabit p ¢in )
ozelliklerinin gerceklenmesidir (Maddox 1970, sh.166).
Teorem 1.1.6:(Silverman-Teoplitz) A € (c,c;p) olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul
(1) 1| A lloo= stpn S | ank |< 00
(ii) limpan, = 0 (her sabit k igin)
(ili) limp > p ang =1
kosullarinin gergeklenmesidir (Maddox 1970, sh.165).
Teorem 1.1.7 :(Schur Teoremi) A € ({,c) olmasi igin gerek ve yeter sart,

> & lank| serisinin n ye gore diizgiin yakinsak ve

Her k icin limya,,r = o mevecut

olmasidir (Maddox, 1970, sh 169).
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Tanim 1.1.8 Eger A ve B iki regiiler matris ve (xy), bir dizi olmak iizere

(e.) o0
’ " L.
x, = E Akl , T, = E bprxr  (‘her n igin )
k=1 k=1

tanimh olsun. Eger z, — z,, — 0 (n — o0) ise, A ve B matrislerine (z) dizilerinin
verilen bir simifi iizerinde mutlak denk matrisler denir (Cooke, 1950, sh 169)

Tanim 1.1.9 : A = (aux),n,k =0,1,2,... kompleks sayilarin bir sonsuz matrisi
olsun. Bu durumda

ca={zxes: Az ec}

ciimlesine A matrisinin yakinsaklik alani (veya toplanabilirlik alani) denir.
Tanim 1.1.10: Eger k£ > n icin a,, = 0 ve her n icin ay, # 0 ise bu durumda
A = (ank) ya bir normal matris (veya iicgensel matris ) denir.
Tamim 1.1.11: A € B(c) olsun. Bu durumda ay, := lim,, a,y (her sabit k icin)

olmak iizere a; = 0 ise A ya carpimsal matris ,

X(A) :=lim Z Ank — Z ay
k k

sayisina A nin karakteristigi denir. y(A) # 0 ise A ya co-regiiler matris ve x(A4) =0
ise A ya co-null matris denir.

Tanim 1.1.12: Eger bir A matrisinin her bir satirinda sifirdan farkli sonlu tane
terim varsa A matrisine satir-sonlu matris denir.

Tanim 1.1.13: Eger A regiiler ve

o0
fim ) | an 1= 1
ise bu durumda A = (a,)) matrisine hemen hemen pozitiftir denir (Simmons, 1969).

Tanim 1.1.14: Eger 0 < a <1vez,y € Aiken ax+ (1 —«a)y € A ise bir E
vektor uzaymin A alt kiimesine konvekstir denir.

Tanim 1.1.15: X bir vektor uzay1 olsun. Eger her z,y € X igin f(z +y) <
f(z)+ f(y) ve her a > 0 igin f(ax) = af(x) dzellikleri gergekleniyor ise f fonksiy-
oneline alt lineer fonksiyonel denir.

Tamim 1.1.16: A bir E vektor uzaymin bog olmayan alt kiimesi olsun. A y1

iceren F nin biitiin alt vektor uzaylarinin arakesitine A nmin lineer hull’u denir.
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Boylece A nin F' lineer hull’'u A y1 iceren E nin bir alt vektor uzayidir. Acikca
F, A y1igeren E nin en kiigiik alt uzayidir. Yani eger G, A C G olan bir vektor
uzayi ise F' C G dir.

Lemma 1.1.17: Bir F vektor uzaymnin bog olmayan A alt kiimesinin lineer
hull’ii, A nin elemanlarimin biitiin sonlu lineer kombinasyonlarinin kiimesidir (Brown,
1970 sh 95)

Tanim 1.1.18: A bir F normlu uzayimin bir bog olmayan alt kiimesi olsun. A
y1 igeren F nin biitiin kapali alt vektor uzaylarinin arakesitine A nin kapali lineer
hull’ii denir.

A nmin kapali F' lineer hull’i agikca F nin bir alt vektor uzayidir, ve F nin kapali
bir alt kiimesidir. (Ciinkii kapal kiimelerin herhangi bir ailesinin kesigimi kapalidir.)
(Brown, 1970 sh 96)

Acgik¢a F'; E nin en kiigiik kapal alt uzayidir.(Eger G, A C G ve E nin kapali
alt vektor uzayi ise F' C G dir.)

Lemma 1.1.19: Bir normlu F uzaymin bir bog olmayan kapali lineer hull’ii A
nin lineer hull’iiniin kapamsidir. (Brown, 1970 sh 96)

Tanim 1.1.20 (Banach Limitleri): D, D(zg,x1,z2, ) = (z1,%2,23, ),
D?(zg, 21,72, ) = (w2, 23,24, ), -+ seklinde tanimh shift operator olsun. mgy =
{s €m: Dst—s € ¢y} diyelim. Simdi m yi reel terimli sinirh diziler uzay:1 olarak
gozoniine alahm ve E, m nin e = (1,1,1,---) € E ve x € E, Dz € E olacak sekilde

alt vektor uzayi olsun. £, her z € F igin

x>0= L(z)>0

Le)=1

L(Dz) = L(z)
olacak sekilde biitiin L : £ — R lineer fonksiyonellerin ciimlesi olsun. Eger £ = £,,
dersek bir L € £ fonksiyoneline Banach limiti denir.

Tanim 1.1.21: Smurh reel bir (x,,) dizisi verildiginde her L Banach limiti i¢in
L(zy,) = xy oluyorsa, (z,,) dizisine hemen hemen yakinsaktir denir ve z( sayisina bu
dizinin F'-limiti ad1 verilir (Lorentz, 1948). Hemen hemen yakinsak diziler uzayim F
ile gosterecegiz. (x,) dizisinin xy sayisina hemen hemen yakinsak olmasi, F'—limz =

xo veya f — limx = x¢ seklinde gosterilir.
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x = (xy,) siurh bir dizi, p pozitif bir tamsay1 ve ni,ng, - - - ,n, tamsayilarn keyfi
bir alt ciimlesi olmak iizere ¢ yu m tizerinde

1P
q(x):= inf limsup-— anﬁ_k (1.1.2)
n k D

ny,n2, - ,Np N
=1

olarak tanimlayalim. Bu sekilde tanimlanan ¢(x) fonksiyoneli m tizerinde altlineerdir
(Petersen 1966, sh 56). Hahn-Banach Teoremi geregince m tizerinde L(z) < g(z)
olacak sekilde bir L lineer fonksiyoneli vardir. Boylece £ # ¢ dir.

¢, E iizerinde bir altlineer fonksiyonel olsun. {E, ¢} ile, E iizerinde her z € F i¢in
L(x) < q(z) olacak gekildeki biitiin L lineer fonksiyonellerinin ciimlesini gosterelim.

L lineer oldugundan bu 6zellik

—¢(z) < L(z) < ¢(z)

olmasi ile egdegerdir.

Teorem 1.1.22: Bir z = (x,,) sinirh dizisinin hemen hemen yakinsak olabilmesi
icin gerek ve yeter sart —q(—zy) = q(zy,) olmasidir (Petersen 1966, sh 60).

Simdi bu teoremi daha basit bir sekle doniigtiiren ve kompleks terimli sinirh
dizilere de uygulanabilir hale getiren bir teoremi ifade edecegiz.

Teorem 1.1.23: Bir x = (z,,) simurh dizisinin hemen hemen yakinsak olabilmesi

icin gerek ve yeter sart n ye gore diizgiin olarak

. Tyt Tprr o+ Tpgp—1
lim == nt nt =s
k—o0 k

olmasidir (Petersen 1966, sh 60; Lorentz, 1948).

Yakinsak her dizi hemen hemen yakinsaktir, ancak bunun karsit1 dogru degildir.

Bu 6zellik her Banach limiti i¢in gergekleneceginden ((—1)™) dizisi sifira hemen
hemen yakinsaktir. Fakat bu dizinin yakinsak olmadig: agiktir.

Tanmim 1.1.24: Bir A matrisi biitiin hemen hemen yakinsak dizileri yakinsak
diziler igine doniistiiriiyorsa ve limAx = F — limxz ise A matrisine kuvvetli regiiler
matris denir (Lorentz, 1948).

Teorem 1.1.25: Bir regiiler A = (a,;) matrisinin kuvvetli regiiler olmas: igin

gerek ve yeter gart,
oo

Z ‘ank - an,k+1| =0

lim
n—oo
k=1



olmasidir (Lorentz, 1948).
Tanmim 1.1.26: Her z € ¢ igin F — limAz = limx ise; yani A € (¢, F;p) ise A
matrisine hemen hemen regiiler matris denir (King, 1966).
Teorem 1.1.27: A matrisinin hemen hemen regiiler olmasi igin gerek ve yeter
sart,
(i) [[All = sup 3 [ank| < oo
1 ntbi—p—kl

(i) lim— > aj, = 0,(n’ye gore diizgiin olarak, & = 0,1,---), yani f —
p—op i,

limaj, = 0 (her k icin) ve

n+p—1 oo
iii) lim — a;r = 1, (n'ye gore diizgiin), yani f —lim> a;, =1
J J
PP j=n k=0 k

olmasidir (King, 1966).

Tanmim 1.1.28: Eger A hemen hemen yakinsak diziler uzay: olan F' yi kendi
igine doniigtiiriiyor ve f — limAxz = f — limx oluyorsa A matrisine F-regiilerdir
denir (Duran, 1972).

Teorem 1.1.29: A nin F-regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

o0
(i) sup > |ank| = Al < +o0
n k=0

o0
(i) F=lim Y app =1
" k=0
(iii) Her k£ € N icin F' — lima,, = 0 mevcut
n

N o T
(iv) lim Y —— > (@ntik—1 — an+ik)| =0, (n ye gore diizgiin)
P L—P +1
olmasidir (Duran,1972).
Tanim 1.1.30: Eger A € ({, F') ise A ya hemen hemen Schur matrisi denir.
Teorem 1.1.31: A € ({o, F) olmas igin gerek ve yeter sart
(i) [All = sup>_ |ank| < oo
n &
(ii) Her n i¢in F' — liman, = ap mevcut
o0 1 o0
(iii) lim Y |——= > anyik — ox| =0 (n ye gore diizgiin)
P g=0|P+1i=
olmasidir (Duran, 1972).
Tanmim 1.1.32: Kompleks terimli matris dizisini B ile gosterelim ve bir x = ()
) 00
dizisine kargihik her n ve ¢ > 0 icin B} (x) = > bux(i)xr mevcut olsun. Bz =
k=0
(sz(m)););:o olmak {izere eger i ye gore diizgiin olarak lzrvl?"LB}%(:Jc) = s ise, x dizisi
s degerine (B) metodu ile toplanabilirdir denir ve bu durum z — s (B) seklinde

belirtilir.
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Tamim 1.1.33: 2 — s olmasy, © — s (B) olmasim gerektirirse (B) metoduna
konservatif ve ayrica s = s ise (B) metoduna regiilerdir denir (Stieglitz, 1973).

B metodunun konservatif olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar asagidaki teoremle
verilebilir.

Teorem 1.1.34: B metodunun konservatif olmasi igin gerek ve yeter sart her n
ve ¢ icin

(i) Zk: bk (i)] < 0o ve

(if) sup > |bni(i)] < o0

1>20,n>m k

(iii) En az bir by, € C igin lzZLannk(z) = b (i ye gore diizgiin)

(iv) En az bir b € C i¢in lZT’Iankbnk(Z) =b (i ye gore diizgiin)
olmasidir (Stieglitz, 1973). ’

Bu teoreme ek olarak eger by = 0 ve b =1 ise (B) metodu regiilerdir.

Uyar1: Her n ve her ¢ i¢in

D ba(i) < K
k

olacak gekilde bir K > 0 sayis1 varsa ve her n icin ¢ ye gore diizgiin olarak

Z ’bnk(z)‘ <0
k

oluyorsa

sup " [bai(6)] = 1] < 0

n,g T
yazilir.

Lemma 1.1.35: [|B|| < oo ve limsup [byx(i)| = 0 olsun. Bu durumda

n

limsupsup Y by, (1)yr = limsupsup b (7
> i = timsupsup Y o)
olacak sekilde ||y|| < 1 olan y € £, vardir (Das, 1987).

1.2 Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

N dogal sayilar kiimesinin bir A alt ciimlesinin kardinal sayisi |A| ile gosterilsin,

yani |A| = cardA olsun.
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Tamim 1.2.1:(Yogunluk) ACNve 4, :={k<n:ke A} =An{l,2,--- ,n}
olsun. Eger

d(A) :=lim [An|

n n

limiti mevcut ise 6(A) sayisia A ciimlesinin yogunlugu denir (Niven ve Zuckerman,
1980, sh247).

Bu tanim su sekilde de verilebilir:

1, ke A
0, keN—-A

Xa (k) ==

A nin karakteristik fonksiyonu olmak iizere,

1 n
A) i=1lim — k
) 1£I1n;XA( )

mevcut ise A kiimesi § (A) dogal yogunluguna sahiptir denir.

5: P(N) — [0, 1]
A = §(A) =lim, 4l

n

yogunluk fonksiyonunun sagladig1 ézellikler kisaca su sekilde verilebilir: A, B € P(N)
icin;

1)6(N—A)=1-06(A) dur.
2) 0(N) =1 ve §(0) =0 dur.
3) AC Bise ¢ (A) < §(B) dir.
4) A ~ B ise (yani AAB = (A\B) U (B\A) sonlu ise) §(A) =4 (B) dir.
5) A sonlu kiime ise 6 (A) = 0 dir.

Istatistiksel yakinsaklik kavrami ilk defa Fast (1951) tarafindan verildi. Ve daha
sonra gegitli yazarlar tarafindan genigletildi. Bunun énciiliigiinii ise Fridy, Orhan ve
Connor yapmistir.

Simdi istatistiksel yakinsaklik kavraminm tanitalim ve bu kisimdaki teoremleri
ispatsiz olarak ifade edelim.

Tanmim 1.2.2: x = (xj) reel yada kompleks terimli bir dizi olsun. Eger, Ve > 0
icin

hm \{k<n |z, — L] > e} =0 (1.2.1)
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olacak sekilde bir L sayisi varsa, x = (xj) dizisi L sayisina istatistiksel yakisaktir
denir ve st — limx = L veya zj, — L(S) ile gosterilir.
Eger L = 0 ise © = (xy) dizisine istatistiksel sifir dizisi denir (Fast,1951). Bu
tanmimdaki (1.2.1) gosterimi § ({k < n: |z — L| > €}) = 0 seklinde de ifade edilebilir.
Ornek 1.2.2: z = () dizisi

seklinde tanimlansin. € > 0 i¢in
{k<n:|zp| >e} C{k<n:z; #0}
oldugundan; her € > 0 igin

=0

=5

1 1
limﬁ|{k‘§n: |xg| > e} §limﬁ|{k‘§n::pk7é0}| < lim

elde edilir. Boylece st — limx = 0 olur.

Ornek 1.2.3:
VE ,k=m?(m=12,.)

2 , k#m?

T =

seklinde tanimlanan = = (xy) dizisi igin st — limx = 2 dir.

Burada istatistiksel yakinsaklik ile ordinary (Cauchy) yakinsaklk arasinda nasil
bir iligki olabilecegi sorusu akla gelebilir. Cauchy anlamindaki yakinsakligin, istatis-
tiksel yakinsaklig1 gerektirecegi agiktir. Fakat yukaridaki érneklerden de goriilecegi
gibi tersi dogru degildir.

Tanim 1.2.4: A C N ve §(A) = 0 olsun. Eger € > 0 verildiginde her &k > N
ve her k ¢ A igin |z — L| < € olacak sekilde bir N € N varsa , x = (xy) dizisi L
sayisina hemen her k i¢in yakinsaktir denir (Buck, 1953).

Bu tanim ise istatistiksel yakinsaklik tanimindan bagka birgey degildir.

Eger bir z = () dizisi, K C N, §(K) = 1 olmak iizere her k£ € K igin bir p
ozelligine sahip ise bu durumda z dizisi hemen her k ic¢in p 6zelligine sahiptir denir
ve bu durum kisaca h.h.k. ile gosterilir.

Teorem 1.2.5: st —limx = L1 ve st —limy = Lo ve a € R olsun. Bu durumda

(1) st —lim(z +y) = L1 + Lo
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(79) st — lim(ax) = aly
dir (Fast,1951).

Ik kez 1985 de Fridy tarafindan bir dizinin istatistiksel Cauchy dizisi tanimi ver-
ildi ve daha sonra istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy dizilerin ciimlesinin
denk oldugu gosterildi.

Tanim 1.2.6: Her ¢ > 0 ve h.h.k. i¢in |z — zn| < € olacak sekilde bir N = N (¢)

sayist mevcut ise yani her € > 0 icin
1
lim—|{k<n:|zy—azn|>c} =0
non

ise x = (x) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy, 1985).

Teorem 1.2.7: Asagidaki énermeler denktir.

(i) « dizisi istatistiksel yakinsaktir.

(7i) x istatistiksel Cauchy dizisidir.

(747) h.h.k. igin zp = y; olacak sekilde yakinsak bir y dizisi vardir (Fridy, 1985).

Teorem 1.2.8: = = (x}) dizisi bir L sayisina istatistiksel yakinsak olsun. Bu
durumda x = y+ z olacak sekilde L sayisina yakinsak olan bir y dizisi ve istatistiksel
sifir z dizisi vardir (Connor, 1988).

Teorem 1.2.8 istatistiksel yakinsakligin ayrigim teoremi olarak bilinir.

Sonug 1.2.9: Bir z dizisi bir L noktasina istatistiksel yakinsak ise ayni1 noktaya
Cauchy anlaminda yakinsayan bir alt dizi igerir (Connor, 1988).

Asgagida, Teorem 1.2.10 ve Teorem 1.2.11, istatistiksel yakinsaklik ile klasik
toplanabilme metotlar: arasindaki iligkileri belirtmektedir.

Teorem 1.2.10: st — limxz = L ve her n € N igin |z,,| < K ise Cy — limz = L
dir. Yani sinirli, istatistiksel yakinsak her dizinin aritmetik ortalamas: da yakinsaktir
(Schoenberg, 1959).

x = (1,0,1,0,...) seklinde tamimlanan bir dizinin aritmetik ortalamasi 1/2 ye
yakinsaktir. Fakat dizinin kendisi istatistiksel yakinsak degildir. O halde teoremin
kargit1 dogru degildir.

Teorem 1.2.11: Hig bir toplanabilme metodu istatistiksel yakinsaklik meto-
dunu icermez (Yani A € (st, ¢; p) olacak sekilde hi¢ bir matris yoktur) (Fridy, 1985).

Matris toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik arasinda kesin bir sonug elde

etmek i¢in matrislerin agagidaki sinifim1 tanitacagiz.
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Negatif olmayan alt tiggensel A = (a,)) matrisi

(i) Her n € N igin i apg =1

(ii) K C N olmak i’;;elre d (K) = 0 oldugunda liTTLnZank =0
kogullarini gergeklerse, A matrisi 7 sinifina aittir denir.kT sinifina ait her bir A matrisi
negatif olmayan terimli oldugundan (i) ve (ii) kosullar1 A matrisinin regiilerligini
garanti eder. Buna gore ilgili karakterizasyonu verebiliriz.

Teorem 1.2.12: Smurh bir x dizisi igin st — lima = L olmasi igin gerek ve yeter
sart her A € 7 igin A — lima = L olmasidir (Fridy ve Miller, 1991).

Tanim 1.2.13: x = (z1) kompleks terimli bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun.
Eger -

hénn;]wk —LP=0

olacak sekilde bir L sayisi varsa x dizisi L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir
denir.

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilir dizilerin ctimlesi w), ile gosterilir. O halde p > 0
icin

1 n
wp:{x:(xk):EILe(Ciging |z, — LIP — 0, (n—>oo)}
n

k=1

dir.

Teorem 1.2.14: p € R ve 0 < p < 0o olsun.

(7) Bir dizi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro toplanabilir ise L sayisina istatistiksel
yakinsaktir.

(74) Smrh bir dizi bir L saysina istatistiksel yakinsak ise L sayisina kuvvetli
p-Cesaro toplanabilirdir (Connor, 1988).

Sonug 1.2.15: Smurh diziler iizerinde kuvvetli p-Cesaro toplanabilme ile ista-
tistiksel yakinsaklik denktir, yani p > 0 i¢in w, N lse = st N Lo

Sonug 1.2.16: Kompleks terimli bir x dizisi bir L sayisina kuvvetli p-Cesaro
toplanabilir veya L sayisina istatistiksel yakinsak ise x, L sayisina yakinsayan bir
alt diziye sahiptir (Connor, 1988).

Sonug 1.2.17: z reel terimli bir dizi olsun. Bu durumda liminf, z, = L ve
Cy —limz = L ise z,, — L(S) dir (Connor, 1988).

Teorem 1.2.18: p > 0 olsun. A € ({s Nwp,c) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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A € (¢, c) ve sifir yogunluga sahip her E ciimlesi i¢in
Z |ank —ak| — 0, (n — o0)
keE
olmasidir (Maddox, 1974).
Simdi ise, st = stNl istatistiksel yakinsak dizilerin bazi topolojik 6zelliklerinin
ele alindig iki teoremi ifade edelim.
Teorem 1.2.19: st uzayi o, normlu lineer uzayinin kapali bir alt lineer uzayidir
(Salat, 1980).
Teorem 1.2.20: st climlesi /s iginde hig bir yerde yogun degildir (Salat, 1980).

1.3 iki Kath Dizilerin Istatistiksel Yakinsakhig

Bu kisimda @ = () iki kath dizisi igin istatistiksel yakinsaklik ve istatistiksel
Cauchy dizisi tanimlar verilecek ve baz ilgili sonuglar ispatlanacaktir.

Bir z = (mjk)ﬁzo iki kath dizisi verildiginde eger her € > 0 i¢in bir N € N sayis1
J,k > N iken |z, — L| < ¢ olacak sekilde varsa bu durumda x = (xjk);‘)jczo iki kath
dizisine Pringsheim anlaminda yakinsaktir denir ve L ye de x in Pringsheim limiti
denir (Pringsheim, 1900).

Eger her € > 0 igin bir N € N sayis1 tiim p > 5 > N, ¢ > k > N degerlerinde
|zpq — xji| < € olacak sekilde varsa bu durumda x = (:L‘jk)ﬁ:o dizisine Cauchy dizisi
denir.

Eger her j ve k icin |z;;| < M, yani

17| (00,2) = sup || < o0 (1.3.1)
]7

ise bu durumda x dizisine sinirhdir denir. Tiim sinirh iki kath dizilerin kiimesini ¢2,
ile gosterecegiz.

Not edelim ki, tek kath dizilerin aksine, yakinsak bir iki kath dizinin sinirli olmasi
gerekmemektedir.

K C N x N, pozitif tamsayilarin iki boyutlu bir kiimesi ve K (n,m) ise i < n ve
j < m kosulunu saglayan K ya ait tiim (¢, 7) ikililerinin sayisi olsun. Bu durumda

dogal yogunlugun iki boyutlu benzeri agagidaki gibi tanimlanabilir.
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Eger, (K (n,m) /nm) dizisinin Pringsheim anlaminda limiti mevcut ise bu du-
rumda, K kiimesi iki katli dogal yogunluga sahiptir denir ve

limM = 5, (K)
n,m nm

ile tanimlanir. Ornegin, K = {(z’Q, jz) 11,7 € N} kiimesini alalim. Bu durumda

d2 (K) = limM < lzm\/ﬁ\/m =0

n,m nm n,m N

olur. Yani K kiimesinin iki kath dogal yogunlugu sifirdir. {(7,2j) : 4, j € N} kiimesinin
ise iki katli dogal yogunlugu 1/2 dir.

Eger n = m alinirsa, Cristopher (1956) tarafindan ele alinan iki boyutlu dogal
yogunlugu elde ederiz.

x = (xj;) iki kath dizisi icin istatistiksel yakinsakhigin iki kathi benzeri asagidaki
gibi tanimlanir:

Tanim 1.3.1: Reel bir = () iki kath dizisi verildiginde eger her € > 0 i¢in
{(G,k),j<nvek<m:|rj —Ll >c}

kiimesinin iki katl dogal yogunlugu sifira egit oluyorsa bu durumda z dizisi, ¢
saysina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum sty — lim; 2, = £ seklinde
gosterilir. Tim istatistiksel yakinsak iki kath dizilerin kiimesi ise sto ile gosterile-
cektir (Mursaleen ve Edely, 2003).

Uyar: 1.3.2: (a) Eger x yakinsak bir iki kath dizi ise o zaman x aym sayiya
istatistiksel yakinsaktir. Gergekten, eger = yakinsaksa bu durumda sadece sonlu
sayida smrh (siirsiz) satirlar ve/veya siitunlar oldugundan, s; ve sg sonlu sayilar
olmak tizere

K (n,m) < sin+ som

dir. Bu ise z dizisinin istatistiksel yakinsak olmasini gerektirir.
(b) Eger x dizisi ¢ sayisina istatistiksel yakinsak ise bu durumda ¢ tektir.
(c) Eger x dizisi istatistiksel yakinsak ise bu durumda x in yakinsak olmasi
gerekmez. Ayrica siirli olmas: da gerekli degildir.
Ornegin, z = (z;;) dizisi
jk, j ve k kare ise

Ijk =
1,  diger yerlerde
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seklinde tanimlanirsa, her & > 0 icin [{(j, k) : |zjx — 1| > e}| < v/7Vk oldugundan
sty — limx;;, = 1 oldugu kolaylikla goriilebilir. Fakat = ne yakinsak ne de sinirh bir
dizidir.
Iki kath diziler igin, tek kath diziler icin benzeri Saldt (1980) tarafindan ispat-
lanan sonuglarin benzerlerini ispatlayalim.
Teorem 1.3.3: Reel bir x = (x;;) iki kath dizisinin bir £ sayisina istatistiksel
yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kogul d2 (K) =1 ve
j,écilnoo i =1L
(J,k)eK
olacak gekilde bir K = {(j,k)} C Nx N, j,k = 1,2,... alt kiimesinin olmasidir
(Mursaleen ve Edely, 2003).

ispat: x, ¢ ye istatistiksel yakinsak olsun.
‘ 1
K, = {(j,k) eENXN:|zjy -4 > r}
ve
1
M, = {(jak) ENXN:|zj -] < },r: 1,2,..
r

diyelim. Bu durumda d2 (K,) = 0 ve
(1) My DMy D..DM; D Mi+1 D ...
(2) 02 (My) =1
dir. Simdi, (j,k) € M, icin (z;;) nin £ ye yakinsak oldugunu gostermeliyiz. Kabul

edelim ki (x;1), ¢ ye yakinsak olmasin. Buna gore sonsuz ¢okluktaki terim icin

[zjr — L] > €

olacak gekilde € > 0 vardir.

1
M. ={(j,k) : |xjr — 4] <e} vee > - (r=1,2,..)
diyelim. Bu durumda
(3) 62 (M) =0
(1) den M, C M. dur. Dolaysiyla d2 (M,) = 0 olur ki bu (2) ile geligir. O halde

(xji), € ye yakinsaktir.
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Tersine, kabul edelim ki 2 (K) = 1 ve likalﬂfjk = /¢ olacak gekilde bir K =
Js
{(4,k)} € N x N alt kiimesi vardir. Yani her ¢ > 0 igin tiim j,k > N degerlerinde

|z, — 4| < e olacak sekilde bir N € N vardir. Eger
Ke ={(j,k)  |lzje — €] 2 e} SN XN —={(jnt1,kn+1), vz, kngo) s}

dersek
J2(Ke)<1—-1=0

olur. O halde z, ¢ ye istatistiksel yakinsaktir.l

Uyar1 1.3.4: Eger sty — lim;x;, = £ ise bu durumda lim;y;r = £ ve
d2{(4,k) : xjr = y;r} = 1, yani hemen her k i¢in xj, = yj; olacak sekilde bir
y = (y;r) dizisi vardir.

Teorem 1.3.5: sty N2, uzayl, /2, normlu uzaymin bir kapal altuzayidir (Mur-
saleen ve Edely, 2003).

Ispat: ") € sty N2 ve ™) — z € (2 olsun. (™) € sty N (2, oldugundan

sty — lgrknzngzm) =apm (Mym=1,2,..)

olacak sekilde an,, reel sayilar vardir. (™) — 2 oldugundan her € > 0 icin bir

N € N sayist her p >n > N, g > m > N degerlerinde

2P0 — (M) < ¢ /3 (1.3.2)

olacak gekilde vardir. Burada |.|, bir vektér uzaymdaki normu gosterir. Teorem

1.3.3 den N x N nin 65 (K7) = 2 (K2) =1 ve

o o (1) —
(1) l;ijk(j,k)eKl = Gnm

2) lima"™ =
(2) l;{:r]?wjk(j,k)ng pq

olacak sekilde K7 ve K alt kiimeleri vardar.
d2 (K1 N K3) = 1 oldugundan K; N Ky sonsuzdur.
(k1,k2) € K1 N Kg alahm. (1) ve (2) den

‘ngl)m — Qg ‘ <e/3 (1.3.3)
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ve

‘m,(gn,g — anm ‘ <e/3 (1.3.4)
tiir. Boylece herbir p >n > N ve ¢ > m > N icin (1.3.2)-(1.3.4) ten

(pq

(nm)
a‘pq - xk‘l kz

’a’pq — Gnm | S + ’xk‘l ko xkl ko

+ ‘%,kg ~ @nm

< §+§+%:

olur. Buna gore (a,,, ) bir Cauchy dizisidir ve boylece yakimsaktir.

(3) limap,;, =a

olsun. z in a ya istatistiksel yakinsak oldugunu gostermemiz gerekir. z("™ — g

oldugundan her £ > 0 igin bir NVj (¢), tiim j,k > Nj (¢) degerleri igin

‘:cgzm) — xjk‘ <e/3
olacak gekilde vardir. Ayrica (3) ten, her ¢ > 0 i¢in bir Ny (¢), tiim j,k > Na (¢)
degerleri i¢in

lajr —al <e/3

olacak sekilde vardir.

Yine, ("™ a,,, ye istatistiksel yakinsak oldugundan & (K) =1 olan bir K =
{(j,k)} € N x N kiimesi ve her & > 0 icin bir N3 (¢), tiim j,k > N3 (¢), (j, k) € K
icin

‘mgzm) — anm‘ <e/3

olacak gekilde vardir. max {Nj (¢),Na (), N3(e)} = N4(e) olsun. Bu durumda

verilen bir € > 0 ve tiim j,k > N4 (¢), (j, k) € K igin

e g g
) x]k‘—i-) ("m)—anm’+|ajk—a|<f+f+f:

ok —al < |2 37373

elde edilir. Boylece z, a ya istatistiksel yakinsak yani x € sto N 2, dir.

O halde sty N ¢2,, 2, nin kapah bir alt uzayidir.l

o0 Yoo

Teorem 1.3.6: sty N (2 uzay: /2, de hicbir yerde yogun degildir (Mursaleen ve
Edely, 2003).
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Ispat: Keyfi bir S normlu uzaymm S den farkli olan her kapal alt uzay1 S de
higbir yerde yogun oldugundan, Neubrum ve dig. (1968) Teorem 2.2 ye gorre yalnizca
sty N 02, # (2, oldugunu gostermek yeterlidir.

x = (x)) dizisi

1, 7 vek cift
xjk =
0, diger yerlerde

seklinde tanimlansin. z in istatistiksel yakinsak olmadig: fakat sinirli oldugu aciktar.

Dolayisiyla sto N €2 # (2, dir.®

Fridy (1985) tek kath istatistiksel Cauchy dizilerini tanimlamisti. Bu kisimda iki
katl istatistiksel Cauchy dizileri tanimlanip baz1 benzer sonuclar ispatlanacaktir.

Tanim 1.3.7: Reel bir x = () iki kath dizisi verildiginde, eger her ¢ > 0 icin
N = N (e) ve M = M (g) sayilan tiim j,p > N, k,q > M igin

{(]7k)7j S?’L,k‘ Sm: |xﬂ€_xP(I‘ ZE}

kiimesinin dogal yogunlugu sifirolacak gekilde varsa bu durumda x dizisine istatis-
tiksel Cauchy dizisi denir (Mursaleen ve Edely, 2003).

Teorem 1.3.8:  Reel bir = (z;;) iki kath dizisinin istatistiksel yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, = in istatistiksel Cauchy olmasidir (Mursaleen ve
Edely, 2003).

Ispat: x dizisi bir ¢ sayisina istatistiksel yakinsak olsun. Bu durumda her
e > 0icin {(j, k),j <n,k <m: |z, — ¢ > e} kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir.

lxnar — €] > € olacak sekilde N ve M sayilari segelim. Simdi ise,

N
I

e=10,k),j<nk<m: |z —xym| > e},
{(G,k).j <nk<m:|zj,—L >¢}

{(J,k),j=N<nk=M<m:|zyy—1L >c}

Sy

)

S
I

olsun. Bu durumda A, C B. U C; olur ki buradan d3 (A:) < d2(B:) + 92 (C:) =0
elde edilir. Dolayisiyla x, istatistiksel Cauchy’dir.
Tersine, x, istatistiksel Cauchy olsun fakat istatistiksel yakinsak olmasin. Bu du-

rumda A. kiimesinin dogal yogunlugu sifir olacak sekilde N ve M vardir. Dolayisyla

E.={(j,k),j <n,k<m:|xj —axym| <e}
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kiimesinin dogal yogunlugu 1 dir. Ozel olarak eger |z, — (| < £/2 ise
(*) |xjk—xNM| §2‘$jk—€| <e

yazabiliriz. x, istatistiksel yakinsak olmadigindan B, kiimesinin dogal yogunlugu 1
dir. Yani
{(]7k>7] < n,k <m: ’x]k _é‘ < 8}

kiimesinin dogal yogunlugu sifirdir. Boylece (%) dan
{(G. k), <nk<m:|zj—anm| <e}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani A. kiimesinin yogunlugu 1 olur. Bu bir

celigkidir. Dolayisiyla x istatistiksel yakinsaktir.ll

Teorem 1.3.2 ve Teorem 1.3.8 den, Fridy’nin (1985) sonucunun iki kath diziler
icin istatistiksel benzeri agagidaki gsekilde verilebilir.

Teorem 1.3.9: Asgagidaki ifadeler denktir.

(a) z, ¢ ye istatistiksel yakinsaktir.

(b) x, istatistiksel Cauchy’dir.

(c) l;Tyjk = ( olacak gekilde z in bir y altdizisi vardir (Mursaleen ve Edely,

2003).

Moricz (2003) Teorem 1.3.8 i (zj) iki kath bir reel veya kompleks sayilar dizisi
oldugu durum i¢in ispatlamigtir.

Teorem 1.3.10: Bir (xj;) iki kath dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin
gerek ve yeter kogul istatistiksel Cauchy olmasidir (Moricz, 2003).

Ispat: Gereklilik. Ahsilmis yakimsaklikta oldugu gibi (xj1) istatistiksel yakinsak
iken, (z;;) nin istatistiksel Cauchy oldugunu gostermek kolaydir.

Yeterlilik. Kabul edelim ki () istatistiksel Cauchy olsun. (z;;) nin istatistiksel
yakinsak oldugunu ispatlayalim. (e, : p = 1,2, ...) sifira yakinsak kesin azalan bir dizi
olsun. (xj) istatistiksel Cauchy oldugundan

lim L|{j§nvek§m:‘:(:jk—:(:]\]pMp}zap}‘:O (1.3.5)

n,m—oonNm
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olacak gekilde pozitif tamsayilarn kesin artan (N,) ve (M),) dizileri vardir. Agik
olarak pozitif tamsayilarin her bir (p, q), p # ¢ ikilisi igin
‘xqukpq B $NPMP| <é&pve ‘a:qukpq o quMq‘ < &g
olacak sekilde (jpq, kpg) € N2 ikilisi secebiliriz. Bu durumda
|prMp B quMq’ <éep+teq—0, (p, q— OO)

dir. Yani alisilmig anlamdaki (x NyM, i P =1,2, ) dizisi Cauchy yakinsaklik kri-
terini gergekler. Boylece (3: N, Mp) dizisi alisilmig anlamda bir sonlu limite sahiptir.
Bu limite £ diyelim. Sonug olarak verilen keyfi bir ¢ > 0 i¢in €,, < €/2 ve p > po

olmak tizere
‘:CNPMP —f‘ < 6/2

olacak sekilde pp € N vardir. (1.3.5) den

9
ik — & < |zjn — 2N, My, | + B

dir. Boylece

a7 <nvek <m: gy — € > e}

IN

%‘{jﬁnvekﬁm: ’xjk—proMpO’ Z%H

<%‘{j§nvek§m: ‘xjk_proMpo‘ Zepo}}—ﬂ), (m,n — 00)

elde edilir.H

Ayrica Moricz (2003), Connor’in (1988) tek kath diziler igin verdigi ayrigim
teoremini, Teorem 1.2.8, iki kath dizilere genigletmistir.
Teorem 1.3.11: Bir (xj;) iki kath dizisinin bir § sayisina istatistiksel yakinsak

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul

Tk = Ujk + Vjk (136)

lim wj, =& (1.3.7)

j,k—00
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ve

1
lim —{j<nvek<m:vj, #0} =0 (1.3.8)

n,m—00 UM
olacak sekilde (u;) ve (vj;)) dizilerinin mevcut olmasidir. Ayrica eger (x;;) simnirh
ise bu durumda (uj) ve (vjx) dizileride simirhdir.

Ispat: Gereklilik. Istatististiksel yakinsakliktan,
2N, < Npi1,p=1,2,.. (1.3.9)
ve n,m > N, ise
1 . - -2
—|{]§nvek§m:|x]~k—£|>2p}|<2 P (1.3.10)
nm

olacak gekilde pozitif tamsayilarn bir (N, : p = 1,2, ...) dizisini se¢ebiliriz.
wjy, dizisini su sekilde tamimlayalim: Eger min (j,k) < Ny ise u; := xj; olsun.
Herhangi p ve g pozitif tamsayilar: icin N, < j < Npy1 ve Ny < k < Nyy1 iken
Tk, |mi — & < 27min(Pa) jge
wip =14 [z = £l . (1.3.11)
& laj - € > 270 se
olsun. Sonug olarak, v, = xj; — uj, alhmirsa (1.3.6) kosulu gerceklenir. Simdi
(1.3.7) kogulunu gosterelim. e > 0 verildiginde p > pg igin 2770 < ¢ olacak gekilde
e segelim. (1.3.11) den eger (j, k) € N2, N, < min (j,k) < Npy1, p > po ise bu

durumda

" ¢l zip—& | — & <27Pise
ik — &l =
0, |z — & > 277 ise

dir. Herhangi bir durumda j, k > N, iken

lujr — & < e

olur. Boylece, (uj) dizisi £ ye Pringsheim anlaminda yakinsaktir.
Son olarak (1.3.8) i ispatlayalim. min (j,k) < Ni ise vj; = 0 oldugundan baz

p,q > 1 degerleri igin

N, <m < Npy1ve Ny <n < Ny (1.3.12)
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oldugunu kabul edebiliriz.

r:=min (p,q) olsun. (1.3.11) tamimimdan

{j <mvek<n:v#0}
:{NrﬁjﬁmveNrngn:|xjk—§|22*7‘}

1
UU N, <j < mve Ny <k < Ny s foy — € 227
s=

U{Ns <j < Ngp1ve Nyg<Ek<n:|zjy—§ >27°}
olur. (1.3.9) ve (1.3.10) kullamlirsa r := min (p, ¢) — oo veya denk olarak n, m — oo
icin
L |{j<nvek<m:uvjy#0}

-1
< 9=2r + TZ [Ns+1 9—2s + Ns41 2—23]
— A n+1 m—+1
s=

r—1
- N, N, 25— (r—1—
<92 4 [n+1 + m+1]sz::12 25— (r—1—s)
<27 427 0
elde edilir. Bu ise (1.3.7) yi ispatlar.
Yeterlilik. (1.3.7) den
st — limw;, = 0 (1.3.13)

dir. Boylece (1.3.6) ve (1.3.13) den toplamsallik 6zelligi ile dizinin istatistiksel yakin-
saklig1 elde edilir. W

Agagidaki tanim ve teoremler (xj;) nin iki katli bir reel dizi oldugu durum i¢in
verilmigtir.

Tanmim 1.3.12: x = (z;;) iki kath bir dizi olsun. Eger

1~y
i 22 !

oluyorsa bu durumda z dizisi ¢ sayisina Cesaro toplanabilirdir denir.

Tiim Cesaro toplanabilir iki kath dizilerin uzay: (C,1,1) ile gosterilecektir.
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Benzer gekilde tek katli dizilerdeki gibi asagidaki tanim verilebilir.
Tanim 1.3.13: x = (z;;) iki kath bir dizi ve p, pozitif bir reel say1 olsun. Eger
L e p
%Tn@m;kzﬂ |z, — P =0
oluyorsa bu durumda «x dizisi ¢ sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir.
Tiim kuvvetli p—Cesaro toplanabilir dizilerin uzay: wg ile gosterilecektir.

Uyar1 1.3.14: (i) Eger 0 < p < ¢ < oo ise bu durumda (Holder esitsizliginden)

2

5 dir. Ayrica

wggw
wr N2, =wiNlZ, C(C,1,1)N L

dir.
(ii) Eger x yakinsak fakat sinirsiz ise bu durumda x istatistiksel yakinsaktir fakat

x in Cesaro toplanabilir veya kuvvetli Cesaro toplanabilir olmas1 gerekmez.
Ornek 1.3.15: z = (z;,) dizisi

k, 7 =1, her k igin
Tijk =19 4, k=1, herjicin
0, diger yerlerde

seklinde tanimlansin. Bu durumda lim z;, = 0, fakat

n o m

1 11, o,
o o =l ()
1= =

dir. Bu limit sonlu olmadigindan x Cesaro toplanabilir degildir. Ayrica z kuvvetli

Cesaro toplanabilir degildir. Fakat

1 -1
lim— (4, k) : |zjr — 0] > ¢ = lz'mM =0

n,m nm nm

oldugundan x sifira istatistiksel yakinsaktir.

2

(iii) Eger = smirh yakinsak bir iki kath dizi ise ayn1 zamanda (C,1,1), w;,

dir.

ve sto

Agagidaki sonug, Connor (1988) Teorem 1.2.14 iin bir benzeridir.
Teorem 1.3.16: x = (x,;) iki kath bir dizi ve p, pozitif bir reel say1 olsun. Bu

durumda
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(a) Eger x dizisi ¢ sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise x, ¢ ye istatistiksel
yakinsaktir.

(b) w22, = sty N (2, dir (Mursaleen ve Edely, 2003).

Ispat: (a) K.(p) = {(4,k),j <n,k<m:|zj— L >c} olsun. =z dizisi ¢
sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilir oldugundan

0 7 X o =07 = nin{ 2 e =07+ Z()!wjk—é\p}
p

Jj=lk=1 (J,k)eKe(p) (J,k)EKe

> LH(],]{Z),]S?’L,]{:Smxk_EQDZg 5
nm J

elde edilir. Dolayisiyla x, £ ye istatistiksel yakinsaktir.
(b) L. (p) = {(]} k),j<nk<m:|zjy—1{> (5/2)1/10} ve M = ||z (2 + €]

olsun. zx, sinirh istatistiksel yakinsak bir dizi oldugundan her n,m > N icin

1 ) ) . c
% {(]7k)7] <n,k<m: |:L’jk—€’ > (5/2) /p}‘ < M

olacak sekilde bir N = N (¢) segebiliriz. Buna gore her n,m > N igin

1
nm

n
1=

2o g — 4P = nin{(,kz i — P+ 2 )|xjk—£yp}
J7

1k=1 YEI(p) (4:k)¢1(p
< s AL ()| MP + (nm — |I. (p)]) §}

< (3375 MP 4 nmS3)

olur. Boylece x dizisi £ sayisina kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.ll

Uyar1 1.3.17: Swmurh bir z dizisi istatistiksel yakinsak ise ayn1 zamanda (C, 1, 1)
toplanabilirdir. Fakat tersi dogru degildir.
Ornek 1.3.18: z = (z;;,) dizisi her k igin x5, = (—=1)? seklinde tanimlansim. Bu
durumda
1
i 2 2k = 0

fakat agik olarak z istatistiksel yakinsak degildir.
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1.4 Tauberian Teoremleri

A herhangi bir toplanabilme (limitleme) metodu olsun. Bir dizi iizerinde, dizinin
A—toplanabilirliginin dizinin yakinsaklhigini gerektirdigi herhangi bir ek kogula Tauberian
kogulu denir. Bu kosulun gegerliligini gosteren teoreme de Tauberian teoremi denir.

Bu kisuimda, ilk olarak istatistiksel yakinsaklikla ilgili, énemli baz1 Tauberian
teoremlerini ifade edelim. Burada Azy = xj — xx1 olarak alinacaktir.

Teorem 1.4.1: Eger limCz = L ve Axy, = O(1/k) ise bu durumda limx = L
dir (Hardy, 1910).

Teorem 1.4.2: Eger z, st — limxy, = L ve Az, = O(1/k) olacak sekilde bir dizi
ise limay, = L dir (Fridy, 1985)

Teorem 1.4.3: Eger ry, {kry} sirsiz (yani v, # O(1/k)) olacak sekilde pozitif
sayilarin azalan bir dizisi ise st — limz = 0 ve Az = O(ry) olacak sgekilde bir z

dizisi vardir, fakat = yakinsak degildir (Fridy, 1985).
E(i+1)
k(i)
bir dizisi {(k;)};2; ve & = (zj) bir bosluk dizisi (yani ¢ = 1,2,... icin k # k(i) ise

Az = 0) olsun. Eger z; — L(S) ise z;, — L dir (Fridy, 1985).

Teorem 1.4.4: liminf; > 1 olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan

Sonug 1.4.5: = (x}) dizisi L sayisina kuvvetli p-cesaro toplanabilir veya L ye
istatistiksel yakinsak ve Axy = O(%) ise z = (z,) dizisi L ye yakmsaktir (Connor,
1988)

Lemma 1.4.6: Eger z dizisi Az = O(1/k) kogulunu sagliyorsa bu durumda
(ACz),, = O(1/n) dir (Fridy ve Khan, 2000).

Teorem 1.4.7: Eger z dizisi st — limCx = L ve Az, = O(1/k) kosullarim
sagliyorsa bu durumda limz = L dir (Fridy ve Khan, 2000).

Teorem 1.4.8: Eger x dizisi st —limx = L ve bazi ¢ > 0 ve her k i¢in KAz >

—c kogullarim saglhiyorsa bu durumda limaz = L dir (Fridy ve Khan, 2000).

Fridy ve Khan (2000), Hardy’nin (1910) ve Landau’nun (1910) Tauberian teo-
remlerini istatistiksel yakinsaklik durumuna genislettiler.

(xr) reel yada kompleks sayilar dizisi olsun ve onun aritmetik ortalamasi

1 n
an:n+IZ?MM:OJJW)
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ile verilsin. Bu kisimda,

st —limoy, = L (1.4.1)

iken

st — limzxy = L (1.4.2)

elde edebilmek igin gerekli ve yeterli kogullar verilecektir (Burada L sonlu bir sayidir
). Eger (x) bir reel say1 dizisi ise o zaman bu kosullar tek tarafli Tauberian
kogullaridir. Eger () bir kompleks say1 dizisi ise bu durumda da kogullar iki tarafli
Tauberian kosullar1 olacaktir. Ozel olarak () dizisi reel, istatistiksel yavas azalan
(artan) veya kompleks , istatistiksel yavag salimmh (tanimlar agsagida verildi) ise
kosullar yine gergeklenir. Eger st — limo,, = L ise bu durumda (xy) dizisi L ye
istatistiksel (C, 1) toplanabilirdir.

Schoenberg (1959), eger bir (x) dizisi sinirl ise bu durumda
st — limxy, = L = st — limo, = L

oldugunu ispatladi.

Burada ilk olarak ters gerektirmenin gerceklenecegi kosullar bulunmaya caligila-
edelim.

Teorem 1.4.9. (xj) reel sayilarin sonlu bir limit degerine istatistiksel (C,1)
toplanabilir bir dizisi olsun. Bu durumda () dizisinin aym limit degerine istatistik-
sel yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli sart agsagidaki iki kogulun geceklenmesidir:

Her € > 0 icin

A

1 n
inf limsup n<N: T —Tp) < —cp| =0 1.4.3
)\>ch Nesoo +1 { An —nk_:z:nﬂ( k n) H ( )

ve

n

1 1
inf limsup n<N: Tp—xk) < —€2| =0 1.4.4
0<A<l N—oo IN+1 n— Ank:)\ZnJrl( n ) ( )

Burada )\, ile, \,, := [An] semboliine sahip An ¢arpiminin tam kismi (integral kismi)
gosterilmektedir (Moricz, 2002).
Uyar1 1. Teorem 1.4.9 un ispatindan (asagida) daha fazlasinin dogru oldugu

gikar: Eger (1.4.2) ve (1.4.1) (denk olarak (1.4.3)-(1.4.4)) kosullar1 gergeklenirse bu
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durumda her A > 1 i¢in

A
) 1 n
st — lzmAn — Z (zp —xp) =0 (1.4.5)
k=n+1
ve her 0 < A < 1 i¢gin
1
st — lzmn _w Z (xn — k) =0 (1.4.6)
k=An+1

dir.
Uyar: 2. Teorem 1.4.9 un ispati biraz degistirilebilir, boylece eger (1.4.3) ve
(1.4.4) kosullar agagidaki kogullarla yer degistirilirse Teorem 1.4.9 gegerli kalir. Her

€ > 01i¢in
1 &
inf limsup n<N: Tp—Tp) > €| = 1.4.3
A>1 Nooo IV A+1 { An _”kznjﬂ( n) ( )

ve

1 1 = )
nf limsup n<N: Ty —x) >€p| =0 144
0<A<l N—oo N +1 n— An k:)\ZH_H( " ) ( )

Schmidt’e (1925) gore, eger her € > 0 igin

1
inf limsup Hn <N: min (z—xp) < —5} =0 (1.4.7)
A>1 N—oo 1 n<k<An
ve
1
inf limsup {n <N: min (zp,—xk) < —5}’ =0 (1.4.8)
0<A<l N—oo 1 An<k<n

oluyorsa bu durumda (zy) dizisine istatistiksel yavag azalan dizi denir.
Uyar1 3. (1.4.7) ve (1.4.8) kosullarinin denk oldugunu iddia ediyoruz. Bunu

gormek icin, sabit € > 0 alalim ve A > 1 i¢in

I(\):= U
W=

<N: ) — < —¢
{froe s s <)

ve 0 < A < 1igin

1
I(N):=1li < N: ; — < —
0= timeupr s [{n < s i, (o0 < e}

tanmmmlayalim. 0 < A < 1 i¢in I (A) min azalan ve A > 1 igin artan oldugu agiktir.
Buna gore (1.4.7) de infys1, limy_140 ile ve (1.4.8) de infocr<1, limy_1_g ile yer

degistirilebilir.
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Ik 6nce A > 1 igin I(1/\) < I()\) oldugunu gosterelim. Gergekten, dogal

sayllarin bir {N, : p = 1,2, ...} artan dizisi i¢in

1
L/ plﬁgoNp +1 '{n =P N e (@ = an) < 6}

9

ve her A > 1, k ve n icin
[k/A] <n<k=n<k<[\n]

dir. Boylece 6zel olarak I (1 —0) < I (14 0) elde edilir.

Ikinci olarak, eger 1 < A\; < X ise A\; := (1 +X)/2 olsun. Bu durumda I ()\;)
< I(1/X) oldugunu gosterelim. Bu kez yukaridakinden farkl olarak {N,} artan
dizisi icin

T = lim
p

1 HnSNP‘ min  (Tp — Tp) < —5}‘

n<k<[A1n]

elde ederiz ve her bir 1 < A\; < A, k ve n icin
n<k<[Mn]=k/A<n<k

dir. Buradan,

I'(A) < liﬁﬁtﬁﬁ {n <Ny [k/gﬁzgk (z), — mp) < —5}
< AMI(1/N)

olur. Ozel olarak, I (1+0) < I(1—0) elde edilir. Boylece I (1—0) = I(1+0)
sonucuna ulagiriz. Bu ise (1.4.7) ve (1.4.8) kosullariin denkliginin ispatini tamam-
lar.

Acik olarak, (1.4.3) ve (1.4.4) kosullar sirasiyla (1.4.7) ve (1.4.8) kosullarmdan
elde edilir. Boylece Teorem 1.4.9 agagidakini gerektirir.

Sonug 1.4.10: (xj) reel sayilarin istatistiksel yavag azalan bir dizisi olsun. Bu
durumda

st —limo, = L = st —limz, = L (1.4.9)

dir (Moricz, 2002).
Landau’nun (1910) klasik tek tarafli Tauberian kogulu gergeklendiginde (1.4.7)
kogulunun gerceklendigi kontrol edilebilir. Gergekten, pozitif bir H sabiti yeterince
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biiyiik her & i¢in ( & > Nj diyelim )
k (Q?k — mkfl) > -H (1.4.10)

olacak sekilde mevcut olsun. Bu durumda verilen herhangi bir & > 0 icin A := e5/H#

segelim. N1 <n < k <\, i¢in (1.4.10) dan

k k
H
Tp — Ty = Z (xg—xp_1) > — Z 7 > —Hiln)\ = —¢
l=n-+1 l=n+1

elde ederiz. Béylece N > Nl 1(;1n
A? < < A]: , T1. — T < —

kiimesi bogtur. Dolayisiyla (1.4.7) kosulu gergeklenir.
Uyar1 4. Fridy ve Khan (2000), eger (1.4.10) kosulu gergeklenirse bu durumda

(1.4.9) gerektirmesinin saglandigini, ayrica
st —limxy = L = limx, = L (1.4.11)

oldugunu gosterdi.

Uyar1 5. Bir x = () dizisi verildiginde eger her £ > 0 igin

1 /
inf li <N: - > =0 1.4.7
i timer s [{n < e (o202} 147
veya denk olarak ( uyar1 3 ten )

=0 (1.4.8")

inf limsup

n<N: maxr (x, — T 25}
0<A<l N—oo N-i-lH (an )

An<k<n

oluyorsa bu durumda x dizisinin istatistiksel yavag artan bir dizi oldugunu styleye-
biliriz.

Uyar1 6. (1.4.3") ve (1.4.4") kosullar acik olarak sirasiyla (1.4.7') ve (1.4.8")
kogullarindan elde edilir. O yiizden, "azalan" terimi "artan" terimi ile degistir-

ildiginde Sonug 1.4.10 gecerli kalir. Ayrica yeterince biiyiik her k igin
k (J’Jk — .’L’kfl) < H

olacak sekilde pozitif bir H sayis1 varsa o zaman (1.4.7) kogulu gerceklenir ((1.4.10)
dan).
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Simdi kompleks say1 dizileri i¢in iki tarafli Tauberian kogullarini formiiliize ede-
lim.

Teorem 1.4.11: (z) kompleks sayilarin sonlu bir limit degerine istatistiksel
(C,1) toplanabilir bir dizisi olsun. Bu durumda (zj) dizisinin ayni limit degerine
istatistiksel yakinsak olmasi igin gerekli ve yeterli sart agagidaki iki kosulun gercek-

lenmesidir: Her € > 0 icin

An
z)\ri]f l]ivﬂiigpNil '{nﬁN: )\nl_nk:zn;l(mk—xn) 25} =0 (1.4.12)
veya
1 n
Oin),\il l]ivnlig,pN 1 SN |— N iy (X —xp)| >ep| =0 (1.4.13)

olmasidir (Moricz, 2002).

Ustelik, (1.4.1) ve (1.4.2) kosullar1 gerceklenirse bu durumda her A > 1 igin
(1.4.5)ive 0 < A < 1igin (1.4.6) y1 elde ederiz.

Teorem 1.4.9 da oldugu gibi Teorem 1.4.11 den de benzer sonuglar gikarilabilir.

Hardy (1910) tamimina gore, eger her € > 0 icin

1
inf limsup {n <N: max |z — x| > 5} =0 (1.4.14)
A>1 N—oo 1 n<k<An
veya denk olarak (uyar: 3 ten)
. . 1
inf limsup Hn < N: max |z, —xK| > EH =0 (1.4.15)
0<A<l N—oo 1 An<k<n

oluyorsa bu durumda (zj) kompleks dizisine istatistiksel yavag salinimhdir denir.
(1.4.12) ve (1.4.13) kogullarmin (1.4.14) ve (1.4.15) kosullarindan giktig agiktir.
Boylece asagidaki sonu¢ Teorem 1.4.11 in bir sonucudur.
Sonug 2. (z) kompleks sayilarin istatistiksel yavag salimiml bir dizisi olsun.
Bu durumda (1.4.9) gerektirmesi saglanir.

Yeterince biiyiik tiim k degerleri icin eger
kloy —xp| < H

olacak gekilde bir H sabiti varsa o zaman (1.4.14) kogulu gerceklenir ((1.4.10) dan).
Bu Hardy’nin (1910) klasik iki tarafli Tauberian koguludur.
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Ispatlara gecmeden once, ilk olarak iic tane lemma verelim. Bunlardan birincisi
istatistiksel limit bagintisinin toplamsal ve homojen oldugunu ifade eden bilinen bir
lemmadir.

Lemma 1.4.12: Eger
st — limx, = L1 ve st — limyg, = Lo

ise bu durumda

st — lim(z + yg) = L1 + Lo,

ve eger ¢ bir sabit ise bu durumda
st — lim(cxy) = clq

dir.

Siradaki lemmanin Teorem 1.4.9 un ve Teorem 1.4.11 in ispatlarinda 6nemli bir
rolii vardir.

Lemma 1.4.13: Eger bir (x) dizisi sonlu bir L sayisina istatistiksel (C,1)

toplanabilir ise bu durumda her bir A > 0 i¢in
An := [An] olmak iizere st —limoy, =L (1.4.16)

dir (Moricz, 2002).

Ispat. A > 1 durumu. Her € > 0 igin
{n<N:lon, =L >} C{n<Ay:|op,—L|>¢}

oldugu agiktir. AN + A > Ay +1vedel/(N+1) <A/ (Any +1) oldugundan

A
AN +1

1
<N oy, — Ll 2 e} <

< : — Ll >
e [ < Aw :low — 1] > <}

olur. Boylece (1.4.16) elde edilir.
0 < XA <1 durumu. oy, dizisinin (o), : n =0,1,2,...) dizisi ile aym terimlerinin
1+ A~! den daha fazla sayida olamayacagm iddia ediyoruz. Gercekten, herhangi k

ve | tamsayilari icin

M= A = Mgyl = oo = Mppi-1 = Ay
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veya denk olarak
m< Ak <Ak+1) <.<Xk+l-1)<m+1<Ak+I)
dir. Bu durumda m < Ak oldugundan
m+Al—1)<Ak+Il-1)<m+1
ve buradan A (I — 1) < 1, yani I < 1+ A~! elde edilir. Buna gore,
AN+1)/(N+1) <2\

olacak sekildeki yeterince biiyiik N igin

Fal{n<Nijon, L >} < (14 3) 3 g Hn < Av i lon — L] > €}
olur. Bu durumda da (1.4.16) elde edilir.

Lemma 1.4.14: Eger bir (zj) dizisi sonlu bir L sayisina istatistiksel (C,1)
toplanabilir ise bu durumda her bir A > 1 i¢gin

An

1
st—lim)\n_n Y =0 (1.4.17)
k=n+1
ve her 0 < A < 1 igin
1 n
t—1UI = 1.4.1
st — lim_— N Z =0 ( 8)
k=An+1

dir (Moricz, 2002).
Ispat. A > 1 durumu. o, nin tammina bagh olarak, A > 1 ve \,, > n olmak

iizere n yeterince biiyiik ise bu durumda,

An
Z zp=An+1)oy, —(n+1)o,
k=n+1
oldugundan
An
Anl,nk > 13% = ﬁ (A +1)or, —(n+1)on+ A+ 1)on — (A + 1) 0y
=n-+
= njAn [()\n + 1) (0’)\” - Un) +on ()\n - n)]

= op+ i::t}t (0')\” - Un)

(1.4.19)
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dir. Buna gore (1.4.17) esitligi, (1.4.1) den, Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13 ten ve

yeterince biiyiik n degeri i¢in

< (1.4.20)

olmasindan ¢ikar.

0 < A<1durumu. 0 < A <1ve A, <n olmak iizere yeterince biiyiik n igin

1 - Ao+ 1
— Z Tp=0n+ P (on —0o2,) (1.4.21)
k=Ap+1
esitliginden ve yeterince biiyiik n igin
An 41 27
< 1.4.22
—Ap T 1= ( )

esitsizliginden c¢ikar.

Teorem 1.4.9° un Ispati. Gereklilik. (1.4.1) ve (1.4.2) nin gerceklendigini
kabul edelim. Lemma 1.4.12 ve Lemmal.4.14 i uygulayarak her A > 1 i¢in (1.4.5)
ve her 0 < A < 1 igin (1.4.6) elde edilir.

Yeterlilik. (1.4.1), (1.4.3) ve (1.4.4) iin ger¢eklendigini kabul edelim. (1.4.2) yi
ispatlamak icin

st —lim (zy, —op) =0 (1.4.23)

oldugunu ispatlamak yeterlidir. Tk énce A > 1 durumunu ele alalim. (1.4.19) dan

Ty — Op An 1 (ox, —0n) — 1_ Z (g — zp) (1.4.24)

- An— "N
elde ederiz. Boylece herhangi € > 0 igin

{n<N:zp,—0,>e} C {nSN:;\\"—H(U)\n—an)E%}

n—n
A (1.4.25)
U nSN:Anl_n > (zr—mp) < -5
k=n+1

dir. Verilen herhangi bir > 0 i¢in, (1.4.3) ten

A
1 = €
: N R 1.4.2
lfv”ifgpjvﬂ{”— )\n—nkE:H(xk Tn) 2} 0 (1.4.26)
=n
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olacak sekilde A > 1 vardir. Diger taraftan, Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13 , (1.4.20)
den

1 A +1
li < N:
e IS

elde ederiz. (1.4.25)-(1.4.27) birlestirilirse

(or, —0n)

> ;H - (1.4.27)

n

limsup
N—oo

1\{n§N:azn—0n25}]§5

olur. Bu her § > 0 igin dogrudur. Sonug olarak her € > 0 igin

1
J\lfi_rgom\{ngj\f:xn—anzs}lzo (1.4.28)

elde edilir.
Simdi ise 0 < A < 1 durumunu ele alalim. (1.4.21) den

n

> (wn— ) (1.4.29)

k=An+1

)\n—i—l(
Op — 0O
n— A An An

Ip —0n =

dir. Boylece herhangi bir € > 0 igin

n
U {néNtn_lA” >, (wn —ap) }
k=1

elde edilir. Yukaridaki benzer diigiinceyi kullanarak, Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13,
(1.4.4) ve (1.4.22) den

{n<N:z,—0,>e} C {nﬁN:Qﬁ—j{i(an—aAn ) < %}
< -

l\)\m

. 1
]\l[%m|{n§]\7:$n70n < —e}[=0 (1.4.30)

sonucuna ulagiriz. (1.4.28) ve (1.4.30) birlestirilirse her & > 0 igin

1

N—o0

elde edilir. Bu ise (1.4.9) u ispatlar. Boylece Lemmal.4.12 ile (1.4.1) ve (1.4.23) den
(1.4.2) yi elde ederiz.l

Teorem 1.4.11’in Ispati. Gereklilik. Eger (1.4.1) ve (1.4.2) aym anda gercek-
lenirse bu durumda Lemma 1.4.12 her A > 1 igin (1.4.5) i, her 0 < A < 1 i¢in (1.4.6)

V1 Verir.
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Yeterlilik. (1.4.1) kosulunun ve (1.4.12) ve (1.4.13) den birinin gergeklendigini
kabul edelim. (1.4.2) yi ispatlamak i¢in yine (1.4.23) ii ispatlamak yeterlidir.

Herhangi € > 0 verilsin. A > 1 durumunda, (1.4.24) den

(n<Nilm—on2e} € {n<N:pHon, —0n) >3

An—n
A (1.4.31)
U nSN:)m%n Yo (xr—xn)| > 5
k=n+1

dir. 0 < A < 1 durumunda ise (1.4.29) dan

{n<N:lz,—o0on| >} C {nSN:M\(on—aM)IE%}

n
U {nSN:n_l)\n > (zn—zp)| > 5
k=An+1
(1.4.32)
elde ederiz. ¢ > 0 verilsin. (1.4.12) den
1 n €
s {5 ] 35 w250
k=n+1
olacak gekilde A > 1, veya (1.4.13) ten
1 1 = €
li <N: — >_ 3 <4
s e KR DV R T R

k=An+1

olacak gekilde 0 < A < 1 vardiwr. (1.4.31), (1.4.32), Lemma 1.4.12 ve Lemma 1.4.13

den, her iki durumda da

1
limsup Hn < N |z, —op| > e} <90

N—oo +1

elde ederiz. Buradan

1
limsup {n < N:|x,—op| >} =0

N—o0 N+1
olmasi ¢ikar. Bu ise (1.4.23) ii ispatlar. Lemma 1.4.12 ile (1.4.1) ve (1.4.23) ten
(1.4.2) elde edilir.®

1.5 p—Istatistiksel Yakinsak Fonksiyon Dizileri

Bu kisimda p—yogunluklu yakinsaklik ve reel sayilarin bir D alt kiimesi iizerinde

tanimli fonksiyon dizilerinin p—istatistiksel yakinsakligi ele alinacaktir. Burada u,
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sonlu toplamsal bir 6l¢iim olacaktir. Ayrica u—istatistiksel diizgiin ve p—istatistiksel
noktasal yakinsaklik iizerinde durulacak ve
p—istatistiksel diizgiin yakinsaklhigin, diizgiin yakinsakligin temel 6zelliklerine sahip
oldugu goriilecektir.

Connor (1990), asimtotik yogunlugu bir sonlu toplamsal kiime fonksiyonu ile yer
degistirerek istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir geniglemesini verdi. Bu kisimda

, dogal sayilarin bir T' cismi iizerinde tamml, [0, 1] araliginda degerler alan ve

|A| < 00 ise p(A) =0, ACB veu(B)=0 ise p(A)=0 ve u(N)=1

ozelliklerini saglayan sonlu toplamsal bir kiime fonksiyonu olacaktir. Bu kriterleri
saglayan bir kiime fonksiyonu 6l¢iim olarak adlandirilacaktir. Connor (1990; 1992)
tarafindan agagidaki tamimlar verilmisgtir:

(i) Bir x = (z) dizisi verildiginde eger (x — L) x4 bir sifir dizisi ise ve u (A) = 1
olacak gekilde bir A € T" varsa bu durumda z dizisi L sayisina g—yogunluguna gore
yakinsaktir denir.

(ii) Bir z = (xy) dizisi verildiginde eger her € > 0 i¢in
p(k:ler =Ll >e}) =0

oluyorsa bu durumda x dizisi L sayisina u—istatistiksel yakinsaktir denir. Bu durum,
st, — limx = L ile gosterilir.
Eger T = (t,x) negatif olmayan regiiler bir toplanabilme metodu ise bu durumda

T asagidaki gibi bir ¢lgiim iiretmek icin kullanilabilir: Her bir n € N, A C N i¢in

Hp, (A) = ZtnkXA (k:)
k=1

seklinde tanimlansin ve

.= {AQN: lim p,, (A) =0 veya lim p, (A) = 1}

n—o0

olsun. pp : I' — [0, 1] doniisiimiini

n—oo

pp (A) = lim i, (A) = lim > torxa (k)
k=1
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ile tanimlayalim. Bu durumda pp ve I', yukaridaki tanimin gerektirmelerini saglar.
Eger T Cesaro matrisi ise bu durumda pp—istatistiksel yakinsaklik, istatistiksel
yakinsakliga denktir.

Connor (1990) tarafindan (i) nin (ii) yi gerektirdigi fakat tersinin saglanmadig
biliniyor. Eger p sifir 6l¢timlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahipse, yani; sifir
olciimlii kiimelerin bir {A;} jen C T ailesi verildiginde, eger her i € N i¢in |A; A B;| <
o, B = ;E:JOIBi € I' ve u(B) = 0 olacak sekilde bir {B;};,.y C I ailesi varsa, bu
durumda bu iki tanim denk olur. Simdi ise p—istatistiksel diizgiin ve p—istatistiksel
noktasal yakinsaklik tanimlarimi verelim ve p—istatistiksel diizgiin yakinsakligin,
diizgiin yakinsakhigin (bilinen anlamda) temel 6zelliklerine sahip oldugunu gozlemleye-
lim.

D C R ve (fyn), D tizerinde reel bir fonksiyon dizisi olsun.

Tanim 1.5.1: (f,,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna p—yogunluguna gore nok-
tasal yakinsaktir < Her e > 0 ve her x € D igin, p (K,) = 1 olan bir K, € I kiimesi
ve bir ng = ng (¢,2) € K, sayis1 her n > ng ve n € K, i¢in |f,, (x) — f (z)| < € ola-
cak gekilde vardir. Bu durumda f, B, f (n — yogunluklu) gosterimini kullanacagiz
(Duman ve Orhan, 2001).

Tanmim 1.5.2: (f,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna p—yogunluguna gore
diizgiin yakinsaktir < Her ¢ > 0 i¢in, p(K) = 1 olan bir K € T' kiimesi ve bir
ng = ng(¢) € K sayist her n > ng, n € K ve her x € D igin |f, (z) — f(z)| < ¢
olacak sekilde vardir (Duman ve Orhan,2001).

Bu durumda f, % f (n — yogunluklu) gosterimini kullanacagiz.

Tanim 1.5.3: (f,) fonksiyon dizisi bir f fonksiyonuna pu—istatistiksel yakinsak-
tir <& Her e > 0 ve her x € D igin p({n : |fn (x) — f(x)| > €}) = 0 dir (Duman ve
Orhan, 2001).

Bu durumda f, D, [ (u —istatistiksel) gosterimini kullanacagiz.

Tamim 1.5.4: D iizerindeki simirli fonksiyonlarin bir (f,) dizisi bir f fonksiy-
onuna p—istatistiksel diizgiin yakinsaktir < st, — lim ||f, — f||5 = 0 dir (Duman
ve Orhan, 2001).

Burada ||.|| 5 normu, D iizerindeki tiim siirh fonksiyonlarin B (D) uzay1 iiz-

erindeki bilinen supremum normudur. Bu durumda da
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fn % f (n — istatistiksel) gosterimini kullanacagiz.
fn % f (u — istatistiksel) olmasi igin gerek ve yeter kogulun
st,, — lim (supgep | fn () — f (2)]) = 0 oldugu gozlemlenebilir.

Ordinary anlamda oldugu gibi, Tanim 1.5.1 deki 6zellik, Tanim 1.5.3 ii ve sinirh
fonksiyonlar igin Tamim 1.5.2 deki ozellik, Tamim 1.5.4 i gerektirir. Eger p, sifir
olgtimlii kiimeler icin toplamsallik 6zelligine sahipse bu durumda Tanim 1.5.1 ile
Tanim 1.5.3 ve Tanim 1.5.2 ile Tanim 1.5.4 denktir.

Bir sonraki teorem, iyi bilinen bir teoremin p—istatistiksel benzeridir.

Teorem 1.5.5: Tiim f, fonksiyonlar1 D iizerinde stirekli olsun. Eger f, % f
(1 — yogunluklu) ise bu durumda f fonksiyonu D iizerinde siireklidir (Duman ve
Orhan, 2001).

Ispat: f, % f (u — yogunluklu) olsun. Bu durumda her € > 0 igin dlglimii 1
olan bir K € I kiimesi ve bir ng = ng (¢) € K sayist vardir 6yleki her z € D ve her
n>mngven € K icin |f, (x) — f(x)] < /3 tiir. 29 € D olsun. fy,, xo da siirekli
oldugundan |z — zg| < d iken her x € D i¢in | fn, () — fn, (z0)| < /3 olacak gekilde

bir § > 0 vardir. Her z € D igin |z — 29| < 0 oldugunda

|f (@) = f (@o)| < |f (2) = Frg (@) + [frg () = fro (20)] + [fno (20) — [ (20)| <&

elde edilir. zg € D keyfi oldugundan f, D iizerinde siireklidir.H
Sonug 1.5.6: Tiim f, fonksiyonlar1 R nin kompakt bir D alt kiimesi {izerinde
siirekli ve p, sifir 6l¢timlii kiimeler igin toplamsallik 6zelligine sahip bir 6l¢iim olsun.

D
Eger f, = f (u — istatistiksel) ise bu durumda f fonksiyonu D iizerinde siireklidir.

Asgagidaki 6rnek Teorem 1.5.5 in ve Sonug 1.5.6 nin terslerinin dogru olmadigini
gosterir.

Ornek 1.5.7: u(K) =1 olsun. f, :[0,1] — R,

1, n¢ K
fn (SC) - 2nx
Tintez: NEK
[0,1]
seklinde tamimlansin. Bu durumda f, = f (u — yogunluklu) dir. Dolayisiyla

[0,1]
fn = f (p—istatistiksel) olur. Tim f, lerin ve f nin [0, 1] de siirekli olmasina
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ragmen,

Cn = Orgggfl [fo(z) = f(z)[=1 ve sty — lime, =1#0

oldugundan Tamim 1.5.4 e gore (f,,) in pu—istatistiksel yakinsakligi diizgiin degildir.

Asagidaki sonug Dini’nin teoreminin bir benzeridir.

Teorem 1.5.8: pu, sifir 6l¢iimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip bir
olgiim, D, R nin kompakt bir alt kiimesi ve (f,), D iizerinde siirekli fonksiyonlarin
bir dizisi olsun. Kabul edelim ki f fonksiyonu D iizerinde siirekli ve f;, B, f
(1 — istatistiksel) olsun. Ayrica (f,), D lizerinde monoton azalan; yani her x € D
icin f, () > fot1(z) (n=1,2,...) olsun. Bu durumda f, % f (n—istatistiksel)
dir (Duman ve Orhan, 2001).

Ispat: g, (z) := f, (x) — f (x) diyelim. Hipotezden her bir g, siirekli ve g, 2o
(1 — istatistiksel) dir. Ayrica g,, D iizerinde monoton azalan bir dizidir. g, =)
(u — istatistiksel) oldugundan ve sifir 6lgiimlii kiimeler igin toplamsallik 6zelligine
sahip oldugundan g, B (1 — yogunluklu) dir. Boylece her € > 0 ve her x € D
i¢in, p (K;) = 1 olan bir K, € T" kiimesi ve bir n(x) := n(e,z) € K, sayws1 vardir
oyleki her n > n(z) ve n € K, i¢in 0 < g, (z) < ¢/2 dir. gy (z), z € D de siirekli
oldugundan, her € > 0 i¢in, x i igeren bir J (x) agik kiimesi vardir 6yleki her ¢t € J ()
i¢in | gn () (t) = gn() (2)| < €/2 dir. O halde verilen bir € > 0 i¢in, monotonluktan

dolay1, her t € J (x),n > n(z) ve n € K, igin

o
IN

In (t) < Gntz) ) = Gnz) (V) = In(@) () + In(e) ()
< |9n@) ) = Gng) (@) + gn) (@)

olur. D C ngJ (z) ve D kompakt oldugundan Heine-Borel teoreminden D nin,
D C J(z1)UJ(x2) U...UJ (x) olacak sekilde bir sonlu alt ortiisti vardir. K :=
Ky NKy,N..NK,,, ve N =maz{n(x1),n(x2),....,n ()} olsun. u(K) =1 oldugu
gosterilebilir. Bu durumda her ¢ € D,n > N ve n € K i¢in 0 < g, (t) < € dur.
Dolayisiyla g, % 0 (# — yogunluklu) olur. Sonug olarak g, 2{ 0 (p — istatistiksel)
elde edilir.®

Asagidaki teorem p—istatistiksel diizgiin yakinsaklik icin Cauchy kriteridir.

Teorem 1.5.9: p, sifir 6l¢iimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip bir

olgiim olsun. Bu durumda ( f,,) fonksiyon dizisinin D iizerinde p—istatistiksel diizgiin
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yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her € > 0 icin

p{n:fn=fllp <eh)=1 (1.5.1)

olacak sekilde bir n () € N nin var olmasidir (Duman ve Orhan, 2001).

Not: (1.5.1) ozelligini saglayan (f,,) fonksiyon dizisine D iizerinde
p—istatistiksel diizgiin Cauchy’dir denir.

Ispat: Kabul edelim ki (f,) fonksiyon dizisi D tizerinde p—istatistiksel diizgiin
yakinsaktir. ¢ > 0 alalim. Bu durumda p ({n : ||fn — fll5 < &/2}) =1 dir.

[ foe) = fll g < /2

olacak sekilde bir n (¢) € N secebiliriz. Ucgen esitsizliginden

w({n = faollp <)) =1

dir. ¢ keyfi oldugundan (f,), D iizerinde p—istatistiksel diizgiin Cauchy’dir.
Tersine, kabul edelim ki (f,), D iizerinde p—istatistiksel diizgiin Cauchy’dir.
x € D sabit olsun. (1.5.1) den her € > 0 igin bir n (¢) € N sayis1

p({n | f (@) = o (@)| <e}) =1

olacak sekilde vardir. Boylece {f, ()}, p—Cauchy’dir. Dolayisiyla Connor (1992)
Onerme 3 ten {f, (z)}, {f (z)} e p—istatistiksel yakinsaktir. Simdi bu yakinsakligin
diizgiin oldugunu gosterelim. pu, sifir dl¢iimlii kiimeler igin toplamsallik 6zelligine
sahip oldugundan (1.5.1) den 6lgiimii 1 olan bir K € T' kiimesi vardir dyleki her
n>n(e) ven € K igin an — fn(é)HB < £/2 dir. Buna gore her € > 0 igin 6lgiimii 1
olan bir K € I kiimesi ve bir n (¢) € N sayis1 vardir dyleki n,m > n(e) ve n,m € K

ve her x € D i¢in
|fn (z) = fm (2)] <€ (1.5.2)

dir. n yi sabitleyip (1.5.2) de m iizerinden limit operatorii uygulanirsa, her £ > 0
i¢in p(K) =1 olan K € I nin ve n(e) € N sayisinn her n > n(e) ve her € D
icin |fn (x) — f (z)] < € olacak sekilde var oldugu sonucuna ulagiriz. Bu durumda
In 2; f (n — yogunluklu) ve sonug olarak f, 2{ f (u — istatistiksel) olur.l
p—istatistiksel diizgiin yakinsakligi kullanarak bazi1 uygulamalar verilebilir. Buna

gore, kisaca agagidaki teoremleri verelim ve ispatlar1 ¢ikaralim.
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Teorem 1.5.10: p, sifir 6lgiimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip bir
olgiim olsun. Eger bir (f,,) fonksiyon dizisi [a, b] aralig1 iizerinde bir f fonksiyonuna
p—istatistiksel diizgiin yakinsak ise ve her bir f,, [a,b] aralig) iizerinde integral-
lenebilir ise bu durumda f fonksiyonu da [a,b] aralig: iizerinde integrallenebilirdir

ve
b

b b
st — lim/fn (x)dx = /stu —limfy, (z)dz = /f () dz

a
esitligi gegerlidir (Duman ve Orhan, 2001).

Teorem 1.5.11: p, sifir dlctimlii kiimeler icin toplamsallik 6zelligine sahip bir
olgiim olsun. Kabul edelim ki (f,), her bir f, i¢in [a,b] aralig1 iizerinde siirekli
tiireve sahip bir fonksiyon dizisidir. Eger f, [a.2] f (n—istatistiksel) ve fTIL [gl
g (pu — istatistiksel) ise bu durumda f, [a:J;] f (u—istatistiksel) dir. Burada f

fonksiyonu tiirevlenebilir bir fonksiyondur ve f = g dir (Duman ve Orhan, 2001).
p—istatistiksel yakinsakligi koruyan fonksiyon dizileri.

Bu kisimda ilk olarak Kolk’un (1999) diizgiin yakinsakligi koruyan fonksiyon
dizilerini ele aldig1 calismasina deginilecektir.

S, R nin kapal bir alt kiimesi ve F = (fi), fr : S — R (k € N) fonksiyonlarinin
bir dizisi olsun. S—degerli bir (¢j) dizisi igin F(z) = (f (tx)) diyelim.

Tanim 1.5.12: S deki her bir = (¢;) doniisiim dizisi i¢in eger F(x) doniisiim
dizisi yakinsak ise bu durumda F = (f;) doniisiim dizisine S C R iizerinde yakin-
saklig1 koruyandir (veya konservatif) denir. Eger F, konservatif ise ve S deki tiim
yakinsak dizilerin limitlerini koruyorsa F = (fj) doniigiim dizisine regiilerdir denir.

Ornegin, fi(t) = kt/ (k + 1) dizisi agik olarak yakisaklig1 koruyandir ve regiilerdir.
Fakat, g, (t) = e~ ¥ olmak tizere G = (g;,) dizisi [0, 2] kapal aralig: iizerinde konser-
vatif degildir. Ciinki, t = (14 (—1)) /Vk olmak iizere z = (t;,) yakinsak dizisi
icin

1, k cift

gk (tg) =
6*2\/%, k tek

ve limye=2VF = 0 oldugundan G () doniigtim dizisi wraksaktir.
Teorem 1.5.13: F = (fi), [a,b] kapali aralig) iizerinde tanimh fonksiyonlar

dizisi olsun. Bu durumda agagidaki iki ifade denktir.
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(i) F, [a,b] iizerinde konservatiftir.

(ii) F, [a,b] tizerinde siirekli bir fonksiyona diizgiin yakimsaktir.

Sonug 1.5.14: F = (f), R iizerinde tamimh fonksiyonlar dizisi olsun. Bu
durumda agagidaki iki ifade denktir.

(i) F,R tizerinde konservatiftir.

(ii) F, her bir [a,b] C R tizerinde siirekli bir fonksiyona diizgiin yakinsaktir.

Teorem 1.5.15: F, f : [a,b] — R fonksiyonlarinin bir dizisi olsun. Bu durumda
agagidaki iki ifade denktir.

(i) F, [a, b] iizerinde regiilerdir.

(ii) F, [a,b] arahginda f(t) = t fonksiyonuna diizgiin yakimsaktir.

Sonug 1.5.16: F = (f), R iizerinde tamimh fonksiyonlar dizisi olsun. Bu
durumda asagidaki iki ifade denktir.

(i) F,R tizerinde regiilerdir.

(ii) F, her bir [a,b] C R iizerinde f(t) =t fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir.

Ornegin,

1, t=k
Jrr(t) =
0, diger
olmak {izere siireksiz fonksiyonlarin f; j, dizisi her bir [a, b] aralig: tizerinde fi(t) =0
fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla F1 = (f1) konservatiftir, fakat
regiiler degildir. Bu 6rnek gosterir ki Teorem 1.5.13 ve Teorem 1.5.15 deki fi fonksiy-
onlar1 genel olarak siireksiz olabilir.

F1, R nin tamaminda diizgiin yakinsak olmadigindan Sonug 1.5.14 (ii) deki " her
bir [a,b] C R iizerinde diizgiin olarak " ifadesi " R nin tamaminda diizgiin olarak "
ifadesi ile yer degistirilemez.

Asagida Kolk’dan (1999) esinlenerek, benzer olarak p—istatistiksel yakinsakligy
koruyan fonksiyon dizileri tamimlanacaktir. Ayrica buradaki diigiinceler py—istatistiksel
diizgiin yakinsak fonksiyon dizilerinin p—istatistiksel limit fonksiyonlarinin siireklil-
iginin bir dizisel karakterizasyonunu verecektir.

Tanim 1.5.17: D C R ve (f,), D iizerinde reel fonksiyonlarin bir dizisi ol-
doniigiim dizisi de p—istatistiksel yakinsak ise o zaman (f,) fonksiyon dizisine D

tizerinde p—istatistiksel yakinsakhigi koruyan dizi (veya p—istatistiksel konservatif
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) denir. Eger (f,), p—istatistiksel konservatif ise ve D deki tiim p—istatistiksel
yakinsak dizilerin limitlerini koruyorsa bu durumda (f,,) fonksiyon dizisine D iiz-
erinde p—istatistiksel regiilerdir denir (Duman ve Orhan, 2001).

Bu tamima gore eger (f,) fonksiyon dizisi D iizerinde konservatif ise o zaman
(fn), D iizerinde p—istatistiksel konservatiftir. Fakat agagidaki érnekten de goriile-
cegi gibi bu sonucun tersi dogru degildir.

Ornek 1.5.18: K €T, N\K sonsuz ve p (K) = 1 olacak sekilde bir kiime olsun.
fn :10,1] — R fonksiyonlar

0, nek
1, n¢K

seklinde tanimlansin. Kabul edelim ki, (z,,) [0,1] de st, —limx, = L olacak sekilde

bir dizidir. Bu durumda her € > 0 igin

p({n:|fo(2) =0 = e}) = p(N\K) =0

dir. Dolaysiyla st,—limf,, (x,) = 0 olur. Boylece (fy), [0, 1] tizerinde p—istatistiksel
konservatiftir fakat (f,,) nin [0, 1] de konservatif olmadig1 gozlemlenebilir.

Teorem 1.5.19: p, sifir dlgiimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip bir
olgiim ve (fx) bir [a, b] C R kapal aralig: iizerinde tamimlh bir fonksiyon dizisi olsun.
Bu durumda (fx) nin [a,b] iizerinde p—istatistiksel konservatif olmas: i¢in gerek
ve yeter kosul, (fx) mn [a,b] iizerindeki siirekli bir f fonksiyonuna p—istatistiksel
diizgiin yakinsak olmasidir (Duman ve Orhan, 2001).

Ispat: Gereklilik. Kabul edelim ki (fi), [a,b] iizerinde pu—istatistiksel konser-
vatiftir. Her ¢ € [a,b] i¢in (vg) = (¢, ¢, ...) dizisini segelim. st, — limvy = t oldugun-
dan st,, — lim fi, (v) mevcuttur. Dolayisiyla her ¢ € [a,b] icin st, —limfi (t) = f (¢)
olur. f nin [a,b] iizerinde siirekli oldugunu iddia ediyoruz. Bunu ispatlamak i¢in
f nin bir ¢ty € [a,b] noktasinda siirekli olmadigini kabul edelim. Bu durumda
[a,b] de limuy, = to olacak sekilde bir (uy) dizisi vardir fakat limf (ug) mevcut-
tur ve limf (ug) # f(to) dir. (fx), [a,b] tizerinde f ye p—istatistiksel noktasal
yakinsak oldugundan ve p, sifir ¢lgiimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip
oldugundan [a,b] tizerinde fr — f (u— yogunluklu) dir. Dolayisiyla her bir f
icin {fx (uj) — f(u;)} — 0 (1 — yogunluklu) dir. Connor (1992) Sonug 9 da, "
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Eger u, toplamsallik 6zelligine sahip bir sl¢iim ve (z"), p—yogunluga gore yakin-
sak dizilerin sayilabilir bir kolleksiyonu ise bu durumda her r igin limnwg(n) mev-
cut ve p({\(n) :n € N}) = 1 olacak sekilde bir A : N — N doniigiimii mevcut-

n

tur " oldugunu ispatladi. Buna goére bir A : N — N doniigiimii mevcuttur oyleki

pw({A (k) : k€ N}) =1 ve her j igin
lim [y (uj) = f (uj)] =0
dir. §imdi ise Bartle (1964; sayfa 192) "kosegen yontemi"nden

p({n (k) : k € N}) =1 ve limy [for) (ur) = f (ur)] =0
olacak sekilde bir (ny) indis dizisi segebiliriz. Bir x = (¢;) dizisini

to, ©=mny vei tek
ti=9q wug, 1=ny veiift

0, diger yerlerde

seklinde tamimlayalim. Bu durumda t; — to (1 — yogunluklu) olur ki bu st, —
limt; =ty olmasin gerektirir. Fakat i = ny ve i tek ise o zaman limf,, (to) = f (to)

olur ve i = ny ve 1 ¢ift ise

lim fu, (ur) = lim [fo, (ur) = f (u)] + lim f (ur) # f (to)

olur. Dolayisiyla {f; (¢;)}, iki farkli limit degerine yakinsayan pozitif 6l¢iimlii iki
ayrik alt diziye sahip oldugundan p—yogunluklu yakinsak dizi degildir. Boylece
{fi (t;)} dizisi pu—istatistiksel yakinsak degildir. Bu ise hipotezle celisir. O halde
f, [a,b] iizerinde siireklidir. Geriye (fy) nmn [a,b] tizerinde f ye p—istatistiksel
diizgiin yakimsak oldugunu gostermek kaliyor. Kabul edelim ki (f%), [a, b] iizerinde
p—istatistiksel diizgiin yakinsak degildir. Bu durumda (fx), [a, b] tizerinde p—yogunluklu
diizgiin yakinsak degildir. Dolayisiyla pu ({n (k) : k € N}) = 1 olan keyfi bir (ny) indis
dizisi i¢in bir € > 0 sayis1 ve ¢y, € [a,b] sayilar | f,, (tx) — f (tx)| > 2¢0 (k € N) olacak
sekilde vardir. « = (;) sinirh dizisi yakinsak bir (¢x,) alt dizisi ierir. st,—limty, = a
olsun. f nin stirekliliginden limf (t5,) = f () dir. Boylece |f (tx,) — f ()| < €0

(1 > ip) olacak sgekilde bir iy indisi vardir. Aym ¢ ler igin

[ frn (b)) = F (@) = | Fr, () = f (k)] = |f (8) = F (@) =220 (41)
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dir.
a, Jj=mny vejtek
uj =19 tg,, J=ng vejcift
0, diger yerlerde

tanimlarsak u; — a (1 — yogunluklu) olur. Dolayisiyla st,, — limu; = « olur. Fakat
J = ng, ve j tek ise limfy, (o) = f(a) ve j = ng, ve j cift ise limfy, () # f ()
olur. O halde {f; (¢;)}, iki farkl limit degerine yakinsayan pozitif l¢timlii iki ayrik
alt diziye sahip oldugundan p—yogunluklu yakinsak degildir. Bu ise hipotezle ¢gelisir.
O halde, (fx), [a,b] lizerinde f ye pu—istatistiksel diizgiin yakinsak olmalidir.

Yeterlilik. [a,b] iizerinde, f, = f (u — istatistiksel) ve f nin siirekli oldugunu
kabul edelim. z = (x,), [a, b] de p—istatistiksel yakinsak bir dizi ve st,, —limx, = xq
olsun. u, sifir 6l¢iimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip oldugundan x,, — xg
(1 — yogunluklu) dir. Boylece limgxy,, = xo ve pu({n(k):k e N}) = 1 olacak
sekilde bir (ng) indis dizisi vardir. f nin xy daki siirekliliginden li]:n f(xn,) = f(z0)
dir. Dolaywsiyla f (z,) — f (zo) (# — yogunluklu) dir. € > 0 verilsin. Bu durumda
Olgtimii 1 olan bir K; € I' kiimesi ve bir n; € Kj sayist her n > n; ve n € K;
icin |f (zn) — f (z0)] < €/2 olacak sekilde vardir. g niin sifir 6lgiimlii kiimeler igin
toplamsallik 6zelligine sahip olmasindan dolayr u—istatistiksel diizgiin yakinsaklik
p—yogunluklu diizgiin yakinsakliga denktir. Boylece olgiimii 1 olan bir Ko € T’
kiimesi ve bir na € K3 sayisi her t € [a,b],n > na, n € Ko igin |f, (t) — f (¢)| < e/2
olacak sekilde vardir. N = max {ni1,na2} ve K := K1 N K3 olsun. p(K) =1 oldugu

gosterilebilir. Dolayisiyla t = x,, alarak, her n > N, n € K igin

[fn (@n) = (20)| < [fn (2n) = f(zn)| +|f (2n) = f(20)] < e

elde edilir. Bu, f, (z,) — f (z0) (1 — yogunluklu) oldugunu gosterir. Yani, f,, (x,) —
f (zo) (1 — istatistiksel) dir. Boylece ispat tamamlanir.ll

Teorem 1.5.19, kapal bir aralik iizerinde p—istatistiksel diizgiin yakinsak fonksiyon
dizilerinin p—istatistiksel limit fonksiyonlarinin siirekliligi icin agagidaki gerekli ve
yeterli kosulu igerir.

Teorem 1.5.20: pu, sifir dlgiimlii kiimeler ic¢in toplamsallik 6zelligine sahip bir

olgiim ve (fy), bir [a,b] kapali arahig: iizerinde bir f fonksiyonuna p—istatistiksel
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diizgiin yakinsak fonksiyon dizisi olsun. p—istatistiksel limit fonksiyonu olan f
fonksiyonunun [a, b] iizerinde siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul, (fi) mn [a, b]

iizerinde p—istatistiksel konservatif olmasidir (Duman ve Orhan, 2001).

Simdi, fonksiyon dizilerinin p—istatistiksel regiilerligini galisalim. Eger (f%),
[a,b] tizerinde pu—istatistiksel regiiler ise bu durumda agik olarak her ¢ € [a, ] i¢in
st, — limfy, (t) =t dir. Boylece Teorem 1.5.19 da f (¢) = ¢t alimirsa agagidaki teorem
elde edilir.

Teorem 1.5.21: p, sifir 6l¢iimlii kiimeler i¢in toplamsallik 6zelligine sahip bir
olgiim ve (fx), [a,b] kapali aralig1 tizerinde bir fonksiyon dizisi olsun. Bu durumda
(fx) mn [a, b] lizerinde p—istatistiksel regiiler olmasi igin gerek ve yeter kosul, (f) nin
[a,b] tizerinde f (t) = t seklinde tanmimli bir f fonksiyonuna p—istatistiksel diizgiin
yakinsak olmasidir (Duman ve Orhan, 2001).
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II. BOLUM

ISTATISTIKSEL LiMiT NOKTALARI

2.1 istatistiksel Limit Noktalari

Bu kisimda bir say1 dizisinin limit noktalarinin veya cluster noktalarinin istatis-
tiksel benzeri tanimlanip ilgili teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Tanim 2.1.1: Eger bir x dizisinin L ye yakinsayan bir alt dizisi varsa L ye x
in bir limit noktas1 veya cluster noktasi denir ve x in tiim limit noktalarinin ciimlesi
L, ile gosterilir.

Tamim 2.1.2: Eger {:Ek(j)}, x in bir alt dizisi ve K = {k(j) : j € N} ise bu
durumda {:z:k(j)} yi {z}, seklinde yazacagiz. Eger 6 (K) = 0 ise {z}, ya sifir
yogunluklu bir alt dizi veya ince (thin ) alt dizi denir.

Eger 0 (K) # 0ise {«} ya bir ince olmayan (nonthin) altdizi denir (Fridy, 1993).

Simdi de istatistiksel limit noktasi tanimini verelim.

Tanim 2.1.3: x in )\ ya yakinsayan bir ince olmayan alt dizisi varsa A sayisina
x say1 dizisinin istatistiksel limit noktas: denir (Fridy, 1993).

Herhangi bir x dizisi i¢in A, ile z in tiim istastistiksel limit noktalarinin ciimlesini
gosterecegiz.

. 1 , k kare ise
Ornek 2.1.4: z;, = olsun. Bu durumda L, =

0 , diger durumlarda
{0,1} dir ve ayrica Ornek 1.2.2 den A, = {0} dir.

gostermektedir.
Ornek 2.1.5: {rr}re, goriintiisi biitiin rasyonel sayilar kiimesi olan bir dizi

olsun ve
e ,eger k=n?n=12,..
T —
k , diger durumlarda
seklinde tanimlansin.

Karelerin kiimesi sifir yogunluga sahip oldugundan (z,,) C (x,) olacak sekilde

bir ince olmayan alt dizi yoktur. Boylece A, = ¢ dir.
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Q@ = R oldugundan {r;, : k£ € N} R de yogundur. Bu yiizden L, = R dir (Fridy,
1993).

Bir z dizisinin bir L limit noktasi “ L merkezli her acik aralik ,  in sonsuz
goklukta terimini icerir” ifadesi ile karakterize edilebilir. Bu ifadenin bir istatistiksel
benzeri Fridy (1993) tarafindan agagidaki sekilde verilmistir.

Tanim 2.1.6: Eger her ¢ > 0 icin {k € N : |z}, — | < ¢} kiimesi sifir yogunluga
sahip degilse, yani

d{keN:|zp— A <e}#0

ise bu durumda + sayisina x say1 dizisinin istatistiksel degme (cluster) noktasi denir
(Fridy, 1993).

Verilen bir z dizisi igin I';, ile 2 in biitiin istatistiksel degme noktalarinin kiimesini
gosterelim. Herhangi bir x dizisi i¢in I', C L, oldugu aciktr.

Onerme 2.1.7: Her z igin A, C T, dir (Fridy, 1993).

Asagidaki ornek A, ve I'y in esit olmadigina iligkindir.

Ornek 2.1.8: Bir z dizisini k& = 2P~1(2¢ + 1) olmak iizere z; = 1 olarak
tanmimlayalim. Yani (p — 1), & min asal garpanlara ayrimindaki 2 nin ku]zfvetidir.

Simdi bu dizinin terimlerini agik olarak ifade edelim:

k=1 icin p=1; ¢q=0
k=2 icin p=2; ¢g=0
k=3 icin p=1; ¢g=1

=4 i¢cin p=3; ¢=0
k=5 icin p=1;, ¢g=2
k=6 icin p=2; ¢g=1
k=7 icin p=1;, ¢=3
k=8 i¢cin p=4; ¢=0
k=9 icin p=1; ¢g=4

olmalidir. Boylece x dizisi

x=(zy)=(1,1/2,1,1/3,1,1/2,1,1/4,1,1/2,---)
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olacaktir. Buna gore

p=1 i¢cin d{k:zp=1} = §{k=2n—-1:neN}=2"1
p=2 icin 0{k:2,=1/2} = 6{k=4n—-2:ncN} =272

1 1
olur. O halde herbir p icin § {k P X = } = 27P > 0 olacagindan — € A, dir.
p p

1 1
5{k:]$k\<}:5{k:0<$k<}:2_7’
p p

1 oo

oldugu goriilebilir. Boylece 0 € ', dir ve I';, = {0} U {} elde ederiz. Gostere-
PJp=1

cegizki 0 ¢ A, dir; yani eger {z}, sifir limitine sahip bir alt dizi ise 6 (K) = 0

Benzer yontemle

oldugunu gostermeliyiz. Herbir p icin sunu yazabiliriz,

1 1
erKnil‘kZ}'+'{k€Knil‘k<H
p p

n

1
O(l)—l—szeana:k<pH <O() +5;

||

IA

dir. Boylece § (K) < 27P ve p keyfi oldugundan ¢ (K) = 0 olur.l
Eger x istatistiksel yakinsak dizi (yani st—limz = X ) ise A, ve I'; in her ikisinin
de tek bir {A\} kiimesine egit oldugu agiktar.

Bu iddianin tersi dogru degildir. Bunu gérmek igin

2k, k=2n
:ck:{l—l—(—l)k}k: neN
0, k=2n-1

alinirsa, A, = I'; = {0} olmasina ragmen, her ¢ > 0 igin
1
5{k:|mk|26}:§7§0

oldugundan x dizisi 0 a istatistiksel yakinsak degildir.
Asagidaki ornek I';, bir aralik ve A, = ¢ olacak sekilde bir z in oldugunu gosterir.
Ornek 2.1.9: 2 = {0,0,1,0,3,1,0,4,2,1,0,%,2,2 1... } alahm. Bu dizi [0, 1]
de diizgiin dagilimhidir, yani L, = [0,1] dir ve ayni zamanda [0, 1] araligimn d
uzunluklu her alt araliginda (x) nin yogunlugu d nin kendisidir. Bu nedenle [0, 1]
deki her ~ i¢in
d{keN:z,e(y—e,v+¢e)}>e>0
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dir. Buradan I'; = [0,1] dir. Diger taraftan eger A € [0,1] ve {z}, X ya yakinsak
bir alt dizi ise bu takdirde ¢ { K} = 0 oldugunu iddia ediyoruz. Bu iddiay1 ispat

etmek icin € > 0 alalim. Herbir n igin

|Kn| < HEkeKp:|op—Al<e}l|+{ke Ky |z — N > e}

< 2.en+0(1)

oldugunu not edelim. Sonug olarak § {k(j)} < 2¢ ve € keyfi oldugundan ¢ {k(j)} =0
elde ederiz. Ve boylece A, = ¢ dir.l

Ornek 2.1.8 den A, in kapal bir nokta kiimesi olmayabilecegi goriiliir. Sonraki
sonucta 'y, in L, gibi daima kapali bir kiime oldugu ifade edilmektedir.

Onerme 2.1.10: Herhangi bir « say1 dizisi icin istatistiksel cluster noktalarmin
I'; kiimesi, bir kapalh kiimedir (Fridy, 1993).

Teorem 2.1.11: Eger x ve y hemen her k icin x; = y; olacak sekilde iki dizi ise
bu durumda A, = A, ve I'y =T, dir (Fridy, 1993).

Teorem 2.1.12: Eger z bir say1 dizisi ise L, = I'; ve hemen her k icin y;, = x,
olacak sekilde bir y dizisi vardir. Ustelik y nin goriintiisii  in goriintiisiiniin bir alt
kiimesidir (Fridy, 1993).

Uyari :Teorem 2.1.12 nin sonucunda I'; yerine A, yazmak dogru degildir. Ciinkii

A, kapal olmasi gerekmezken L, her zaman kapalidir. (Ornek 2.1.8 deki gibi)

Reel sayilar sisteminin tamligima denk olan bir ¢ok bilinen teorem vardir. Is-
tatistiksel limitler ile bilinen anlamdaki limitleri yerdegistirmekle, boyle bir teorem
dizilerle iligkilendirildigi zaman, teoremin bir istatistiksel benzeri veriebilir. Ornegin
Teorem 1.2.7 de, bir say1 dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve yeter
kosulun onun istatistiksel Cauchy dizisi olmasi gerektigi belirtildi. En kiigiik {ist
siir aksiyomunun (R de) bir dizisel versiyonu, Monoton Dizi Teoremidir: Eger z
(reel) say1 dizisi azalmayan ve iistten sinirli ise « yakimsaktir. Asagida Teorem 1.2.7
nin bir sonucu olan Monoton Dizi Teoreminin istatistiksel bir benzeri verilmistir.

Onerme 2.1.13: Kabul edelim ki z bir say1 dizisi ve
M :={keN:xzp <xzpi1} olsun. Eger 6 {M} = 1 ve x, M iizerinde simurh ise bu

durumda x istatistiksel yakinsaktir (Fridy, 1993).
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R nin diger bir tamlik sonucu; sinirh bir x dizisi i¢in L, # ¢ oldugunu iddia eden
Bolzano-Weierstrass teoremidir.
tiksel degme noktalarini kullanarak Bolzano-Weierstrass teoreminin bir istatistiksel
benzeri asagidaki gibi verilebilir.

Teorem 2.1.14: Eger x say1 dizisi, bir sinirli ince olmayan alt diziye sahip ise
bu taktirde x in bir istatistiksel degme noktasi vardir (Fridy, 1993).

Sonug 2.1.15: Eger = sinirli bir say1 dizisi ise bu durumda z bir istatistiksel
degme noktasina sahiptir (Fridy, 1993).

Sonraki sonug Heine-Borel értme teoreminin bir istatistiksel benzeridir. Eger x
stmirh bir say1 dizisi ise {x, : k € N} U L, kompakt kiimesini X ile gosterelim. Eger
{J,}, X yi orten agik kiimelerin bir rtiisii ise {J,} nin bir sonlu alt ortiisii de X

yi orter. Bu sonucun bir istatistiksel benzer formu i¢in I';, ile L, i yerdegistirelim ve
X ={zx: ke NyUTy,

kiimesini « in istatistiksel kapanigi olarak tanimlayalim. X in kapali bir kiime ol-
mas1 gerekmez. Gergekten X kapali olmasi igin gerek ve yeter sart, x in bilinen
{zf : k € N} U L, kapamiginin X e egit olmasidir.
Teorem 2.1.16: Eger x sinirh bir say1 dizisi ise bu durumda z dizisi {z, : k € N ~ K }U

I'; kompakt kiime olacak sekilde bir {x}, ince alt dizisine sahiptir (Fridy, 1993).
2.2 RV de istatistiksel cluster noktalari

RN | ||.|| normuyla birlikte bir N—boyutlu uzay olsun. = = (x1), =) € RV,

k € N, dizisini ve ¢ € R noktasini alalim.
Tanim 2.2.1: Eger her € > 0 icin
0{k:flok — ¢l =€} =0

oluyorsa x dizisi ¢ noktasina istatistiksel yakinsaktir denir (Pehlivan ve dig., 2004).

Tanim 2.2.2: Eger her € > 0 icin

6{k: lzx —Cll <} #0
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ise ¢ noktasina x dizisinin bir istatistiksel cluster noktasi denir (Pehlivan ve dig.,
2004).
Aciktir ki bu durumda

1
limsup — |[{k <n: |z — (|| <e}| >0

n—oo M

dar.

T', ile x dizisinin biitiin istatistiksel cluster noktalarinin kiimesini gosterecegiz.
Kapali bir A kiimesinin bir { noktasina olan uzaklig
A) = mi —
p(¢, A) ryrggl\y q]
olmak iizere A kiimesinin bir e-komgulugunu
Se(A) = {y e RN : p(¢, A) < &}

ile gosterelim.

Onerme 2.2.3: A ¢ RY kompakt bir kiime, z, RV de bir dizi ve AN T, = 0
olsun. Bu durumda {k : z;, € A} kiimesinin yogunlugu sifirdir; yani 6{k : z3, € A} =
0 dir (Pehlivan ve dig., 2004).

Ispat. Kosula gore her ¢ € A i¢in ¢ ¢ T, dir. Bu durumda
04k : ||z — ¢|| < e} = 0 olacak sekilde bir € = £(¢) > 0 sayisi vardir.

S(Q)={yeRY :|ly— (|| <&}

diyelim. S-(¢), ¢ € A acik kiimeleri A nin bir agik 6rtiisiinii olugturur. A kompakt bir
kiime oldugundan A nin sonlu bir alt 6rtiisii vardir. Bu 6rtii S; = S:(¢;), i =1,2,...,p
olsun. Agiktirki bu durumda her 7 i¢in A C US; ve §{k : ||z — (|| < &} = 0 dur.

Buradan

p
{k<n:ape A} <Y [k <n:llag -l <l
i=1

ve boylece

1 . 1
lim —[{k <n:zpe A} < E lim —|{k <n:|lzx—(ll <ei}| =0
o

n—oo n

dir. Buise 6{k : z; € A} = 0 olmas1 demektir.ll
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Not edelimki, A acik veya sinirsiz bir kiime oldugunda Onerme 2.2.3 dogru ol-
mayabilir. Gergekten; x = (0,1,0,2,0,3,...) dizisi i¢in T';, = {0} dir. Bu durumda
smirsiz ve kapali A = [1, 00) kiimesi i¢in AN Ty = 0 tur. Fakat 6{k:z, € A} =1/2
dir. Eger zx = (1/k) dizisini alirsak I'; = {0} dir. Bu durumda da sinirh ve acik
A = (0,1) kiimesi i¢in AN T'; = 0 olmasina ragmen 6{k : x € A} =1 # 0 dir.

Teorem 2.2.4: Eger z dizisi simirli ince olmayan bir alt diziye sahipse, bu
durumda I'; bos kiimeden farkli kapali bir kiimedir (Pehlivan ve dig., 2004).

Ispat. {2} , « dizisinin sirh ince olmayan bir alt dizisi olsun. Bu durumda
0(K) # 0 dir ve her k € K igin z3, € A olacak gekilde kompakt bir A kiimesi vardir.
Eger T'y = () ise ANT, = () tur. Buna gore Onerme 2.2.3 den 6{k : 2, € A} =0
olur. Fakat

Hk<n:ke K} <|{k<n:z,ec A}

oldugundan 6(K) = 0 elde edilir. Bu ise bir geligkidir.

I'; in bos kiimeden farkl oldugunu ispatladik. Aym zamanda kapali oldugunu
gostermek zor degildir.l

Simdi reel say1 dizileri i¢in Fridy ve Orhan (1997) tarafindan tanitilan istatistiksel
sinirh dizilerin tanimini verelim.

Tamim 2.2.5: Bir = dizisi i¢in, 0{k : 21 ¢ B} = 0 olacak sekilde kompakt bir B
kiimesi varsa x dizisine istatistiksel sinirh dizi denir (Pehlivan ve dig., 2004).

Tanima gore z istatistiksel siirh dizi ise 6{k : z; € B} = 1 olmalidir. Ayrica
her siirh dizinin istatistiksel sinirli olmasi aciktir.

Sonug 2.2.6: Eger x, istatistiksel sinirli bir dizi ise bu durumda I';, bog kiimeden
farkli kompakt bir kiimedir (Pehlivan ve dig., 2004).

Ispat. B kompakt bir kiime ve §{k : 3 ¢ B} = 0 olsun. Dolaysiyla 6{k : ), €
B} =1 > 0 dir. Diger bir ifadeyle B kiimesi x dizisinin ince olmayan bir alt dizisini
igerir ve boylece Teorem 2.2.4 den I'; in bog kiimeden farkh ve kapali oldugu gikar.

Simdi I';, C B oldugunu gosterelim. Dolayisiyla I'y, in sinirli ve boylece kompakt
oldugunu gostermis oluruz. Aksine ¢ € T'; fakat ( ¢ B olsun. B nin kompakthgmdan
¢ nin bir e-komgulugu ile B nin arakesiti bos kiime olacak sekilde bir € > 0 sayisi

vardir. Bu durumda

{k:llox = Cll <et < {k: a2y ¢ B}
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ve dolayisiyla ¢ {k : ||z — (|| < €} =0 dir. Buise ¢ € I'; olmast ile geligir.ll
Teorem 2.2.7: x istatistiksel sinirli bir dizi olsun. Bu durumda her € > 0 igin

{k : p(I'z, zx) > e}kiimesinin yogunlugu sifirdir. Yani
Mk :p(Ty,zk) >} =0 (2.2.1)

dir (Pehlivan ve dig., 2004).

Ispat. B kompakt bir kiime ve 6{k : z3 ¢ B} = 0 olsun. Sonug 2.2.6 dan ', # ()
ve I', C B dir.

Kabul edelimki (2.2.1) gergeklenmesin. O halde

1
lim sup ﬁ’{k <n:p(lg,zr) >e}| >0

n—oo

olacak sekilde bir € > 0 sayist vardir. Sc(I'z) = {y : p(T'z,y) < e} kiimesini tanim-
layalim ve A = B\S.(I';) diyelim.

A kiimesinin kompaktlig1 ve x in ince olmayan bir alt dizisini igerdigi agiktir. Bu
durumda Onerme 2.2.3 den ANT, # @; yani A nin bir istatistiksel cluster noktasi
vardir. Bu ise bir celigkidir.ll

Uyar1: z dizisinin siirli olmamasi durumunda Teorem 2.2.7 dogru olmayabilir.

Ornegin; = = {1,0,2,0,3,0,4,0, ...} dizisi igin T';, = {0} dir. Fakat
Nk : p(Ty,x) >} =1/2>0

dir.

Simdi Teorem 2.1.12 nin genellestirilmis bir bigimini ifade edecegiz. Bu teorem
ve onun ispatt N —boyutlu duruma genisletilebilir.

Teorem 2.2.8. Bir x = (z},) dizisi verilsin. Bu durumda

(i) Ly = I'y;

(i) h.h.k i¢in y = xj,
olacak gekilde bir y = (yg) dizisi vardir (Pehlivan ve dig., 2004).

I'-istatistiksel yakinsaklik

C C RY agagidaki ozelligi saglayan kapali bir kiime olsun.

Mk :p(Cyzxy) >e} =0, (her e > 0 igin) (2.2.2)
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Eger her C' C C, C\C" # () kapali kiimesi igin
5k p(C'y ) > €'} £ 0

olacak gekilde bir &/ > 0 sayis1 varsa o zaman C kiimesine (2.2.2) yi gergekleyen
minimal kapali kiimedir diyecegiz.

Tanim 2.2.9: Eger bog kiimeden farkli C' kiimesi (2.2.2) yi ger¢ekleyen minimal
kapali kiime ise bu durumda «x dizisi C kiimesine I'-istatistiksel yakinsaktir denir
(Pehlivan ve dig., 2004).

Asagidaki sonuglar tanimdan hemen ¢ikan sonuclardir.

Onerme 2.2.10: Eger z dizisi I'—istatistiksel yakinsak ise bu durumda limit
kiimesi tektir (Pehlivan ve dig., 2004).

Onerme 2.2.11: Eger Onerme 2.2.10 daki limit kiimesi tek bir noktadan oluguy-
orsa bu durumda dizi o noktaya istatistiksel yakinsaktir (Pehlivan ve dig., 2004).

Simdi soyle bir problemi ele alalim: Bir z dizisi hangi kosullar altinda I"'—istatistiksel
yakinsaktir? Yani biitiin kapali C kiimeleri arasinda ne zaman bir minimal kapali
kiime vardir? Bir x dizisinin ['—istatistiksel yakinsak olmasi gerekmedigini belirtelim
ve simdi bu gercgegi agiklayalim.

(2.2.2) yi gergekleyen biitiin kapali kiimelerin bir sistemi C, olsun. Bu sis-
tem bog kiimeden farkhdir. Ornegin; C = R almirsa kosul gerceklenir. Simdi
C = NaC, arakesitini ele alalim. Bu kiime (2.2.2) yi ger¢ekleyen bir minimal
kiime midir? Bu genel olarak dogru degildir. Ayrica C = @ olabilir. Ornegin;
z={0,1,-1,2,-2,3,-3, ...} dizisi i¢in C,, = (—00, —a] U [a; 20), (ax > 0) alabiliriz.
Bu durumda C = {) tur.

Bir sonraki sonug « istatistiksel sinirli oldugunda C' = N,Cy = I'; ve buna gore
de C # () oldugunu gostermektedir.

Teorem 2.2.12: Eger x istatistiksel siirli dizi ise bu durumda =z dizisi I';
kiimesine I'—istatistiksel yakinsaktir (Pehlivan ve dig., 2004).

Ispat. Teorem 2.2.7 den I', in bos kiimeden farkli kompakt bir kiime oldugunu
ve bu kiime igin (2.2.2) kogulunun gergeklendigini gorebiliriz. Kabul edelimki T,
minimal olmasm. C C T', ve T;\C # 0 olacak gekilde (2.2.2) yi gercekleyen bir C
kapali kiimesi bulunsun. O halde ¢ ¢ C olacak sekilde bir { € ', noktasi vardir ve
bu durumda S(¢) N S:(C) = 0 olacak sekilde bir e > 0 sayis1 bulabiliriz. ( € T,
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oldugundan Tanim 2.2.2 den

1
lim sup ﬁ’{k <n:xpe€SA¢)}H >0

n—oo

dir. Boylece {k : z € S:(¢)} C {k: zx ¢ Sc(C)} oldugundan

limsup%Hk <n:zk ¢ S0} >0

n—oo

elde ederiz. Bu ise (2.2.2) ile celigir.ll

x dizisi C' kiimesine ['-istatistiksel yakinsak olsun. Teorem 2.2.12 ye gore eger
bu dizi istatistiksel sinirli ise C' = T’ dir. Simdi ise istatistiksel sinirli olmayan
dizileri ele alalim. Boyle bir dizi ayn1 zamanda I'-istatistiksel yakinsak olabilir.
Ornegin; Ornek 2.2.8 deki diziyi alirsak bu dizi istatistiksel sinirh degildir fakat
C =1{1,2,3,...} kiimesine I'—istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 2.2.12 nin ispatindan agagidaki sonucu hemen ¢ikarabiliriz.

Sonug 2.2.13: T',, x dizisinin istatistiksel cluster nuktalarinin kiimesi olsun (x
dizisi genel olarak istatistiksel sinirh degildir). Eger her € > 0 i¢in 6{k : p(I'y, z) >
e} =0 ise z dizisi I', kiimesine I'—istatistiksel yakinsaktir (Pehlivan ve dig., 2004).

Bir sonraki sonug eger x dizisi I'—istatistiksel yakinsak ise bu durumda limit
kiimesinin sadece I', olabilecegini gostermektedir.

Teorem 2.2.14: Eger x dizisi C kiimesine ['—istatistiksel yakinsak ise C' =T",
dir (Pehlivan ve dig., 2004).

ispat. Ilk énce I';, C C oldugunu gosterelim. ¢ € I', fakat ¢ ¢ C olsun. C
kiimesi kapali oldugundan ¢ > 0 igin S-(¢)N S:(C) = 0 olacak sekilde bir ¢ > 0
sayist vardir. Bu durumda {k : zp, ¢ S:(C)} D {k : zx € S:(¢)} oldugundan (2.2.2)
den 0{k : z; € S:(¢)} = 0 olur. Buise ¢ € I'; olmasi ile celisir.

Simdi C' C T'; oldugunu gosterelim. Kabul edelimki bu dogru olmasin, yani ¢ € C
fakat ¢ ¢ 'y, olsun. Buna gore Tamim 2.2.2 den her ¢ < & igin §{k : z;, € S-(¢)} =0
olacak sekilde bir ¢’ > 0 sayis1 vardir.

Burada iki durumu ele alacagiz.

1) ¢, C nin bir izole noktasi olsun. Bu durumda

S-(Q) N S(C\{¢}) =0

olacak sekilde bir e < &’ sayis1 vardir. Dolayisiyla

SE(C) = Ss(C) U SE(C\{C})
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ve boylece

{k <n:ap ¢ SL(C A = H{E <n:ap € S(OH+ Ik <n:ap ¢ S(C)}]

esitligi saglanir. Boylece (2.2.2) yi kullanarak yeterince kiigiik her € > 0 sayisi i¢in
Mk < n:xp ¢ S.(C\{¢C})} = 0 elde ederiz. Bu ise C\{(} kiimesinin (2.2.2) yi
saglamasi, yani C nin bir minimal kiime olmamasi anlamina gelir. Bu bir ¢eligkidir.

2) Kabul edelimki ¢, C' nin bir limit noktasidir. Bu durumda ¢,, — ¢ ve j # i
igin ¢; # (; olacak sekilde bir ¢,,, € C dizisi vardur.

Bir ¢ > 0 alalm. Bu durumda en az bir ¢’ = ¢,,, ve § > 0 sayis1 vardir 6yleki
¢ = ¢'|| =26 ve 46 < € kosullan saglamr. S5(C) C S-(C\S5(¢)) oldugunu iddia
ediyoruz.

z € S5(C), 2’ € Cve ||z —1'| <6 olsun.

a) Eger 2’ ¢ Ss5(¢) ise bu durumda 2’ € C\S5(¢) dir. Boylece x € S5(C\S5(¢)) C
S:(C\S5(C)) elde edilir.

b) 2’ € S5(C), yani [|z" — (|| < ¢ olsun. Bu durumda

lz =l < fle = 'l + o = cl} + ]lc = ¢l <45 <

olur. Fakat || — (|| = 26 ve de ¢’ € C\S5(¢) dir. Dolayisiyla & € S-(C\S5(¢)) elde
ederiz.

Boylece S5(C) C S:(C\Ss(¢)) icermesini ispatlamis oluruz. Bundan dolay1

{k <n:ap ¢ SL(C\Ss(O)}H < [{k <n:ap ¢ S5(C)}

ve bu esitsizlikten 6{k < n : z ¢ S:(C\S5(¢))} = 0 elde edilir. O halde C kiimesi
(2.2.2) yi gergekleyen minimal kiime degildir. Bu ise bir geligkidir.ll

Sonug 2.2.15: z dizisi I'—istatistiksel yakinsaktir < Her £ > 0 i¢in
0k : p(Ty,z) > e} = 0 dir (Pehlivan ve dig., 2004).
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I1I. BOLUM
CEKIRDEK TEOREMLERI

Bu bolumde ilk olarak bir dizinin g¢ekirdegi kavrami tanitilip sinirli ve sinirsiz
diziler icin gekirdek teoremleri ispatsiz olarak verilecektir. Daha sonra ise Knopp
cekirdegi, istatistiksel ¢ekirdek, A—istatistiksel ¢ekirdek, Banach cekirdegi, o—cekirdek

ve [—cekirdek kavramlar: ve bu kavramlar arasindaki iligkiler ele alinacaktir.
3.1 Bir Dizinin Cekirdegi

Ik kez Knopp tarafindan tanimlanan bir dizinin cekirdegi kavramini aciklaya-
bilmek i¢in gerekli baz1 tanim ve gosterimleri verelim.

(z5,) kompleks terimli bir dizi olmak iizere z,, p+1, Tnt2,... noktalarim igeren,
kompleks diizlemin en kiiciik kapali konveks bolgesi R,, ile gosterilsin.

Bu durumda R,, s6z konusu noktalarin konveks ¢rtiisii olup,
R13R23R3D...

dir.
00

Lemma 3.1.1: R = ﬂ R; bolgesi x = (x,,) in limit noktalarinin ciimlesi olan
L, iigerir (Cooke 1950, Slzrlzi?)?).

Tamim 3.1.2: Zorunlu olarak konveks ve kapali olan R = ﬁ Ry, climlesine (zy,)
dizisinin cekirdegi denir (Cooke 1950, sh 137). =

Eger R bir tek nokta iceriyorsa x = (x,) dizisi yakinsaktir. R = ¢ ise (xy,)
dizisine belirgin olarak iraksaktir denir ve bu durum =z, ~ oo seklinde gosterilir.
(Cooke 1950, sh 137)

Eger A reel bir regiiler matris ise, yakinsak bir (x;,) dizisinin A-déniigiimii olan
(m;) dizisinin R’ cekirdegi, (x,) dizisinin R cekirdegi ile dzdestir. Her iki R ve R’
gekirdegi (x,) dizisinin limiti olan tek noktadan ibarettir.

Eger A negatif olmayan regiiler bir matris ise, A nin uygulandigi her bir (z,)
dizisinin R gekirdegi, bu dizinin A-doniigiimii olan (z;) niin R ¢ekirdegini igerir.

Teorem 3.1.3: Eger A = (ayx) negatif olmayan regiiler bir matris ve onun

o e . / o e e e . e
doniigiim dizisi z,, = Y po; ankZy olsun. = = (z,) dizisinin ¢ekirdegi v, = (a,b) ve



59

i

(,,) = (An(z)) doniisiim dizisinin gekirdegi v, = (a',b') ise v C v, dir (Cooke

1950, sh 138).

Knopp’'un kompleks dizilerin ¢ekirdegine iligkin alternatif bir tanimi goyledir:

Tanim 3.1.4: Her L dogrusu diizlemi iki yar1 diizleme boler. Eger bir S nokta
ciimlesi, tamamen bir yar1 diizlem i¢inde bulunuyorsa (S nin baz veya biitiin nok-
talar1 L dogrusu iizerinde bulunabilir), bu L dogrusuna S igin bir bariyer dogru
denir.

Eger S bariyer dogrulara sahip degilse S nin ¢ekirdegi biitiin diizlemdir. .S nin
bir bariyer dogrusu varsa, S nin limit noktalarimin ciimlesi olan L, i iceren biitiin
yar1 diizlemlerin arakesiti S nin ¢ekirdegidir.

Bu iki tanim denktir.

Teorem 3.1.5:(Knopp Cekirdek Teoremi) Eger A = (a,;) negatif olmayan
bir regiiler matris ise, (2,) kompleks dizisinin R cekirdegi 2, = 33°  anp2p nin R
gekirdegini igerir (Cooke 1950, sh 140).

Bu bilgilerin 1181 altinda sunu soyleyebiliriz;

(1) Eger iki dizi ayn1 yigilma noktalar ciimlesine sahipse, bunlar ayni ¢ekirdege
sahiptir (Ikinci tanimdan).

(ii) Iki dizinin cekirdekleri aym oldugu halde yigilma noktalar1 ciimleleri farkl

olabilir. Ornegin;
1

1
1,0,1,0,... 1,0,-,1,0,=,.
{7777}U6{’7277727

2

her ikisinin de g¢ekirdegi [0, 1] araligidr.

Bu sonug su soruyu dogurur; eger iki dizi ayni ¢ekirdege sahip ise bunlarin yigilma
noktalar1 ctimleleri hakkinda ne soylenebilir? Cevap, ¢ekirdegin 1. ya da 2. tanimini
diisiinmemize bagh olarak iki yolla verilebilir.

Sonug 3.1.6: ki dizinin ayn cekirdege sahip olabilmesi icin gerek ve yeter sart,
bunlardan birinin y1gilma noktalar1 ctimlesini igeren her bir yar1 diizlemin, digerinin
yigilma noktalar: ciimlesini de igermesidir (Cooke 1950, sh 140).

Sonug 3.1.7: Iki dizinin ayni cekirdege sahip olabilmesi icin gerek ve yeter
sart, bunlardan birinin y1gilma noktalar: ctimlesini igeren konveks bolgenin digerinin

y1gilma noktalar: ciimlesini igermesidir (Cooke 1950, sh 141).
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Bu kisimda Knopp tarafindan tanimlanan bir x dizisinin gekirdegi, K — core {z}

ile gosterilecektir.

!

Teorem 3.1.8 Eger (z,) ve (scn> lim |z, — z,
n

bu durumda (z,) ve <$;) dizilerinin R ve R’ gekirdekleri cakisiktir (Cooke 1950, sh
144).

= 0 olacak sekilde iki dizi ise

Teorem 3.1.9: A bir regiiler matris olsun. Bir siirh (z,,) dizisinin ¢ekirdeginin,

bu dizinin A—déniisiimii olan (¢,,) nin ¢ekirdegini icermesi igin gerek ve yeter sart,
o0
nlggo;l k| = 1 (3.1.1)

olmasidir (Cooke 1950, sh 149).

Teorem 3.1.10. Herhangi bir sinrli (z,) dizisinin A—déniigiimiiniin ¢ekird-
eginin (x,) dizisinin ¢ekirdegi tarafindan icerilmesi icin gerek ve yeter sart, biitiin
siirh diziler i¢in regiiler (a,x) matrisinin negatif olmayan bir (b,)) matrisine mutlak
denk olmasidir (Cooke, 1950, sh 153).

Simdi ise reel terimli matrisler ve reel terimli sinirh dizileri gozoniine alalim.
G,H : m — R fonksiyonelleri verildiginde, eger her z € m i¢in G(x) < H(x) ise
G < H yazacagiz.

L = limsup z,, olmak iizere L(Az) i bazen L(z) seklinde gosterecegiz.

Lemma 3.1.11: Eger A = (ank), her k& € N igin limy,a,, = 0 olacak sekilde
> ken lank| < oo sartmi gergekleyen bir matris ise bu durumda

lim sup Z anrYr = limsup Z |ank]
"0 keN "0 keN
ve |ly|]| <1 olacak sekilde, simirh bir y = (y,,) dizisi vardir (Simmons, 1969).

Teorem 3.1.12: LA < L olmasi i¢in gerek ve yeter sart, (3.1.1) in gergeklen-
mesidir (Maddox, 1979).

A = (apk) bir sonsuz matris olsun. Her z € m igin ) appxr tanmiml (sonlu)

k
olmasi i¢in gerek ve yeter sart her n icin

> " ank| < o0 (3.1.2)
k

olmasidir. Buna gore

(zx) — (Ay (x))neN = (Z ankﬂck) (3.1.3)
k

neN
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doéniistimiiniin, m den s nin igine tanimli bir déniisiim olmasi icin gerek ve yeter sart,
her n € N igin (3.1.2) nin gergeklenmesidir.
Tanim 3.1.13: A = (a,x) sonsuz matrisi (3.1.2) yi gercekliyorsa ve

sup 3 o] < o0
neN L

ise A matrisine bir m-matrisi denir (Simmons, 1969).
A bir m-matrisi ve z € m olmak iizere agagidaki alt lineer fonksiyonelleri g6zoniine

alalim.

LA(z) = limsup E Ak Tk
n
k

Q(x) = lim supsup Z AnkThj

L ve @ déniigiimleri altlineer olup LA < @ dur (Simmons, 1969).
Teorem 3.1.14: Asagidakiler denktir.
1) A regiiler ve hemen hemen pozitiftir.
2) Q<L
3) LALL (Simmons, 1969)

Tanim 3.1.15: Simdi m iizerinde agagidaki altlineer fonksiyonelleri tanimlay-

alim.
((z) :=liminfxy , y(z) :=liminf 1+ X2 _Z T
L(z) :=limsupxy , Y(z) :=limsup 1 + X9 41; ot
S(z) :=supzy, bs  ={z=(2x) € m:sup, )i 2| < ool

|z1| + |z2| + -+ - + |xk]

p(z) :=limsup|zg| , Z(xr) :=limsup

k
x| :=sup|zk| , w(z) :=inf{L(z+z):z € bs}
t(z) = liminf|zg| ,

Teorem 3.1.16: m tizerinde
(<y<Y<w<L<s<|f, w<p<]|

dur (Maddox, 1979).
Teorem 3.1.17: B, hemen hemen pozitif regiiler herhangi bir matris olsun. Bu

durumda LA < ¢B olacak sekilde A matrisi yoktur (Maddox, 1979).
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Teorem 3.1.18: LA < /B olmasi igin gerek ve yeter sart B nin Schur matrisi

ve
00

Z‘ank—bnk’—’() (n — o)
k=1

olmasidir (Kuttner ve Maddox, 1983).
Teorem 3.1.18: SA < S olmasi igin gerek ve yeter sart her n, k i¢in a,x > 0 ve
her n i¢in Y 72 4 apk = 1 olmasidir (Kuttner ve Maddox, 1983).

Siirh reel x dizisinin ¢ekirdegi
[lim inf z, lim sup z]
kapali araligidir. Knopp ¢ekirdek teoremi
limsup Az < limsup z

olacak sekildeki reel regiiler matrislerin karakterizasyonuna bir érnektir. Bu son
esitsizlik ise

K — core{Az} C K — core{x}

olmasi demektir.
Tanim 3.1.19 (Banach Cekirdegi): x reel simirl diziler uzayr m nin bir

eleman: oldugunda x in Banach ¢ekirdegi (B — core {z})

[—q(—2),q(2)]

kapali aralig1 olarak tanmimlanir (Das, 1987).

Burada ¢(z), (1.1.2) de tamimlanan fonksiyoneldir. ¢(x) < limsupz oldugundan
B — core{z} C K — core{z}

dir (Das, 1973; Devi, 1976).

Tanim 3.1.20: 7, reel terimli regiiler matrislerin ciimlesi olsun.

o
E Anl — 1
k=0

olacak sekilde A € 7 matrislerinin ciimlesini 77 ile gosterelim.

oo
115112 |ank - an,k—i—l’ =0
k=0
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olacak sekilde A € 71 matrislerinin ctimlesini de 7* ile gosterecegiz (Das, 1973).

Teorem 3.1.21: E, m nin bir alt uzay: olsun. Bu durumda
{E,La} C £p={E,q} (AeT)

dir (Das, 1973).

Teorem 3.1.22: E, m nin bir alt uzay1 olsun. Bu durumda

{(mo,La} C £y = {mo,q}  (Aer?)

dir (Das, 1973).
Sonug 3.1.23: A€ 7" = Vo € migin La(z) < ¢(z) dir (Das, 1973).
Daha o6nce reel terimli sinirhi bir dizinin A— déniisiim dizisinin Knopp ¢ekird-
eginin
[liminf Az, lim sup Az]

kapali araligi ve Banach cekirdeginin de
[—a(=2), q(z)]
kapali aralig1 oldugu s6ylendi. Sonug 3.1.23 iin hipotezleri altinda
limsup Az < g(x)

ve

—q(—z) <liminf Az < limsup Az < ¢(x)

olup
K — core{Ax} C B — core{x}

elde edilmig olunur.
Tanim 3.1.24: Simdi m iizerinde

i+n
0 (z) = lur}llnf sgp —— Zxr (3.1.4)

r=1

i+n
L* (z) = hmnmf sgp 1 ZmT (3.1.5)

r=1

altlineer fonksiyonellerini tanimlayalim.
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Teorem 3.1.25: L*A < L* olmasi icin gerek ve yeter sart A nin F'—regiiler ve
. 1 i+n
llysgpzk: Tt ; laqi] =1
olmasidir (Orhan, 1988).
Teorem 3.1.26: LA < L* olmasi i¢in gerek ve yeter sart, A nin kuvvetli regiiler
olmasi ve nlLrlgo > rey lank| = 1 olmasidir (Orhan, 1990).
Teorem 3.1.27. Her siurh z dizisi i¢in ¢(x) = L* (x) dir (Das ve Mishra, 1981).
Teorem 3.1.28: B = (b,y,) bir normal matris olsun. B~* = (b_}!) ile onun iki
tarafli tersini gosterelim. A = (a,) herhangi bir matris olsun. Bz sinirh oldugunda

Az mevcut ve sinirh ve

L(Az) < L(Bx)

saglanir. Bunun icin gerekli ve yeterli sartlar,
(i) C = AB~! mevcut
(7i) C regiiler

(i) > lenk| = 1 (n — o)

k=0
J oo
(iv) Her sabit n i¢in Z Z anjb;kl —0(J— o0
k=0 |j=J+1

olmasidir (Choudhary, 1988).
Tanim 3.1.29: Cy(z), {x}};>,, nin kapal konveks hull'u olmak tizere kompleks

sayilarin bir x = (z,,) dizisinin Knopp ¢ekirdegi

ﬁ Cn(w)
n=1

seklinde tanimlanir ve K—core {z} ile gosterilir. K—core {z} zorunlu olarak kapali
ve konveks bir climledir (Shcherbakov, 1977).

Eger = siirh ise, bu durumda ,
Bi(z) :={w e C: |w— z| <limsup, |z, — z|}

olmak tizere
K —core{z} = () Bi(z)
zeC
oldugu Shcherbakov (1977) tarafindan gosterildi .
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sonsuz bir matrisi igin
K — core {Az} C K — core{z}

olmasi icin gerek ve yeter sart, A nmin regiiler olmasi ve

o0

lim supnz lank] <1
k=1

egitsizliginin saglanmasidir (Natarajan, 1990)
Tanim 3.1.31: Eger x = {z,,}, z, € B, n =1,2,3,...,Cp(z), {xk}an ,n =

1,2,3, ... nin kapali konveks hull’u olmak iizere x in ¢ekirdegi
K —core{z} = [ Cy(z)
n=1

seklinde tanimlanir (Natarajan, 1990).

Uyar1 3.1.32: Eger © = {z,}, bir B Banach uzaymnda smurh bir dizi ise,
bu durumda {Cy(x)}, ; B deki kapali ve konveks alt kiimelerin simirl yuvarlarmin
azalan bir dizisidir ve ﬁl Cp(x) # ¢ dir. Boylece bir Banach uzayindaki herhangi

n=

siirli  bir dizinin bosg olmayan bir ¢ekirdegi vardir.

Teorem 3.1.33: Eger z = {x,}, z, € B, n=1,2,3,... sinirh ise, bu durumda

Bi(z) :={w € B: ||lw — z|| <limsup, ||z, — z||}

T

olmak tiizere

K — core{z} C ﬂ B} (z)

z€B
dir (Li, 1998).
Teorem 3.1.34: H, bir Hilbert uzay: olsun. Eger x = {z,}, z, € H, n =

1,2,3,... simirh ise, bu durumda

Bi(z) :=={w € H : ||w — z|| <limsup, ||z, — 2|}

xT

olmak tiizere

K —core{z} = ﬂ B} (z)

z€H
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dir (Li, 1998).
3.2 istatistiksel Cekirdek
Bir x reel say1 dizisi igin
By ={beR:0{k:x,>b} #0}

Ay ={aeR:6{k:zr <a} #0}

kiimelerini tanimlayalim. Burada 0(K) # 0 i anlami , 6 (K) > 0 veya K dogal
yogunluga sahip degildir anlamindadir.

Tanim 3.2.1: Eger x bir reel say1 dizisi ise x in istatistiksel iist limiti

supB, , By # ¢
—0 7B.Z‘:¢

st —limsupzx :=

ile verilir. Benzer sekilde x in istatistiksel alt limiti

inf A, , Ay # ¢

st — liminfz :=

ile tamimlanir (Fridy ve Orhan, 1997).
Ornek 3.2.2: z dizisi

k , k bir tek kare ise
2 , k bir ¢ift kare ise
, k bir tek, kare olmayan ise

0 , k bir ¢ift,kare olmayan ise

\
seklinde tanimlayalim. Agik olarak z iistten siirsizdir ve boylece B, = (—o0,1) ve
st—limsupxz = 1 dir. x, 0 a ve 1 e yakinsayan pozitif yogunluklu farkli iki alt diziye
sahip oldugundan x istatistiksel yakinsak degildir.

x in istatistiksel cluster noktalarimin kiimesi {0,1} ve st — liminf 2 bu kiimenin
en kiigiik elemani iken st — lim sup x en biiyiik elemanina esittir.

Teorem 3.2.3: Eger 8 = st — limsup z sonlu ise her € > 0 igin

0k ap>p—ct#0ved{k:axp >B+e}=0 (3.2.1)
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dir. Tersine (3.2.1) her ¢ porzitif sayisi i¢in saglanirsa, 8 = st — limsup z dir (Fridy
ve Orhan, 1997).
st — liminf x icin benzer teorem asagidaki sekilde verilir.

Teorem 3.2.4: Eger a = st — liminf x sonlu ise her € > 0 i¢in
Mz <a+e}#0ved{k:zp<a—c}=0 (3.2.2)

dir. Tersine (3.2.2) her e pozitif sayis1 igin saglanirsa, a = st — liminf x dir (Fridy
ve Orhan, 1997).

Bolum 2.1 deki istatistiksel cluster noktalarinin tanimindan Teorem 3.2.3 ve
Teorem 3.2.4, st—lim sup z in ve st—liminf = in x in istatistiksel cluster noktalarinin
en biiyiigii ve en kiigiigii oldugunu ifade eder.

Teorem 3.2.5: Herhangi bir z dizisi i¢in st —liminf x < st—lim sup z dir (Fridy
ve Orhan, 1997).

Teorem 3.2.5 ve yukaridaki tanimdan her x dizisi igin
liminf z < st — liminf x < st — limsupx < limsup x (3.2.3)

oldugu aciktar.

Tamim 3.2.6: Eger 0 {k : |z;| > B} = 0 olacak sekilde bir B sayis1 varsa z reel
say1 dizisine istatistiksel sinirlidir denir.

Teorem 3.2.7: Istatistiksel siirli = dizisinin istatistiksel yakinsak olmasi icin
gerek ve yeter kosul

st — liminfx = st — limsupx

olmasidir (Fridy ve Orhan, 1997).

Bir sinirli z dizisinin ¢ekirdegi = in limit noktalarinin kiimesinin kapali konveks
hull’u oldugundan Knopp’un ¢ekirdeginin dogal bir benzerini vermek i¢in istatistiksel
cluster noktalari ile limit noktalarimi yerdegistirebiliriz.

Tanim 3.2.8: Eger x istatistiksel sinirli ise x in istatistiksel ¢ekirdegi
[st — liminf 2, st — lim sup x| kapali araligidir. z in istatistiksel simirli olmamasi du-
rumunda, st — core{z}, [st — liminf z, 00), (—00,0) veya (—o0, st — lim sup z] den

birine gore tanimlanir (Fridy ve Orhan, 1997).
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st — core{x} ile x in istatistiksel ¢ekirdegi ve K — core{z} ile genel Knopp

cekirdegi gosterilecektir. Herhangi bir x reel sayisi dizisi igin
st — core{x} C K — core{z}

oldugu (3.2.3) den agiktr.

Sinirh diziler iizerinde kuvvetli p—Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yakinsak-
higin denk oldugu Connor (1988) tarafindan gosterilmisti.

Ayrica, A € (wp Nl,c) dir & A € 7% dir, yani A regiiler ve § (E) = 0 olacak
sekildeki her £ C N igin lim ZkeE |ank| = 0 dir (Maddox, 1974).

o
Lemma 3.2.9: Kabul edelim ki A matrisi i¢in sup,, Z |ank| < oo olsun. Bu
k=1
durumda

Vo € Uy igin limsup Ax < st — limsup x

olmasi igin gerek ve yeter kosul
o0
AeTt*ve h,anZ lank| =1
k=1
olmasidir (Fridy ve Orhan, 1997).
Teorem 3.2.10 (istatistiksel Cekirdek Teoremi): Eger A matrisi i¢in
o0

sup,, Z |ank| < oo ise bu durumda
k=1

K —core{Az} C st — core{z} (Vo € ly)
olmasi i¢in gerek ve yeter sart
)
AeT"ve hﬁ“;‘ank’ 1
olmasidir.(Fridy ve Orhan, 1997).

Teorem 3.2.11: Eger x dizisi iistten sinirli ise ve § := st — limsup = sayisina
C1-toplanabilir ise z, § ya istatistiksel yakinsaktir (Fridy ve Orhan, 1997).

Sonug 3.2.12: Eger x alttan sinirh bir dizi ve o := st — liminf x sayisina C'-
toplanabilir ise x, « ya istatistiksel yakinsaktir (st — limz = « dir) (Fridy ve Orhan,
1997).

Herhangi bir x dizisi i¢in x in istatistiksel ¢ekirdegi agagidaki gibi de tanimlan-

abilir.
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igeren biitiin kapali-yar1 diizlemlerin kolleksiyonunu gosterelim. Bu durumda x in
istatistiksel cekirdegi

st — core{z} = ﬂ H

HeH(x)
ile tanimlanir.(Fridy ve Orhan, 1997).

Lemma 3.2.14: x sinirh istatistiksel yakinsak bir dizi ve her z € C igin
By(z) =={2 € C:|w— z| < st —limsup |z — 2|}

olsun. Bu durumda

st — core{x} = m B,(2)

zeC
dir (Fridy ve Orhan, 1997).

Uyarr: Yukaridaki Lemma 3.2.14 de st — core{z} igin z in istatistiksel smirh
olmas: sart1 kaldirilamaz.
Ornek 3.2.15: Eger (z3) = (k) ise z istatistiksel cluster noktasina sahip degildir

ve st —core{x} = ¢ tur. Fakat her z € C i¢in, h.h.k. igin =} y1 igeren sonlu yarigaph

disk yoktur, boylece st — limsup |z — 2| = oo ve Bg(z), tiim C diizlemidir, bu
yiizden ﬂ B;(z) = C dir (Fridy ve Orhan, 1997).
zeC
Teorem 3.2.16: Eger A matrisi igin supz |ank| < oo ise bu durumda her
n
k

x € Lo i¢in K — core{Azx} C st — core{x} olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
(1) A e 7", yani A regiiler ve 0 (E) = 0 oldugunda lim,, ZkeE |ank| = 0 dir.
.. . o . .

(74) limy, Zk:l |ank| = 1 dir (Fridy ve Orhan, 1997).

Yukarida soylendigi gibi her dizi i¢in st — core {x} C K — core{z} dir. Buna
gore Teorem 3.2.16 dan dolay1 orjinal Knopp Teoremi’nin bir istatistiksel benzerini
verebiliriz.

[e.e]
Sonug 3.2.17: Eger A matrisi igin supz |ank| < oo ve Teorem 3.2.16 min (7)

" op=1
ve (i1) sartlar1 saglanirsa bu durumda her x € ¢ icin

st — core{Azx} C st — core{x}

elde edilir (Fridy ve Orhan, 1997).
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Not: Sonug 3.2.17 nin kargit1 dogru degildir. Bunun i¢in agagidaki ¢rnegi vere-
biliriz.
Ornek 3.2.18: A matrisi h.h.k. icin (Az), = z, olacak seklinde tanimlayalim.

Teorem 2.1.11 ile Az in istatistiksel cluster noktalar: ile x in istatistiksel cluster

noktalar1 aynidir. Boylece
st — core{Ax} = st — core{x}

dir.

—

, eger k = n ve n bir kare degil ise
nk =<4 1 , eger k < n ven bir kare
0 , diger yerlerde
olarak tanimlanirsa

Tn ,eger n kare degil ise

(Az), = = . .
Z Tr  ,eger n bir kare ise
k=1

oo
olacaktir. Buradan sup > |a,x| = oo olur. Yani A, (ii) yi saglamaz. Ilave olarak
n k=1
d(E) = 0 oldugundan lim,, ) ;. |ank| = 0 da saglanmaz.
Simdi de iki matris doéniigtimiiniin ¢ekirdeginin kargilagtirmasini verelim. Choud-

hary (1988) tarafindan Knopp’un ¢ekirdek teoremi iki matris doniisiimiine
K — core{Az} C K — core{Bz}

seklinde genigletildi. Burada B = I alimirsa Knopp’un teoremi elde edilir. Asagidaki
teorem, bu teoremin bir istatistiksel benzeridir.

Teorem 3.2.19: B bir normal matris olsun ve B~! = [b_!] ile onun tiggensel
tersini gosterelim. Bz € {, oldugunda, keyfi bir A matrisi i¢gin Az mevcut ve sinirh
ve

K — core{ Az} C st — core{Bz}
saglanir. Bunun igin gerekli ve yeterli gsartlar,

(i) C := AB™! mevcut;

(ii) C et

0o

(ifd) m Y |eax| = 1;
k=1
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(iv) Her sabit n igin limz Z anj ;kl = 0 dir (Fridy veOrhan, 1997).
k=0 |j=v+1

Yukaridaki gibi st — core{ Az} C st — core{ Bz} gerceginden asagidaki sonug elde
edilir.
Sonug 3.2.20: Eger A ve B matrisleri Teorem 3.2.19 un (i) — (dv) sartlarimi

saglarsa bu durumda Bz € /, olacak sekildeki her x igin
st — core{Ax} C st — core{Bx}

dir (Fridy ve Orhan, 1997).

3.3 Bir Dizinin A-istatistiksel Cekirdegi

Istatistiksel yakinsaklik; C; Cesaro matrisi yerine negatif olmayan regiiler bir A
matrisi alinarak genellegtirilmigtir (Freedman ve Sember, 1981).

Eger lim,(Axx)n = lim, > ,c g ani limiti mevcutsa bu durumda bir K € N
kiimesi A—yogunluga sahiptir denir.

Bir x = (xj) say1 dizisi verildiginde eger K (¢) = {k : |z — L| > ¢} kiimesinin
A—yogunlugu sifir ise x dizisi L sayisina A—istatistiksel yakinsaktir denir ve bu
durum sty — limxz = L ile gosterilir (Freedman ve Sember, 1981; Connor, 1989).

Kisim 2.1 de ele alinan istatistiksel limit ve cluster noktalari kavramlarinin
A—istatistiksel benzerleri su sekilde ifade edilebilir:

Eger bir z dizisinin A sayisina yakinsayan 0 4(K) # 0 olacak sekilde bir A—ince
olmayan {x}, alt dizisi varsa A sayisina x dizisinin bir A—istatistiksel limit noktasi
denir. z dizisinin biitiin A—istatistiksel limit noktalarmin ciimlesi ise A4(x) ile
gosterilir (Connor ve Kline, 1996).

Eger her € > 0 i¢in {k € N: |z, — 7| < €} kiimesinin A—yogunlugu sifirdan farkh
olacak sekilde bir v sayis1 varsa bu durumda ~ sayisina x dizisinin bir A—istatistiksel
cluster noktasi denir. z in tiim A—istatistiksel cluster noktalarinin kiimesi ise I' 4 (z)
ile gosterilir (Connor ve Kline, 1996).

A = (ank) negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere bir x = () say1 dizisi
icin

B,={beR:54{k: x>0} #0}
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ve
Ay ={a€eR:64{k:xp <a}#0}
kiimeleri tanimlansin. Burada, d4(K) # 0 ifadesi, 04(K) > 0 veya K nm A-
yogunluga sahip olmadig1 anlamindadir.
Tanim 3.3.1: A = (a,;) negatif olmayan regiiler bir matris ve x bir say1 dizisi

olsun. Bu durumda z in A-istatistiksel {ist limiti

. supB; , By 7& 0
sty — limsupx :=
-0 , B,=10
ile, x in A—istatistiksel alt limiti ise
o infA, , Az #0
sty — liminf x :=
+oo , Az =10

ile verilir (Demirci, 2000).

Tanim 3.3.2: Eger 64 {k : |x;x| > B} = 0 olacak sekilde bir B say1s1 varsa x say1
dizisine A-istatistiksel simirhdir denir (Demirci, 2000).

Eger Tanim 3.3.1 ve Tanim 3.3.2 de A = C; alinirsa bu durumda Tanim 3.2.1 i

ve Tanim 3.2.7 yi elde ederiz.

Ornegin,
ﬁ ,k=n?+1
Ak = 1= 55 k=n?+2
0 , diger durumda
ile tamimlanan A = (a,)) matrisini ve
% k=n2+1
2 k=n%2+2
T =

kE k=n?
0

,diger durumlarda
ile x = (z,) dizisini tanimlayalim.
A = (apk) nin negatif olmayan regiiler bir matris oldugu agiktir. z dizisi iistten
simirsiz olmasina ragmen, 64 {k : |xx| > 2} = 0 oldugundan A-istatistiksel siirhdir.
Eger D := {k:nQ:n:1,2,...}, EF = {k:n2+1:n:1,2,...} ve F =
{k=n*+2:n=1,2,...} yazarsak (D) =0, §(E) =0, 6(F) =0, 6(FUF) =0,
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§(DUEUF) = 0 elde ederiz. Ayricada(D) =0,864(E) = 3,64(F) = 3, 64(BEUF) =
1,04(DUEUF) = 1dir. Boylece B, = (—00,2), A, = (0,4+00), st4 —limsupx = 2
ve st4 — liminf x = 0 olur. z, A-istatistiksel yakinsak degildir. Ciinkii x in sirasiyla
0 a ve 2 ye yakinsayan ve A-yogunlugu pozitif olan iki tane ayrik alt dizisi vardir
(Kolk, 1993, Teorem 5.1.2). x in A-istatistiksel cluster noktalarinin kiimesi I'4(z)
= {0,2} ve st4 — liminfz bu kiimenin en kii¢iik eleman: iken st4 — limsupx en

biiyiik elemanina esittir.

Teorem 3.3.3: Eger 8 = st4 — limsup « sonlu ise, her pozitif € sayisi igin
5A{/€:$k>5—8}%0V€(5A{k:xk>,3+€}:0 (3.3.1)

olur. Kargit1 olarak, eger her pozitif € sayisi i¢in (3.3.1) saglanirsa, § = st4—limsup =
olur (Demirci, 2000).
st4 — liminf x icin benzer ifade agagidaki gibidir.

Teorem 3.3.4: Eger oo = st4 — liminf x sonlu ise, her pozitif € sayisi i¢in
dafk:ap<a+el#0veda{k:ap<a—c}=0 (3.3.2)

olur. Karsit1 olarak, eger her pozitif € sayisi igin (3.3.2) saglanirsa, o = st 4 —liminf =
olur (Demirci, 2000).

Teorem 3.3.5: Herhangi bir x reel say1 dizisi igin
stqg —liminfz < st4 — limsupz

olur (Demirci, 2000).
Teorem 3.3.6: A-istatistiksel simirh x dizisinin A-istatistiksel yakinsak olmasi

i¢in gerek ve yeter sart
stqa — liminfz = st4 — limsupz

olmasidir (Demirci, 2000).
Teorem3.3.7: Eger x say1 dizisi sinirh ve L := st4 — limsupx degerine A-
toplanabilir ise, bu durumda z, L ye A-istatistiksel yakinsaktir (Demirci, 2000).
Sonug 3.3.8: Eger = say1 dizisi simirh ve L := sty — liminfz degerine A-

toplanabilir ise, bu durumda z, L ye A-istatistiksel yakinsaktir (Demirci, 2000).
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A—istatistiksel Cekirdek

Eger x ve y dizileri

(5A{k€NZCL‘k:yk}:1

olacak gekilde diziler ise bu durumda “A — h.h.k. i¢in xp =y, ” dir denir.
Tamim 3.3.9: x kompleks bir dizi ve A — h.h..k. icin zj y1 iceren biitiin kapali

yari-diizlemlerin kiimesi H4(z) olsun. Yani
Hy(x) := {H : H kapal yar diizlemdir ve 4 {k € N: 2}, ¢ H} =0}
olsun. Bu durumda x in A-istatistiksel ¢ekirdegi

stq — core{z} = ﬂ H
HGHA(x)

ile verilir.

Dikkat edilmelidir ki I — core {z} in tamiminda kapali konveks hull C,(x) in
{zx} k>n Y1 iceren biitiin kapal yari-diizlemlerin kesisimi olduguna dikkat edelim.
sta — core{r} tamminda ise A-yogunluklu keyfi bir alt dizisiyle {zx};>, yi yer
degistirdik. Bu yiizden her x i¢in st4 — core {x} C K — core {z} olur. Herhangi bir

A-istatistiksel sinirh z reel dizisi igin
sty — core{x} = [sty — liminfx, sty — lim sup z]

oldugu aciktar.

Teorem 3.3.10: x, A-istatistiksel sinirh bir dizi olsun ve her bir z € C i¢in
By(z) = {w €C:|w—z| <sty—limsup |z, — z\}
k

olsun. Bu durumda

sta —core{z} = ﬂ B (z).

zeC
(Demirci, 2000).

Eger x; A-istatistiksel sinirli degilse Teorem 3.3.10 un zorunlu olarak gegerli

olmadigina dikkat edelim. Ornek olarak,

1 , k=n?
anpk =
0 , diger durumda
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ile tanimlanan A = (a,)) matrisini diigiinelim.

A = (an) min negatif olmayan regiiler matris toplanabilme metodu oldugu agik-
tir. Eger her k icin x, = k ise bu durumda z in A-istatistiksel cluster noktas: yoktur
ve stq — core{x} = () olur. Fakat herhangi bir z € C igin hicbir sonlu yarigap diski
A — h.h.k. i¢in xj, y1igermez, boylece st4 — limsupy, |z — z| = 0o olur ve B,(z) tiim
C diizlemidir. Boylece

() = sta— core{x} # m B,(z) =C.
zeC
olur.
Teorem 3.3.11: Eger T' matrisi
o0
supz [tni| < o0,

" k=1
sartin saglarsa her x € { icin K — core{Tx} C sty — core{z} olmas i¢in gerek ve
yeter sart agagidaki kogsullarin saglanmasidir:

(i) T e 7'2 yani 7' regiilerdir ve § o(E) = 0 iken lim,, > ;. p |tnr| = O dar.

(44) limy, Z |tnk| = 1 dir (Demirci, 2000).

sta — corke{:):} C K — core{z} oldugundan agagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonug 3.3.12: Eger T matrisi sup Z |tak] < oo esitsizligini ve Teorem 3.3.11

n k=1
in () ve (i%) nolu esitsizliklerini saglarsa her x € (o, i¢in

stqg — core{Tx} C stq — core{z}

olur (Demirci, 2000).

3.4 I-Ust ve I—Alt Limit, ]—Cekirdek

Ik 6nce kiimelerde ideal ve siizge¢ tanimlarii hatirlayalim.

Tanim 3.4.1: X # @ olsun. X in alt kiimelerinin bir S C 2% smifi toplamsal
ve kalitsal ise S ye X de bir ideal denir. Yani S agagidaki kogullar1 gergekler:

(i)zes

(i) A, Be S=AUBeS

(i) Ae S, BC A= BeS (Kuratowski, 1958, sh.34)

Eger X ¢ S ise S ye agikar olmayan ideal denir.
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Tanim 3.4.2: X # @ olsun. Eger X in alt kiimelerinin bog kiimeden farkli bir
F C 2% simifi agagidaki kosullar: saghyor ise F' ye X de bir siizge¢ denir.

(i)o¢F

(i) ABe F=ANBeF

(tit) Ae F, AC B= BeF (Nagata, 1974, sh.44)

Asagidaki nerme bir ideal ile bir siizge¢ arasindaki iligkiyi ifade etmektedir.

Onerme 3.4.3. X # @& ve S, X de asikar olmayan bir ideal olsun. Bu durumda
FS)={MCX:3AcSigin M=X\A}

kiimesi X iizerinde bir siizgectir (F' (S) yi S ile iiretilen siizgeg olarak adlandiracagiz)
(Kostyrko ve dig., 2000).

Tanim 3.4.4. S, X de asikar olmayan bir ideal olsun. Eger her z € X icin
{z} € S oluyorsa S ye bir admissible (kabul edilebilir) ideal denir (Kostyrko ve dig.,
2000).

Tanim 3.4.5: I, N de asikar olmayan bir ideal olsun. Bu durumda

(7) Reel bir x = (z,,) dizisi ve bir L € R sayis1 verildiginde eger her € > 0 sayist
icin A(e) = {n: |z, — L| > €} € I oluyorsa bu durumda x dizisi L ye I —yakinsaktir
denir ve I — limz = L ile gosterilir (Kostyrko ve dig.).

(77) Bir £ € R noktasi ve bir © = (x,,) dizisi verildiginde eger limy x,,, = £ ve
M ¢ I olacak sekilde bir M = {m; < ma < ...} C N varsa ¢ ye v = (x,,) dizisinin
bir /—limit noktasi denir (Kostyrko ve dig., 2000).

(13i) Eger her € > 0 sayis1 i¢in {k : |z — &| < e} ¢ I oluyorsa, bu durumda & ye
x = (x) dizisinin bir I—cluster noktasi denir (Kostyrko ve dig., 2000).

Not edelim ki, eger I admissible bir ideal ise x in I—cluster noktalar: kiimesi R
de bir kapali nokta kiimesidir (Kostyrko ve dig., 2000).

Bu kisim boyunca I ideali admissible ideal olarak alinacaktir.

I-iist ve I-alt limit.
Bu kisimda bir reel say1 dizisi igin I—iist limit ve I—alt limit kavramlar: ¢aligila-
caktir.

Bir reel © = (zy) dizisi igin B, ve A, kiimeleri

By:={beR:{k:axp>b}¢1I} ve Ay ={acR:{k:zxx<a}¢I}
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seklinde tanimlansin.
Tanim 3.4.6: [ bir admissible ideal ve x bir reel say1 dizisi olsun. Bu durumda
x dizisinin —iist limiti
sup B, B # @ ise

I —limsupz :=
—00, B, =0 ise

ile tamimlanir. Ayrica z in I-alt limiti

I —liminfz := inf Az, Az 7 2 Ise
400, A= ise
ile tanimlanir (Demirci, 2001).
Not edelimki, Tanim 3.4.6da/ ={K CN:§4(K)=0},I ={K CN: 6 (K) =0}
ve
I = {KeTl:pu(K)=0} seklinde alinirsa bu durumda sirasiyla Demirci (2000)
Tanim 1 e, Fridy ve Orhan (1997) Tanim 1 e ve Connor’in (1999) p—istatistiksel
iist ve alt limit tamimlarina ulasilir. Bu gozlemlere dayanarak en kiiciik st sinir
kavramu ile ispatlanabilir agagidaki sonug verilebilir.
Teorem 3.4.7: Eger f = I — limsup z sonlu ise, bu durumda her £ > 0 sayisi
icin
{kiaxp>0—ct¢lvelk:xp>p—c}el (3.4.1)
dir. Tersine eger her € > 0 sayist igin (3.4.1) gergeklenirse bu durumda g = I —
limsup z dir (Demirci, 2001).
I — liminf z i¢in benzer ifade agagidaki gibidir.
Teorem 3.4.8: Eger a = I — liminf « sonlu ise bu durumda her pozitif € sayisi
icin
{k:zpr>a+et¢lve{k oy >a—ctel (3.4.2)
dir. Tersine eger her ¢ > 0 sayisi igin (3.4.2) gergeklenirse bu durumda o = I —
liminf z dir (Demirci, 2001).
Tanim 3.4.5 te I-cluster noktasi tanimini goz oniine alirsak, Teorem 3.4.7 ve
3.4.8 den I — limsupx in ve I — liminfz in, z in en biiyiik ve en kiigiik I-cluster

noktalar1 oldugu séylenebilir.
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Teorem 3.4.9: Herhangi x reel say1 dizisi i¢in
I —liminfz < I —limsupzx

dir (Demirci, 2001).

Ispat. Ilk olarak I — limsupz = —oco oldugu durumu ele alahm. Bu durumda
B, = @ oldugundan her b € R igin {k: xp > b} € I dir. Boylece {k:z, <b} €
F (I) olur. Dolayisiyla her a € R igin {k: x < a} ¢ I dir. Yani [ —liminfz = —oco
dur.

I — limsup x = 400 olmasi durumu ispat gerektirmez.

Simdi 8 = I —lim sup x sonlu oldugunu kabul edelim ve « := I —lim inf x diyelim.
Verilen € > 0 i¢in 8 + ¢ € A, oldugunu gosterecegiz. Boylece a < 8 + ¢ olacaktir.
B = sup B, oldugundan Teorem 3.4.7 ye gore {k:xp > 3 +¢e} € I dir. Buradan
ise {k:ap,<B+e} € F(I) elde edilir. {k:z, <B+5} C {k:ap <B+e} ve
F(I), N iizerinde bir siizge¢ oldugundan {k:xzp < f+¢e} € F (I) olur. Yani,
{k:xp <p+e} ¢ I dir. Boylece f+¢ € A, dir. a =inf A, tanmmmdan o < f+¢
sonucuna ulagirz. € keyfi oldugundan o < g oldugu ispatlanir.ll

Teorem 3.4.9 ve Tanim 3.4.6 dan herhangi = reel say1 dizisi i¢in
liminfx < —liminfx <[ —limsupz < limsupx

oldugu agiktir.

Bir z dizisinin /—limit noktas: Tanim 3.4.5 (ii) de, x in indisleri I ya ait olmayan
alt dizisinin limiti olarak tanimlandi. Fakat I —limsup x in, x in en biiyiik I—limit
noktasima esit oldugunu soyleyemeyiz. Bu Fridy ve Orhan (1997) Ornek 1 de I =
{K CN: 4 (K)=0} iken goriilebilir.

Tamim 3.4.10: = = (xy) bir reel say1 dizisi olsun. Eger {k:|zx| > B} € I
olacak sekilde bir B sayis1 varsa bu durumda = = (zy) dizisine I—smirhdir denir
(Demirci, 2001).

Not edelimki, I—smirhilik I — limsup ve I — liminf degerlerinin sonlu olmasini
gerektirir. Dolayisiyla Teorem 3.4.7 ve 3.4.8 deki (3.4.1) ve (3.4.2) ozellikleri gergek-
lenir.

Teorem 3.4.11: [—siirh x dizisinin I —yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart

I —liminfx = I — limsup = olmasidir (Demirci, 2001).
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Ispat. o := I —liminfxz ve 8 := I —limsup z diyelim. Ik olarak, [ —limz = L
ve e > 0 olsun. Budurumda {k : |z — L| > €} € I oldugundan {k : zj, > L+e} €1
olur. Boylece 5 < L elde ederiz. Diger taraftan {k:xy < L —¢e} € I oldugundan
L < acelde edilir. Bu sonuglar Teorem 3.4.9 ile birlegtirilirse & = 8 sonucuna ulagiriz.

Simdi @ = 8 oldugunu kabul edelim ve L := « diyelim. Eger ¢ > 0 ise bu
durumda Teorem 3.4.7 ve 3.4.8 deki (3.4.1) ve (34.2), {k:ap>L+35} €I ve
{k txp < L — %} € I olmasimi gerektirir. Boylece I — limx = L elde edilir.ll

I—cekirdek.

Fridy ve Orhan (1997) bir reel say1 dizisinin istatistiksel gekirdegi kavramini
verdi ve istatistiksel ¢ekirdek teoremini ispatladi. Bu sonuglar Fridy ve Orhan (1997)
galigmasinda kompleks durumlara genigletilmistir. Fridy ve Orhan’in (1997) benzer
teknigini kullanarak I—cekirdek kavramini verecegiz ve A bir toplanabilme matrisi,
x siurh kompleks dizi iken I — core { Az} C I — core {x} olmas i¢in gerekli kogullar
elde edilecektir. Bu kisimda z, y ve z birer kompleks say1 dizisi olacak ve A = (a,1)
ise, z = (x1,) kompleks say1 dizisinin n.ci terimi (Ax), = i ankTr seklinde verilen
Az dizisine doniigtiiren kompleks girigli sonsuz bir matrisikgélirtecektir.

Siradaki tanim bir dizinin I—gekirdeginin Fridy ve Orhan (1997) tarafindan ver-
ilenin I—benzeridir.

Not edelimki, eger x ve y {k € N:z, = yr} ¢ I olacak sekilde diziler ise bu
durumda "I — hemen her k igin x = yi" dir diyecegiz.

Tanim 3.4.12: I, N de bir admissible ideal olsun. Herhangi bir z kompleks dizisi
icin Hy (x) ile, I — h.h.k i¢in z, y1 igeren biitiin kapali yar1 diizlemlerin toplulugunu

gosterelim. Yani
Hy (z) ;== {H : H kapali yar1 diizlem ve {k e N:z, ¢ H} € I}

olsun. Bu durumda z dizisinin /—gekirdegi

I —core{z} := HQHFII(x)

seklinde tanmimlamir. Her z i¢in I — core {z} C K — core {z} oldugu agiktir. Ayrica

herhangi I—siirhi x reel say1 dizisi igin

I — core{z} =[I —liminf z, I — limsup z]
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kapali araligidir (Demirci, 2001).

Simdiki teorem Fridy ve Orhan (1997) tarafindan verilen Lemma 3.2.14 iin
I—benzeridir.

Teorem 3.4.13: I, N de bir admissible ideal olsun ve x in bir I—smirh dizi

oldugunu kabul edelim. Her z € C igin
B, (z) := {w €C:|w—z| <I-limsup|zy —z\}
k

diyelim. Bu durumda

I— = N B,
core{z} ias (2)

dir (Demirci, 2001).

Ispat. I —limsupz tammndan ve Teorem 3.4.7 den B, (z) diskinin I — hemen
her k icin xj y1 iceren z merkezli biitiin kapali disklerin arakesitine egit oldugunu
soyleyebiliriz. Ilk olarak w ¢ ZQCBQD (z) oldugunu kabul edelim. Béylece en az bir
z*igin w ¢ B, (2*) dir. H diizlemi, B, (z* ) diskini igeren yar1 diizlem olsun ve
H 1 siir dogrusu w y1 ve z* 1 igeren dogruya dik ve B, (z* ) in ¢embersel sinirma
teget olsun. B, (z*) C H oldugundan ve B, (z*), I — hemen her k igin zj y1

icerdiginden H €Hj (z) dir. w ¢ H oldugundan w ¢ HﬁHH( : dir. Dolayisiyla
ceHr(z

I —core{z} C ZQCBJC (z) olur.

Tersine, w ¢ " QHJ?( o olsun. H ise w ¢ H olacak sekilde H; () de bir diizlem
olsun. L, H min smirma dik olan, w dan gecen bir dogru, p, w ve H arasinda L
nin orta noktasi, ve z ise z € H olacak gekilde L nin bir noktas: olsun. B (z) :=
{£€C: £ -z <|p— 2|} diskini goz 6niine alalim. x, I—sinirh ve I — hemen her
k i¢in 2} € H oldugundan p den yeterince uzak z segebiliriz. Boylece |p — z| = I —
lim supy, |z, — z| olur. Dolayisiyla B (z) diski B, (z) disklerinden biridir ve w ¢ B (z)
oldugundan w ¢ B, (z) dir. Boylece ZQCBQE (z) C I — core{zx} elde edilir. W

Not edelimki Teorem 3.4.13, z, I—siirli olmadig1 zaman gegerli degildir. Bunu
Fridy ve Orhan (1997) tarafindan verilen uyarda I = {K CN:§(K) =0} iken
gorebiliriz.

igerildiginde, A matrisi tizerindeki gerekli kogullar1 verelim.
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o0
Teorem 3.4.14: I, N de bir admissible ideal olsun. Eger A matrisi sup,, Z lank| <

k=1
oo kosulunu ve

(i) A regiiler ve E € [ iken lim Z lank| =0
" kel

o0
(i) tim " fani| = 1
k=1
kosullarim gergekliyorsa, bu durumda her z € ¢*° i¢gin K —core { Az} C I —core{z}
dir (Demirci, 2001).

Ispat. (i) ve (ii) saglansin ve w € K — core { Az} olsun. Her z € C igin

lw—2z| < limsup|z — (Az),|
n

o0
= limsup |z — Z AnkTh

n

= limsup Za"k (z —xk) + 2 (1 — Zank>
k=1 k=1

n

o0 oo
< limsup Za”k (z — zk)| + lim sup |z 1—Zank
"o lk=1 " k=1

o0
= limsup Z ank (2 — o)
k=1

n

dir. r = I —limsup,, |z, — z| diyelim. € > 0 olsun ve E := {k : |z, — L| > r + ¢}

tanimlayalim. Bu durumda F € I dir ve

Za”k (z — xx) Za”k (z — ) —i—Zank (2 — xx)
k=1

kel kT
< Y lankl |2 — 2l + ) lank] |2 — @
kel kgl
< suplz — z] Z lank| + (r+¢) Z |ank]
k kel k¢l

olur. Buna gore (i) ve (ii) den lim sup =
n

Za”k (z — azk)‘ < r + ¢ elde edilir. ¢
k=1
keyfi oldugundan |w — z| < r dir. Dolayisiyla w ¢ By (z) olup, Teorem 3.4.13 den

w € I — core{z} elde edilir. B
I — core{z} C K — core{z} oldugundan agagidaki sonug verilebilir.
e, °]
Sonug 3.4.15: Eger A matrisi, sup,, Z |ank| < oo kosulunu ve Teorem 3.4.14

k=1
iin (i) ve (ii) kogullarim gergeklerse bu durumda her x € £*° i¢in

I —core{Az} C I — core{x}
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dir (Demirci, 2001).
Not edelimki Sonug 3.4.15 in tersi dogru degildir. Bu, Fridy ve Orhan (1997)
tarafindan verilen ornekte I = {K C N: ¢ (K) = 0} iken goriilebilir.

3.5 Sinirh Dizilerin Banach ve Istatistiksel Cekirdekleri

Teorem 3.5.1: = € (> ve A kuvvetli regiiler bir matris olsun. Bu durumda
K—core{Az} C B—core{z} olmasi igin gerek ve yeter kogul, biitiin sinmirli diziler
icin A nin negatif olmayan kuvvetli regiiler bir B matrisine mutlak denk olmasidir
(Orhan ve Yardimeci, 2004).

Ispat. Yeterlilik. A matrisi, negatif olmayan kuvvetli regiiler bir B matrisine

mutlak denk oldugundan
lz'gn {(Az), — (Bz),} =0 (Her z € £*° i¢in) (3.5.1)
dir. Cooke (1950) Teorem 3.1.10 dan
K—core{Az} C K—core{z} (Her z € £*° igin) (3.5.2)

dir. B negatif olmayan kuvvetli regiiler bir matris oldugundan Orhan (1990) Teorem

3.1.26 dan her z € £*° i¢in

K—core{Bz} C B—core{x} (3.5.3)
dir. (3.5.1) gegerli oldugundan Teorem 3.1.8 den (Cooke,1950)

K—core{Az} = K—core{Bz} (3.5.4)

dir. Boylece (3.5.3) ve (3.5.4) den K—core{Ax} C B—core{z} elde edilir.
Gereklilik. © € £° ve A negatif olmayan kuvvetli regiiler bir matris olsun.

Hipotezden
K—core{Az} C B—core{z} C K—core{z} (3.5.5)

dir. Simdi 6yle bir negatif olmayan regiiler bir B matrisi vardir ki A ve B, £*° {izerinde

mutlak denktir ( Cooke, 1950, Teorem 3.1.10). Boylece Teorem 3.1.8 den (Cooke,1950)

lim > Ibnk — k| =0 (3.5.6)
k
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olur. Geriye
lim > bk — bopr1| =0 (3.5.7)
k

oldugunu gostermek kaliyor. Bunun icin, 6nce

Dolbnk = bkl < D0 [bnk — ankl + 27 lan k1 — ba gt
k k k
+ Z |ank - an,k+1|
k
= cteta

diyelim. (3.5.6) dan ¢; — 0 (n — o00) dir. A nimn kuvvetli regiilerliginden ¢3 — 0

(n — o0) ve mutlak denklikten

Ci = Z |an,k+1 - bn,k+1| < Z |ank: - bnk| — O(TL — OO)
k k

olur. Boylece (3.5.7) gerceklenir. Bu ise teoremi ispatlar.ll
Banach ve Istatistiksel Cekirdekler

Bu kisimda esas olarak, her simirh diziyi B—cekirdegi orjinal dizinin istatisiksel
¢ekirdeginin alt kiimesi olan dizilere doniigtiiren matrisleri karakterize edecegiz. Son
sonug¢ Choudhary’nin (1988) T« in Banach ¢ekirdegi, Hx in istatistiksel ¢ekirdeginde
icerilen T ve H matrisleri tizerindeki kosullar1 veren sonucundan elde edilecektir.

Not edelim ki istatistiksel yakinsaklik ve hemen hemen yakinsaklik
kargilagtirilamaz (Miller ve Orhan 2001).

st (b) ile tiim simirh istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gosterelim. Kolk
(1993) tarafindan

"T € (st(b),F;p) < T € (¢, F;p) ve her sifir yogunluklu K icin T € (£, F)

toe , k€ K ise

dir" oldugu ispatlandi. Burada T! = (d,) , dni = ile verilir.

0 diger
Teorem 1.1.27 ve Teorem 1.1.29 dan (King, 1966; Duran,1972) bu teorem asagi-
dakine denktir.
Onerme 3.5.2: T € (st (b),F;p) <

(1) sup > |tnk| < 0
n &
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(ii) Her k i¢in F — limt,, =0
n

n+p—1
(veya n ye gore diizgiin olarak li;n}; Z tir =0)
j=n
(i) F —lim) tpr =1
"ok
n+p—1 oo

(veya n ye gore diizgiin olarak lim— Y > tj, =1)
P P j=n k=0
(iV) Her sifir yogunluklu K icin n ye gore diizgiin olarak
1 T
lim Lti
r k;( T+ 11221 ek
(Orhan ve Yardimeci, 2004).

=0

Teorem 3.5.3:7 : (®° — (> ve [ (x) = st — limsupz olsun. Bu durumda her
x € 0> igin

L* (Tx) < B (x) (3.5.8)

olmas igin gerek ve yeter kosul

(a) T € (st(b), F;p)

o0 T
(b) n ye gore diizgiin olarak lim Dtnyin| =1
rog=mlr s

olmasidir (Orhan ve Yardimei, 2004).
Ispat. (3.5.8) gecerli olsun ve bir z € ¢ alahm. Bu durumda Tz € ¢ dur.
Ayrica (3.5.8) den

—f(—z) < —L"(-Tz) < L" (Tz) < f (x)

dir. Eger z € st(b) ise bu durumda 5 (x) = —p (—=z) dir. Dolaysiyla T, st (b)

yi F i¢ine doniigtiiriir ve F' — limTz = st — limx olur. Bu (a) y1 ispatlar. (b) yi

ispatlamak icin ilk énce Onerme 3.5.2 nin Lemma 1.1.35 i (Das,1987) gerektirdigi

gozlemlenebilir. Bdylece bu lemmadan 6yle bir sinirh @ dizisi vardir ki, ||z|,, =
itn

1
sup |zk| <1 ve by (1) = —— >ty olmak iizere
k n+1,=

r=t

limnsupsuprnk (1) zp = limnsupsupz |6k (7)] (3.5.9)
'k ok



dir. Boylece Onerme 3.5.2 den

1 limpinfsup) by (1)
vk

elde edilir. Bu ise (b) yi ispatlar.

Tersine (a) ve (b) nin gegerli oldugunu kabul edelim ve z € ¢ olsun.
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limpinfsup)_ |bpk (7))
ik

limy, supsupy . [buy (4)]
ik

limpsupsup) by (1) z1, , (3.5.9) dan
i K

Blx)

1l <1

hipotezden

)

Bu

durumda Tz € ¢*° dur ve $(x) sonludur. € > 0 verilsin ve E := {k : x > (x) + ¢}

tamimlayalim. O halde 6 (F) = 0 dir ve

eger k ¢ F ise o zaman x < 3(x) + € olur.

Herhangi z reel sayist igin 27 := maz {z,0} ve 2~ := max {—2,0} olsun. Boylece
lzl=2"+27, z=2"—2" ve |z| —2 =22
olur.
1 i+r
brk (Z) = r+ 1Ztnk7
n=1
1 i+r
bep (1)) = ——) ¢+
ok () = 5>t
n=
1 i+r
(b (1) 1= 5 D
n=

alinirsa bu durumda sabit bir pozitif m

tamsayisi icin

ST, = bt Tl
= kgmbrk (Z) T + kgm (brk (Z))+ T
keE
+ kgm (b (1)) " 2 — kgm (brk (4)) "
k¢E
< 2l k<Zm b1 (9)] + (B (z) + e)k>2m |brk: ()]
+ ol k;n [bri ()] + (|2 oo kgm (1brke (9)] = by (2))

bulunur. Eger lim, supsup operatorii uy
7

L*(Tx)

gulanirsa ve Onerme 3.5.2 goz 6éniine alinirsa

<Bz)+e
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elde edilir. Boylece, € keyfi oldugundan (3.5.8) gergeklenir.ll

Benzer sekilde o (z) < £*(T'z) oldugu gosterilebilir. Boylece asagidaki sonuca
ulagiriz.

Teorem 3.5.4: T : {*° — {*° olsun. Bu durumda

V x € £ i¢in B—core{Tx} C st—core{x} < Teorem 3.5.3 deki (a) ve (b)
kogullar1 gergeklenir (Orhan ve Yardimei, 2004).

Teorem 3.5.5: H sifirdan farkli kosegenlere sahip ii¢gensel bir matris olsun (
Yani H normal matris olsun ) ve onun iicgensel tersini H ! ile gosterelim. Keyfi bir

T matrisi i¢in , Hx € £*° oldugunda T'x mevcut ve sinirh olur ve
B—core{Tz} C st—core {Hx} (10)

gerceklenir. Bunun icin gerekli ve yeter sartlar
(i) C := TH~! mevcuttur
(ii) C e (st(b), f,p)

ey 1 21 Z
(111) lZZn/kgl ‘mi;-cn_t'_i’k =1

v oo
(iv) Her sabit n igin lim Y, | Y- tnihy'| =0
YV k=1 |j=v+1
olmasidir (Orhan ve Yardimei, 2004).

Ispat. Gereklilik: Hx € (> iken her n igin (T'z), mevcut ise bu durumda
Teorem 3.1.28 den (Choudhary,1988) (i) ve (iv) gerceklenir. Aymi lemmadan y = Hz
olmak iizere Tz = Cy dir. Hipotezden Tz € £*°, yani C'y € £*° dur. Boylece (3.5.10)
dan B—core {Cy} C st—core{y} dir. O halde Teorem 3.5.4 den (ii) ve (iii) elde edilir.

Yeterlilik. (i) -(iv) kosullar1 Teorem 3.1.28 in kogullarini gerektirir. Boylece ayni
teoremden Cy € ¢*° dur. Buradan Tz € ¢ olur. Teorem 3.5.4 den B—core {Cy} C
st—core{y} ve y = Hx , Tx = Cy oldugundan B—core{Tz} C st—core{Hz} elde

edilir.
3.6 Sinirli Diziler i¢in 0—Cekirdek ve I—Cekirdek

I, N de admissible bir ideal olsun. Eger I ya ait olan karsilikli ayrik kiimelerin
her sayilabilir {A;, Ag, ...} sistemi i¢in A; A B; (j = 1,2,...) simetrik farklar1 sonlu
ve B = U2, B; € I olacak gekilde B; C N kiimeleri varsa bu durumda I ideali

toplamsallik 6zelligini gergekliyor denir (Kostyrko ve dig., 2000).
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Bu kisimda I ideali toplamsallik 6zelligine sahip olacaktir.

£ ve ¢, sirasiyla reel simirh ve yakinsak dizilerin uzayini gostersin. o ise pozitif
tamsayilardan kendi igine bir doniigiim olsun. £°° {izerindeki siirekli lineer bir ¢
fonksiyoneline invaryant ortalama veya o—ortalama denir ancak ve ancak

(1) z = (zy,) dizisi verildiginde her n igin x,, > 0 iken ¢ (z) > 0

(2)e=(1,1,,...) igin p(e) =1

(3) Her x € £ i¢in ¢ (mg(n)) = (z)

Bu kisim boyunca her n > 0,5 > 1 icin ¢/ (n) # n oldugu kabul edilecektir.
o doniigiimlerinin belirli tiirleri i¢in, her ¢ invaryant ortalamasi ¢ uzay: iizerindeki
limit fonksiyoneline genigler. Yani her € ¢ igin ¢ (x) = lima olur. Sonug olarak,
tiim invaryant ortalamalari esit olan sinirh dizilerin kiimesi V,; olmak iizere, ¢ C V,

dir. Schaefer (1972) tarafindan
V, = {CL‘ € (> : n ye gore diizgiin olarak limty,(z) =s, s =0 — lim:ﬂ}
P
oldugu bilinmektedir. Burada p > 0, n > 0 ve

Tn+ T + x, + ...tz
fon () = Tn T Lot p+<n1> o7(n)

dir.

Vil = R,V (z) = lim supsupty,(x)
p

seklinde tamimlansin. z dizisinin o—cekirdegi
o—core{z} :=[-V (—x),V ()]

kapal araligi olarak tanimlanir (Loone, 1975).

Eger 0 (n) = n + 1 ise bu durumda o—yakimsaklik ve hemen hemen yakinsaklik
cakisir (Lorentz, 1948). Bu durumda o—core {z} , B—core {z} ile aymdir (Das, 1987;
Loone, 1948; Orhan, 1990).

Not edelim ki eger x, I—simirh reel bir dizi ise o zaman
I—core{z} = [I — liminfx, I — limsupz| oldugu biliniyor (Demirci, 2001).

Kisim 3.5.4 de Fridy ve Orhan’in (1997) teknigi kullanilarak, bir kompleks dizinin
I—cekirdegi kavrami verildi ve sinirli bir kompleks z dizisi ve A toplanabilme matrisi
iken I—core{Az} C I — core{x} olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogullar belirtildi

(Demirci, 2001).
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Scheafer (1972), (¢, Vi, p) ve (£%°,V,) matris simflarini karakterize etti.

Fr ve Fr(b) ile tiim I—yakinsak dizilerin ve tiim I—yakimsak simirli dizilerin
kiimesi gosterilecektir.

Not edelimki eger I toplamsallik 6zelligine sahipse bu durumda Kolk™un (1993)
diigiincesi kullanilarak (F7 N X,Y) matris simifim karakterize etmek i¢in gerekli ve
yeterli sartlar elde edilebilir. Burada X, e yi iceren kisim-kapali dizi uzay1 ve Y
herhangi bir dizi uzayidir. Ispat Kolk’un (1993) ispatina benzerdir.

Eger X = (> ve Y =V, almursa bu durumda (F7 (b), V; p) stmfinin matrislerini
karakterize etmek icin gerekli ve yeterli sartlar elde edilir. Buna goére

€ (Fr(b),Vy;p) & T € (¢,Vy,p) ve her K € T igin TIK| € (4,V,) dur.
Burada Tl = (d,;) , dop = tok, k€K seklinde tanimlanir.
0, diger
Kolaylik i¢in, 7" matrisinin ¢, eleman ¢ (n, k) seklinde gosterilsin.

Schaefer (1972) den bu agagidakine denktir.
Onerme 3.6.1: T € (F;(b),V,;p) <

(i) sup > [t (n, k)| < oo

n  k
(ii) Her k igin o — limt (n,k) =0 ( veya n ye gore diizgiin olarak
llmmzt( (n), )—0)

(iii) o — lszt (n,k) =1 ( veya n ye gore diizgiin olarak
"ok

o P
lz;nk;pﬂg (07 (n),k) =1)
(iV) Her K € I igin n ye gore diizgiin olarak

lim Z +1 Zt (07 (n),k)| =0 (Demirci ve Yardimer, 2004).

P ke j=0
Teorem 3.6.2: T :(>° — (*® ve v (z) := I — limsupz olsun. Bu durumda

Her z € {*° i¢in V (Tz) < v (x) (3.6.1)

olmast igin gerek ve yeter kogul

(a) T € (F1 (b),Voip)

(b) n ye gore diizgiin olarak lim Zt (o7 (n) k)| =1
[ VR

olmasidir (Demirci ve Yardimci, 2004).
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Ispat. (3.6.1) gegerli olsun ve bir z € £ alalm. Bu durumda Tz € ¢~ dur.
Ayrica (3.6.1) den

—y (=) < =V (-Tx) <V (Tz) < v(z)

dir. Eger x € F7 (b) ise bu durumda bu durumda « (z) = —y (—=z) dir. Dolayisiyla
T, Fr (b) yi V, igine déniigtiiriir ve o — limT'x = I — limz olur. Bu ise (a) y1 ispatlar.
Simdi ise
1 &,
t(p,n, k) := 7275 (o7 (n), k)

j=0

oo .o
diyelim. lim ) |t(p,n, k)| = 1 oldugunu gosterecegiz. Onerme 3.6.1 in (iii) kosu-

Pog=1
lundan
oo o0
limsup» |t (p,n, k)| > lim > t(p,n,k) — 1, (p — oo igin)
" k=1

P P =1

olur. Dolayisiyla

(0]
limsupy [t (p,n, k)| > 1
P

dir. Lemma 3.1.11 e (Simmons,1969) gore dyle bir € £>° dizisi vardir ki ||z|| <1

ve

li t(p,n,k)zy =i t(p,n,k 3.6.2
Z;nsgp; (p,m, k) z;nsgpgl (p,m, k)| (3.6.2)

dir. Boylece

1 < lmsup ) [t(p,n k)| < limsupy_ [t(p,n, k)|

pon k=1 Pomn g=1
o0

= lim sup Y t(p,n,k)zy
Pon k=1

limysupsup) by, (1) xy, , (3.6.2) den
(A

IN

v(x) , hipotezden

< izl <1

elde edilir. O halde (b) gosterilmis olunur.
Tersine (a) ve (b) nin gegerli oldugunu kabul edelim ve z € ¢*° olsun. Bu
durumda Tz € ¢*° dur ve y(z) sonludur. € > 0 verilsin ve Ey := {k : x > vy(z) + ¢}

tammmlayalim. Dolayisiyla Fy € I dir ve eger k € F5 = N\ Ej ise 0o zaman xp <
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v(z) + € olur. Herhangi z reel sayisi i¢in 27 := max {2,0} ve 2~ := mazx {—z,0}

olsun. Boylece

lzl=2"+27, z=2"—2" ve 2| —2=22"
olur.
1 & :
et k) :=——> t"(¢/ (n),k
7=0
t : t ]
(p,m, p+1z o

olsun. Buna gore sabit bir pozitif m tamsayisi igin

tpn () = kz t(p,m, k) zi + k; t(p,m, k)
<m >m
= Zt(p)nvk)$k+ Zt+(p7n7k)l‘k_ Zt_ (panak)xk
k<m k>m k>m
= Zt(p,n,k‘)xk+ Z t+ (p,n,k‘)xk+ Z t* (panak):l"k
k<m k>m k>m
k¢E1 k¢E2

- >t (pnk)zx

k>m
= Hwﬂook; [t (pin, k)| + (v(2) +2) 22 [t (p,n, k)l

k>m
+ Z (\t(p,n,k)|—t(p,n,k‘))

k>m

Onerme 3.6.1 ve (b) den

V (Tz) < A(x) +

elde edilir. € keyfi oldugundan (3.6.1) gergeklenir. Boylece ispat tamamlanir.ll

Benzer sekilde a(x) := I — liminfz < =V (=T'z) oldugu gosterilebilir. Boylece
asagidaki sonuc elde edilir.

Teorem 3.6.3: T': {*° — (*° olsun. Bu durumda

V x € £ i¢in o—core{Tz} C I—core{z} < Teorem 3.6.2 deki (a) ve (b)
kogullar1 gergeklenir (Demirci ve Yardimei, 2004).

Eger o (n) = n+ 1 alirsak bu durumda V, = F elde ederiz. Burada F, tiim

hemen hemen yakinsak dizilerin uzayidir.
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I = I¢, olmasi durumunda Fy (b) = st (b) olur. Boylece Teorem 3.6.3 ten asagi-
daki sonug ¢ikar.

Sonug 3.6.4: T : /*° — £*° olsun. Bu durumda

YV x € £ igin o—core {Tx} C [—core{z} &

(i) T € (Fr (b), Vosp),

o p

(ii) n ye gore diizgiin olarak lz’;nkgl ‘p}rl got (n+4,k)|=1

Teorem 3.6.5: H sifirdan farkh k6§eg]enlere sahip iicgensel bir matris olsun
ve onun iicgensel tersini H ! ile gosterelim. Keyfi bir 7 matrisi icin, Hz € (>

oldugunda Tz mevcut ve sinirl olur ve
o—core{Tz} C I—core{Hz} (3.6.3)

gerceklenir. Bunun icin gerekli ve yeter sartlar
(i) C := TH~! mevcuttur.
(ii) C € (F1 (b),Vo3p)

00 p )
(i) tim 5 ‘pilgoc (07 (n), k)| =1

v o0
(iv) Her sabit n igin lzgnz 2 t(n,j) hj—kl =0
k=0 |j=v+1

olmasidir (Demirci ve Yardimeci, 2004).

Ispat. Gereklilik: Hxz € (> iken her n igin (T'xz), mevcut ise bu durumda
Teorem 3.1.28 den (Choudhary,1988) (i) ve (iv) gerceklenir. Aynilemmadan y = Hz
olmak iizere Tx = Cy dir. Hipotezden Tx € {*°, yani Cy € £*° dur. Boylece (3.6.3)
den o—core {Cy} C I—core{y} dir. O halde Teorem 3.6.3 den (ii) ve (iii) elde edilir.

Yeterlilik. (i) -(iv) kogullar1 Teorem 3.1.28 in kogullarimi gerektirir. Boylece ayn
teoremden Cy € {*° dur. Buradan T'z € ¢*° olur. Teorem 3.6.3 den o—core {Cy} C
I—core{y} ve y = Hx , Tx = Cy oldugundan o—core{Tx} C I—core{Hzx} elde
edilir.

3.7 Cekirdek Esitligi Sonuglari

T = (tnk) bir sonsuz matris ve x = (x) sayilar dizisi olsun. Tz ile n.ci terimi
[e.@]
(Tx), = > taray ile verilen doniigiim dizisini gosterelim.
k=1
Knopp (1930) bir dizinin ¢ekirdegi kavramini verdi ve bilinen ¢ekirdek teorem-

ini ispatladi. Allen (1944) her simirli dizinin gekirdegini invaryant birakan regiiler
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matrisleri karakterize etti. Fridy ve Orhan (1997) benzer bir kavrami, bir dizinin
istatistiksel ¢ekirdegi kavramini verdi. Bu diigiince keyfi bir p yogunluguna bagh
olarak Connor (1999) tarafindan genigletildi. Bu kisimin ana sonucu; p ve v keyfi
yogunluklar olmak tizere her reel degerli simirh « dizisi ve negatif olmayan reel girigli
T matrisi i¢in « in p—istatistiksel ¢ekirdeginin T'xr in v—istatistiksel ¢ekirdegine esit
olmasi i¢gin gerekli ve yeterli sartlar1 vermektedir.

Eger bir x dizisinin "hemen hemen tiim" degerleri bir L sayisina yakin ise o za-
man x dizisi L ye p—istatistiksel yakinsaktir. Burada "hemen hemen tim" ifadesi
bir toplamsal sonlu p kiime fonksiyonu kullanilarak tanimlanir. Bu kisimdaki ¢alig-
mamiz; p, N nin alt kiimelerinin bir cismi iizerinde taniml ve [0, 1] araliginda deger-
ler alan bir kiime fonksiyonu olmak tizere pu—istatistiksel yakinsakla ilgili olacaktur.
Burada p fonksiyonu

(1) |E| < o0 ise u(E) =0,

(i) p(N) =1,

(tit) EC Fveu(F)=01ise u(E)=0
ozeliklerine sahiptir. Burada boyle bir kiime fonksiyonunu yukaridaki kriteri saglayan
bir yogunluk olarak adlandiracagiz. x = (x) reel degerli bir dizi ve L bir reel say1
olsun. Connor’a (1990, 1999) gore, eger her e > Oi¢in p ({k € N: |z — L| > €}) =0
oluyorsa bu durumda z dizisi L sayisina p—istatistiksel yakinsaktir denir ve st, —
lima = L bigiminde gosterilir. Biitiin p—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi ise
st,, ile gosterilecektir.

Negatif olmayan regiiler bir 7' = (¢,) matrisi agagidaki gibi bir yogunluk iiret-
mek i¢in kullanilabilir. Eger T' = (¢,,x) negatif olmayan regiiler bir matris ve £ C N

ise o zaman pp yi limit mevcut iken
o0
pr (E) =1im> tuxp (k) = lim (T'xz)
" k=1

seklinde tamimlayalim. Burada xp, E nin karakteristik fonksiyonudur. Eger T,
Cy Cesaro matrisi ise bu durumda E C N igin pgp (E), E nin asimtotik yogun-
lugudur. Ozel olarak eger | B| kiimenin kardinalitesini gosterirse bu durumda § (E) =
liqun% {k <n:k e E}| olmak iizere up = ¢ olur.

Not edelimki, eger T" birim matris ise o zaman pup —istatistiksel yakinsaklik bili-

nen anlamdaki yakinsakliga doniigiir. Ayrica regiiler matrislerle iiretilmeyen yogun-
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luklar da vardir (Connor, 1990; Freedman ve Sember, 1981).

Tanim 3.7.1: x reel degerli bir dizi, L reel bir say1 ve p bir yogunluk olsun. Eger
here > 0igin u ({k € N: |z — L| < £}) # 0 ise o zaman L ye x in bir y—istatistiksel
cluster noktas1 denir.

Not edelim ki , pu (E) # 0ise ya u (E) > 0 yada p (F) tanimh degil anlamindadir.
p—istatistiksel tist limit (st, —lim supx) ve p—istatistiksel alt limit (st, —liminfx)
x in p—istatistiksel cluster noktalarinin sirasiyla en biiyiigii ve en kiigtigudiir.

Eger 8 := st, — lim supz sonlu ise bu durumda her her € > 0 icin

p({keN:ixy>p—e})#Oveu{keN:z,>pF+e})=0 (3.7.1)

dir. Tersine eger (3.7.1) her € > 0 igin saglanmirsa bu durumda 3 = st, — lim supz

dir. Benzer ifadeler st, — liminfz i¢in de elde edilebilir (Connor, 1999). Ayrica
liminfz < st, — liminfr < st, — lim supz < lim supx

oldugunu séyleyebiliriz.

pozitif bir H sayisi varsa bu durumda x e p—istatistiksel sinirhidir denir.
Eger x dizisi p—istatistiksel sinirli ise bu durumda z in L sayisina p—istatistiksel

yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart st,, — limin fo = st, — lim supx olmasidir.

x € lxoun Knopp gekirdegi K—core {x} ile gosterilen [liminfx, limsupz] kapal
araligidir.

Buna gore reel degerli p—istatistiksel sinirh bir dizinin p—istatistiksel ¢ekirdegi
[st, —liminfx, st, — lim supx]

kapali araligidir ve st,, — core {x} ile gosterilir (Connor,1999; Fridy ve Orhan, 1997).
Fridy ve Orhan ¢ ,u kendine doniistiiren ve her x € £, igin
K—core{Tz} C st — core{x} ozelligine sahip bir T" matrisi i¢in gerekli ve yeterli
sartlar1 verdi.

Connor (1999), Fridy ve Orhan’in sonucunu istatistiksel ¢ekirdek ile u—istatistiksel

cekirdegi yer degistirerek genisletti. Ozel olarak eger T = (tn1), {ooul kendi igine
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doniigtiiriiyorsa bu durumda st — core {Txz} C st — core {z} olmasi igin gerekli ve
yeterli kosul,
(1) T regiiler,
(2) p(E) =0igin lim Y |ty =0 ve
. " keE
(3) limy_ [tni] =1
"ok
olmasidir.
Yukaridaki sonuclara benzer olarak, bu kismin ana sonuclari, z ve T'z in ¢ekirdek
esitlikleriyle ilgilidir. Allen (1944), verilen bir regiiler T = (¢,,%) matrisi ve her smirh
x dizisi i¢in K—core {T'z} = K—core{z} olmas i¢in gerekli ve yeterli sartlar:

(1) limpY ) |tk =1
k

noktasidir seklinde verdi.

Bu kisimdaki birinci sonu¢ Allen’in sonucunun kismen bir geniglemesidir. Buna
ragmen, reel degerli sinirli dizilerin ¢ekirdekleri kapali araliklar oldugundan, ¢ekirdek
esitligi tist limitlerle aynidir.

Teorem 3.7.3: T = (tyk), {0 u kendi icine doniigtiiren negatif olmayan bir

matris olsun. Bu durumda g ve v yogunluklar: verildiginde,
Her x € lwicin st, — limsupx = st, — limsupT'x (3.7.2)

olmasi icgin gerekli ve yeterli sart

(a) T : st, — st, ve her x € st,N { i¢in st, — limx = st, — limTx dir.

(b) n(E) # 0 olmast st, — limsup (T'xg) = 1 olmasimu gerektirir (Connor ve
dig., 2006).

Ispat. Gereklilik. (a) nin gerekliligi; eger x, st, de smirh bir dizi ise bu durumda
st, — limsupx = st, — limin fx ve de hipotezden st, — limsupTz = st, — liminfTx
olmasindan ¢ikar. Buradan st, —limT 'z in mevcut oldugu sonucuna ulagiriz. Boylece

herhangi keyfi simirh = € st;, dizisi i¢in
st, — limx = st, — limT'x
dir. Yukaridakine benzer olarak, eger £ C N ve p (E) # 0 ise bu durumda

1 = st, — limsupxp = st, — limsup (T'x )
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elde edilir. Bu ise (b) yi ispatlar. Dikkat edelim ki ispatin bu kisminda 7" nin negatif
olmayan bir matris oldugunu kabul etmek gerekli degildir.

Yeterlilik. x € l, st, — limsupx = [ olsun ve § > 0 verilsin.

1 ({n : itnkxk > — (5}) 7é 0 (3.7.3)
k=1
v ({n : itnkxk <1 —|—5}> =1 (3.7.4)

k=1

oldugunu gostermemiz gerekiyor. €1 ve 61 (1 —e1) +e1 (I + ||z]]) < ¢ olacak gekilde

91 secelim. xy = (1,1,1,...) € st, oldugundan st, — limyy = 1 dir. Boylece (a) dan

€1
< =
2}

> 61/2}) = 0 oldugundan v (Ry) =

o0
sty —lim Yty = 1 elde ederiz.

k=1
Ry = {n :

Z bk — 1
k=1
1 dir. Simdi E(01) = {k:ap >1—061} olsun. st, — limsupzr = | oldugundan

w(E (61)) # 0 dir ve (b) den st, — limsupTxE (§1) = 1 dir. Eger

o0
Ztnk -1
k=1

kiimesini tamimlayalim. v ({n :

ise bu durumda st, — limsupTxE (§1) = 1 olmasindan dolay1 v (R2) # 0 dir. Simdi
R := R; N Ry diyelim. Eger v (R; N R2) = 0 ise o zaman v (R;) = 1 oldugundan
Ry = (RiNR2)U(R2 \ Ry), v—null diir. O halde v (R) # 0 dir. Ayricaeger n € R
ise,

€1 €1 €1

k=1 keE(51)

o0
dir. Boylece n € Rigin = > tpp < > tur < 1+4+1/2 iken
kEE((Sl) k=1

€1 €1
L=< D bt D b <l
keE(81) keE(61)°

Z tnk

kGE(él)c

olur. Buradan da n € R icgin < g1 elde edilir. Buna gore n € R icin
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o0
=1 kEE(61) k€E(61)°

> (I=01)(1—e1) —[[zlle
= I-[0(l-e)+teal+|z)]>1-¢

gecerlidir. Dolayisiyla

R C {n:Ztnkxk >l—(5}
k=1

dir. Sonug olarak {n: Stnkxg > 1 — 5} kiimesi v — null degildir ( v(R) # 0
k=1
oldugundan). Boylece (3.7.3) ispatlanmig olur.

Simdi (3.7.4) i gosterelim. €1 > 0 ve g1 (I + ||z]|) + 1 (1 + £1) < 6 olacak gekilde

bir 07 > 0 segelim. Yukaridaki gibi Ry := {n Dtk — 1‘ < 51/2} olsun ve
k=1

G(61) ={k:ap <1+61}

kiimesini tamimlayalhm. (G (61)) = 1 dir ve boylece p (G (61)°) = 0 olur. Rz :=
{n D keG(sy) tnk > 1= 81/2} diyelim. st;, — limx¢s,) = 1 oldugundan v (R3) = 1
dir. Boylece Ry := R1 N R3 kiimesinin v—yogunlugu 1 dir. Ayrica n € Ry igin

Yoty = Do tekTk + Y, tarTk
k=1 keG(81) keG(81)°
< (I+61) (A +e1)+ ||z|ler, (b) den

= I+ (1+e)+e (I+|=])
< I+
dir.
R, C {n:Ztnkxkgl—i—é} vev(Ry) =1

k=1

o0

oldugundan v <{n DO takxr <L+ 5}) =1 elde ederiz. ¢ keyfi oldugundan st, —
k=1

limsupTx =1 sonucuna ulagiriz. Boylece teoremin ispat1 bitmisg olur.l

Eger v birim matris ile iiretilen yogunluk ise o zaman asagidaki sonucu aliriz.

Sonug 3.7.4:
Her € lsicin st, — limsupz = limsupTx (3.7.5)

olmasi igin gerekli ve yeterli sart
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(a) T regiilerdir.

(b) u(F) =0ise limp Y pcptnr = 0 dir.

(c) p(E) # 0 ise limsupy, Y e ptok = 1 dir (Connor ve dig., 2006).

Sonug 3.7.4 deki birinci kogulun, Teorem 3.7.3 (a) kosulunun direk olarak bir
benzeri olmadigina dikkat edelim. Buna ragmen T', {,,u kendisine déniigtiiren bir
matris oldugunda, sinirh diziler i¢in st,, —limz = limT'z olmas: i¢in gerekli ve yeterli
kogul 7" nin regiiler olmas: ve p (F) = 0 iken

limn Y [tak| =0

keF

olmasidir (Connor,1999 ve Kolk, 1993 deki matrisler ile iiretilen yogunluklar i¢in
gosterilmistir). Boylece Teorem 3.7.3 iin ilk kogulu Sonug 3.7.4 iin ilk iki koguluna
denktir. Not edelim ki, Teorem 3.7.3 deki gibi (a), (b) ve (c) nin gerekliligi 7' nin
negatif olmayan bir matris olmasina bagl degildir.

Eger p yogunlugu birim matris ile iiretilirse bu durumda
st, — limsupx = limsupx

olur ve bir £ C N kiimesinin sifir yogunluklu olmas: i¢in gerek ve yeter sart sonlu
olmasidir. Boylece Sonug 3.7.4 den Allen’in (1944) yukarida belirtilen bir teoreminin
bir benzeri elde edilir.

Sonug 3.7.4, (3.7.5) deki ¢ekirdek esitliginin agik bir karakterizasyonunu verme-
sine ragmen ispatsiz olarak verecegimiz bir sonraki teoremden, p dogal § yogun-
lugu oldugunda béyle bir matrisin olmadigini gorebiliriz. Ciinkii (b) ve (c¢) siklar
herhangi bir regiiler matris igin ( negatif olmayan olmasi gerekmeyen ) ayni anda
gerceklenemez. Not edelimki, 6 (F), N nin tiim alt kiimeleri i¢in mevcut olmayabilir.
Dolayisiyla bazen

1
d(F) = limsupnﬁ H{k <n:keFE}

iist asimtotik yogunlugunu kullanmak daha uygundur.

Teorem 3.7.5: Kabul edelim ki T regiiler bir matris ve § (E) > 0 iken limsupTx p =
1 olsun. Bu durumda ¢ (F') = 0 ve limsupT'xp = 1 olacak sekilde bir F' C N kiimesi
vardir (Connor ve dig., 2006).

Uyari. Yukarida ele alindigi gibi, sinirli dizileri sinirhi dizilere doniistiiren ve

gekirdegi invaryant birakan herhangi bir matris regiiler olmalidir ve (b) ve (c) kosullarin
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saglamalidir. Dolayisiyla simirhi dizileri kendisine doniistiiren ve her x € £*° igin
limsupTz = st,—limsupx dzelligine sahip hicbir matrisin olmadigi sonucuna ulagiriz.
Bu durum bir dizinin ¢ekirdegi ile istatistiksel cekirdegi arasindaki farki ortaya ko-
yar. Yine bu durum, st, den st, ye ¢ekirdegi koruyan bir matris icin farkh u ve v

yogunluklarinin bulunup bulunmadigi problemine indirgenir.
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IV. BOLUM

LACUNARY ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

4.1 Lacunary Istatistiksel Yakinsaklk

Bu kisimda Lacunary istatistiksel yakinsaklik kavrami tanimlanacak ve baz ilgili
teoremler ispatsiz olarak verilecektir.

Tanim 4.1.1: Pozitif tamsayilarim artan bir dizisi § = {k,} olsun. Eger kg = 0
olmak iizere r — oo i¢in h, := k, — k,—1 — o0 ise § = {k,} dizisine lacunary dizisi
denir (Freedman ve dig.,1978).

0 = {k} = {2"}, (r>0) veya {k.} = {r!} dizilerinin birer lacunary dizisi
olduklar: agiktir.

Burada 60 = {k,} lacunary dizisi ile olugturulan araliklar I, := (k,_1,k,] ve
qr == —— ile gosterilecektir.

r—1
Tanmim 4.1.2: 6 = {k,} lacunary dizi olsun. Her € > 0 i¢in

1
lim—|{k €I, : |ag— L| > e}| =0 (5.1.1)

olacak sgekilde bir L kompleks sayis1 varsa @ = (zj) dizisi L sayisina lacunary
istatistiksel yakinsak veya Sp-yakinsaktir denir. Bu durum Sy — limxz = L veya
z — L (Sp) sembolleriyle gosterilir (Fridy ve Orhan, 1993).

K(e) :=={k € N: |z} — L| > e} ctimlesinin karakateristik fonksiyonu x .y ve Cp

matrisi
L kel
Colr. k=4 ™
0 , k¢l

ile tamimlanmak tizere,
1 1
kel o — Ll 2 e} = > Xie) (F)
hy h
kel,
oldugundan, (5.1.1) deki limit, lim (Cpx ), = 0 seklinde verilebilir.
Tanim 4.1.3: Herhangi bir § = {k,} lacunary dizisi i¢in

1
hlnfT Z |z, — L] =0

" kel,
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olacak gekilde bir L sayis1 varsa, x dizisi L sayisina Ny anlaminda yakinsaktir denir

ve bu durum zj — L (Ny) ile gosterilir. Ayrica
Ny =Rz = (2 lzm Z\xk—Ll =0
" kel,

dir (Freedman ve dig.,1978).

Tanim 1.2.13 te p = 1 alinirsa,

1 n
= : 3L icin I3 — E —Ll| =
lo1] {a? icin lim (n 2 |z, |> 0}

Teorem 4.1.4: 0 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda

(1) axp — L(Np) ise z, — L (Sp)

simifi elde edilir.

(1i) x € b ve x — L (Sp) ise xp, — L (Ny)

(i) SpNlos = Ny log

dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Lemma 4.1.5: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda St C Sy olmasi
gerek ve yeter sart liminf.q, > 1 olmasidir (Fridy ve Orhan, 1993).

Lemma 4.1.6: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda Sy C St olmasi
gerek ve yeter sart limsup,q, < co olmasidir (Fridy ve Orhan, 1993).

Teorem 4.1.7: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda St = Sy olmasi
gerek ve yeter sart 1 < liminf,q. < limsup,q. < oo olmasidir (Fridy ve Orhan,
1993).

K C N olmak iizere

d(K) :=1lim (Coxg), = lizn

tanimlayalim. Bu durumda § nin bir yogunluk fonksiyonu oldugu aciktir.

Onerme 4.1.8: Bir = = () reel say1 dizisi sonlu bir limin f degerine veya sonlu
bir limsup degerine Cy-toplanabilir ise x = (x) dizisi aym1 degere Sy-yakinsaktir
(Fridy ve Orhan, 1993).

icin Sp-limitinin farkh oldugunu gérmek icin agagidaki crnegi goz oniine alacagiz.
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Ornek 4.1.9: x = (z;) dizisini
0 ,i=1

zi=4¢ 0 , 2n—1!<i<(@2n)! (n=12,...)
1, (2n)! <i< (2n+1)
ile tamimlayalim. 6 = {(2r)!} lacunary dizisi igin
1 0 ,e>1

— (k€ lpr: |zl 2 el =49 (2r+ 1) = (2r)
2(r+1))—(2r)

, 0<e<1
olup z; — 0(Sp) dir. Simdi de 6 = {(2r + 1)!} lacunary dizisi i¢in
1 0 ,e>1

{k € LIryr: |z 2 e} = (2r)! = (2r — 1)!
(2r+1)!—(2r—1)!

h7‘+1

, 0<e<1

olup x; — 1(Sp) dir (Freedman ve dig., 1978).

Asgagidaki teorem x € st oldugunda bu durumun s6z konusu olamayacagini gos-
terir.

Teorem 4.1.10: x € stN.Sy ise Sy —lz'me = st—lilnx olmalidir (Fridy ve Orhan,
1993).

Tanim 4.1.11: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. {k,} C {k/} olacak sekilde ' =
{k.} lacunary dizisine 6 nin bir lacunary incelmesi denir (Freedman ve dig.,1978).

Toerem 4.1.12: #', # min bir lacunary incelmesi olsun. Bu durumda z; —
L(Sy) ise x, — L(Sp) dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Uyari: Teorem 4.1.12 de dizilerden biri digerinin bir lacunary incelmesi oldugunda,
iki lacunary metod arasinda bir icerme kuruldu. Bu kisim baginda verilen 6rnek, Sy
ile Sy niin kargilagtirlamaz oldugunu gosterir. Keyfi iki lacunary metod arasidaki
icermenin genel bir tanimlamasi agik bir problem olarak birakilmigtir.

Tanim 4.1.13: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger her r igin kET) e I ve

lz’mxki )= L ve her € > 0 i¢in
r T

1
lim—
vahr

{ke[rz‘xk—wkgr)’ 25}‘ =0

olacak sekilde x dizisinin bir {x’% ) } alt dizisi varsa x dizisine Syp-Cauchy dizisi denir

(Fridy ve Orhan, 1993).
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Teorem 4.1.14: z dizisinin Sy-yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart Sy-
Cauchy dizisi olmasidir (Fridy ve Orhan, 1993).

Sonug 4.1.15: Sp-yakinsak bir dizi, yakinsak bir altdiziye sahiptir.

Bu sonug bizi agsagidaki Tauberian teoremine gotiiriir.

Teorem 4.1.16: z;, — L (Sp) ve (r — o0) i¢in mazx {|Az;|:i € I,} = o (h—lr)
olsun. Bu durumda li}:n:ck = L dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Teorem 4.1.17: z, sinirh bir dizi ve 2, — L (Sp) olsun. Bu durumda (Ciz) — L
dir (Fridy ve Orhan, 1993).

Teorem 4.1.18: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda hig bir A matris
metodu Sp-toplanabilmeyi igermez (Fridy ve Orhan, 1993)

4.2 Lacunary Istatistiksel Limit Noktalar1 ve Lacunary Istatistiksel
Cekirdek
Kisim 3.3 deki tanimlarda A matrisi yerine

=, kel

T

0, kél,.

Cyp = (cnk) =

ve C7 Cesaro matrisleri alimirsa Ac, (2),I'c,(x) ve Ag,(x) yerine sirasiyla A(z),I'(x)
ve Ag(x) yazlabilir.

Bu kisimda bir 6 = {k, } lacunary dizisinin iizerindeki belirli kisitlamalar altinda
Ag(xz) C A(z), A(z) C Ap(x), Tp(z) C I'(x) ve I'(x) C T'g(x) igermeleri iizerinde
durulacaktir. Ayrica 6 , 6 min bir lacunary incelmesi olmak tizere Ty(x) C Ty () ve
Ag(z) C Ay (x) igermeleri de ele alinacaktir.

Onerme 4.2.1: § = {k,} bir lacunary dizisi olsun. Bu durumda

(1) limrinf qr > 1= Ap(z) C A(x),

(ii) limsup ¢, < oo = A(x) C Ap(z) (Demirci 2002).

ispat. TFridy ve Orhan (1993) tarafindan kullanilan teknigi kullanalim.

(i) limT inf g, > 1 olsun. Bu durumda yeterince biiyiik 7 igin ¢, > 1 + J olacak

sekilde 0 > 0 sayis1 vardir. Bu ise

>=

r o
s 2
kr =144

olmasini gerektirir. EgerA € Ag(z) ise bu durumda Jg(K) # 0 ve limzy;) = A
J

olacak sekilde bir K = {k(j)} kiimesi vardir. Dolayisiyla yeterince biiyiik r igin
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1 . . 1 _ .
kj\{k(y)ékr:JGN}l Zkfl{k(J)efr:JGN}!
T 7"5 1
> " k() el :jeNY.
_1+5hr|{(J)€ J €N}

Boylece dg(K) # 0 oldugundan §(K) # 0 dir. Bu ise (i) yi ispatlar.

(ii) limsup g, < oo ise bu durumda her r igin ¢, < H olacak sekilde bir H > 1
T

sayisi vardir. Dolayisiyla her r icin =qr — 1 < H—1dir. A € A(z) oldugunu

kirfl
varsayalim. Buna gore 6(K) # 0 ve limjzy;) = A olacak sekilde bir K = {k(j)}
kiimesi vardir. N, := {ke€l,:ke K}| = |KNI,| ve t, := N,/h, diyelim. Bu

durumda k,_1 < n < k, esitsizligini gercekleyen herhangi n tamsayisi igin

1 1
—Hk<nike K} < —{k<k:keK)
T r—1
1
= {N1+ No+---+ N}
iy
= 2 {hit1 + hoto + -+ + hyt,}
r—1
r—1
1 hy
< hit; + —t,.
=1
1 r—1
< o Z hit; + (H — 1)t7~.

Z hz =1
i=1

Simdi h;n t, # 0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksi halde ¢, — 0, (r — o) olurdu.
# bir lacunary dizi oldugundan yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki birinci terim ¢
nin regiiler bir agirlikli ortalama doniistimiidiir. Boylece 7 — oo i¢in bu terim sifira
yaklagmalidir. O halde 6(K) = 0 elde ederiz ki bu bir geligkidir.l

Onerme 4.2.1 e gore asagidaki sonuc yazilabilir.

Teorem 4.2.2: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger 1 < 1irnT infg, <
limsup ¢, < oo ise bu durumda A(z) = Ag(x) dir (Demirci 2002).

T('jnerme 4.2.3: 0 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda

(i) limrinf g >1=Ty(x) CT'(z)

(ii) limsup ¢, < oo = I'(x) C Ty(x)

(iii) 1 <1" limrinf ¢r <limsupq, < oo = I'(z) = Ty(x) (Demirci 2002).

r

Onerme 4.2.1 de oldugu gibi benzer ispat Onerme 4.2.3 icin de yapilabilir.
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Teorem 4.2.4: Eger ¢/ = {k/} , 6 nin bir lacunary incelmesi ise bu durumda
To(z) C Ty () ve Ap(x) C Ag(z) dir (Demirci 2002).
Ispat. Fridy ve Orhan’m (1993) kullandig ispat1 ele alalim.

v € Tg(x) olsun. Bu durumda
.1
hmh—|{l<;€Ir: |z — ] <e}| #0 (4.2.1)
dir. Fridy ve Orhan (1993) Teorem 7 deki notasyon kullanilirsa

1 1
h—r|{k‘EIr:|xk—'y| <€} = Z h;hi;|{k€I::|mk—’y| < el
IxCl,
1 *
=5 > Wi(Coyxp);

" IxCl,

(4.2.2)

dir. Burada xp , F = {k er: |z — 7] < 5} kiimesinin karakteristik fonksiy-
onudur.

Simdi lim(Cy xg); # 0 oldugunu iddia ediyoruz. Aksi halde im(Cyxg); = 0
olur. (4.2.2; esitligi Cy x g nin regiiler bir agirlikh ortalama dént@ﬁinu oldugundan
r — oo i¢in (4.2.2) sifira yaklagir. Bu ise (4.2.1) ile geligir. Benzer diisiince ile

Ag(z) C Ayr(x) oldugu gosterilebilir.
Lacunary Istatistiksel Cekirdek.

Fridy ve Orhan (1997) bir reel say1 dizisi i¢in istatistiksel iist ve alt limit kavram-
larini verdi (Kisim 3.2) Benzer sekilde C yerine negatif olmayan regiiler bir A matrisi
kullamlarak kisim 3.3 de A—istatistiksel {ist limit (st4 — limsup) ve A—istatistiksel
alt limit (st4 — liminf) ve A—istatistiksel ¢ekirdek kavramlar: verildi.

A = Cy iken agagidaki lemmay1 verebiliriz.

Lemma 4.2.5: z = (z) lacunary istatistiksel sinirh bir dizi ve her z € C i¢in

BY (2) == {w e C: |w— 2| < sty — limsupy, |z1, — 2|}

olsun. Bu durumda

stg — core{z} = ﬂCBz (2)
z€E

dir.
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Teorem 4.1.12 den aciktir ki her sinirli kompleks z dizisi i¢in 6 , # nin bir lacunary

incelmesi olmak tizere

sty — limsup || < sty — limsup ||

dir. Dolayisiyla buradan her z € C igin

Bl (2) ={w € C:|w— 2| < sty — limsupy, |z — 2|}
C{weC:|w—z| <sty —limsupy |z, — 2|} = BY (2)

oldugu ¢ikar. Boylece Lemma 4.2.5 den

nB’(:)c n B
2€C x(z)_zec = (2),

yani sty — core{x} C st,» — core {x} elde edilir.

Sonug 4.2.6: Eger 6 , # min bir lacunary incelmesi ise bu durumda her siirh
kompleks z dizisi i¢in sty — core {z} C sty — core{z} dir.

Siradaki sonuglari Lemma 4.1.5 ve Lemma 4.1.6 dan yararlanarak her sinirh
kompleks x dizisi i¢in verebiliriz.

Lemma 4.2.7: 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger liminf,q, > 1 ise bu
durumda her sinirlh kompleks = dizisi i¢in sty — core {z} C st — core {x} dir.

Lemma 4.2.8: 6§ = {k,} bir lacunary dizi olsun. Eger limsup,q, < oo ise bu
durumda her siirh kompleks x dizisi i¢in st — core {z} C sty — core {z} dir.

Lemma 4.2.7 ve Lemma 4.2.8 birlestirilirse agagidaki elde edilir.

Teorem 4.2.9: 0 = {k.} bir lacunary dizi olsun. Eger 1 < liminf,q <

limsup,q, < oo ise bu durumda her sinirli kompleks « dizisi igin

stg — core{zx} = st — core {x}

dir.

4.3 ki Katl Dizilerin Lacunary Istatistiksel Yakinsaklig
Tanim 4.3.1: Eger her j ve k i¢in |z; ;| < M olacak sekilde pozitif bir M sayisi
varsa, yani

12 (00,2) = sUP |2jk| < 00
Jsk
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ise bu durumda = = (z; ;) iki kath dizisine simirhdir denir (Savas ve Patterson, 2006).
Tiim sinirh iki kath dizilerin kiimesi Ego ile gosterilsin.

Tanmim 4.3.2: Iki kath 0, = {(k,,l5)} dizisi verildiginde eger
ko=0, h =k, —k._1 — 00, T — 00
ve
lo=0, hgy =13 —1ls_1 — 00, s — 00

olacak sekilde tamsayilarin artan dizileri varsa bu durumda 6, ; dizisine iki kath
lacunary denir (Savag ve Patterson, 2006).

Gosterimler: ki kath lacaunary diziler icin, krs = kpls, hrs = hyhs, Irs =

kD) i heoy <k <kvele1 <1<} veq = 2=, q, = = olmak iizere ¢, =
k’,«71 S l571 ’
qrqs gosterimleri kullanilacaktir.

Tanim 4.3.3: Iki kath bir z dizisi icin eger

m,n

1
P— %@mk;l |zky — L =0

olacak sekilde bir L sayisi varsa bu durumda z dizisine iki katli Cesaro toplanabilirdir
denir (Savag ve Patterson, 2006). o ; ile tiim iki katl Cesaro toplanabilir dizilerin
kiimesini gosterelim.

Tamim 4.3.4: 0, , iki kath bir lacunary dizi ve x iki kath bir dizi olsun. Eger

1
P —lim — > ke —LI=0
7 (k)elr s

olacak gekilde bir L sayis1 varsa bu durumda z dizisi L ye N 4, , — P—yakisaktir

denir ve

1
Ny . =<x:3Lign P—lim Y ek~ LI =0
s 8 r.S
’ (kal)el”‘ys

seklinde gosterilir (Savag ve Patterson, 2006).
Tamim 4.3.5: 0, iki kath bir lacunary dizi ve z iki kath bir dizi olsun. Eger

her € > 0 i¢in
1

P—1i
mo

r,s

{(k,0) € Ly < [mgy — L] > £} = 0

7,8

olacak sekilde bir L sayis1 varsa bu durumda z dizisi L ye Sy, , — P—yakinsaktir

denir (Savag ve Patterson, 2006).
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Asagidaki teorem Fridy ve Orhan’in (1993) verdigi teoremin (Teorem 4.1.4) iki
boyutlu benzeridir.
Teorem 4.3.6: 0, ; iki kath bir lacunary dizi olsun. Bu durumda
a) Ty £r (N gm) ise xp £r (ng) dir.
b) Ny
1" P . P .
c)relyvexy — L (ng) ise x1; — L (N gm) dir.

d) Sp,, N (' =N fr.s N ¢’ (Savas ve Patterson, 2006).

Sp, . nin 6z alt kiimesidir.

r,87

Ispat: (a)

>z =Ll > >z — L

(k) ETr s (k1) s
|z, —L|>e
> ek, ) el |z, —L| > e}
ve
P —lim ! > ke —LI=0
TS (ke
oldugundan
P =i (1) € s o = L] 2 €} = 0

dir.

(b) z dizisini su sekilde tamimlayalim: I, ¢ araligindaki ilk [\3/ hr,s| tamsayilarinda

Tri, 1,2, [?/ hns] ve diger yerlerde x; = 0 olsun. xj; dizisini su sekilde gostere-

biliriz:
1 2 3 [¢/hrs] O
1 2 3 [¢/hrs] O
Tk, 1=
1 2 3 [¢/hrs] O
0 00 0 0

z in sinirsiz bir iki kath dizi oldugu agiktir ve her € > 0 igin

C 1 [/ hrs]
P—lim— |{(k,l) € I s : |xp; — L| > e}| =P —lim——"= =0

T8 hr,s ) r,5

dir. Boylece £ (ng) olur. Ayrica

P —lim— Y b i L ] ([/Prs] (/] +1)) _ 1

7,8
"8 (k) s

2y 2
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oldugundan xy £o (Ng,.,) dir. Bu (b) yi ispatlar.
(C) = € £, olsun. Bu durumda her k,1 igin |z, — L] < M dir. Ayrica verilen

€ > 0 ve yeterince biiyiik r ve s degerleri i¢in

= Y lma—Ll = 5= Y ok — L
T (kD)EL s ’ (kD)elr s
|{Ekyl7L|2€

+ his E |xl€7l - L|
T (ke
’mk,l_L|<€

< RNk € Lng : |ang = L] > e} + 7 chns

olur. Boylece x € 6;’0 ve Tp £r (ng) iken xy,; £r (N gr,s) dir.

(d) Sp,.N (=N frs N (" esitligi direkt olarak (a), (b) ve (c) den gikar.

Teorem 4.3.7: 0, herhangi bir iki kath lacunary dizi olsun. Bu durumda
sto — limx = L iken Sy, . — limz = L olmasi igin gerek ve yeter kosul limin fg,>1
ve liminfg, > 1 olmasidir (Savag ve Patterson, 2006).

Ispat: Yeterlilik. liminfq.>1 ve limin fds, > 1 oldugunu kabul edelim. Bu

durumda ¢,>1 40 ve g, > 1 4 ¢ olacak gekilde § > 0 vardir. Bu ise % > % ve

g—:‘ > % olmasin gerektirir. Eger z; — L (stz) ise bu durumda her ¢ > 0 ve

yeterince biiyiik r ve s icin

= Hk<kovel<ls:l|op —L| > e}
> [{(k,1) € Is + |21y — L] > €}
= hos L \{(1) € I+ |2y — L] > €]
> (125) A Mk D) € Loyt 2y — L] > 2}

elde ederiz. Boylece Sy, , — limx = L olur.

Gereklilik. Kabul edelim ki liminfq,=1 veya liminfq, = 1 dir. Genelligi boz-
madan liminfg,=1 oldugunu kabul edelim (Freedman ve dig., 1978, syf.510). Bu;

C .. . ko ; ka:—1
0, lacunary dizisinin o; > a1 + 2 olmak tizere & - < 1+ % ve ka]

o
J

—~— > j olacak

j—1
sekilde bir {k:aj} alt dizisinin var olmasim gerektirir.

1, k€l veleN
SL'kJ =
0, diger yerlerde
seklinde tamimlanan z dizisinin simirl oldugu agiktir. Freedman ve dig. (1978,

syf.510) a gore satirlar Ny ye ait degildir fakat her bir satir z gibi |o1] e aittir. O
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halde Teorem 4.3.6 (c) den x, Sy, ye ait degildir. Ayrica her bir satir st; e aittir. O
halde st; € Sp, olur. Iki kath 6, ; lacunary dizileri carpimsal oldugundan sty ¢ So,.,
olur. Bu bir celigkidir.Hl

Teorem 4.3.8: 0, herhangi bir iki kathi lacunary dizi olsun. Bu durumda
Sp, . —limx = L iken sty —limx = L olmas igin gerek ve yeter kosul limsup,q, < 0o
ve limsupsq, < oo olmasidir (Savag ve Patterson, 2006).

Ispat: Yeterlilik. limsup,q. < oo ve limsupsq, < oo oldugunu kabul edelim.
Bu durumda tiim r ve s degerleri igin ¢, < H ve g, < H olacak sekilde bir H > 0

vardir. xy Ly (ng) oldugunu kabul edelim ve
Nrs = [{(k,1) € I,s : |wgy — L| > €}

olsun. Bu durumda, verilen bir € > 0 ve tiim 7, s > r¢ i¢ in % < ¢ olacak gekilde
ro € N vardir.

M :=mazx{N,s:1<r<rgvel<s<ry}

diyelim. n ve m yi ise kr—1 < m < k, ve Is_1 < n < [; olacak gekilde secelim.

Boylece asagidaki elde edilir.
1 .
=Hk<mvel <n:|zy — L] > e}

< e H{k <krvel <ls:|apy — L > e}
1 70,70 TS
=mano ) o Nt 2 Nig
1,7=1 2,)J="0+1,70+1
r,s
Mr2 1 °
< 2 ..
— kr—1ls—1 + kr—1ls—1 .. Z NZJ
1,J=T0+1,T0+1
T8
Mr? 1 ’ Nijhi;
< o Ni, g a5
S o Y RO 2 hy; }
:,7 T0+1,70+1
r,s
Mr2 i, , ..
S krflls—l + k'r 1ls 1 Sup h 2,7 - Z h/LJ
1,§ 270,70 1,J=T0+1,70+1
Mr2
< 2 .
— krflls—l 'r lls 1 { hl,]
4,J=T0+1,T0+1
_
- k?rflls—l rfllsfl {(kr - (ls N ZSO)}
Mrg kr g
< kr71l5,1 k)r71 lsfl

dir. Boylece sty — limx = L elde edilir.
Bu teoremin tersinin ispat1 Teorem 4.3.7 dekine benzer bir sekilde elde edilebilir.H

Teorem 4.3.7 ve Teorem 4.3.8 den asagidaki teorem elde edilir.
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Teorem 4.3.9: 0, iki kath bir lacunary dizi olsun. Bu durumda sto = Sy, ,
olmasi icin gerek ve yeter kosul 1 < lim,infq, < lim,supq, < covel <limginfq, <
limssupq, < oo olmasidir (Savag ve Patterson, 2006).

Teorem 4.3.10: Eger = € sta N Sy, , ise bu durumda Sy, | — limx = sty — limz
dir (Savag ve Patterson, 2006).

Ispat: L # L’ olmak iizere sty — lima = L ve Sy, , — limz = L' oldugunu kabul
edelim. ¢ < 2 |L — L'| i¢in

P—lwilrgﬁ|{l~c<mvel<n: |zg; — L'| > e} =1 dir.

Simdi ,ise, L {k<mvel<n:|z —L'| > e} ifadesinin kyl, inci terimini goz

oniine alalim.
p’v
kpllu‘{(k’l)e U 1Ir,s:xk,l_Ll‘25}‘

r,s=1,

_ kllpg_;ll (kD) € Loyt |any — L) 2 €} = Zlhpglht
rs=1,1
dir. Burada ¢, s = i {(k,l) €15t lxpy — L'| > €}, @iy L (Sp,.,) oldugundan
Pringsheim anlaminda bir sifir dizisidir. Buna goére esitlikteki son ifade, Pringsheim
sifir dizilerinden, Pringsheim sifir dizileri igine dért boyutlu bir matris doniigiimiiniin
tiim kogullarimi saglar (Hamilton, 1938). Boylece Pringsheim anlaminda sifira yak-

lagir. Ayrica

%Hk<mvel<n:|xk’l—L"Z€}‘

ifadesinin Pringsheim anlaminda 1 e yaklagmayan bir iki kath dizisidir. Bu geligki
L = L' olmasim gerektirir.ll

Teorem 4.3.11: Sy, N Ego uzayl, Ego normlu uzaymin kapal bir alt uzayidir
(Savas ve Patterson, 2006).

Ispat: zm™" = (:c;nk") € Sy, N 0 ve x™" — x € [ olsun. ™" € Sp,.. N 0
oldugundan reel bir Ly, , sayist m,n = 1,2, ... i¢in Sy, — l;rgx;"k" = Ly, olacak
sekilde vardir. Pozitif bir P—azalan, P—yakinsak {ep, ,} ik’i kath dizisini alalim.

Bu durumda her m,n = 1,2, ... igin bir N,,, pozitif tamsayis1 m,n > Ny, , iken

[l = 2™"|

< emn/4 olacak sekilde vardir. Genelligi bozmadan, N,,, = mn

oldugunu varsayalim. Sabit m,n igin

1

h”‘m,n
1

T™m,n

- ; m,n 1
{GF) € Iy s 25 = Luna| 2 22} < &

. +1,n+1 m+1,n
{(],k) €l ., : ka - Lm+1,n+1’ > Smilntl i HH <

=

h
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olacak gekilde vardir. Bu ise

{GR) € Lt 2 = L] = 222}

. +1,n+1 m+1,n
m{(]ak)elrm,n : l';?k " _Lm+1,n+1‘ Zaﬂ%}?é@

olmasim gerektirir. Bu arakesitten bir (ki, k2) segersek agagidakini elde ederiz:

m,n m+1,n+1
|Lm,n - Lm+1,n+1| < Lhoy ko — Lm,n) + Ll ko - Lm+1,n+1‘
m,n m—+1,n+1
+ Lhrko — Lho ko ’
m,n m—+1,n+1
< Thi ko — Lm,n + ‘xkh]@ - Lm—l—l,n—i—l‘

4 Hx_xm,nHoo_i_ ||x_xm+1,n+1Hoo

€ 3
(5m,n7 P — azalan), < 62’71 + m+in+1 + ETZ’H + m+411’n+1 < Em,n

Boylece iki kath {L,,,} dizisi P—yakmsaktir. P — limL,,,, = L olsun. z L

m,n

L (Sgr,s) oldugunu gostermemiz gerekir. Herhangi bir ¢ > 0 icin g, < /4,

|lo — ™" <e/4ve |Lnyn— L| <e/4 olacak sekilde (m,n) vardir. Bu durumda

hrl,s |{(j7 k) c Ir’s : ’$],k — L| > 5}|
< T HGK) € Lo s 0™ = Ll + iz = 2™

+ | Ly — L| > e}

1
<
- hr,s

{(]7k) € Ir,s : ’mmm - Lm,n| + % ‘I‘% > 5}‘

1
hr,s

{(.7’ k) € Is : [a™" — Ly n| > %}‘

olur. Son ifade r ve s sonsuzluga yaklagtiginda sifira yaklagir. Boylece L (S@T,S) )

yani x € Sp, , N ¢’ olur. Bu ispat1 tamamlar.H
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V. BOLUM

ISTATISTIiKSEL YAKINSAKLIK VE TOPLANABILME

5.1 Istatistiksel Yakinsak Dizilerin Toplanabilirligi

Bu kisimda, sty tiim A—istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi ve stY, tiim
A—istatistiksel yakinsak sifir dizilerinin kiimesi olmak tizere (st4 N X,Y) ve (st4 N X,Y))
matris siniflar1 karakterize edilecektir. Burada X bir kisim-kapali dizi uzay1 ve Y
keyfi bir dizi uzay: olacaktir. Eger X € {s,m} ve Y € {c, ¢} ise bu durumda bu-
radaki sonuglar Schoenberg (1959), Fridy (1985), Connor (1988) ve Maddox’a (1974)
ait bazi sonuclar1 igerecektir.

k; < ki1 ozelligindeki N nin sonlu veya sonsuz bir {k;} alt kiimesine bir indis
kiimesi denir. Buna gére sonsuz bir {k;} indis kiimesi, (k;) = (k;);cy indislerinin bir
dizisidir. ¢, tiim sonlu dizilerin uzay1 olsun.

Bir z = (xy,) dizisinin n.ci kism
n
k
2 = E xpe” = (21,22, ..., Tn, 0, ...)
k=1

seklinde tanimlanir.
K = {k;} keyfi bir indis kiimesi ve
rr, ke K ise
Yk =
0, diger yerlerde
olmak tizere zK] = (y;.) dizisi = in K — kusma olarak adlandinlir. X bir dizi uzay
olmak iizere eger her z € X icin ve her K indis kiimesi i¢in /%! € X oluyorsa bu
durumda X uzayina kisim-kapali dizi uzayr denir. Benzer gekilde bir altdizisel —
kapaly dizi uzay1 kavrami tamimlanir. Ornegin, s, m, c,, ¢ ve P uzaylar: kissm-kapal
uzaylardir. ¢ ve wP uzaylar ise altdizisel-kapal uzaylardir fakat kisim-kapali uzaylar
degildirler.
Silverman-Teoplitz teoremine gore bir A = (a,)) matrisinin regiiler olmasi igin
gerekli ve yeterli kogullarin

(Ry) Her k igin limpa,, =0
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(Ra) limy, Y ank =1

(R3) supn Y, |ank| < 00
oldugunu biliyoruz (Stieglitz, 1977). Eger A matrisi (Rz), (R3) ve

(R4) limpsupg |ank| =0
kosullarmi gerceklerse A ya diizgiin regiilerdir denir. Ornegin, C; Cesaro matrisi
diizgiin regiilerdir.

Sabit bir p > 0 i¢in eger
lignZank |z — 1P =0
k

olacak gekilde bir [ sayis1 varsa bu durumda x = () dizisi [ ye kuvvetli A—toplanabilirdir
denir (Maddox, 1967).

Tiim kuvvetli A—toplanabilir dizilerin kiimesi w’, ile gosterilir. Boylece, w, =
pr1 dir.

Sabit bir K = {k;} indis kiimesi icin, A ile A matrisinin K — siitun kism

gosterilecektir. Boylece
ank, k€ K ise
dnk =
0, diger yer
olmak tizere AK] = (d,,;.) dur.

K = {k;} bir indis kiimesi ve o, K nin karakteristik dizisi, yani ¢* = (gojK )

1, jeK
i =

0, diger yerlerde

olsun. Eger ¢, C;—toplanabilir ise bu durumda
;s gk
lzmnzlgoj
]:

limitine K min asimtotik yogunlugu denir ve 0 (K) ile gosterilir. Negatif olmayan
regiiler bir A matrisi i¢in Freedman ve Sember (1981), Ap® € ¢ olmasi durumunda
K nin

oA (K) = lignAnng

A—yogunluguna sahip oldugunu tanimladi. Buna gore,

da(K) = liZLnZank = liZLnZan’ki

keK 7
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dir.

Agnew (1946) asagidaki teoremi ispatlamigtir: "Eger bir A = (a,;) matrisi (Ry)
kosulunu ve her n € N icin ), |a,i| < oo kogulunu gergeklerse bu durumda 0 larin
ve 1 lerin sifira A—toplanabilir olan 1raksak bir dizisi vardir." Veya denk olarak;
eger A matrisi Agnew’in teoreminin kogullarini gergeklerse bu durumda 64 (K) =0
olacak sekilde sonsuz bir K indis kiimesi vardir.

Diizgiin regiiler bir A matrisi ve sonsuz bir K = {k;} indis kiimesi igin, A nin
(@n,,) alt matrisi agik olarak Agnew’in teoreminin kogullarini gergekler. Dolayisiyla
asagidaki sonuc elde edilir.

Teorem 5.1.1: Eger A diizgiin regiiler bir matris ise bu durumda her sonsuz
indis kiimesi 04 (K) = 0 olacak sekilde bir sonsuz K alt kiimesi igerir (Kolk, 1993).

Teorem 5.1.2: Bir x = (z1) dizisinin bir xy noktasina A—istatistiksel yakinsak
olmasi igin gerek ve yeter sart sonsuz bir K = {k;} indis kiimesinin ve boylece zg
a yakinsak bir (xy,) alt dizisinin §4 (N\K) = 0 olacak sekilde var olmasidir (Kolk,
1993).

Bir altdizisel-kapali1 Y dizi uzay: i¢in agsagidaki teorem, A—yogunluk anlaminda
(s,Y) matris simifim karakterize etmektedir.

Teorem 5.1.3: Y # s bir altdizisel-kapali dizi uzay1 olsun. Eger A matrisi
diizgiin regiiler ise bir B = (b)) matrisi i¢in agagidaki ifadeler denktir.

(i) Be (s,Y)

(ii) 04 (K) = 0 olan her K indis kiimesi i¢in BIX] € (s,Y)

(iii) BeF € Y (k € N) dir ve

bpe =0 (k> ko, n €N) (5.1.1)

olacak sekilde bir kg sayis1 vardir (Kolk, 1993).
Ispat: (i) nin gerceklendigini kabul edelim ve bir K indis kiimesi ve bir 2 = (z)
dizisi secelim. z dizisinin y = z5) K—kismi s ye ait oldugundan ve By € YV

oldugundan B¥lz € ¥ oldugunu ve
BElz = By (neN)

oldugunu alirz. Boylece (ii) gergeklenir.
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Simdi (ii) nin gerceklendigini kabul edelim. Bu durumda k tek noktasmdan
olugsan K kiimesi i¢in 6 4 (K) = 0 oldugu gercegini kullanarak

Bek = BElek e v (ke N)

elde ederiz. (5.1.1) i ispatlamak igin ilk énce B nin satir-sonlu olmas: gerektigini

gosterelim. Aksi halde
buo, 0 (i €N)

olacak sekilde bir ng indisi ve bir sonsuz K = {k;} indis kiimesi mevcut olmalidir.

Teorem 5.1.1 den d 4 (K) = 0 oldugunu kabul edebiliriz. Eger z = (),

1
Tk, = b (Z S N)
no,k;

olacak sekilde bir dizi ise bu durumda

Byo(]w = ano,kﬂ«“ki = Zl = 00

olur ve boylece Bz meveut degildir. Bu ise B! € (5,Y) olmas ile celisir. Buna
gore B satir-sonludur.

Eger (5.1.1) in gergeklenmedigini kabul edersek bu durumda
bk, 70, bpx =0 (k> Fk;ieN)

olacak sekilde K = {k;} ve N = {n;} indis kiimeleri vardir. Tekrar Teorem 5.1.1
den 4 (K) = 0 oldugunu kabul edebiliriz. z = (z) € s\Y segelim ve

21

T =
bm,kl

ve
i—1
Tk, = (bm,ki)_l 2k — me,ijkj (1>1)
j=1
olmak iizere z = () dizisini ele alahm. Bu durumda
Byf]a: =z (eN)

olur. Boylece (BLIZ(]a:) ¢ Y dir ve Y altdizisel-kapali oldugundan (ii) nin aksine
Bz ¢ Y dir. Sonug olarak (i), (iii) yi gerektirir.
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Son olarak eger (iii) gergeklenirse bu durumda herhangi bir z € s oldugundan

ko ko
Bx =B (Zxkek> = Zkaek ey
k=1 k=1

olur. Dolayisiyla (i) gergeklenir. Boylece ispat tamamlanir.ll

Asagidaki teorem X uzay: iizerindeki belirli kisitlamalar altinda (st4 N X,Y)
matrislerinin siifini karakterize etmektedir.

Teorem 5.1.4: X, e yi iceren bir kisim-kapali dizi uzayr ve Y herhangi bir
dizi uzay1 olsun. Bu durumda B € (st4 N X,Y) olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
Be (enX,Y) ve

Bl e (X,Y) (04(K)=0) (5.1.2)

olmasidir (Kolk, 1993).

Ispat: B € (st4NX,Y) olsun. ¢ C sty oldugundan B € (¢N X,Y) dir. Simdi
N nin 64 (K) = 0 olan bir K alt kiimesini gtz Oniine alalm ve x € X olsun.
Bu durumda z in K—kismi sifira A—istatistiksel yakinsaktir. Ayrica, X kisim-
kapali oldugundan, y € X dir. Boylece y € st4 N X ve buradan da By € Y olur.
B2 = B,y (n €N) esitliginden Bz € Y dir. Boylece 54 (K) = 0 olan her K
indis kiimesi icin BIX] € (X,Y) olur. Yani (5.1.2) gerceklenir.

Tersi igin, = € st4 N X ve sty — limzy, = xg olsun. Be € Y oldugundan xzg = 0
oldugunu kabul edebiliriz. Eger x € ¢ ise bu durumda B € (¢N X,Y) olmasimdan
direkt olarak Bz € Y dir. Fakat eger x € st4\c ise bu durumda Teorem 5.1.2 den
94 (K) = 0 olan bir K indis kiimesi vardir 8yleki z = (2;) = in N\ K —kismi olmak

tizere limgzy = 0 dir. z € X oldugundan Bz € Y dir. Boylece BElz € Y ve
Bz = Bz + Bl

oldugundan dolay1 Bz € Y elde ederiz.l

Teorem 5.1.4 benzer olarak st?4 uzay1 icinde ispatlanabilir.

Teorem 5.1.5: X bir kisim-kapali dizi uzay1 ve Y keyfi bir dizi uzay1 olsun. Bu
durumda B € (stOA N X, Y) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul B € (¢o N X,Y) olmasi
ve (5.1.2) nin gergeklenmesidir (Kolk, 1993).

Onceki teoreme daynarak, eger A diizgiin regiiler ise bu durumda (st4,Y) ve

(st%, Y) matris simflarinin (s,Y") simfi ile ¢akigtigimi gosterelim.
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Teorem 5.1.6: Y # s bir altdizisel-kapali dizi uzay1 olsun. Eger A matrisi
diizgiin regiiler ise bu durumda (sta,Y) = (st%,Y) = (s,Y) dir (Kolk, 1993).

Ispat: (s,Y) C (sta,Y) C (st%,Y) oldugundan (st%,Y) C (s,Y) oldugunu
ispatlamak yeterlidir. Eger B € (sto ,Y) ise bu durumda Teorem 5.1.5 den (X = s
durumunda) 64 (K) = 0 olan her K indis kiimesi i¢in Bl € (s,Y) dir. Boylece
Teorem 5.1.3 den B € (s,Y) oldugu ¢ikar.l

Teorem 5.1.3 de (i) ve (ii) kosullarimin denkliginden agagidaki sonug verilebilir.

Sonug 5.1.7: Teorem 5.1.6 nin kabulleriyle birlikte B € (st%,Y) ( veya denk
olarak B € (st4,Y) ) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul B nin Y ye ait olan en fazla
sonlu sayida sifirdan farkl siitunlara sahip olmasidir (Kolk, 1993).

Y = ¢ durumunda bu sonug Fridy’nin (1985) teoreminin bir geniglemesini verir.

Sonug 5.1.8: Eger A diizgiin regiiler ise bu durumda tiim A—istatistiksel yakin-
sak dizileri onlarin A—istatistiksel limitlerine toplayan bir B matrisi yoktur (Kolk,
1993).

X = m i¢in Teorem 5.1.4 uygulandiginda,

B € (st4N'm,Y) olmasi igin gerek ve yeter kosul B € (¢,Y) ve
Bl € (m,Y) (5.1.3)

olmasidir.
Teorem 5.1.5 den ise; B € (st% N'm,Y) dir & B € (cp,Y) dir ve (5.1.3) gergek-
lenir.
Burada ¢ok énemli olan durumlar Y = ¢ ve Y = ¢y durumlaridir. Bilinen (m, c)
ve (m, cp) matris karakterizasyonlarim kullanarak agagidaki sonuglara ulagilir.
Sonug 5.1.9: B € (st4 Nm,Y) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul B € (¢, c) ve
lim Yy |bpk — by =0 <5A (K)=0, b = limbnk> (5.1.4)
" kek b
olmasidir (Kolk, 1993).
Sonug 5.1.10: B € (st?4 Nm, Y) olmasi igin gerek ve yeter kosul B € (¢, co)

ve

lijlnz lbpr] =0 (64 (K) =0) (5.1.5)
keK
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olmasidir (Kolk, 1993).

Connor (1988) ve Kolk (1991) tarafindan her p > 0 igin st4 Nm = wh Nm
oldugu ispatlandi. Boylece Sonug 5.1.9 dan Teorem 1.2.18 in (Maddox,1974) asagi-
daki genislemesi dogrudur:

B e (v Nm,Y) dir & B € (c,c) dir ve (5.1.4) gergeklenir.

A = C; durumunda Sonug 5.1.10 , Connor (1988) Teorem 3.7 nin benzer bir
bigimi olur. Ayrica regiiler bir B matrisi igin (5.1.4) kogulu (5.1.5) e indirgenir. Eger
ilave olarak, B negatif olmayan bir matris ise o zaman agagidaki sonuca ulagiriz.

Sonug 5.1.11: B negatif olmayan regiiler bir matris olsun. Bu durumda B €
(sta N'm,c) olmasi igin gerek ve yeter kogul d4 (K) = 0 iken dp (K) = 0 olmasidir
(Kolk, 1993).

Diger bir ifadeyle bir ¢nceki sonug, "negatif olmayan regiiler bir B matrisinin
A—istatistiksel sinirh dizileri limitleyebilmesi i¢in gerek ve yeter kogul B nin 0 larin
ve 1 lerin tiim A—istatistiksel sifir dizilerini sifir dizilere toplamasidir" geklinde yo-
rumlanabilir. Ozel olarak B = A durumunda Sonuc 5.1.11 asagidaki sonuca genisler

Sonug 5.1.12: Negatif olmayan regiiler bir A matrisi, tiim A—istatistiksel sinirh

dizileri onlarin A—istatistiksel limitlerine toplar (Kolk, 1993).

5.2 Istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Toplanabilme Arasindaki icerme

Bagintilar:

Toplanabilmenin klasik teorisinde matris metotlar: énemli bir rol oynar. A =
(ank) reel veya kompleks sayilarin sonsuz bir matrisi ve = (xp) bir say1 dizisi
olsun. a,; > 0 olmak iizere tiim regiiler A = (a,x) matrislerinin kiimesini 77
ile gosterelim. Ornegin C; Cesaro matrisi negatif olmayandir ve regiilerdir. Yani
Cy € 7T dir. Benzer bir metot su sekilde verilebilir.

Ornek 5.2.1: Lacunary Yakinsaklik (Freedman ve dig. 1978). § = {k,} bir
lacunary dizi olsun. Bir x = (zy) dizisi verildiginde eger

1
lzlnh—r sz =1
ZEI’/‘
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oluyorsa bu durumda z = (xy) dizisi [ ye lacunary yakinsaktir. Eger

1/hy, i€l
0, diger yerlerde

0

olmak tizere Ay = (am-) matrisi goz oniine alinirsa bu durumda Ag—toplanabilme,

lacunary yakinsaklhktir. Ay € 7 oldugu aciktir.

Toplanabilmenin matrissel olmayan bilinen bir érnegi hemen hemen yakinsaklik-
tir. Bu yakinsaklk Banach limitleri ile tanimlamir. Lorentz (1948), bir z = (x)

dizisinin bir [ sayisina hemen hemen yakinsak olmas i¢in gerekli ve yeterli kogsulun

i ye gore diizgiin olarak lzgnn;xkﬂ- =1 (5.2.1)

oldugunu ispatladi. Eger B} = (b}, (¢)) matrisleri

. I/n, 1+i<k<n+1
balmk (i) =
0, diger yerlerde

seklinde tanimlanirsa, (5.2.1) i
1 ye gore diizgiin olarak limZb}lk (1) =1
k

formunda yazabiliriz.

Genel olarak, sonsuz matrislerin keyfi bir B = (B;), B; = (b (¢)) dizisi i¢in eger
i ye gore diizgiin olarak limank (), =1
S

oluyorsa o zaman = = (xy,) dizisi [ ye B—toplanabilirdir denir ve bu durum B—limz =
[ bigiminde gosterilir (Stieglitz, 1973).
Boyle bir metoda bazen toplanabilmenin dizisel bir metodu denir. Bizim bu-
radaki gosterimlerimizde hemen hemen yakinsaklik, B; = (Bll) olmak iizere, B; —toplanabilme
ile cakisir.
Toplanabilmenin matris metotlarina benzer olarak, kistm 1.1 den eger her x =
(zx) yakinsak dizisi B—toplanabilir ve B—limx = limyzy, ise bu durumda dizisel olan
B toplanabilme metodu regiilerdir denir. Ve benzer sekilde B = (B;) metodunun

regiiler olmasi igin gerekli ve yeterli kogullar
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(R1) Her k € N igin i ye gore diizgiin olarak limy,by (1) =0

(Ra2) i ye gore diizgiin olarak limy, » ;. by(i) =1

(R3) 225 bk (i)] < oo (n,i € N), 3N supienn>n Dy [bnk(i)] < 00
ile verilir (Teorem 1.1.36). b,(i) > 0 olmak iizere tiim regiiler dizisel B metotlarinin
kiimesini R ile gosterecegiz. Sabit bir B = (A) dizisi igin B metodu , A metoduna
indirgendiginden 77 C R oldugunu soyleyebiliriz.

K = {k;} bir indis kiimesi olsun. Dizisel bir B € R metodu icin dg (K) yogun-
luk fonksiyonu agagidaki gekilde tanimlanir.

Tanim 5.2.2: Bir K indis kiimesinin karakteristik dizisi d ye B—toplanabilir
ise, yani

i ye gore diizgiin olarak limank(i) =d
" keK

ise bu durumda K indis kiimesi d ye esit olan 05 (K) , B—yogunluguna sahiptir denir
(Kolk, 1998).

Ozel olarak B =(C1) durumunda dp yogunluguna asimtotik yogunluk denir.
B = Bj igin Jp, diizgiin yogunluga indirgenir (Freedman ve Sember, 1981). B =(A),
A € 77 durumunda B—yogunluk § 4, A—yogunlugudur.

Her yogunluga karsilik istatistiksel yakinsaklik tanimlanir (Connor, 1990). Dolayisiyla
B—yogunlugu kullanarak reel veya kompleks sayilarin bir K cismi iizerinde Banach
uzay1 olan X uzay iizerinde B—istatistiksel yakinsakligi tanimlayabiliriz.

Tanim 5.2.3: B € R" ve z = (z,) bir X—degerli dizi olsun. Eger her ¢ > 0

icin

6 ({k + llzw — U] > €}) = 0

ise bu durumda =z dizisi bir [ € X elemanina B—istatistiksel yakinsaktir denir ve
kisaca st (B, X) — limz = [ seklinde gosterilir (Kolk, 1998).

st (B, X) sembolii ile tiim B—istatistiksel yakinsak X —degerli dizilerin uzayim
gosterecegiz. X de sifira yakinsak B—istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi ise sto (8, X)
ile gosterilecektir. B =(A), A € 77 durumunda st (B, X) ve sty (B, X) yerine
sirasiyla st (A, X) ve stg (A, X) yazlir.

Tanim 5.2.3 iin , B=(C}) igin istatistiksel yakimsakhgi (Fast,1951; Maddox,
1988), B = (A) i¢in A—istatistiksel yakinsakligi (Connor, 1989; Kolk, 1991), B = (Ay)
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i¢in lacunary istatistiksel yakinsakligi (Fridy ve Orhan, 1993; Pehlivan ve Fisher,
1995), B = (By) igin diizgiin istatistiksel yakinsakligi (Pehlivan, 1994) verdigini gérmek
zor degildir.

(R1) e gore herhangi bir sonlu indis kiimesinin B—yogunlugu sifir oldugundan,
X deki her yakinsak dizi B—istatistiksel yakinsaktir. Yani tiim X —degerli dizilerin
uzay1 ¢ (X) olmak iizere

c(X) Cst(B,X)

dir. Bu icerme kesin bir icermedir. Eger A diizgiin regiiler matris, yani A € 7+ ve

(Ty) limpsupg, |ank| =0

ise

c(X) G st(AX) (5.2.2)
oldugunu gosterebiliriz. Yukaridaki 6zellige sahip tiim matrislerin kiimesini U7 ile
gosterecegiz.

Lemma 5.2.4: A € Ut" olsun. Her sonsuz K indis kiimesi 6 4 <K/> = 0 olacak
sekilde bir sonsuz K alt kiimesi icerir. Ayrica (5.2.2) keyfi bir X Banach uzay1 igin
gergeklenir (Kolk, 1998).

Ispat: Agnew (1946) asagidaki teoremi ispatlamigtir: " Eger A = (anz), (T4)
kogulunu ve her n € N icin ), |apy| < oo kosulunu gergeklerse bu durumda 0
larm ve 1 lerin sifira A—toplanabilir olan 1raksak bir dizisi vardir." Eger A € Ur™"
ve K = {k;} sonsuz bir indis kiimesi ise bu durumda (a, ;) matrisi agik olarak
Agnew’in teoreminin kabullerini gercekler. Dolayisiyla o; = 0 veya «; = 1 olacak

sekilde raksak bir (o) dizisi vardir 6yleki
lz’mZan,kiai =0

dir. Boylece K = {k; : o; = 1} kiimesi K nin 64 (K /) = 0 olacak gekilde bir sonsuz
alt kiimesidir.

Ote yandan, ||zo|| = 1 olan sabit bir z9 € X elemani i¢in z = (a;20) X de waksak
bir dizidir fakat eger K. = {i : ||oy20|| > €} ise bu durumda 0 < & < 1 i¢in K, = K
ve diger durumlarda K. = @ oldugundan st (A, X) — limz = 0 dir. Sonug olarak
(5.2.2) gergeklenir. W

Tamim 5.2.5:(Modiiliis fonksiyonu) Eger f : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu
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(a) ft)=0&t=0
(b) Her u,t > 0 igin f (t +u) < f(t) + f(u)
(c) f artan

(d) f, t =0 da sagdan siireklidir.
kogullarini gerceklerse bu durumda f ye bir modiiliis fonksiyonu denir.

(b) ve (d) den f nin [0, c0) da heryerde siirekli oldugu gikar. Bir modiiliis fonksiy-
onu siirh veya sinirsiz olabilir. Ornegin; f (t) = #? (0 < p < 1) fonksiyonu sinirsiz,
f () =t/ (1+t) fonksiyonu simirhdir.

Maddox (1986) klasik toplanabilme kavraminin agagidaki gibi bir

genellestirmesini verdi:

Verilen bir & = () dizisi ve bir f modiiliis fonksiyonu i¢in eger
1 n
1zyn;f (Jzk — 1) =0

ise bu durumda =z dizisi f modiiliis fonksiyonuna gore [ ye kuvvetli Cesaro toplan-
abilirdir denir.

Maddox (1988) tarafindan, her f modiiliis fonksiyonu i¢in w (f) C st oldugu ve
st C w (f) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogulun f nin sinirh olmasi oldugu gosterildi.
Burada w (f), f ye gore kuvvetli Cesaro toplanabilir dizilerin uzayim gostermekte-
dir. Maddox’un teoremlerinin baz
genellestirmeleri Connor (1989), Kolk (1991), Nuray ve Savag (1994), Pehlivan (1994),
Bilgin (1994) ve Pehlivan ve Fisher (1995) caligmalarinda bulunabilir. Biz bu sonuglar
st(B,X) ve wP (B, F,X) gibi daha genel X—degerli dizilerin uzaylarina genislete-
cegiz. Burada X bir Banach uzayi, B = (B;) regiiler dizisel bir matris ve 7 = (f%)
modiiliis fonksiyonlarinin bir dizisidir. Ayrica burada bir uygulama olarak Pehlivan
ve Fisher’in (1995) iki teoremi diizeltilecektir.

Ruckle (1978), Maddox (1986) ve diger yazarlar yeni dizi uzaylar1 kurmak igin
modiiliis fonksiyonlarim kullandilar ve bazi dizi uzaylar1 bir F = (fi) modiiliis
fonksiyonlar dizisine gore tanimlandi. Bu tanimlamalarda F nin agagidaki ozellikleri
onemlidir:

(M) inffi (1) >0 (t>0)

(Ma) tl_i@s%pfk (t)=0
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(M3) supsupfy (t) = M < oo
t ok

Bir X Banach uzay: i¢in, w (X) ile tiim X —degerli dizilerin uzaymi, ¢y (X) ile

X deki tiim sifira yakinsak dizilerin uzayim gosterelim ve

co (F, X) = {x = (zx) € w(X) : limy, fy. ([|xx]]) = 0}

olsun. X = K durumunda ¢g (X) ve ¢y (F, X) yerine sirasiyla cg ve o (F) yazacagiz.
Asagida Kolk (1991, 1993) tarafindan verilen baz1 tanimlar1 ve teoremleri hatir-
layalim.

Tanim 5.2.6: Eger
liénZank H.’L‘k - {E()Hp =0
k

ise, bir z = (x) € w(X) dizisine kuvvetli olarak p > 0 indisi ile g € X elemanina
A-toplanabilirdir denir. X deki tiim kuvvetli olarak A-toplanabilir dizilerinin kiimesi
wh (X) ile gosterilir.

Tanim 5.2.7: X bir Banach uzay1, 7 = (fx) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi,

r €w(X) veA € U™ olsun. Eger en az bir [ € X igin
liﬂtzank [f (lzx = DI =0
k

oluyorsa bu durumda z dizisi bir  ye kuvvetli w’ (F, X) —toplanabilirdir denir ve
bu durum w’) (F) — limay, = [ ile gosterilir.
Teorem 5.2.8: X bir Banach uzay1 ve F = (fj) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi

olsun. Bu durumda

wh (F) — limaxy, = 1 = sty — limay =1

olmasi i¢in gerek ve yeter gsart (M) in gergeklenmesidir (Kolk, 1991)

Lemma 5.2.9:(a) (M;) in gerceklenmesi icin gerek ve yeter kosul en az bir
to > 0 igin infi fx (to) > 0 olmasidir.

(b) (Mz) nin gerceklenmesi icin gerek ve yeter kosul en az bir ¢ty > 0 igin
supy fr. (to) < oo olmasidir (Kolk, 1993).

Teorem 5.2.10: ¢y (X) C ¢ (F,X) igermesinin gerceklenmesi igin gerek ve

yeter kosul (M3) nin gerceklenmesidir (Kolk, 1993).
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Agagidaki lemma ters kapsam igin bir gerekli ve yeterli kogul vermektedir.

Lemma 5.2.11: ¢y (F,X) C ¢ (X) olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul (M) in
gerceklenmesidir (Kolk, 1998).

Ispat: (21) € o (F,X) ve (z1) € co (X) olmasi, (||ax]]) € co (F) ve (||zx]]) € co
olmasima denk oldugundan Kolk (1993) Teorem 5 den istenilen elde edilir. B

Asagidaki tanim ve teoremler Pehlivan ve Fisher’e (1995) aittir.
Tanmim 5.2.12: F = (f;) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi, X bir Banach uzay:
ve § = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu durumda Ny (X) ve Ny (X,F) uzaylar

1
No(X)=Qa=(z) € X:3l € X igin, lim— Y [lax — 1| =0
" hrkel

1
Ng(X,F) =< az=(z) € X :3l e X icin, lz‘,m,;Z fe(lzx 1) =0
" kel

seklinde tanimlanir.

Teorem 5.2.13: F = (f;) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi ve X bir Banach
uzay1 olsun. Bu durumda Ny (X,F) C Sp(X) olmasi igin gerek ve yeter kosul,
infifi (t) >0 (t > 0) olmasidir (Pehlivan ve Fisher, 1995).

Teorem 5.2.14: F = (fj,) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi ve X bir Banach
uzay1 olsun. Bu durumda Sy (X) C Ny (X,F) olmas: igin gerek ve yeter kosul,
supy fr. (t) < oo olmasidir (Pehlivan ve Fisher, 1995).

Klasik kuvvetli toplanabilme kavraminin ve kuvvetli hemen hemen yakinsaklik
kavraminin bir genellestirmesi olarak, Maddox (1979) ve Mursaleen (1979) tarafin-
dan kuvvetli B—toplanabilme kavrami verildi:

Eger

i ye gore diizgiin olarak lz:anbnk(z) |z, — 1] =0
k

oluyorsa bu durumda x = (xy,) dizisi bir [ sayisia kuvvetli B—toplanabilirdir denir.
Kolk (1997) tarafindan kuvvetli B—toplanabilmenin bir F = (f) modiiliis
fonksiyonlar dizisine gore asagidaki genellestirilmesi verildi:
Tanim 5.2.15: p>0, X bir Banach uzayi, F = (f;) bir modiiliis fonksiyonlar

dizisi ve B, byk(i) > 0 olan dizisel bir toplanabilme metodu olsun. Bir z = (x) €
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w (X) dizisi igin eger
i ye gore diizgiin olarak limank(i) [fi (lzk = 1DP =0
n
k

oluyorsa bu durumda x dizisi bir [ € X elemanina kuvvetli
(B,p, F ) —toplanabilirdir denir ve bu durum kisaca w? (B, F,X)—limx = [ seklinde
gosterilir.
wP (B, F,X) ile tiim kuvvetli (B,p,F)—toplanabilir dizilerin uzaymi gostere-
cegiz.
Tanim 5.2.15 in kayda deger 6zel bir durumu asagidaki 6rnekte verilmektedir.
Ornek 5.2.16: w” (B, f ,X) uzay1. X bir Banach uzay1, B, dizisel bir toplan-
abilme metodu ve p = (py), suprpr = H < oo olacak gekilde pozitif bir dizi olsun.

Bir f modiiliis fonksiyonu i¢in w? (B, f ,X) ile, [ € X igin
i ye gore ditzgiin olarak limy "bup(i) [f (||zx — I|)J” = 0
k

olacak sekildeki x = (x3) € w(X) dizilerinin uzaym gosterelim. Bu durumda
wP (B, f ,X) — limx =1 yazlr.

Eger ¢ = maz {1, H} ise bu durumda py/q < 1 dir ve

fr @) = [ @
esitligi acgik olarak her k € N i¢in bir modiiliis fonksiyonu tanmimlar. Béylece FP =
(f¢) igin
L2 (i = 1] = [ 77/ (s~ 1] = [F (s — P>
oldugundan
wP (B, f ,X) =w! (B, FP,X) (5.2.3)

bulunur.
wP (B, F,X) C st(B,X) igermesi.

X bir Banach uzay1 olsun. X —degerli bir y = (y) dizisi ve skaler bir (ay) dizisi
icin a.y = (agpyy) diyelim. Eger K bir indis kiimesi ise bu durumda y!® ile x (K)y
dizisini gosterelim. Boylece

1) Yk ke K ise

K
Y =
0, diger yerlerde
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olmak tizere ylK = (y,[CK]>d1r.
Teorem 5.2.17: Be€ R" ve F = (fx) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi olsun.
Eger sonsuz bir K indis kiimesi i¢in

inffi(t) >0 (t>0) (5.2.4)
kel

ise bu durumda w? (B, F,X) — limy!®] = 0 iken st (B, X) — limy!®] = 0 dir (Kolk,
1998).

Ispat: ¢ > 0 olsun. (5.2.4) den fi(¢) > s (k € K) olacak sekilde bir s > 0
sayis1 vardir.

Le={k: [yl 2 e} =tk e K Jnl = 2}

seklinde gosterilirse, fi (Hy,[f(] H) > fx () > s oldugundan, her i € N igin

on (i) = bur@) £ ([ul]))]" = 57 32 busi)
k keLe

elde edilir. Buradan da

> buk(i) < 570y (i) (i,n € N)

keL.

olur. Boylece w? (B, F ,X)—limy!®] = 0, yani i ye gore diizgiin olarak lim,,o,, (i) =
0 ise bu durumda

04 (Le) = limsup > bui(i) =0
" ker.

elde edilir. O halde st (B, X) — limy®) = 0 dir. M
K = Nigin (5.2.4) kosulu (M) e denktir. Buna gore Teorem 5.2.17 de y = zj, — 1
alinirsa asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 5.2.18: B € R" olsun ve F = (f}), (My) i gergeklesin. Bu durumda
wP (B, F , X)) —limx =1= st(B,X)—limz =1 (5.2.5)
dir (Kolk, 1998).

B ve F dizilerinin somut tanimlar ile ilgili olarak gesitli 6zel durumlar vardir.
Eger f bir modiiliis fonksiyonu ve p = (pg) pozitif tamsayilarim siirh bir dizisi

ise bu durumda FP modiiliis fonksiyonlar dizisi (M3) kosulunu gercekler (Ornek
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5.2.16). Dolayisyla (5.2.3) den Bilgin (1994) Teorem 1 in agagidaki genellegtirmesini
verebiliriz.
Sonug 5.2.19: B€ R ve 0 < pp < supppr = H < oo olsun. Herhangi bir f

modiiliis fonksiyonu igin

wP (B, f,X) —limz =1= st (B,X) — limz =1
dir (Kolk, 1998).
pr = 1 durumunda Sonug 5.2.19 daha 6nceden Pehlivan (1994) (B = B;) , Connor
(1989) (B = (A)) ve Maddox (1988) (B = (C1)) tarafindan ispatlanmigtir.
Teorem 5.2.19 da B = (A), A € 77 alinirsa agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 5.2.20: A € 71 olsun. Eger F, (M) i gerceklerse bu durumda

wP (A, F,X) —limx =1= st(A,X)—limz =1 (5.2.6)
dir (Kolk, 1998).

A = (Ap) igin Sonug 3.4 Pehlivan ve Fisher’in sonucuna genellesir (Teorem 5.2.13
de yeterlilik).

(5.2.6) dan w} (A, F,X) C sto (A, X) oldugu ¢ikar. Eger A = I birim matris ise
bu igerme ¢o (F,X) C ¢ (X) igermesine indirgenir ve boylece (M) Lemma 5.2.11
den dolay1 gerceklenir. Boylece I € 77 ile 7 matris sinifi icin Teorem 5.2.8 i yeniden
ispatlamig oluruz.

Sonug 5.2.21: Her A € 7" igin (5.2.6) gerektirmesinin ger¢eklenmesi igin gerek
ve yeter kogul (M) in gergeklenmesidir (Kolk, 1998).

Sonug 5.2.20 ve Sonug 5.2.21 dogal bir soruyu ortaya ¢ikarir: Keyfi bir A € 7+
i¢in (5.2.6) nin gergeklenmesi i¢in (M;) kosulu gerekli midir? Eger A diizgiin regiiler
ise bu durumda cevabin olumsuz oldugunu ispatlayalim.

Teorem 5.2.22: A € Ur™T olsun. Modiiliis fonksiyonlarinm inf fx (t) = 0
(t > 0) olan bir F = (fy) dizisi (5.2.6) dogru olacak gekilde vardir (Kolk, 1998).

ispat: A € U7+ oldugundan Lemma 5.2.4 ten §4 (K) = 0 olacak sekilde sonsuz
bir K = {k;} indis kiimesi vardir. i € K igin fi, (t) =i 't ve k € N\K igin fi (t) =t

seklinde tanimlanirsa

inf fr (t) = limf, (t) = limi~'t = 0
k (2 K2
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olur. Eger w? (A, F,X) — limz = [ ise bu durumda y = (zy, — 1) € w§ (4, F,X) dir.
64 (K) = 0 oldugundan st (A, X) — limy!") = 0 dur.

inf fr(t)>0 (t>0)
keN\K

oldugundan ve yE1 acik olarak wg (A, F,X) e ait oldugundan Teorem 5.2.17 ye gore
st (A, X) — limy™N\El = 0 dir. Boylece

y = yl&) 4 yNET € 51 (A, X)

olur. Bu ise st (A4, X) — limz = [ olmasim gerektirir. W

Uyari: Pehlivan ve Fisher ( 1995, Teorem 5.2.13), A = Ay, p = 1 durumunda
(M;) kosulunun (5.2.6) gerektirmesi i¢in gerekli ve yeterli kogul oldugunu iddia et-
mektedir. Ay € UTT oldugundan Teorem 5.2.22 bu teoremin kismen dogru ol-
madigini gosterir. Eger A = Ay ise (M;) kosulu (5.2.6) igin gerekli degildir.

(5.2.6) gerektirmesi igin gerekli ve yeterli kogul asagidaki teoremde verilmektedir
(Kolk, 1998).

Teorem 5.2.23: A € Ut™ olsun ve kabul edelimki F = (f;) noktasal yakin-

saktir. Bu durumda (5.2.6) gerektirmesinin dogru olmasi igin gerekli ve yeterli kogul
li’znfk (t)>0 (t>0) (5.2.7)

olmasidir (Kolk, 1998).

Ispat: ¢ > 0 olsun. Eger (5.2.7) gerceklenirse bu durumda f, (¢) > s (k> )
olacak gekilde s > 0 ve r € N sayilar1 bulabiliriz. Teorem 5.2.17 nin ispatindaki gibi,
Le ={k : ||xg — l]| > e} olmak iizere

Y ann <5y ank fi (o — 1) (5.2.8)
kEL.k>r k>
dir. Eger wP (A, F,X) — limz = [ ise bu durumda (77) den (5.2.8) esitsizligi n — oo
icin 04 (Lc) = 0 olmasimi gerektirir. Yani st (A, X) — lima = dir.

Tersine, eger (5.2.7) dogru degilse bu durumda en az bir to > 0 igin limy fi, (to) =

0 dir. A € Ur" oldugundan Lemma 5.2.4 den d4 (K) = 0 olacak sekilde sonsuz bir

K = {k;} indis kiimesi vardir. = = (zj) dizisini
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0, k € K ise
T =
toz, diger yerlerde
seklinde tammlayalim. Burada z € X, ||z|| = 1 dir. Bu durumda limy, [fx (||zx])]* =
0 dir ve A nin regiilerliginden w? (A, F,X) — limx = 0 olur. Fakat 0 < ¢ < ¢ igin,

(T3) den ve d4 (K) = 0 oldugundan

64 ({k: ||lz]| = e)) = Mgﬂbzank —6a(K)=1
k

bulunur. Boylece (5.2.6) nin aksine st (A, X) — lima # 0 dir. Bu ise bir geligkidir.l
st (B,X) C wP (B, F,X) igermesi.

I1k teorem bahsedilen icerme icin yeterli kosullar1 vermektedir.
Teorem 5.2.24: B € R olsun. Eger F = (fi), (Ms) yi ve (M3) ii gergeklerse
bu durumda
st(B,X)—limx =1= w’ (B,F,X)—limzx =1 (5.2.9)
dir (Kolk, 1998).
Ispat: st (B, X)—limx =1, h(t) = supyfy (t) olsun ve € > 0 segelim. Her i € N
icin
o (1) = Y bar (D) [fr (lzx — LD
k
toplamim L, = {k: ||z — || > e} ve {k: |z — || < e} iizerinden sirasiyla ), ve
> 5 seklinde iki toplama ayiralim. Bu durumda (M3) den

> < MPsup ) bui(i) (5.2.10)
1

' keL.

ve fi larin artan olmasindan dolay:
> < (@) sup) bukli)
2 ok
dir. Boylece (R2) kullanilarak
limoy, (1) < MPég (Le) + [h(e)]?

elde edilir ki d5 (L) = 0 oldugundan ve (Mz) den i ye gore diizgiin olarak lim,oy, (i) =
0 elde edilir. Yani w? (B, F,X) — limz =1 dir. B
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Eger (5.2.9) yalmzca X —degerli simirh ve ||z|| < N olan & = (xj) dizileri i¢in

incelenirse bu durumda

fe e =) < fi (N + 1) < A (N + 2]

olur. Sonug olarak (5.2.10), M nin yerine h (N + ||I||) geldiginde (M3) kabulii ol-
madan da gergeklenir. O halde agagidaki teoremi ispatlamig oluruz.

Teorem 5.2.25: Be€ R ve x = (xx), X de smurh bir dizi olsun. Eger (M3)
gergeklenirse bu durumda (5.2.9) gerektirmesi dogrudur (Kolk, 1998).

f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < pp < suprpr = H < 0o olsun. Bu durumda
F P modiiliis fonksiyonlar dizisinin (Maz) yi gergeklemesi i¢in gerek ve yeter kogul f
nin smurh olmasidir. Ayrica (5.2.3) i kullanarak Teorem 5.2.24 ve Teorem 5.2.25
den su sonuca ulagiriz.

Sonug 5.2.26: f bir modiiliis fonksiyonu ve p = (py) , supgpr, = H < oo olacak
sekilde bir dizi olsun.

(i) Eger f modiiliis fonksiyonu siirli ve in fypy > 0 ise bu durumda

st(B,X)—limz =1= wP (B, f,X) — limz =1

dir.

(ii) Eger x = (z), X de sinirh bir dizi ise bu durumda

wP (B, f,X) —limx =1= st(B,X)—limx =1

dir (Kolk, 1998).

Sonug 5.2.26 nin bazi 6zel durumlar, Bilgin (1994) (B = (C4)), Pehlivan (1994)
(B = Bi,pr = 1) ve Connor (1989) (B =(A),pr = 1) tarafindan ele alinmigtir.

U (X)), tiim X —degerli simirh dizilerin uzayim gostersin. Teorem 5.2.11, 5.2.24
ve 5.2.25 birlestirildiginde agsagidaki elde edilir.

Teorem 5.2.27: p > 0, Be€ Rt ve F = (f)) bir modiiliis fonksiyonlar dizisi
olsun. Herhangi bir X Banach uzay: i¢in

(i) Eger (M), (Mz) ve (Ms) gergeklenirse st (B, X) = wP (B, F,X) dir.

(ii) Eger (M;) ve (M2) gerceklenirse st (B, X) Nloo (X) = wP (B, F,X) Nl (X)
dir (Kolk, 1998).
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A = (apg) € UtT oldugunu kabul edelim ve F = (f;) modiiliis fonksiyonlar
dizisi (My) yi gerceklesin. Teorem 5.2.24 den (M3) kogulu

st(A, X) —limz=1=wP (A, f,X)—limz =1 (5.2.11)

gerektirmesi i¢in yeterlidir. (M3) iin genel olarak (5.2.11) gerektirmesi igin gerekli ol-
madigini gormek zor degildir. Gergekten Teorem 5.2.24 iin kiiciik bir modifikasyonu,

eger (Ms3) yerine sabit r igin

supsupfy, (t) < oo
t k>r
alindiginda (5.2.11) in (ve ayrica (5.2.9) un) gerceklendigini gosterir. Boylece, 6rnegin
fi(t) =tvek >2igin fi (t) =t/ (1+t) alimirsa (5.2.11) in gergeklendigini fakat
(Ms3) iin gerceklenmedigini aliriz.

Uyar1 5.2.28: Pehlivan ve Fisher (1995, Teorem 5.2.14), (M3) tiinp =1, A = Ay
ve F, (Ms) yi gergeklediginde (5.2.11) gerektirmesi igin gerekli ve yeterli kogul
oldugunu iddia etmektedir. Buradaki diigiinceler (M3) iin gerekli olamayabilecegini
gostermektedir. Pehlivan ve Fisher’in ispati dogru degildir. Eger 6 = {k,} bir lacu-
nary dizi ise bu durumda sup;supy, fi. (t) = oo olmasindan genel olarak sup;sup; f, (t) =
oo olmasi gikmaz.

Asagida, (5.2.11) gerektirmesinin, diizgiin regiiler satir-sonlu A matrisleri igin
daha kesin bir karakterizasyonunu verelim.

Teorem 5.2.29: A € Ut™ satir-sonlu bir matris olsun ve kabul edelim ki F =
(fx) modiiliis fonksiyonlar dizisi (Ms) yi gergekler.

(a) Eger F azalmayan ise bu durumda (5.2.11) dogrudur < (M3) gergeklenir.

(b) Eger F noktasal yakinsak ise bu durumda (Ms), (5.2.11) i gerektirir ve
(5.2.11)

sgplil?sz (t) < o0 (5.2.12)
olmasin gerektirir (Kolk, 1998).

Ispat: Teorem 5.2.24 den (5.2.11) = (M3) gerektirmesi (a) ve (b) durumlarmin
her ikisi i¢cinde dogrudur.

(5.2.11) in gergeklendigini kabul edelim. Satir-sonlu ve diizgiin regiiler bir A
matrisi i¢in agik olarak

limpan g, =0
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dir. Burada ay, t,,, A nin n.ci satirmin sifirdan farkl son elemamdir (yeterince biiyiik
n igin). Ayrica, (Ms) den en az bir tg > 0 igin supg fi (to) < oo olur ve boylece,
Kolk (1993)Lemma 5.2.9 (b) den, her ¢ > 0 i¢in supyfx (t) < co dur. Buna gore,
eger F = (fr) azalmayan ise o zaman F noktasal yakmsaktir ve (M3), (5.2.12)
ye indirgenir. Sonug olarak, eger F (M3) i gerceklemeyen azalmayan bir dizi veya

(5.2.12) yi gerceklemeyen noktasal yakinsak bir dizi ise

tlﬂ&lzl:nfk (t) = o0

elde ederiz. Dolayisiyla Lemma 5.2.4 kullamlarak her iki durumdada {n (i)}, K =
{k@)} (k@)= k‘n(i)) ve 0 <t; <ty <..<t;<tip1 < ... sayiar: bulabiliriz 6yleki
da(K)=0ve

i/p .
fk(i) (t;) > (1/an(i),k(i)) /p (i € N) (5.2.13)
dir. Bu durumda x = (xy) dizisi, z € X, ||z|| = 1 olmak iizere
tiz, k=k (Z)
T =

0, diger yerlerde

X de sifira A—istatistiksel yakinsaktir. Dolayisiyla (5.2.11) den
tim e i ()P = 0 (5.2.14)
k
dir. Fakat (5.2.13), (5.2.14) iin aksine

aniy (i) ey (lzel)]” > 1 (i € N)

olmasim gerektirir. O halde (5.2.13) gerceklenmelidir.l

Teorem 5.2.23 ve Teorem 5.2.29 dan asagidaki sonug ¢ikar.

Sonug 5.2.30: Kabul edelim ki A € U7" satir-sonlu bir matris olsun ve kabul
edelim ki F = (f) modiiliis fonksiyonlar dizisi (Mz) yi gercekler.

(a) Eger F azalmayan ise bu durumda

st(A,X)=uwP (A, F,X) (5.2.15)

dir.
(b) Eger F noktasal yakinsak ise bu durumda (5.2.7) ve (Ms), (5.2.15) i gerek-
tirir ve (5.2.15), (5.2.7) yi ve (5.2.12) yi gerektirir (Kolk, 1998).
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Sabit bir F = (f) dizisi i¢in (5.2.7) ve (M2) kosullar1 acik olarak gergeklenir fakat
(Ms3) kosulu f nin simirhiligina baghdir. Dolayisiyla Sonug 5.2.30 dan agagidaki sonug
elde edilir.

Sonug 5.2.31: A € Ur™T satir-sonlu bir matris ve f bir modiiliis fonksiyonu

olsun. Herhangi bir X Banach uzay icin

st(A, X) = wP (A, f, X) (5.2.16)

olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogul f nin siirli olmasidir (Kolk, 1998).

Lacunary yakinsakligin Ay matrisi satir sonlu oldugundan ve Ag € Ut™ oldugun-
dan Sonug 5.2.30 ve Sonug 5.2.31, Pehlivan ve Fisher’in (1995) sonucunun dogrulan-
mig versiyonunu verir.

Sonug 5.2.32: 6 bir lacunary dizi ve F = (fi) modiiliis fonksiyonlarimn (M)
yi gercekleyen azalmayan bir dizisi olsun. Herhangi bir X Banach uzay1 i¢in ve
A = Ap icin (5.2.15) esitliginin gergeklenmesi igin gerekli ve yeterli kosul (5.2.7) ve
(M3) iin gergeklenmesidir. fi = f ve A = Ay igin (5.2.16) esitsizliginin dogru olmas:
i¢in gerekli ve yeterli kogul f modiiliis fonksiyonunun siirli olmasidir (Kolk, 1998).

Uyar1 5.2.33: Eger X deki norm, X deki bir yari-norm ile yer degistirilirse
tiim diigiincelerimizin yine gecerli olacagini not edebiliriz. Boylece, B—istatistiksel
yakinsaklik ve kuvvetli (B, p,F)-toplanabilme agagidaki gibi tamimlanirsa, tiim 6n-
ermelerimiz lokal konveks X uzay: icin de dogru olacaktir. X bir lokal konveks
Hausdorff topolojik uzay1 olsun dyleki onun topolojisi siirekli yari-normlarin bir G
sistemi ile tanimlansin.

Eger her € > 0 ve her g € G i¢in
og({k:g(xp—1)=¢})=0

ise bu durumda =z = (z) € w (X) dizisi bir | € X elemanina B—istatistiksel yakin-
saktir.

Ayrica eger her g € G igin
i ye gore diizgiin olarak limank (i) [fr (g (xzx = 1))]P =0
k

ise bu durumda z = (z3) € w(X) dizisi bir | € X elemanmma kuvvetli (B,p,F)-

toplanabilirdir.
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5.3 Genellestirilmis Istatistiksel Yakisakhk

Kolk (1998) A—istatistiksel yakinsaklik kavramini, Steiglitz’e (1973) ait olan
B—toplanabilme (veya Fg—yakinsaklk) kavramin kullanarak
B —istatistiksel yakinsakliga genellestirdi.

B; = (b (7)) olmak iizere B = (B;) sonsuz matrislerin bir dizisi olsun. Bu

durumda, x € f, dizisi igin eger
lim (B;x),, = limank (1) = B—limz, (i > 0 a gore diizgiin olarak)
k

ise x dizisi B—lim = degerine Fyy—yakinsaktir (veya B—toplanabilirdir) denir.

B metodu regiilerdir (Bell, 1973; Steiglitz, 1973) <

(i) 1B < o0,

(7i) Her k > 1 i¢in i ye gore diizgiin olarak h}}lbnk (1) =0,

(7i1) i ye gore diizgiin olarak hrILan”k (1)=1

Kolk (1998), asagidaki tanimi Verkmi§tir:

K = {k;} C N olmak {izere eger her i igin k; < k;;1 oluyorsa K ya bir indis
kiimesi denir. Eger K indis kiimesinin karakteristik dizisi d ye B—toplanabilirse,
yani i ye gore diizgiin olarak limy,, Y, c s bni (7) = d ise bu durumda K indis kiimesi d
ye esit olan 3 (K') , B—yogunluguna sahiptir denir (yani dgs (K) = limy, 3 ;. c g b (2)
d dir).

R+ ile her n,k ve i i¢in by (i) > 0 olan tiim regiiler B metotlarmm kiimesini
gosterelim.

B Rt olsun. Eger her € > 0 icin
5%{k:’$k—L| ZE}:O

olacak sekilde bir L sayisi varsa © = (zy) dizisi L ye B—istatistiksel yakisaktir
denir ve bu durumda sty — limz = L yazilir. st (B) ile
tiim B —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gosterecegiz.

Ozel olarak, eger B = (C;) Cesaro matrisi ise bu durumda B —istatistiksel yakin-
saklik bilinen istatistiksel yakinsakliga indirgenir. 8 = (A) iginse
A—istatistiksel yakinsakliga indirgenir (Demirci, 2000). B = (A4y) durumunda ise
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B —istatistiksel yakinsaklik lacunary istatistiksel yakinsakliga indirgenir (Fridy ve
Orhan, 1993).

B =B igin B—istatistiksel yakinsaklik diizgiin istatistiksel yakinsakliga in-
dirgenir (Pehlivan, 1994). Burada B = (b}, (i)),

, l4i<k<n+i

o 3=

, diger yerlerde
seklinde tanimlanir.

9B —Istatistiksel Cluster ve Limit Noktalar:

Bu kisima istatistiksel yakinsaklik ve 25 —istatistiksel yakinsaklik metodlarinin
birbirini gerektirmedigini gosteren bir érnekle baglayalim.

Ornek 5.3.1: Sonsuz matrislerin

1,1 2
T , k =n” ise
bak (1) =< 1 — o 0 k= n? +1 ise
0 , diger yerlerde

ile tamimh B = (B;) dizisini ele alalim.
Her n, k igin by (i) > 0 dir. Ayrica
i) (1% = 8“}7% [bi ()] < 00

ii) Her k£ > 1 i¢in ¢ ye gore diizgiin olarak limb, (i) = 0

iii) ¢ ye gore diizgiin olarak

mf%@:mﬂ};m@+zww

" k=1 " k=n2+1 k=n?
—1; 1 1 o 1 1 _
_hén(frﬁJrl_m)—lJr?—z—l

oldugundan B eR* dir. Simdi = = (z) ve y = (yx) dizilerini

0 , k =n? ise
Tk = % , k=n’+1lise ,n€EN
k , diger yerlerde
ve
k k =n? ise
Yv=949 0 , k=n?+1lise ,n€N
1 , diger yerlerde
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seklinde tammmlayalim. 6 {k : |x;| > €} # 0 oldugundan z dizisi sifira istatistiksel
yakinsak degildir. Fakat = dizisi sifira B—istatistiksel yakinsaktir. Diger taraftan
6{k: |y —1|>¢e} = 6{k:k=n?} = 0 oldugundan st — limy = 1 dir. Fakat
O {k: |y — 1| > ¢} = lir?lk;lQb"k (i) = lim (14+ L) =140 oldugundan sty —
limy # 1 dir.

Simdi B metodu i¢in bazi1 benzer tanimlar: verelim.

Tanim 5.3.2: B €RT olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in {k : |z — 7| < £} kiimesinin
B —yogunlugu sifirdan farkli ise bu durumda ~y sayisina x dizisinin bir 28 —istatistiksel
cluster noktasi denir (Mursaleen ve Edely, 2004).

Tamim 5.3.3:. B eR’ olsun. Eger x dizisinin A ya yakinsayan indislerinin
B—yogunlugu sifirdan farkli olan bir alt dizisi varsa bu durumda A ya x dizisinin
bir B —istatistiksel limit noktas: denir (Mursaleen ve Edely, 2004).

I'; (*B) ile = in B—istatistiksel cluster noktalarmin kiimesini, A, (B) ile de x in
B —istatistiksel limit noktalarinin kiimesini gosterecegiz.

Yukaridaki ornekten, I'; (B) = {0} ve A, (B) = {0}, T'y (B) = {0} ve A, (B) =
{0} oldugunu gorebiliriz.

Not edelimki Tanim 5.3.2 ve Tanum 5.3.3 de B = (A) igin A-istatistiksel cluster
ve A-istatistiksel limit noktalari tamimlarini elde ederiz (Connor ve Kline,1996).
B = (C1) i¢in sirasiyla bu tamimlar bilinen istatistiksel cluster noktas: ve istatistiksel
limit noktas: tamimlarina indirgenir (Fridy, 1993).

Bu kisim boyunca B €™ oldugu goz oniine alimacaktir.

Tanim 5.3.4: Bir x = (z) say1 dizisi i¢in

Gy ={9€R:dp{k:z > g} #0}

Fp ={feR:dp{k:az <[} #0}

kiimelerini tanmimlayalim. Bu durumda z dizisinin B—istatistiksel iist limiti ve

B —istatistiksel alt limiti agagidaki gibi tanimlanir.

] supG, , G # D ise
sty — limsupz =
-0 , Gp=0ise

ve
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inf F, , F,# O ise
stog — liminfz =
400 , F,= O ise
dir (Mursaleen ve Edely, 2004).

Tanim 5.3.5: Bir x say1 dizisi igin eger
5@{/6: |xk|>d}:O

olacak gekilde bir d sayis1 varsa, x dizisine B —istatistiksel sinirlidir denir.

Ornek 5.3.6: Ornek 5.3.1 de tanimlanan 9B matrisini alalim. z = (2,) dizisini

0o , k =n? ise
zp=4 1, k=n?’+1lise ,n€EN
k , diger yerlerde
seklinde tamimlayalim. Burada z nin iistten sirsiz fakat dg {k:|zx| > 1} = 0
oldugundan B —istatistiksel simirh oldugunu goriiriiz. G, = (—oo, 1) dir. Ciinkii
g=1igin dg{k:2, >1} =0 {k:k#n?vek#n?+1} = 0 dur. Fakat g < 1,
gERIcn d{k: 2 >gt=6p{k: k=n?+1} =1-—1+#0du.

Benzer gekilde F, = (0, 00) oldugu gosterilebilir. Buna gore sty — limsupz = 1
ve sty — liminfz = 0 olur. Ayrica I', (B) = {0,1} = A, (B) dir ve z dizisi ne
B —istatistiksel ne de istatistiksel yakinsaktir. Bu ornekte z dizisi B—istatistiksel
sinirhdir fakat B —istatistiksel yakinsak degildir. Diger taraftan, Ornek 5.3.1 deki y
dizisi istatistiksel yakinsak fakat B—istatistiksel sinirli degildir.

Ayrica not edelimki, sty — limsup z, I', (B) nin en biiyiik elemanina, sty —
liminf z ise I', (B) nin en kiiciik elemanina egittir. Bu gozlemlerimiz bize en kiigiik
iist sinir kavrami yardimiyla kolaylikla ispatlanabilen asagidaki sonucu verir.

Teorem 5.3.7: (a) Eger Iy = sty — limsup x sonlu ise bu durumda her pozitif
€ saylsl icin

(7)) o {k:xp>lao—e} # 0 ve dp{k:xp>11+c} = 0 dir. Tersine eger her
e > 0igin (i) gegerliyse bu durumda l; = sty — limsup z dir.

(b) Eger Iy = sty — liminf  sonlu ise bu durumda her pozitif € sayisi igin

(1) o {k:xp <la+e} # 0 ve dp{k:azr <lp—c} = 0 dir. Tersine eger her
e > 0 igin (ii) gegerliyse bu durumda ls = sty — liminf z dir (Mursaleen ve Edely,

2004).
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Tanim 5.3.2 ye gore, yukaridaki teoremden gunu soleyebiliriz: sty — limsup x ve
st — liminf z, = dizisinin sirasiyla en biiyiik ve en kiigiik B—istatistiksel cluster
noktalaridir.

Not edelim ki, B—istatistiksel sinirlilik stes — limsup x in ve stys — liminf z in
sonlu olmasimi gerektirir. Boylece Teorem 5.3.7 deki (i) ve (ii) sartlar1 gergeklenir.
Asgagida Fridiy ve Orhan’in (1997) sonuglarimin B—benzerlerini verecegiz.

Bu kisimda dg (K) # 0 ile ya dgp (K) > 0 yada K kiimesi B—yogunluga sahip
degildir anlayacagiz.

Teorem 5.3.8: Her x reel say1 dizisi i¢in stys — liminf x < sty — limsup = dir
(Mursaleen ve Edely, 2004).

Ispat. Ilk olarak sty —limsup z = —oo olsun. Buise G, = @ olmasimi gerektirir.
Boylece her g € R igin dgs {k : x > g} = 0 dir. Buradan ise dg {k: 2 <g} =1
yazilabilir. Buna gore her f € Rigin dps {k : xx < f} # 0, yani st —liminf x = —co
olur.

Simdi ise sty —lim sup x = 400 olsun. Bu durumda her g € Rigin dps {k : z > g} #
0 dir. Bu ise dg {k: z; < g} = 0 olmasi anlamina gelir. Boylece her f € R igin
dp{k:zi < f} =0, yani F, = @ tur. Dolayisiyla st — liminfz = +o00 olur.

Son olarak kabul edelim ki [y = stgs —limsup z < oo olsun ve Iy = sty — liminf z
diyelim. Verilen € > 0 icin l; +¢ € F, oldugunu yani ly < l; +¢ oldugunu gosterelim.
Teorem 5.3.7 (a) dan 3 = sup G oldugundan dmy {k tx <l A+ %} = 1 dir ve de
0 {k:xzr <li+e} =1o0ldugu gikar. O halde l; +¢ € F, ve boylece Iy < Iy +¢ elde

edilir. € keyfi oldugundan I <[ oldugunu géstermis oluruz.
Uyari. (i) Herhangi x say1 dizisi igin
liminfr < stys — liminf x < sty — limsup z < limsupx

(ii) st — limsupz in , z in en biiyiik B —istatistiksel limit noktasina egit odugu

soylenemez. Ornegin;

A’r'fl
n—k L
. A 0<k<nise
nk — .
0 , k > n ise

olsun. Burada A = (TH)(TJ;ZQ!)“'(HM ve Af = 1 dir. Eger z dizisi Ornek 2.1.9

da verilen {0,1,0, %,1,%,%,1,0, %,...} dizisi ise, bu durumda I'; (B) = [0,1] ve
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A, (B) = @ dir. Ustelik dp {k: 2p > 1 — €} # 0 oldugundan sty — limsupz = 1
dir.

Teorem 5.3.9: B—istatistiksel sinirli bir z dizisinin B —istatistiksel yakinsak
olmasi i¢in gerek ve yeter sart st —liminf x = stg — lim sup = olmasidir (Mursaleen
ve Edely, 2004).

Ispat. |} = sty —limsup z ve ly = stg —lim inf z diyelim. Ilk once sty — lima =
L ve ¢ > 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda 0 {k : |z — L| > e} = 0 dur.
Dolayisiyla o {k: x> L +¢e} = 0 olur. Buradan Iy < L odugu ¢ikar. Ayrica
og{k:zr <L—¢€} = 0 dir. Buradanda L < [y oldugu ¢ikar. Teorem 3.1 den
l1 = Iy elde ederiz.

Tersine kabul edelim ki I = Il = L ve z, B—istatistiksel simirli olsun. Bu du-
rumda e > 0i¢in Teorem 5.3.7. den d {k: rxp > L+ %} = 0vede gy {k: rxp < L — %} =
0 elde ederiz. O halde stys — limz = L olur.

Teorem 5.3.10: Eger z say1 dizisi tistten sinirh ve L = sty — limsupx sayisina
B —toplanabilir ise bu durumda x dizisi L ye B—istatistiksel yakinsaktir (Mursaleen
ve Edely, 2004).

Ispat. Kabul edelimki z dizisi L ye B—istatistiksel yakinsak olmasm. Bu du-
rumda Teorem 5.3.9 dan sty — liminfz < L dir. Boylece dg {k:xx < M} # 0
olacak gekilde bir M < L sayis1 vardir. K' = {k : z;, < M} diyelim. Bu durumda
her ¢ > 0 i¢in d {k: 2 > L+¢} =0 dur

K'={k:M <z, <L+e}ve K" ={k: x> L+ ¢} diyelim ve G = suppz) <

oo olsun. g {K’'} # 0 oldugundan sonsuz ¢okluktaki n degeri igin

limsupy, Z bk (1) > d >0
keK'

ve her n, 1 icin

> bk (i) zx| < 00
k=1
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olur. Simdi

k.eK/ kEK” keK///

kilbnk (Z)l‘k = (Z + Z + Z >bnk (z)mk

kEK' kK" her"
= MY by (i) +(L4e) Y bup (1) —(L+e) > bux (i) +0(1)
keK’ k=1 keK"
= — S b () [-M A (L+e)] + (L+¢e) Y bu (i) +O (1)
keK' k=1
< L8 b -d@- ) +e (St -d) +OQ)
k=1 k=1

dir. ¢ keyfi oldugundan
liminfB, < L—d(L— M) <L
elde edilir. O halde x, L ye B —toplanabilir degildir.ll

Agagidaki sonug¢ Teorem 5.3.10 un benzer bir ifadesidir.
Teorem 5.3.11: Eger x say1 dizisi alttan sinirh ve L = st — liminfz sayisina
B —toplanabilir ise bu durumda x dizisi L ye B—istatistiksel yakinsaktir (Mursaleen

ve Edely, 2004).

Not. Fridy ve Orhan’a (1997) benzer olarak, yukaridaki Teorem 5.3.10 ve
Teorem 5.3.11 den zx in siirhilik sart1 kaldirilamaz veya B —istatistiksel sinirhilik
sart1 ile yer degistirilemez. Bunun i¢in uyar (ii) deki B = (CJ,) matrisi ve Fridy ve

Orhan(1997) Ornek 2 deki

Vk , k bir kare ise
Tp:=4 0 , kgift kare degil ise
1 , k tek kare degil ise

dizisi ele alinabilir.
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VI. BOLUM

FUZZY SAYI DiZILERINDE iSTATiISTIKSEL YAKINSAKLIK

6.1 Fuzzy Say1 Dizilerinin Istatistiksel Limit Noktalar:

Bu kisimda Fridy’'nin (1993) reel say:1 dizileri igin verdigi istatistiksel limit ve
cluster noktasi tanimlarina kargilik gelen bir fuzzy say1 dizisinin istatistiksel limit
ve cluster noktalar1 kavramlar verilecektir. Daha sonra ise bilinen limit noktalari,
istatistiksel limit noktalar: ve istatistiksel cluster noktalar: kiimeleri arasindaki iligki
incelenecektir.

D ile reel eksen iizerindeki tiim smirh A = [A,m kapali araliklarin kiimesini

gosterelim. A, B € D igin

A<B<A<Bve A<B

d (A, B) :==maz (|A - B,

A-B|)
tanmimlayalim. d nin D {izerinde bir metrik ve (D, d) nin tam metrik uzay oldugunu
gormek kolaydir. Ayrica "<" D iizerinde bir kismi siralama bagintisidir.
Bir fuzzy sayisi, R den [0, 1] araligina tanimh asagidaki kosullar
gercekleyen bir X fonksiyonudur.
e X normaldir, yani X (z¢) = 1 olacak sekilde bir zp € R vardur.
e X fuzzy konvekstir, yani herhangi z,y € R ve A € [0, 1] i¢in
XA+ (1 -Ny) >min{X (z),X (y)} dir.
e X iistten yar stireklidir.

e {r €R: X (z) > 0} kitmesinin X0 ile gosterilen kapanigi kompakttir.

Bu ézellikler her a € (0,1] i¢in X := {z e R: X () > a} = [X*,X"] a—seviye
kiimesinin, X% = lim,_ ¢+ X® seklinde tanimlanan X° supportunda oldugu gibi, R
nin bog kiimeden farkli kompakt ve konveks bir alt kiimesi oldugunu gésterir.

Tiim fuzzy sayilarinin kiimesini L (R) ile gosterelim.

d(X,Y)= sup d(X*,Y?)
a€l0,1]
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ile verilen d : L (R) x L (R) — R déniigiimiinii tanimlayalim.
Puri ve Ralescu (1983), L (R) nin d metrigi ile bir tam metrik uzay oldugunu
gosterdi. X,Y € L (R) i¢in

X <Y < Herhangi bir a € [0,1] i¢in X* <Y*®

tammlayalm. Eger X <Y ve X% < Y% veya X ° < Y ° olacak sekilde bir
ap € [0,1] varsa o zaman X <Y dir deriz.

Tanmim 6.1.1: Eger her € > 0 i¢in bir ng = ng (&) pozitif sayisi
her k > ng icin d (X, Xo) < €

olacak gekilde varsa o zaman X = {Xj} fuzzy say1 dizisi Xy fuzzy sayisia yakin-
saktir denir ve limy X = X yazilir.

Tanim 6.1.2: X = { X} bir fuzzy say1 dizisi ve v bir fuzzy sayisi olsun. Eger
X in « ya yakinsayan bir alt dizisi varsa bu durumda ~ sayisina X dizisinin bir limit
noktasi denir. Ly ile X fuzzy dizisinin tiim limit noktalarinin kiimesini gosterelim.

Simdi Nuray ve Savag (1995) tarafindan verilen bir fuzzy say1 dizisinin istatis-
tiksel yakinsakligi tanimini verelim.

Tanim 6.1.3: Eger her ¢ > 0 icin {k € N:d(Xy, Xo) > 5} kiimesinin dogal
yogunlugu sifir ise bu durumda X = { X} fuzzy say1 dizisi Xy fuzzy sayisina ista-
tistiksel yakinsaktir denir. Bu durumda st — lim X = X gosterimini kullanacagiz.

Acgik olarak, eger bir fuzzy say1 dizisi yakinsaksa bu durumda her £ > 0 igin
dizinin e—komsulugu diginda sonlu sayida eleman kalir. Sonlu kiimenin yogunlugu
sifir oldugundan dizi istatistiksel yakinsak olmalidir. Bu iddianin tersi genel olarak

dogru degildir.

Ornek 6.1.4: Her z € R i¢in X = {X},} fuzzy say1 dizisi asagidaki gibi tanim-

lansin: )
0, x € (—oo,k—1)U(k+1,00)
Eger k = n?,
x—(k—1), z€k—1k]
Xy () := n=17223,.. ise
-z +k+1, z € (k,k+1]
L p(z), diger

Burada
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0, x € (—00,0) U (2, 00) ise
plx) =4 =z, x € [0,1] ise

—x+2, ze€(1,2]ise
Bu durumda her 0 < ¢ < 1 igin

K={keN:d(Xy,p) >e}=1{4,9,16,25,..}

olur. 0 (K) = 0 oldugundan X = {Xj} dizisi u ye istatistiksel yakinsaktir fakat p
ye yakinsak degildir.

Tanim 6.1.5: (X)) , X = {X;} nm bir alt dizisi olsun ve K := {k (j) : j € N}
olmak tizere (Xj;)) yi {X}x ile gosterelim. Eger 6 ({K}) = 0 ise 0 zaman {X}
ya sifir yogunluklu bir alt dizi veya ince alt dizi denir (Aytar, 2003).

Tanim 6.1.6: X = { X} bir fuzzy say1 dizisi ve v bir fuzzy sayisi1 olsun. Eger
X dizisinin v ye yakinsak ince olmayan bir alt dizisi varsa bu durumda v ye X
fuzzy say1 dizisinin bir istatistiksel limit noktasi denir (Aytar, 2003). Ax ile X in
istatistiksel limit noktalarinin kiimesini gosterelim.

Tanim 6.1.7:X = {X}} bir fuzzy say1 dizisi ve p bir fuzzy sayisi olsun. Eger
her € > 0 i¢in

6 ({keN:d(Xp,p) <e})>0

oluyorsa bu durumda pu sayisina X fuzzy say1 dizisinin bir istatistiksel cluster noktasi
denir (Aytar, 2003). T'yx ile X in tiim istatistiksel cluster noktalarimin kiimesini
gosterelim.

Teorem 6.1.8: Eger X = {X;} ve Y = {Y}}, 0 ({k € N: X, # Yi}) = 0 olacak
sekilde birer fuzzy say1 dizisi ise bu durumda Ax = Ay ve 'y = I'y dir (Aytar,
2003).

Ispat. 6({keN: X, #Y;}) =0 vev € Ay olsun. Y nin v ye yakinsak ince
olmayan bir alt dizisi {Y'} , olsun. § ({k € N: k € K ve X}, # Yi}) = 0 oldugundan
d({keN:ke K ve Xy =Yj}) > 0 dir. Buna gére , en son ki kitme {X} ;- nin v ye
yakinsak bir {X} .+ ince olmayan alt dizisi oldugu sonucunu verir. Dolayisiyla v €
Ax ve Ay C Ax dir. Simetriden Ax C Ay dir. Boylece Ax = Ay olur.

Simdi p € I'x alalim ve d ({k € N: X}, # Y}) = 0 olsun. p € I'x oldugundan
her ¢ > 0 igin 5({k: EN:d(Xy,pn) < E}) > 0 dir. Hemen her k igin X = Y
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oldugundan her € > 0 i¢in 6 ({k € N: d (Y}, n) <e}) > 0 dir. Boylece pn € 'y yani
I'x CTI'y elde edilir. Simetriden I'y C I'x dir. Boylece I'x = I'y olur.l
(Aytar, 2003).

Ispat. v € Ay olsun. Bu durumda X in v ye yakinsak ince olmayan bir {X k(j)}

alt dizisi vardir, yani

S({k(j)eN:jeN) =d>0

dir. Her e > 0 i¢in {k € N: d (X,v) <e} 2 {k(j) € N:d(Xy),v) < e} oldugun-

dan
{keN:d(Xp,v)<e} 2{k(j) eN:jeN}\{k(j) e N:d(Xy)v) >¢

dir. {Xk(j)}, v ye yakimsak oldugundan £ > 0 i¢in {k (j) € N: E(Xk(j),v) > e}
kiimesi sonludur. Boylece

S({keN:d(Xpv)<c}) > 3({k(j)eN:jeN})
=5 ({k(j) € N:d(Xy),0) 2 ¢})
= d>0

dir. Dolayisiyla & ({k €EN:d(Xp,v) < 5}) > 0, yani v € I'x olur.
(Aytar, 2003).

Ispat. 1 € T'x alalim. Her € > 0 icin
d({keN:d(Xy,p) <e}) >0

dir. X in her € > 0 igin K := {k(j) € N: d (Xg(), ) <e} ve § ({K}) > 0 olacak
sekilde ince olmayan bir alt dizisini alalim. K kiimesinde sonsuz coklukta eleman
bulundugundan pu € Lx olur. B

Asagidaki ornekten de goriilecegi gibi yukaridaki teoremin tersi genel olarak
dogru degildir.

Ornek 6.1.11: Her z € R icin X = {X},} fuzzy say1 dizisi agagidaki gibi

tanimlayalim.

pq (z), eger k=n2ise,n=1,2,..
X (x) ==

to (), diger yerlerde
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Burada
0, x € (—00,0) U (2, 00) ise
p () =14 z, x € [0,1] ise
| —z+2, z € (1,2] ise
(0, € (~00,3) U (5, 00) ise
po(z) =14 x—3, € [3,4] ise
—x+5, z€(4,5]ise

Bu durumda her € > 0 igin Lx = {uq, puo} fakat T'xy = {us} dir.

Teorem 6.1.12: X = { X} bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger X := st — lim Xy,
ise bu durumda Ax =T'x = {Xo} dir (Aytar, 2003).

Ispat. Ilk once Ax = {Xo} oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki Ax =
{Xo, Yo} ve d(Xg,Yy) > 2¢ olsun. Bu durumda X = {X},} dizisinin sirasiyla X,
a ve Yy a yakinsak {Xk(j)} ve {Xl(i)} alt dizileri vardir. {Xl(i)} Yy a yakinsak
oldugundan her £ > 0 i¢in {l (i) e N: d (Xl(i)> Yy) > ¢} kiimesi sonludur.

{1(i))eN:ieN} ={I(i) e N: d (X;;),Y0) <e}U{l(i) e N:d(Xy),Yo) > ¢}

oldugundan

0({l(i)eN:ieN}) = 0({l(i)eN:d(X;), Yo) <e})
+0 ({1 (i) e N: d (X)), Yo) > €})

olur. Dolayisiyla
6 ({1()) eN:d (X4, Yo) <e}) >0 (6.1.1)

dir. Xy := st — limp X oldugundan her € > 0 igin
S({keN:d(Xy,Xg)>¢e})=0 (6.1.2)

olur. Boylece

6 ({keN:d(Xy,Xo) <c}) >0
yazabiliriz. Her 0 < 2e < d (Xp, Yp) igin
{l(i) eN:d(X;;5,Y0) <e}nN{keN:d(Xy, Xo) <e} =0
dir. Buna gore

{Z(Z) ENZE(Xl(Z-),}/o) <€} - {k‘EN:a(Xk,Xo) 26}
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oldugundan
5 ({1() eN:d(Xy4),Y0) <e}) <6 ({keN:d(Xy, Xo) >e}) =0

elde edilir. Bu, (6.1.1) ile gelisir. O halde Ax = {Xo} olmaldir.

Simdi ise 'y = {Xo, Zp} oldugunu kabul edelim 6yleki herhangi ¢ > 0 igin

d (Xo, Zo) > 2¢ olsun. Bu durumda
S({keN:d(Xy, Zg) <e}) >0 (6.1.3)
dir. Her 0 < 2¢ < d(Xo, Zp) igin
{keN:d(Xy, Xo) <e}n{keN:d(Xy, Z) <e} =0
oldugundan
{keN:d(Xy Xo) >e} 2 {keN:d(Xy Zo) <e}

olur. Boylece

d({keN:d(Xy,Xo) >e}) >0 ({keN:d(Xg, Zo) <e}) (6.1.4)

bulunur. (6.1.3) ten (6.1.4) iin sag yam sifirdan biiyiiktiir ve (6.1.2) den (6.1.4) iin
sol yani sifira egittir. Bu bir ¢eligkidir. O halde I'y = {Xy} olmalidir. B

Geriye kalan kisimda , klasik analizde reel say1 dizileri igin verilen iki sonucun
istatistiksel benzerini fuzzy say1 dizileri i¢in verecegiz.

Teorem 6.1.13:(Sikistirma) Her k € K C N, § (K) = 1 igin X} < Y} < Z;
ve p = st — limXy, = st — limZj, olsun. Bu durumda st — lim X}, = p diir (Aytar,
2003).

ispat.

A:={keN:d(Xy,p) >c}

ve

B:={keN:d(Zy,pn) >¢}

olsun. Her € > 0 i¢in

{keN:d(Yi,p) >e} CAUBUK® (6.1.5)
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oldugunu gosterecegiz. kg € {k EN:d(Yy,p) > 5} keyfi bir say1 olsun. Bu durumda
ya kg € K, yada kg € K¢ dir. Eger ky € K¢ ise bu durumda (6.1.5) gergeklenir.

Eger kg € K ise o zaman X, <Y}, < Zj, dir.

d(Ykov#) = sup mar {‘Xgo _Ha‘ ’ ‘?Zo _ﬁa‘} 2 €
a€l0,1]

oldugundan, supremum tanimini kullanirsak, bir ag € [0, 1] vardir 6yleki her 0 <

€ < € igin

)

Qg _ 00
max{‘xko 4

Vi —ﬁa°|} >e—¢

olur. Buna gore

Y80 o) >~ (6.1.6)
veya
Vi — | >e—% (6.1.7)

dir. Genelligi bozmadan (6.1.6) min gegerli oldugunu kabul edelim. Y}, ve g niin
kargilagtirilabilir olup olmamasina gore agagidaki iki durum miimkiindiir:

(i) ng < p0 ve ¢ ?zg < @™ veya ?Zg >p*e”

(ii) Y0 > po ve Yo < f% veya Yo > % ”

(i) durumunda, Y30 > X3¢ esitsizliginden ve (6.1.6) dan ‘ng —p| >e—%

elde ederiz. ¢ keyfi secildiginden d (Xg,,u) > ¢ elde edilir. Yani kg € A dir ve
boylece (6.1.5) gegerlidir.
(ii) durumunda benzer diisiinceyle kg € A oldugu gosterilebilir. Bu ise (6.1.5)
igermesini ispatlar.
6 (A) =6 (B) =05 (K = 0 oldugu gercegini goz 6niine alarak (6.1.5) icermesiyle
birlikte
d({keN:d(Yip) >e}) <6({AUBUK }) =0

sonucuna ulagiriz. O halde Y = {Y}} dizisi u sayisina istatistiksel yakinsaktir.
Teorem 6.1.14: Her k € K C N, §(K) =1 icin X, < Y} olsun. Eger p; :=

st — lim Xy, ve pg := st — limY}, mevcutsa bu durumda p; < ps dir (Aytar, 2003).
Ispat. Ilk olarak teoremin varsayimlaridan dolay: 141 Ve [9 nin karsilagtirilabilir

oldugunu gostermemiz gerekir. py := st — limXj ve uy := st — limY} oldugundan,
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Ky = {k €N:d(Xy,puy) > 8} ve Ko 1= {k €N:d (Y, ) > 5} olmak tizere her
€ > 01i¢in
0(K1)=0(K2)=0ved(K])=0(K5)=1 (6.1.8)

dir. Diger taraftan 0 (K7 U K3) = 0 olmasindan dolay1 § (K{ N K§) =1 dir.

[y ve fio nin kargilagtirilamaz oldugunu kabul edelim. Bu durumda ag € [0, 1]
icin

() 3° <pi3® ve i > iz

(i) 150 > 50 ve i < %0

Sadece (i) durumunu ele alalm. (ii) durumu benzer sekilde elde edilebilir. (i)
nin gergeklendigini kabul edelim. e :=p5°—pi, ez := I — ™ olsun ve € :=
min{e1,e2} diyelim. € > 0 oldugu agiktir. (6.1.8) esitlikleri her £ > 0 igin gegerli
oldugundan ayni zamanda herhangi 0 < ¢ < % iginde gerceklenir. Buna goére boyle

bir € icin ve her k € K{ N K5 igin
X0 <YM ve Y, > X,°
elde ederiz. 0 (KN K$) =1 esitliginden
d ({k € N: X}, veY}, kargilagtirlamaz }) =1

elde ederiz. Buised ({k € N: X} <Yj}) = lile geligir. Boylece p; ve uy karsilagtirila-
bilirdir.

Simdi, p; ve py karsilagtirilabilir oldugundan ya p; < py , yada py > py dir.
Qeligki icin gy > o oldugunu kabul edelim. Her 0 < 2 < d (uq, i) igin

KNn{keN:d(Xp,p)>e} 2{keN:d(Yy,py) >c}NK
oldugundan
S(KN{keN:d(Xp,p)>e}) >0 ({keN:d (Y, py) >} NK) (6.1.9)

dir. § ({k € N:d(Yy,ptp) <e}) =1ved(K)=1oldugundan (6.1.9) un sag tarafi 1
e egittir. Bu yiizden sol tarafida 1 e egit olur. Bu ise § ({k EN:d(Xg,puy) > 5}) =1

olmasi anlamina gelip bir geligkidir. Sonug olarak p; < pg dir.l

6.2 Fuzzy Say1 Dizileri i¢in Istatistiksel Alt ve Ust Limit
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Siirli ve yakinsak fuzzy say: dizileri ilk kez Matloka (1986) tarafindan verildi ve
her sinirli dizinin yakinsak oldugu gosterildi. Nanda (1989), sinirh ve yakinsak fuzzy
say1 dizilerinin uzaylarimi calist1 ve bunlarin tam metrik uzay olduklarini ispatladi.
Diger taraftan Nuray ve Savag, istatistiksel yakinsak ve istatistiksel Cauchy fuzzy
say1 dizilerini tamtip ele aldi. Daha sonra Nuray (1998), Savas (2001) ve Kwon
(2000;2001) istatistiksel yakinsaklik teorisindeki bazi sonuglarin fuzzy benzerlerini
verdi. Son olarak Aytar (2004), fuzzy say: dizileri igin istatistiksel limit ve cluster
noktalar1 kavramlarini galigti.

Simdiye kadar, "sup" ve "inf" kavramlari sadece simirh fuzzy say1 dizileri icin
verildi (Fang ve Huang, 2004; Wu ve Wu, 1997). Bu kisimda istatistiksel simirh
fuzzy say1 dizileri i¢in istatistiksel alt limit ve iist limit kavramlari verilecektir. Daha
sonra ise, reel say:1 dizileri i¢gin Fridy ve Orhan (1997) tarafindan belirtilen bazi
sonuclarin aymi zamanda fuzzy say1 dizileri iginde gecerli oldugu ispatlanacaktir.
Fakat asagidaki Ornek 6.2.3 den de goriilecegi gibi, reel say1 dizileri icin éneme

sahip olan

st — limin fy_ooTp, = St — lIMSUPE_0oTl = Xg is€ St — limp_ ool = Xg

dir onermesi fuzzy say1 dizileri i¢in gegerli olmayabilir. Bu kisimda, bu énermenin
herhangi istatistiksel sinirh fuzzy say1 dizisi i¢in dogru bir ifadesi verilecektir.

Eger X,Y fuzzy say:1 dizileri icin ne X < Y ne de ¥ < X ise o zaman X
ve Y fuzzy say1 dizileri kargilagtirilamazdir denir. Bu durumda X =~ Y gosterimi
kullanilir.

L (R) nin bir F alt kiimesi verildiginde eger her X € E i¢in X < p olacak sekilde
bir p fuzzy say1 dizisi varsa o halde E ye iistten simirhdir, g ye ise F nin bir iist
siir1 denir. Eger g bir tist smir ve tiim g/ tist smirlart icin g < g ise bu durumda
p ye E nin en kiigiik tist siniri(supremum) denir. Bir alt siir ve en biiyiik alt sir
(infimum) kavramlar benzer sekilde tamimlanmir. Eger E, hem alttan hem iistten
smurh ise E ye sirhdir denir. Wu ve Wu (1997), £ € L(R) smurh oldugunda
supremumun ve infimumun mevcut oldugunu ispatladi.

Her X,Y,Z € L(R) igin ve her o € [0,1] igin Z% :=X+Y*ve Z~ := X +Y"

ise 0 zaman Z, X ve Y nin toplamidir denir ve Z = X + Y seklinde yazilir.
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Bir p € L (R) fuzzy sayisi ele alalm. p® := MO‘, EO‘} , a € [0,1] p niin a—seviye
kiimeleri olsun. Verilen pozitif bir a sayisi i¢in p + a1 ve p — a1 fuzzy sayilarim

agagidaki gibi tamimlayalim (Kaufman ve Gupta, 1984):

(n+a)® == [p*, 8] + [a,a] = [p* + a, 5" + a

(,U/ - al)a = [Ha7ﬁa] - [CL, a] = [Ha - avﬁa - CL]
1, eger x = a ise
Burada a; (z) :=
0, diger
Acgik olarak (u+a1),(p—a1) € L(R) dir. Ayrica p— a1 < p < p+ ay ve
d(p,p+ar)=d(u,p—ar) =a dr.
Eger fuzzy sayilarinin { Xy : k € N} kiimesi sinirli ise o zaman X = { X} fuzzy

say1 dizisine sinirlidir denir.

X = {X}} fuzzy say: dizisi i¢in eger

(5({k€NXk>ILL}U{k‘€NXkOOM}):O

olacak sekilde bir p fuzzy sayisi1 varsa X dizisine iistten sinirhidir denir. Benzer

sekilde

SH{keN: Xy <viU{keN: Xpnrv})=0

olacak gekilde bir v sayisi varsa X dizisine alttan simirlidir denir. p ve v sayilarina
ise sirasiyla istatistiksel tist sinir ve istatistiksel alt sinir denir.
Eger X = {X}} dizisi hem alttan hemde iistten istatistiksel sinirh ise bu durumda

X dizisine istatistiksel sinirhdir denir (Aytar ve dig., 2003).

Fuzzy say1 dizileri igin istatistiksel alt limit ve iist limit.
Bu kisimda istatistiksel sinirh fuzzy say: dizileri igin istatistiksel alt limit ve iist

limit kavramlar: verilecektir. Verilen bir X = {X}} dizisi igin
Ax ={p e L(R):0{keN: X, <pu}#0}

Ax ={peL(R):6{keN: Xy >pu} =1}
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Bx:={p€eL(R):6{keN:X;,>u}+#0}
Bx:={pe€LR):5{keN: X, <pu}=1}

kiimelerini tammlayalim. Ay ve By sirasiyla istatistiksel alt smirlarin ve istatistiksel
iist smirlarin kiimeleridir. Eger X = {X}} dizisi istatistiksel smirh ise bu durumda
bu kiimelerin bog kiimeden farkl olduklar1 aciktir. Ayrica Ax ve Bx kiimelerinin
bir alt sinira, Ax ve By kiimelerinin bir iist simira sahip olduklar1 aciktir. Buna
gore supremumun ve infimumun varlik teoreminden (Fang ve Huang, 2004, Teorem
3.1) infAx, supAx, supBx ve infBx mevcut oldugu sonucuna ulagiriz.

Teorem 6.2.1: Eger X = {X;} dizisi istatistiksel siurh ise bu durumda
infAx = supAx ve supBy = infByx dir (Aytar ve dig., 2006).

ispat. Ilk esitligi ispatlayalim. v := infAx ve p := supAyx olsun. Ax in ve Ax
nin tanimindan her ¥ € Ax icin v < v ve her 1 € Ay icin pu > f dir.

Her v € Ax ve i € Ay icin
SH{keN: X <v})#0ved({keN: Xy >pn}) =1

dir. Buradan § ({k € N: X} <v}n{k e N: Xy, > pn}) # 0 dir. Diger bir ifadeyle

1 < Xj < v olacak gekilde bir k£ € N sayis1 vardir.
her v € Ax, i € Ax igin g < v (6.2.1)

dir. (6.2.1) den gz nin Ax kiimesinin bir alt sinir1 oldugu gikar. Bu durumda infimum
tanimindan

p<v=infAx

elde ederiz. Bu esitsizlik her /i € A icin gecerlidir. Bu durumda supremum tanimin-
dan

p<wv (6.2.2)

dir. Simdi ¢ < v durumunun olamayacagini gosterelim.

Tersine, 1 < v oldugunu kabul edelim. O halde
put < u® veya i < v
olacak sekilde bir « € [0, 1] vardir. Belirlilik i¢in

ne < v (6.2.3)
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durumunu ele alacagiz ve bu durumda bunun bir geligki olacagini gosterecegiz.
b := v (u*) olsun. b < « oldugu agiktir (b sifir olabilir). Ayrica her A € (b, a]
igin pu® < v esitsizligi gecerlidir. p(x) ve v (x) fonksiyonlar tistten yari siirekli

oldugundan bir (z, 3) noktas z € (ﬁ, Qa) , B € (b,a) ve
her A € [B, 0] igin p® < z, v > 2 (6.2.4)

olacak sekilde vardir. v, ve 74 fuzzy sayilarin

,

0, =z<z°

B, x € [z°z) ise
7= _

1, x==zise

| 0, z>zise

0, x<zise

B, x¢€ [Z,TO) ise
V2 = 0 -

1, x=7"ise

0, z>720ise

seklinde tanimlayalim. Burada z° := st — liminfgg —1vez" :=st— limsquQ +1
sayilar1 sonludur.

[ TR (6.2.5)

oldugunu gostermek zor degildir. Bu

/LBZst—limmegZst—liminfxg>£:lf, P <z=19]

ve

£§£<z:lg, v'8>z:1'§

olmasindan gikar ( (6.2.4) ). Simdi ise
Cy:=<keN:Xe(8,a] iginzggz}
Cy = {k; eN: e (Ba] icin X > z}
kiimelerini ele alalim. C7 U Cy = N olmasi agiktir. Bu yiizden

§(C1) +0(Cy) > 1 (6.2.6)
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dir. Tlk olarak 6 (C1) > 0 oldugunu kabul edelim. ~, fuzzy sayisiin ve z° reel

sayisinin yapisini goz oniinde bulundurarak
her k € C1\ K7 igin Xj < 74

elde edebiliriz. Burada Ky := {k € N: X € [0,1] icin X} > 2°} kiimesidir. § (K1) =
0 oldugu agiktir. Dolayisiyla ¢ (C1/K1) = 0 (C1) olur. Boylece

(5({k€NZX]€<’72})25(01)>0

bulunur. Bu ise 75 € Ax demektir. Buna gore infAx tanmmmindan y9 > v =infAx
elde ederiz. Bu da (6.2.5) ile gelisir (Yani v = v, dir).

Boylece § (C1) = 0 oldugunu gostermis olduk. (6.2.6) dan § (C2) = 1 olur.

0

fuzzy sayisinin ve x” reel sayisimin yapisim goz oniinde bulundurarak

her k € Cg\ (Cl ) Kg) igin X > v

elde ederiz. Burada Ky := {k € N: X € [0, ] i¢in X3 < 2"} kiimesidir. 0 (K3) =0

oldugu agiktir. Dolayisiyla § (Ca\ (C1 U K2)) = 1 sonucuna ulagiriz. Bu ise
S({keN: Xy > 1)) > 5(Co\ (CrUKR) = 1,

yani v; € Ax olmasi demektir. Boylece v, < pu = supAx olur. Bu ise (6.2.5) ile
geligir (Yani p » ~y; dir).H
Tanim 6.2.2: Eger X = {X} istatistiksel sinirh bir fuzzy say1 dizisi ise bu

durumda X = {X}} nin istatistiksel alt limiti
st —liminfX =infAx
ile verilir. Ayrica X = {X}} nin istatistiksel iist limiti
st — limsupX = supBx

ile verilir (Aytar ve dig., 2006).

Teorem 6.2.1 den st — liminfX = supAx ve st — limsupX = infBx dir.
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Ornek 6.2.3: Her z € R i¢in X = {X}} fuzzy say1 dizisi asagidaki gibi tanim-

lansin:
0, z € (—oo,k—1)U(k+1,00)
k =n?,
z—(k-1), z€[k—1k|
n=1,2,3,... ise
—z+k+1, x € (k,k+1]
X () =
k tek ve
251 (.’lf) )
kare degilse
o (), diger yerlerde
0, z € (—00,0) U (2,00)
py (@) =<z, z € [0,1]
—x + 2, diger yerlerde
0, z € (—00,3) U (5,00)
po(z) =< -3, z€3,4]
—x + 5, diger yerlerde

Y = {Y}} fuzzy say1 dizisi ise

P

wy (), k tek ve kare degil ise
Wy (),  k tek ve kare ise
01 (z), k tek, kare degil ise

Xi (x), diger yerlerde

seklinde tanimlansin. Not edelim ki Y = {Y}} iistten simrsiz olmasma ragmen,

karelerin kiimesi sifir yogunluga sahip oldugundan istatistiksel sinirhidir. Boylece

st — limsupY = supBy = py dir. Benzer gekilde st — liminfY = infAy = 01 dir.
Teorem 6.2.4: X = {X}} istatistiksel sinirli bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger

v = st — liminfX ise bu durumda her € > 0 igin

S({keN: X, <v—e})=0 (6.2.7)

ve

S{keN: Xy <v+e}tU{keN: Xywv+e})#0 (6.2.8)
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dir (Aytar ve dig., 2006).

Ispat. Tersine, § ({k € N: X} < v —&1}) # 0 olacak gekilde ¢ > 0 1 varhigmi
kabul edelim. Buna gore v — &1 € Ax dir. Buradan v < v — g1 elde edilir. Bu bir
celigkidir.

Simdi ise (6.2.8) i gosterelim. Kabul edelim ki (6.2.8) esitligi dogru olmasin. Bu

durumda
dH{keN: Xy <v+4e1})=0 ve 6{keN: Xyxv+e})=0 (6.2.9)

olacak sekilde bir € > 0 vardir. Her k£ € N igin sadece su ii¢ durum miimkiindiir:

X <v—4er, X vv+e; ve X > v+ e1. Budurumda
{kENZXk<’U—i—&?l}U{kGN:XkOO’U—i-El}U{kGN:XkZ’U—i—&?l}:N

olur. Boylece (6.2.9) dan

S{keN: X >v+e1})=1

elde ederiz. Bu ise v + &1 € Ax olmas1 demektir. Dolayisiyla v + ¢ < supAx =
infAx = v yazabiliriz. Bu bir celigkidir.H
Uyar1 1. Not edelim ki Teorem 6.2.4 iin tersi reel say1 dizileri i¢in gecerlidir
fakat fuzzy say1 dizileri icin asagidaki ornekten de goriilecegi gibi dogru olmayabilir.
X = {X}} dizisini
X (2) = uq (z), k bir tek say1
o (x), diger yerlerde

seklinde tanmimlayalim. Burada

0, x € (—o0,—1) U (6,00)
m@i={ =1 zeLs
| 6—=, diger yerlerde
ve
0, x € (—00,2) U (4,00)
po(z) =4 -2, x€2,3]

4 —x, diger yerlerde
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Her ¢ > 0 igin (7) ve (8) kogullar1 u; sayist igin gergeklenmesine ragmen p; #
st — limin fX dir. Burada

0, x € (—o0,1) U (4, 00)
r—1 7
=, ze |l %
st — liminfX = 4 [ 3]
r—2, x€ (%, 3]
4 —x, diger yerlerde

\
Teorem 6.2.4 iin benzer bir ifadesi st — limsupX igin agagidaki gibi verilebilir.
Teorem 6.2.5: X = {X}} istatistiksel sinirl bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger

p = st — limsupX ise bu durumda her € > 0 igin

5({k€N2Xk>M+€1})=O ve
S{keN: X >p—e}U{keN: Xy p—e})=0

(6.2.10)

dir (Aytar ve dig., 2006).

Ispat1 Teorem 6.2.4 deki gibi yapilabilir. Ayrica Uyari 1 ile benzer olarak Teorem
6.2.5 in tersi genel olarak dogru degildir.

Teorem 6.2.6: Herhangi bir istatistiksel siirh X = {X}} fuzzy say1 dizisi igin

st — liminfX < st — limsupX

dir.

ispat. st — liminfX = supAx ve st — limsupX = supByx dir. Ax ve Bx
kiimelerinin tanimindan Ax C Bx dir. Boylece supAx < supBx olur, bu ise ispat1
tamamlar.

Teorem 6.2.7: Kabul edelim ki X = {X}} fuzzy say1 dizisi X a istatistiksel

yakinsak olsun. Bu durumda

st — liminfX = st — limsupX = Xy

dir (Aytar ve dig., 2006).
Ispat. Herhangi ¢ > 0 alalm. X = {X}} dizisinin Xj a istatistiksel yakisak

olmasindan dolay1

5({/€€NZE(X]€,X0) ZE}) =0,

§ ({keN:d(Xy, Xo) <e}) =1,
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S| keN: sup d( X, X5)<ep | =1
a€gl0,1]

dir. Diger bir ifadeyle hemen her & igin

sup d(Xg, X)) <e
a€l0,1]

veya
sup | Xj — Xg| <eve sup ‘Y? ~ Xyl <e
a€l0,1] a€l0,1]
dur. Bu durumda hemen her & igin

Xo—e1 < Xp < Xop+e

esitsizligi gecerlidir. Boylece
(1) 6§ ({k € N: Xy < Xg+¢1}) =1 dir. Bu, Xg + &1 € By olmasi demektir. Bu

durumda

st — limsupX = infBx := u < Xo + €1
olur.
(2) 6({k € N: Xp > Xg —¢e1}) = 1 dir. Bu, Xg — 1 € Ay olmasi demektir. Bu
durumda
st — liminfX = supAx :=v > Xg — €1
olur.

Bu egitsizliklerden ve Teorem 6.2.6 dan,
Xo—ea<v<u<Xg+e

elde ederiz. Dolayisiyla € > 0 keyfi say1 oldugundan, v = p = X oldugunu aliriz. B
Asgagidaki 6rnek , Teorem 6.2.7 nin tersinin genel olarak gegerli olmadigini gos-
terir.

Ornek 6.2.8: X = { Xk} fuzzy say1 dizisini ve p fuzzy sayisim agagidaki gibi

tanimlayalim:
r+1, —1<z<0ise
-+ 1, Oﬁxﬁ%(?ﬂﬁ%)lbe
Xp(x) =14 — (x—1)+ 1, %(gll%%) §$§%<155kk 12) o
—r+2, L) <o <2ise
0, diger yerlerde
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T+ 1, —1<x<0ise

p(z) = %, %SHTS%ISQ
—x + 2, %Smﬁlee
0, diger yerlerde

Buna gore, st — limsup Xy, = st — liminf X = p olur. Diger taraftan, her k € N
igin )Y,lg/z —*1/2’ = !1 — %! = % oldugundan her k € N icin d (X, p) > 1 dir.

2
6<{k€N:d(Xk,u)2;}> :%

olur. Sonug olarak st — lim X} mevcut degildir.

Dolayisiyla

Bir fuzzy say1 dizisinin istatistiksel yakinsakligi i¢in yeterli kogulu vermeden énce
asagidaki lemmay1 ispatlayalim.
Lemma 6.2.9: Verilen X ve u fuzzy say1 dizileri igin agagidakiler denktir.

(i) d(X,p) <e (e>0)

() p—e1 <X <p+e:1 (Aytar ve dig., 2006).

Ispat. d(X,p) = sup max {!X“ — ,ua} ,
a€(0,1] -

X® — 1|} oldugundan (i) esitsizligi
her o € [0,1] igin |X® —p* <& ve }Ya —pt<e

olmasi ile denktir. Bu ise her a € [0,1] i¢in agagidaki esitsizliklerin ger¢eklenmesi

anlamina gelir:

(6%

X*<p+e, XO<E"+e ve X¥>p—¢, X' >0 —¢

Diger bir ifadeyle, X < pu+¢e1ve X > u—e 1 olur.l

Teorem 6.2.10: st — limsupX;, = st — liminfX;, = p oldugunu ve bir €% > 0
sayisimn, her bir e € (0,e°) igin {k € N: X e p+e1} ve {k € N: X o —e1}
kiimeleri sifir yogunluga sahip olacak sekilde var oldugunu kabul edelim. Bu du-
rumda st — lim Xy = p diir (Aytar ve dig., 2006).

ispat. Herhangi ¢ € (0,50) sayis1 alalim. st — liminfX; = p oldugundan,

Teorem 6.2.4 den her € > 0 igin

SkeN: Xy <p—e})=0 (6.2.11)
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dir. Benzer sekilde, st — limsupX; = p oldugundan Teorem 6.2.5 den her € > 0 igin
S{keN: X >pu+e1})=0 (6.2.12)

dir. 0{keN: Xy pu—e1})=0,0{FeN: X pu+e1})=0ve(6.2.11), (6.2.12)
den 0 (Ki(¢)) =1 ve 6 (K2 (e)) =1 dir. Burada
Ki(e) ={keN: Xy >pu—e1} ve Ko(e) := {keN: X, <pu+e} kiimeleridir.
Agik olarak

Ki(e)NKa(e)={keN:p—e1 <X <pu+er}

dir. Lemma 6.2.9 dan
Ki(e)NKy(e)={keN:d(X,pn) <e}

elde edilir.Boylece § ({k EN:d(Xy,p) < 5}) =1 olur. Bu durumda
§ ({k € N:d(Xy,pu) >e}) =0dr. e > 0keyfi oldugundan st—limXj, = p sonucuna
ulagiriz.ll

Teorem 6.2.11: Eger X = {X;} ve Y = {Y}} istatistiksel simirh fuzzy say:
dizileri ve 0 ({k € N: X, # Yj}) = 0 ise bu durumda

(i) st — limsupX = st — limsupY

(ii) st — liminfX = st — liminfY
dir (Aytar ve dig., 2006).

Ispat. (i) esitligini ispatlayalim. & ({k € N : X;, # Y3}) = 0 oldugundan
{neLR):6({keN: Xy >pu}) #0} = {uc L(R):0({k € N: Yy > p}) # 0}dur.

Yani By = By dir. Bu durumda supBx = supBy olur. Bu ise (i) yi ispatlar.
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