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ÖZET 

 

Yüksek Lisans Tezi  

 

GENELLEŞTİRİLMİŞ TÜREVLİ ASAL HALKALAR 

 

Emine KOÇ 

Cumhuriyet Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Yrd. Doç. Dr. Öznur GÖLBAŞI 

 

Türev yardımıyla bir halkanın komütatifliğinin araştırılması konusu 

özetlenerek, Lie idealler ve ( )τσ , - Lie idealler için bazı sonuçların bulunmasını 

amaçlayan bu çalışmada aşağıdaki yol izlenmiştir: 

 I. bölümde araştırılan konularla ilgili genel bilgiler verilerek, II. Bölümde 

genelleştirilen sonuçlarla ilgili yapılmış olan çalışmalar özetlenecektir. 

III. bölümde Posner’ ın ( Posner, 1957, Teorem 2) ve Daif ve Bell’ in ( Daif 

ve Bell, 1992, Teorem 3) teoremleri, R asal halkasının sıfırdan farklı Lie ideali ve 

genelleştirilmiş türevi için ispatlanacaktır. 

IV. bölümde ise genelleştirilmiş türevli ( )τσ , – Lie ideallerle ile ilgili bazı 

sonuçlar verilecektir. 

Anahtar Kelimeler: Türev, genelleştirilmiş türev, Lie ideal, ( )τσ , – Lie 

ideal. 
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SUMMARY 

 

MSc Thesis 

 

PRIME RINGS WITH GENERALIZED DERIVATION 

 

Emine KOÇ 

Cumhuriyet University 

Graduate School of Natural and Applied 

Science of Department of Mathematics 

 

Advisor: Asoc. Prof. Dr. Öznur GÖLBAŞI 

 

The plan followed in this work, which aims at the study of some paper for 

Lie ideal and ( )τσ , - Lie ideal have been summarized the subject of 

commutativity of ring through derivation. 

In chapter one, general information about researched has been given, in 

chapter two the studies about generalized results have been summarized. 

In chapter three, Posner’ s ( Posner, 1957, Theorem 2) and Daif and Bell’ s  

( Daif and Bell, 1992, Theorem 3) theorems have been proved for a nonzero Lie 

ideal of prime ring with generalized derivation.  

In chapter four, some results about ( )τσ , - Lie ideals with generalized 

derivation have been given. 

Key Words: Derivation, generalized derivation, Lie ideal, ( )τσ , - Lie ideal. 
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GİRİŞ 

 

R bir halka, RRd →:  toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her Ryx ∈,  için  

( ) ( ) ( )yxdyxdxyd +=  

koşulunu  sağlıyor ise  d ye R halkasında  bir türevdir, denir.  

R bir halka, RRf →:  toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her Ryx ∈,  için 

( ) ( ) ( )yxdyxfxyf +=  

koşulunu sağlayan bir  RRd →:  türevi varsa f ye R halkasında d ile belirlenmiş 

genelleştirilmiş türevdir, denir. 

Bir R halkasında, Ryx ∈,  için yxxy −  elemanı komütatör çarpım olarak 

adlandırılır ve [ ]yx,  ile gösterilir. { }RxzxxzRz ∈∀=∈ ,  kümesine ise R  

halkasının merkezi denir  ve  Z ile gösterilir. 

X ve Y, R halkasının iki alt kümesi olsun. [ ]YX ,  ile yxxy − , Xx ∈ , Yy ∈  

elemanları tarafından üretilen toplamsal alt grup gösterilir.  

U, R halkasının  toplamsal  alt  grubu  olsun. 

1)   [ ] URU ⊂,  oluyorsa U ya R  halkasının  bir  Lie  ideali  denir. 

2) RR →:,τσ  iki fonksiyon olsun. Ryx ∈,  için ( ) ( )xyyx τσ −   elemanı  

[ ] τσ ,, yx   ile  gösterilmek  üzere,  

i. [ ] URU ⊂τσ ,,  oluyorsa  U  ya R halkasının bir  ( )τσ , - sağ  Lie  ideali,  

ii. [ ] UUR ⊂τσ ,, oluyorsa  U  ya R halkasının bir  ( )τσ , - sol  Lie  ideali, 

iii. U,  R  halkasının  hem  ( )τσ , - sol  ve hem de  ( )τσ , - sağ  Lie  ideali  ise 

U ya R nin ( )τσ , - Lie  ideali,  denir. 

( ) ( ){ }RxcxxcRcC ∈∀=∈= ,, τστσ  kümesine  ise R  halkasının ( )τσ , - 

merkezi, denir. 

1957 yılında E. C. Posner tarafından bir halkada türev tanımı yapılarak,  R 

bir asal halka, RRd →≠ :0  bir türev ve Ra ∈  için ( ) ( )0=Rad  iken 0=a  
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olduğu gösterildi. Daha sonra R karakteristiği ikiden farklı asal halka olmak 

üzere, J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr, yukarıdaki koşulu R halkasının 

merkezi tarafından kapsanılmayan bir Lie ideali için genelleştirdiler. 1995 yılında 

ise bu terorem ( )τσ , - Lie ideali için N. Aydın ve M. Soytürk tarafından,  1998 

yılında ),( τσ - sol Lie ideali için N. Aydın tarafından ispatlandı. Ö. Gölbaşı ve K. 

Kaya 2006 yılında, U, R halkasının bir Lie ideali ve ( )df ,  genelleştirilmiş türev 

olmak üzere;  her Uu ∈  için, ( ) ( )0=Uaf  iken ZU ⊂  olduğunu gösterdiler. Bu 

teorem Ö. Gölbaşı tarafından ( )τσ , – sol Lie ideal için ( ) ( )0=Uaf  iken  her 

Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ   biçiminde genelleştirildi.  

P. H. Lee  ve  T. K. Lee 1983 yılında, R, karakteristiği ikiden farklı asal 

halka, U, R halkasının bir Lie ideali ve d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi 

olmak üzere ( ) ZUad ⊆  iken 0=a  veya ZU ⊆  olduğunu gösterdiler. Bu 

teorem Ö. Gölbaşı tarafından, U, R halkasının bir Lie ideali ve ( )df ,  

genelleştirilmiş türev olmak üzere ( ) ZUaf ⊆  koşulu alınarak genelleştirildi.  

E. C. Posner 1957 yılında, d, R asal halkasının sıfırdan farklı türevi olmak 

üzere her Rx ∈  için [ ] Zxxd ∈),(   koşulunu inceledi. Bu teorem için 1981 yılında 

P. H. Lee ve T. K. Lee, karakteristiği ikiden farklı asal halka için değişik bir ispat 

verdiler. 1973 yılında Awtar, yukarıdaki teoremi, R halkasının Lie ve Jordan 

idealleri için genelleştirdi. P. H. Lee ve T. K. Lee ise U, R halkasının bir Lie ideali 

ve her u∈ U için  ( )[ ] Zuud ∈,  koşulu altında ZU ⊂  olduğunu gösterdiler. Bu 

teorem 2006 yılında N. Argaç tarafından asal halka yerine yarı-asal halka 

alınarak, 2004 yılında ise N. Argaç ve E. Albaş  tarafından asal halkada 

genelleştirilmiş türev için incelendi. Ö. Gölbaşı ise R, yarı-asal halka, ( )df , , R de 

genelleştirilmiş türev olmak üzere her Rx ∈  için ( )[ ] Zxxf ∈,  iken R halkasının 

komütatifliğini gösterdi.   

1979 yılında I. N. Herstein, R, karakteristiği ikiden farklı asal olan bir halka 

için ( )[ ] ( )0, =Rda  koşulunu sağlayan a elemanının halkanın merkezinde 

olduğunu ispatladı. Herstein’ın bu teoremi  ( )[ ] ZRda ⊂,  koşulu altında P. H. Lee 

ve T. K. Lee tarafından, U, R halkasının  merkezi tarafından kapsanılmayan bir 
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Lie ideali olmak üzere ( )[ ] ( )0, =Uda  koşulu altında ise J. Bergen, I. N. Herstein 

ve J. W. Kerr tarafından genelleştirildi. Daha sonra P. H. Lee ve T. K. Lee, U, R 

halkasının bir Lie ideali ve ( )[ ] ZUda ⊂,  iken Za ∈  olduğunu kanıtladılar. N. 

Argaç ve E. Albaş, bu koşulu 2004 yılında R asal halkası üzerinde genelleştirilmiş 

türev için, Ö. Gölbaşı ve K. Kaya ise, U, R halkasının Lie ideali ve ( )df , , 

genelleştirilmiş türevi için incelediler. Aynı teorem Ö. Gölbaşı tarafından U, R 

halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali, ( )df , , genelleştirilmiş türev ve 

Ra ∈  olmak üzere [ ] ZUfa ⊆)(,  ise Za ∈  veya ( ) 0=ad  veya ZU ⊂  

biçiminde genelleştirildi.  

1978 yılında I. N. Herstein, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, d, 

sıfırdan farklı türev olmak üzere ( ) ZRd ⊂  koşulunu ele almıştır. J. Bergen, I. N. 

Herstein ve J. W. Kerr tarafından ise R halkası yerine onun bir U Lie ideali 

alınarak ( ) ZUd ⊂  iken ZU ⊂  olduğu ispatlanmıştır. Bu teorem N. Aydın ve M. 

Soytürk tarafından 1995 yılında  R halkasının bir ( )τσ , - Lie ideali için, 2002 

yılında N. Aydın, K. Kaya ve Ö. Gölbaşı tarafından ( )τσ , – sol Lie ideali için, 

2006 yılında ise Ö. Gölbaşı ve K. Kaya tarafından, ( )df , , R de genelleştirilmiş 

türev, U, R halkasının sıfırdan farklı Lie ideali olmak üzere ( ) ZUf ⊂  iken 

ZU ⊂  gösterilerek genelleştirildi. 

1992 yılında Daif ve Bell tarafından “d, R yarı-asal halkasının sıfırdan farklı 

türevi ve I, R nin sıfırdan farklı ideali olmak üzere aşağıdaki koşullardan biri 

sağlanırsa I halkanın merkezindedir; 

i. [ ]( ) [ ],,, yxyxd ±=  Iyx ∈∀ , , 

ii. Iyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxd ,, =  veya [ ]( ) [ ]yxyxd ,, −= .” 

teoremi ispatlandı. Bu sonuç 2006 yılında N. Argaç tarafından incelendi. Ö. 

Gölbaşı ise aynı sonucu bir yarı-asal halkada ( )df ,  genelleştirilmiş türevi için 

genelleştirdi. 
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Bu çalışmada türev yardımıyla bir halkanın komütatifliğinin araştırılması 

konusunda,  

I. bölümde araştırılan konularla ilgili genel bilgiler verilecek, II. Bölümde 

genelleştirilen sonuçlarla ilgili yapılmış olan çalışmalar özetlenecektir. 

III. bölümde Posner’ ın ( Posner, 1957, Teorem 2) ve Daif ve Bell’ in ( Daif 

ve Bell, 1992, Teorem 3) teoremleri, R asal halkasının sıfırdan farklı Lie ideali ve 

( )df ,  genelleştirilmiş türevi için ispatlanacaktır. 

IV. bölümde ise genelleştirilmiş türevli ( )τσ , – Lie ideallerle ile ilgili bazı 

sonuçlar verilecektir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 5 

I. BÖLÜM 

 
GENEL BİLGİLER 

 

Tanım 1.1: R , boş olmayan bir küme ve R  üzerinde toplama ve çarpma  

ikili işlemleri tanımlı olsun. Buna göre aşağıdaki koşulları sağlarsa R  ye bir halka 

denir ve ),,( ⋅+R  ile gösterilir. 

i.  ),( +R  değişmeli grup,  

ii. Rcba ∈∀ ,,   için  cabbca )()( = , 

iii. Rcba ∈∀ ,,   için  acabcba +=+ )(   ve bcaccba +=+ )( . 

Ayrıca 

iv. Rba ∈∀ ,  için  baab =  ise R  halkasına değişmeli (komütatif) halka, 

denir. 

Tanım 1.2: R bir halka ve S, R nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer 

S kümesi R deki toplama ve çarpma işlemleri altında bir halka ise S ye R nin alt 

halkası, denir. 

Tanım 1.3: R bir halka ve I, R nin bir alt halkası olsun.  

i. Her Rr ∈ , Ia ∈  için Ira ∈  ise I ya R halkasının sol ideali, 

ii. Her Rr ∈ , Ia ∈  için Iar ∈  ise I ya R halkasının sağ ideali, denir. 

I, R nin hem sol, hem de sağ ideali ise I ya R halkasının bir ideali denir. 

Tanım 1.4: R bir halka ve A, B ve P, R nin idealleri olsun. PAB ⊆  

olduğunda PA ⊆  veya PB ⊆  oluyorsa P ye R halkasının asal ideali denir. 

Teorem 1.5: R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Buna göre aşağıdakiler 

denktir.  

(1) P asal idealdir. 

(2) Rba ∈∀ ,  için PaRb ⊆  ise Pa ∈  veya Pb ∈  dir.  

(3) Rba ∈∀ , için ( )( ) Pba ⊆  ise Pa ∈  veya Pb ∈  dir. 

(4) U, V  R halkasının iki sol ideali olmak üzere PUV ⊆  iken PU ⊆  veya                               

PV ⊆  dir.  
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(5) U, V  R halkasının iki sağ ideali olmak üzere PUV ⊆  iken PU ⊆                                                                                                                                                                                                                                        

veya PV ⊆  dir.  

İspat: (1) ⇒ (2):  P asal ideal olsun. Rba ∈∀ ,  için PaRb ⊆  olduğunu 

kabul edelim. Bu durumda PRaRbR ⊆  olur. Buradan PRaRRbR ⊆  olur. P asal 

ideal olduğu için PRaR ⊆  veya PRbR ⊆  bulunur. ( ) Aa =  olsun. 

PRaRA ⊆⊆3  ve yine P asal ideal olduğundan PA ⊆2  veya PA ⊆  olur. 

Böylece ( ) PaA ⊆=  elde edilir. Buradan  Pa ∈  bulunur. Benzer şekilde Pb ∈  

gösterilir.  

(2) ⇒(3): Rba ∈∀ ,  için PaRb ⊆  ise Pa ∈  veya Pb ∈  olsun. Kabul 

edelim ki ( )( ) Pba ⊆  olsun. Bu durumda; ( )( ) PbaaRb ⊆⊆ olduğundan PaRb ⊆  

olur. Hipotezden, Pa ∈  veya Pb ∈ dir.  

(3) ⇒(4): Rba ∈∀ ,  için ( )( ) Pba ⊆  ise Pa ∈  veya Pb ∈  olsun. U, V   R 

halkasının iki sol ideali ve PUV ⊆  olsun. Bu durumda PU ⊄  olduğunu kabul 

edelim. Bu durumda Uu ∈  ve Pu ∉  olacak biçimde bir u elemanı vardır. Keyfi 

bir Vv ∈  alalım. ( )( ) PUVRUVvu ⊆+⊆  dir. Bu durumda  hipotezden Pu ∈  

veya Pv ∈  olur.  

(3) ⇒(5): Benzer şekilde gösterilir.  

(4) ⇒(1) : Tanımdan (4) ⇒(1) ve (5) ⇒(1) olduğu açıktır.  

Tanım 1.6: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.  

Önerme 1.7: R bir halka olsun. Buna göre aşağıdakiler denktir.  

(1) R asal halkadır.  

(2) Eğer Rba ∈,  için ( )0=aRb  ise bu durumda 0=a  veya 0=b  dır. 

(3) R  halkasının sıfırdan farklı her sağ idealinin sağ sıfırlayanı sıfırdır.  

(4) R  halkasının sıfırdan farklı her sol idealinin sol sıfırlayanı sıfırdır.  

Tanım 1.8: R bir halka ve I, R halkasının bir ideali olsun. )0(=nI  olacak 

biçimde +∈∃ Zn  varsa I ya  R nin nilpotent ideali denir. 
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Tanım 1.9: R  bir halka, A ve Q,  R halkasının iki ideali olsun. QA ⊆2  

iken QA ⊆  ise Q idealine R halkasının yarı-asal ideali denir. 

Tanım 1.10: Sıfırdan farklı nilpotent ideali olmayan halkaya yarı-asal halka 

denir. 

Tanım 1.11: R bir halka olsun. Ra ∈∀  için  0=na  olacak biçimde bir n 

pozitif tamsayısı var ise böyle n lerin en küçüğüne R halkasının karakteristiği 

denir ve ncharR =  ile gösterilir. 

Tanım 1.12: R bir halka ve 0≠m  bir tamsayı olsun. Her Rx ∈  için 

0=mx  olduğunda 0=x  oluyorsa R halkasına m- torsion free halka denir.  

Tanım 1.13: X, R halkasının boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun.                  

( ) { }XxaxxaRaXCR ∈∀=∈= ,  kümesine X in R deki  merkezleştiricisi denir. 

Tanım 1.14: R bir halka olsun. { }RxzxxzRzZ ∈∀=∈= ,  kümesine 

R halkasının merkezi denir. Z, R nin bir alt halkasıdır. 

Önerme 1.15: R asal halka olsun. Eğer Zbab ∈,  ise bu durumda 0=b  

veya Za ∈  dir.  

İspat: Zbab ∈,  olsun. Rx ∈∀  için axbabxxab ==  olur. Buradan 

0)( =− bxaax , Rx ∈∀                        (1.1) 

elde edilir. (1.1) de x yerine xy , Ry ∈  alınırsa 

xyabaxybbxyaaxy −=−= )(0  

   xyabxaybxaybaxyb −+−=  

   ( ) ( )byaayxybxaax −+−=  

olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1.1) den dolayı sıfırdır. Böylece 

( ) )0(=− Rbxaax , Rx ∈∀                                                  (1.2)  

olduğu görülür. R asal halka olduğu için (1.2) den; 

0=b  veya Za ∈  

bulunur.  
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Önerme 1.16: R bir yarı-asal halka ve Ra ∈≠0  olsun. Her Rx ∈  için            

( ) 0=− xaaxa  oluyorsa Za ∈ dir.  

İspat: Rrx ∈,  için hipotezden;  

( ) ( )( ) 0=− axrxraa                                    (1.3)  

olur. ( ) ( ) ( ) ( )raarxrxaaxaxrxra −+−=−  olduğu (1.3) de yerine yazılır ve yine 

(1.3) eşitliği kullanılırsa; 

( ) 0=− raarax , Rrx ∈∀ ,  

elde edilir. Bu ise 

( ) ( ) )0(=−− raarRraar , Rr ∈∀  

olduğunu verir. R yarı-asal halka olduğundan Rr ∈∀  için raar =  elde edilir. 

Böylece Za ∈  bulunur.  

Önerme 1.17: Bir asal halkanın merkezinde sıfırdan farklı nilpotent 

elemanı yoktur.  

Tanım 1.18: R bir halka olsun. Ra ∈≠0  elemanı için 0=ab ( veya 

0=ba ) olacak şekilde en az bir Rb ∈≠0  bulunabilirse a ya, halkanın bir sol 

sıfır böleni ( veya sağ sıfır böleni) denir. 

Tanım 1.19: Ryx ∈,  için yxxy −  ifadesi komütatör çarpımı olarak 

adlandırılır ve [ ]yx,  ile gösterilir. 

Özellikler: Rzyx ∈∀ ,,  için   

i. [ ] [ ] [ ]zyzxzyx ,,, +=+  

ii. [ ] [ ] [ ]zyxzxyyzx ,,, +=  

iii. [ ] [ ] [ ]yzxzyxzxy ,,, +=  eşitlikleri sağlanır. Ayrıca, 

iv. [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ] 0,,,,,, =++ yxzxzyzyx  

eşitliğine Jacobi özdeşliği denir. 

Tanım 1.20: R  bir halka  ve  A,  R halkasının toplamsal alt grubu olsun.               

Aba ∈∀ ,  için Abaab ∈−  ( Abaabba ∈+=ο ) oluyorsa A ya R nin Lie              

( Jordan) alt halkası denir. 
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Tanım 1.21: A, R halkasının bir Lie (Jordan) alt halkası ve AU ⊂   

toplamsal alt grubu olsun. Uu ∈∀  ve  Aa ∈∀  için Uauua ∈−  ( Uauua ∈+ ) 

oluyorsa, U ya A nın Lie ( Jordan) ideali denir. 

Tanım 1.22: R bir halka ve RR →:,τσ  iki fonksiyon olsun. Ryx ∈,  için 

[ ] ( ) ( )xyyxyx τστσ −=,,   ifadesine ( )τσ , - komütatör denir.  

Özellikler: Rzyx ∈∀ ,,  için aşağıdaki bağıntılar sağlanır. 

i. [ ] [ ] ( )[ ]yzxzyxzxy ττστσ ,,, ,, +=  

ii. [ ] ( )[ ] [ ] yzxzyxzxy τστσ σ ,, ,,, +=  

iii. [ ] ( )[ ] [ ] ( )zyxzxyyzx στ τστστσ ,,, ,,, +=  

iv. [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
τστστστστσ ,,,,, ,,,,,, yzxzyxzyx +=  (  Jacobi özdeşliği ) 

Tanım 1.23: R bir halka, U, R halkasının toplamsal alt  grubu ve               

RR →:,τσ  iki fonksiyon  olsun. 

i. [ ] URU ⊂τσ ,,  oluyorsa  U  ya R halkasının bir  ( )τσ , - sağ  Lie  ideali   

ii. [ ] UUR ⊂τσ ,, oluyorsa  U  ya R halkasının bir  ( )τσ , - sol  Lie  ideali 

iii. U,  R  halkasının  hem  ( )τσ , - sol  ve hem de  ( )τσ , - sağ  Lie  ideali  ise 

U ya R nin ( )τσ , - Lie  ideali  denir. 

Tanım 1.24: ( ) ( ){ }RxcxxcRcC ∈∀=∈= ,, τστσ  kümesine R halkasının 

( )τσ , - merkezi denir. 

Tanım 1.25: R bir halka, RRd →:  toplamsal bir dönüşüm olsun. Her      

Ryx ∈,  için  

( ) ( ) ( )yxdyxdxyd +=  

koşulunu  sağlıyor ise  d ye R halkasında  bir türevdir, denir. 

 Tanım 1.26: R ve S iki halka ve SR →:θ  toplamsal dönüşüm olsun. Her 

Rba ∈,  için 

( ) ( ) ( )baab θθθ =  
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koşulunu sağlıyorsa θ  ya bir homomorfizm, denir. 

Tanım 1.27: R ve S iki halka ve SR →:θ  toplamsal dönüşüm olsun. Her 

Rba ∈,  için 

( ) ( ) ( )abab θθθ =  

koşulunu sağlıyorsa θ  ya bir anti-homomorfizm, denir.  

Tanım 1.28: R bir halka ve RRd →:  toplamsal bir dönüşüm olsun. Her 

Ryx ∈,  için;  

(1) RRg →:  bir fonksiyon olmak üzere  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yxdygxdydxgyxdxyd +=+=  ve  dggd =  

ise d ye g ile belirlenen bir yarı-türev denir.  

(2) RR →≠ :0 α  bir endomorfizma olmak üzere  

( ) ( ) ( )yxdyxdxyd += )(α    

ise d ye bir α- türev denir.  

(3) RR →:,τσ  R iki fonksiyon olmak üzere 

 ( ) ( ) ( )ydxyxdxyd )()( τσ +=  

ise d ye bir ( )τσ , - türev denir.  

Tanım 1.29: R bir halka, RRf →:  toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer                

her Ryx ∈,  için  

( ) ( ) ( )yxdyxfxyf +=  

koşulunu sağlayan bir RRd →:  türevi varsa f e R halkasında d ile belirlenmiş 

genelleştirilmiş türev, denir. 

Önerme 1.30 (Brauer trick): Bir G toplamsal grubu iki öz alt grubunun 

bileşimi olarak yazılamaz. 

İspat: A ve B, G nin iki öz alt grubu olmak üzere BAG ∪=  olsun. Kabul 

edelim ki AG ≠  olsun. Bu durumda BG =  olduğunu görmeliyiz. AG ≠  

olduğundan Gx ∈  ve Ax ∉  olacak biçimde en az bir x elemanı vardır. Öte 

yandan BAG ∪=  olduğundan Bx ∈  dir. İddiamız BG ⊂  dir. Eğer BG ⊄  
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olsaydı bu durumda Gy ∈  ve By ∉  olacak biçimde en az bir  y elemanı var 

olurdu. BAG ∪=  olduğundan Ay ∈  olur.  

Byx ∈+  dir. Gerçekten; Byx ∉+  olsaydı BAG ∪=  olduğundan 

Ayx ∈+  olurdu. Ay ∈  ve  A toplamsal alt grup olduğundan Ax ∈  olurdu ki bu 

Ax ∉  alınışıyla çelişir. O halde Byx ∈+  dir. Bx ∈  ve B toplamsal olduğundan 

By ∈  olur ki bu da By ∉  oluşuyla çelişir. O halde BG ⊄  olamaz. Yani BG ⊂  

dir. Böylece BG =  olur.  

Tanım 1.31: R bir asal halka olsun. U,  R nin sıfırdan farklı bir ideali ve 

RUf →:  bir sağ R- modül homomorfizması olmak üzere; M ile bütün ),( fU  

şeklindeki ikililerin kümesini gösterelim. M üzerinde 

“ (U,f) ∼ (V,g) ⇔ R nin  sıfırdan farklı bir VUW ∩⊆  ideali üzerinde             

gf = ” denklik bağıntısını tanımlayalım. Bu bağıntı ile belirlenen denklik 

sınıflarının kümesi Q olsun. Q kümesi 

),(),( f)(U,     ,     ),(),(),( fgVUgVgfVUgVfU =+∩=+  

ikili işlemleri ile R yi kapsayan bir asal halkadır. 

(1) Q nun merkezi C ile gösterilir ve C ye R nin genişletilmiş merkezi 

(extended centroid) denir. C bir cisimdir. 

(2) RCS =  ye R nin Q daki merkezi kapanışı (central closure) denir. S , R 

yi kapsayan bir asal halkadır. 
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II. BÖLÜM 

 

Bu bölümde konuyla ilgili bazı makaleler ispatsız olarak verilecektir. 

 

2.1. Türevli Halkalar 

 

Posner, E. C, 1957 

Tanım 2.1.1: R bir halka olsun. Her Ra ∈  için 0=xay  iken 0=x  veya 

0=y  oluyorsa R halkasına asal halka, denir. 

Lemma 2.1.2: R bir asal halka, RRd →:  bir türevi ve Ra ∈  olsun. Eğer 

her Rx ∈  için ( ) 0=xad  ( veya ( ) 0=axd ) oluyorsa bu durumda 0=a  veya 

0=d  dır.  

Lemma 2.1.3: R bir asal halka olsun. Eğer Rrqp ∈,,  elemanları her Ra ∈  

için 0=paqar  olacak biçimde ise bu durumda rqp ,,  elemanlarından en az biri 

sıfırdır. 

Teorem 2.1.4: R karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka, 21 , dd  R 

halkasının iki türevi olsun. Eğer 21dd  bir türev ise bu durumda 01 =d  veya 

02 =d  dır. 

Lemma 2.1.5: R bir asal halka, RRd →:   bir türev olsun. Eğer her Ra ∈  

için ( ) ( ) 0=− aadaad  oluyorsa bu durumda 0=d  veya R halkası komütatiftir. 

Lemma 2.1.6: A bir Lie halka , I, A Lie halkasının bir ideali olsun. Eğer 

Ad ∈  ve her Ix ∈  için 0. =xdx  oluyorsa bu durumda her Ra ∈  ve her Ix ∈  

için ( ) 0. =xxda  olur. ( Her Ix ∈  için 0. =xdx  koşulunu sağlayan Rd ∈  

elemanlarının kümesi A nın bir idealidir.) 

Teorem 2.1.7: R bir asal halka, RRd →:   bir türev olsun. Eğer her Ra ∈  

için ( ) ( ) Zaadaad ∈−  oluyorsa bu durumda 0=d  veya R halkası komütatiftir. 
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Herstein, I.N., 1978 

Teorem 2.1.8: R bir halka,  RRd →:  bir türev ve 03 ≠d  olsun. O zaman 

her Rr ∈  için )(rd  elemanları tarafından üretilen A alt halkası R halkasının 

sıfırdan farklı bir idealini kapsar.  

Teorem 2.1.9: R bir asal halka, RRd →:  sıfırdan farklı bir türev olsun. 

Her Ryx ∈,  için ( ) ( ) ( ) ( )xdydydxd =  ise bu durumda, 

i. Eğer R karakteristiği ikiden farklı halka ise bu durumda R halkası 

komütatif tamlık bölgesidir. 

ii.    Eğer R karakteristiği iki olan halka ise bu durumda R halkası komütatif 

veya R halkası merkezi üzerinde  4-boyutlu basit cebirdir. 

 

Herstein, I.N., 1979 

Teorem 2.1.10: R bir asal halka, RRd →:  sıfırdan farklı bir türev olsun. 

Ra ∈  ve her Rx ∈  için ( ) ( )axdxad =  olacak biçimde ise bu durumda, 

i. Eğer R karakteristiği ikiden farklı halka ise bu durumda Za ∈  dir.       

  ( Z, R halkasının merkezidir.) 

ii. Eğer R karakteristiği iki olan halka ise bu durumda Za ∈2  dir. Üstelik, 

Za ∉  ise C∈λ  (R halkasının genişletilmiş merkezi) olmak üzere her 

Rx ∈  için ( ) )()( axxaxd λλ −=  dır. 

 

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1981 

Teorem 2.1.11: R karakteristiği ikiden farklı asal halka, RRd →≠ :0  bir 

türev ve Ra ∈  olsun. Eğer ( )[ ] ZRda ⊆,  ise bu durumda Za ∈  dir. 

Teorem 2.1.12: R karakteristiği ikiden farklı asal halka, RRd →≠ :0  bir 

türev olsun. Eğer ( ) ( )[ ] ZRdRd ⊂,  ise bu durumda R halkası komütatiftir. 

Teorem 2.1.13: R karakteristiği ikiden farklı asal halka, RRd →≠ :0  bir 

türev  olsun. Eğer ( ) ZRd ⊆2  ise bu durumda R halkası komütatiftir. 
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Teorem 2.1.14: R karakteristiği ikiden farklı asal halka, d1 ve d2, R  

halkasının sıfırdan farklı iki türevi  olsun. Eğer ( ) ZRdd ⊆21  ise bu durumda R 

halkası komütatiftir. 

Teorem 2.1.15: R karakteristiği ikiden farklı asal halka ve RRd →≠ :0  

bir türev olsun. Eğer her Rx ∈  için ( )[ ] Zxdx ∈,  ise bu durumda R halkası 

komütatiftir. 

 

Bresar, M., 1989 

Tanım 2.1.16: A cebir olsun. Ayx ∈,  için  

yxxy ≤  

özelliği sağlanıyorsa A ya normlu cebir, denir. 

Tanım 2.1.17: A kompleks normlu cebir olsun.  

bacM ba ≥, , Aba ∈∀ ,  

 olacak biçimde c > 0 sabiti varsa A ya ultra asal denir. 

Tanım 2.1.18: A kompleks normlu cebir olsun.  
2

, acM aa ≥ , Aa ∈∀  

 olacak biçimde c > 0 sabiti varsa A ya ultra yarı-asal denir. 

Tanım 2.1.19: A bir halka, AA →:δ  toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer                

her Ayx ∈,  için  

( ) ( ) ( )yxhyxxy += δδ  

koşulunu sağlayan bir AAh →:  türevi varsa δ  ya A halkasında h ile belirlenmiş 

genelleştirilmiş türev, denir. 

A herhangi halka , d1, d2 A da türevler, ∆(A), A nın genelleştirilmiş 

türevlerinin kümesi, D(A), A daki bütün türevlerin kümesi olsun.  A normlu cebir 

iken  ∆b(A)={ ∈δ  ∆(A) AA →:δ  sınırlı lineer operatör }, Db(A), bütün sınırlı 

türevlerin kümesidir. ( )( ) { ( ) }AddAdddist bb ∆∈−=∆ δδ ,inf, 2121  olarak 

alınacaktır. 
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Teorem 2.1.20: A ultra asal normlu cebir, ( )ADdd b∈21 ,  ve Aba ∈,  için 

AAM ba →:, , axbx →  şeklinde tanımlı dönüşüm olsun. Eğer her Aba ∈,  için 

bacM ba ≥, , olacak biçimde c > 0 varsa bu durumda  

( )( ) 21

2

21 6
, ddcAdddist b ≥∆  dir. 

Teorem 2.1.21: A ultra yarı-asal normlu cebir ve ( )ADd b∈  olsun. Eğer 

Aa ∈  için 2
, acM aa ≥  olacak biçimde c > 0 varsa bu durumda  

( )( ) 22

2
, dcAddist b ≥∆  dir. 

Teorem 2.1.22:  A, Neumann cebiri olsun. Eğer ( )ADdd ∈21 ,  ise 

 ( )( ) 2121 2
1,, ddAdddist ≤∆  dir. Her ( )ADd ∈  için ( )( ) 22

2
1, dAddist b ≤∆  dir. 

 

Hvala, B., 1998 

Bu makalede R karakteristiği ikiden farklı asal halka, ( )RQr  ve ( )RQs  

sırasıyla sağ ve simetrik Martindale kesirler halkası (quotient halkası), C 

genişletilmiş merkezi, RCRC =  merkezi kapanışı olarak alınacaktır. 

Önerme 2.1.23: ARf j →:  ve Ci RRh →:  herhangi dönüşümler ve 

Rca ij ∈,  olmak üzere 

( ) ( ) 0
11

=+∑∑
==

k

i
ii

n

j
jj xzhcxazf , Rzx ∈∀ ,  

olsun. Eğer { }naaa ,..,, 21  ve { }kccc ,..,, 21  kümeleri C-bağımsız ise 

( ) ∑
=

−=
k

i
ijij zqczf

1
, ( ) ,

1
∑

=

=
n

j
jiji xaqxh Rzx ∈∀ , , ki ,...,2,1= , nj ,...,2,1=  

olacak biçimde ( )Crij RQq ∈ , ki ,...,2,1= , nj ,...,2,1=  vardır. 

Lemma 2.1.24: CRRf →:  toplamsal dönüşüm ve her Ryx ∈,  için 

( ) ( )yxfxyf =  olsun. Bu durumda her Rx ∈  için ( ) qxxf =  olacak biçimde 

( )Cr RQq ∈  vardır. 
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Lemma 2.1.25: R komütatif olmayan halka ve CRF →:  genelleştirilmiş 

türev olsun. Bu durumda 0=F  dır. 

Lemma 2.1.26: Aba ∈,  ve ARf →: , ( ) axbxf =  şeklinde bir dönüşüm 

olsun. Eğer f genelleştirilmiş türev ise bu durumda Ca ∈  veya Cb ∈  dır. 

 

Argaç, N., Albaş, E., 2004 

Bu makale boyunca R asal halka, ( )RQr  sağ Martindale kesirler halkası 

(quotient halkası), C genişletilmiş merkez, RCRC =  merkezi kapanış, Z, R 

halkasının merkezi ve  α türev olmak üzere ( )α,d  R de genelleştirilmiş türev 

olarak alınacaktır. 

Teorem 2.1.27: R komütatif olmayan halka olsun. Eğer her Ryx ∈,  için 

[ ]( ) 0, =yxd  ise bu durumda her Rx ∈  için ( ) qxxd =  olacak biçimde 

( )Cr RQq ∈  vardır. 

Teorem 2.1.28: R komütatif olmayan halka olsun. Eğer her Ryx ∈,  için 

[ ]( ) [ ]yxyxd ,, ±=  ise bu durumda her Rx ∈  için ( ) qxxd =  olacak biçimde 

( )Cr RQq ∈  vardır. 

Sonuç 2.1.29: R komütatif olmayan halka olsun. Eğer her Ryx ∈,  için 

( ) xyxyd ±=  ise bu durumda her Rx ∈  için ( ) qxxd =  olacak biçimde 

( )Cr RQq ∈  vardır. 

Teorem 2.1.30: Eğer ( )α,d  genelleştirilmiş türev ve d, R de 

homomorfizma veya anti-homomorfizma ise bu durumda her Rx ∈  için 

( ) qxxd =  olacak biçimde ( )Cr RQq ∈  vardır. 

Teorem 2.1.31: ( )α,d , ( )β,g  iki genelleştirilmiş türev ve Ra ∈  olsun. Bu 

durumda ( ) ( )axgxad = , Rx ∈∀  ise  aşağıdakilerden herhangi biri sağlanır: 

i. Ca ∈  dir. 

ii. Her Rx ∈  için ( ) [ ]pxx ,=α , ( ) [ ]xqx ,=β , Cqa ∈ , ap λ= , C∈λ  

olacak biçimde ( )Cr RQqp ∈,  vardır. 
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Sonuç 2.1.32: Ra ∈  olsun. Eğer  her Rx ∈  için ( )[ ] 0, =xda  ise bu 

durumda Ca ∈  veya ( ) [ ]pxx ,=α , Cqa ∈ , ap λ= , C∈λ  olacak biçimde 

( )Cr RQp ∈  vardır. 

Lemma 2.1.33: R karakteristiği ikiden farklı komütatif olmayan halka ve 

),( αd  sıfırdan farklı genelleştirilmiş türev olsun. Eğer her Rx ∈  için 

( )[ ] 0, =xdx  ise bu durumda her Rx ∈  için ( ) xxd λ=  olacak biçimde C∈λ  

vardır. 

Teorem 2.1.34: R komütatif olmayan halka ve ( )α,d  sıfırdan farklı 

genelleştirilmiş türev  olsun. Eğer her Rx ∈  için ( )[ ] Zxdx ∈,  ise bu durumda her 

Rx ∈  için ( ) qxxd =  olacak biçimde ( )Cr RQq ∈  vardır. 

Teorem 2.1.35: R karakteristiği ikiden farklı komütatif olmayan halka ve 

( )α,d  sıfırdan farklı genelleştirilmiş türev olsun. Eğer her Rx ∈  için 

( ) ( ) Zxxdxxd ∈+   ise bu durumda her Rx ∈  için ( )[ ] 0, =xdx  dir. 

Sonuç 2.1.36: R karakteristiği ikiden farklı komütatif olmayan halka ve 

( )α,d  sıfırdan farklı genelleştirilmiş türev olsun. Eğer her Rx ∈  için 

( ) ( ) Zxxdxxd ∈+  ise bu durumda her Rx ∈  için ( ) xxd λ=  olacak biçimde 

C∈λ  vardır. 

Teorem 2.1.37: R komütatif olmayan halka, ( )α,d  genelleştirilmiş türev, 

( ) 0≠Zα  ve Ra ∈  olsun. Eğer her Rx ∈  için ( )[ ] Zxda ∈,   ise bu durumda 

Za ∈  dir. 

Sonuç 2.1.38: R komütatif olmayan halka, ( )α,d  genelleştirilmiş türev ve 

( ) 0≠Zα  olsun. Eğer ( ) ( )[ ] ZRdRd ⊆,  ise bu durumda 0=d  dır. 

Teorem 2.1.39: R karakteristiği ikiden farklı komütatif olmayan halka ve 

( )α,d  sıfırdan farklı genelleştirilmiş türev olsun. Eğer ( ) ZRd ⊆2  ise aşağıdaki 

durumlardan biri sağlanır: 

i. Her Rx ∈  için ( ) xaxd =  ve 02 =a  olacak biçimde ( )Cr RQa ∈  vardır. 

ii. Her Rx ∈  için ( ) axxd =  ve 02 =a  olacak biçimde ( )Cr RQa ∈  vardır. 
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iii. ( ) ( )xxxd αλ +=  olacak biçimde C∈λ  vardır. 

 

Argaç, N., 2006 

Teorem 2.1.40: R yarı-asal halka, d ve g, R de en az biri sıfırdan farklı 

türevler olsun. Eğer her Rx ∈  için ( ) ( )xxgxxd =  ise bu durumda R sıfırdan 

farklı bir merkezi ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.41: R asal, d ve g, R de en az biri sıfırdan farklı türevler olsun. 

Eğer her Rx ∈  için ( ) ( )xxgxxd =  ise bu durumda R komütatiftir. 

Sonuç 2.1.42: R asal halka ve d, R de türev olsun. Eğer her Rx ∈  için 

( )[ ] 0, =xdx  ise bu durumda R komütatiftir. 

Teorem 2.1.43: R yarı-asal halka, I, R nin sıfırdan farklı ideali ve d, R de 

bir türev olsun. Eğer d aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda d, I 

üzerinde komütingdir. 

 Ayrıca, ( ) )0(≠Id  ise R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar.  

i. Her Iyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxd ,, = . 

ii. Her Iyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxd ,, −= . 

iii. Her Iyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxd ,, =  veya [ ]( ) [ ]yxyxd ,, −=  dir. 

Sonuç 2.1.44: R asal halka, d, R de bir türev ve I, R nin sıfırdan farklı ideali 

olsun. Eğer aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda d, I üzerinde 

komütingdir. 

veya R komütatiftir. 

i. Her Iyx ∈,  için ( ) xyxyd = . 

ii. Her Iyx ∈,  için ( ) yxxyd = . 

iii. Her Iyx ∈,  için ( ) xyxyd =  veya ( ) yxxyd =  dir. 

Teorem 2.1.45: R yarı-asal halka, d, R de bir türev ve I, R nin sıfırdan farklı 

ideali olsun. Eğer aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda d, I üzerinde 

komütingdir. 

Üstelik, eğer ( ) )0(≠Id  ise bu durumda R sıfırdan farklı merkezi bir ideal 

kapsar.  
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i. Her Iyx ∈,  için ( ) xoyxoyd = . 

ii. Her Iyx ∈,  için ( ) xoyxoyd −= . 

iii. Her Iyx ∈,  için ( ) xoyxoyd =  veya ( ) )(xoyxoyd −=  dir. 

Sonuç 2.1.46: R asal halka, d, R de bir türev ve I, R nin sıfırdan farklı ideali 

olsun. Eğer aşağıdakilerden biri sağlanırsa bu durumda R komütatiftir. 

i. Her Ix ∈  için ( ) 22 xxd = . 

ii. Her Ix ∈  için ( ) 22 xxd −= . 

Teorem 2.1.47: R, 2- torsion free yarı-asal halka, d, R de bir türev ve I, R 

nin sıfırdan farklı ideali olsun. Aşağıdaki durumlardan biri varsa bu durumda d, I 

üzerinde komütingdir. 

 Üstelik, eğer ( ) )0(≠Id  ise R sıfırdan farklı merkezi ideal kapsar. 

i. Her Iyx ∈,  için ( ) ( )[ ] [ ]( )yxdydxd ,, = . 

ii. Her Iyx ∈,  için ( ) ( )[ ] [ ]( )xydydxd ,, = . 

iii. Her Iyx ∈,  için ( ) ( )[ ] [ ]( )yxdydxd ,, =  veya ( ) ( )[ ] [ ]( )xydydxd ,, = . 

Sonuç 2.1.48: R karakteristiği ikiden farklı asal halka, d sıfırdan farklı R de 

bir türev ve I, R nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer aşağıdaki durumlardan 

biri sağlanırsa bu durumda R komütatiftir. 

i. Her Iyx ∈,  için ( ) ( )[ ] [ ]( )yxdydxd ,, = . 

ii. Her Iyx ∈,  için ( ) ( )[ ] [ ]( )xydydxd ,, = . 

iii. Her Iyx ∈,  için ( ) ( )[ ] [ ]( )yxdydxd ,, =  veya ( ) ( )[ ] [ ]( )xydydxd ,, =  dir. 

Teorem 2.1.49: R asal halka, d, R de bir türev ve I, R nin sıfırdan farklı bir 

ideali olsun. Eğer her Iyx ∈,  için [ ]( ) Zyxd ∈,  ise bu durumda ( ) ZId ⊂2  veya 

R komütatiftir. Üstelik, R karakteristiği ikiden farklı asal halka ve d sıfırdan farklı 

türev ise R komütatiftir. 

Sonuç 2.1.50: R asal halka, I, R nin sıfırdan farklı ideali ve d, R de bir türev 

olsun. Eğer her Iyx ∈,  için ( ) Zxyd ∈  ise bu durumda ( ) ZId ⊂2  veya R 

komütatiftir. Üstelik, R karakteristiği ikiden farklı asal halka ve d sıfırdan farklı 

türev ise R komütatiftir. 
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Gölbaşı, Ö.,  ( On commutativity of semiprime rings with generalized 

derivations) 

Teorem 2.1.51: R yarı-asal halka, ( )df , , ( )hg, ,  R de iki genelleştirilmiş 

türev olsun. Eğer her Ryx ∈,  için ( ) ( )yxgyxf =  ise bu durumda R sıfırdan 

farklı merkezi bir ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.52: R asal halka, ( )df , , ( )hg, , R de iki genelleştirilmiş türev 

olsun. Eğer her Ryx ∈,  için ( ) ( )yxgyxf =   ise bu durumda R komütatiftir. 

Teorem 2.1.53: R yarı-asal halka, ( )df , , ( )hg, , R de iki genelleştirilmiş 

türev olsun. Eğer her Rx ∈  için ( ) ( )xxgxxf =   ise bu durumda R sıfırdan farklı 

merkezi bir ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.54: R asal halka, ( )df , , ( )hg,  R de iki genelleştirilmiş türev 

olsun. Eğer her Rx ∈  için ( ) ( )xxgxxf =   ise bu durumda R komütatiftir. 

Teorem 2.1.55: R yarı-asal halka, ( )df , , R de  genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa bu durumda R sıfırdan farklı 

merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Ryx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxf ,, = . 

ii. Her Ryx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxf ,, −= . 

iii. Her Ryx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxf ,, =  veya [ ]( ) [ ]yxyxf ,, −=  dir. 

Sonuç 2.1.56: R yarı-asal halka, ( )df , , R de  genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa bu durumda  R sıfırdan farklı 

merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Ryx ∈,  için ( ) xyxyf = . 

ii. Her Ryx ∈,  için ( ) yxxyf = . 

iii. Her Ryx ∈,  için ( ) xyxyf =  veya ( ) yxxyf =  dir. 

Sonuç 2.1.57: R asal halka, ( )df , , R de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer 

( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa bu durumda R komütatiftir. 

i. Her Ryx ∈,  için ( ) xyxyf = . 

ii. Her Ryx ∈,  için ( ) yxxyf = . 
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iii. Her Ryx ∈,  için ( ) xyxyf =  veya ( ) yxxyf =  dir. 

Teorem 2.1.58: R yarı-asal halka, ( )df , , R de  genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa bu durumda  R sıfırdan farklı 

merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Ryx ∈,  için ( ) xoyxoyf = . 

ii. Her Ryx ∈,  için ( ) xoyxoyf −= . 

iii. Her Ryx ∈,  için ( ) xoyxoyf =  veya ( ) xoyxoyf −=  dir. 

Sonuç 2.1.59: R yarı-asal halka, ( )df , , R de  genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa R komütatiftir veya R sıfırdan 

farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Rx ∈  için ( ) 22 xxf = . 

ii. Her Rx ∈  için  ( ) 22 xxf −= . 

Teorem 2.1.60: R yarı-asal halka, U, R nin sıfırdan farklı ideali, ( )df , , 

( )hg, , R de iki genelleştirilmiş türev ve ( ) ( )0≠Uh  olsun. Eğer her Uyx ∈,  için 

( ) ( )yxgyxf =  ise bu durumda R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.61: R asal halka, U, R nin sıfırdan farklı ideali, ( )df , , ( )hg, , R 

de iki genelleştirilmiş türev ve ( ) ( )0≠Uh  olsun. Eğer her Uyx ∈,  için 

( ) ( )yxgyxf =  ise bu durumda R komütatiftir. 

Teorem 2.1.62: R yarı-asal halka, U, R nin sıfırdan farklı ideali, ( )df , , 

( )hg, , R de iki genelleştirilmiş türev ve ( ) ( )0≠Uh  olsun. Eğer her Uyx ∈,  için 

( ) ( )xxgxxf =  ise bu durumda R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.63: R asal halka, U, R nin sıfırdan farklı ideali, ( )df , , ( )hg, , R 

de iki genelleştirilmiş türev ve ( ) ( )0≠Uh  olsun. Eğer her Uyx ∈,  için 

( ) ( )xxgxxf =  ise bu durumda R komütatiftir. 

Teorem 2.1.64: R yarı-asal halka, U, R nin sıfırdan farklı ideali, ( )df ,  R 

de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa 

bu durumda R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 
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i. Her Uyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxf ,, = . 

ii. Her Uyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxf ,, −= . 

iii. Her Uyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxf ,, =  veya [ ]( ) [ ]yxyxf ,, −=  dir. 

Sonuç 2.1.65: R yarı-asal halka, U, R nin sıfırdan farklı ideali,  ( )df , , R de  

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa bu 

durumda  R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Uyx ∈,  için ( ) xyxyf = . 

ii. Her Uyx ∈,  için ( ) yxxyf = . 

iii. Uyx ∈,  için ( ) xyxyf =  veya ( ) yxxyf =  dir. 

Sonuç 2.1.66: R asal halka, U sıfırdan farklı R nin ideali, ( )df ,  R de  

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa bu 

durumda R komütatiftir. 

i. Her Uyx ∈,  için ( ) xyxyf = . 

ii. Her Uyx ∈,  için ( ) yxxyf = . 

iii. Uyx ∈,  için ( ) xyxyf =  veya ( ) yxxyf =  dir. 

Teorem 2.1.67: R yarı-asal halka, U sıfırdan farklı R nin ideali ve ( )df ,  R 

de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa 

bu durumda  R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Uyx ∈,  için ( ) xoyxoyf = . 

ii. Her Uyx ∈,  için ( ) xoyxoyf −= . 

iii. Uyx ∈,  için ( ) xoyxoyf =  veya ( ) xoyxoyf −=  dir. 

Sonuç 2.1.68: R yarı-asal halka, U sıfırdan farklı R nin ideali ve ( )df ,  R 

de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer ( )df ,  aşağıdaki özelliklerden birini sağlarsa 

R komütatiftir veya R sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her Ux ∈  için ( ) 22 xxf = . 

ii. Her Ux ∈  için  ( ) 22 xxf −= . 
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2.2. Türev ve Lie İdealler 

 

Herstein, I.N., 1970 

Lemma 2.2.1: R, 2- torsion free bir yarı-asal halka ve T, R halkasının bir 

Lie ideali olsun. Eğer [ ] ZTT ⊂,  ise bu durumda ZT ⊆  olur. 

Lemma 2.2.2: R, 2- torsion free bir yarı-asal halka ve U, R halkasının bir 

Lie ideali olsun. Rt ∈  elemanı [ ]UU ,  nun her elemanı ile yer değiştirirse bu 

durumda t, U Lie idealinin her elemanı ile yer değiştirir. 

Lemma 2.2.3: R, 2- torsion free bir yarı-asal halka ve U, R halkasının bir 

Lie ideali olsun. Buna göre Rt ∈  elemanı her Uu ∈  için, uttu −  elemanlarıyla 

yer değiştirirse, t, U Lie idealinin tüm elemanlarıyla yer değiştirir.  

 

Bergen, J., Herstein, I.N. ve Kerr, J.W., 1981 

Bu makale boyunca R, karakteristiği ikiden farklı olan asal halka, U, R 

halkasının bir Lie ideali ve Z, R halkasının merkezi olarak alınacaktır. 

Lemma 2.2.4: Eğer U, Z tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie 

ideali ise bu durumda R halkasının [ ] URM ⊂,  fakat [ ] ZRM ⊄,  olacak biçimde 

bir M ideali vardır. 

Lemma 2.2.5: Eğer U, Z tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie 

ideali ise bu durumda ( ) ZUCR =  dir. 

Lemma 2.2.6: [ ]( ) ( )UCUUC RR =,  dur. 

Lemma 2.2.7: U, Z tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie ideali ve 

Rba ∈,  olsun. Eğer 0=aUb  ise bu durumda 0=a  veya 0=b  dır. 

Lemma 2.2.8: U, R halkasının bir Lie ideali ve d, R halkasının sıfırdan 

farklı bir türevi olsun. Eğer ( ) 0=Ud  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Lemma 2.2.9: U, R nin bir Lie ideali, d, R halkasının sıfırdan farklı bir 

türevi olsun. Eğer ( ) ZUd ⊂  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 
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Lemma 2.2.10: U, Z tarafından kapsanmayan R nin bir Lie ideali, d, R 

halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer Rt ∈  için ( ) 0=Utd  ( veya 

( ) 0=tUd  ) ise bu durumda 0=t  dır. 

Teorem 2.2.11: U, karakteristiği ikiden farklı olan R asal  halkasının  bir 

Lie ideali ve d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer ( ) 02 =Ud  ise bu 

durumda ZU ⊂  dir. 

Sonuç 2.2.12: R, 2- torsion free olan bir yarı-asal halka ve U, R nin bir Lie 

ideali olsun. Eğer Ra ∈  için [ ][ ] 0,, =Uaa  ise bu durumda [ ] 0, =Ua  dır. 

Teorem 2.2.13: U, Z tarafından kapsanmayan R asal  halkasının bir Lie 

ideali ve d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Bu durumda 

( ) ZUdCR =)(  dir. 

Çalışmanın bundan sonraki kısmında RRd →:  sıfırdan farklı türev, U, Z 

tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie ideali, ( )Ud , ( )Ud  tarafından 

üretilen alt halka, [ ]UUV ,=  ve [ ]VVW ,=  olarak alınacaktır. 

Lemma 2.2.14: Eğer 03 ≠d  ve ( )Vd , R halkasının sıfırdan farklı sol λ  ve 

sıfırdan farklı sağ δ  idealini kapsarsa bu durumda ( )Ud , R halkasının sıfırdan 

farklı bir idealini kapsar.  

Lemma 2.2.15: I, R halkasının sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer ( )Ud , R 

halkasının sıfırdan farklı sağ ve sıfırdan farklı sol idealini kapsamıyor ise bu 

durumda, [ ] ( )UdIc ⊂,  olduğunda Zc ∈  dir. 

Lemma 2.2.16: Eğer ( ) 022 =Ud  ise bu durumda ( ) 03 =Wd  dır. 

Lemma 2.2.17: Eğer ( ) 03 =Ud  ise bu durumda 03 =d  dır. 

Teorem 2.2.18: R karakteristiği ikiden farklı olan asal  halka, RRd →:  

sıfırdan farklı türev ve 03 ≠d , U, Z tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie 

ideali olsun. Bu durumda ( )Ud , R nin sıfırdan farklı bir idealini kapsar. 

Teorem 2.2.19: R karakteristiği ikiden farklı olan asal  halka, U, Z 

tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie ideali ve δ , d, R halkasının iki 

türevi olsun. Eğer ( ) 0=Udδ  ise bu durumda 0=δ  veya 0=d  dır. 
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Awtar, R., 1973 

Lemma 2.2.20: R, karakterisitiği ikiden farklı olan bir asal halka, 

RRd →:  sıfırdan farklı türev ve U, R halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer her 

Uu ∈  için ( )[ ] Zudu ∈,  ve Uu ∈2  ise bu durumda her Uu ∈  için ( )[ ] 0, =udu  

dır. 

Lemma 2.2.21: R asal halka, U, R halkasının Lie ideali ve RRd →:  

sıfırdan farklı türev  olsun. Eğer her Uu ∈  için ( )[ ] Zudu ∈,  ise bu durumda her 

Uu ∈  ve Rr ∈  için [ ][ ] Zuurd ∈,),(  olur. Üstelik, her Uu ∈  için ( )[ ] 0, =udu  

ise bu durumda her Rr ∈  için [ ][ ] 0,),( =uurd  olur. 

Lemma 2.2.22: R, karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka, RRd →:  

sıfırdan farklı türev ve U, R halkasının bir Jordan ideali olsun. Eğer her Uu ∈  

için ( ) ( ) 0== uuduud  ise bu durumda ( )0=U  dır. 

Teorem 2.2.23: R karakteristiği iki ve üçden farklı olan asal halka, d, R 

halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve U, R nin Lie ideali olsun. Eğer her Uu ∈  

için ( )[ ] Zudu ∈,  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.24: R karakteristiği üç olan asal halka, d, R halkasının sıfırdan 

farklı bir türevi ve U, R nin Lie ideali olsun. Eğer her Uu ∈  için Uu ∈2  ve   

( )[ ] Zudu ∈,  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.25: R karakteristiği ikiden farklı olan asal halka, d, R 

halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve U, R nin Jordan ideali olsun. Eğer her 

Uu ∈  için ( )[ ] Zudu ∈,  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.26: R karakteristiği ikiden farklı olan asal halka, d, R 

halkasının sıfırdan farklı bir türevi, U, R halkasının bir alt halkası ve Lie (Jordan) 

ideali olsun. Eğer her Uu ∈  için ( )[ ] Zudu ∈,  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

 

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1983 

Bu makale boyunca R, karakteristiği ikiden farklı olan asal halka ve U, R 

halkasının bir Lie ideali olarak alınacaktır. 
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Lemma 2.2.27: d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi, ( ) 0≠Zd  ve Ra ∈  

olsun. Eğer ( )[ ] ZUda ⊆,  ise bu durumda Za ∈  veya ZU ⊆  dir. 

Teorem 2.2.28: d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer  

( ) ZUd ⊆2  ise bu durumda ZU ⊆  dir. 

Teorem 2.2.29: d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve Ra ∈  olsun. 

Eğer ( )[ ] ZUda ⊆,  ise bu durumda Za ∈  veya ZU ⊆  dir. 

Teorem 2.2.30: d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer 

( ) ( )[ ] ZUdUd ⊆,  ise  bu durumda ZU ⊆ dir. 

Teorem 2.2.31: δ , d, R halkasının sıfırdan farklı türevleri olsun. Eğer 

( ) ZUd ⊆δ  ise bu durumda ZU ⊆  dir. 

Teorem 2.2.32: d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer her 

Uu ∈  için ( )[ ] Zudu ∈,  ise bu durumda ZU ⊆  dir. 

Teorem 2.2.33: d, R halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve Ra ∈  olsun. 

Eğer ( ) ZUad ⊆  ise bu durumda 0=a  veya ZU ⊆  dir. 

 

Awtar, R., 1984 

Teorem 2.2.34: R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, d, R halkasının 

sıfırdan farklı bir türevi, U, R halkasının bir Lie ideali ve Ra ∈  için ( ) 0=ad  

olsun. Eğer ( ) ZUd ⊆2  ve ( )[ ] ZUda ⊂,  ise bu durumda Za ∈  veya ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.35: R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, R halkasının bir 

Lie ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer her Uu ∈  için [ ][ ]uaa ,, Z∈  ise bu durumda 

[ ] 0, =Ua  dır. Üstelik, ZU ⊄  ise bu durumda Za ∈  dir. 

Teorem 2.2.36: R, 2- torsion free yarı-asal halka, U, R halkasının bir Lie 

ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer her Uu ∈  için [ ][ ]uaa ,, Z∈  ise bu durumda 

[ ] 0, =Ua  dir.  

Teorem 2.2.37: R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, Z tarafından 

kapsanmayan R halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer Ra ∈  elemanı, her Uu ∈  

için ( )[ ]uda, Z∈ ise bu durumda 0=d  veya Za ∈  olur.  
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Teorem 2.2.38: R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, d, R halkasının 

sıfırdan farklı bir türevi ve U, R halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ( ) ZUd ⊂2  

ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.3.39: R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, Z tarafından 

kapsanmayan R halkasının bir Lie ideali ve  δ , d, R halkasının türevleri olsun. 

Eğer ( ) ZUd ⊆δ  ise bu durumda 0=δ  veya 0=d  dır. 

Teorem 2.2.40: R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, d, R halkasının 

sıfırdan farklı bir türevi ve U, Z tarafından kapsanmayan R halkasının bir Lie 

ideali olsun. Eğer her Uu ∈  için ( )[ ] Zudu ∈,  ise ZU ⊂  dir. 

 

Carini, L., 1985 

Bu makalede R, 2- torsion free yarı-asal halka, U, R halkasının bir Lie ideali 

ve  d, R halkasının ( ) 02 =Ud  ve ( ) UUd ⊂  olan bir türevi olarak alınacaktır. 

Lemma 2.2.41: [ ]( ) 0, =RUd  dır. 

Lemma 2.2.42: ( )[ ] 0, =RURd  dır. 

Teorem 2.2.43: R, 2- torsion free yarı-asal halka,  d, R halkasının bir türevi 

ve U, R halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ( ) 02 =Ud  ise bu durumda 

ZUd ⊂)(  dir. 

Sonuç 2.2.44: R, 2- torsion free yarı-asal halka,  d, R halkasının bir iç türevi 

ve I, R halkasının ideali olsun. Eğer  ( ) 02 =Id  ise bu durumda ( ) 0=Id  dır. 

Sonuç 2.2.45: R, 2- torsion free yarı-asal halka,  d, R halkasının bir iç türevi 

ve U, R halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ( ) 02 =Ud  ise bu durumda 0)( =Ud  

dır.  

 

Gölbaşı, Ö., Kaya, K., 2006 

Bu makalede  R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, d, sıfırdan farklı 

olmak üzere ( )df , ,  R de iki yanlı genelleştirilmiş türev, U, R halkasının sıfırdan 

farklı Lie ideali olarak alınacaktır. 

Lemma 2.2.46: Eğer ( ) 0=Uf  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 
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Lemma 2.2.47: Eğer ( ) ZUf ⊂  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Lemma 2.2.48: Ra ∈  için 

i. Eğer ( ) 0=Uaf  ise 0=a  veya ZU ⊂  dir. 

ii. Eğer ( ) 0=aUf  ise 0=a  veya ZU ⊂  dir. 

Lemma 2.2.49: Ra ∈  ve ( ) 0≠Zd  olsun. Eğer [ ] 0)(, =Ufa  ise bu 

durumda Za ∈  veya ZU ⊂  dir. 

Lemma 2.2.50: Eğer Ra ∈  için [ ] 0)(, =Ufa  ise bu durumda Za ∈  veya 

( ) 0=ad  veya ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.51: Eğer ( ) 02 =Uf  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.52: Her Uu ∈  için Uu ∈2  olsun. Eğer her Uvu ∈,  için 

)()()( vfufuvf =   ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.53: Her Uu ∈  için Uu ∈2  olsun. Eğer her Uvu ∈,  için 

)()()( ufvfuvf =  ise  bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.54: Her Uu ∈  için Uu ∈2  olsun. Eğer her Uvu ∈,  için 

)()( vufuvf =   ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

 

Gölbaşı, Ö., (Lie ideals and generalized derivations of prime rings) 

Bu makalede R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, d sıfırdan farklı 

olmak üzere ( )df , ,  R de iki yanlı genelleştirilmiş türev ve U, R halkasının 

sıfırdan farklı Lie ideali olarak alınacaktır. 

Lemma 2.2.55: Eğer Ra ∈  için [ ] ZUfa ⊆)(,  ise bu durumda Za ∈  veya 

( ) 0=ad  veya ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.56: Eğer UUd ⊂)(  ve  her Uu ∈  için ( )[ ] Zufu ∈,  ise bu 

durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.2.57: Eğer UUf ⊂)(  ve ( ) ZUf ⊆2  ise bu durumda ZU ⊂  

dir. 

Teorem 2.2.58: Eğer her  Uvu ∈,  için )()()( vfufuvf =  ise bu durumda 

ZU ⊂  dir. 
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Teorem 2.2.59: Ra ∈  için 

i. Eğer ( ) 0≠Zd  ve ( ) ZUaf ⊆  ise bu durumda 0=a  veya ZU ⊂  dir. 

ii. Eğer ( ) 0=Zd  ve ( ) ZUaf ⊆  ise bu durumda ( ) 0=ad  veya ZU ⊂  dir. 
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2.3. Türev ve ( )τσ , - Lie İdealler 

 

Kaya, K., 1991 

Bu makalede R karakteristiği ikiden farklı asal halka ve RR →:,τσ  iki 

otomorfizma olarak alınacaktır. 

Lemma 2.3.1: RRd →:1  bir ( τσ , )- türev, α , R nin bir halka 

otomorfizmi olmak üzere RRd →:2  bir ( ),αα - türev, 22 dd αα = , 11 dd αα =  ve 

U, R halkasının sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer UUd ⊂)(2  ve 0)(21 =Udd  

ise bu durumda 01 =d  veya 02 =d  dir. 

Sonuç 2.3.2: U, R halkasının sıfırdan farklı bir ideali ve Uba ∈,  olsun. 

Eğer her Ux ∈  için 0]],[,[ , =τσxba  ise bu durumda τσ ,Ca ∈  veya Zb ∈  dir. 

Lemma 2.3.3: RRd →:  sıfırdan farklı bir ),( τσ - türev ve U , R nin 

sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer Ua ∈  için τστσ ,,]),([ CaUd ⊂  ise bu 

durumda Za ∈  dir. 

Lemma 2.3.4: RRd →≠ :0  bir ),( τσ - türev ve U , R nin sıfırdan farklı 

bir ideali olsun. Eğer UUd ⊂)(  ve τστσ ,,)](),([ CUdUd ⊂  ise bu durumda R 

halkası komütatiftir. 

Teorem 2.3.5: RRd →≠ :0 1  bir ),( τσ - türev, RRd →≠ :0 2  bir türev, 

U , R nin sıfırdan farklı ideali ve UUd ⊂)(2  olsun. Eğer  τσ ,21 )( CUdd ⊂  ise bu 

durumda R komütatiftir. 

Teorem 2.3.6: U, R nin bir ),( τσ - sağ Lie ideali olsun. Eğer  

τστσ ,,],[ CUU ⊂  ise bu durumda ZU ⊂  veya  τσ ,CU ⊂  dir. 

Sonuç 2.3.7: M sıfırdan farklı R halkasının bir ideali olsun. Eğer  

τστσ ,,],[ CRM ⊂  ise bu durumda R komütatiftir. 

Sonuç 2.3.8: Eğer her Rzyx ∈,,  için 0],],[[ ,, =τστσ zyx  ise bu durumda R 

komütatiftir. 
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Teorem 2.3.9: U, karakteristiği ikiden farklı olan R asal halkasının hem 

sıfırdan farklı bir ),( τσ - sağ Lie ideali ve hem de alt halkası ise bu durumda 

ZU ⊂  veya τσ ,CU ⊂  veya U, R nin sıfırdan farklı bir idealini kapsar. 

 

Aydın, N. ve Kandamar , H. , 1994 

Bu makale boyunca R karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka ve 

RR →:,τσ  iki otomorfizma olarak alınacaktır. 

Lemma 2.3.10: U, R halkasının ),( τσ - sağ Lie ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer 

⊂τσ ,],[ aU τσ ,C  ise bu durumda Za ∈  veya τσ ,CU ⊂  dir. 

Lemma 2.3.11: Ra ∈  ve 0=aU ( veya 0=Ua ) olsun. 

(a) Eğer  U, ),( τσ - sol Lie ideal ise bu durumda 0=a  veya ZU ⊂  dir. 

(b) Eğer  U, ),( τσ - sağ Lie ideal ise bu durumda 0=a  veya τσ ,CU ⊂  

olur. 

Teorem 2.3.12: U, karakteristiği ikiden farklı R asal halkasının bir ),( τσ -

sağ Lie ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer 0],[ =aU  ise bu durumda Za ∈  veya 

τσ ,CU ⊂  dir. 

Sonuç 2.3.13: U, R halkasının ),( τσ - sağ Lie ideali olsun. Eğer U 

komütatif ise bu durumda ZU ⊂  veya τσ ,CU ⊂  

Lemma 2.3.14: R bir halka ve U sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideal olsun. 

[ ]{ }UaRRaUT ⊂∈= τσ ,,)(  olmak üzere 

( ) ( )( )[ ] ( )UTUTUTR ⊂σ,  ve ( ) ( )( )[ ] ( )UTRUTUT ⊂τ,  olur. 

Lemma 2.3.15: U sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideal, ZU ⊄ , τσ ,CU ⊄  ve 

Rba ∈,  olsun. Eğer ( ) ( )0=bUaT  ise bu durumda 0=a  veya 0=b  dır. 

Teorem 2.3.16: U, ),( τσ - Lie ideal, ZU ⊄  ve τσ ,CU ⊄  olsun. Bu 

durumda R halkasının [ ] UMR ⊂τσ ,,  fakat [ ] τστσ ,,, CMR ⊄  olacak biçimde 

sıfırdan farklı bir M ideali vardır. 
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Sonuç 2.3.17: U sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideal, ZU ⊄  ve τσ ,CU ⊄  

olsun. Eğer Rba ∈,  için 0=aUb  ise bu durumda 0=a  veya 0=b  dır. 

 

Aydın, N. ve Soytürk, M., 1995 

Bu çalışma boyunca R karakteristiği ikiden farklı asal halka, d, sıfırdan 

farklı R nin türevi, RR →:,τσ iki otomorfizma ve σσ dd = , ττ dd = olarak 

alınacaktır. 

Lemma 2.3.18: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer τσ ,CU ⊂  ise bu durumda ZU ⊆ dir. 

Teorem 2.3.19: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sağ Lie ideali olsun. 

Eğer τσ ,)( CUd ⊂  ise bu durumda R halkası komütatiftir veya τσ ,CU ⊂  dir. 

Sonuç 2.3.20: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali olsun. Eğer 

τσ ,)( CUd ⊂  ise bu durumda ZU ⊂  veya R halkası komütatiftir. 

Lemma 2.3.21: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sağ Lie ideali ve 

Ra ∈  olsun. Eğer ( ) 0=Uad  ( veya ( ) 0=aUd ) ise 0=a  veya ZU ⊂  dir. 

Lemma 2.3.22: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali olsun. Eğer  

( ) 02 =Ud  ise bu durumda ( ) ZUd ⊂  dir. 

Teorem 2.3.23: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali olsun. Eğer 

( ) 02 =Ud  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

 

Soytürk, M., 1996 

Bu makalede R, karakteristiği ikiden ve üçden farklı asal halka, d, sıfırdan 

farklı R nin türevi, RR →:,τσ  iki otomorfizma, σσ dd =  ve ττ dd = olarak 

alınacaktır. 

Lemma 2.3.24: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali için 

[ ] ZUR ⊂τσ ,,  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 
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Lemma 2.3.25: R karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı bir ),( τσ - Lie ideali ve d, R nin sıfırdan farklı bir türevi olsun. 

Eğer ( ) ZUd ⊂  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Lemma 2.3.26: R, karakteristiği ikiden ve üçden farklı asal halka, U, R 

halkasının sıfırdan farklı bir ),( τσ -  Lie ideali, d, R nin sıfırdan farklı bir türev, 

( ) UUd ⊂  ve ( ) ZUd ⊂2  olsun. Eğer ( ) 03 =Ud  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.3.27: R, karakteristiği ikiden ve üçden farklı asal halka, U, R 

halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali, d, R nin sıfırdan farklı bir türev ve 

( ) UUd ⊂  olsun. Eğer ( ) ZUd ⊂2  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

 

Aydın, N., 1997 

Bu makale boyunca R asal halka, σ  ve τ , R halkasının iki otomorfizması, 

C, R halkasının genişletilmiş merkezi ve Z, R halkasının merkezi olarak 

alınacaktır. 

Lemma 2.3.28: U, ),( τσ - sol Lie ideal olsun. Eğer ZU ⊂  ise bu durumda 

her Uu ∈  için ( ) ( )uu τσ =  veya R halkası komütatiftir. 

Teorem 2.3.29: U, R asal halkasının ),( τσ - sol Lie ideali, [ ] τστσ ,,, CUR ⊂  

olsun. Bu durumda her Uu ∈  için ( ) ( )uu τσ =  veya R halkası komütatiftir. 

Lemma 2.3.30: R asal halka, U, R halkasının ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer Ra ∈  için [ ] 0, =Ua  ise bu durumda Za ∈  veya her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dır. 

Lemma 2.3.31: R asal halka, U, R halkasının ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer Ra ∈  için [ ] 0, =Ua  ve [ ] 0, , =τσUa  ise bu durumda 0=a  veya her Uu ∈  

için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dır. 

Teorem 2.3.32: R asal halka, U, R halkasının ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer [ ] 0, , =τσUU  ve [ ] 0, =UU  ise bu durumda ZU ⊂  dır. 
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Lemma 2.3.33: R asal halka, U, R halkasının ),( τσ - sol Lie ideali ve alt 

halkası olsun. Bu durumda her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  veya U, R halkasının 

sıfırdan farklı bir sağ ve sol idealini kapsar. 

Teorem 2.3.34: R asal halka, U, R nin ),( τσ - sol Lie ideali ve 

( ) ( ) Zvv ∉+τσ  olacak biçimde bir Uv ∈  olsun. Bu durumda R halkasının 

sıfırdan farklı bir A sol ve sıfırdan farklı bir B sağ idealleri vardır ve 

[ ] UAR ⊂τσ ,,  ve [ ] UBR ⊂τσ ,,  fakat [ ] ZAR ⊄τσ ,,  ve [ ] ZBR ⊄τσ ,,  dir. 

Teorem 2.3.35: R asal halka, U, R nin ),( τσ - sol Lie ideali ve Uv ∈  için 

( ) ( ) Zvv ∉+τσ  olsun. Eğer Rba ∈,   için 0=aUb  ise bu durumda 0=a  veya 

0=b  dır. 

Lemma 2.3.36: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve her Rx ∈  

için ( ) ( ) Zxx ∈−τσ  olsun. Bu durumda τσ =  veya R halkası komütatiftir. 

Lemma 2.3.37: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U sıfırdan 

farklı ),( τσ - sağ Lie ideal ve ZU ⊂  olsun. Bu durumda τσ =  veya R halkası 

komütatiftir. 

Teorem 2.3.38: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U sıfırdan 

farklı ),( τσ - Lie ideal ve τσ ,CU ⊂  olsun. Bu durumda τσ =  veya R halkası 

komütatiftir. 

 

Kaya, A., 1997 

Bu çalışmada R, karakteristiği üç olan asal halka, τσ ,  R halkasının iki 

otomorfizması, U, sıfırdan farklı ),( τσ -  Lie ideali, d, sıfırdan farklı R nin türevi, 

τσ ,Z , R halkasının ),( τσ - merkez ideali, Z, R nin merkezi, σσ dd =  ve 

ττ dd = olarak alınacaktır. 

Lemma 2.3.39: S, karakteristiği ikiden farklı asal halka, SSD →: , 

'xx →  tanımlı sıfırdan farklı türev, C, S halkasının merkezi, 03 =D  ve A, S 

halkasının CA ⊂''  olan bir alt kümesi olsun. 

i. Eğer A, S nin sağ ideali ise bu durumda CS ⊂''  veya 0' =AA  dır. 

ii. Eğer A, S nin ideali ise bu durumda CS ⊂''  dir. 
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Lemma 2.3.40: S bir asal halka, SSD →: , 'xx a  tanımlı sıfırdan farklı 

türev ve C, S halkasının merkezi olsun. 

i. Eğer 0''''' =sSr , Ssr ∈∀ ,  ise bu durumda Cu ∈≠ ''0  olacak biçimde 

hiçbir Su ∈  elemanı yoktur. 

ii. S, karakteristiği ikiden farklı asal halka, A, S nin sıfırdan farklı bir ideali, 

ve 03 =D  olsun. Eğer en az bir Sb ∈  için 0'' =bA  ise  Cu ∈≠ ''0  

olacak biçimde hiç bir Su ∈  elemanı yoktur veya 0=b  dır. 

Lemma 2.3.41: S bir halka, SSD →: , 'xx →  tanımlı sıfırdan farklı 

türev, C, S halkasının merkezi, 03 =D , Sb ∈  ve Cc ∈  olsun. Eğer  

[ ][ ] [ ] 0','',',' =+ bscbbs , Ss ∈∀  

eşitliği sağlanırsa bu durumda 

i. [ ] 0',''2 2 =bs , Ss ∈∀  

ii. Eğer ''S  komutatif ve [ ][ ] 0','','' =tsr , Stsr ∈∀ ,,  eşitliği sağlanırsa bu 

durumda [ ][ ] 0'','','' =bbrr , Sr ∈∀  olur. Eğer ''b  sıfır bölen değil ve S 

halkası yarı-asal halka ise bu durumda CS ⊂''2  dir. 

Lemma 2.3.42: Eğer R, karakteristiği  ikiden farklı asal halka ve ZU ⊄  ise  

i. ''U  ve Z sıfırdan farklıdır. 

ii. [ ] τσ ,,UU , 'U  ve ''R , Z tarafından kapsanılmaz. 

iii. R halkasının [ ] UMR ⊂τσ ,, , fakat [ ] τστσ ,,, ZMR ⊄  olacak biçimde 

sıfırdan farklı bir M ideali vardır. 

iv. Ra ∈  elemanı için eğer [ ] 0, =aU  ise Za ∈  dir. 

Lemma 2.3.43: R, karakteristiği üç olan halka ve ZU ⊄  olsun. 

i. Eğer 0'' =U  ise 03 =d  dır. 

ii. Eğer 03 =d  ise 0'=Z  dır. 

Lemma 2.3.44: R, karakteristiği üç olan asal halka, 03 =d  ve ZU ⊄  

olsun. Bu durumda 

i. ( ) ( )cc τσ = , Zc ∈∀  dir ve böylece [ ] 0, , =τσZR  olur. 

ii. [ ] 0'', , =τσMZ  dır. 
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Lemma 2.3.45: R, karakteristiği üç olan asal halka, 03 =d  ve ZU ⊄  

olsun. Bu durumda 

i. [ ] ( )[ ]'','', , srsr στσ = , Ssr ∈∀ ,  dir. 

ii. ( ) ( )'''' rr τσ = , Rr ∈∀  dir. 

Lemma 2.3.46: R, karakteristiği üç olan asal halka, 03 =d  ve ZU ⊄  

olsun. Bu durumda 

i. ''R  komütatiftir. 

ii. Uu ∈∃ 0  ve Rr ∈∃ 0  için [ ] 0','' ,00 ≠τσur  dır. 

Lemma 2.3.47: R, karakteristiği üç olan asal halka, 03 =d  olsun. Bu 

durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.3.48: R, karakteristiği üç olan asal halka olsun. Eğer ( ) UUd ⊂  

ve ( ) ZUd ⊂2  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

 

 Aydın, N., 1999 

Lemma 2.3.49: R asal halka, U sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve 

[ ]{ }UcRRcT ⊂∈= τσ ,,  olsun. 

i. T, R halkasının alt halkasıdır. 

ii. Eğer U, R halkasının ),( τσ - sağ Lie ideali ise bu durumda T, R nin 

[ ] UTR ⊂τσ ,,  ve TU ⊂  olan en büyük Lie idealidir. 

Lemma 2.3.50: R, 2- torsion free yarı-asal halka, M, R halkasının sıfırdan 

farklı ideali olsun. Bu durumda  [ ] τστσ ,,, CMR ⊂  ve ZM ⊂  dir. Üstelik, her 

Mm ∈  için ( ) ( )mm τσ =  dir. 

 Teorem 2.3.51: R, 2-torsion free yarı-asal halka, U merkez tarafından 

kapsanılmayan ),( τσ - Lie ideali olsun. Bu durumda R halkasının [ ] UMR ⊂τσ ,,  

olacak biçimde sıfırdan farklı bir M ideali vardır. Üstelik, eğer Mm ∈∃  için 

( ) ( )mm τσ ≠  ise [ ] τστσ ,,, CMR ⊄  dur. 

Lemma 2.3.52: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

merkezi tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali  olsun. Eğer Rba ∈,   için 
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0=aUb  ise bu durumda 0=a  veya 0=b  veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  

dir. 

Lemma 2.3.53: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

merkezi tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali  olsun. Eğer ( ) 0=Ud  ise 

bu durumda her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.54: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

merkezi tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer 

( ) 0=Uad  ( veya ( ) 0=aUd ) ise bu durumda 0=a  veya her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.55: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

merkezi tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali, d, R halkasının türevi ve  

( ) 0≠Zd  olsun. 

i. Eğer Ra ∈  için [ ] 0),( =aUd  ise bu durumda Za ∈  veya her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

ii. Eğer ( ) ZUd ⊂  ise bu durumda her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

 

Kaya, K., Aydın, N., 1999 

Bu makale boyunca R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R 

halkasının merkezi tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali ve  

RR →:,τσ  iki otomorfizma olarak alınacaktır. 

Lemma 2.3.56: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

),( τσ - sol Lie ideal ve Rba ∈,   olsun. 

i. ( ) [ ] τσ ,1 ,bxxd =  tanımlı dönüşüm olmak üzere eğer ( ) 01 =Rad  (veya 

( ) 01 =aRd ) ise bu durumda 0=a  veya  Zb ∈  dir. 

ii. Eğer [ ] 0, , =τσbRa  ( veya [ ] 0, , =abR τσ ) ise bu durumda 0=a  veya  

Zb ∈  dir. 

iii. Eğer 0=Ua  ( veya 0=aU  ) ise bu durumda 0=a  veya  ZU ⊆  dir. 
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Lemma 2.3.57: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve d, R halkasının sıfırdan farklı türevi olsun. 

Eğer ( ) 0=Ud  ise bu durumda ( )[ ] 0, =UU σ  ve ( ) ( )[ ] 0, =UU τσ  dır. 

Lemma 2.3.58:  R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R 

halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve d, R halkasının sıfırdan farklı bir 

türevi olsun. Eğer ( ) 0=Ud  ise her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Lemma 2.3.59: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer  [ ] 0, =Ua  ise bu 

durumda Za ∈  veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Sonuç 2.3.60: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı komütatif bir ),( τσ - sol Lie ideali olsun. Bu durumda her Uu ∈  

için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Lemma 2.3.61: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı merkez tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali ve alt 

halkası olsun. Bu durumda U, R halkasının sıfırdan farklı bir sağ idealini kapsar 

veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Lemma 2.3.62: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı merkez tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali ve alt 

halkası olsun. Eğer  Rba ∈,  için 0=aUb  ise bu durumda 0=a  veya 0=b  veya 

her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.63: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı merkez tarafından kapsanılmayan ),( τσ - sol Lie ideali ve alt 

halkası olsun. Bu durumda U, R halkasının sıfırdan farklı bir  idealini kapsar veya 

her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.64: R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, U, R halkasının 

sıfırdan farklı merkez tarafından kapsanılmayan ),( τσ -sol Lie ideali olsun. Bu 

durumda R halkasının [ ] UMR ⊂τσ ,,  fakat [ ] τστσ ,,, CMR ⊄  olacak biçimde 

sıfırdan farklı bir M ideali vardır veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 
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Aydın, N., Kaya, K., Gölbaşı, Ö., 2002 

Bu makale boyunca R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, sıfırdan 

farklı ),( τσ - sol Lie ideali, d, sıfırdan farklı R nin türevi, RR →:,τσ  iki 

otomorfizma, σσ dd = , ττ dd =  ve Z, R nin merkezi olarak alınacaktır. 

Lemma 2.3.65: Eğer ( ) 02 =Ud  ve ( ) ZUd ⊂  ise bu durumda her Uu ∈  

için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ   dir. 

Teorem 2.3.66: Eğer ( ) ZUd ⊂  ise bu durumda her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ   dir. 

Lemma 2.3.67:  ( ) 02 =Ud  ve Ra ∈  olsun. Eğer [ ]( ) 0, , =τσURad  bu 

durumda 0=a  veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.68: Eğer ( ) 02 =Ud  ise bu durumda her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ   dir. 

Teorem 2.3.69: R, karakteristiği ikiden ve üçden farklı asal halka olsun. 

Eğer ( ) UUd ⊂  ve ( ) ZUd ⊂2  ise bu durumda her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ   

dir. 

 

Gölbaşı, Ö., ( ),( τσ - Lie ideals and generalized derivations) 

Bu makale boyunca, R, karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, R 

halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali, RR →:,τσ  iki otomorfizma, 

σσ dd = , ττ dd = , d, sıfırdan farklı türev, ( )df ,  iki yanlı genelleştirilmiş türev 

ve τσ ,C , R halkasının ),( τσ - merkezi olsun. 

Teorem 2.3.70: U, [ ] τσ ,, RR  nin ),( τσ - sol Lie ideali olsun. Bu durumda 

aşağıdakiler sağlanır. 

i. [ ] ( )UTUU ⊂, , [ ] ( )UTUTU ⊂)(,  

ii. [ ] ( )UTUU ⊂τσ ,,  

iii. [ ] ( )UTUTU ⊂τσ ,)(,  

iv. ( )[ ] ( )[ ] ( )UTUTUTR ⊂
τστσ ,, ,, , ( ) ( )[ ][ ] ( )UTUTUTR ⊂τσ ,,, . 
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Lemma 2.3.71: U, R halkasının merkezi tarafından kapsanmayan ),( τσ - 

sol Lie ideali olsun. Eğer ( ) 0=Uf  ise bu durumda her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Lemma 2.3.72: U, R halkasının merkezi tarafından kapsanmayan ),( τσ - 

sol Lie ideali ve Ra ∈  olsun. Eğer ( ) 0=Uaf  ( veya ( ) 0=aUf  ) ise bu durumda 

her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  veya 0=a  dır. 

Lemma 2.3.73: U, R halkasının merkezi tarafından kapsanmayan ),( τσ - 

sağ Lie ideali olsun. Eğer ( ) τσ ,CUf ⊂ , σσ dd =  ve ττ dd =  ise bu durumda 

τσ ,CU ⊂  dir. 

Lemma 2.3.74: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve 

Ra ∈  olsun. Eğer  ( ) 0≠Zd  ve ( )[ ] 0, , =τσaUf  ise bu durumda Za ∈  veya her 

Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.75: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali ve 

( ) 0≠Zd  olsun. Eğer ( ) 02 =Uf , σσ dd =  ve ττ dd =  ise bu durumda her 

Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.76: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali, 

σσ dd =  ve ττ dd =  olsun. Eğer ( ) ZUf ⊂  ve ( ) 02 =Uf  ise bu durumda her 

Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir.  

Teorem 2.3.77: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer her Uu ∈  ve  Rx ∈  için [ ]( ) 0, , =τσuxf   ise bu durumda her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir.  

Teorem 2.3.78: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer her Uu ∈  ve  Rx ∈  için [ ]( ) [ ] τστσ ,, ,, uxuxf =  ise bu durumda her Uu ∈  

için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

Teorem 2.3.79: Eğer Ra ∈  için ( )( ) 0, =aRf  ise bu durumda ( ) 0=ad  dır. 

Sonuç 2.3.80: ( )( ) 0, =URf  olsun. 
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i. Eğer U, R halkasının ),( τσ - sol Lie ideali ise bu durumda her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

ii. Eğer U, R halkasının ),( τσ - sağ Lie ideali ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

Teorem 2.3.81: Ra ∈  ve ( ) 0≠Zd  olsun. Eğer ( )( ) ZaRf ⊂,  ise bu 

durumda Za ∈ dir. 

Teorem 2.3.82: Ra ∈  için ( )( ) 0, =aRf  ⇔  ( ) 0, =aRf  dır. 

Teorem 2.3.83: U, ( ) UU ⊂τ  olacak biçimde R halkasının ),( τσ - Lie 

ideali, σσ dd =  ve ττ dd =  olsun. Eğer her Uvu ∈,  için ( ) ( ) ( )vfufuvf =  ise 

bu durumda ZU ⊂  dir. 
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III. BÖLÜM 

 

GENELLEŞTİRİLMİŞ TÜREVLİ LİE İDEALLER 

 

 d, R asal halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve Ra ∈  için ( )[ ] 0, =ada  

iken R halkasının komütatif olduğu Posner tarafından 1957 yılında gösterilmiştir. 

Daha sonra Awtar tarafından yukarıdaki teorem, R halkası yerine Lie ve Jordan 

idealleri alınarak genelleştirilmiştir. P. H. Lee ve T. K. Lee ise aynı sonucu 

karakteristiği ikiden farklı asal halka için ispatlamışlardır. 1991 yılında Bresar 

tarafından genelleştirilmiş türev tanımı yapılmış ve böylece aynı sonuçlar 

genelleştirilmiş türev için incelenmeye başlanmıştır. Bu teorem 2004 yılında 

Argaç ve Albaş tarafından R halkasının genelleştirilmiş türevi için ispatlanmıştır. 

Öte yandan Daif ve Bell, 1992 yılında, 

 “d, R yarı-asal halkasının sıfırdan farklı türevi ve I, R nin sıfırdan farklı 

ideali olmak üzere  

i. [ ]( ) [ ],,, yxyxd =  Iyx ∈∀ , , 

ii. [ ]( ) [ ],,, yxyxd −=  Iyx ∈∀ , , 

iii. Her Iyx ∈,  için [ ]( ) [ ]yxyxd ,, =  veya [ ]( ) [ ]yxyxd ,, −=  

koşullarından biri sağlanırsa I, R halkasının merkezindedir.” 

teoremini ispatlamışlardır. Bu sonuç 2006 yılında Argaç tarafından incelenmiştir. 

Gölbaşı ise aynı sonucu yarı-asal halkada genelleştirilmiş türev için ispatlamıştır. 

Bu bölümde yukarıdaki iki teorem genelleştirilmiş türevli bir R asal 

halkasının Lie ideali için ispatlanacaktır. Ayrıca bu bölüm boyunca R, 

karakteristiği ikiden farklı asal halka, U, R halkasının sıfırdan farklı Lie ideali ve 

( )df ,  iki yanlı genelleştirilmiş türev olarak alınacaktır. 

 

Chang’ in 2003 yılında yapmış olduğu genelleştirilmiş ( )βα , - türev 

tanımından hareketle aşağıdaki genelleştirilmiş türev tanımı verilebilir. 

Tanım 3.1: R halka ve RRf →:  toplamsal  bir dönüşüm olsun. Eğer  her 

Ryx ∈,  için  
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( ) ( ) ( )yxdyxfxyf +=  

koşulunu sağlayan bir  RRd →:  türevi varsa f ye genelleştirilmiş sağ türev 

denir.  

Eğer her Ryx ∈,  için 

( ) ( ) ( )yxfyxdxyf +=  

koşulunu sağlayan bir  RRd →:  türevi varsa f ye genelleştirilmiş sol türev denir. 

Eğer ( )df ,  hem genelleştirilmiş sağ, hem de genelleştirilmiş sol türev ise ( )df ,  

ye iki yanlı genelleştirilmiş türev (genelleştirilmiş türev) denir. 

Uyarı:  

i. ( )df ,  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer 0=d  ise her Ryx ∈,  

( ) ( )yxfxyf =  dir. Lemma 2.1.24 den ( ) qxxf = , Rx ∈∀  olacak biçimde 

( )Cr RQq ∈   vardır. Bu nedenle 0≠d  alınacaktır. 

ii. Her Ryx ∈,  için    

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]ydxyxfxyfxydyxdyxfyxxyfyxf ,,, +=−−+=−=  

dir. 

iii. Z∈α  iken ( ) Zf ∈α  dir. Gerçekten;  

Z∈α  olduğundan, her Rr ∈  için [ ] 0, =rα  dır. Bu nedenle, 

[ ]( ) ( )[ ] ( )[ ]rdrfrf ,,,0 ααα +==  

( )[ ]rf ,0 α= , Rr ∈∀  

dir. Dolayısıyla ( ) Zf ∈α  dir. 

Teorem 3.2:  Eğer her Uu ∈  için ( )[ ]ufu, =0  ise bu durumda ZU ⊂ dir. 

İspat: Hipotezde u yerine vu + , Uv ∈  yazılırsa; 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] 0,,,, =+++ ufuufvvfvvfu  

elde edilir. Bu eşitlik hipotez kullanılarak düzenlenirse; 

( )[ ] ( )[ ] 0,, =+ ufvvfu ,  Uvu ∈∀ ,                                                            (3.1) 

olur. (3.1) eşitliğinde v yerine [ ]vu,  alınırsa; 

[ ]( )[ ] [ ] ( )[ ] 0,,,, =+ ufvuvufu  

dir. Bu ifadeyi düzenlersek; 
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( )[ ][ ] ( )[ ][ ] [ ] ( )[ ] 0,,,,,, =++ ufvuvduuvufu , Uvu ∈∀ ,  

bulunur. Jacobi eşitliği kullanılarak; 

( )[ ][ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ] 0,,,,,,,, =+++ ufuvufvuvduuvufu , Uvu ∈∀ ,  

elde edilir. Bu ifadede hipotez ve ( )[ ][ ] ( )[ ][ ]vufuufvu ,,,, =  olduğu kullanılırsa;  

( )[ ][ ] 0,, =vduu , Uvu ∈∀ ,                                                                         (3.2) 

olur. (3.2) eşitliğinde u yerine ( )vdu + , [ ]UUv ,∈  yazılır ve  (3.2) eşitliği 

kullanılırsa;  

( ) ( ) ( )[ ][ ]vdvduvdu ,,0 ++=  

  ( ) ( )[ ][ ]vduvdu ,,+=  

  ( )[ ][ ] ( ) ( )[ ][ ]vduvdvduu ,,,, +=  

olur. Yani; 

( ) ( )[ ][ ] 0,, =uvdvd , Uvu ∈∀ ,                                                                    (3.3) 

elde edilir. ( ) ,: RRI vd →  ( )( ) ( )[ ]xvdxI vd ,=  biçiminde tanımlı ( )vd  ile belirlenen 

iç türev olmak üzere (3.3) eşitliğinden ( )( ) 02 =UI vd  olur. Bu ise Lemma 2.2.11 

den [ ]( ) ZUUd ⊂,  veya ZU ⊂  demektir. Eğer [ ]( ) ZUUd ⊂,  ise Lemma 2.2.9 

dan [ ] ZUU ⊂,  dir. Buradan Lemma 2.2.1 kullanılarak ZU ⊂  bulunur. Böylece 

ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3:  Eğer her Uu ∈  için ( )[ ]ufu, Z∈  ise bu durumda ZU ⊂ dir. 

İspat: Hipotezde u yerine vu + , Uv ∈  yazılırsa; 

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] Zufuufvvfvvfu ∈+++ ,,,,  

dir. Bu eşitlikte hipotez kullanılırsa; 

( )[ ] ( )[ ] Zufvvfu ∈+ ,, , Uvu ∈∀ ,                                                             (3.4) 

elde edilir. (3.4) eşitliğinde v yerine [ ]ru, , Rr ∈  alınırsa; 

[ ]( )[ ] [ ] ( )[ ] Zufrurufu ∈+ ,,,,  

olur. Bu ifade düzenlenirse;  

( )[ ][ ] ( )[ ][ ] [ ] ( )[ ] Zufrurduurufu ∈++ ,,,,,, , UuRr ∈∈∀ ,                      (3.5) 

dir. (3.5) eşitliğinde Jacobi özdeşliği kullanılırsa; 

( )[ ][ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ] Zufurufrurduurufu ∈+++ ,,,,,,,, , UuRr ∈∈∀ ,  
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bulunur. Yani; 

( )[ ][ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ] ( )[ ][ ] Zufurrufurduurufu ∈+−+ ,,,,,,,,  

dir. Bu ifadede hipotez kullanılırsa;  

( )[ ][ ] Zrduu ∈,, ,  UuRr ∈∈∀ ,                                                                (3.6) 

dır. ( ) ,: RRI rd →  ( )( ) ( )[ ]rdxxI rd ,=  biçiminde tanımlı, ( )rd  ile belirlenen iç 

türev olmak üzere, (3.6) eşitliğinden her Uu ∈  için ( )( )[ ]uIu rd, Z∈  sonucu elde 

edilir. Böylece Teorem 2.2.32 den ZU ⊂  veya ( ) 0=rdI  olur. İkinci durumdan 

( ) ZRd ⊂  ve dolayısıyla R komütatiftir. Bu ise yine ZU ⊂  olduğunu verir. 

Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.4: ( )df ,  ve ( )hg, ,  R halkasında iki genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer her Uvu ∈,  için  ( ) ( )vugvuf =  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

İspat: ZU ⊄  olduğunu kabul edelim. Bu durumda Lemma 2.2.4 den,  R 

halkasının [ ] UMR ⊂,  fakat [ ] ZMR ⊄,  olacak biçimde sıfırdan farklı bir M 

ideali vardır. Rx ∈  ve Mm ∈  için [ ] [ ]mmxmxm ,, = U∈  olur. Hipotezde u 

yerine [ ]mxm ,  yazılırsa;  

[ ]( ) [ ] ( )vgmxmvmxmf ,, =  

( )[ ] [ ]( ) [ ] ( )vgmxmvmxmfvmxmd ,,, =+                                                     (3.7) 

bulunur. (3.7) eşitliğinde hipotez kullanılırsa; 

( )[ ] [ ] ( ) [ ] ( )vgmxmvgmxmvmxmd ,,, =+  

olur. Bu ise  

( )[ ] 0, =vmxmd , RxUvMm ∈∈∈∀ ,,                                                     (3.8) 

olduğunu verir. (3.8) eşitliğinde v yerine [ ]rv, U∈ , Rr ∈  yazılır ve (3.8) eşitliği 

kullanılırsa;  

( )[ ][ ]rvmxmd ,,0 =  

( )[ ]( )rvvrmxmd −= ,0  

( )[ ] ( )[ ]rvmxmdvrmxmd ,,0 −=  

olur. Böylece; 
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( )[ ] )0(, =Rvmxmd , RxUvMm ∈∈∈∀ ,,  

dır. R asal halka ve U sıfırdan farklı Lie ideal olduğundan; 

( )[ ] 0, =mxmd , RxMm ∈∈∀ ,                                                                 (3.9) 

olur. (3.9) eşitliğinde x yerine xy , Ry ∈  yazılır ve (3.9) eşitliği kullanılırsa; 

( )[ ]mxymd ,0 =  

   ( ) [ ]myxmd ,=  

bulunur.  Yani; 

( ) [ ] )0(, =myRmd , RyMm ∈∈∀ ,  

elde edilir. R asal halka olduğundan; 

Zm ∈  veya ( ) 0=md , Mm ∈∀  

olur. L={ }ZmMm ∈∈  ve K= ( ){ }0=∈ mdMm  kümeleri tanımlansın. L ve 

K, M idealinin iki özalt grubudur. Ayrıca LKM ∪=  dir. Brauer Trick’ ten  

LM =  veya KM = dır. Eğer LM =  ise ZM ⊂  ve dolayısıyla R halkası 

komütatif olur. Bu ise ZU ⊄  oluşuyla çelişir. Eğer KM =  ise bu durumda 

( ) 0=Md  dır. M, R asal halkasının sıfırdan farklı ideali olduğundan 0=d  elde 

edilir ki bu çelişkidir. O halde kabulümüz yanlıştır. Yani; ZU ⊂  olmalıdır. İspat 

tamamlanır. 

Sonuç 3.5: ( )df ,  ve ( )hg, ,  R de iki genelleştirilmiş türev olsun. Eğer her 

Uu ∈  için ( ) ( )uuguuf =  ise bu durumda ZU ⊂  dir. 

İspat:  Teorem 3.4 de vu =  alınırsa istenen elde edilir. 

Not: Sonuç 3.5 de gf =  alınırsa Teorem 3.2 elde edilir. 

Teorem 3.6: ( )df ,  genelleştirilmiş türevi aşağıdaki koşullardan birini 

sağlarsa ZU ⊂ dir. 

i. Her Uvu ∈,  için [ ]( ) [ ]vuvuf ,, = . 

ii. Her Uvu ∈,  için [ ]( ) [ ]vuvuf ,, −= . 

iii. Uvu ∈,  için [ ]( ) [ ]vuvuf ,, =  veya [ ]( ) [ ]vuvuf ,, −= . 

İspat:  

i. Hipotezden; 
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[ ]( ) [ ] ( )[ ] [ ]vuvduvufvuf ,,),(, =+= , Uvu ∈∀ ,                                     (3.10) 

olur. (3.10) eşitliğinde u yerine [ ]wu, , Uw ∈  yazılırsa, 

[ ]( )[ ] [ ] ( )[ ] [ ][ ]vwuvdwuvwuf ,,,,,, =+ , Uwvu ∈∀ ,,              

bulunur. Bu eşitlikte hipotez kullanılarak;  

[ ][ ] [ ] ( )[ ] [ ][ ]vwuvdwuvwu ,,,,,, =+ , Uwvu ∈∀ ,,              

elde edilir. Buradan  

[ ] ( )[ ] 0,, =vdwu , Uwvu ∈∀ ,,  

olur. Yani; 

 [ ] ( )[ ] 0,, =UdUU   

bulunur. Teorem 2.2.13 den [ ] ZUU ⊂,  veya ZU ⊂  elde edilir. Eğer [ ] ZUU ⊂,  

ise Lemma 2.2.1 den ZU ⊂  olur. Böylece ispat biter.  

ii. Benzer teknik kullanılarak  yapılır. 

iii. Bir Uw ∈  için 

[ ]( ) [ ]{ }vwvwfUvU w ,, =∈=  ve [ ]( ) [ ]{ }vwvwfUvU
w

,,* −=∈=  

kümelerini tanımlayalım. ( ) *, ww UUU ∪=+  dır. Brauer Trick’ten wUU = veya 

*wUU =  olmalıdır. Bu durumda teoremin (i) ve (ii) deki teknikle ispat 

tamamlanır. 
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IV.BÖLÜM 

 

 GENELLEŞTİRİLMİŞ TÜREVLİ ( )τσ , - LİE İDEALLER 

 

R, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, d sıfırdan farklı türev olmak 

üzere ( ) ZRd ⊂  koşulunu 1978 yılında I. N. Herstein incelemiştir. Daha sonra J. 

Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafından R halkası yerine onun bir U Lie 

ideali alınarak ( ) ZUd ⊂  iken ZU ⊂  olduğu ispatlanmıştır. Bu teoremi 1995 

yılında N. Aydın ve M. Soytürk, R halkasının bir ( )τσ , - Lie ideali için, 2002 

yılında N. Aydın, K. Kaya ve Ö. Gölbaşı ise ( )τσ , – sol Lie ideali için 

ispatlamışlardır. Aynı teorem 2006 yılında Ö. Gölbaşı ve K. Kaya tarafından, 

( )df , , R de genelleştirilmiş türev, U, R halkasının sıfırdan farklı Lie ideali olmak 

üzere ( ) ZUf ⊂  ise ZU ⊂  gösterilerek genelleştirilmiştir. 

Öte yandan 2004 yılnda N. Argaç ve E. Albaş tarafından R asal halka, 

( )α,d , ( )β,g  iki genelleştirilmiş türev ve Ra ∈  olmak üzere her Rx ∈  için 

( ) ( )axgxad =  koşulu incelenmiştir. 2006 yılında ise Ö. Gölbaşı bu teoremi R asal 

halkası yerine yarı- asal halka alarak  genelleştirmiştir. 

Bu bölümde ilk olarak, yukarıdaki teorem ),( τσ - sol Lie ideal için 

ispatlanacaktır.  İkinci olarak ise R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali 

ve Rba ∈,  için RRf →: , ( ) bxxaxf −=  şeklinde tanımlı bir dönüşüm olmak 

üzere ( ) ZUf ⊂  problemi ele alınacaktır. Ayrıca bu bölüm boyunca R, 

karakteristiği ikiden farklı asal halka, τσ , RR →:  iki otomorfizma ve ( )df , , 

( )hg, , R de iki genelleştirilmiş türev olarak alınacaktır. 

Uyarı:  ( )df ,  genelleştirilmiş türev olsun. 

i. Eğer dd σσ =  ve dd ττ =  ise her Ryx ∈,  için 

  [ ]( ) ( )[ ] ( )[ ] τστστσ ,,, ,,, ydxyxfyxf +=  dir. 

ii. Eğer ff σσ = , ff ττ =  ise her Ryx ∈,  için 

 [ ]( ) ( )[ ] ( )[ ] τστστσ ,,, ,,, yfxyxdyxf +=  dir. 
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iii. ( )df ,  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer 0=d  ise her Ryx ∈,  

( ) ( )yxfxyf =  dir. Lemma 2.1.24 den ( ) qxxf = , Rx ∈∀  olacak biçimde 

( )Cr RQq ∈   vardır. Bu nedenle 0≠d  alınacaktır. 

iv. R bir halka, Rba ∈,  olsun. RRf →: , ( ) bxxaxf −=  dönüşümü bir 

genelleştirilmiş türevdir. Gerçekten ;  

   ∀ Ryx ∈,  için 

( ) )()( yxbayxyxf +−+=+  

               byyabxxa −+−=  

               )()( yfxf +=  

olduğundan RRf →:  toplamsal bir dönüşümdür. Diğer taraftan her 

Ryx ∈,  için ( ) ayyayd −=  şeklinde a ile belirlenen bir iç türev olarak 

alınırsa; 

( ) ( ) ( )xybaxyxyf −=  

          bxyxayxayxya −+−=  

          ( ) ( )ayyaxybxxa −+−=  

          ( ) ( )yxdyxf +=  

elde edilir. O halde Tanım 1.29 dan f, genelleştirilmiş türevdir. 

Lemma 4.1 (Gölbaşı, ),( τσ - Lie ideals and generalized derivations, 

Lemma 1): U, R halkasının sıfırdan farklı merkez tarafından kapsanmayan 

),( τσ - sol Lie ideali olsun. Eğer ( ) 0=Uf  ise bu durumda her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir. 

İspat: Kabul edelim ki, Uu ∈∃  için ( ) ( ) Zuu ∉+τσ  olsun. Bu durumda 

Teorem 2.3.64 den R halkasının [ ] UMR ⊂τσ ,,  fakat [ ] τστσ ,,, CMR ⊄  olacak 

biçimde sıfırdan farklı bir M ideali vardır. Bu nedenle Rx ∈ , Mm ∈  için 

[ ] ( ) Ummx ∈στσ ,,  olur. Hipotezden; 

[ ] ( )( ) [ ]( ) ( ) [ ] ( )( )mdmxmmxfmmxf σσσ τστστσ ,,, ,,,0 +== . 

Yine hipotezden; 



 50 

[ ] ( )( )mdmx στσ ,,0 = , MmRx ∈∈∀ ,                                                        (4.1) 

elde edilir. (4.1) eşitliğinde x yerine xy , Ry ∈  yazılır ve (4.1) eşitliği 

kullanılırsa; 

[ ] ( )( ) [ ] ( )( ) ( )[ ] ( )( )mydmxmdmyxmdmxy στσσ τστσ ,,,0 ,, +==  

elde edilir. Yani; 

( )[ ] ( )( )mRdmx στ,0 = , MmRx ∈∈∀ ,  

bulunur. R asal halka olduğundan 

( ) 0)( =md σ  veya Zm ∈ , Mm ∈∀   

elde edilir.  

K= ( ){ }0)( =∈ mdMm σ  ve L= { }ZmMm ∈∈  kümeleri tanımlansın.  

K ve L kümeleri M nin toplamsal iki öz alt grubudur. Ayrıca LKM ∪=  

dir. Brauer Trick’ten  LM =  veya KM =  olmalıdır. 

 Eğer LM =  ise; bu durumda  ZM ⊂  olduğu açıktır. Böylece R halkası 

komütatiftir. Bu ise ZU ⊄  oluşuyla çelişir. 

Eğer KM =  ise ( )( ) )0(=Md σ  dır. ( )Mσ , R nin sıfırdan farklı ideali 

olduğundan 0=d  olur. Bu ise çelişkidir. O halde kabulümüz yanlıştır. Uu ∈∀  

için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

Lemma 4.2 (Gölbaşı, ),( τσ - Lie ideals and generalized derivations, 

Lemma 4): U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve Ra ∈  olsun. 

Eğer  ( ) 0≠Zd  ve ( )[ ] 0, , =τσaUf  ise bu durumda Za ∈  veya her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zuu ∈+τσ   dir. 

İspat: ( ) 0≠Zd  olduğundan ( ) 0≠αd  olacak biçimde Z∈α  elemanı 

vardır. Z∈α  olduğundan ( ) Zd ∈α  dir. 

UuRx ∈∈∀ ,  için hipotezden 

[ ]( )[ ] [ ]( ) [ ] ( )[ ]
τστστστστσ ααα ,,,,, ,,,,,0 aduxuxfauxf +==  

[ ]( )[ ] [ ]( ) ( )[ ] [ ][ ] ( ) [ ] ( ) ( )[ ]aduxdauxauxfauxf σαασαα τστστστστστσ ,,,,,,,, ,,,,,, +++=

elde edilir. Bu ise ( ) Zd ∈αα ,  olduğundan ve hipotezden; 
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[ ][ ] ( ) 0,, ,, =α
τστσ daux , UuRx ∈∈∀ ,  

dır. R asal halka ve ( ) Zd ∈≠ α0  olduğundan; 

[ ][ ] 0,, ,, =
τστσ aux , UuRx ∈∈∀ ,                                                              (4.2) 

bulunur. (4.2) eşitliğinde x yerine ( )uxσ  yazılırsa; 

( )[ ][ ]
τστσσ
,, ,,0 auux=  

  ( ) ( )[ ] [ ] ( )[ ]
τστσ σσσ ,, ,,, auuxuux +=  

  [ ] ( )[ ]
τστσ σ ,, ,, auux=  

  [ ][ ] ( ) [ ] ( ) ( )[ ]auuxuaux σσσ τστσ ,,,, ,, +=  

dir. Burada (4.2) eşitliği kullanılırsa; 

[ ] [ ]( ) 0,, , =auux στσ , UuRx ∈∈∀ ,       

elde edilir. Bu eşitlikte x yerine xy , Ry ∈  yazılırsa; 

[ ] [ ]( )auuxy ,,0 , στσ=  

   [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( )auyuxauuyx ,)(,,, , στστσ +=  

   ( )[ ] [ ]( )auyux ,, στ=  

dir. Yani; 

( )[ ] [ ]( ) 0,, =auRuR στ , Uu ∈∀  

bulunur. R asal halka olduğundan her Uu ∈  için Zu ∈  veya [ ] 0, =au  olur. Eğer 

Zu ∈  ise bu durumda [ ] 0, =au olduğu açıktır. Böylece [ ] 0, =aU  olur. Lemma 

2.3.59 dan Za ∈  veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ  dir.  

Sonuç 4.3: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali, d, R nin 

türevi ve Ra ∈  olsun. Eğer  ( ) 0≠Zd  ve ( )[ ] 0, , =τσaUd  ise bu durumda Za ∈  

veya her Uu ∈  için ( ) ( ) Zuu ∈+τσ   dir. 

İspat: Lemma 4.2 de df =  türevi alınırsa istenen elde edilir. 

Teorem 4.4: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali olsun. 

Eğer her Uvu ∈,  için ( ) ( )vugvuf =  ise her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 
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İspat: Uu ∈∃  için Zuu ∉+ )()( τσ olduğunu kabul edelim. Bu durumda 

Teorem 2.3.64 den, R halkasının [ ] UMR ⊂τσ ,,  fakat [ ] τστσ ,,, CMR ⊄  olacak 

biçimde sıfırdan farklı bir M ideali vardır. MmRx ∈∈∀ ,  olmak üzere 

[ ] τστ ,,)( mxm U∈  elemanı için hipotezden; 

[ ] vmxmf ),)(( ,τστ = [ ] ( )vgmxm τστ ,,)(  

( ) [ ] ( ) [ ]( )vmxfmvmxmd τστσ ττ ,, ,,)( +  = [ ] ( )vgmxm τστ ,,)(  

olur. Bu ifade de hipotez kullanılırsa; 

( ) [ ] ( )[ ] )(,,)( ,, vgmxmvmxmd τστσ ττ +  = [ ] ( )vgmxm τστ ,,)(  

olur. Böylece 

( ) [ ] )0(,)( , =Umxmd τστ , MmRx ∈∈∀ ,  

elde edilir. Lemma 2.3.11 (a) dan; 

( ) [ ] 0,)( , =τστ mxmd , MmRx ∈∈∀ ,                                                        (4.3) 

olur. (4.3) eşitliğinde  x yerine xy , Ry ∈  yazılır ve (4.3) eşitliği kullanılırsa;  

         ( ) [ ] == τστ ,,)(0 mxymd ( ) [ ] ymxmd τστ ,,)( ( ) [ ])(,)( myxmd στ+  

( ) [ ] 0)(,)( =myxmd στ , MmRx ∈∈∀ ,  

bulunur.  Yani; 

( ) [ ] 0)(,)( =myRmd στ , MmRy ∈∈∀ ,                                                      

dir. R asal halka ve σ  otomorfizma olduğundan; 

  ( )( ) 0=md τ    veya Zm ∈ , Mm ∈∀   

elde edilir.  

K= ( ){ }0)( =∈ mdMm τ  ve L= { }ZmMm ∈∈  kümeleri tanımlansın.  

K ve L kümeleri M nin toplamsal iki öz alt grubudur. Brauer Trick’ten 

KM =  veya LM =  olmalıdır. 

 Eğer LM =  ise bu durumda ZM ⊂  olduğu açıktır. Böylece R 

komütatiftir. Bu ise Uu ∈∃  için Zuu ∉+ )()( τσ  kabulüyle çelişir. 
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Eğer KM =  ise ( )( ) ( )0=Md τ  dır. ( )Mτ , R halkasının sıfırdan farklı ideali 

olduğundan 0=d  olur. Bu ise çelişkidir. O halde kabulümüz yanlıştır. Uu ∈∀  

için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

Sonuç 4.5: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali olsun. Eğer 

her Uu ∈  için ( ) ( )uuguuf =  ise bu durumda her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

İspat: Teorem 4.4 de vu =  alınırsa istenen elde edilir. 

Sonuç 4.6: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali olsun. Eğer 

her Uu ∈  için ( )[ ] 0, =ufu  ise bu durumda her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

İspat: Sonuç 4.5 de gf =  alınırsa istenen elde edilir. 

Sonuç 4.7: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali, d ve h,  R 

nin sıfırdan farklı iki türevi olsun. Eğer her Uvu ∈,  için ( ) ( )vuhvud =  ise her 

Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dır. 

İspat: Teorem 4.4 de df = , hg =  alınırsa istenen elde edilmiş olur. 

Sonuç 4.8: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali, d ve h,  R 

nin sıfırdan farklı iki türevi olsun. Eğer her Uu ∈  için ( ) ( )uuhuud =  ise bu 

durumda her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

İspat: Sonuç 4.7 de vu =  alınırsa istenen elde edilir. 

Sonuç 4.9: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali, d  R nin  

sıfırdan farklı türevi olsun. Eğer her Uu ∈  için ( )[ ] 0, =udu  ise bu durumda her 

Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

İspat: Sonuç 4.8 de hd =  alınırsa istenen elde edilmiş olur. 

Teorem 4.10: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - sol Lie ideali ve 

Rba ∈,  olsun. RRf →: , ( ) bxxaxf −=  şeklinde tanımlı bir dönüşüm olmak 

üzere eğer ( ) UUf ⊆  ve ( ) ZUf ⊆  ise bu durumda her Uu ∈  için 

Zuu ∈+ )()( τσ  dır. 

İspat: Hipotezden Uu ∈  için ( ) Zbuuauf ∈−=  dir. Bu eleman Uu ∈  ile 

komüte edilirse; 

[ ]ubuua ,0 −=  
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   [ ] [ ]uubuau ,, −=  

dir. Böylece; 

[ ] [ ]uubuau ,, = , Uu ∈∀                                                                            (4.4) 

elde edilir. (4.4) ifadesinde u yerine vu + , Uv ∈  yazılırsa;  

( )[ ] [ ]( )vuvubvuavu ++=++ ,,  

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]vvbuvbvubuubvavvauuavuau ,,,,,,,, +++=+++  

olur. Son ifadede (4.4) eşitliği kullanılırsa;  

[ ] [ ] [ ] [ ]vubuvbuavvau ,,,, +=+ , Uvu ∈∀ ,  

bulunur. Bu ifadede u yerine ( )uf  alınırsa; 

( )[ ] ( )[ ] [ ] ( ) ( )[ ]vufbufvbufavvauf ,,,, +=+ , Uvu ∈∀ ,  

olur. ( ) Zuf ∈  olduğu kullanılırsa; 

( ) [ ] [ ]( )vbvauf ,,0 −= , Uvu ∈∀ ,                                                              (4.5) 

elde edilir. R asal halka ve ( ) Zuf ∈  olduğu için (4.5) ifadesinden;       

( ) 0=uf  veya   [ ] [ ]vbva ,, = , Uvu ∈∀ ,   

dır. Yani; ( ) 0=Uf  veya [ ] 0, =− Uba  olur. 

Eğer [ ] 0, =− Uba ise Lemma 2.3.30 dan Zba ∈−  veya her Uu ∈  için 

Zuu ∈+ )()( τσ  elde edilir. 

Zba ∈−  olsun. (4.4) eşitliğinden; 
22 buubuuauau −=− , Uu ∈∀                                                                (4.6) 

elde edilir. Zba ∈=− αα ,  alalım. (4.6) eşitliğinde α+= ba  yazılırsa; 
222 buubuuuubuubu −=−−+ αα  

dir. Bu ifade düzenlenirse; 

uuububuubu αα +=++ 2222  

olur. Son eşitlikte Z∈α  olduğu kullanılırsa;   

0222 =−+ ubububu  
22 buubuububu −=−  

bulunur. Yani; 

[ ] [ ]ububuu ,, =  
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olur. Böylece 

[ ][ ] 0,, =buu , Uu ∈∀                                                                                 (4.7)      

dır. ,: RRdb →  ( ) [ ]bxxdb ,=  dönüşümü b elemanı ile belirlenen bir  iç türevdir. 

Buna göre (4.7) eşitliğinden ( )[ ] 0, =udu b , Uu ∈∀ elde edilir. Sonuç 4.9 dan 

Uu ∈∀  için Zuu ∈+ )()( τσ  veya 0=bd  dır.  

Eğer 0=bd  ise, b Z∈  dir. Böylece hipotezden her Uu ∈  için 

( ) ( ) Zbaubuuauf ∈−=−=  olur. Yani; ( ) ZbaU ∈−  elde edilir. Ayrıca 

Zba ∈−  ve R asal halka olduğundan  ZU ⊆  veya  0=− ba  bulunur. 

 Eğer 0=− ba , yani ba =  ise Zb ∈  olduğu kullanılarak; 

( ) 0=−=−= bxxbbxxaxf , Rx ∈∀  

elde edilir. Bu nedenle 0=f , dolayısıyla ( ) 0=Uf  dır. Bu durumda Lemma 4.1 

den her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. Sonuç olarak her durum için 

Zuu ∈+ )()( τσ , Uu ∈∀  bulunur. Böylece ispat tamamlanır. 

Sonuç 4.11: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali ve Ra ∈  

olsun. Eğer [ ] τσ ,, aU Z⊆  ise  bu durumda her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ   dir. 

İspat:  

,: RRf →  ( ) [ ] τσ ,, axxf = = ( ) ( )xaax τσ −  dönüşümünü tanımlayalım. 

Hipotezden ( ) ZUf ⊆  dir. Ayrıca U, ),( τσ - Lie ideal olduğundan ( ) UUf ⊆  dır. 

Teorem 4.10 dan her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  bulunur. 

Sonuç 4.12: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali olsun. Eğer 

[ ] τσ ,,UU Z⊆  ise  bu durumda her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dır. 

İspat: Sonuç 4.11 kullanılarak istenen elde edilir. 

Teorem 4.13: U, R halkasının sıfırdan farklı ),( τσ - Lie ideali, ( )df , , R 

halkasının bir genelleştirilmiş türevi, ff σσ = , ff ττ =  ve ( ) 0≠Zd  olsun. Eğer 

aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir. 

i. Her Uvu ∈,  için [ ]( ) [ ] τστσ ,, ,, vuvuf = . 

ii. Her Uvu ∈,  için [ ]( ) [ ] τστσ ,, ,, vuvuf −= . 
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iii. Her Uvu ∈,  için [ ]( ) [ ] τστσ ,, ,, vuvuf =  veya [ ]( ) [ ] τστσ ,, ,, vuvuf −= . 

İspat:  

i. Hipotezden; 

[ ]( ) [ ] ( )[ ] [ ] τστστστσ ,,,, ,,),(, vuvfuvudvuf =+= , Uvu ∈∀ ,                      (4.8) 

elde edilir. (4.8) eşitliğinde v yerine [ ] τσ ,, wv , Uw ∈  yazılır ve hipotez 

kullanılırsa; 

( ) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
τστστσυστστσ ,,,,,, ,,),(,,, wvuwvfuwvud =+  

( ) [ ][ ] [ ][ ] [ ][ ]
τστστσυστστσ ,,,,,, ,,,,,, wvuwvuwvud =+  

olur. Buradan   

( ) [ ][ ] 0,, ,, =
τστσwvud , Uwvu ∈∀ ,,              

bulunur. Yani; ( ) [ ][ ] 0,, ,, =
τστσUUUd  olur. Sonuç 4.3 den  [ ] ZUU ⊂τσ ,,  veya 

her Uu ∈  için Zuu ∈+ )()( τσ  elde edilir. Eğer [ ] ZUU ⊂τσ ,,  ise Sonuç 4.12 

den Uu ∈∀  için Zuu ∈+ )()( τσ  dir.  

ii. Benzer tekniklerle yapılır. 

iii. Uw ∈  için  

[ ]( ) [ ]{ }τστσ ,, ,, vwvwfUvU w =∈=  ve  

[ ]( ) [ ]{ }τστσ ,, ,,* vwvwfUvU
w

−=∈=   

kümeleri tanımlansın. ( ) *, ww UUU ∪=+  olduğundan Brauer Trick’ten wUU =  

veya *wUU =  olmalıdır. (i) ve (ii) deki aynı metod kullanılarak ispat tamamlanır. 
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