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OZET
Y Uksek Lisans Tezi
GENELLESTIRILMIS TUREVLI ASAL HALKALAR

Emine KOC
Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstittisi
Matematik Anabilim Dal
Damsman: Yrd. Dog. Dr. Oznur GOLBASI

Tarev yardimiyla bir halkamn komitatifliginin - arastirilmast  konusu
ozetlenerek, Lie idealler ve (st )- Lie idealler icin bazi sonuglarin bulunmasin:
amaclayan bu calismada asagidaki yol izlenmistir:

|. bolumde arastirilan konularla ilgili genel bilgiler verilerek, I1. Bolimde
genellestirilen sonuglarlailgili yapilmis olan galismalar 6zetlenecektir.

I11. bdlimde Posner’ 1n ( Posner, 1957, Teorem 2) ve Daif ve Bell’ in ( Daif
ve Bell, 1992, Teorem 3) teoremleri, R asal halkasinin sifirdan farkli Lie ideali ve
genellestirilmis tdrevi igin ispatlanacaktir.

IV. bolumde ise genellestirilmis tirevli (s ,t )— Lie ideallerle ile ilgili baz:
sonuclar verilecektir.

Anahtar Kelimeler: Tirev, genellestirilmis tirev, Lie ideal, (s,t)- Lie
ideal.



SUMMARY
MSc Thesis
PRIME RINGSWITH GENERALIZED DERIVATION

Emine KOC
Cumhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied
Science of Department of Mathematics

Advisor: Asoc. Prof. Dr. Oznur GOLBASI

The plan followed in this work, which aims at the study of some paper for
Lie ideal and (s,t)- Lie ideal have been summarized the subject of
commutativity of ring through derivation.

In chapter one, general information about researched has been given, in
chapter two the studies about generalized results have been summarized.

In chapter three, Posner’ s ( Posner, 1957, Theorem 2) and Daif and Bell’ s
( Daif and Bell, 1992, Theorem 3) theorems have been proved for a nonzero Lie
ideal of prime ring with generalized derivation.

In chapter four, some results about (st )- Lie ideals with generalized
derivation have been given.

K ey Words: Derivation, generalized derivation, Lieideal, (s .t )- Lieideal.
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Bu calismay1 yoneten ve yardimlarini esirgemeyen damsman hocam Yrd.
Dog. Dr. Oznur GOLBASI’ naicten tesekkiirlerimi sunarim.



GIRIS

R bir halka, d : R® R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x,y1 R icin

d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulunu sagliyor ise dye R halkasinda bir tirevdir, denir.

R bir halka, f : R® R toplamsal bir déniisiim olsun. Eger her x,yl R igin

f(xy) = f(x)y +xd(y)
kosulunu saglayan bir d: R® R tirevi varsaf ye R halkasinda d ile belirlenmis
genellestirilmis tUrevdir, denir.

Bir R halkasinda, x,yl R igin xy- yx elemam komitator carpim olarak
adlandirlir ve [x,y] ile gosterilir. {zT R| xz=2¢,"xI R } kimesine ise R
halkasinin merkezi denir ve Z ile gosterilir.

X veY, R halkasinin iki alt kiimesi olsun. [X,Y] ile xy- yx, xT X, yT Y
elemanlar: tarafindan Uretilen toplamsal alt grup gosterilir.

U, R halkasinin toplamsal alt grubu olsun.
1) [U,R]i U oluyorsaU yaR halkasinin bir Lie ideali denir.

2) s,t :R® R iki fonksiyon olsun. x,yl R igin xs(y)-t(y)x elemar
[xy]., ile gosterilmek iizere,

i. [U,R],,1 U oluyorsa U yaR halkasinin bir (st )- sag Lie ideali,

i. [RU],, 1 Uoluyorsa U yaR halkasinin bir (st )- sol Lie ideali,

jii. U, R halkasnin hem (s,t)-sol vehemde (s,t)-sag Lie ideali ise
UyaRnin (st )- Lie ideali, denir.
C,, :{CT R | cs (x)=t (x), " xi R} kiimesine ise R halkasinin (s .t )-

merkezi, denir.

1957 yilinda E. C. Posner tarafindan bir halkada trev tammu yapilarak, R
bir asal halka, 0 d:R® R bir tirev ve al R icin ad(R)=(0) iken a=0



oldugu gosterildi. Daha sonra R karakteristigi ikiden farkli asal halka olmak
Uzere, J. Bergen, I. N. Hergtein ve J. W. Kerr, yukaridaki kosulu R halkasinin
merkezi tarafindan kapsanilmayan bir Lie ideali igin genellestirdiler. 1995 yilinda
ise bu terorem (s ,t )- Lie ideali igin N. Aydin ve M. Soytiirk tarafindan, 1998
yilinda (s ,t ) - sol Lieideali icin N. Aydin tarafindan ispatland:. O. Gélbas1 ve K.
Kaya 2006 yilinda, U, R halkasinin bir Lie ideali ve (f,d) genellestirilmis tirev
olmak tizere; her ul U icin, af (U)=(0) iken U1 Z oldugunu gosterdiler. Bu
teorem O. Golbas: tarafindan (st )— sol Lie ideal icin af (U)=(0) iken her
ul U igin's (u)+t (u)l Z bigiminde genellestirildi.

P. H. Lee ve T. K. Lee 1983 yilinda, R, karakteristigi ikiden farkli asal
halka, U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tirevi
olmak izere ad(U)i Z iken a=0 veya Ui Z oldugunu goésterdiler. Bu
teorem O. Golbas: tarafindan, U, R halkasimin bir Lie ideali ve (f,d)
genellestirilmis tirev olmak tizere af (U )i Z kosulu alinarak genellestirildi.

E. C. Posner 1957 yilinda, d, R asal halkasinin sifirdan farkl: tirevi olmak
uzereher xI R icin [d(x),x]T Z kosulunu inceledi. Bu teorem icin 1981 yilinda
P. H. Leeve T. K. Lee, karakteristigi ikiden farkli asal halka icin degisik bir ispat
verdiler. 1973 yilinda Awtar, yukaridaki teoremi, R halkasinin Lie ve Jordan
idealleri icin genellestirdi. P. H. Leeve T. K. Leeise U, R halkasinin bir Lie ideali
ve her ul U igin [d(u),u]i Z kosulu altinda U 1 Z oldugunu gosterdiler. Bu
teorem 2006 yilinda N. Arga¢ tarafindan asal halka yerine yari-asal halka
alinarak, 2004 yilinda ise N. Argag ve E. Albas tarafindan asal halkada
genellestirilmis tirev igin incelendi. O. Golbas: ise R, yari-asal halka, (f,d), Rde
genellestirilmis tirev olmak tizere her x1 R igin [f(x),x]1 Z iken R halkasinin
komiitatifligini gosterdi.

1979 yilindal. N. Hergein, R, karakteristigi ikiden farkli asal olan bir halka
icin [a,d(R)]=(0) kosulunu saslayan a elemaminin halkanin merkezinde
oldugunu ispatlads. Herstein'in bu teoremi [a,d(R)|1 Z kosulu altinda P. H. Lee

ve T. K. Lee tarafindan, U, R halkasimin merkezi tarafindan kapsanilmayan bir



Lie ideali olmak tizere [a,d(U )] = (0) kosulu altinda ise J. Bergen, I. N. Herstein
ve J. W. Kerr tarafindan genellestirildi. Daha sonraP. H. Leeve T. K. Leg, U, R
halkasinin bir Lie ideali ve [a,d(U)]1 Z iken al Z oldugunu kanitladilar. N.
Argag ve E. Albas, bu kosulu 2004 yilinda R asal halkasi tizerinde genellestirilmis
tirev igin, O. Golbas1 ve K. Kaya ise, U, R halkasinin Lie ideali ve (f,d),
genellestirilmis tirevi icin incelediler. Aym teorem O. Goélbas tarafindan U, R
halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali, (f,d), genellestirilmis tirev ve
al R olmak tzere [a, f(U)]1 Z ise al Z veya d(a)=0 veya Ul Z
biciminde genellestirildi.

1978 yilinda I. N. Hergtein, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, d,
sifirdan farkl: tirev olmak tizere d(R)i Z kosulunu ele almustir. J. Bergen, I. N.
Herstein ve J. W. Kerr tarafindan ise R halkasi yerine onun bir U Lie ideali
alinarak d(U)1 Z iken U1 Z oldugu ispatlanmistir. Bu teorem N. Aydin ve M.
Soytiirk tarafindan 1995 yilinda R halkasinin bir (st )- Lie ideali igin, 2002
yihinda N. Aydin, K. Kaya ve O. Golbas: tarafindan (s ,t )— sol Lie ideali igin,
2006 yilinda ise O. Golbas: ve K. Kaya tarafindan, (f,d), R de genellestirilmis
tirev, U, R halkasinin sifirdan farkli Lie ideali olmak tzere f(U)i Z iken
Ul Z gosterilerek genellestirildi.

1992 yilinda Daif ve Bell tarafindan “d, R yari-asal halkasimin sifirdan farkl:

tirevi ve I, R nin sifirdan farkli ideali olmak Uzere asagidaki kosullardan biri

saglanirsal halkamn merkezindedir;

Lod(xy)=#xy] " xyi

i. xyT 1 icin d({x y])=[xy] veya d([x.y])=-[xy].
teoremi ispatlandi. Bu sonug 2006 yilinda N. Argag tarafindan incelendi. O.
Golbag: ise ayni sonucu bir yari-asal halkada (f,d) genellestirilmis tirevi igin
genellestirdi.



Bu calismada tirev yardimiyla bir halkanin komatatifliginin arastirilmasi
konusunda,

|. bolumde arastirilan konularla ilgili genel bilgiler verilecek, 11. Bolimde

genellestirilen sonuglarlailgili yapilmis olan galismalar 6zetlenecektir.

[11. bélimde Posner’ 1n ( Posner, 1957, Teorem 2) ve Daif ve Bell’ in ( Daif
ve Bell, 1992, Teorem 3) teoremleri, R asal halkasinin sifirdan farkli Lie ideali ve
(f,d) genellestirilmis tirevi igin ispatlanacaktur.

V. bélumde ise genellestirilmis tarevli (s t )— Lie ideallerle ile ilgili bazi

sonuclar verilecektir.



|. BOLUM

GENEL BIiLGILER

Tanmim 1.1: R, bos olmayan bir kime ve R Uzerinde toplama ve carpma
ikili islemleri taniml1 olsun. Buna gore asagidaki kosullar: saglarsa R ye bir halka
denir ve (R,+,) ile gosterilir.

i. (R,+) degismeli grup,
ii. "ab,cl R icin a(bc) = (ab)c,
iii. "ab,cl R icin a(b+c)=ab+ac ve (a+b)c=ac+bc.
Ayrica
iv. "a,bl R icin ab=ba ise R halkasina degismeli (komitatif) halka,
denir.

Tamim 1.2: R bir halka ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
S kimesi R deki toplama ve carpma islemleri altinda bir halka ise S ye R nin alt
halkasi, denir.

Tamm 1.3: R bir halkave |, R nin bir at halkasi olsun.

i. Her rT R, al | icinral | isel yaR halkasinin sol ideali,
i. Herr1 R, al | iginarl | isel yaR halkasinin sag ideali, denir.

I, R nin hem sol, hem de sag ideali ise | ya R halkasinin bir ideali denir.

Tanim 1.4: R bir halka ve A, B ve P, R nin idealleri olsun. ABi P
oldugunda Ai P veya Bi P oluyorsaP ye R halkasinin asal ideali denir.

Teorem 1.5: R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Buna gére asagidakiler
denktir.

(1) P asal idealdir.

(2) "a,bl Ricin aRbi P iseal P veyabl P dir.

(3) " a,bl Ricin (a)b)i P ise al P veyabl P dir.

(4) U, V R halkasinin iki sol ideali olmak tizere UV | P iken U | P veya

Vi Pdi.



(5) U, V R hakasinin iki sag ideali olmak lizere UV i P iken Ul P

veyaV [ P dir.

Ispat: (1) P (2): P asal ideal olsun. " a,bl R icin aRbi P oldugunu
kabul edelim. Bu durumda RaRbR P olur. Buradan RaRRbRIi P olur. P asal
ideal olduzgu igin RaRi P veya RbRi P bulunur. (a)=A olsun.
A’l RaRi P ve yine P asal ideal oldugundan A’*i P veya Al P olur.
Boylece A=(a)i P elde edilir. Buradan al P bulunur. Benzer sekilde bi P
goserilir.

(2 b (3): "abl R icin aRbi P ise al P veya bl P olsun. Kabul
edelimki (a)(b)i P olsun. Budurumda; arbi (a)b)i Poldugundan aRbi P
olur. Hipotezden, al P veya bl Pdir.

(3) b (4): " a,bl Ricin (a)b)i P ise al P veyabl P olsun.U,V R
halkasinin iki sol ideali ve UV | P olsun. Bu durumda U E P oldugunu kabul

edelim. Bu durumda ul U ve ul P olacak bicimde bir u eleman vardir. Keyfi
bir vi V alahim. (u)(v)i UV +UVRI P dir. Bu durumda hipotezden ui P

veya vl P olur.
(3) b (5): Benzer sekilde gosterilir.
(4) P (1) : Tammdan (4) b (1) ve (5) b (1) oldugu aciktr.
Tanmm 1.6: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.
Onerme 1.7: R bir halka olsun. Buna gore asagidakiler denktir.
(1) R asal halkadr.
(2) Eger a,bl R igin aRb=(0) ise bu durumda a =0 veya b=0 dir.
(3) R halkasinin sifirdan farkl her sag idealinin sag sifirlayan: sifirdir.
(4) R halkasinin sifirdan farkl: her sol idealinin sol sifirlayan: sifirdir.
Tanim 1.8: R bir halka ve |, R halkasinin bir ideali olsun. 1" =(0) olacak

bicimde $n1 Z* varsal ya R nin nilpotent ideali denir.



Tamim 1.9: R bir halka, A ve Q, R halkasinin iki ideali olsun. A>T Q
iken Al Q iseQ idealine R halkasinin yari-asal ideali denir.
Tamm 1.10: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal halka

denir.
Tamim 1.11: R bir halkaolsun. " al R igin na=0 olacak bicimde bir n

pozitif tamsayisi var ise bdyle n lerin en kiglgine R halkasinin karakteristigi
denir ve charR = n ile gosterilir.
Tanim 1.12: R bir halka ve m?* 0 bir tamsay: olsun. Her x1 R igin

mx = 0 oldugunda x = 0 oluyorsa R halkasina m- torsion free halka denir.
Tamim 1.13: X, R halkasinin bos kimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

CR(X):{aT R| xa=ax" xI X} kiimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.
Tamm 1.14: R bir halka olsun. Z :{zT R| xz=2¢,"xI R } kiimesine

R halkasimin merkezi denir. Z, R nin bir alt halkasidir.
Onerme 1.15: R asal halka olsun. Eger ab,bl Z ise bu durumda b=0

veya al Z dir.
Ispat: ab,bT Z olsun. " xT R igin xab = abx = axb olur. Buradan

(ax- xa)b=0, "xI R (1.1)
elde edilir. (1.1) dex yerine xy, yl R alinrsa
0=(axy- xya)b =axyb- xyab
=axyb- xayb+ xayb - xyab
= (ax- xa)yb+x(ay - ya)o
olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1.1) den dolay: sifirdir. Boylece
(ax- xa)Rb=(0), " xI R (1.2)
oldugu gordlir. R asal halka oldugu icin (1.2) den;
b=0 veyaal Z

bulunur.



Onerme 1.16: R bir yar-asal halka ve 0t al R olsun. Her x1 R igin
alax- xa)=0 oluyorsa ai Z dir.

Ispat: x,r1 R icin hipotezden;

a(a(xr)- (xr)a)=0 (1.3)
olur. a(xr)- (xr)a=(ax- xa)r + x(ar - ra) oldugu (1.3) de yerine yazilir ve yine
(1.3) ssitligi kullarlirsa;

ax(ar- ra)=0, " xri R
elde edilir. Bu ise

(ar - ra)R(ar - ra)=(0), " ri R
oldugunu verir. R yari-asal halka oldugundan " rT R icin ar =ra elde edilir.
Boylece al Z bulunur.

Onerme 1.17: Bir asal halkan merkezinde sifirdan farkl: nilpotent

eleman: yoktur.

Tanim 1.18: R bir halka olsun. 0t al R elemam icin ab=0( veya
ba = 0) olacak sekilde en az bir 01 bl R bulunabilirse a ya, halkamn bir sol
sifir boleni ( veya sag sifir boleni) denir.

Tanim 1.19: x,yl R igin xy- yx ifadesi komitatér carpimu olarak
adlandirilir ve [x, y] ile gosterilir.

Ozellikler: " x,y,z1 R icin

i [x+y,2=[x2+[y.
i. [xyz]=yx2+[xylz
iii. [xy,z] =Xy, z]+[x 7]y esitlikleri saglanir. Ayrica,
iv. [xyl2]+[ly.2 q+[[z ] y]=0
esitligine Jacobi 6zdesligi denir.
Tamim 1.20: R bir halka ve A, R hakasinin toplamsal alt grubu olsun.
"a,bl A icin ab- bal A (aob=ab+bal A) oluyorsa A ya R nin Lie
(' Jordan) alt halkast denir.



Tamm 1.21: A, R halkasinin bir Lie (Jordan) alt halkast ve U1 A
toplamsal alt grubu olsun. " ul U ve "al A igin ua- aul U (ua+aul U)
oluyorsa, U ya A nin Lie ( Jordan) ideali denir.

Tamm 1.22: R bir halkave s ,t : R® R iki fonksiyon olsun. x,yl R igin
[%y].. =xs(y)-t(y)x ifadesine (st )- komiitator denir.

Ozellikler: " x,y,z1 R icin asagidaki bagintilar saglanir.
vl =y d, + [t (@)l
i [z, =dy.s(@]+[x2,,y
iii. [xyzl,, =t(y[x2,, +[xyl,s(2)
v. [xvl,.2,, =[xy, +lx2.. ], ( Jecobi vzdesligi)

Tanmim 1.23: R bir haka, U, R halkasimn toplamsal alt grubu ve
s,t :R® R iki fonksiyon olsun.

i. [U,R],, 1 U oluyorsa U yaR halkasininbir (st )- sag Lie idedli
ii. [RU],, 1 Uoluyorsa U yaR halkasinin bir (st )- sol Lie ideali
jii. U, R halkasnin hem (s,t)-sol vehemde (s,t)-sag Lie ideali ise
UyaRnin (st )- Lie ideali denir.
Tanim 1.24: C,, :{CT R | cs (x)=t (x)c, " xi R} kiimesine R halkasinin
(s .t )- merkezi denir.
Tanmim 1.25: R bir halka, d: R® R toplamsal bir dontstim olsun. Her
x,y1 Ricin
d(xy) = d(x)y + xd(y)
kosulunu sagliyor ise d ye R halkasinda bir tirevdir, denir.

Tamim 1.26: R ve Siki halkave q: R® S toplamsal donustim olsun. Her
a,bl Ricin

a(ab)=a(ak(b)
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kosulunu sagliyorsa q ya bir homomorfizm, denir.

Tamim 1.27: R ve Siki halkave g : R® S toplamsal dontisim olsun. Her
a,bl Ricin

alab)=a(bl(a)
kosulunu sagliyorsa q ya bir anti-homomorfizm, denir.

Tamm 1.28: R bir halkave d: R® R toplamsal bir donistim olsun. Her
x,y1 Ricin;

(1) 9:R® R bir fonksiyon olmak tizere

d(xy) = d(x)y + g(x)d(y) = d(x)g(y) + xd(y) ve gd =dg
ised yeg ile belirlenen bir yari-ttrev denir.

(20t a:R® R bir endomorfizma olmak Uzere

d(xy) = d(xja (y) + xd(y)

ised ye bir a- tirev denir.

(3) s,t : R® R R iki fonksiyon olmak tzere

d(xy) =d(xs (v) +t (d(y)
ised yebir (s ,t )- tirev denir.
Tamim 1.29: R bir halka, f :R® R toplamsal bir dontisim olsun. Eger

her x,yl R igin

f(xy) = f(x)y +xd(y)
kosulunu saglayan bir d: R® R tirevi varsaf e R halkasinda d ile belirlenmis
genellestirilmis tirev, denir.

Onerme 1.30 (Brauer trick): Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubunun
bilesimi olarak yazilamaz.

Ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak lizere G = AE B olsun. Kabul
edelim ki Gt A olsun. Bu durumda G =B oldugunu gormeliyiz. Gt A
oldugundan xT G ve xi A olacak bicimde en az bir x elemam vardir. Ote
yandan G = AE B oldugundan xi B dir. iddiamiz G1 B dir. Eger GE B
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olsayd: bu durumda yT G ve yI B olacak bicimde en az bir y eleman var
olurdu. G = AE B oldugundan y1 A olur.

x+yl B dir. Gergekten; x+yl B olsasydi G=AEB oldugundan
x+yl A olurdu. yI A ve A toplamsal alt grup oldugundan x1 A olurdu ki bu
x1 A aisiylacelisir. O halde x+y1 B dir. xI B ve B toplamsal oldugundan
yl B olur ki buda yI B olusuylacelisir. O halde G E B olamaz. Yani G1 B
dir. Boylece G =B olur.

Tamm 1.31: R bir asal halka olsun. U, R nin sifirdan farkli bir ideali ve

f:U ® R bir sag R- modil homomorfizmast olmak Uzere; M ile bitin (U, f)
seklindeki ikililerin kiimesini gosterelim. M Uzerinde

“(U,H) ~(V,9) U R nin sifirdan farkli bir Wi U CV ideali Uzerinde
f =g” denklik bagintisint tammlayalim. Bu baginti ile belirlenen denklik

siniflarinin kiimesi Q olsun. Q kiimesi

U, H)+V,99=UCV,.f+g) , (U.(V,9)=(VU,fg)
ikili islemleri ile R yi kapsayan bir asal halkadur.

(1) Q nun merkezi C ile gosterilir ve C ye R nin genisletilmis merkezi
(extended centroid) denir. C bir cisimdir.

(2) S=RC yeR nin Q daki merkezi kapams: (central closure) denir. S, R
yi kapsayan bir asal halkadir.
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11.BOLUM
Bu bélimde konuylailgili bazi makaleler ispatsiz olarak verilecektir.
2.1. Turevli Halkalar

Posner, E. C, 1957

Tamm 2.1.1: R bir halka olsun. Her al R igin xay =0 iken x=0 veya
y = 0 oluyorsa R halkasina asal halka, denir.

Lemma 2.1.2: R bir asal halka, d : R® R bir tirevi ve al R olsun. Eger
her xI R icin ad(x)=0 ( veya d(x)a=0) oluyorsa bu durumda a=0 veya
d =0 d.

Lemma 2.1.3: R bir asal halkaolsun. Eger p,q,r1 R elemanlar her al R
icin pagar =0 olacak bigimde ise bu durumda p,q,r elemanlarindan en az biri
sifirdur.

Teorem 2.1.4: R karakteristigi ikiden farkl: olan bir asal halka, d,, d, R
halkasimin iki tdrevi olsun. Eger d,d, bir turev ise bu durumda d, =0 veya
d, =0 d.

Lemma 2.1.5: R bir asal halka, d: R® R bir tiirev olsun. Eger her al R
icin ad(a)- d(a)a=0 oluyorsabu durumda d =0 veyaR halkas: komiitatiftir.

Lemma 2.1.6: A bir Lie halka, I, A Lie halkasimn bir ideali olsun. Eger
dl A veher x1 | icin dxx=0 oluyorsa bu durumda her al R ve her xI |
icin (dax)x=0 olur. ( Her xI | igin dxx=0 kosulunu saglayan di R
elemanlarinin kiimesi A nin bir idealidir.)

Teorem 2.1.7: R bir asal halka, d: R® R bir tiirev olsun. Eger her al R
icin ad(a)- d(a)al Z oluyorsabu durumda d =0 veya R halkas: komiitatiftir.



13

Herstein, |.N., 1978
Teorem 2.1.8: R bir halka, d:R® R bir tiirev ve d* 0 olsun. O zaman
her r1 R igin d(r) elemanlar tarafindan Uretilen A alt halkast R halkasinin
sifirdan farkl: bir idealini kapsar.
Teorem 2.1.9: R bir asal halka, d: R® R sifirdan farkl: bir ttrev olsun.
Her x,y1 R igin d(x)d(y) = d(y)d(x) ise bu durumda,
i. Eger R karakteristigi ikiden farkli halka ise bu durumda R halkast
komUitatif tamlik bolgesidir.
ii. Eger R karakteristigi iki olan halka ise bu durumda R halkasi komiitatif
veya R halkasi merkezi Gizerinde 4-boyutlu basit cebirdir.

Herstein, I.N., 1979
Teorem 2.1.10: R bir asal halka, d : R® R sifirdan farkl1 bir tiirev olsun.

al Rveher xI R icin ad(x)=d(x)a olacak bigimde ise bu durumda,
i. Eger R karakterigtigi ikiden farkl1 halkaise bu durumda al Z dir.
(Z, R halkasinin merkezidir.)
ii. Eger R karakteristigi iki olan halka ise bu durumda a®1 Z dir. Ustelik,
al Z ise I T C (R halkasimn genisletilmis merkezi) olmak iizere her

x1 Rigin d(x)=(l a)x- x(I a) dhr.

Lee P.H.velLee T.K., 1981
Teorem 2.1.11: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, 0t d: R® R hir

tirevve al R olsun. Eger [a,d(R)]i Z isebudurumda ai Z dir.
Teorem 2.1.12: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, 0t d: R® R hir
tirev olsun. Eger [d(R),d(R)]1 Z ise bu durumda R halkasi komitatiftir.
Teorem 2.1.13: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, 0t d: R® R hir
tirev olsun. Eger d?(R)i Z isebu durumda R halkas: komiitatiftir.
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Teorem 2.1.14: R karakteristigi ikiden farkli asal halka di ve d;, R
halkasinin sifirdan farkl iki tirevi olsun. Eger d,d,(R)i Z ise bu durumda R
halkast komitatiftir.

Teorem 2.1.15: R karakteristigi ikiden farkli asal halkave 0t d:R® R
bir tirev olsun. Eger her xi R igin [x,d(x)|]T Z ise bu durumda R halkasi

komutatiftir.

Bresar, M., 1989
Tamm 2.1.16: A cebir olsun. x,yT A icin

o £[XIv1

0zelligi saglanyorsa A yanormlu cebir, denir.
Tamm 2.1.17: A kompleks normlu cebir olsun.

> clalllo]. " abT A
olacak bicimde ¢ > 0 sabiti varsa A yaultraasal denir.
Tamm 2.1.18: A kompleks normlu cebir olsun.

Mes

IM,.[2 cla®, " al A

olacak bicimde ¢ > 0 sabiti varsa A ya ultra yari-asal denir.

Tamm 2.1.19: A bir halka, d : A® A toplamsal bir donisiim olsun. Eger
her x,yl Aigin

d(xy) =d(x)y + xn(y)
kosulunu saglayan bir h: A® A tiurevi varsad yaA halkasinda hile belirlenmis
genellestirilmis tirev, denir.

A herhangi halka , di, d» A da tirevler, A(A), A nmin genellestirilmis
turevlerinin kiimesi, D(A), A daki bitin tirevlerin kiimesi olsun. A normlu cebir

iken An(A)={dT A(A)| d:A® A sinirl lineer operator }, Dy(A), biitin sinirls
tirevierin  kimesidir.  dist(d,d,,D, (A)) =inf{ |d,d, - d[,dT D,(A)} olarak

alinacaktir.
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Teorem 2.1.20: A ultra asal normlu cebir, d,,d,T D,(A) ve a,bl A igin

M,, :A® A, x® axb seklinde tammli1 donisiim olsun. Eger her a,bl A icin

Mes

3 ¢lld]||bj|, olacak bigimde ¢ > 0 varsa bu durumda

: c? :
dist(d,d,, D, (A))3 E”dl””dzu dir.
Teorem 2.1.21: A ultra yar-asal normlu cebir ve di D,(A) olsun. Eger

al Aicin|M,,|? c|a* olacak bigimde c > 0 varsa bu durumda

dist(d”, D, (A)* [d]” dir
Teorem 2.1.22: A, Neumann cebiri olsun. Eger d,,d,T D(A) ise

dist(dl,dz,D(A))£%||dl||||d2|| dir. Her d D(A) iin dist(dZ,Db(A))E%”dHZ dir.

Hvala, B., 1998
Bu makalede R karakteristizi ikiden farkli asal halka, Q,(R) ve Q.(R)

srasiyla sag ve simetrik Martindale kesirler halkast (quotient halkas)), C
genisletilmis merkezi, R. = RC merkezi kapanis: olarak alinacaktr.

Onerme 21.23: f :R® A ve h:R® R. herhangi donlstimler ve

a;,c | Rolmak uzere

f.(z)xa, +§ czh(x)=0, " x,zI R

1 i=1

. moj

J
olsun. Eger {a,,a,,...a,} ve{c,,c,,...c,} kimeleri C-bazimsiz ise

k n
f(z2=-acaz, .h(x)=4 ag,xa, " xzl R,i=12..k, j=12..,n
i=1 =1

i
olacak bigimde ¢, T Q,(R.), i =12,...,.k, j =12,..,n vardr.

Lemma 2.1.24: f:R® R. toplamsal donusim ve her x,yl R igin

f(xy)= f(x)y olsun. Bu durumda her x1 R igin f(x)=gx olacak bigimde
ql Q (R.) vardr.
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Lemma 2.1.25: R komiitatif olmayan halkave F:R® C genellestirilmis

turev olsun. Bu durumda F =0 dur.
Lemma 2.1.26: a,bl Ave f:R® A, f(x)=axb seklinde bir doniisim

olsun. Eger f genellestirilmis tiirev ise bu durumda al C veya bl C drr.

Argag, N., Albas, E., 2004

Bu makale boyunca R asal halka, Q,(R) sag Martindale kesirler halkasi
(quotient halkast), C genisletilmis merkez, R. = RC merkezi kapans, Z, R
halkasinin merkezi ve o tirev olmak iizere (d,a) R de genellestirilmis tirev
olarak alinacaktur.

Teorem 2.1.27: R komiitatif olmayan halka olsun. Eger her x,yl R igin

d(x y])=0 ise bu durumda her xI R igin d(x)=gx olacak higimde
ql Q (R.) vardr.

Teorem 2.1.28: R komiitatif olmayan halka olsun. Eger her x,yl R igin
d([x,y])=#[x,y] ise bu durumda her xi R igin d(x)=qx olacak higimde
ql Q (R.) vardr.

Sonug 2.1.29: R komiitatif olmayan halka olsun. Eger her x,y1 R igin
d(xy)=+xy ise bu durumda her xi R igin d(x)=gx olacak bicimde
ql Q (R.) vardr.

Teorem 2.1.30: Eger (d,a) genellestiriimis tirev ve d, R de
homomorfizma veya anti-homomorfizma ise bu durumda her xI R igin
d(x) = gx olacak higimde qi Q, (R.) vardrr.

Teorem 2.1.31: (d,a), (g.b) iki genellestirilmis tirev ve al R olsun. Bu
durumda ad(x) = g(x)a, " xT R ise asagidakilerden herhangi biri saglanr:

i. al C dir.
i. Her xT R igin a(x)=[x,p], b(x)=[a,x], gqal C, p=la, 1T C
olacak bicimde p,qi Q, (R.) vardir.
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Sonug 2.1.32: al R olsun. Eger her xi R igin [a,d(x)]=0 ise bu
durumda al C veya a(x)=[x,p|, qal C, p=la, I T C olacak bigimde
pl Q (R.) vardr.

Lemma 2.1.33: R karakteristigi ikiden farkli komutatif olmayan halka ve
(d,a) sifirdan farkli genellestirilmis tirev olsun. Eger her x1 R igin
[x,d(x)]=0 ise bu durumda her xi R igin d(x)=1x olacak bicimde | T C
vardir.

Teorem 2.1.34: R komiitaiif olmayan halka ve (d,a) sfirdan farkh
genellestirilmis tirev olsun. Eger her x1 R igin [x,d(x)]T Z ise bu durumda her
x1 R igin d(x)= gx olacak bicimde qi Q, (R.) vardr.

Teorem 2.1.35: R karakteristigi ikiden farkli komutatif olmayan halka ve
(d,a) sfirdan farkli genellestirilmis tirev olsun. Eger her xi R igin
xd(x)+d(x)x] Z isebudurumdaher xi R igin [x,d(x)]=0 dir.

(d,a) sfirdan farkli genellestirilmis tirev olsun. Eger her xi R igin
xd(x)+d(x)xT Z ise bu durumda her x R icin d(x)=1x olacak bigimde
| T C vardrr.

Teorem 2.1.37: R komiitatif olmayan halka, (d,a) genellestirilmis tiirev,
a(z)1 0 ve al R olsun. Eger her xi R icin [a,d(x)]T Z ise bu durumda
al z dir.

Sonug 2.1.38: R komiitatif olmayan halka, (d,a) genellestirilmis tiirev ve
a(z)* 0 olsun. Eger [d(R),d(R)]i Z isebu durumda d =0 dir.

Teorem 2.1.39: R karakteristigi ikiden farkli komutatif olmayan halka ve
(d,a) sifirdan farkl: genellestirilmis tiirev olsun. Eger d?(R)1 Z ise asagidaki
durumlardan biri saglanir:

i. Her xI Ricin d(x)=xa ve a? =0 olacak hicimde al Q, (R.) vardr.

ii. Her xI R icin d(x)=ax ve a? =0 olacak higimde al Q, (R.) vardr.
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iii. d(x)=1x+a(x) olacak bigimde | T C vardhr.

Argag, N., 2006

Teorem 2.1.40: R yari-asal halka, d ve g, R de en az biri sifirdan farkli
tirevler olsun. Eger her x1 R igin d(x)x =xg(x) ise bu durumda R sifirdan
farkli bir merkezi ideal kapsar.

Sonug 2.1.41: R asdl, d ve g, R de en az biri sifirdan farkl: tirevler olsun.
Eger her x1 R igin d(x)x = xg(x) ise bu durumda R komiitatiftir.

Sonug 2.1.42: R asal halka ve d, R de turev olsun. Eger her x1 R igin
[x,d(x)] = 0 ise bu durumda R komiitatiftir.

Teorem 2.1.43: R yari-asal halka, I, R nin sifirdan farkli ideali ve d, R de
bir tirev olsun. Eger d asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda d, |
Uzerinde komtingdir.

Ayrica, d(1)* (0) iseR sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Her x,y1 1 igin d([x, y])=[xy].
ii. Her x,yT I igin d(x y])=-[xy].
iii. Her x,yT 1 icin d(x y]) =[x y] veya d([x, y]) = - [x,y] dir.

Sonug 2.1.44: R asal halka, d, R de bir tirev ve |, R nin sifirdan farkl: ideali
olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglamrsa bu durumda d, | Uzerinde
komtingdir.

veya R komutatiftir.

i. Her x,yT | icin d(xy)=xy.
ii. Her x,y1 I igin d(xy)= yx.
iii. Her x,yT 1 icin d(xy)=xy veya d(xy) = yx dir.

Teorem 2.1.45: R yar1-asal halka, d, R de bir tirev ve I, R nin sifirdan farkl
ideali olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda d, | Gzerinde
komtingdir.

Ustelik, eger d(1)* (0) ise bu durumda R sifirdan farkl: merkezi bir ideal
kapsar.
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i. Her x,yT | icin d(xoy)= xoy.
ii. Her x,y1 I igin d(xoy) = - xoy.
iii. Her x,y1 1 icin d(xoy)= xoy veya d(xoy) = - (xoy) dir.
Sonug 2.1.46: R asal halka, d, R de bir tirev ve I, R nin sifirdan farkl: ideali
olsun. Eger asagidakilerden biri saglanirsa bu durumda R komutatiftir.

i. Her xT 1 igin d(x?)=x.
ii. Her xT 1 igin d(x?)=- 2.
Teorem 2.1.47: R, 2- torsion free yari-asal halka, d, R de bir tirev ve I, R
nin sifirdan farkli ideali olsun. Asagidaki durumlardan biri varsa bu durumda d, |
Uzerinde komutingdir.

Ustelik, eger d(l)? (0) ise R sifirdan farkl: merkezi ideal kapsar.
i. Her x,yT | igin [d(x),d(y)] =d((x y]).
ii. Her x,yl 1 icin [d(x),d(y)] = d(y.x]).
iii. Her x,y1 1 igin [d(x),d(y)] = d((x, y]) veya [d(x).d(y)] = d(y. x]).
Sonug 2.1.48: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, d sifirdan farkli R de

bir tirev ve I, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. Eger asagidaki durumlardan

biri saglanirsa bu durumda R komditatiftir.
i. Her x,yT | igin [d(x),d(y)] =d((x y]).
ii. Her x,yl 1 icin [d(x),d(y)] = d(y.x]).
iii. Her x,y1 I icin [d(x),d(y)] = d([x, y]) veya [d(x).d(y)] = d(y. x]) dir.
Teorem 2.1.49: R asal halka, d, R de bir tirev ve |, R nin sifirdan farkl bir
ideali olsun. Eger her x,yT | igin d([x,y])T Z ise bu durumda d?(1)1 Z veya
R komitatiftir. Ustelik, R karakteristigi ikiden farkli asal halka ve d sifirdan farkl
turev ise R komaitatiftir.
Sonug 2.1.50: R asal halka, 1, R nin sifirdan farkl: ideali ve d, R de bir tirev
olsun. Eger her x,yi | icin d(xy)i Z ise bu durumda d?(1)i Z veya R
komiitatiftir. Ustelik, R karakteristigi ikiden farkl asal halka ve d sifirdan farkl:

turev ise R komditatiftir.
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Golbasi, O., ( On commutativity of semiprime rings with generalized
derivations)

Teorem 2.1.51: R yari-asal halka, (f,d), (g,h), R deiki genellestirilmis
tirev olsun. Eger her x,yl R icin f(x)y = xg(y) ise bu durumda R sifirdan
farkli merkezi bir ideal kapsar.

Sonug 2.1.52: R asal halka, (f,d), (g,h), R de iki genellestirilmis tirev
olsun. Eger her x,y1 Ricin f(x)y = xg(y) ise bu durumda R komiitatiftir.

Teorem 2.1.53: R yari-asal halka, (f,d), (g,h), R de iki genelletirilmis
tiirev olsun. Eger her xI R igin f(x)x = xg(x) ise bu durumda R sifirdan farkl
merkezi bir ideal kapsar.

Sonug 2.1.54: R asal halka, (f,d), (g,h) R de iki genellestirilmis tirev
olsun. Eger her x1 R igin f(x)x = xg(x) ise bu durumda R komiitatiftir.

Teorem 2.1.55: Ryari-asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun.
Eger (f,d) asagidaki 6zelliklerden birini saglarsa bu durumda R sifirdan farkl:
merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x,yl Rigin f([x,y])=[xy].
ii. Her x,yl Rigin f(x y])=-[xy].
iii. Her x,yT Rigin f([x,y]) =[x y] veya f(x,y])=-[xy] dir.

Sonug 2.1.56: R yari-asal halka, (f,d), R de genelletirilmis tirev olsun.
Eger (f,d) asagidaki ozelliklerden birini saglarsa bu durumda R sifirdan farkl:
merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x,yl Rigin f(xy)=xy.
ii. Her x,yl Rigin f(xy)=yx.
iii. Her x,yT Ricin f(xy)=xy veya f(xy)=yx dir.

Sonug 2.1.57: R asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tirev olsun. Eger
(f,d) asagidaki ozelliklerden birini saglarsa bu durumda R komiitatiftir.

i. Her x,yl Rigin f(xy)=xy.
ii. Her x,yl Rigin f(xy)=yx.
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iii. Her x,yT Ricin f(xy)=xy veya f(xy)=yx dir.

Teorem 2.1.58: Ryari-asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun.
Eger (f,d) asagidaki ozelliklerden birini saglarsa bu durumda R sifirdan farkl:
merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x,yl Rigin f(xoy)= xoy.
ii. Her x,yl Ricin f(xoy)=- xoy.
iii. Her x,yT Rigin f(xoy)= xoy veya f(xoy)=- xoy dir.

Sonug 2.1.59: R yari-asal halka, (f,d), R de genelletirilmis tirev olsun.
Eger (f,d) asagidaki 6zelliklerden birini saglarsa R komiitatiftir veya R sifirdan
farkli merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x1 Rigin f(x?)=x’.
ii. Her xT Rigin f(x?)=-.

Teorem 2.1.60: R yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkl ideali, (f,d),
(9,h), R de iki genellestirilmis tiirev ve h(U)* (0) olsun. Eger her x,yT U igin
f (x)y = xg(y) ise bu durumda R sifirdan farkl: merkezi bir ideal kapsar.

Sonug 2.1.61: R asal halka, U, R nin sifirdan farkl: ideali, (f,d), (g,h), R
de iki genellestirilmis tirev ve h(U)* (0) olsun. Eger her x,yi U igin
f (x)y = xg(y) ise bu durumda R komiitatiftir.

Teorem 2.1.62: R yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkl ideali, (f,d),
(9,h), R de iki genellestirilmis tiirev ve h(U)* (0) olsun. Eger her x,yT U igin
f (x)x = xg(x) ise bu durumda R sifirdan farkl merkezi bir ideal kapsar.

Sonug 2.1.63: R asal halka, U, R nin sifirdan farkl: ideali, (f,d), (g,h), R
de iki genellestirilmis tirev ve h(U)* (0) olsun. Eger her x,yi U igin
f (x)x = xg(x) ise bu durumda R komiitatiftir.

Teorem 2.1.64: R yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkl: idedli, (f,d) R
de genellestirilmis tirev olsun. Eger (f,d) asagidaki 6zelliklerden birini saglarsa

bu durumda R sifirdan farklt merkezi bir ideal kapsar.
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i. Her x,yl U icin f(x y])=[xy].
i. Her x,yT U icgin f(x,y])=-[xy].
iii. Her x,yT U igin f([x,y])=[xy] veya f((xy])=-[xy] dir.

Sonug 2.1.65: R yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d), Rde
genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d) asagidaki ézelliklerden birini saglarsa bu
durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x,yl U icin f(xy)=xy.
i. Her x,yl U icin f(xy)=yx.
iii. x,yl U igin f(xy)=xy veya f(xy)= yx dir.

Sonug 2.1.66: R asal halka, U sifirdan farkl: R nin ideali, (f,d) R de
genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d) asagidaki ézelliklerden birini saglarsa bu
durumda R komutatiftir.

i. Her x,yl U icin f(xy)=xy.
i. Her x,yl U icin f(xy)=yx.
iii. x,yl U igin f(xy)=xy veya f(xy)= yx dir.

Teorem 2.1.67: R yari-asal halka, U sifirdan farkli R nin ideali ve (f,d) R
de genellestirilmis tirev olsun. Eger (f,d) asagidaki 6zelliklerden birini saglarsa
bu durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x,yl U icin f(xoy)=xoy.
ii. Her x,yl U igin f(xoy)=- xoy.
iii. x,yl U igin f(xoy)=xoy veya f(xoy)=- xoy dir.

Sonug 2.1.68: R yari-asal halka, U sifirdan farkli R nin ideali ve (f,d) R
de genellestirilmis tirev olsun. Eger (f,d) asagidaki 6zelliklerden birini saglarsa
R komutatiftir veya R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x1 U igin f(x?)=x2.

ii. Her xT U igin f(x?)=-x°.
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2.2. Turev ve Lielidealler

Herstein, I.N., 1970

Lemma 2.2.1: R, 2- torsion free bir yari-asal halka ve T, R halkasinin bir
Lie ideali olsun. Eger [T,T]1 Z isebudurumda T i Z olur.

Lemma 2.2.2: R, 2- torsion free bir yari-asal halka ve U, R halkasinin bir
Lie ideali olsun. tT R elemam [U,U] nun her eleman: ile yer degistirirse bu
durumdat, U Lie idealinin her eleman ile yer degistirir.

Lemma 2.2.3: R, 2- torsion free bir yari-asal halka ve U, R halkasinin bir
Lie ideali olsun. Buna gore tT R elemam her ul U icin, tu- ut elemanlaryla

yer degistirirse, t, U Lie idealinin tim elemanlariyla yer degistirir.

Bergen, J., Herstein, I.N. veKerr, J.W., 1981

halkasinin bir Lie ideali ve Z, R halkasinin merkezi olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.4: Eger U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie
ideali ise bu durumda R halkasinin [M,R]1 U fakat [M,R]E Z olacak higimde
bir M ideali vardr.

Lemma 2.2.5: Eger U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie
ideali ise bu durumda C,(U)=2Z dir.

Lemma2.2.6: C.([U,U])=C,(U) dur.

Lemma 2.2.7: U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasimin bir Lie ideali ve
a,bl R olsun. Eger aUb =0 ise bu durumda a=0 veya b=0 dr.

Lemma 2.2.8: U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan
farkl bir tirevi olsun. Eger d(U)=0 isebudurumda U i Z dir.

Lemma 2.2.9: U, R nin bir Lie ideali, d, R halkasimin sifirdan farkli bir
tiirevi olsun. Eger d(U)1 Z isebudurumdaU i Z dir.
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Lemma 2.2.10: U, Z tarafindan kapsanmayan R nin bir Lie ideali, d, R
halkasinin sifirdan farkli bir tirevi olsun. Eger t1 R igin td(U):O ( veya
d(U )t =0)isebudurumdat =0 dr.

Teorem 2.2.11: U, karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasimin bir
Lieideali ve d, R halkasinin sifirdan farkl1 bir tiirevi olsun. Eger d?(U)=0 ise bu
durumda U I Z dir.

Sonug 2.2.12: R, 2- torsion free olan bir yari-asal halka ve U, R nin bir Lie
ideali olsun. Eger al R igin [a,[a,U]] =0 ise bu durumda [a,U]=0 dhr.

Teorem 2.2.13: U, Z tarafindan kapsanmayan R asal halkasinin bir Lie
ideali ve d, R hakasimin sifirdan farkli bir tdrevi olsun. Bu durumda
Cg(dU))=2 dir.

Calismanin bundan sonraki kisminda d : R® R sifirdan farkl tirev, U, Z
tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali, d{U), d(U) tarafindan
tretilen alt halka, V =[U,U] ve W =[V,V] olarak alinacaktr.

Lemma 2.2.14: Eger d** 0 ve d(V), R halkasinin sifirdan farkli sol | ve

sifirdan farkli sag d idealini kapsarsa bu durumda E(m R halkasinin sifirdan
farkli bir idealini kapsar.

Lemma 2.2.15: |, R halkasinin sifirdan farkl: bir ideali olsun. Eger d(U ), R
halkasinin sifirdan farkli sag ve sifirdan farkli sol idealini kapsamiyor ise bu
durumda, [c,1]1 d{U) oldugunda ci Z dir.

Lemma 2.2.16: Eger d*(U )’ =0 ise bu durumda d*(W) =0 dr.

Lemma 2.2.17: Eger d*(U) =0 ise bu durumda d® =0 dir.

Teorem 2.2.18: R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka, d: R® R
sifirdan farkl: tirev ve d® 1 0, U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie
ideali olsun. Bu durumda d(U), R nin sifirdan farkl: bir idealini kapsar.

Teorem 2.2.19: R Kkarakteristigi ikiden farkli olan asal haka, U, Z
tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali ve d, d, R halkasimn iki
tiirevi olsun. Eger dd(U)=0 isebudurumdad =0 veya d =0 dir.
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Awtar, R., 1973

Lemma 2.2.20: R, karakterisitigi ikiden farkli olan bir asal halka,
d: R® R sifirdan farkl: tirev ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger her
ul U igin [u,d(u)]l Z ve u?T U ise bu durumda her uf U igin [u,d(u)]=0
chr.

Lemma 2.2.21: R asal halka, U, R halkasinin Lie ideali ve d:R® R
sifirdan farkl: tirev olsun. Eger her ul U igin [u,d(u)]T Z ise bu durumda her
ui U ve r1 R icin [[d(r),ul,u]i Z olur. Ustelik, her uf U igin [u,d(u)]=0
ise bu durumda her r1 R igin [[d(r),u],u] =0 olur.

Lemma 2.2.22: R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, d: R® R
sifirdan farkl tirev ve U, R halkasimin bir Jordan ideali olsun. Eger her ul U
icin ud(u) = d(u)u = 0 ise bu durumda U = (0) dhr.

Teorem 2.2.23: R karakteristigi iki ve tgden farkli olan asal halka, d, R
halkasinin sifirdan farkl: bir tiirevi ve U, R nin Lie ideali olsun. Eger her ul U
igin [u,d(u)]T z isebudurumda U i Z dir.

Teorem 2.2.24: R karakteristigi Ui¢ olan asal halka, d, R halkasinin sifirdan
farkli bir tirevi ve U, R nin Lie ideali olsun. Eger her ul U icin u*T U ve
[ud(u)]l Z isebudurumdau i Z dir.

Teorem 2.2.25. R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka d, R
halkasinin sifirdan farkli bir tirevi ve U, R nin Jordan ideali olsun. Eger her
uf U igin [u,d(u)]i Z isebudurumdau i Zz dir.

Teorem 2.2.26: R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka d, R
halkasinin sifirdan farkli bir ttrevi, U, R halkasinin bir alt halkasi ve Lie (Jordan)
ideali olsun. Eger her ul U igin [u,d(u)]l Z isebudurumdau i Z dir.

Lee, PH.velLeg T.K., 1983
Bu makale boyunca R, karakteristigi ikiden farkli olan asal halka ve U, R
halkasinin bir Lie ideali olarak alinacaktir.
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Lemma 2.2.27: d, R halkasinin sifirdan farkl bir tirevi, d(z)* 0 ve al R
olsun. Eger [a,d(U)]i Z isebudurumda al Z veyaU i Z dir.

Teorem 2.2.28: d, R hakasimn sifirdan farkli bir tirevi olsun. Eger
d?(U)i z isebudurumdaU i Z dir.

Teorem 2.2.29: d, R halkasinin sifirdan farkl: bir tirevi ve al R olsun.
Eger [a,d(U)]1 Z isebudurumda al z veyaU [ Z dir.

Teorem 2.2.30: d, R hakasimn sifirdan farkli bir tirevi olsun. Eger
[d(U).dU)]T Z ise budurumda U i Z dir.

Teorem 2.2.31: d, d, R halkasimn sifirdan farkli tdrevleri olsun. Eger
dd(U)i Z isebudurumdaU i Z dir.

Teorem 2.2.32: d, R hakasinin sifirdan farkli bir tirevi olsun. Eger her
ul U igin [u,d(u)]i Z isebudurumdaU [ Z dir.

Teorem 2.2.33: d, R halkasinin sifirdan farkl: bir tirevi ve al R olsun.

Eger ad(U)i Z isesbudurumdaa=0 veyaU i Z dir.

Awtar, R., 1984

Teorem 2.2.34: R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, d, R halkasinin
sifirdan farkl: bir tirevi, U, R halkasinin bir Lie ideali ve al R igin d(a)=0
olsun. Eger d2(U)1 Z ve[a,d(U)]l Z isebudurumda ail Z veyaU i Z dir.

Teorem 2.2.35: R, karakteristigi ikiden farkl1 asal halka, U, R halkasinin bir
Lie ideali ve al R olsun. Eger her ul U igin [a,[a,u]]T Z ise bu durumda
[a,U] =0 dir. Ustelik, U E Z ise bu durumda ai Z dir.

Teorem 2.2.36: R, 2- torsion free yari-asal halka, U, R halkasinin bir Lie
ideali ve al R olsun. Eger her ul U icgin [a[au]]l Z ise bu durumda
[a,U]=0 dir.

Teorem 2.2.37: R, karakteristigi ikiden farkl: asal halka, U, Z tarafindan
kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger al R eleman, her ul U

igin [a,d(u)]T Zisebu durumda d =0 veya al Z olur.
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Teorem 2.2.38: R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, d, R halkasinin
sifirdan farkl1 bir tiirevi ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger d2(U)i Z
isebu durumda U 1 Z dir.

Teorem 2.3.39: R, karakteristigi ikiden farkl: asal halka, U, Z tarafindan
kapsanmayan R halkasimin bir Lie ideali ve d, d, R halkasimin tirevleri olsun.
Eger dd(U)i Z isebudurumdad =0 veyad =0 dr.

Teorem 2.2.40: R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, d, R halkasinin

sifirdan farkl: bir tirevi ve U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie
ideali olsun. Eger her ul U igin [u,d(u)]l z issu 1 Z dir.

Carini, L., 1985
Bu makalede R, 2- torsion free yar1-asal halka, U, R halkasinin bir Lie ideali

ve d, R halkasinin d2(U)=0 ve d(U)1 U olan bir tiirevi olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.41: d(jU,R])=0 dir.

Lemma 2.2.42: d(RJU,R] =0 dr.

Teorem 2.2.43: R, 2- torsion free yari-asal halka, d, R halkasimn bir trevi
ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger d?(U)=0 ise bu durumda
dU)1 z dir.

Sonug 2.2.44: R, 2- torsion free yari-asal halka, d, R halkasinin bir i¢ tirevi
vel, R halkasinin ideali olsun. Eger d?(1) =0 ise bu durumda d(l)=0 dir.

Sonug 2.2.45: R, 2- torsion free yari-asal halka, d, R halkasinin bir ig tirevi
ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger d?(U)=0 ise bu durumda d(U) =0
cr.

Golbasi, O., Kaya, K ., 2006

Bu makalede R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, d, sifirdan farkl
olmak tizere (f,d), R deiki yanl: genellestirilmis tiirev, U, R halkasinin sifirdan
farkli Lie ideali olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.46: Eger f(U)=0 isebudurumdaU i Z dir.
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Lemma 2.2.47: Eger f(U)1 Z isebudurumdaU i Z dir.
Lemma2.2.48: al Ricin
i. Egeraf(U)=0isea=0veyaUl Z dir.
ii. Eger f(U)a=0isea=0veyaUl z dir.
Lemma 2.2.49: al R ve d(z)! 0 olsun. Eger [a f(U)]=0 ise bu
durumda al Z veyaU | Z dir.
Lemma 2.2.50: Eger al R icin [a, f (U)] =0 ise bu durumda ai Z veya
d@)=0veyaU i Z dir.
Teorem 2.2.51: Eger f2(U)=0 isebudurumdaU i Z dir.
Teorem 2.2.52: Her ul U icin u*T U olsun. Eger her u,vi U igin
f(uv) = f(u)f(v) isesbudurumda U | Z dir.
Teorem 2.2.53: Her ul U icin u?T U olsun. Eger her u,vi U igin
f(uv) = f(v)f(u) ise budurumda U | Z dir.
Teorem 2.2.54: Her ul U icin u*T U olsun. Eger her u,vi U igin

f(uv) = f(w) isebudurumda U 1 Z dir.

Golbasi, O., (Lieideals and generalized derivations of primerings)

Bu makalede R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, d sifirdan farkli
olmak Uzere (f,d), R de iki yanli genellestirilmis tirev ve U, R halkasinin
sifirdan farkli Lie ideali olarak alinacaktir.

Lemma 2.2.55: Eger al Ricin [a, f(U)] Z isebudurumda ai Z veya
d@)=0veyaU i Z dir.

Teorem 2.2.56: Eger d(U)1 U ve her ul U icin [u, f(u)]i Z ise bu
durumdaU I Z dir.

Teorem 2.2.57: Eger f(U)I U ve f2(U)i Z isebudurumda Ui Z
dir.

Teorem 2.2.58: Eger her u,vi U igin f(uv) = f(u)f(v) ise bu durumda
Ul Z dir.
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Teorem 2.2.59: al R igin
i. Egerd(z)* Oveaf(U)i Z isebudurumda a=0 veyaU i Z dir.
ii. Eger d(z)=0veaf(U)i Z isebudurumda d(a)=0veyaU i Z dir.
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2.3. Turevve (st )- Lieidealler

Kaya, K., 1991
Bu makalede R karakteristigi ikiden farkli asal halka ve s,t :R® R iKi

otomorfizma olarak alinacaktir.

Lemma 231 d,:R® R bir (s,t)- turev, a, R nin bir haka
otomorfizmi olmak Uzere d, : R® R bir (a,a)- turev, d,a =ad,, da =ad, ve
U, R halkasinin sifirdan farkl: bir ideali olsun. Eger d,(U)1 U ve d,d,(U)=0
ise bu durumda d, =0 veya d, =0 dir.

Sonug 2.3.2: U, R halkasinin sifirdan farkl: bir ideali ve a,bl U olsun.
Eger her xT U igin [a,[b,X]];, =0 isebudurumda al C,, veyabl Z dir.

Lemma 2.3.3: d:R® R sifirdan farkli bir (s,t)- tirev ve U, R nin
sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger al U igin [d(U),a]s,t‘I C,, ise bu
durumda ai z dir.

Lemma 2.3.4: 01 d:R® R hir (s,t)- tirev ve U, R nin sifirdan farkl
bir ideali olsun. Eger d(U)I U ve [d(U),d(U)],, | C,, ise bu durumda R
halkas: komutatiftir.

Teorem 2.35: 0! d,:R® R bir (s,t)-turev, 0 d, : R® R bir tirev,
U, R nin sifirdan farkl: ideali ve d,(U)1 U olsun. Eger d,d,(U)I C,, isebu

durumda R komutatiftir.

Teorem 236: U, R nin bir (s,t)- sag Lie ideali olsun. Eger
[UU],, 1 C,, issbudurumdaU 1 Z veya U1 C_, dir.

Sonug 2.3.7. M sifirdan farkli R halkasimin bir ideali olsun. Eger
[M,R],, I C,, isebudurumdaR komiitatiftir.

Sonug 2.3.8: Eger her x,y,z1 R igin [[x, Y], .2, =0 ise bu durumdaR

st

komutatiftir.
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sifirdan farkli bir (s,t)- sag Lie ideali ve hem de alt halkasi ise bu durumda
Ul Z veyaUl C,, veyaU, R nin sifirdan farkl1 bir idealini kapsar.

Aydin, N. veKandamar , H. , 1994

s,t :R® R iki otomorfizma olarak alinacaktur.

Lemma 2.3.10: U, R halkasinin (s ,t)- sag Lieideali ve al R olsun. Eger
[U,al,, | C,, issbudurumdaal Z veyaUl C,, dir.

Lemma2.3.11: al R ve aU =0(veya Ua=0) olsun.

(a) Eger U, (s,t)- ol Lieideal isebudurumda a=0 veyaU | Z dir.

(b) Eger U, (s,t)- sag Lie ideal ise bu durumda a=0 veya U1 C, .

olur.

Teorem 2.3.12: U, karakteristigi ikiden farkli R asal halkasinin bir (s ,t)-
sag Lie ideali ve al R olsun. Eger [U,a] =0 ise bu durumda al Z veya
ui c,, di.

Sonug 2.3.13: U, R hakasimin (s,t)- sag Lie ideali olsun. Eger U
komiitatif ise bu durumdaU I Z veyaU | C,,

Lemma 2.3.14: R bir halka ve U sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideal olsun.
T(U):{aT R|[Ral, ] U}olmak (izere
RTU).s (TL))]TI TU) ve[TL)t (TL)]RT TU) olur.

Lemma 2.3.15: U sifirdan farkli (s,t)- Lieidea, UEZ, UEC,, ve
a,bl R olsun. Eger aT(U )b =(0) isebu durumda a=0 veyab =0 dr.

Teorem 2.3.16: U, (s,t)- Lie ided, UEZ ve UEC,, olsun. Bu
durumda R halkasinin [RM],, 1 U fakat [RM],, EC,, olacak higimde
sifirdan farkl: bir M ideali vardr.
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Sonug 2.3.17: U sifirdan farkli (s,t)- Lie ideal, UEZ ve UEC,,

olsun. Eger a,bl R i¢in aUb =0 ise bu durumda a=0 veya b =0 dir.

Aydin, N. ve Soytirk, M., 1995

farkli R nin tdrevi, s,t : R® Riki otomorfizma ve sd =ds , td =dt olarak
alinacaktir.
Lemma 2.3.18: U, R halkasimin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali olsun.

Eger U1 C,, issbudurumdaU | Zdir.

Teorem 2.3.19: U, R halkasimn sifirdan farkli (s ,t)- sag Lie ideali olsun.
Eger dU)1 C,, isebudurumdaR halkas: komitatiftir veyaU 1 C,, dir.

Sonug 2.3.20: U, R halkasimin sifirdan farkli (s ,t)- Lie ideali olsun. Eger
dU)I C,, issbudurumdaU I Z veyaR halkas: komitatiftir.

Lemma 2.3.21: U, R halkasinin sifirdan farkli (s,t)- sag Lie ideali ve
al Rolsun. Eger ad(U)=0 (veyad(U)a=0)isea=0veyaU | Z dir.

Lemma 2.3.22: U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t ) - Lieideali olsun. Eger
d?(U)=0 isebudurumda d(U)1 Z dir.

Teorem 2.3.23: U, R halkasinin sifirdan farkl: (s ,t ) - Lie ideali olsun. Eger
d?(U)=0 isebudurumdaU i Z dir.

Soytirk, M., 1996

Bu makalede R, karakteristigi ikiden ve tcden farkli asal halka, d, sifirdan
farkli R nin tdrevi, s,t :R® R iki otomorfizma, sd =ds ve td =dt olarak
alinacaktir.

Lemma 2.3.24: U, R halkasinin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali igin

[RUL, 1 Z isebudurumdaU i Zz dir.
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Lemma 2.3.25: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, U, R halkasinin

sifirdan farkl: bir (s,t)- Lie ideali ve d, R nin sifirdan farkli bir ttrevi olsun.
Eger d(U)1 Z isebudurumda U i Z dir.

Lemma 2.3.26: R, karakteristigi ikiden ve Ugden farkli asal halka, U, R
halkasinin sifirdan farkli bir (s,t)- Lieideali, d, R nin sifirdan farkli bir tirev,
dU)i U ved?(U)l Z olsun. Eger d*(U)=0 isebudurumdaU i Z dir.

Teorem 2.3.27: R, karakteristigi ikiden ve tgden farkli asal halka, U, R

halkasinin sifirdan farkli (s,t)- Lie ideali, d, R nin sifirdan farkli bir tirev ve

d(U)i U olsun. Eger d?(U)1 Z isebudurumdaU i Z dir.

Aydin, N., 1997

Bu makale boyunca R asal halka, s vet , R hakasinin iki otomorfizmasi,
C, R halkasinin genisletilmis merkezi ve Z, R halkasimin merkezi olarak
alinacaktir.

Lemma 2.3.28: U, (s,t)- sol Lieideal olsun. Eger U | Z ise bu durumda

her uT U igin s (u) =t (u) veyaR halkas: komiitatiftir.

Teorem 2.3.29: U, R asal halkasinin (s ,t )- sol Lieideali, [RU],, I C,
olsun. Bu durumdaher ul U igin s (u) =t (u) veyaR halkas: komiitatiftir.

Lemma 2.3.30: R asal halka, U, R halkasinin (s ,t)- sol Lie ideali olsun.
Ezer al R igin [aU]=0 ise bu durumda al Z veya her ul U igin
s (u)+t (u)1 z d.

Lemma 2.3.31: R asal halka, U, R halkasinin (s ,t)- sol Lie ideali olsun.
Eger al Ricin [a,U]=0 ve[a,U],, =0 isebudurumda a=0 veyaher ul U
igins (u)+t (u)T Z dr.

Teorem 2.3.32: R asal halka, U, R halkasinin (s ,t)- sol Lie ideali olsun.
Eger [U,U],, =0 ve [U,U]=0 isebudurumdaU i Z dr.



Lemma 2.3.33: R asal halka, U, R halkasinin (s ,t)- sol Lie ideali ve alt
halkasi olsun. Bu durumda her ul U igin s (u)+t (u)i Z veya U, R halkasinin
sifirdan farkli bir sag ve sol idealini kapsar.

Teorem 2.3.34: R asal halka, U, R nin (s,t)- sol Lie ideai ve
s (v)+t (V)1 Z olacak bigimde bir vi U olsun. Bu durumda R halkasinin
sifirdan farkli bir A sol ve sifirdan farkli bir B sag idealleri vardir ve
[RAL,1Uve[RB], 1 U faat [R A],, EZ ve[RB],, E Z dir.

Teorem 2.3.35: R asal halka, U, R nin (s ,t)- sol Lie ideali ve vi U igin
s (v)+t (V) Z olsun. Eger a,bl R igin aUb=0 ise bu durumda a=0 veya
b=0 drr.

Lemma 2.3.36: R, karakteristigi ikiden farkl: bir asal halka ve her xI R
igin s (x)- t (x)T Z olsun. Budurumdas =t veyaR halkas komiitatiftir.

Lemma 2.3.37: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U sifirdan
farkli (s,t)- sag Lieideal ve U1 Z olsun. Bu durumda s =t veya R halkasi
komUtatiftir.

Teorem 2.3.38: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U sifirdan
farkli (s,t)- Lieideal ve U1 Cy, olsun. Bu durumda s =t veya R halkasi

komutatiftir.

Kaya, A., 1997
Bu calismada R, karakteristigi ¢ olan asal halka, s,t R hakasinin iki
otomorfizmasi, U, sifirdan farkli (s,t)- Lieideali, d, sifirdan farkli R nin tdrevi,

Z R hakasinin (s,t)- merkez ideali, Z, R nin merkezi, sd =ds ve

st

td = dt olarak alinacaktir.
Lemma 2.3.39: S, karakteristigi ikiden farkli asal haka, D:S® S,
Xx® x' taml sifirdan farkli tirev, C, S halkasinin merkezi, D®* =0 ve A, S
halkasimin A"l C olan bir alt kiimesi olsun.
i. Eger A, Sninsag ideali ise bu durumda S'l C veyaA'A=0 dur.
ii. Eger A, Sninideali ise bu durumda S"'1 C dir.
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Lemma 2.3.40: Shir asal halkka, D:S® S, xa x' tamml sifirdan farkl
turev ve C, S halkasinin merkezi olsun.
i. Eger r"'S's'=0, "r,sl S ise bu durumda 0! u'l C olacak bicimde
hicbir ul S elemam yoktur.
ii. S, karakteristigi ikiden farkli asal halka, A, S nin sifirdan farkl1 bir ideali,
ve D°®=0 olsun. Eger en az bir bl S icin A'b=0 ise 0! u'l C
olacak bigimde hig bir uT S eleman yoktur veya b =0 dr.
Lemma 2.341: S bir halka, D:S® S, x® x' tamml sifirdan farkli
tiirev, C, S halkasinin merkezi, D® =0, bl S ve ¢l C olsun. Eger
[s,b],b]+c[s,b]=0, " sl s
esitligi saglanmirsa bu durumda
i. 2s",b]"=0,"sl S
ii. Eger S komutatif ve [r",[s",t]]=0, "r,st1 S esitlizgi saglanirsa bu
durumda [r",[r",b]Jo"=0, "r1 S olur. Eger b" sifir bolen degil ve S
halkasi yari-asal halkaise bu durumda 2S"1 C dir.

i. U" veZ sifirdan farklidr.
i [U,U]s,t , U' ve R", Z tarafindan kapsamImaz.
ii. R hakasmn [RM],, T U, fakat [RM],, EZ , olacak bigimde
sifirdan farkl: bir M ideali vardr.
iv. al R eleman icineger [U,a]=0 ise al Z dir.
Lemma 2.3.43: R, karakterigtigi ic olan halkave U E Z olsun.
i. Eger U"=0ise d®=0 du.
ii. Eger d®=0ise Z'=0 du.
Lemma 2.3.44: R, karakterigtigi (ic olan asal halka, d°=0 ve UE Z
olsun. Bu durumda

i. s(c)=t(c),"cl z dir veboylece [R,Z],, =0 olur.

i. [z,M"],, =0dr.
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Lemma 2.3.45: R, karakteristigi U¢ olan asal halka, d°=0 ve UE Z
olsun. Bu durumda
i. [r.s], =[rs(s)), " r,s1 Sdir.
i. s(r")=t(r"),"ri Rdi.
Lemma 2.3.46:. R, karakteristigi Ui¢ olan asal halka, d°=0 ve UE Z
olsun. Bu durumda
i. R'" komdtatiftir.
i. $u,T U ve$r 1 Ricin[r,",u,]., t 0 dir.
Lemma 2.3.47: R, karakterigtigi tic olan asal halka, d®=0 olsun. Bu
durumdaU I Z dir.
Teorem 2.3.48: R, karakteristigi (ic olan asal halka olsun. Eger d(U)i U

ve d2(U)1 Z isebudurumdaU i Z dir.

Aydin, N., 1999

Lemma 2.3.49: R asal halka, U sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali ve
T :{CT R|[Rc, 1 U}olsun.

i. T, Rhakasinin alt halkasidir.
ii. Eger U, R halkasinin (s,t)- sag Lie ideali ise bu durumda T, R nin
[RT],, 1 U veul T olanen biiyiik Lie idealidir,

Lemma 2.3.50: R, 2- torsion free yari-asal halka, M, R halkasinin sifirdan
farkli ideali olsun. Bu durumda [RM],, 1 C,, ve M1 Z dir. Ustelik, her
mi M igin's (m)=t (m) dir.

Teorem 2.3.51: R, 2-torsion free yari-asal halka, U merkez tarafindan
kapsamilmayan (s ,t )- Lie ideali olsun. Bu durumda R halkasimin [R,M],, T U
olacak bicimde sifirdan farkli bir M ideali varcir. Ustelik, eger $mi1 M icin
s(m)tt(m)ise [RM],, EC,, dur.

Lemma 2.3.52: R, karakteristigi ikiden farkl: bir asal halka, U, R halkasinin

merkezi tarafindan kapsanilmayan (s ,t ) - sol Lieideali olsun. Eger a,bl R icin
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aUb =0 ise bu durumda a=0 veya b=0 veyaher ul U igin's (u)+t (u)i Z
dir.

Lemma 2.3.53: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
merkezi tarafindan kapsamimayan (s ,t ) - sol Lieideali olsun. Eger d(U)=0 ise
bu durumda her ul U igin's (u)+t (u)T Z dir.

Teorem 2.3.54: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
merkezi tarafindan kapsaniimayan (s ,t)- sol Lie ideali ve al R olsun. Eger
ad(U)=0 ( veya d{U)a=0) ise bu durumda a=0 veya her ul U igin
s (u)+t (u)1 z dir.

Teorem 2.3.55: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
merkezi tarafindan kapsamlmayan (s ,t )- sol Lie ideali, d, R halkasinin tirevi ve
d(z)* 0 olsun.

i. Eger al R icin [d(U),a]=0 ise budurumda ai Z veyaher ul U igin
s (u)+t (u)1 z dir.
ii. Eger d(U)1 Z isebudurumdaher ul U igin's (u)+t (u)T z dir.

Kaya, K., Aydin, N., 1999
Bu makale boyunca R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halkka, U, R

halkasimin  merkezi tarafindan kapsamlmayan (s,t)- sol Lie ideali ve
s,t :R® R iki otomorfizma olarak alinacaktur.

Lemma 2.3.56: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
(s,t)-sol Lieideal ve a,bT R olsun.

i. d,(x)=[xb],, tammli déniisim olmak iizere eger ad,(R)=0 (veya
d,(R)a = 0) ise bu durumda a=0 veya bi Z dir.

ii. Eger a[Rb].,, =0 ( veya [Rb],, a=0) ise bu durumda a=0 veya
bl z dir.

iii. Eger Ua=0 (veyaaU =0 )isebudurumda a=0 veya U | Z dir.
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Lemma 2.3.57: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkl: tirevi olsun.
Eger d(U)=0 isebudurumda [U,s (U)]=0 ve[s (U)t (U)]=0 du.

Lemma 2.3.58: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R
halkasinin sifirdan farkli (s ,t ) - sol Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkl: bir
tiirevi olsun. Eger d(U)=0 iseher ul U igin's (u)+t (u)T z dir.

Lemma 2.3.59: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali ve al R olsun. Eger [a,U]=0 ise bu
durumda al Z veyaher ul U igin's (u)+t (u)i Z dir.

Sonug 2.3.60: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli komiitatif bir (s,t)- sol Lie ideali olsun. Bu durumda her ul U
igins (u)+t (u) Z dir.

Lemma 2.3.61: R, karakteristigi ikiden farkl: bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli merkez tarafindan kapsanmlmayan (s,t)- sol Lie ideali ve alt
halkast olsun. Bu durumda U, R halkasinin sifirdan farkli bir sag idealini kapsar
veyaher ul U igin's (u)+t (u)T z dir.

Lemma 2.3.62: R, karakteristigi ikiden farkl: bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli merkez tarafindan kapsanmlmayan (s,t)- sol Lie ideali ve alt
halkasi olsun. Eger a,bl R igin aUb =0 ise bu durumda a =0 veya b =0 veya
her ul U igin's (u)+t (u)T Z dir.

Teorem 2.3.63: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli merkez tarafindan kapsanmlmayan (s,t)- sol Lie ideali ve alt
halkast olsun. Bu durumda U, R halkasinin sifirdan farkl: bir idealini kapsar veya
her ul U igin's (u)+t (u)T Z dir.

Teorem 2.3.64: R, karakteristigi ikiden farkl1 bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli merkez tarafindan kapsanilmayan (s ,t)-sol Lie ideali olsun. Bu

durumda R halkasinin [RM],, 1 U fakat [RM],, EC,, olacak higimde

sifirdan farkl: bir M ideali vardir veyaher ul U igin s (u)+t (u)i Z dir.
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Aydin, N., Kaya, K., Golbasi, O., 2002
Bu makale boyunca R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, U, sifirdan
farkli (s,t)- sol Lie idedli, d, sifirdan farkli R nin tirevi, s,t :R® R iki

otomorfizma, sd =ds , td =dt veZ, R nin merkezi olarak alinacaktir.

Lemma 2.3.65: Eger d2(U)=0 ve d(U)i Z ise bu durumda her ui U
igins (u)+t (u)i Z dir.

Teorem 2.3.66: Eger d(U)i Z ise bu durumda her ul U igin
s (u)+t (u)T z dir.

Lemma 2.3.67: d?(U)=0 ve al R olsun. Eger ad(RU],,)=0 bu
durumda a =0 veyaher ul U igin s (u)+t (u)T z dir.

Teorem 2.3.68: Eger d?(U)=0 ise bu durumda her ui U igin
s (u)+t (u)T z dir.

Teorem 2.3.69: R, karakteristigi ikiden ve tcden farkli asal halka olsun.
Eger d(U)i U ve d?(U)i Z ise bu durumda her ul U igin s (u)+t (u)i Z
dir.

Golbasi, O., ((s ,t)- Lieidealsand generalized derivations)
Bu makale boyunca, R, karakteristigi ikiden farkli asal halka, U, R
halkasinin sifirdan farkli (s,t)- Lie ideali, s,t :R® R iki otomorfizma,

sd =ds , td =dt , d, sifirdan farkl: tiirev, (f,d) iki yanl genellestirilmis tiirev

ve C, . , R halkasinin (s ,t)- merkezi olsun.

Teorem 2.3.70: U, [R,R],, nin (s,t)- sol Lie ideali olsun. Bu durumda
asagidakiler saglanr.

i. u,u]i TL), u,TW]I TU)

i. Ju,ul,,1 TOL)

i. [u,TW),, T TU)

iv. [RTU),JTO),, 1 TO), [R[TL)TO), T TL).
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Lemma 2.3.71: U, R hakasinin merkezi tarafindan kapsanmayan (s ,t)-
sl Lie ideali olsun. Eger f(U)=0 ise bu durumda her ui U igin
s (u)+t (u)1 z dir.

Lemma 2.3.72: U, R hakasinin merkezi tarafindan kapsanmayan (s ,t)-
sol Lieideali ve al R olsun. Eger af (U)=0 (veya f(U)a=0 ) ise bu durumda
her uT U igin's (u)+t (u)i Z veya a=0 dr.

Lemma 2.3.73: U, R hakasinin merkezi tarafindan kapsanmayan (s ,t)-
sag Lie ideali olsun. Eger f(U)i C,,, sd=ds vetd=dt ise bu durumda
ui c,, dr

Lemma 2.3.74: U, R halkasinin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali ve
al R olsun. Eger d(z)® 0 ve [f(U)a],, =0 isebu durumda al Z veya her
ul U igin's (u)+t (u)i Z dir.

Teorem 2.3.75: U, R hakasinin sifirdan farkli (s,t)- Lie ideali ve
d(z)* 0 olsun. Eger f2(U)=0, sd=ds ve td=dt ise bu durumda her
ul U igin's (u)+t (u)i Z dir.

Teorem 2.3.76: U, R halkasinin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali,
sd=ds vetd=dt olsun. Eger f(U)i Z ve f2(U)=0 ise bu durumda her
ul U igin's (u)+t (u)i Z dir.

Teorem 2.3.77: U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali olsun.
Eger her ul U ve xI R igin f(x,ul.,)=0 ise bu durumda her uf U igin
s (u)+t (u)1 z dir.

Teorem 2.3.78: U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali olsun.
Eger her ul U ve xi Rigin f(xul,)=[xu],, ise bu durumda her ui U
igins (u)+t (u)T Z dir.

Teorem 2.3.79: Eger al R icin (f(R),a)=0 ise bu durumda d(a) =0 dr.

Sonug 2.3.80: (f(R),U)=0 olsun.
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i. Eger U, R halkasinin (s ,t)- sol Lieideali ise bu durumdaher ul U igin
s (u)+t (u)1 z dir.
ii. Eger U, R halkasimin (s ,t)- sag Lieideali ise bu durumda U [ Z dir.
Teorem 2.381: al R ve d(z)* 0 olsun. Eger (f(R),a)i Z ise bu
durumda al Z dir.
Teorem 2.3.82: al Rigin (f(R),a)=0 U f(Ra)=0 dr.
Teorem 2.383: U, t(U)i U olacak bicimde R halkasimin (s,t)- Lie
ideali, sd =ds vetd =dt olsun. Eger her u,vi U igin f(uv)= f(u)f(v) ise
bu durumda U 1 Z dir.
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111.BOLUM
GENELLESTIRILMIS TUREVLI LIE iDEALLER

d, R asal halkasinin sifirdan farkl: bir tirevi ve al R igin [a,d(a)] =0
iken R halkasinin komutatif oldugu Posner tarafindan 1957 yilinda gosterilmistir.
Daha sonra Awtar tarafindan yukaridaki teorem, R halkasi yerine Lie ve Jordan
idealleri alinarak genellestirilmistir. P. H. Lee ve T. K. Lee ise aym sonucu
karakteristigi ikiden farkli asal halka icin ispatlamiglardir. 1991 yilinda Bresar
tarafindan genellestirilmis tirev tamum yapilmis ve bdylece aym sonuglar
genellestirilmis tlrev icin incelenmeye baslanmistir. Bu teorem 2004 yilinda
Argag ve Albas tarafindan R halkasinin genellestirilmis tlrevi icin ispatlanmustir.

Ote yandan Daif ve Bell, 1992 yilinda,

“d, R yari-asal halkasinin sifirdan farkl: tirevi ve I, R nin sifirdan farkl

ideali olmak Uizere

Lod(xyl)=Doy] Tyt

i. d({xy])=-[xy] "yl 1,

iii. Her x,yT 1 icin d(x,y]) =[x y] veya d([x, y])=-[x.Y]
kosullarindan biri saglamirsal, R halkasinin merkezindedir.”
teoremini ispatlamislardir. Bu sonug 2006 yilinda Argag tarafindan incelenmistir.
Golbas1 ise ayni sonucu yari-asal halkada genellestirilmis tlrev icin ispatlamstir.

Bu bodlimde yukaridaki iki teorem genellestirilmis tdrevli bir R asal

halkasinin  Lie ideali igin ispatlanacaktir. Ayrica bu bolim boyunca R,
karakteristigi ikiden farkli asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkl: Lie ideali ve
(f,d) iki yanl: genellestirilmis tiirev olarak alinacaktur.

Chang’ in 2003 yilinda yapmis oldugu genellestirilmis (a,b)- tirev
tammindan hareketle asagidaki genellestirilmis tlrev tanimi verilebilir.

Tamim 3.1: R halkave f :R® R toplamsal bir donisim olsun. Eger her
x,y1 Ricin
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f(xy) = f(x)y +xd(y)
kosulunu saglayan bir d:R® R tirevi varsa f ye genellestirilmis sag tirev
denir.

Eger her x,y1 R icin

f(xy) = d(x)y +xf (y)
kosulunu saglayan bir d: R® R turevi varsaf ye genellestirilmis sol ttrev denir.
Eger (f,d) hem genellestirilmis sag, hem de genellestirilmis sol tirev ise (f,d)

ye iki yanli genellestirilmis tirev (genellestirilmis tirev) denir.
Uyar:

i. (f,d) genellestirilmis tirev olsun. Eger d=0 ise her xyl R
f(xy)= f(x)y dir. Lemma 2.1.24 den f(x)=qx, " xI R olacak higimde
ql Q (R.) vardrr. Bunedenle d * 0 alinacaktir.

ii. Her x,yl Ricin
(o y])= F0y- yx) = F(x)y +xd(y)- dly)x- yf (x) = [ (x),y] +[x d(y)]
dir.

iii. al Z iken f(a)l Z dir. Gergekten;

al Z oldugundan, her ri Rigin [a,r]=0 dir. Bu nedenle,
0= f(a.r))=[t@)r]+[a.d(r)
o=[f@)r],"rT R

dir. Dolayisiyla f(a)i Z dir.

Teorem 3.2: Eger her ul U igin [u, f(u)]=0 ise bu durumda u i Z dir.

Ispat: Hipotezde u yerine u+v, vi U yazilirsa;

[u, £ ()] +[v, £ () +[v, £ ()] +[u. £ )] =0

elde edilir. Bu esitlik hipotez kullanilarak diizenlenirse;

[u, f(W)]+[v, f(u)]=0, "uvi U (3.2)

olur. (3.1) ssitliginde v yerine [u,v] alinirsa;

lu, £ Qu.v])]+[[u.v]. f ()] =0

dir. Bu ifadeyi dizenlersek;



[ [ (u)v]] + [u v, a()]+ [lu.v], f @] =0, " uvi U
bulunur. Jacobi esitligi kullanilarak;

[, [ )]+ u Ju, d@)] + [u v, £ @) + [w[u, f @] =0, " uvi U
elde edilir. Bu ifadede hipotez ve [u,[v, f (u)]] = [u.[ f (u),v]] oldugu kullanilirsa;

[u[udV)]]=0,"uvi U (3.2
olur. (3.2) esitlizinde u yerine u+d(v), vi [U,U] yazilir ve (3.2) ssitligi
kullanilirsa;

0=[u+d(v),Ju+d(v),d(v)]

=[u+d(v).[ud(v)]

= [ufud(v)]] +[d(v).[ud(v)]
olur. Yani;

[d(v),[d(v),u]]=0, " u,vi U (3.3
elde edilir. 1,,):R® R, 14,(x)=[d(v),x] biciminde tamml: d(v) ile belirlenen
i tiirev olmak tizere (3.3) eitliginden 13,(U)=0 olur. Bu ise Lemma 2.2.11
den d(U,U])1 Z veyaU i Z demektir. Eger d(jU,U])i Z ise Lemma 2.2.9
dan [U,U]1 Z dir. Buradan Lemma 2.2.1 kullanilarak U | Z bulunur. Béylece
ispat tamamlanr.

Teorem 3.3: Eger her ul U igin [u, f(u)]T Z isebudurumdau i Z dir.

Ispat: Hipotezde u yerine u+v, vi U yazilirsa;

[u, £ ()] +[v, £+ [y, £ W) +[u, U] 2
dir. Bu esitlikte hipotez kullanmlirsa;

[u, £ (V)] +[v, f()]T Z, " uvi U (3.4)
elde edilir. (3.4) esitlizinde v yerine [u,r], rT R alinirsa;

lu, £ Qu.r ]+ flu.r] )T 2
olur. Bu ifade duizenlenirse;

[u[f ), r]]+ufu,d()f] + Ju.r] £ W)]T 2, " rT RuUT U (3.5)
dir. (3.5) esitliginde Jacobi 6zdesligi kullanmlirsa;

lu[f () e+ u fu,d )+ [ufr, £ @+ fu, £ @IT 2, " rT RuT U
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bulunur. Y ani;

[ [f ()1 [ A ) - [ Q) Q1+ [ [u, £ )T 2
dir. Bu ifadede hipotez kullanilirsa;

[ufud)T z, "r7 RUT U (3.6)
dir. Iy R® R, 14(x)=[xd(r)] biciminde tamli, d(r) ile belirlenen ig
tirev olmak Uzere, (3.6) esitliginden her uT U igin |u,14,(u)]T Z sonucu elde
edilir. Boylece Teorem 2.2.32 den U 1 Z veya l 4y =0 olur. Ikinci durumdan
d(R)I z ve dolayisiyla R komitatiftir. Bu ise yine U1 Z oldugunu verir.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.4: (f,d) ve (g,h), R halkasinda ki genellestirilmis tiirev olsun.
Eger her u,vi U icin f(u)v=ug(v) isesbudurumdaU 1 Z dir.

Ispat: U E Z oldugunu kabul edelim. Bu durumda Lemma 2.2.4 den, R
halkasinin [R,M] 1 U fakat [R,M]E Z olacak bicimde sifirdan farkl: bir M
ideali vardir. xI R ve mi M igin m[x,m]=[mx,m]7 U olur. Hipotezde u
yerine n{x, m] yazilirss;

f (mx m]v = m{x, mlg(v)

d(m)[x, mlv +mf (x, m[v = m{x, mlg(v) (37)
bulunur. (3.7) esitliginde hipotez kullanmlirsa;

d(m)[x,mv + m[x, m]g(v) = m{x, m|g(v)
olur. Buise

dm)x,mpv=0, " mi M,vi U,xI R (3.8)
oldugunu verir. (3.8) esitliginde v yerine [v,r]T U, ri R yazilir ve (3.9) ssitligi
kullanlirsa;

0= d(m)[x,m[v,r]

0=d(m)[x,m|(vr - rv)

0= d(m)[x, mvr - d(m)[x, mrv

olur. Boylece;
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d(m)[x,m[Rv=(0), " mi M,vi U,xT R
dir. R asal halkave U sifirdan farkli Lie ideal oldugundan;
d(m)x,m[=0, " mi M,xI R (3.9)
olur. (3.9) ssitliginde x yerine xy, yI R yazilir ve (3.9) ssitligi kullanilirsa;
0= d(m)[xy, m]
= d(m)x{y, m|
bulunur. Yani;
dmR[y,m/=(0), " mi M,yl R
elde edilir. R asal halka oldugundan;
mi Z veyad(m)=0, " mi M
olur. L={mi M | mi z} ve K={ml M | d(m)=0} kimeleri tammlansin. L ve
K, M idealinin iki ¢zalt grubudur. Ayrica M =K E L dir. Brauer Trick’ ten
M=L veya M =Kdr. Eger M =L ise M1 Z ve dolayisiyla R halkasi
komitatif olur. Bu ise U E Z olusuyla celisir. Eger M =K ise bu durumda
d(M)=0 dir. M, R asal halkasinin sifirdan farkl: ideali oldugundan d =0 elde
edilir ki bu geliskidir. O halde kabuliimiiz yanlstir. Yani; U 1 Z olmalichr. ispat
tamamlanir.
Sonug 3.5 (f,d) ve (g,h), R deiki genellestirilmis tiirev olsun. Eger her
ul U igin f(u)u=ug(u) isebudurumdau i Z dir.
Ispat: Teorem 3.4 de u =v ainirsaistenen elde edilir.
Not: Sonu¢ 3.5de f =g alinirsa Teorem 3.2 elde edilir.
Teorem 3.6: (f,d) genellestirilmis tirevi asagidaki kosullardan birini
sglarsa U 1 Z dir.
i. Her u,vi U igin f(u,v])=[u,v].
ii. Her u,vi U icin f(u,v])=-[u,v].
iii. u,vi U icin f(u,v])=[u,v] veya f(u,v])=-[u,v].
Ispat:
i. Hipotezden;
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f (u,v]) =[f (), v]+[u,d(v)] =[u.v], " u,vi U (3.10)
olur. (3.10) esitlizinde u yerine [u,w], wi U yazilirsa,
[ (u.w) V] + [lu.wld (V)] = [u.w] v]. " uvwi U
bulunur. Bu esitlikte hipotez kullanilarak;
Tu, wl,v] + [Ju,w], d(v)] = [Ju.w],v], " u,v,wi U
elde edilir. Buradan
Tu.wl,d(v)]=0, " u,v,wi U
olur. Yani;
lu.uldu)]=0
bulunur. Teorem 2.2.13den [U,U]1 Z veyaU | Z eldeedilir. Eger [U,U]1 Z
iseLemma2.2.1denU | Z olur. Boylece ispat biter.
ii. Benzer teknik kullamlarak yapilir.
iii. Bir wi U igin
UW:{VT U | f([w,v]):[w,v]} ve U :{VT U | f([w,v]):-[w,v]}
kimelerini tammlayalim. (U,+)=U,EU,, dir. Brauer Trick'ten U =U  veya
U=U_ olmaidr. Bu durumda teoremin (i) ve (ii) deki teknikle ispat

tamamlanir.
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IV.BOLUM

GENELLESTIRILMiS TUREVLI (st )- LIE IDEALLER

R, karakteristigi ikiden farkl: bir asal halka, d sifirdan farkli tirev olmak
tizere d(R)1 Z kosulunu 1978 yilinda I. N. Herstein incelemistir. Daha sonra J.
Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafindan R halkas: yerine onun bir U Lie
ideali alinarak d(U)i Z iken U1 Z oldugu ispatlanmistir. Bu teoremi 1995
yihnda N. Aydin ve M. Soytiirk, R halkasinin bir (s ,t )- Lie ideali igin, 2002
yihnda N. Aydin, K. Kaya ve O. Golbas1 ise (s,t)- sol Lie ideali igin
ispatlamuslardir. Ayni teorem 2006 yilinda O. Golbas: ve K. Kaya tarafindan,
(f,d), R de genellestirilmis tirev, U, R halkasinin sifirdan farkl: Lie ideali olmak
tizere f(U)1 Z iseU 1 Z gosterilerek genellestirilmistir.

Ote yandan 2004 yilnda N. Argac ve E. Albas tarafindan R asal halka,
(d,a), (g,b) iki genellestiriimis tirev ve al R olmak iizere her xI R igin
ad(x) = g(x)a kosulu incelenmistir. 2006 yilinda ise ©. Gélbag bu teoremi R asal

halkasi yerine yari- asal halka alarak genellestirmistir.
Bu bolumde ilk olarak, yukaridaki teorem (s,t)- sol Lie ideal igin

ispatlanacaktir. ikinci olarak ise R halkasinin sifirdan farkl: (s ,t)- sol Lie ideali
ve a,bl Ricgin f:R® R, f(x)=xa- bx seklinde tamml1 bir déniisiim olmak
tizeee f(U)I Z problemi ele alinacaktir. Ayrica bu bolim boyunca R,
karakteristigi ikiden farkl: asal halka, s,t :R® R iki otomorfizma ve (f,d),
(9,h), R de iki genellestirilmis tiirev olarak alinacaktir.
Uyarr: (f ,d) genellestirilmis tlrev olsun.
i. Eger ds =sd ve dt =td iseher x,yl Rigin
vl ) =[10d vl +[xd(y)l,, dir.
ii. Eger fs =sf, ft =tf iseher x,yl Ricin
tx vl )=[d0 v, +[x f(y)l, d.
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jii. (f,d) genellestirilmis tirev olsun. Eger d=0 ise her xyi R
f(xy)= f(x)y dir. Lemma2.1.24 den f(x)=qx, " xI R olacak bigimde
ql Q (R.) vardrr. Bunedenle d * O alinacaktir.

iv. R bir halka, a,bl R olsun. f:R® R, f(x)=xa- bx doniisimii bir
genellestirilmis tlrevdir. Gergekten ;

" x,yl Ricin
f(x+y)=(x+y)a- b(x+y)
=xa- bx+ya- by
=)+ f(y)
oldugundan f:R® R toplamsal bir donisumdir. Diger taraftan her
x,y1 R icin d(y)=ya- ay seklinde a ile belirlenen bir ic tirev olarak
alinirsa;
f(xy) = (xy)a- blxy)
= Xya- xay + xay - bxy
= (xa- bx)y + x(ya- ay)
= f(x)y+xd(y)
elde edilir. O halde Tanim 1.29 dan f, genellestirilmis trevdir.
Lemma 4.1 (Golbasi, (s,t)- Lie ideals and generalized derivations,

Lemma 1): U, R hakasinin sifirdan farkli merkez tarafindan kapsanmayan

(s,t)- sol Lie ideali olsun. Eger f(U)=0 ise bu durumda her ul U igin
s (u)+t (u)1 z dir.

ispat: Kabul edelim ki, $ul U igin s (u)+t (u)i Z olsun. Bu durumda

Teorem 2.3.64 den R halkasnin [RM],, 1 U fakat [RM],, E C,, olacak

bicimde sifirdan farkli bir M ideali vardir. Bu nedenle xI R, mi M igin

[x,m], ;s (m)I U olur. Hipotezden;

0= f([xml, s (m)=f(xml, ) (m)+[xm,d(s(m).

Y ine hipotezden;
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0=[x,ml, d(s (m)), " xT Rmi M (4.1)
elde edilir. (4.1) ssitliginde x yerine xy, yl R yazilir ve (4.1) sesitligi
kullanlirsa;

0=[xy,ml,, d(s () =]y, m., d(s (m))+[xt (m)]yd(s (m))
elde edilir. Yani;

0=[xt (m)]Rd(s (m)), " xT Rmi M
bulunur. R asal halka oldugundan

d(s (m)=0veyami z," mi M
elde edilir.

K:{mT M | d(s (m)):O} ve L:{mT M | mi Z} kimeleri tammlansin.

K ve L kiimeleri M nin toplamsal iki 6z alt grubudur. Ayrica M =K E L
dir. Brauer Trick'ten M =L veya M =K olmalidur.

Eser M =L ise; budurumda M 1 Z oldugu aciktir. Bdylece R halkasi
komtatiftir. Buise U E Z olusuylacelisir.

Eger M =K ise d(s(M))=(0) dir. s(M), R nin sifirdan farkl: ideali
oldugundan d =0 olur. Bu ise geliskidir. O halde kabulimiiz yanhstir. " ul U
icins (u)+t (u)T Z dir.

Lemma 4.2 (Golbasi, (s,t)- Lie ideals and generalized derivations,
Lemma 4): U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali ve al R olsun.
Eger d(z)* 0 ve [f(U)a],, =0 ise bu durumda al Z veya her ul U igin
s (u)+t (u)i z dir.

ispat: d(Z)* 0 oldugundan d(a)* O olacak hicimde al Z elemam
vardrr. a1 Z oldugundan d(a)i Z dir.

"xI Rul U igin hipotezden

0=[t(xul,a)al, =[f(xul, b +[xul., d@a)al,
=[f(xul;)al  a+f{xul, Ja.s @] +[xul.; a], da)+[xul, [d)s ()

elde edilir. Buise a,d(a )1 Z oldugundan ve hipotezden;
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[xul, .al, dla)=0,"xI Rul U
dir. R asal halkave 0* d(a)T Z oldugundan;
[xul,.a, =0, "xI Rul U (4.2)

bulunur. (4.2) esitlizginde x yerine xs (u) yazilirsa;
0=xs (u)ul.. al,,
= s (u)s W]+ [xul., s (u)al,,
=[[x.ul,,s (u).a],
=[xul., .as W)+ [xul., [s (u)s (2]
dir. Burada (4.2) esitligi kullanilirsa;

[xu], s (ua])=0,"xI Rul U
elde edilir. Bu esitlikte x yerine xy, y1 R yazilirsa,

0=[xy,ul. s (u.al)

=xy,u], s (u,a])+[xt (W]ys (u,a])
e (s (.a]
dir. Yani;

[Rt (u)]Rs ([u,a])=0, "uf U
bulunur. R asal halka oldugundan her uf U icin ul Z veya [u,a] =0 olur. Eger
ul Z ise bu durumda [u,a] =0 oldugu agiktrr. Béylece [U,a]=0 olur. Lemma
2.359dan al Z veyaher ul U igin's (u)+t (u)i Z dir.

Sonug 4.3: U, R halkasimin sifirdan farkl: (s,t)- sol Lie ideali, d, R nin
tirevi ve al R olsun. Eger d(z)* 0 ve [d(U),a],, =0 ise bu durumda ai Z
veyaher ul U igin's (u)+t (u)T z dir.

Ispat: Lemma4.2de f =d tiirevi alinirsaistenen elde edilir.

Teorem 4.4: U, R hakasimin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali olsun.

Eger her u,vi U igin f(u)v=ug(v) iseher ul U igins (u)+t (u)T Z dir.
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Ispat: $ul U icgin s (u)+t (u)| Z oldugunu kabul edelim. Bu durumda
Teorem 2.3.64 den, R halkasnin [RM],, 1 U fakat [RM],, E C,, olacak

bicimde sifirdan farkli bir M ideali vardwr. "xI R, ml M olmak (izere
t (m[x,m],, T U eleman igin hipotezden;
fe mxml. v=t mixml,, g(v)
det (mp[x,ml, , v+t ()t [x.ml, v =t (mx m],, g(v)
olur. Bu ifade de hipotez kullanilirsa;
d(t (mpbxml, v+t (mllx.ml;, g(v) =t (mxml; o(v)
olur. Boylece
dt (m)[x,ml,, U =(0),"xI R, mi M
elde edilir. Lemma 2.3.11 (a) dan;
dtt (m)[x,m],, =0,"xT Rmi M (4.3)
olur. (4.3) sitliginde x yerine xy, yI R yazilir ve (4.3) esitligi kullamlirsa;
0=d(t (m)Dy.ml,, =d¢t (mhlxm,, y +dct (m)xy.s (m)]
dt (m)x{y.s (m]=0,"xT R mi M
bulunur. Yani;
d¢t (m)Rly,s (m]=0,"yI Rmi M
dir. R asal halkave s otomorfizma oldugundan;
dt¢(m)=0 veyami Z,"mi M
elde edilir.
K:{mT M | dit (m)):O} ve L:{mT M | mi Z} kimeleri tammlansin.
K ve L kiimeleri M nin toplamsal iki 6z alt grubudur. Brauer Trick'ten
M =K veyaM =L olmalidir.

Eser M =L ise bu durumda M1 Z oldugu agiktir. Boylece R
komittatiftir. Buise $ul U icin s (u)+t (u)i Z kabulliyle celisir.
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Eger M =K ise dt (M))=(0) dur. t (M), R halkasinin sifrdan farkl: ideali
oldugundan d =0 olur. Bu ise geliskidir. O halde kabulimiiz yanhstir. " ul U
icins (u)+t (u)T Z dir.

Sonug 4.5: U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali olsun. Eger
her uT U igin f(u)u=ug(u) ise bu durumdaher ul U igin's (u)+t (u)1 Z dir.

Ispat: Teorem 4.4 de u = v ainirsaistenen elde edilir.

Sonug 4.6: U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- sol Lie ideali olsun. Eger
her ul U igin [u, f(u)] =0 ise bu durumda her ui U icin s (u) +t (u)T Z dir.

Ispat: Sonug 4.5 de f =g amnirsaistenen elde edilir.

Sonug 4.7: U, R halkasinin sifirdan farkl: (s ,t)- sol Lieideali, d ve h, R
nin sifirdan farkl: iki tirevi olsun. Eger her u,vi U icin d(u)v =uh(v) ise her
ul U icins (u)+t (u)T Z drr.

Ispat: Teorem4.4de f =d, g =h alimrsaistenen elde edilmis olur.

Sonug 4.8: U, R halkasinin sifirdan farkl: (s ,t)- sol Lieideali, d ve h, R
nin sifirdan farkh iki tirevi olsun. Eger her ul U igin d(u)u =uh(u) ise bu
durumdaher ul U igin's (u)+t (u)T Z dir.

Ispat: Sonug 4.7 de u = v ainirsaistenen elde edilir.

Sonug 4.9: U, R halkasinin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali, d R nin
sifirdan farkl: tirevi olsun. Eger her ul U igin [u,d(u)] =0 ise bu durumda her
ul U icins (u)+t (u)T Z dir.

Ispat: Sonuc 4.8 de d = h alinirsaistenen elde edilmis olur.

Teorem 4.10: U, R hakasinin sifirdan farkli (s,t)- sol Lie ideali ve
abl Rolsun. f:R® R, f(x)=xa- bx seklinde tamml1 bir déniisiim olmak
iizere eger f(U)I U ve f(U)i Z ise bu durumda her ul U igin
s (u)+t (u)T Z d.

ispat: Hipotezden ul U igin f(u)=ua- bul Z dir. Bu eleman ui U ile
komute edilirseg;

0= [ua- bu,u]



= u[a, u]- [b, u]u
dir. Boylece;
ula,u] =[b,ulu, "uf U (4.49)
elde edilir. (4.4) ifadesinde u yerine u+v, vi U yazilirsa;
(u+vau+v]=[bu+vju+v)
u[a, u] + v[a, u] + u[a, v] + v[a, v] = [b, u]u + [b, u]v + [b,v]u + [b,v]v
olur. Son ifadede (4.4) esitligi kullamlirsa;
u[a,v]+va,u] =[b,vju+[b,ulv, " u,vi U
bulunur. Bu ifadede u yerine f(u) ainirsa;
f (u)a,v]+va, f(u)] =[b,v]f (u)+]b, f(u)jv, " uvi U
olur. f(u)T Z oldugu kullamlirsa;
0= f(u)fav]- [6,v]), " uvi U (4.5)
elde edilir. R asal halkave f(u)l Z oldugu igin (4.5) ifadesinden;
f(u)=0veya [av]=[b,v], " u,vi U
dr. Yani; f(U)=0 veya[a- b,u]=0 olur.
Eger [a- b,U]=0ise Lemma 2.3.30 dan a- bi Z veya her ui U igin
s (u)+t (u)T Z eldeedilir.
a- bl Z olsun. (4.4) ssitliginden;
u’a- uau =ubu- bu®, "ul U (4.6)
eldeedilir. a- b=a,al Z alalim. (4.6) esitliginde a=b+a yazilirsa
u’b+u® - ubu- uau =ubu- bu?
dir. Bu ifade diizenlenirse;
u’b+u’a +bu® = 2ubu +uau
olur. Son ssitlikte a T Z oldugu kullamlirsa;
u’b+bu?®- 2ubu=0
u®b- ubu =ubu - bu®
bulunur. Y ani;
u[u,b] = [u,b]u
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olur. Boylece

[u[ub]]=0,"ul U (4.7)
dr. d, : R® R, d,(x)=[xb] dontsiimii b elemar ile belirlenen bir ig tarevdir.
Buna gore (4.7) esitliginden [u,d, (u)]=0, " ul U elde edilir. Sonug 4.9 dan
"ul U igins(u)+t (u)i Z veyad, =0 d.

Eger d, =0 ise, bl Z dir. Boylece hipotezden her ul U igin
f(u)=ua- bu=u(a- b)i Z olur. Yani; U(a-b)i Z elde edilir. Ayrica
a- bl Z veRasal halkaoldugundan U | Z veya a- b=0 bulunur.

Egser a- b=0,yani a=b ise bl Z oldugu kullarlarak;

f(x)=xa- bx=xb- bx=0, " xI R
elde edilir. Bu nedenle f =0, dolayisiyla f(U)=0 dir. Bu durumda Lemma 4.1
den her ul U icin s(u)+t(u)T Z dir. Sonuc olarak her durum igin
s(u)+t ()T Z,"ul U bulunur. Béylece ispat tamamlanr.

Sonug 4.11: U, R halkasinin sifirdan farkli (s,t)- Lie ideali ve al R
olsun. Eger [U,a],, | Z ise budurumdaher ul U igin's (u)+t (u)T Z dir.

Ispat:

f:R® R, f(x)=[xa],, =xs(a)-t(a)x donistmini tammlayalim.
Hipotezden f(U)i Z dir. AyricaU, (s ,t)- Lieideal oldugundan f(U)i U dur.
Teorem4.10 dan her ul U igin's (u)+t (u)T Z bulunur.

Sonug 4.12: U, R halkasinin sifirdan farklt (s,t)- Lie ideali olsun. Eger
[U,U]., T Z ise budurumdaher ui U igin's (u)+t (u)T Z dr.

Ispat: Sonug 4.11 kullanlarak istenen elde edilir.

Teorem 4.13: U, R halkasinin sifirdan farkli (s ,t)- Lie ideali, (f,d), R
halkasinin bir genellestirilmis tirevi, fs =sf, ft =tf ve d(Z)* 0 olsun. Eger
asagidaki kosullardan biri saglanirsaher ul U icin s (u) +t (u)1 Z dir.

i. Her u,vi U icin f(u,v],,)=[uv]., .

ii. Her u,vi U icin f(u,v],,)=-[uv,.
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iii. Her u,vi U igin f(u,v].,)=[uv],, veya f(uv],)=-uVv],.
Ispat:
i. Hipotezden;
fQuvl,)=[dW.v,, +[u O, =[uv,, "uviu (4.9)
elde edilir. (4.8) esitliginde v yerine [v,wl,,, wi U yazilir ve hipotez
kullanlirsa;
ldh vk, |, +lu fQvwl ), =l |,
vk, |, oo ], =Ll |,
olur. Buradan
|d(u).[v,w], , Js’t =0," u,v,wi U
bulunur. Yani; |[dU),[u,U],, |, =0 olur. Sonug 43 den [U.U],, T Z veya
her ul U igin s (u)+t (u)T Z elde edilir. Eger [U,U],, 1 Z ise Sonug 4.12
den " ul U icins (u)+t (u)1 Z dir.
ii. Benzer tekniklerle yaplir.
iii. wl U igin
U, :{VT U | f([w,v]s’t ):[W,v]s’t}ve
U :{VT U | f([w,v]s’t):-[w,v]s]t}
kimeleri tammlansin. (U,+)=U, EU_. oldugundan Brauer Trick'ten U =U,,

veyaU =U . olmalidr. (i) ve (ii) deki aym metod kullamlarak ispat tamamlanir.
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