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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
I-SUREKLI FONKSIYONLAR UZERINE

Banu BOLAYIR
Cumhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Damsman: Yrd. Do¢. Dr. Metin AKDAG

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, Hayashi (1958) tarafindan tanimlanan x-topoloji ve -kiimelerin
tanimi ve temel ozellikleri verildi.

Ikinci boliimde, Hamlett ve Jankovic (1990, New topologies from old via ideals)
tarafindan bir kiime iizerinde taniml idealler kullanilarak elde edilen yeni topolojiler
ve temel ozellikleri galigildi.

Uciincii boliimde, topolojik uzaylarda ideallerin uygun genislemeleri kavrami
caligildi.

Dordiincii boliimde, I-agik, I-kapali kiimeler ve I-siirekli fonksiyonlarin temel
ozellikleri caligildi.

Besinci boliimde, simdiye kadar ideal topolojik uzaylarda tanimlanmig kiime ve
siireklilik cesitleri bir biitiin halinde derlendi.

Son boliimde ise ideal topolojik uzaylar igin verilmig olan baz1 ayirma aksiyomlari
ozetlendi.

Anahtar Kelimeler: *-topoloji, x-kiime, x-kapali ve x-acik kiime, *-dense-in-

itself, bar x-topoloji, uygunluk, I-acik kiime, I-kapali kiime, [-siirekli fonksiyon.



ii

SUMMARY

MSc Thesis

ON I-CONTINUOUS FUNCTIONS

Banu BOLAYIR
Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Advisor: Asoc. Proff. Dr. Metin AKDAG

This thesis consists of six chapters.

In the first chapter, fundemental properties of x-topology and *-sets defined by
Hayashi have been given.

In the second chapter, obtained new topologicals by using ideals which have been
defined on a set by Jankovic and Hamlett 1990, and essential properties of them have
been studied

In the third chapter, apropriate extensions concept of ideals have been studied
in topological spaces.

In the fourth chapter, essential properties of I-open, I-closed sets and I-continuous
functions have been studied.

In the fifth chapter, kinds of I-sets and I-continuity of functions which have been
defined in ideal topological spaces so far have been collected as a whole.

In the last chapter, given some seperation axioms for ideal topological spaces
have been summorised.

Key Words: *-topology, *x-set, x-closed and *-open set, x-dense-in- itself, bar

*-topology, condensation, I-open set, I-closed set, I-continuity function .
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GIRIS

Lokalizasyon adi altinda kalitsallik ve sonlu toplamsallik 6zelliklerine gore
kapal1 bir aile olan ideal yardimiyla bir topolojik uzayda lokal fonksiyon kavrami
ilk defa Kuratowski (1933) tarafindan verildi. Ayrica Kuratowski (1933) bu
fonksiyonun baz 6zelliklerini aragtirdi. Daha sonra Vaidyanathaswamy (1945)
lokal fonksiyon kavramindan faydalanarak, bir kapanis iglemi ve bu iglem yardi-
muyla yeni bir topoloji kurup, bu topolojinin tabanini elde etti. Hayashi (1958)
*-topoloji ve x-kiimeleri tanimladi ve bazi temel o6zelliklerini verdi. Ayrica
Hayashi (1958)’de X bir R topolojik 77 uzayimn alt kiimesi ve P de X in alt
kiimelerinin bir 6zelligini gostermek tizere eger U N X kesigiminin P 6zelligine
sahip oldugu z in bir U acik komsulugu varsa X in,  noktasinda P ozelligine
sahip oldugunu tanimladi. Bu tanimdan yararlanarak, X* kiimesi X in P
ozelligine sahip olmayan noktalar kiimesi olmak {iizere, trnegin, eger P zayif
(yani 1. kategoriden) ozelliginde ise X* Kuratowski anlaminda D(X) kiimesi
ile cakigtigimi gosterdi. Hashimoto (1952) de zayif kiimeler ile galigmanin D(X)
ile caligma kadar énemli oldugunu gosterdi. Hayashi (1964) de Hayashi uzay1
olarak adlandirdig1 bir uzay tanimladi. Samuels (1975) de idealleri degistirmek
suretiyle, lokal fonksiyonun genel topolojik uzaylarda bildigimiz kapanis nok-
tasi, w-yigilma noktasi (77 uzaylarindaki limit noktasi), yogunlagma noktasi
ve ikinci kategoriden nokta kavramlarina egit oldugunu kabul etti. Bu sonug,
lokal fonksiyonun s6z konusu dort ¢esit nokta kavraminin genellemesi oldugunu
gostermesi agisindan onemlidir. Hamlett ve Jankovic (1990. New topologies
from old via ideals) tarafindan o giine kadar lokal fonksiyon igin verilen bilgileri
topluca ele alarak, bu fonksiyon ile ilgili yeni 6zellikler verdiler. Boylece, 1990
yilina kadar klasik bir metin olarak incelenen ideal yapisi, topoloji ile ilgilenen
herkes icin oldukca ilgin¢ ve 6nemli bir konu haline geldi. Oyle ki, bu konu ile
ilgili caligmalar giintimiize kadar devam etti ve hala devam etmektedir.

Tez igerisinde; uzay kavramu ile iizerinde hichir ayirma aksiyomu olmayan
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topolojik uzay kastedilecektir. (X, 7) topolojik uzayindaki herhangi bir A C X

kiimesinin kapamsi ¢l(A) ve i¢i int(A) sembolleri ile gosterilecektir.
Hazirlanan bu yiiksek lisans tezinde, bir kiime tizerinde tanimh lokal fonksi-

yon ile ilgili giintimiize kadar ¢aligilan biitiin kavramlarin incelenip derlenmesi

amagclanmigtir.
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I. BOLUM

LOKAL OZELLIKLERLE TANIMLI TOPOLOJIiLER

Bu boliim 4 kesim halinde incelenecektir. 1. kesimde Hayashi (1958)
tarafindan tanmimlanan x-topolojinin tanimi ve temel o6zellikleri, 2. kesimde
*-kapali kiimeler ve x-acik kiimeler, 3. kesimde x-dense-in-itself uzayi ve son

kesimde bar *-topoloji incelenecektir.
1.1. x~-Topoloji

Bu kesimde Hayashi (1958) tarafindan tanimlanan *-topoloji ve x-kiimelerin
temel ozelliklerini verecegiz. X bir R topolojik 77 uzayimin alt kiimesi olsun.
P de X in alt kiimelerinin bir 6zelligini gostersin. Bu durumda eger U N X
kesigiminin P 06zelligine sahip oldugu x in bir U agik komsulugu varsa X e,
x noktasinda P ozelligine sahiptir denir. X* kiimesi X in P 6zelligine sahip
olmayan noktalar kiimesi olsun. Ornegin, eger P zayif (yani 1. kategoriden)
olma ozelligi ise X* Kuratowski anlaminda D(X) kiimesi ile ¢akigir (Kura-
towski, 1933). Hashimoto (1952) zayif kiimeler ile calismanin D(X) ile galigma
kadar onemli oldugunu gosterdi. Ayrica daha genel 6zellikli P nin bir sinifini
su sekilde caligt:

(A) Eger X P ozelligine sahip ve Y C X ise Y de P 6zelligine sahiptir.

(B) Eger n = 1,2, ...olmak iizere herbir X,, P 6zelligine sahip ise nOL:len de
P ozelligine sahiptir.

(C) {X, P ozelligine sahiptir} = {X N X* = g} = {X* = g}

(D) X* C cl(int(cl(X)))

Buradan Hashimoto (1952) X = XUX* kiimesi ile yeni bir X kapanig oper-
atoriinii {iretti. Bu X operatorii Kuratowski kapanig operatoriiniin 6zelliklerini
saglar. Gergekten;

D: P(X) — P(X), A — D(A) = A = AU A* bi¢iminde tammlanirsa,
D fonksiyonu
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(K.) A kapahdir < A=A
kogullarin saglar.

F = {A CX :DA)=A= A} C P(X) bu ozelliklere sahip F' ailesi X
tizerinde bir topoloji belirler. Bu topoloji 7 = P(X)\FF ={AC X : X \A € F}
biciminde gosterilir. Ayrica F' ailesinin X {izerinde iirettigi topoloji

(F) 9, X eF

(Fy) {A;:iel, A; C F}igin z@]Ai er

(Fy) {4;: i=1,2,..n,n €N, 4 C F} icin QlAi cF
kosullarinin saglanmasi ile gosterilir.

Bu topolojiye x-topoloji denir. Hayashi ayrica x-topoloji ile orjinal topoloji
arasindaki cesitli iligkileri calist1. Ozellikle bir X kiimesinin x-kapali olmast icin
gerekli ve yeterli kogul X in bir kapali kiime ve P 6zelligine sahip bir kiimenin
birlesimi oldugunu gosterdi (Banach, 1930, Teorem 11). Hayashi (1964) de
bu teoremi Cantor-Bendixson Teoreminin bir genellemesi oldugunu gosterdi.
(Aligilmig Cantor-Bendixson teoremi: Bir sayilabilir tabanla bir topolojik uzay-
da bulunan her kapali kiime bir perfect kiime ve en ¢ok bir sayilabilir kiimenin
birlesimidir.).

Daha sonra Freud (1958) de (A), (B), (C) ve (D) kosullarini saglayan U*
ailesini tamimladi. ( Biz U* yerine p* kullanacagiz.). Bir = noktasinuin her
U, komsulugu i¢in (X N (U, — {x})) ¢ U* kosulu saglaniyorsa x noktasina
X in bir U*-limit noktasi denir. Bir *-topoloji ile bir U*-topolojinin esas
olarak tzdes oldugu kolayca gosterilebilir. X*, X icin Freudun tiirevlenebilir
kiimeleri ile gakigir (Freud, 1958). Ayrica, eger U*-ailesi biitiin sayilabilir
kiimelerden meydana geliyorsa, o zaman U*-limit noktalar: ile condensation

noktalar1 ¢akigir. Freud bu topolojiyi kullanarak genellesmis Cantor-Bendixson
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Teoremini ispatladi (Freud, 1958, Teorem 2). Her U*-kapal kiime X C R de
bir U*-miikemmel kiime ve U*-kiimenin birlesimidir (yani U* ait bir kiimede)
ve tam tersine. Yukaridaki nottan Freud'un teoreminde (1958) eger U*-limit
noktalar1 condensation noktalari ise Cantor-Bendixson teoremi elde edilir.

Bu kesimin iki ana amaci vardir. Birincisi Alexandroff’un tek nokta kom-
paktlagtirmasinin bir genellestirmesi olarak diisiinecegimiz tek nokta genelles-
mesinin x-topolojiyi kullanarak calismaktir. Ikinci konu, x-dense-in-itself bir
uzayda *-topoloji ve orjinal topoloji arasindaki iligkiyi anlatan bir ¢caligmadir.
Ozellikle tam ozelliklerin (6rnegin; baglantisizlik, acik baglantisizlik ve Haus-
dorff, Urysohn-ayirma aksiyomlar1) x-topoloji ve orjinal topolojide 6zdes oldu-
gunu gosterecegiz. Ayrica bir x-topoloji, eger orjinal topoloji regiiler ise, orjinal
topoloji ile 6zdesg oldugunu gosterecegiz.

Tamim 1.1.4: R bir topolojik T1-uzay ve p, R nin alt kiimelerinin bir bog
olmayan ailesi olsun.

(A) X epveY C XiseY € pdir. (kahtsallik)

(B) XepveY epise XUY € pdir. (sonlu toplamsallik)

(A) ve (B) yi saglayan p ailesine dual siizgeg denir.

(A) dan @ bog kiime her zaman p ye aittir.

Onerme 1.1.5: X*, z in herhangi bir U, komsulugu icin U, N X, p ya ait
olmayacak gekildeki noktalarin kiimesi olmak {izere, T;-uzayimin her bir X ve
Y alt kiimeleri igin

(1) X CYise X * C Y™ dir.

(2) ( XUY)y =X uYyr

B) X ™ C X *=d(X*) Cd(X)

4 X —Y"C(X-Y)
kosullar1 saglanir.

fspat: (1) X C Yolsun. z € X * 2" 30U, € 7 (z) vardir 5U,NX ¢ p ="
U,NXCcU,NY =U,NY ¢ pdur. Gergekten U, NY € p olsayd1 (A) dan
U, N X € polurdu. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla
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U, € 7(x) vardir 2U, NY ¢ p"2 z €Y *dir. Ohalde X * C Y* dir.

(2)ze(XUY)* E5 3 U, € 7(z) vardir 25U, N (X UY) ¢ p =
(U, NX)u (U, NY) ¢p(§):de>n U, N X ¢ pveya U;,,ﬂY%,oég}xeX*veya
reYr < re X *UY* dir. Ohalde (XUY)"=X*UY” du.

B)reX™ P23, € 7 (x) vardr 5U, N X* ¢ p=3 U, € 7(x) vardir
YyU,NX¢p=>reX*

WreX* —Y' zzeX*ver ¢ V"2 IU, € 7(z) vardir >
UNX ¢ pveVV,€r(x)vardir 5V, NY € p=U,N(X—-Y) ¢ p dur.
Gergekten U,N(X —Y) € pyani U,N(X-Y) = (U,NX)—(U,NY) € polsayd:
YRS U.NX = (U, N X) — (U, NY)]UU,NY) den (U,NX)— (U, NY) € p
ve (U, NY) € p oldugundan U, N X € p olurdu. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla
U,N(X—Y)¢pdur'= 2€ (X —Y)*dir. Ohalde X * —Y* C (X —Y)*
dir.

R Ti-uzaymin herhangi X alt kiimesi i¢in X y1 yeni kapanig olarak tanim-
layalim ve X in *-kapanigi olarak adlandiralim, oyleki X =XUX"*dr O
zaman Onerme 1.1.5 (3) den Xc c(X) dir.

Onerme 1.1.5 kullanarak asagidaki teoremi ispat edebiliriz.

Teorem 1.1.6: R nin keyfi X ve Y alt kiimeleri icin

(1) X CYise X C Y dir.

(2) XUY c XUY

B) XcX

4) X c X

(5) 0 =0

(6) Herhangi x € R noktasi igin ¥ = x

fspat:(1) X C Y olsun. X X ux "€ yux s Onermecl'l.s W YUYy
» X Y dir. O halde X C Y olur.

(2) XUV 2 (xuy)u(xuy) L @ ey o x suye) Sl
XUY dir. Ohalde XUY ¢ X UY olur.

(3) X € X UX ** X dir. O halde X C X olur.
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(4) X " U@ (X ux) U uxn) e vy xeu
Onerme 1.1.5 (3 5% ~
(X*UX *) =X UX*UX* Yo xuxruxt = xux R

O halde )% C X olur.

(5) @ =@ U@* =@. O halde & = & olur.

(6) Herhangi x € R noktas1 igin z = {z} ise 7 = 22U z* T Vg = .
O halde herhangi x € R noktasi i¢in ¥ = x olur.

p* R nin alt kiimelerinin Tamim 1.1.4 deki (A) ve (B) kosullarim saglayan
herhangi bir ailesi olsun.Ayrica p* (C) ve (D) kogullarini da saglasin.

(C) Herhangi x € R noktasi i¢in x € p* dir.

(D) Eger her x € X i¢in burada X N U, € p* olacak sekilde z in bir U,
komsgulugu var ise o zaman X € p* dir.

Bu durumda X* ve X kiimeleri daha énce p icin tanimlandigy gibi p* icinde
tanimlanir.

Onerme 1.1.7: Asagidakiler denktir.

{Xept={XnXr=g}={X*"=0}

Ispat: Kabul edelimki X € p* ise 0 zaman R uzaymin her p noktasi ve p nin
her U, komgulugu icin, (A) dan U, N X € p* dir. Boylece X* = & ve buradan
X NX* =@ dir. Tersini ispatlayalim. Kabul edelimki X ¢ p* dir, o zaman
(D) den burada bir z € X noktasi vardir 6yleki = in biitiin U, komsuluklar:
icin X NU, ¢ p* dir. Buradan = € X* ve sonug olarak X N X* # & demektir.

Bu boliim boyunca R uzayinin p* ait olmayacagin kabul edecegiz. Kabul
edelimki R uzay1 p* ait degildir, eger R € p* ise o zaman herhangi X C R icin,
(A) dan X € p* dir ve Onerme 1.1.7 den bir x-topolojiden X = X dir.

Onerme 1.1.8: (X — X*)* = @ dir.

Ispat: Onerme 1.1.5 (1) den (X — X*)* C X* ve boylece (X — X*)N (X —
X*)* C (X —X*)NX* = @ dir. Buradan ve Onerme 1.1.7 den (X — X*)* = &
elde edilir.

Ayrica asagidaki 6nerme Onerme 1.1.7 den direk elde edilir.

Lemma 1.1.9: Eger Y € p* ise 0o zaman (X UY)* =X * = (X —Y)* dur.
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Ispat: Y € p* olsun. (XUY)* Onerme 115 @)y sy =
X * dir. O halde (XUY)* = X * du.

) Onerme 1.1.5 (4) o 117 Yeor
Diger taraftan X * — Y™ C C(X-=-Y) nerme 2 TYERT e -
Onerme 1.1.5 (1)

(X=-Y) (DveX-Ycx "=V (X -v)ycX*..(2)di.
(1) ve (2) den X * = (X —Y)* dir. O halde (X UY)* = X * = (X — Y)*

Onerme 1.1.7 Yep* old. Y=o

olur.

R Tj-uzayinin X kiimesinin x-limit noktasini tanimlayalim. Bir p noktasi
X in bir *-limit noktasidir ancak ve ancak p € )T—\p ve X in biitiin x-limit
noktalarinin kiimesi X in %-tiirev kiimesi olarak adlandirilirsa { pE )T—\p} =
{pe (X —p)*} = {pe X*} denkligi (C) den ve Onerme 1.1.9 dan cikar.
Boylece X* 6nemsizdir, fakat X in *-tiirev kiimesidir. Sonug¢ olarak herhangi

X C Ri¢in X', X in orjinal tiirev kiimesi olmak iizere X* C X'dir.
1.2. x»-Kapali Kiimeler ve x-Ac¢ik Kiimeler

Tamim 1.2.1: R bir topolojik Ti-uzay ve X C R olsun. Biitiin x-limit
noktalarini iceren bir kiime x-kapali olarak adlandirilir. Boylece X x-kapalidir
ancak ve ancak X* C X ya da denk olarak X = X dir. Bir *-kapali kiimenin
bir tiimleyeni x-agik olarak adlandirilir.

Ayrica bir kapali (benzer sekilde acik) kiime *-kapali (benzer sekilde x-agik)
tir.

Tanim 1.2.2: R bir topolojik Ti-uzay ve X C R olsun. Bir kiimenin
her noktas1 x-limit noktasi ise bu kiime *-dense-in- itself olarak adlandirilir.
Boylece bir X kiimesi x-dense-in- itselfdir ancak ve ancak X C X* ya da denk
olarak X = X* dir.

Tanmim 1.2.3: R bir topolojik Ti-uzay ve X C R olsun. *-kapali ve x-
dense-in- itself bir kiime x-perfect olarak adlandirilir ve boylece bir X kiimesi
*-perfectdir ancak ve ancak X = X* duir.

Onerme 1.2.4: X* kiimesi *-perfectdir.

Ispat: X* = X ** oldugunu gostermek yeterlidir. Onerme 1.1.5 (4) ve
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Onerme 1.1.8 den X* — X * C (X — X*)* = @ dir. Boylece X ™ D X* dr.
Tersi Onerme 1.1.5 (3) den X ** C X * dir. Boylece X* = X ** olur.

Not: *-dense-in-itself bir kiime dense-in-itselfdir, dolayisiyla bir X* kiimesi
Onerme 1.2.4 den perfectdir.

Teorem 1.2.5: Bir X C R alt kiimesi x-kapalidir ancak ve ancak X bir
perfect kiime ve p* ait bir kiimenin birlegimidir.

Ispat: Kabul edelimki X +-kapali olsun. Buradan X* C X dir. Boylece
vzdes olarak X = X*U(X — X™*) dir, burada X™* yukaridaki sonugtan perfectdir
ve diger taraftan Onerme 1.1.7 ve Onerme 1.1.8 den X — X* € p*dir.

Tersine, bir perfect P kiimesi ve p* ait bir () kiimesi i¢in kabul edelimki
X = PUQ olsun. O zaman Onerme 1.1.7 den X* = P*UQ* C cl(P) =P C X
dir. Boylece X kiimesi x-kapalidir.

Teorem 1.2.6: Bir X C R alt kiimesi x-agiktir ancak ve ancak X bir acik
kiime ve p* ait bir kiimenin farkidir.

Ispat: R nin her x-acik X kiimesi icin Teorem 1.2.5 den
R—X =(R—X)"U{(R— X)— (R— X)*} dir. Boylece X = {R— (R— X)*}—
{(R—X)—(R—- X)*}, burada R—(R—X)* agiktir ve (R—X)—(R—X)* € p*
dir.

Tersine, bir G acik kiimesi ve p* ait bir @) kiimesi i¢in kabul edelimki X =
G —Qise o zaman R— X = (R—G)UQ ve boylece R— X *-kapal oldugundan
X *-aciktir.

1.3. x-Dense-In- itself Uzay

*-dense-in- itself R uzaymin var olmasi R* = R egitliginin saglanmasi an-
lamima gelir. Ornegin, eger p* dense-in- itself bir R Tj-uzaymn hicbir yerde
yogun kiimelerinin ailesi olsun, o zaman p* ailesi kesim 1.1 deki (A), (B), (C)
ve (D) kogullarim saglar ve bu durumda her X C R i¢in X* = cl(int(cl(X)))
dir. (Fomin, 1943, page 41) O zaman R uzay1 x-dense-in- itself, ¢iinkii R* =
cl(int(cl(R))) = R dir.
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Onerme 1.3.1: Eger *-dense-in- itself R uzaymda G acik ise o zaman
G = c(G) = G* dur.

Ispat: *-dense-in- itself R uzaymnda G acik oldugundan G x-dense-in- it-
selfdir, buradan G C G* ve boylece cl(G) C cl(G*) = G* dir. Fakat bu genelde
G* C G C d(G) ve boylece cl(G) = G* dir. Buradan G = G* oldugunu
kurabiliriz, fakat bu G x-dense-in- itself oldugunda gecerlidir.

Onerme 1.3.2: *-dense-in- itself R uzaymda U bir +-acik kiime olsun
oyleki G agik ve P € p* olmak iizere U = G — P dir. O zaman U = c(U) =
U*=G* =G =cl(G) d.

Ispat: U* = G* oldugunu ispatlamamiz yeterlidir. Onerme 1.1.7 den
U= (G- P)* DG — P = G" ve tersine U C G Onerme 115 0) 1 = v
dir. Dolaywsiyla U* = G* elde edilir. Onerme 1.3.1 den G* = G = cl(G) ve
U = c(U) = U* oldugundan U = cl(U) = U* = G* = G = cl(G) elde edilir.

Yukaridaki lemmada G* = U* iddias1 R nin *-dense-in- itself kabul edilme-
mesi durumunda saglanir.

Tanim 1.3.3: A ve B iki alt kiimesi bir R Tj-uzayinda *-ayrikdir ancak
ve ancak AN B ve AN B ikiside bostur. Bir R Tj-uzay1 x-baglantihdir ancak
ve ancak R iki bog olmayan x-ayrik alt kiimenin birlesimi degildir.

Teorem 1.3.4: x-dense-in- itself bir R uzay1 x-baglantilidir ancak ve ancak
R baglantihidir.

Ispat: R baglantili olsun. Tersini kabul edelim. Burada x-acik ve x-kapali
A ve B kiimeleri vardir 6yleki R=AUB, ANB=9 ,A# 2 ve B# & dir.
O zaman

(1) R=R*=A*"U B* dur.

A ve B *-kapali oldugundan @ = AN B D A* N B* ve boylece

(2) A*N B* = o dir.

Fakat A ve B x-acik oldugundan Onerme 1.3.2 den

(3) A* =cl(A) # @, B* =cl(B) # @ dur.

(1), (2) ve (3) den A* ve B* R de kapalidir. Tersini kabul ettigimizde R
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baglantili degildir. Tersi aciktir.

Sonug 1.3.5: x-dense-in- itself uzayda x-perfect kiime x-baglantilidir ancak
ve ancak baglantilidir.

Bir x-scattered kiime x-dense-in- itself herhangi bos olmayan alt kiimesini
icermeyen bir kiimedir. Dense-in- itself R uzayinda X C R scattereddir ancak
ve ancak higbir yerde yogundur. (Kuratowski, 1933, page 47). Uygun olarak
yogun, sinir ve hichir yerde yogun kiimelerin kavramlarini, sirasiyla *-yogun,
*-sinir, *-hichir yerde yogun kiimelerin kavramlarini tanitacagiz.

Teorem 1.3.6: R uzaymnda p* ait bir X kiimesi dense-in- itselfdir ancak
ve ancak X *-scattereddir. (denk olarak yukaridaki sonugtan x-hi¢bir yerde
yogundur.)

Ispat: X *-scattereddir ve denk olarak X = (X — X*) U (X N X*) olsun.
Buradan Onerme 1.1.8 den X* = (X N X*)* dir. Boylece X N X* C X* =
(X NX*)* dir. X N X* kiimesi *-dense-in- itself oldugundan ve X de kapsan-
digindan, X N X* = @ dir. Onerme 1.1.7 den X € p* dur.

Tersini gosterelim. Kabul edelimki X € p* dir. Eger X x-scattered degilse,
*-dense-in- itself bir bog olmayan Y kiimesi vardir ve X de kapsamir. O zaman
Onerme 1.1.7 den Y C Y* C X* = @& dir. Boylece tersinden Y bostur,
celigkidir. Dolayisiyla X x-scattereddir.

Teorem 1.3.7: R, Ti-uzayinda (*x-dense-in- itself olmasi gerekli degildir),
bir x-hi¢bir yerde yogun kiime sinirhdir. Eger R, x-dense-in- itself ise bir hicbir
yerde yogun kiime x-hicbir yerde yogundur.

Ispat: Bu teoremin birinci kismi aciktir. X, «-dense-in- itself R uzayinin
bir higbir yerde yogun alt kiimesi olsun. Onerme 1.3.1 den R = cl(R—cl(X)) =

—

R—dc(X) C R—X , X *-hicbir yerde yogundur.
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1.4. Bar x-Topoloji

(cl(p))*, Kesim 1.1 de (A), (B), (C) ve (D) kosullarina ek olarak agagidaki
(E) kosulunuda saglayan bir R T uzaymin alt kiimelerinin bir ailesi olsun.

(E) X € (cl(p))* ise cl(X) € (cl(p))* dur.

Herhangi X C R icin bir yeni X kapanigi tammlayalim. X = X U (cl(X))*
kiimesine X in bar x-kapanigi denir. O zaman R, bar *-topolojide ile bir
Ti-uzaydir.

Onerme 1.4.1: Herhangi X C R igin, X* ¢ X € X C ¢l(X) dir.

fspat: Tammdan X* ¢ X = XUX* C X U (d(X))* = X ve X =
X U (cl(X))* C el(X) oldugundan X* C XcXc cl(X) dir.

Agagidaki teorem Teorem 1.2.5 ye benzerdir.

Teorem 1.4.2: Bir X C R alt kiimesi bar x-kapalidir ancak ve ancak X,
bir kapali kiime ve (cl(p))* ait bir kiimenin birlegimidir.

Ispat: Kabul edelimki X C R bar x-kapali olsun. O zaman X = (c/(X))*
U(X — (cl(X))*), burada (cl(X))* kapalidir. Onerme 1.1.7 ve Onerme 1.1.8
den X — (cl(X))* € X — X* € (cl(p))* oldugundan X — (cl(X))* € (cl(p))*dir.

Tersine F' kapali kiimesi ve @) € (cl(p))* olmak tizere X = F U () olsun. O
zaman (E) den (cl(X))* = (cl(F))* U (cl(Q))* = F* C F C X dir ve boylece
X C X dir.

Asagidaki teorem Teorem 1.2.6 ya benzerdir ve ispatida benzer sekildedir.

Teorem 1.4.3: Bir X C R kiimesi bar *x-aciktir ancak ve ancak X, bir
agik kiime ve (cl(p))* ait bir kiimenin farkidir.

Onerme 1.3.1 ve Onerme 1.3.2 den agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 1.4.4: Eger G bir R 17 uzaymin herhangi bar x-agik kiimesi ise
oyleki U agik ve P € (cl(p))* olmak iizere G = U — P dir, o zaman G* = U*
dir. Ayrica eger R, G* = U™ ile uyan G nin x-dense-in- itself orjinal kapanisi,
*-kapanig1 ve bar x-kapamigidir.

Genel olarak agagidaki iddialar x-topoloji i¢in saglanmaz.
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Teorem 1.4.5: R *-dense-in- itself uzay1 olsun.

(1) X C R, R de bar x-yogundur ancak ve ancak R de yogundur.

(2) X C R bar x-smirhdir ancak ve ancak siirhdir.

fspat: (1) Eger c/(X) = R ise 0 zaman X = X U (c/(X))* = R* = R dir.
Boylece X bar yogundur. Tersi Onerme 1.4.1 den aciktur.

—_—

(2) Eger cl(R— X)=Riseozaman R— X = (R— X)U (cl(R — X))*
R* = R dir. Tersi agiktur.
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II. BOLUM

IDEALLERDEN ELDE EDILEN BAZI YENIi TOPOLOJIiLER

Bu boliimde Hamlett ve Jankovic (1990. New topologies from old via ide-
als) tarafindan idealler kullanilarak elde edilen yeni topolojiler 5 kesim halinde
incelenecektir. 1. kesimde bir ideal kullanilarak bir kiime tizerinde x-topoloji
elde edilecek ve temel 6zellikleri caligilacaktir. 2. kesimde 7* acik kiimeleri i¢in
taban kiimeleri incelenecektir. 3. kesimde bir topoloji ile bir idealin uygun-
lugu kavrami incelenecektir. 4. kesimde bazi ideallerden elde edilen topolojik

uzaylarin temel ozellikleri incelenecektir. 5. kesimde uygulamalar verilecektir.
2.1. On Tamimlar

Tanim 2.1.1: X kiimesinin alt kiimelerinin bog olmayan bir ailesi I olmak
izere,

(A) Aelve BC Aise B e I (kalitsallik)

(B) Aclve Belise AUB € I (sonlu toplamsallik)
kosullar1 saghyorsa, I ailesine X {izerinde bir idealdir denir.

Bazi ¢ok kullanilan ideal ¢rnekleri verelim:

I; : X in sonlu alt kiimelerinin ideali

I. : X in sayilabilir alt kiimelerinin ideali

I.4 : (X, 7) da kapali diskre kiimelerin ideali

I,, :(X, 7) da higbir yerde yogun kiimelerin ideali

I,:(X, 1) da zayif kiimelerin ideali

I:(X,7) da scattered kiimelerin ideali

I;::(X, 7) da rolatif kompakt kiimelerin ideali

Ir,: Lebesgue sifir kiimelerinin ideali

Ayrica asal ideallerin tiimleyenler kiimesinin ailesi (bir uzay: igermeyen)

siiper kiimelerin iglemleri altinda bog olmayan kiimelerin bir bog olmayan ailesi
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ve sonlu arakesitleri olacaktir. Bir ailede bir siizgec ideal ise bazen dual siizgeg
olarak adlandirilacaktir.

Genel uygulamalarda bir uzay eger x in P 6zelligine sahip bir U komgulugu
varsa U bu ozellige sahiptir. Bu diisiinceyi alt kiimelere genigletirsek eger x
in bir U komsulugu ve bir A alt kiimesi x noktasinda P 6zelligine sahipse
U N A da bu ozellige sahiptir. Ayrica x noktasi A alt kiimesinde olabilirde
olmayabilirde. Sembolik olarak idealleri belirli 6zelliklere sahip alt kiimelerin
bir ailesi olarak tamimlayabiliriz. Bir uzaydaki bir alt kiimenin bu o6zellige
sahip olmayan noktalarinin kiimesi agagida oldugu gibi temel kavramdir.

Tanim 2.1.2: (X, 7) bir uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. O zaman
A (I,7) ={x € X : her U € N(z) igin ANU ¢ I} kiimesine I ideali ve 7
topolojisine bagh A kiimesininin lokal fonksiyonu denir.

Karigikhiga neden olmadikca; A* (I, 7) sembolii yerine A* (I) ya da basit
olarak A* ile gosterecegiz. Ayrica Tanim 2.1.2 de N (z), x in komguluklar
ailesidir.

Basit olarak idealler {@} ve P(X) = {A: A C X} dir. Belirtelim ki her
A C X igin A* ({@}) = cl(A) ve A*(P(X)) = @ dir. If, X kiimesinin sonlu
alt kiimelerinin ideali ve A%, A C X in w-yigilma noktalarimin kiimesi olsun.
(x € A ancak ve ancak her U € N (z) igin U N A sonsuzdur.) AY = A* (Iy)
oldugunu gostermek yeterlidir. Eger I., X kiimesinin sayilabilir alt kiimelerinin
ideali ise A* (I.) tamamen A kiimesinin condensation noktalarinin kiimesidir.
(eger her U € N (x) igin U N A sayillamaz ise x € X, A C X de bir conden-
sation noktadir.) Boylece A* (I) da kapanig noktasini, w-y1g1lma noktasimi ve
condensation noktasim genellegtirdik. Asagidaki teorem (Kuratowski, 1933;
Vaidyanathaswamy, 1945 ) lokal fonksiyonlarin temel ve kullanigh 6zelliklerini
icermektedir.

Teorem 2.1.3: (X, 7) bir uzay, I ve J; X {izerinde idealler ve A, B; X in
alt kiimeleri olsun. O zaman

(1) AC Bise A*C B*



16

(2) I c J ise A*(J) C A*(I)

(3) A* = cl(A*) C cl(A) (A", cl(A) mn kapal alt kiimesidir.)

(4) (A7) € A"

(5) (AUB)* = A*U B*

(6) (ANB)* C A*NB*

(7) Ax—B*=(A-B)*—B*C (A-B)*

@) UertiseUNA*=UNUNA*C (UNA)*

(9) Ielise (AU =A"=(A-1)"

Ispat: (1) A C B olsun. = € A* Uy U e N(x)igm UNA¢ I =y
UNB ¢ I dir. Gergekten U N B € I olsa A C B oldugundan UN A CUNB
dir. Buradan U N A € I olur. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla V U € N () igin

A* tn.

UNB¢I =" x€ B*dir. O halde A* C B* dur.

A* tn.

(2) I C Jolsun. z € A*(J) "= VU € N(2)icnUnA ¢ J S UnA¢ T
dir. YaniVU € N (z) icin UN A ¢ 75 g e A (I) dir. O halde A*(J) C
A* (1) dur.

(3) Agiktr.

(4) 2 € (A VU eN(@) ign UnA* ¢ 1 "2 VU € N(2) icin
UﬂAgé[dir.A*:ﬁn'xeA* dir. O halde (A*)* C A* dur.

(5) v € (AUB)* ©2' VU € N (2) icin UN(AUB) ¢ I < UN(AUB) =
UNAUUNB) ¢l < VYUeN(@)igmUNA¢EIveyaaUNDB ¢ I
é*:tgxeA*veyaxeB*<:>x€A*UB*d1r. O halde (AU B)* = A*U B*
dir.

(6) 7€ (ANB) "Z"VU e N(2)icin UN(ANB) ¢ I = UN(ANDB) =
(UNANUNB)¢I=YUEeN (z)icin (UNA) ¢&IveUNB)¢I" ="
reA*(I)vexr € B =z € A*NB* dir. O halde (AN B)* C A*N B* dir.

(M z€(A—B)—B*<=2€(A-B)*vexr ¢ B* “2 VU € N () i¢in
UN(A-B)¢IveUNBel<—=UN(A-B)=(UNA)—(UNB)¢I du.
Gergekten UN(A—B) = (UNA)—(UNB) € IolsaUNA=[(UNA) — (U N B)]
UUnNB)dan (UNA)—(UNB)elveUNB €I oldugundan UN A € [
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olur. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla (UNA) —(UNB) ¢ 1 <= VYU € N (2)
icn UNA¢IveUNBel “® e A vex ¢ B* <>z € A* — B* dir. O
halde A* — B* = (A — B)* — B* dur.

(A—B)*— B* C (A— B)* oldugunu gosterelim. x € (A—B)*—B* =z €
(A—B)vex ¢ B* "="VUEN (2)icn UN(A—B)¢ IveUNB e =
(UNA) ¢ IveUNB €I =VUE€E N (z)icin UN(A—B) ¢ I *=" 2 € (A-B)*
dir. O halde (A — B)* — B* C (A — B)* dur.

Dolaysiyla A* — B* = (A — B)* — B* C (A — B)*dur.

B)UerisereUNA* <z eUverc A" Lz cUveVUEN (2)
icinUNA¢I<—axcUveUNUNA)¢l<=azcUvere (UNA <
r e UN(UNA)* dir. Ohalde UNA* =UN(UNA)* dir. AyricaUN(UNA)* C
(U N A)* oldugu agiktir. Dolayisiyla UNA*=UN(UNA)* C (UNA)* dir.

(9) Ielisere (AU ER VU eN(2)icn UN(AUI) ¢ I <
UN(AUI) = (UNA)UUNI) ¢ T <= UNA ¢ IveyaUNI ¢ [ <= (UNI) ¢ I
olamaz. Buradan UN A ¢ I % 5 € A* dir. O halde (AUI)* = A* dir.

A* = (A — I)* oldugunu gosterelim. x € (A —I)* oY UeN (x) icin
UNA-1¢lI<—=UnNA-1)=UnNA)-UNI) ¢l UNA¢Ive
Unlel<=sTeliseUNIeTdr Buadan UNA ¢ I &% 2 € A* dur.
O halde (A —I)* = A* dur.

Dolaywsiyla (AU I)* = A* = (A —I)* dir.

Tamim 2.1.4: P(X), X in alt kiimelerinin bir ailesi olsun. Eger

()¢: P(X) — P(X) fonksiyonu

(1) e=g

(2) Ae P(X)= AC A°

(3) A€ P(X),B € P(X)= (AUB)" = A°U B¢

(4) A€ P(X) = (A% = A°
kogullarim sagliyorsa o zaman ()¢ Kuratowski kapanig operatoriidiir.

{A € P(X): A= A°} ailesine X iizerindeki bir topoloji i¢in kapal kiimelerin

ailesi denir.
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Eger d : P(X) — P(X) fonksiyonu

(1) dw)=9

(2) d(AUB) =d(A)Ud(B) ve

(3) d(d(A)) C d(A)
kosullarim saghyorsa A° = A U d(A) ile tanmmmlanan ()¢ : P(X) — P(X)
fonksiyonunun P(X) iizerinde Kuratowski kapams operatorii oldugu goste-
rilebilir. Tiirev kiimeleri yardimiyla olusturulan operatérden dogrulan topoloji
d ile ¢akigsmaz.

*x: P(X) — P(X)
fonksiyonu yukaridaki d fonksiyonu igin gerekli kogullar1 saglar, (Teorem 2.1.3
(4),(5); @* = @ ), bu nedenle c/*(A) = AU A* bir Kuratowski kapanig ope-
ratoriidiir. Bununla birlikte c¢/* in dogrudan bir kapanig operatorii oldugunu is-
patlamak zor degildir. 7, X iizerindeki orjinal topoloji olmak iizere c[* tarafin-
dan dogrulan topoloji 7*([) ile gosterilecektir ve 7 (1) = {U C X : cI*(X — U)
= X — U} dir. Bir kanigiklik olmadig: siirece 7%(/) semboliinii basit olarak 7
ile gosterecegiz.

Eger I = {@} ise o zaman A* = cl(A) dir. Buradan cl*(A) = cl(A) ve
7% =7 dur. Eger I = P(X) ise o zaman her A C X i¢in A* = @ dir ve bundan
dolay1 7*(I) ayrik topolojidir. {@} ve P(X) idealleri son durumda sirasiyla
T* = T ve T" = Ty tammlanir. X tizerinde her [ ideali igin {@} C I C P(X)
dir. Teorem 2.1.3 (2) den 7 C 7" C Tuynx dir. Ozel olarak eger (X, 7) tizerinde
I ve J idealleri i¢in I C J ise o zaman 7* (I) C 7" (J) dir.

llerideki orneklerde I # P(X) ve 7(I) ayrik oldugunu gosterecegiz.

Ornek 2.1.5: N dogal sayilar kiimesi i¢in. {{2n — 1,2n} : n € N} tabam
ile dogrulan 7 topolojisi N ile donatilirsa ve Iy idealini diislinecek olursak
N*(Iy) = @ dir. Bu yiizden 7*(Iy) diskredir. Genellikle X*(I;) = @ ancak
ve ancak (X, 7) hemen hemen ayriktir (yani herbir € X sonlu komguluguna
sahiptir.) ancak ve ancak 7*([y) ayriktir.

(X, 7) da (benzer sekilde (X, 7*(1)) da) A kiimesinden elde edilen A tiirev
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(benzer sekilde A?" ) gosterimini hatirlayalim.(z € A% x, A kiimesinin limit
noktasidir ancak ve ancak her U € N (z) igin (U — {z}) N A # @ duir.)

AT A ve ayrica © € AY ancak ve ancak x € cl*(A — {x}) ancak ve
ancak € (A —{z})U (A — {z})* ancak ve ancak x € (A — {z})* dir. Bunlar
x € AT ancak ve ancak her U € N () icin (U — {z}) N A ¢ I dir. Eger {z}
€ I ise o zaman Teorem 2.1.3 (8) den x € A ancak ve ancak x € A* dir.

Agagidaki iki 6rnekte ideallerin herbir z € X i¢in {z} € I ©zelligine sahip
oldugu gosterilecektir.

Ornek 2.1.6: I; , bir (X, 7) uzaymin sonlu alt kiimelerinin ideali olsun.
Buradan herbir € X igin {z} € I; oldugundan A* = A% dir. A* = A¥
oldugunu biliyoruz. Bu nedenle (X, 7) uzayinda A kiimesinin w-y1gilma nok-
talar1 (X, 7%(/f)) uzaymnda A kiimesinin limit noktalar: ile gakigir. Buradan
(X, 1), Ti({z} € Iy = {z} = @ = d*{z} = {z}) ve T} uzaymmda w-
yigilma ve limit noktasi kavramlarn cakigir. A C X in w-yig1lma noktalarinin
kiimesinde (X, 7) ve (X, 7*) da gakigir. Ayrica A*(I;) = A? dir ancak ve ancak
T = 7%(If) dir ancak ve ancak (X, 7) T} dir.

Ornek 2.1.5 de hemen hemen ayrik uzaym gosterdik ve 7*(I;) ayriktir.
Eger (X, 1) ayrik olmayan uzay ile baglarsak o zaman, eger A ¢ Iy ise A*(If) =
X ve eger A € Iy ise A*(I;) = @ dir. Bundan dolay: eger A ¢ Iy ise cl*(A) =
X ve A € Iy ise cl*(A) = A dir. Bunlar ¢*(Iy) iyi bilinen sonlu tiimleyen
topolojidir.

Ornek 2.1.7: 1., (X,7) uzaymda sayilabilir alt kiimelerin ideali olsun.
A* = A? ve A*, A kiimesinin condensation noktalarinin kiimesiydi, (X, 7) da
A kiimesinin noktalar1 condensation (X, 7*(1.)) de A kiimesinin limit noktalar
oldugunu sonuclandirmigtik.

Eger (X,1) ayrik olmayan uzay ile baglarsak ¢* (I.) sayilabilir olmayan
topoloji oldugu goriiliir. Farkl aileleri 6rneklerle gozoniinde tutacagiz. (R, 7)
alisilmig topoloji ile reel dizi olsun. O zaman 7*(I.) topolojisi higbir yerde

sayilabilir tiimleyene geniglemis topoloji olur (Steen ve Seebach, 1978, Exp.
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63). Ayrica 7*(I.) , U ¢* (I.) den meydana gelen en kiigiik topolojidir, yani
7 ve ¥*(1.) den 7V ¢* (1.) supremumdur.

Ideallerden meydana gelen topolojileri ters 6rneklerle kuralim. Topoloji-
lerin 6nemli temel ozelliklerini 6nceki ifadelerle dogrulayalim. Hatirlayalim ki
(X, 7) uzaymda A kiimesi kapal ve ayriktir ancak ve ancak A4 = @ dir.

Onerme 2.1.8: X iizerinde I ideali ile (X, 7) bir uzay olsun. Eger I € I
ise 0 zaman (X, 7*) da I kapal ve ayriktir.

Ispat: T € [ = I* = @ = c*(I) = IUI* = [ = [ kapalidir. Ayrica
1" = @ = I aynktr.

Ornek 2.1.9: (X, 7) bir uzay olsun. O zaman [.4 = {A C X:Al= @}
X tizerinde idealdir ve A¢ C A* dir. Bu durumda 7% = 7 dur. (Genel olarak
7*(I) = 7 ancak ve ancak her I € I, (X, 7) da kapal oldugunu gosterebiliriz. )
Ayrica Onerme 2.1.8 den Iy, 7 = 7 ozelligiyle X iizerinde en biiyiik idealdir.
Sonugta A* = A? dir ancak ve ancak (X, 7) T} dir.

Ornek 2.1.10: (X, 7) biruzay ve A C X olsun. I(A)={BC X :BC A}
X iizerinde idealdir. I(A) tarafindan dogrulan topolojinin iki 6rnegini gostere-
lim.

(X,v) ayrik olmayan uzay ve p € X olsun. Buradan [(X — {p}) =
{AC X :p¢ A} ailesi Steen ve Seebach (1978, Exp. 8-12) de kismi nokta
topoloji olarak bilinen bir basit v* = {A C X :p € A}U{d} topolojiyi dogu-
rur.

[dealler tarafindan iiretilen topolojinin 6rnegi ¢ok karmagiktir. (R, 7) aligil-
mig topoloji ile reel dizi ve A = {L:n € N} olsun. O zaman 7*(I(A))
Smirnov’un topolojisi olarak bilinir (Steen ve Seebach, 1978, Exp. 64).

Ilerideki 6rneklerde higbir yerde yogun kiimelerin idealini gz 6niinde bu-
lunduracagiz.

Ornek 2.1.11: (X, 7) bir uzay ve I, = {A C X : int(cl(A)) = @}, yani
I,,, (X, 7) nun hicbir yerde yogun alt kiimelerinin ailesi olsun. I,,, X iizerinde

bir idealdir ve bu ¢nemli ideal iyi bir 6zellige sahiptir (Vaidyanathaswamy,
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1960). Bir A C X kiimesinin lokal fonksiyonu A*(1,,) = cl(int(cl(A))) dir.

Genelde 7 agikar olmayan daha zayif topolojide cl*(A) = AUcl(int(cl(A)))
dir. Njastad (1965) de A C int(cl(int(A))) ile A C X kiimeleri acik kiimeler
olarak tanimlanabilen bir 7% topolojisi iiretir. (X,7%) da kapal kiimeler
oldugundan A C X kiimeleri ile cl(int(cl(A))) C A dir, yani A*(I,,7) C A
dur, boylece 7¢ = 7*([,,, 7) dur.

Crossley ve Hildebrand (1972) de X iizerinde [7] topolojilerinin bir ailesini
gosterirsek (7, X tizerinde bir topolojidir.) tamimdaki gibi
F(7) = {0 : 0 X tizerinde bir topoloji ve her A C X i¢in A C cl,(int.(A))
ancak ve ancak A C cl,(int,(A)) smfi i¢in en ince topoloji konumundadir.}
F(r)=1*(1,,7) dur.

Ilerideki 6rneklerde bir lokal fonksiyonun tanimm yapilacaktir. Oncelikle
asagidaki tanimi verelim.

Tamim 2.1.12: Bir [ idealine eger sayilabilir birlesim olarak yazilabiliyorsa
o-ideal denir, yani her n € N i¢in I,, € [ ise o zaman U{[, :n € N} € I dir.

Ornek 2.1.13: Bir uzaymn alt kiimesi eger hicbir yerde yogun kiimelerin
sayilabilir birlegimleri ise zayiftir (ya da 1. kategoridendir) denir. Bir uzaymn
biitiin zayif alt kiimelerinin ailesi o-idealdir. Bu idealleri I, ile tanimlariz.
Zayif olmayan kiimeler 2. kategoriden kiimeleri olarak adlandirilir, uzayda
bulunan A kiimesi i¢in A*(/,,) nin noktalar1 A nin 2. kategorinin noktalaridir
(Kuratowski, 1966) . Blumberg (1922) de eger © € A*(I,,) ise bir A kiimesi ile
”inexhaustibly approached” olabilen bir uzaydaki bir z noktasini tanimlar.

A*(I,) = cl(int(cl(A))) ise I,,, (X, 7) uzaymnda hicbir yerde yogun kiimelerin
idealidir. A*(I,,), A* = cl(int(A*)) onemli 6zellige sahiptir. (Ileride Teo-
rem 2.3.12 ve Teorem 2.3.6(2) den A*([,,) = cl(int(cl(A))) kullanilarak goste-
rilebilir.)



22

2.2. 7™ Acik Kiimeler

* 1 acik

7* kapams operatoriinde cl*(A) = AU A* tamimuim yaptik. 7
kiimeleri i¢in temel esas1 verelim.

(X, 7) bir uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. A, 7*-kapahdir ancak
ve ancak A* C A dir. U € 7 ancak ve ancak X — U 7*-kapali ancak ve
ancak (X — U)* € X — U ancak ve ancak U C X — (X — U)* dir. Buradan
relU=x¢ (X—-U)"= burada bir V € N(z) vardir 6yleki VN (X —-U) € I
dir. 7=VN(X—-U)olsun. V € 7vel €[ olmak tizere x € V-1 CU
olur. (I,7) ={V —1:V e€r,I € I} oldugunu gosterelim ve bir karigiklik
olmadig siirece [ (I, 7) semboliinii basit olarak /5 () ya da [ ile gosterecegiz.
Bu ifadeler agagidaki sonucta ileri siirtilmektedir.

Teorem 2.2.1: (Vaidyanathaswamy, 1960) (X, 7) bir uzay, I, X iizerinde
bir ideal olsun. O zaman [, 7* igin bir tabandir.

Ispat: Onceki sonuclardan sadece B nin sonlu kesigimler altinda kapal
oldugunu gostermeliyiz. De Morgan kuralindan ve I nin sonlu toplamsalligin-
dan dogrudan elde edilir.

Eger Ornek 2.1.7 dan 7%(I.) = 7 V ¢*(I.) kurali Teorem 2.2.1 den farkh
degildir.

Teorem 2.2.2: (X, 7) bir uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. O zaman
1 ayrik topoloji olmak tizere 7*(I) = 7V ¢*(I) dur.

Bu noktada meydana gelen sonug: bir (X, 7) uzaym ve X iizerinde bir
I idealini alirsak [r7*(I)] *(I) = 7 seklinde olur. 7%, 7* dan daha zayif
oldugunu biliyoruz, fakat 7 , 7* dan kesinlikle daha zayif oldugu her zaman
dogrumudur? Bu sorunun olumsuz cevabi asagidaki teoremde verilmektedir.
Fakat oncelikle eger I ve J, X {izerinde idealler ise o zaman I N J ve I V J
={IuJ:Ie€lvelJeJ} ideallerdir.

Teorem 2.2.3: [ ve J, X iizerinde idealleri ile (X, 7) bir uzay ve A C X

olsun.
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Bu durumda,

(1) (Vaidyanathaswamy, 1945) A*(I N J) = A*(1) U A*(J)

(2) A*(I Vv J,7)=AL,m(J)) N A*(J,7(I))

Ispat: (1) z € A*(I) U A*(J) <= z € A*(I) veya x € A*(J) L8y
UeN(@)igimUNA¢IveyaUNAE J<VU€EN(x)igmUNA¢
(INJ) <L e A (INJ)

(2) Kabul edelimki « ¢ A*(IV J,7) olsun. O zaman burada bir U € N (x)
vardir oyleki UNA e IV Jdir. I€lveJ e JolsunoylekiUNA=1UJ
dir.  nmin kalhitsalligindan dolayi, 7 N J = @ oldugunu kabul edelim. Boylece
UNA) -1=Jve(UNA) -J=1=U-1)NnA=J¢€ Jyada
U—-J)nA=Ilel=a¢ A (J,7*(I)) yadax ¢ A*(I,7*(J)) dir. (z, [ ya
da J dedir, fakat ikisinde de degildir.) Gosterelimki

(a) A*(J,7* (D)) N A (I, 7*(J)) C AX(IV J,T) dir.

Kabul edelimki ¢ A*(I,7*(J)) dir. Bu, burada U € N(z) ve J € J
vardir dyleki (U — J) N A = I € I olmasim gerektirir. Kabul edelimki .J
nin kalitsalhgindan dolay1 J € A dir. [ = (U — J) N A tammlayalim ve
UnNA=1uJelvJ=x¢ AV Jr)dr.

(b) A*(IV.J,7) C A*(I,7(J)) gosterelim. z € A*(IVJ,7) = YU € N (z)
icinUNA¢IvJ=1¢clvelJecJolmakiizere UNA=1UJ dir.

INJ =@ oldugundan (UNA)—J=1= U-J)NA=1¢€cl =
x ¢ A*(I,7(J)) dir. O halde A*(IV J,7) C A*(I,7*(J)) dir.

Benzer sekilde

(c) A*(I Vv J,T) C A*(J,7*(])) gosterelim.

re A(IVJ,T)=YU€eN (z)icimnUNA¢IVJ=1¢clveJ e Jolmak
tizere UNA = IUJ dir. INJ = @ oldugundan (UNA)—I =J = (U-I)NA =
JeJ=x¢ A (J,7*(1)) dir. O halde A*(IV J,7) C A*(J,7*(1)) dur.

(a), (b) ve (c) sonucu olugturur.

Yukaridaki teoremde I = J alirsak, 7% ve 7 arasindaki iligki hakkindaki

sorunun cevabi agagidaki sonucta bulunur.
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Sonug 2.2.4: (X, 7) bir uzay ve I, X iizerinde bir ideal olsun. O zaman
A*(1,7) = A*(I,7) ve buradan 7" = 7 dir. (Njastad, 1966)

Ayrica Lemma 2.1.8 yi kullanarak ve Ornek 2.1.9 deki diisiinceler ile Sonug
2.2.4 i kurmak miimkiindiir.

Sonug 2.2.5: [ ve J, X iizerinde idealleri ile (X, 7) bir uzay olsun. O
zaman

(1) (Samuels, 1975) 7*(I Vv J) = [7*())]" (1) = [7*(D)]* (J)

(2) (Vv J)=1()VT*(J])

(3) (Samuels, 1975) 7*(I N J) = (1) N7*(J)

Ispat: (1) Teorem 2.2.3 (2) den elde edilir.

(2) (2) yi gostermek igin (1) den 7*(I V J) = [r*(I)]" (J) biliyoruz ve
bundan dolayr Teorem 2.2.2 den 7*(1 V J) = 7*(1) V ¢*(J) dir. Teorem 2.2.2
ile T*(I) VY*(J) =1m(I) VT VY*(J)=71()V7*(J) den (2) yi elde ederiz.

(3) Teorem 2.2.3 (1) den elde edilir.

Tanim 2.2.6:(X, 7) bir uzay ve X iizerinde bir I ideali verilsin.

B, 1) =4V —=1:V er,I€l}, 7 icin bir tabandir. Eger 3, topoloji ise ,
o zaman [ = 7% dir (kompakt olmayan ve sayilabilir olmayan topolojilerdeki
durum gibi) ve 7% 1 biitiin acgik kiimeleri V' € 7, I € I olmak iizere V — I
seklindedir.

Asgagidaki ornekte [ nin genelde bir topoloji olmadigi gosterilmektedir.

Ornek 2.2.7: (X, 7) sol-igin ile reel sayilarm topolojisi olsun, yani 7 =
{(=00,a) :a € X} U{X, @}. I;, X in sonlu alt kiimelerinin ideali olsun. U,, =
(—oc0,n + %) ve I, = {1,2,3,...n} olmak iizere § nmin alt kiimelerinin ailesi
U, — I,, tammlayalim. O zaman [ da olmamak tizere U{U,, — I, : n € N} =
X — N dir. Boylece 3 kapali alttan keyfi birlesimler degildir ve buradan bir
topolojide degildir.

Asagidaki boliimde 7 ve [ arasindaki iligkiyi goz oniinde bulundurursak /3

topolojidir ve buradan 7* da biitiin kiimeler basit gekildedir.
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2.3. 7 ile I nin Uygunlugu

Tamim 2.3.1: (Njastad, 1966) X iizerinde bir I ideali ile (X, 7) bir uzay
olsun. Eger her A C X ve her x € A igin bir U € N (x) vardir 6yleki UNA € I
iken A € [ saglanirsa [ ideali ile 7 topolojisi uygundur denir ve 7 ~ [ ile
gosterilir.

Uygun idealler Vaidyanathaswamy (1945) de "siiper kompakt” ve Vaidya-
nathaswamy (1960) da ”adherence idealler” olarak adlandirilir.

Idealler genellikle bir P zelligine sahip X in alt kiimelerinin bir ailesi olarak
tanimlandigindan 7 ~ [ kogulu bir alt kiime P ozelligine sahipse lokaldir,
kendisi bu ozellige sahipse globaldir anlamina gelir. Bu kosul ilk diisgiiniilenlere
ek olarak tam bir kisitlama gibi goriilebilir. Bununla birlikte bu kosul bir ¢ok
kullanigli, bnemli ve genel yapilar: saglar. Bir sonraki teorem 7 ~ [ igin yeterli
kogullar1 verir, fakat ilk énce bazi 6én tanimlar gereklidir.

Bir uzay, eger her alt uzayi lindelof ozellige sahipse kalitsal lindeloftiir,
fakat tersi dogru degildir. (Ornek 2.1.7 den (R,v*(I.)) ya da (R, 7*(I.)) yi goz
oniinde bulunduralim.)

Teorem 2.3.2: (X, 7) bir kalitsal lindelof uzay ve I, X iizerinde o-ideal
olsun. O zaman 7 ~ [ dir.

Ispat: A C X olsun ve kabul edelimki her 2 € A icin bir U, € N (x) vardir
oyleki U, N A el dir. {U,NA:ze A}, Anm bir agik ortiisiidiir ve buradan
bir sayilabilir altortii {V,, N A:n € N} ye sahiptir. I, o-ideal oldugundan
A=U{V,NA:ne N} eI olur.

Ornek 2.3.3: (R, T) reel sayilarla aligilmig topoloji ve I, Lebesgue sifir
olgiimlii alt kiimelerin o-ideali olsun. Agktirki 7 ~ I dir. 7*(I) topolojisi
agagidaki yeni ozellige sahiptir. 7% Borel kiimeleri 7 nun Lebesgue 6l¢iimlii
kiimeleridir.(Njastad, 1966)

Uygunlugun 6nemi asagidaki teorem ile gosterilebilir.

Teorem 2.3.4: (Njastad, 1966) X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay

olsun. Eger 7 ~ [ ise o zaman [ bir topolojidir ve buradan g = 7* dir.
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Teorem 2.3.5: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay olsun. O zaman
asagidakiler denktir.

Q)r~1I

(2) (Vaidyanathaswamy, 1945) Eger A, I da A ile kesisen herbir agik kii-
menin ortiisiine sahipse o zaman A € [ dir.

(3) (Vaidyanathaswamy, 1945) Her A C X icin AN A* =@ = A € I dir.

(4) (Vaidyanathaswamy, 1945) Her A C X icin A — A* € [ dur.

(5) Her A 7*-kapali alt kiimesi i¢in A — A* € [ dur.

(6) Her A C X igin, eger A kiimesi B C B* ile bos kiimeden farkh B alt
kiimesini icermiyorsa, o zaman A € [ dir.

Ispat: (3)—(4) : AC X olsun. (3) den (A— A )N (A—- A =2 =
A — A* € I elde edilir.

(5)—(1) : A C X olsun ve kabul edelimki V = € A i¢in burada bir
U € N (z) vardir 6yleki U N A € I dir. O halde ANA* = @ ve AU A%,
7*-kapali oldugundan (AU A*) — (AU A*)* € [ dir ve (AU A*) — (AU A =
(AUA*) = (AAUA™) = (AU A*) — A* = A dir. Buradan A € [ dur.

(4)—(6) : A C X olsun ve kabul edelimki A kiimesi B C B* ile bos
kiimeden farkli B alt kiimesine sahip olsun. A — A* € I oldugundan AN A* C
(AN A*)* dir. (Teorem 2.3.6 (3) den goriiliir) ve buradan A N A* = & dur.
Boylece A=A — A* ve A € [ dir.

(6)—(4) : AC X olsun. (A—A*)N(A— A")* = & oldugundan A — A*,
B C B* ile bos kiimeden farkli B alt kiimesini icermez. Boylece A — A* € |
dir.

Teorem 2.3.6: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay olsun. O zaman
agagidakiler denktir ve 7 ~ I dir.

(1) HrACXigmANA*=0=A"=0

(2) Her A C X icin (A — A*)* = @

(B) Her AC X igin (ANA*)*=A*

Ispat: (1)—(2) : VA C X icin AN A* = @ = A* = @ olsun.
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A-A)NA-A)Y=0=(A—-A")" =2 olur.

8)—((1) : VAC X igin (AN A*)* = A * olsun. Buradan AN A* = A
dir. VAC Xigin ANA*=A= A" =2 dir. O halde VA C X igin
ANA* =2 = A* = I elde edilir.

Teorem 2.3.7: (Njastad, 1966) (X, 7) bir uzay ve X iizerinde bir / ideali
7 ile uygun olsun. A kiimesi 7% da kapalidir ancak ve ancak I da bir kiime ve
7 da kapali kiimenin birlegimidir.

Ispat: A, 7*kapal olsun. O halde A* C A = A = (A — A*) U A*du.
Teorem 2.3.5 (4) den A — A* € I dir ve A*, Teorem 2.1.3 (3) den 7-kapaldur.
Tersine B, 7 kapali ve I € I olmak {izere eger A = B U [ ise 0 zaman
A*=B*UI*=B* Cc(B) =B C A dir. Boylece A* C A ve A, 7 kapahdur.

7* daki her kapali kiime (Teorem 2.3.4 iin hipotezi altinda 7 ~ I ) B, 7
kapali ve I € I olmak tizere BUI bigiminde oldugundan Teorem 2.3.4 dogrudan
elde edilir. Boylece her 7*-acik kiime bu sekildeki bir acik kiimenin tiimleyeni
olabilecektir ve buradan U € 7 ve I € [ olmak iizere U — I formuna sahip
olacaktur.

Uygun bir topoloji olan bir  i¢in yeterli kosul 7% = [ iken asagidaki 6rnek
uygun bir gerekli kogul degildir. Ayrica érnek Teorem 2.3.6 nin denk kosullar:
uygunluktan daha zayif oldugunu gosterir.

Ornek 2.3.8: (X, 7) ile reel sayilarin diskre topolojisini ve I. ile X in
sayilabilir alt kiimelerinin o-idealini alahm. O zaman 7 = § = 7* dir, fakat
7, I.. ile uygun degildir. Ornegin, X bazi noktalarda kismi sayilabilirdir, fakat
X sayilabilir degildir. Bu uzayda her A C X i¢in A* = & dir. Boylece kogul
Teorem 2.3.6 (1) da gosterilmistir.

Sonug 2.3.9: Onceki érnek Vaidyanathaswamy (1945) deki hatay: isaret
ederki Teorem 2.3.6 nin (1) kogulunun uygun denkligini iddia eder. Bununla
birlikte eger bir ideal her A C X igin "A* = @ = A € I” kogulunu saglanirsa
o zaman Teorem 2.3.6 nin kogullar1 uygunluga denk olur, I nin kompaktlig

yerine 7, I ile zayif uygun oldugunu soyleyecegiz ve 7 ~ I ile gdsterecegiz. ~
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ile ~ kuvvetli bir kargilagtirilmasi icin /¢ durumunda 7 T ¢ dir ancak ve ancak
(X, 7) sayilabilir kompakttir (Vaidyanathaswamy, 1945). (Vaidyanathaswamy,
1960) Ty uzaylar icin 7, I ile uygun degildir, ancak X in sonlu olmas: asikardir
ve boylece I; = P(X) dir. Bununla birlikte 7 ~ I; ancak ve ancak (X, )
kalitsal kompakt oldugundan bu dogru degildir. Bu durum /. durumunda ¢ok
daha farkhdir. 7 ~ I. ancak ve ancak (X,7*) s, kompakttir. (Bir uzay s
kompakttir ancak ve ancak uzaydaki her sayillamayan kiime en azindan bir
limit noktasma sahiptir.). Not edelimki (X, 7) lindelof = 7 ~ I. = (X,7) 51
kompakttir. Asagidaki 7 ~ I. durumu Teorem 2.3.2 yi verdiginden énemlidir.

Teorem 2.3.10: Bir (X, 7) uzay1 kalitsal lindeloftiir ancak ve ancak 7 ~
1, dir.

Ispat: Sadece kosulun yeterli oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelimki
(X, 7) uzay1 kalitsal lindelof olmasin. O zaman burada bir A C X sayilamayan
kiimesi vardir dyleki herbir € A i¢in burada bir U € N (z) ile sayilamayan
U N A vardir (Semadeni, 1963). Bu basit olarak burada bir AN A*(I.) = @ ile
A¢ I. dir. Bu aksine 7 ~ I, dir.(Teorem 2.3.5 (3) den)

Ornek 2.1.10 a bakarsak biitiin kapali (ve acik) kiimeler (X, 7*(I,,)) da basit
sekildedir.

Teorem 2.3.11: (X, 7) bir uzay ve I,,, X in hi¢cbir yerde yogun alt kiimeleri-
nin ideali olsun. O zaman 7 ~ I, dir.

Ispat: Teorem 2.3.5 (3) nin kosullarini yerine getirdigini gosterecegiz.
Kabul edelimki AN A*(1,,) = @ = ANcdl(int(cl(A))) = 2 =
Aniant(cl(int(cl(A)))) = @ = ANnint(cl(A)) = & = c(A) Nint(cl(A)) =
@ = int(cl(A)) = @. A € I, dir. Buradan 7 ~ I, dir.

T ~ I, kurulmasi zordur (Oxtoby, 1980). (Oxtoby (1980) nin Teorem 16.1
de 7 ~ I, denktir.)

Teorem 2.3.12: (Banach Kategori Teoremi) (X, 7) bir uzay ve I,
zayif alt kiimelerin ideali olsun. O halde 7 ~ I, dir.

Sonug 2.3.13: Uygunluk ve zayif uygunluk 7 ve 7* ile ortak 6zelliklerdir,
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7 ~ I (benzer sekilde 7 ~ I ) ancak ve ancak 7% ~ I (benzer sekilde 7 ~ I )

(Njastad, 1966)
2.4. Ifi Iceren Idealler, X=X* i¢in Uzaylar

2.1 incelersek eger herbir z € X igin {x} € I ise 0 zaman her A C X i¢in
A* = AT dr.

Referans icin asagidaki teoremde durum agikca ifade edilmigtir.

Teorem 2.4.1: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay olsun. O zaman
herbir x € X i¢in {x} € I dir ancak ve ancak her A C X i¢in A* = A% dur.

Ispat: Gereklilik. Tammdan aciktir.

Yeterlilik. Her A C X icin A* = A% olsun. 2 € A* = AT Ad;;n' v
UeN(x)igin (U—-{z})NA¢I=xeX igin {z} €I dir.

(X, 7) uzaymimn A alt kiimesi eger A C A? ise dense-in- itselfdir oldugunu
hatirlayalim. A kiimesi dense-in- itself ve kapali ise perfectdir. Ihtiyacimiz bu
durumda reel uzaymn alt kiimeleri igin Cantor ve Bendikson (1883) tarafindan
ispatlanan sonuctur.

Teorem 2.4.2: (Cantor-Bendikson) Bir ikinci sayilabilir uzay (ayrica
lindelofiin kalitsalligi) biri perfect, digeri sayilabilir iki kiimenin birlegimi gibi
gosterilebilir.

Teorem 2.4.3: (Freud, 1958) X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay
olsun 6yleki 7 ~ I ve herbir z € X icin {x} € I dir. Eger bir A C X 7* da
kapali ise o zaman A, 7 da perfect ve I da bir kiimenin birlegimidir.

Ispat: A C X 7* da kapal olsun.O zaman Teorem 2.3.5 (4) den I € [
olmak tizere A = A*U [ dir. (ve A*N I = & ) Buradan Teorem 2.1.3 (6) den
A — A C (A — A*)* ve Teorem 2.3.6 (2) den (A — A*)* = @ oldugundan
A* = A* elde ederiz. Teorem 2.4.1 den A* = (A*)?" ve sonug olarak A* C
(A*)4 dir. Boylece A*, 7 ile ilgili olarak perfectdir ve sonug elde edilmis olur.

Teorem 2.4.3 Cantor-Bendikson teoreminin genellesmesidir, A = X ve Teo-

rem 2.4.3 de [ = I, dir.
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Eger AN AY = & ise A aynktir. Bir A C X kiimesi eger A bos ol-
mayan dense-in- itself alt kiimelerden farkl alt kiimeler iceriyorsa scattered-
dir. Bir 7} uzaymda scattered kiimelerin kolleksiyonu Kuratowski (1966) de
sonlu toplamsal oldugu ispatlanmigtir. Bu idealin daha fazla 6zelligi igin I
tarafindan tamimlanan Vaidyanathaswamy (1960) ve Oxtoby (1976) de goste-
rilmigtir. Ayrik kiimelerin scattered oldugunu gosterdik. Tersi genelde dogru
degildir. Lemma 2.1.8 de I da kiimeler (X, 7*()) da kapali ve ayriktir ve bu-
radan (X, 7*(])) da scattereddir. (X, 7*) in giiglii olarak scattered kiimelerinin
I da olmasimin bir kogulu nedir? Agiktir ki {} ayriktir ve burada herbir x € X
icin (X, 7*) da scattereddir ve I da olmasi yeterli degildir. Sonug olarak herbir
x € X i¢in {z} € I ya ihtiyacimiz vardir ve bu eklenen kosulla tamamlanir.

Teorem 2.4.4: (X, 7) bir uzay ve I , X iizerinde bir ideal olsun. Asagi-
dakiler denktir.

(1) 7 ~ I ve herbir z € X i¢in {z} € I dur.

(2) (X, 7*) da scattered kiimeler I dadir.

(3) (X, 7*) da ayrik kiimeler I dadir.

Ispat: (1)—(2) A C X olsun.O zaman Teorem 2.4.1 (2) den ve Teorem
2.3.5 (6) den A* = A% dir.

(2)—(3) Agktir.

(8)— (1) Agiktirki herbir x € X i¢in {z} € I dir. A C X olsun. O zaman
A—-A" (A-A)N(A—- A")* = @ oldugundan Teorem 2.4.1 den (X, 7*) da
ayriktir. Teorem 2.3.5 (3) den 7 ~ I dur.

Teorem 2.4.4, Sonug 2.3.9 ve Sonug 2.3.13 birlestirirsek (X, 7) da bir uzay
kalitsal kompakttir ancak ve ancak (X, 7*(1;)) kalitsal kompakttir ancak ve
ancak (X, 7*([y)) ayrik sonsuz alt uzaya sahip degildir.

Benzer yolla agagidaki sonucu bulabiliriz.

Sonug 2.4.5: (X, 7) bir uzay ve I. , X in sayilabilir alt kiimelerinin ideali
olsun. Agagidakiler denktir.

(1) (X, 7) kahtsal lindeloftiir.
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(2) (X,7*(I.)) kalitsal lindeloftiir.

(3) Eger I, (X, 7*) da scattered ise o zaman I € I, dir.

(4) Eger I, (X, 7*) da ayrik ise o zaman [ € I, dir.

Sonug 2.4.5 in sonucu , 6rnek i¢in (R, 7(1.)) (Ornek 2.1.6) kalitsal lindelof
uzay ve (R,7*(I.))deki scattered kiimeler R nin sayilabilir alt kiimeleridir.
Sonug 2.4.5 in uygulamasi gibi 77, P-uzaylar ile diskre sayilabilir alt uzaylar
kalitsal lindeloftiir (Reilly ve Vamanamurthy, 1980). Agik kiimelerin sayilabilir
ailesinin kesisimindeki bir uzay aciktir, P-uzay olarak adlandirihir. Aciktirki
(X, 7) bir Ty P-uzaymda I. C I.4 dir. Buradan 7*(1.) = 7*(l.q) = 7 dir. Eger
kabul edelimki (X, 7) nun ayrik alt uzaylar sayilabilir ise (X, 7) Sonug 2.4.5
(4) den kalitsal lindeloftiir.

U, (X,7) uzaymn bir agk alt kiimesi, eger U = int(cl(U)) ise regiiler
agiktir. (X, 7) da regiiler agik kiimeler X {izerinde bir yeni topoloji i¢in taban
durumundadir. 7 da yar regiiler olarak adlandirilir ve 7 ile gosterilir. 7,
topolojisi 7 dan kabadir ve eger 7 = 7, ise 7-yar1 regiilerdir.

Bir (X,7) uzay1 ve X iizerinde bir [ ideali alahm, Hayashi (1964) den
hipotezi kullanirsak X = X* dir ve Samuels (1975) dan hipotezi kullanirsak
N [ = {@} dir. Bu kosullar 7, = (7*), gerektirir, bunu ileride gosterecegiz.

Teorem 2.4.6: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay olsun. Asag-
dakiler denktir.

(1) X = X* dur.

(2) nI={o}

(3) Eger I € I ise o zaman int(/) = & dir.

(4) Her U € 7 i¢in U C U* dur.

Sonug 2.2.4 de X*(I,7) = X*(I,7*) oldugundan Teorem 2.4.6 (2) de 7 da
7 y1, (3) de Vint(A) = @7 de "int*(A) = @ " yive (4) de”U € 7 ’da”U € 7*
”yi yerine koyabiliriz.

X = X* kosulu (X, 7) da higbir yerde yogun olmayan kiimelerin 7, ide-

alinin kogullarini yerine getirmektedir. Ayrica (R, 7*(/.)) durumunda X = X*
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dir. (Ornek 2.1.7) (X, 7) zayif kiimelerin idealinde X = X* kogulunun 6nemi
yoktur. Eger (X, 7) da acik kiimelerin her sayilabilir ailesinin kesigimi yogun
ise (X, 7) bir Baire uzaydir. Ayrica (X, 7) Baire uzaydir ancak ve ancak
X = X*(I,,) dir.

Bunlan ispatlamak icin sonugta eger X = X* ise (X, 7) ve (X, 7*) benzer
yari regiilerdir.

Onerme 2.4.7: X iizerinde 7 ve o topolojiler ve 7 C o olsun. Eger her
V e o igin el (V) = cly(V) ise 0 zaman 74 = o, dir.

Teorem 2.4.8: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay ve X = X*
olsun. O zaman 74 = (7%), dir.

Ispat: V € 7* olsun.Teorem 2.4.6 deki sonuclar takip edersek aciktirki
V' C V* dir. Bundan dolay1 ¢/(V)) C V* ve buradan 7, = (7%), elde edilir.

Sonug 2.4.9: X {izerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay ve X = X* olsun.
Eger (X, 7*) yar regiiler ise o zaman 7 = 7* dur.

Ispat: 7 = (7*), = 7, C 7 C 7* oldugundan 7 = 7* dur.

X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay ve A C X olsun. O zaman
Iy = {ANI:1€l} A iizerinde bir idealdir. Asgagida ispatlanan lemmay1
Teorem 2.4.8 iin genellesmesinde kullanacagiz.

Onerme 2.4.10: X f{izerinde bir I ideali ile (X,7) bir uzay ve A C X
olsun. O zaman (7| A)*(I4) =7 (1) A.

Teorem 2.4.11: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay ve A C X
olsun. Eger A C A* ise o zaman (7] A)s; = (7% ] A); dir.

Ispat: (7| A)N I4 = {@} oldugunu gosterecegiz. Kabul edelimki U €
(1| AN 14) olsun. O zaman U € I ve burada bir V' € 7 vardirki U =V N A
dir. Bu egitlikler (V N A)* = @ ve Teorem 2.1.3 (7) den V N A* = & olur.
A C A* oldugundan U = @ dir. Boylece 7| A N 14 = {@} ve Teorem 2.4.6,
Onerme 2.4.10 ve Teorem 2.4.8 takip edilerek elde edilir.

Asgagida ispatlanan sonuglarda benzer yari regiilere sahip alt kiimelerin

tizerinde 7 ve 7 1n siirlar: icin yeterli kogullar: elde ederiz.
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Sonug 2.4.12: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay ve A C X olsun.
Eger A* = A* ise o zaman (7| A*), = (7% | A*), dir.

Sonug 2.4.13: X iizerinde bir [ ideali ile (X, 7) bir uzay ve X — X* €
olsun. O zaman (7| X*), = (7| X*)s dir.

Bourbaki (1966) de topolojik tzelliklerin énemli bir kismu (X, 7) ve (X, 75)
ile benzer elde edilmistir. Bu 6zelliklerin bir kismina yari regiiler tzellikler
denir. Bunlar bir uzayin 6zelliginin Hausdorff olmasi, Urysohn olmasi, baglan-
t1s1z ve tamamen baglantisiz olmasidir (Bourbaki, 1966). Yari regiiler ozellikler
daha genistir ve H-kapalilik, zayif kompaktlik, pseudo kompaktlik olarak bilinir
ve diger ozellikler regiilerdir. Asagidaki sonu¢ Teorem 2.4.8 den dogrudan elde
edilir.

Sonug 2.4.14: Yan regiiler ozellikler eger X = X* ise (X, 7) ve (X, 7%)
ile benzerdir.

f-siirekli fonksiyonlarin kavrami yar regiilerlik ile ¢ok yakin iligkilidir (Fo-
min, 1943). Bir f : (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu eger her V' € N,(f(z)) i¢in
burada bir U € N, (z) vardwr 6yleki f(cl(U)) C ¢l(V) ise bir € X noktasinda
-siireklidir denir. Bir f : (X,7) — (Y, 0) fonksiyonu, eger her z € X igin
f, x de @-siirekli ise #-siireklidir. #-siirekliligin kavrami bir (X, 7) yar1 regiiler
olmayan uzay i¢in i : (X, 75) — (X, 7) 6zdeslik fonksiyonunun siirekliliginden
daha zayiftir. Fakat eger bir 6-siirekli fonksiyonunun serisi (dizisi) regiiler ise
fonksiyon siireklidir. f: (X,7) — Y 6-siireklidir ancak ve ancak
f:(X,75) — Y O-siirekli oldugu gosterilebilir. Buradan agagidaki teorem
elde edilir.

Teorem 2.4.15: Eger X = X* ise o zaman [ : (X,7) — Y #-siireklidir
ancak ve ancak f: (X,7) — Y #-siireklidir.

Sonug 2.4.16: (Samuels, 1975) Eger X = X* ve Y regiiler ise o zaman
f:(X,7) — Y siireklidir ancak ve ancak f: (X,7*) — Y #-siireklidir.
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2.5. Baz1 Uygulamalar

Teorem 2.5.1: (X, 7) bir Hausdorff uzay olsun. O zaman (X, 7*(I.N ;N
I;,)) antikompakttir..

Ispat: A, X in bir sonsuz alt kiimesi olsun. Kabul edelimki A, (X,7*)
da kompakt olsun. (X, 7) Hausdorff oldugundan, (X, 7) ayrik olmak iizere
burada bir A nin sayilabilir B alt kiimesi vardir. Agiktirki B € I. N I, dir. A,
(X, 7*) da kompakt oldugundan A, (X, 7) da kompakttir ve buradan (X, 7) da
kapalidir. Bu nedenle B € I;, dir ve sonuc olarak B € I.N I, N I; dir. Onerme
2.1.8 den B, (X, 7*) da kapali ve ayriktir. Bu ¢eligkiler kabullenmedir. Boylece
(X, 7*) sonsuz kompakt kiimelere sahip degildir.

Aynica 7 (I. N Ig N Iy) = 7(1.) N 7*(Is) N 7*(I;) dir. (Sonug 2.2.5 (3)).
Bundan dolay1 bu iig topoloji antikompakttir. Agiktirki 7%(1,) igin gerekli
degildir. Kabul edelimki (X, 7) Hausdorfftur. Gergekten eger I, X iizerinde
bir o-ideal ve herbir z € X igin {z} € I ise 7*(/.) antikompakt olmas1 bir
(X, 7*) uzaynin antikompakt olmasini gerektirir. (Martin, 1961) 77 P-uzaylar
antikompakttir (Bankston, 1979).

Birinci sayilabilir 77 antikompakt uzaylar ile lokal kompakt Hausdorff an-
tikompakt uzaylarin ayrik oldugunu elde ederiz. Genellestirirsek Hausdorff
antikompakt k-uzaylar ayriktir (Bankston, 1979).

Teorem 2.5.1 i kullanarak bir genel sonu¢ bulalim.

Teorem 2.5.2: X iizerinde bir I ideali ile (X, 7) bir Hausdorff uzay olsun.
Eger 7 ~ I ve herbir x € X icin {z} € I ise o zaman (X, 7*(/)) antikompakttir.

Ispat: Teorem 2.4.4 ve Lemma 2.1.7 ile I,(7*), (X, 7*) da scattered kiimele-
rin ideali olarak tamimlanmak iizere I = [,(7*) dir. 7% = 7* oldugundan
(Sonug 2.2.4) Teorem 2.5.1 den elde edilir.

Ayrica bir dense-in- itself 77 uzayda scattered kiimeler hicbir yerde yogun-
dur (Kuratowski, 1966). Asagidaki sonug Teorem 2.5.1 in sonucudur.

Sonug 2.5.3: (X, 7) bir dense-in- itself Hausdorff uzay olsun. O zaman

(X, 7*(I. N I, N Ii)) antikompakttir.
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Sonuca denk olarak higbir yerde yogun kapali kiimeler ile kendi kendine
yogun Hausdorff uzaylar antikompakttir.

Sonug 2.5.4: (X, 7) bir dense-in- itself Hausdorff uzay olsun. O zaman
(X, 7*(1,,)) antikompakttir.

Teorem 2.5.5: 7* ile Ilgili Siireklilik

Eger f : (X,7) — Y bir siirekli fonksiyon ve I, X iizerinde bir ideal ise
agiktirki f @ (X, 7)) — Y siireklidir.

Tersinin dogru olmadigini agagidaki 6rnekte gosterelim.

Ornek 2.5.6:(R, 7) alisilmis topoloji ile reel dizi, o, Snirnov’un topolojisi
(Ornek 2.1.10) ve i : (R,7) — (R, o) 6zdeslik fonksiyonu olsun. O zaman
i: (R,7) — (R,0) olmadigi zaman A = {1/n:n € N} € I. oldugundan
i:(R,7(1.)) — (R, o) siireklidir.Bu 6rnek Sonug 2.5.8 de Y nin regiilerligi
kabul edilirse énemlidir.

Sonug 2.5.7: f: (X,7) — Y bir fonksiyon ve I, X iizerinde bir ideal
olsun. Eger f : (X,7%) — Y O-siirekli ise f| X* : (X*, 7] X*) — Y
f-stireklidir.

Ispat: Teorem 2.1.3 (7) den her U € 7icin UNX* = UN(UNX)* = UNU*
dir. z € X*ve V € N(f(x)) olsun. f: (X,7%) — Y #-siirekli oldugundan
burada x i igeren (X, 7*) da bir U — I agik taban kiimesi vardir, U € T ve [ € [
olmak iizere oyleki f(cI*(U —1)) C cl(V) dir. Burada f((U - 1)U (U —1)*) C
cl(V) ve sonug olarak f(U*) C cl(V) dir. clx+(UNX*) = c(UNU*) C U*
oldugundan f(clx«(U N X*)) C cl(V) dir. Bu yiizden f| X* 6-stireklidir.

Sonug 2.4.15 den asagidaki sonug Kaniewski ve Piotrowski (1986) elde
edilir.

Sonug 2.5.8: f: (X,7) — Y bir fonksiyon, I, X iizerinde bir ideal ve
Y regiiler olsun. Eger f : (X, 7*) — Y siirekli ise f| X*: (X*,7| X*) — Y
stireklidir.

Tlerideki sonug o idealler i¢in (Hayashi, 1958) dedir.

Teorem 2.5.9: f: (X, 7) — (Y, 0) bir fonksiyon, I, X iizerinde bir ideal,
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X — X* € I veY regiiler olsun. Asagidakiler denktir.

(1) f:(X,7%) — Y siireklidir.

(2) f| X*: (X", 7| X*) — Y siireklidir.

B) Her VeoignUe€rvel € Tile ff{(V) =U—1 dir. (yani
f(X,B(1,7)) — (Y, 0) siireklidir.)

Ispat:(1)—(2) Sonug 2.5.7 ile Sonug 2.5.8 takip edilirse ispatlanir.

(2)—(3) f1(F) = (/7 (F) 0 X*) U (f(F) N (X — X*) dur. Eger F,
(Y,0) da kapal ise o zaman f~'(F)NX* = (f| X*)"YF) , (X*, 7| X*) da
kapalidir ve sonug olarak (X, 7) dadir. f~}(F) N (X — X*) € I oldugundan
I €lve(X,7)da P kapahsiile f~}(F) = PU I dir. Bu da (3) ye denktir.

(3)—(1) Agiktir.

7 ve I nin uygunlugundan dolayr X — X* € I dir. Eger "7 ~ [ 7 yerine
yazarsak 7 X — X* € [” ise Teorem 2.5.9 da gecerlidir. Bu gereklilik Kaniewski
ve Piotrowski (1986) de sonuclarm biridir.

Sonug 2.5.10: I, X in bir o-ideali ve Y regiiler f : (X,7) — (Y, 0) bir
fonksiyon olsun. Eger asagidakilerin herbiri denkse;

1. (X, 7) kalitsal lindelsftiir ya da

2. I, (X, 7) da zayif kiimelerin o-idealidir.

o zaman agagidakiler denktir.

(a) X — X, € [ ile baz1 kapal Xy C X icin f| Xy siireklidir.

(b)HerVeoigmUervelelile f71(V)=U—1 du.

Ispat:Her iki durumda da 7 ~ I dir.
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I1I. BOLUM

IDEALLERIN UYGUN GENIiSLEMELERI

Bu boliimde topolojik uzaylarda ideallerin uygun genislemeleri 4 kesim
halinde incelenecektir. 1. kesimde zayif uygunluk, 2. kesimde genel uygunluk,
3. kesimde Banach Kategori Teoreminin bir genellegsmesi ve son kesimde sonlu
kiimelerden elde edilen ideallerin uygun bir geniglemesi incelenecektir.

Topolojik uzaylarda ideallerin 6zelliklerinden bahsedecegiz, idealler Vaidya-
nathaswamy (1960) de ”siiper kompakt”, Vaidyanathaswamy (1945) de ”ad-
herence idealler”, Semadeni (1963) de ideallerin sahip oldugu ” giiclii Banach’in
localizasyon 6zelligi” ,ve Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old
via ideals), Njastad (1966) de "uygunluk” ozellikleri ¢aligilmigtir.

Kapali alttan sayilabilir birlesimlerin bir ideali sayilabilir toplamsaldir ve
bir o-ideal olarak adlandirilir. (X, 7, ) kalitsal lindelsf uzay ve I, bir o-ideal
ise 0 zaman Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals)
de I ~ 7 oldugu gosterilebilir. Bir (X, 7) uzaymnin zayif alt kiimelerinin (ya
da birinci kategoriden) idealini 7, ile gosterecegiz. I, bir o-ideal oldugundan
agiktirki eger (X, 7) kalitsal lindelof ise o zaman I, ~ 7 dur. Ashnda her-
hangi bir topolojik uzayda I,, ~ 7 dur (Banach, 1930), (Kuratowski, 1933).
Bu sonug¢ Banach Kategori Teoremi olarak bilinmektedir. Uygunluk 6zelligine
sahip olarak bilinen bazi diger idealler: I,,, hicbir yerde yogun kiimelerin ide-
alidir (Vaidyanathaswamy, 1945), I, bir 77 uzayinda scattered kiimelerin ide-
alidir (Vaidyanathaswamy, 1945), ve I. bir kalitsal lindelsf uzayda sayilabilir
alt kiimelerin idealidir. Bu ozellige sahip olmayan baz idealler: [y kalitsal
kompakt olmayan bir uzayda sonlu alt kiimelerin ideali ve . ideali kalitsal
lindelsf olmayan bir uzayda idealdir. Ayrica kapal ayrik kiimelerin I.;, =

{A CX: Al= @} ideali genelde uygun degildir.
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3.1. Zayif Uygunluk

(X, 7,I) bir ideal topolojik uzay ve A C X olsun. [ ~ 7 nun 6nemli
sonucu, 7* 1n biitiin agik kiimeleri U € 7, I € I olmak tizere U — I bicimindedir
(Njastad, 1966), yani [ ~ 7 = 7* = g dw. (B([,7)={U—-1:Uecl, Iecl})

Tanim 3.1.1: (X, 7,7) bir uzaymm alahm. I, 7 ile ilgili olarak zayifca
uygundur. I ~ 7 olarak tanimlanir ancak ve ancak A* = @ = A € [ dir.
Vaidyanathaswamy (1945) den [ ~ 7 = I ~ 7 dir.

Asagidaki lemma kogullar saglandiginda zayif uygunluk olarak tanmimlanir.

Onerme 3.1.2: Bir (X, 7, 1) uzaym alirsak , I ~ 7 ancak ve ancak A ¢
I = A" # @ dir.

Ispat: Tanim 3.1.1 den aciktir.

()* : P(X) — P(X) %-operatorii simirh iki farkh ideal i¢in miimkiindiir
Vaidyanathaswamy (1945). Ozel olarak I* = {A: A*(I) = @}ile tammlamr
(Vaidyanathaswamy, 1945), I bir zayif uygun ideal igerir ve her A C X igin
A*(I) = A*(I™) dir. Vaidyanat-haswamy (1945) de I?‘):ch dir. I y1 I nm
zayifca uygun geniglemesi olarak adlandiracagiz.

Agagidaki teoremde zayifca uygun ideallerin sinifinin i¢inde, *-operatorii
sinirli idealler yapar.

Teorem 3.1.3: [ ve J, I %7 veJ~rilebir (X, 7) uzayi iizerinde idealler
olsun. Eger her A C X igin A*(/) = A*(J) ise o zaman [ = J dir.

Ispat: Eger I # J ise 0 zaman bir ] € I —J yada J € J — I dir.
Oncelikle kabul edelimki I € I — J olsun. O zaman I € [ = [*(I) = @ dir,
fakat 1¢ J = I*(J) # @ (Onerme 3.1.2) dir. Digeri benzer sekilde ispatlanir.

~w
~W

Sonug 3.1.4: Bir (X, 7,7) uzaym alahm., T =T d.
Ispat: Vaidyanathaswamy (1945) de T% nin operatoriine benzer sekilde
T nm *-operatoridiir.

I, higbir yerde yogun kiimelerin idealidir ve bu ¢zelliklere sahip bir idealdir.

Bir (X, 7,I) uzay1 ile. 7¢ile X in kapal alt kiimelerinin ailesini tanimla-
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yalim. [ N 7¢ ailesi sonlu toplamsaldir fakat kalitsal degildir. ( I N 7¢) ile
tanimlanan aile {A C X : bir B € I N 7¢ vardir 6yleki A C B} dir. Ayrica
(INT¢), INTCile idealini iiretir, I da igerir ve (INT%) ={AC X : cl(A) € }
dir.

Teorem 3.1.5: (X, 7, ) bir uzay olsun. O zaman I = [,, ancak ve ancak

1) I~r7

2)InT={o}

B)(In7) =1ve

(4) A* kapali regiilerdir.

Ispat: Gereklilik. Vaidyanathaswamy (1945) den A*(I,) = cl(int(cl(A)))
ve sirasiyla Hayashi (1964), Banach (1930) dan I, ~ 7 dir. Hicbir yerde
yogun tamimindan I, (2) ve (3) deki kogullar: yerine getirir. (4) kogulunda bu
kurulusa ihtiyag¢ vardir.

Yeterlilik. Kogullarin yeterli oldugu durumda kabul edelimki (X, 7, ) bir
uzay ve I, (1), (2), (3) ve (4) kosullarini saglasin. I € I olsun. O zaman (3)
= c(I) € I ve (2) = int(cl(])) = @ dir. Boylece I C I, elde ederiz.Bu
A*(1,) € A*(I) oldugunu ifade eder oyleki (a) cl(int(cl(A))) C A*(I) C
cl(A) dir. (a) deki ifade de int ve daha sonrada cl operatériinii uygulanirsa
cl(int(cl(int(cl(A))))) C cl(int(A*(1))) C cl(int(cl(A))) elde ederiz. (4) uygu-
larsak A*(1,,) = A*(I) elde ederiz. Sonugta (1) ve Teorem 3.1.3 yi takip edersek
I =1, dir.

{@} agikar ideali (1), (2) ve (3) ii saglar. (4) gostermek kolay degildir.
I, (1), (2) ve (4) Baire uzayinda gosterilir, (3) gostermek kolay degildir ve
I = P(X) (1),(3) ve (4) saglar, (2) yi gostermek kolay degildir. (1) in kolay

olup olmadigi hakkinda bir soru soracagiz.
3.2. Tam Uygunluk

Bu boliimde bir kanonikal yolla alinan herhangi idealin bir uygun genigleme-
sinin nasil elde edilecegini gosterecegiz. (X, 7, ) uzayim alirsak Vaidyanathas-

wamy (1945) de I4(7*), 7*(I) topolojisi ile ilgili scattered kiimelerin ideali ol-
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mak tizere I C I4(7*) ve I;(7*) ~ 7 dir. Bir kiime eger bog olmayan dense-in-
itself alt kiimeler icermiyorsa scattereddir. Buradan I4(7*), I min bir "uygun
geniglemesidir’. Bu boliimde ideallerin uygun genislemelerini saglamak icin
sira ile yaklagim sunacagiz .

Tamm 3.2.1: Bir (X, 7) uzay1 ve X iizerinde I ve J ideallerini alahm. J
ya gore I min geniglemesi [ .J ile tammlamr, IxJ = {A C X : A*(]) € J} ile
gosterilir. IxJ bir idealdir ve x-operatorii hakkinda temel gergekleri uygularsak
I C IxJ dir (Jankovic ve Hamlett, 1990. New topologies from old via ideals),
(Njastad, 1966). ( A C B= A* C B* ve (AU B)* = A*U B*)

Ix{o}={A: A (I)=2} = v ; yvani [ * {@} , I nmn zayifca uygun
geniglemesidir.

Asgagidaki teorem herhangi bir idealin bir uygun geniglemesinin nasil bulu-
nacagini gosterir.

Teorem 3.2.2: [, C J ve J ~ 7 ile (X, 7,I) bir uzay olsun. O zaman X
tizerinde her [ ideali i¢in [ * J ~ 7 dur.

Ispat: ANA*(I+J) =@ = A € I%J oldugunu gostermek yeterlidir
(Jankovic ve Hamlett, 1990. New topologies from old via ideals), (Vaidyanat-
haswamy, 1945). Kabul edelimki A N A*(I x J) = @ olsun. O zaman her
a € Aigin U, € 7(a) vardir 6yleki kalitsalliktan U, N A*(I) C (U, N A)*(I)
oldugundan (U, N A)*(I) € J = U, N A*(I) € J (Jankovic ve Hamlett, 1990.
New topologies from old via ideals), (Vaidyanathaswamy, 1945).

G = U{U,:a€ A} olsun. A*(I) = [A*(I) NG| U [A*(I) — G] gibi ayrik
birlegimler seklinde ifade ederiz. J ~ 7 oldugundan A*(I)NG € J ve A*(I) —
G C c(A) — G C d(G) — G € I, dir. Boylece toplamsalliktan A*(I) € J dir
ve ispat tamamlanir.

Eger (X, 7,1) bir uzay ise I min bir uygun geniglemesi olan Teorem 3.2.2
den I % I, yi I ile gosterecegiz. Sonugta I,(7*(I)) U L,(1) C 1 dir ve I =
{A C X :intA*(I) = @} dir, bu nedenle v c I d. Eger (X, 7) bir dense-in-

itself 71 uzay ise o zaman I(7*(I)) C I dir ve eger (X, 7(I)) bir dense-in-itself
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Ty uzay ise o zaman [(7*(1)) C I,,(7*(I)) C I du.

} geniglemesinin yeni 6zelliklerinin biri } icin *-operatorii, [ i¢in x-operato-
riiniin terimlerinde formiillestirilerek elde edilir.

Teorem 3.2.3: Bir (X, 7, /) uzaymm alalim. A*(}) = cl(int(A*(I))) dur.

Ispat: A*(}) regiiler kapali oldugunu gosterelim. I,, C I oldugundan her
A C X igin A*(}) C A*(I,) = cl(int(cl(A))) dir. A* da A y1 yerine koyarsak
elde ederiz.

A*( ) kapali oldugundan | A*(1 } C cl(int(cl(A*(I )))) = cl(mt(A*(})))
div. T ~7 oldugundan [ *(1 )] ( > = A*(I) (Njastad, 1966) dir, boylece
A1) C cl(int(A*(I))) € A*(I) ve A*(I) regiiler kapahdr.

IcTve A*(}) regiiler kapali oldugundan A*(F) C cl(int(A*(I))) elde
ederiz.

Diger kapsam i¢in kabul edelimki x ¢ A*(}) olsun. O zaman bir U € 7(z)
vardir oyleki int(UNA)* = @ dir. UNA*(I) C (UNA)*(I) Kuratowski (1966)
oldugundan UNint(A*(I)) C int(UNA)*(I) = @ dir. Boylece cl(int(A*(I))) C
A*(?) oldugundan = ¢ cl(int(A*(I))) olur ve ispat tamamlanir.

Ornek 3.2.4: (X,7) bir T} uzay, A C X olsun ve I; ile sonlu kiimelerin
idealini tanimlayalim. Bir T} uzayinda A?, A nin tiirev kiimeleri ile tanimlan-
mak iizere A*(I;) = A? dir. Teorem 3.2.2 den [f = {A C X :int(AY) = o}
X tizerinde bir uygun idealdir ve Teorem 3.2.3 den A*(I ) = cl(int(A?)) dir.

Ileride bir uygun idealin uygun genislemesi tanimlanacaktir ve Hashimoto
(1976, Lemma 5) de kuvvetlendirilerek kabul edilecektir.

Ayrica, eger I ve J idealleri X iizerindeise IV J={IUJ:1el, Je J}
kiimesi I ve J yi iceren X tizerinde en kiigiik idealdir.

Teorem 3.2.5: (X, 7,1) bir uzay olsun. Eger I ~ 7 ise o zaman 7 =1IVI,
dir.

Ispat: Eger A € I ise o zaman A*([) = @ = A € I du. Eger B € I, ise
o zaman int(cl(B)) = @ = int(B*(I)) = @ dir. Eger A € I ve B € I,, olmak
tizere AUB € IV 1, ise (AUB)*(I) = A*(I)UB*(I) buradan int(AUB)*(I) =
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int [A*(I) U B*(I)] ¢ A*(I) Uint(B*(I)) = @ dit.Bu IV I, C I oldugunu
gosterir.

Diger kapsamda kabul edelimki A € I olsun. O zaman ANA*(I) € I, olmak
tizere A = [AN A (I)JU[A— A*(I)] ve A — A*(I) € I (Jankovic ve Hamlett,
1990. New topologies from old via ideals), (Vaidyanathaswamy, 1945) dir.

Teorem 3.2.5 in sonucundan ?n =1y, In={AC X :mt(A*(I,,)) = @} ve
Fm = I, dir. Esitlikte A ¢ I,,, ancak ve ancak int(A*([,,)) # @ (Kuratowski,
1966) dir.

Asgagidaki sonug INT = {@} (yada X = X*) hipotezinin tersi ile Hashimoto
(1976, Lemma 5) kuvvetlendirir ve buradan Iy C I dur.

Sonug 3.2.6: [ ~ 7 ile (X, 7,I) bir uzay olsun. O zaman (X,7*(])) da
herhangi higbir yerde yogun kiime, I ya ait bir kiime ve (X, 7) da bir higbir
yerde yogun kiimenin birlegimidir.

Ispat: int* ve cl*, 7(I) m sirasiyla i¢ ve kapanig operatorleridir. Eger
A € I,(7") ise o zaman int*(cl*(A)) = @ dir. int(A*(1)) C int*(cl*(A)) =
int* [AU A*(I)] dir oyleki Teorem 3.2.5 den [,,(7*) C I=1Iv I, dir.

Bir (X, 7) uzaymda bir I idealinin énemli bir zelligi / N7 = {@} ya da
esdegeri X = X* dir. Ornegin I, N7 = {@} i¢in uzaylar Baire uzaylandur.

Teorem 3.2.7: (X, 7,1) bir uzay olsun. Asagidakiler esittir.

1) rnI={o}

(2) N I = {2}

(3) I = L(r*(1))

Ispat: (3)— (1) agiktir.

(1)—(2) Kabul edelimki 7NI = {@} ve NI = {@} ancak ve ancak X =
X*(I) dir. Teorem 3.2.3 den X*(F) = cl(int(X*(I))) dir. Boylece X*(}) =
c(int(X)) = X ve TN I= {2} elde ederiz.

(2)—@3) A € I, (t*(1)) = int*(cl*(A)) = @ = int*(A*(])) = @ =
int(A*(1)) = @ = A € I oldugundan I,(7*(I)) C I dur.Diger kapsami

gostelim. A € I olsun. O zaman kabul edelimki int(A) = @ ve I nm
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tanimindan int(A*(1)) = @ dir. int(cl*(A)) = int(AU A*(I)) C int(A*(I)) =
@. 7N I = {2} oldugundan her U € 7*(I) igin c/*(U) = cl(U) dir (Jankovic
ve Hamlett, 1990, New topologies from old via ideals). Samuels (1975) den
ve her F' 7*-kapali kiimesi i¢in int*(F) = int(F) dir. int*(c*(4)) = @ =
int(cl*(A)) =@ = A e I,(r*(1)) dir.

Hashimoto (1952, Teorem 4) dekine benzer bir sonug buluruz. Hashimoto
(1952) deki kabul edilen ideali igeren biitiin tek nokta kiimeleri gereksizdir.

Sonug 3.2.8: I ~ 7 verNI ={@} ile (X,7,I) ile bir uzay olsun. Eger
I, C I ise o zaman [ = [,(7*(I)) dir.

Ispat: Teorem 3.2.5 den I=1v I,,, Teorem 3.2.7 den 1= I,(*(I)) dur.

1, C I oldugundan [ V I, = I dir ve ispat tamamlanir.
3.3. Banach Kategori Teoreminin Bir Genellesmesi

Bir uzayda zayif kiimelerin I, ideali, topoloji ile uygundur ve sonucta Ba-
nach Kategori Teoremi Oxtoby (1980) olarak bilinir. 7, = {%} oldugundan
ve I, I, nin bir "sayilabilir geniglemesidir”, bu onciiller I bir ideal ve uy-
gun geniglemesi } y1 alirsak, } nin sayilabilir geniglemesi topoloji ile kalic1 bir
genisleme midir? Bu sorunun cevabi olumlu olacaktir.

Bir (X, 7, 1) uzaym alalim. N dogal sayilar olmak iizere
}O_ = {A A= nLeJNAn, A, € }, her n igin} ile tanimlayalim, yani ?0, I nm
sayilabilir geniglemesidir.

Bu soru Banach Category teoreminin bir kolay uygulamasi ile genelde
olumlu cevaplandirilamaz. Gergekten eger (X, 7, ) bir uzay ve o, 7 C 0 ile X
icin bir topolojidir dyleki I= I, (o) dir. Teorem 3.2.7 ile oN I= {g} =™
I= {@} = 7N I = {@} dir. Biitiin idealler bu kosulu saglamaz. Asagidaki
kavrama ve baz1 oncelikli sonuglara ihtiyacimiz vardir.

Tanim 3.3.1: (X, 7,7) bir uzay ve A C X olsun. Eger A C int(A*) ise
A [-agktir. 10 (X,7) ={A C X : A Cint(A*)} ile tammlayalim. Karigikhiga
neden olmadikga 70 (X, 7) sembolii yerine 10 ile gisterecegiz. A mn I—igi I —

int(A) ile gosterilir, A da biiyiikce I-acik kiimesini iceren geklinde tanimlanir.
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Teorem 3.3.2: A C X ile (X, 7,I) bir uzay ve A bir keyfi indeks kiimesi
olsun.

1) {As: ae A} CIO=U{A,: a€ A} €0

(2) Eger U e Tve A€ IO ise o zaman UN A € IO

(3) I —int(A) = Anint(A*)

(4) I —int(A) = @ ancak ve ancak A € 1

(5) [A N A*(?)] — [T —int(A)] € 1.

Ispat: (1) Eger her a € A igin A, C int(A%) ise o zaman UA, C
Uint(AL) C int(UAL) C int(UA,)*.

(2) Kabul edelimki U € 7 ve A € 10 olsun. O zaman UNA C UnNint(A*) C
int(UNA*) Cint(UNA)*.

(3) Anint(A*) I-agik oldugundan int(A*) = A*Nint(A*) C (ANint(A*))*
= ANint(A*) Cint(ANint(A*))*. Boylece ANint(A*) C I —int(A) dir.

Ters kapsam igin eger B € IO ve B C Aise o zaman B* C A* = int(B*) C
int(A*) = B = Bnint(B*) C ANint(A*) dir.

(4) Gereklilik. Kabul edelimki I —int(A) = @ olsun. O zaman A* C cl(A)
oldugundan A Nint(A*) = & = cl(A) Nint(A*) = @ = int(A*) = & dir.

Yeterlilik. Eger A € I ise o zaman int(A*) =@ = ANint(A*) = @.

(5) [A N A*(F)} — I — int(A)] C cl(int(A*)) — int(A*) € I, C T

Teorem 3.3.2 (1) de bir kiimenin 7-i¢i benzer gekilde kiimede biitiin I-agik
kiimeleri iceren birlesim olarak ifade edilir.

Teorem 3.3.3: (X, 7, ) bir uzay olsun. O zaman G = U(Tﬂ}g) € 70 dur.

Ispat: S={U,: ac A}lTn ?U ayrik bog kiimeden farkli agik kiimelerin
bir maximal ailesi olsun. O zaman cl(G) — U € I, C I du.

Herbir U, = U {Ia,n ther n € Nicin, 1,, € ?}, } da kiimelerin sayilabilir
birlegimi geklinde gosterilir.

I, = U{ly, o€ A} olsun. Her n i¢in I, € 1 oldugunu gostermeliyiz.
Gercekten kabuliimiiz disinda bazi n = I — int(1,,) # @ i¢in I, ¢ Idir. A=
I —int(l,) olsun. Burada o € A vardir 6yleki ANI,, # @ = ANU, # 2 =
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ANU, C 1, C I, ve buradan Teorem 3.3.2 (2) den @ # ANU, C [ —int(Il,n)
dir. Teorem 3.3.2 (4) den Lo, € I = I — int(In,) = @ oldugundan bu bir
celigkidir ve iddia kurulur.

G C(dG)—U)U(UY) dirve US=U{U,: ae€ A} =U{l,:ne N} €
}a dir. c(G)—-US € I oldugundan FU nin toplamsal ve kalitsalligindan sonug
elde edilir.

Eger (X, 7, 1) bir uzay ve A C X ise A {izerindeki topoloji 7| A rolatif (ya
da alt uzay) ve A da I min simirim 7 | A ile gosterecegiz. Not edelimki I | A bir
idealdir.

Asagidaki lemmalar Banach Kategori Teoremi genellesmesinin ispati igin
gereklidir.

Onerme 3.3.4: B C A C X ile (X, 7, 1) bir uzay olsun. O zaman

B*(I| A,7| A)=B*(I,7)N A dur.

Ispat: Aciktir.

Onerme 3.3.5: A € 1O (X,7) ile (X, 7,I) bir uzay olsun.

(1) Eger B C A ise o zaman ints, 7| A ile ilgili i¢ operatorii olarak
tamimlanmak tizere int4 (B*(I| A, 7| A) = ANint(B*(1,7)) dir.

(2) (I[A)=T| A

Ispat: (1) € Anint(B*(I)) olsun. O zaman burada U € 7(x) vardir
oyleki Onerme 3.3.4 den z € ANU C ANB*(I) = B*(I| A, 7| A) dir. Boylece
xe€inty (B*(I]| A 71| A) dir.

Ters kapsam i¢in « € inty (B*(I| A, 7| A)) olsun. O zaman burada U €
7(z) vardir 6ylekix € UNA C B*(I]| A,7| A) = AN B*(I,7) (Onerme 3.3.4)
dir. (UNA)*(I) C[ANB*(I,7)]"(I) C A*(I) N (B*(1))*(I) c A*(I)n B*(I)
dir, fakat B C A oldugundan A*(I) N B*(I) = B*(I) dir. Boylece int((U N
A)*(I)) Cint(B*(I)) dir. UN A € I0 (X, 1) oldugundan (Teorem 3.3.2 (2)),
UNACint(UnNA)*(I) Cint(B*(I)) dir, buradan x € ANint(B*(I)) olur.

(2) (]TA) C I'| Aoldugunu gosterelim. B C A ve kabul edelimki B € ([TA)
olsun. O zaman B*(I,7) C cl(B) oldugundan ints (B*(I| A, 7| A)) = @ =
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Anint(B*(1,7)) = @ = Bnint(B*(I,7)) = @ = c(B) Nint(B*(I,7)) =
@ = int(B*(I,7)) = & dir.

I| A C (I[A) oldugunu gosterelim. Kabul edelimki B C A ve B €
I olsun, yani int(B*(/,7)) = @ dir. O zaman @ = AN int(B*(I,7)) =
inty (B*(I| A, 7| A)) = B e (I|A) du.

Teorem 3.3.6: (Banach Kategori Teoreminin Genellesmesi) (X, 7, 1)
bir uzay olsun. O zaman }U ~ T dir.

Ispat: A C X olsun ve kabul edelimki her a € A icin burada bir U, € 7(a)
vardir oyleki U, N A € }U dir. A € I gostermek yeterlidir (Vaidyanathaswamy,
1945). B = I — int(A) olsun. Teorem 3.3.2 (4) den A — B € 1 dir. Herbir
Uy,NB e7|BNI|B, fakat Onerme 3.3.5 (2) den I | B = (]\NB)dlr. Bundan
dolay1 Teorem 3.3.3 den B = U(U, N B) € (I| B), ve (I|B)y = (I| B), C I,
dur, toplamsalliktan A = (A — B)UB € FUdH‘.

Iyi bilinen Banach Kategori Teoremi asagidaki sonuctan dogrudan dogruya
elde edilir.

Sonug 3.3.7: (X, 7) bir uzay ve I, zayif kiimelerin ideali olarak tanim-

lansin. O zaman I, ~ 7 dur.

Ispat: I, = {é} dir.

3.4. Sonlu Kiimelerin idealinin Uygun Genisglemeleri

Iy , kalitsal kompakt olmayan bir (X, 7) uzayinda uygun degildir. Sonug
olarak I r=1{A C X 1intA*(Iy) = @} = I7I, bir idealdir. Ayrica Ty uzaylarda
A*(Iy) = A? tiirev kiime operatoriidiir.

Teorem 3.4.1: (X, 7) bir T} uzay olsun. O zaman }f =Iil, =1 V1,
dir.

Ispat: (X,7) Ti oldugundan her A C X igin A*(I;) = A? dir. Oncelikle
I, C I oldugunu gosterecegiz. A € I, olsun, A N int(A?) dense-in-itself
oldugunu gostermektir. Gergekten int(A4) = int(A4) N A? C int(A9) N AN
cl(A) C c(Anint(A%)), Anint(A?), int(A?) de yogun oldugunu gosterecegiz.
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int(A?) = int(AY) N AL C (int(AY) N A9 C (int(A%))9, int(A?) dense-in-itself
oldugunu gosterecegiz. A N int(A?) agik dense-in-itself kiimelerde yogundur,
A N int(A?) dense-in-itselfdir. Her A C X igin (Vaidyanathaswamy, 1945)
de gosterildi. K(A), A nin biiyiikge dense-in-itself alt kiimesi olmak iizere
A*(Is) = c(K(A)) dir. (K(A), A nmin kerneli olarak adlandirilir.). Buradan
int(A?) C c(ANint(A%)) C c(K(A)) = A*(I,) dir. A € I, oldugundan
A(L) = @ = int(A?) = @ = A € I dir. Bger A € I, ise int(Ad) C
int(AU A?) = mt(cl(A)) == int(AY) =g ve A€ }f dir.Boylece

(1) I, VI, C Idir.

Ters kapsami gosterelim, A C X i¢in A = (A — A%) U (AN A?) dir. Eger
A€ I ise int(A?) = @ ve int(cl(AN AY) = int [(AN A?)U (AN Ad)T] c
int [(AN AT U A%] C int(A?) = @ dir. Bundan dolay1 AN A? € I, dir.
A — A? ayrik oldugundan scattereddir. Boylece eger A € I fise Ae I, VI
dir.

(2) I; C I,V I, dir.

(1) ve (2) den sonug elde edilir.

Teorem 3.4.2: (X, 7) bir T} uzay olsun. Asagidakiler denktir.

(1) (X, 7) dense-in-itselfdir.

(2) 711 = {2)

(3) TN 1; = {2}

(4) I; =1,

Ispat: (1) ve (2) nin denkligi aciktir. (2) ve (3) nin denkligi Teorem 3.2.6
den elde edilir. (3) ve (4) iin denkligi bir 77 uzaymmda 7(If) = 7 oldugundan
Teorem 3.2.6 takip edilirse elde edilir.

Sonugtan dogrudan buluruz, éncelikle (Vaidyanathaswamy, 1945) in sonu-
cunu ifade edelim.

Sonug 3.4.3: (Vaidyanathaswamy, 1945) Eger (X, 7) bir kendi dense-in-
itself T uzay1 ise o zaman I, C [, dir.

Ispat: Teorem 3.5.1 ve Teorem 3.5.2, (4) beraber degerlendirirsek I, =
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}f = I, VI, dir oyleki Iy C I; V I, = I,, dir.Ayrica Teorem 3.4.2 (4) den bir
Ty dense-in-itself uzayda I,, = {A C X : int(A?) = @} dir.
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IV. BOLUM

I-ACIK KUMELER VE I-SUREKLI FONKSIYONLAR

Bu boliim 2 kesim halinde incelenecektir. 1. kesimde [-acik kiimeler ve
ozellikleri, 2. kesimde I-siirekli, I-acik (kapali) fonksiyonlar ve 6zellikleri ince-
lenecektir. Bu siiflar ve diger bilinen siniflar arasindaki iligkileri gosterilecek-

tir.
4.1. I -Acik ve I -Kapali Kiimeler Uzerine

Tanim 4.1.1: (X, 7) topolojik uzay ve A C X olsun.

(1) Eger A = cl(int(A)) ise A ya regiiler kapal

(2) Eger A C int(cl(int(A))) ise A kiimesine « -agik kiime (aO) (Njastad,
1966)

(3) Eger A C cl(int(A)) ise A kiimesine semi-agik kiime (SO) (Levine,
1963)

(4) Eger A C int(cl(A)) ise A kiimesine pre-acik kiime (PO) (Abd El
Monsef ve dig., 1982)

(5) Eger A C cl(int(cl((A)))) ise A kiimesine [-acik kiime (50) (Abd El
Monsef ve dig., 1983)
denir.

Bir a agik (benzer gekilde semi-agik, pre-agik, 5-agik) kiimenin tiimleyenine
a kapali (benzer gekilde semi-kapali, pre-kapali, 5-kapali) kiime denir. (X, 1)
nun biitiin a-agik (benzer sekilde semi-agik, pre-agik, S-acik) kiimelerinin ailesi
T (swrasiyla SO (X, 7), PO (X, 1), O (X, 7)) ile gosterilir..

Bog kiimeden farkli bir X kiimesi iizerindeki bir ideal alt kiime iglemleri
(kalhitsallik) ve sonlu birlesim iglemleri (toplamsallik) altinda kapali olan X in
alt kiimelerinin bir [ ailesidir. (Vaidyanathaswamy, 1945)

(X, 7,1) y1 bir (X, 7) topolojik uzayi ve X iizerinde bir [ idealinden tanim-

lariz.
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Tamim 4.1.2: Eger herbir V' € o (benzer sekilde V € PO(Y) ) i¢in
f~YV) € PO(X) ise bir f: (X,7) — (Y,0) fonksiyonu pre-siirekli (Abd El
Monsef ve dig., 1982), (benzer sekilde M-pre-siirekli (Abd El Monsef ve dig.,
1984) dir.

Eger X de herbir agik (benzer gekilde kapal) kiime pre-agik (benzer sekilde
pre-kapali) ise f pre-acik (Abd El Monsef ve dig., 1982) (benzer sekilde pre-
kapali (Abd EI Monsef ve dig., 1982)) olarak adlandirilir.

Tanmim 4.1.3: (Jankovic ve Hamlett, 1992) (X, 7, I) uzay ve A C X olsun.
Eger A C int(A*) ise A, I-agiktir ve IO (X,7) = {AC X : A Cint(A*)} ile
gosterecegiz. Herhangi bir degigiklik olmadig: siirece 10 (X, 7) sembolii yerine
basit olarak /0 ile gosterecegiz.

Sonug 4.1.4: [-aciklik ve aciklik bagimsiz kavramlardir.(Ornek 4.1.5, Or-
nek 4.1.6))

Ornek 4.1.5: Bir 7 = {X,@,{c},{a,b},{a,b,c}} topolojisi ile X =
{a,b,¢,d} ve I = {@,{a}} olsun. Buradan {b,c,d} € 10 (X,7) dir fakat
{b,c,d} ¢ 7 dur.

Ornek 4.1.6: X = {a,b,c,d}. 7 = {X,2,{d},{a,c},{a,c,d}} ve I =
{2,{c},{d},{c,d}} olsun. {a,c,d} € 7 dur, fakat {a,c,d} ¢ 10 (X, 1) dur.

Sonug 4.1.7: Sonug olarak [-acik kiime = pre-acik kiimedir ve genel
olarak tersinin dogru olmadig1 ¢rnekte gosterilmistir.

Ornek 4.1.8: X, 7, I Ornek 4.1.6 daki gibi olsun. O zaman {d} €
PO (X, 1) dur, fakat {d} ¢ IO (X, ) dur.

Sonug 4.1.9: Iki I-acik kiimenin kesisimi ornekte gosterilecegi gibi I-acik
olmasina gerek yoktur.

Ornek 4.1.10: X = {a,b,c,d}, 7 = {X,2,{a,b},{a,b,c}} ve I = {@}
olsun. O zaman {a,c}, {b,c,d} € 10 (X,7) dur, fakat {a,c} N {b,c,d} ¢
I0 (X, 1) dur.

Teorem 4.1.11: (X, 7,1) bir uzay ve A C X ic¢in

(1) Eger I = {@} ise o zaman A* = cl(A) dir ve bundan dolay1 herbir
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I—agik kiime ve pre-acik kiime birbirine denktir.

(2) Eger [ = P(X) ise o zaman A*(I) = @ dir ve buradan A [-agiktir
ancak ve ancak A = @ dir.

Teorem 4.1.12: Bir (X, 7, I) uzaymin A herhangi I-acik kiimesi i¢gin A* =
(int(A*))* dir.

Tanim 4.1.13: Bir F' C (X, 7, 1) nin tiimleyeni I-acik ise [-kapali olarak
adlandirilir.

Sonug 4.1.14: [-kapalilik kavrami bilinen anlamdaki topoloji i¢in kapalilik
kavramindan ¢ok farkhdir.

Teorem 4.1.15: A C (X, 7, ) igin genel olarak A°¢, A nin tiimleyeni olmak
tizere ((int(A))*)¢ # int((A°)*) dir. (Ornek 4.1.16)

Ornek 4.2.16: Eger X = {a,b,c,d}, 7 = {X,@,{a},{a,b},{a,b,c}} ve
I = {2,{a}} ise o zaman, eger A = {a,b} ise ((int(A))*)¢ = {a} dir, fakat
int((A°)*) = @ dir.

Teorem 4.1.17: Eger A C (X, 7,I) I-kapal ise o zaman A D (intA)* dir.

Ispat: I-kapali kiime tanimi ve Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies
from old via ideals, Teorem 2.3(c)) den elde edilir.

Teorem 4.1.18: A C (X, 7,1) ve (X\(int(A))*) = int((X\A)*) dir. O
zaman A, [-kapalidir ancak ve ancak A D (int(A))* dir.

Ispat: Aciktir.

Teorem 4.1.19: (X, 7, 1) bir uzay ve A, B C X olsun. O zaman

(1) Eger{U, : a € A} C IO (X, 7)iseozaman U{U, : « € A} € IO (X, 7)
(Jankovic ve Hamlett, 1992)

(2) Eger A € IO (X, 7) ve B € 7 ise 0 zaman AN B € 10 (X, 1) (Jankovic
ve Hamlett, 1992)

(3) Eger A€ IO (X, 1) ve B € 7 ise 0 zaman AN B € PO (X,7)

(4) Eger A€ IO (X,7) ve B € SO (X, ) ise 0o zaman AN B € SO(A)

(5) Eger A€ IO (X, 1) ve B €7 ise ozaman AN B C int(BN (BN A)*)

Ispat: (1) {U,:a € A} C I0(X,7) oldugundan, o zaman her a € A
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icin U, C wnt(UZ) dir. Boylece her o € A igin UU, C U(intU}) C int(UUZ) C
int(UU,)* dir.

(2) Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals, Teorem
2.3(g)) den AN B C int(A*) N B = int(A* N B) (B € 7 oldugundan) dur.
ANB Cint(AN B)* dur.

(3) A*(I) kapal ve A* C cl(A) oldugundan agiktir.

(4) Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals, Teorem
2.3(c)) den elde edilir.

(5) Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals, Teorem
2.3(g)) den elde edilir.

Sonug 4.1.20: (1) /-kapali kiimenin ve kapali kiimenin birlegimi /-kapalidir.

(2) I-kapah kiime ve a-kapali kiimenin birlegimi pre-kapalidir.

Teorem 4.1.21: Eger A C (X, 7,[) I-agk ve semi-kapal ise o zaman
A =int(A*) dur.

Ispat: Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals,
Teorem 2.3(c)) den elde edilir.

Teorem 4.1.22: A € IO(X) ve B € IO(Y) olsun. X XY ¢arpim uzaymnda
eger A* x B* = (A x B)*ise o zaman A x B € IO(X x Y) dir.

fspat: A x B C int(A*) x int(B*) = int(A* x B*) """ int(A x B)*
dir. Buradan A x B € IO(X x Y) dir.

Teorem 4.1.23: Eger A C W C cl(A) ve A € 10 (X, 7) ise o zaman W,
[-agiktir.

Ispat: Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals,
Teorem 2.3(g)) den elde edilir.

Teorem 4.1.24: Eger (X, 7,1) bir uzay ve W € 10 (X, 7) ise o0 zaman her
Ve SOX)igincd(V)NnW C (VNW)* dir.

Ispat: V € SO(X) olsun. O zaman W € IO (X, 7) oldugundan cl(V) =
cl(int(V)) dir. Buradan cl(V)NW C cl(int(V))Nint(W*) C cl(int(V)NW™*) C
cl(V NnW)*, Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals,
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Teorem 2.3(c)) den = (V N W)* dur.

Teorem 4.1.25: Eger (X,7,[) bir uzay, A € 7 ve B € 10 (X,7) ise o
zaman burada X in bir G agik alt kiimesi vardir 6yleki A NG = @ olmasi
AN B = & gerektirir.

Ispat: B € IO (X,7) oldugundan G = int(B*) bir acik kiimeden B C
int(B*) dir, 6yleki B C G dir, fakat AN G = @ dir. O zaman G C X\ A ,
cl(G) C (X\A) gerektirir. Bundan dolay1 B C (X\ A) dir. Ispat tamamlanr.

Teorem 4.1.26: A%, A nin tiirev kiimesi ve / f, sonlu alt kiimelerin idealini
gostermek tizere eger (X, 7,1;) Ty uzay ve A € IO(X) ise o zaman A C int(A9)
dir.

Ispat: I-acik kiimelerin tanimindan ve bir 7} uzayda A*(I;) = A? den
ispatlanir (Jankovic ve Hamlett, 1990. New topologies from old via ideals).

Teorem 4.1.27: {X,, : @ € A} uzaylar bir ailesi olsun. n pozitif bir tam-

say1ve A, C X, olmak iizere X = H X, ¢arpim uzay1 ve A = HAO‘ X HXB ,

a=l  a#p
X in bog kiimeden farkh bir alt kiimesidir. O zaman herbir 1 < o < n igin

A, € IO(X,) dir ancak ve ancak A € IO(X) dir.
Ispat: Gereklilik. Kabul edelimki herbir 1 < a < n i¢in A, € IO(X,)

olsun. A = HAO‘ X HXB C int(A*) oldugundan A € IO(X) dur.

a=1 a#fl
Yeterlilik. Kabul edelimki A € IO(X) olsun. Dolayisiyla A C int(A*) =

[14: x [[Xs dir. A # @ ve A € IO(X) oldugundan int(A*) # @ dir.
a=1

ot
Dolayisiyla herbir 1 < a < n igin int(A%) # @ dir. Boylece herbir 1 < a <n

icin A, C int(Ay) ve buradan A, € 10(X,) dir.
Teorem 4.1.28: A C (X, 7,I) bir alt kiimesi i¢in
(1) Eger A 7 kapali ve A € IO(X) ise o zaman int(A) = int(A*) dur.
(2) A 7" kapalhdir ancak ve ancak A agik ve [-kapaldir.
(3) Eger A *-perfect ise o zaman her A € IO (X, 1) i¢in A = int(A*) dir.
(4) Eger A regiiler kapali ve I-agik ise o zaman [, hicbir yerde yogun
kiimelerin ideali olmak tizere A*(I,,) = int(A*(1,)) dir.
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Ispat: (1), (2), (3) aciktir.
(4) I-agik tammindan ve A regiiler kapalidir ancak ve ancak A = A*(I,)

Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals) olmasindan

elde edilir.
4.2. [-Siirekli, /-Acgik ve [-Kapali Fonksiyonlar

Tanim 4.2.1: f: (X,7,I) — (Y, 0) fonksiyonu, eger her V' € ¢ igin
Y V) e IO (X,7) ise I-siireklidir.

Yukaridaki tammmdan I-siirekli=-pre-siireklidir (Abd El Monsef ve dig.,
1982). Ornekte de gosterecegimiz gibi tersi dogru degildir.

Ornek 4.2.2: X =Y = {a,b,¢,d}, T ayrik olmayan topoloji , o ayrik
topoloji ve X iizerinde I = {&,{c}} olsun. O zaman f : (X,7,I) — (Y,0)
ozdeglik fonksiyonu pre-siireklidir fakat I-siirekli degildir, ¢iinkii {c¢} € o dir,
fakat f~'({c}) = {c} ¢ IO(X) dir.

Siireklilik kavraminin [-siireklilikten bagimsiz olduguna iki érnek verelim.

Ornek 4.2.3: X =Y = {a,b,¢}, 7 = {3, X, {a},{c},{a,b} ,{a,c}}, X
tizerinde I = {@,{b},{c},{b,c}} ve 0 = {Y,2,{a},{c},{a,c}} olsun. O
zaman f : (X,7,1) — (Y,0) 6zdeslik fonksiyonu siireklidir fakat [-siirekli
degildir, ¢iinkii {c} € o dir, fakat f~'({c}) = {c¢} ¢ TO(X) dir.

Ornek 4.2.4: X =Y = {a,b,c}, 7 = 0 = {X,2,{a}} ve X tizerinde
I = {2,{b}} olsun. O zaman f : (X,7,I) — (Y,0) f(a) = a = f(b) ve
f(c) = ¢ seklinde tanimlanan fonksiyon I-siireklidir fakat siirekli degildir.

Teorem 4.2.5: f: (X,7,I) — (Y, 0) fonksiyonu i¢in agagidakiler denk-
tir.

(1) f I-siireklidir.

(2) Herbir z € X ve f(x) igeren herbir V' € ¢ i¢in x i igeren W € IO(X)
vardir oyleki f(W) C V dir.

(8) Herbir z € X ve f(z) igeren herbir V' € o igin (f~'(V))* z in bir

komgulugundadir.
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Ispat: (1)—(2) f(z) igeren V € o oldugundan (1) den f~*(V) € IO(X)
dir. z iigeren W = f~1(V) diyelim. Bundan dolay1 f(1¥) C V dir.

(2)—(3) f(x) igeren V' € o oldugundan (2) den z i igeren W € IO(X)
vardir 6yleki f(W) C V dir. Dolayisiyla x € W C int(W*) Cint(f~(V))* C
(f~%V))* . Buradan (f~'(V))* z in bir yakin komsulugudur.

(3)— (1) Agiktur.

Teorem 4.2.6: f: (X,7,I) — (Y, 0) fonksiyonu i¢in asagidakiler denk-
tir.

(1) f I-siireklidir.

(2) Y deki herbir kapal kiimenin tersi /-kapalidir.

(3) Herbir x-dense-in-itself M C Y alt kiimesi i¢in (int(f~*(M)))* C
Y (M) dir.

(4) Herbir U C X ve Y nin x-perfect alt kiimesi i¢in f((int(U))*) C
(FU))* .

Ispat: (1)—(2) F C Y kapali olsun. O zaman Y\ F agik, (1) den
FHYNF) = XN\ S YF) I-aciktir. Boylece f~1(F) kapalidir.

(2)—(3) M C Y olsun. M* kapal oldugundan (2) den f~!'(M*) I
kapalidir. Buradan Teorem 4.1.15 uygularsak f='(M*) D (int(f~1(M*)))*,
M* dense-in-itself oldugundan o zaman f~1(M*) D (int(f~1(M*)))* D
(int(f~1(M)))* dur.

(3)—(4) U C X ve W = f(U) olsun, o zaman (3) den
YW o (int(f7 W) D (int(U))* Buradan f((int(U))*) € W* =
(f(U))* dir.

4)—1)Veo, W=Y\VveU= fYW)olsun. O zaman f(U) C W
ve (4) den f((int(U))*) C (f(U))* € W* Jankovic and Hamlett (1990. New
topologies from old via ideals, Teorem 2.3(a)) den = W dir. (Ciinkii W *-
perfecttir.)

Boylece [~ (W) D (int(U))* = (int(f~*(W)))* ve bu yiizden f~1(W) =
[~HY\V) I-kapahdir. Bundan dolay1 f~*(V), X de I-agiktir ve f I-siireklidir.
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Teorem 4.2.7: [ : (X,7,I) — (Y, 0) fonksiyonu [-siireklidir ancak ve
ancak g : X — X x Y fonksiyonu [-siireklidir.

Ispat: Gereklilik. f I-siirekli olsun. = € X ve g(z) = (=, f(z)) igeren
X XY de herhangi bir V' agik kiimesi alalim. Burada U x W bir taban acik
kiimesi vardir 8yleki g(z) € U x W C V dir. f [-siirekli oldugundan X de
Uy I-acik kiimesi vardir 6yleki x € Uy C X ve f(U;) C W dir. Uy NU, X de
I-acik kiime ve Uy NU C U dir. Buradan g(UyNU) C U x W C V bu da
gosterirki g [-siireklidir.

Yeterlilik. g : X — X x Y [I-siirekli ve f(x) igeren V agk olsun. O
zaman X X V, X x Y de aciktir ve g [-siireklidir, burada W [-acik kiimesi
vardir dyleki g(W) C X x V dir. Fakat bu f(W) C V gerektirir. Buradan f
[-siireklidir.

Teorem 4.2.8: [: (X, 7,1) — (Y, 0) I-siirekli ve U € 7 olsun. O zaman
f 1 U simirlamasi [-siireklidir.

Ispat: V € o olsun. O zaman f~'(V) C int(f~*(V))* ve buradan
Unf=YV) c Unint(f~(V))* dir. Boylece U € 7 oldugundan (f | U)~*(V) C
Unint(f~(V))* dir. O zaman (f|U)"Y(V) = int[UN(f~*(V))*] Banach
(1930, Teorem 2.3. (g)) den C int [UN f~X(V)] * = int[(f| U)"H(V)] * dur.
Bu yiizden f | U I-siireklidir.

Teorem 4.2.9: f: (X, 7,1) — (Y, 0, J) bir fonksiyon ve {U, : « € A} X
in bir acik ortiisii olsun. Eger herbir o € A igin f | U, kisitlanmig fonksiyonu
I-siirekli ise f I-stireklidir.

Ispat: Teorem 4.2.8 dekine benzerdir.

Teorem 4.2.10: f: (X,7,1) — (Y, 0) I-siirekli ve agik fonksiyon olsun.
O zaman Y de herbir I-acik kiimesinin tersi X de pre-aciktir.

Teorem 4.2.11: [: (X, 7,1) — (Y, 0) I-siirekli ve herbir V' C Y i¢in
7Y V*) C (f7Y(V))* olsun. O zaman herbir I-agik kiimesinin tersi [-agiktir.

Sonug 4.2.12: Iki I-siirekli fonksiyonunun birlesimi I-siirekli olmasina,

gerek yoktur. Ornekte gosterilecektir.
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Ornek 4.2.13: 7 = {X, @, {a}},0 = {Y, @, {a,c}},v = {Z,2,{c}, {b,c}}
topolojileri ile X = Z = {a,b,c}, Y = {a,b,c,d}, X de I = {@&,{c}} ve
Y de J = {@,{a}} olsun ve f : (X,7,I) — (Y,0) 6zdeslik fonksiyonu,
g:Y,0,J) — (Z,v) g(a) = a, g(b) = g(d) = b, g(c) = c seklinde tanimlan-
sin. f ve g nin her ikiside [-siireklidir. Bununla birlikte go f bilegke fonksiyonu
I-siirekli degildir. Ciinkii {c} € v dir, fakat (go f)~'({c}) = {c} ¢ TO(X) dir.

Teorem 4.2.14: f: (X, 7,1) — (Y,0) ve g: (Y,0,J) — (Z, u) fonksi-
yonlar1 i¢in agagidaki kavramlar vardir.

(1) Eger f I-siirekli ve g siirekli ise g o f I-siireklidir.

(2) Eger f M — P siirekli ve g I-siirekli ise g o f pre-siireklidir.

(3) Eger f orten, herbir B C Y i¢in f~%(B*) C [f~Y(B)]" ve f ve g nin her
ikiside [-siirekli ise o zaman g o f [-siireklidir.

Ispat:(1) Aciktir.

(2) Herbir I-agik kiimenin pre-acik kiime olmasindan gikar.

(3) Teorem 4.2.11 den elde edilir.

Tamim 4.2.15: [ : (X,7) — (Y, 0, J) bir fonksiyonu, eger herbir U € 7
(benzer sekilde U kapali) icin f(U) € IO(Y) (benzer sekilde f(U) I-kapal) ise
I-acik (benzer gekilde I-kapali) olarak adlandirilir.

Sonug 4.2.16: (1) I-acik (I-kapal) fonksiyon =—>pre-agik (pre-kapali)
fonksiyondur ve tersi genelde dogru degildir. (Ornek 4.2.17)

(2) Herbir I-agik fonksiyon ve agik fonksiyon birbirinden bagimsizdir. (Or-
nek 4.2.18, Ornek 4.2.19)

Ornek 4.2.17: 7 = {X, @, {a},{a,b} ,{a,c}}, 0 = {Y, @, {a},{a,b}} iki
topolojisiyle X =Y = {a,b,c} ve Y de J = {@,{a},{b},{a,b}} olsun. O
zaman f : (X,7) — (Y, 0, J) pre-aciktir fakat I-agik degildir, ¢iinkii {a} € 7
dur, fakat f({a}) = {a} ¢ IO(Y) dir.

Ornek 4.2.18: Eger X = {a,b,¢,d} =Y, 7={X,@,{a,b},{a,b,d}},

o ={Y,2,{a,b},{a,b,c}} ve Y iizerinde J = {@,{c},{d},{c,d}} ise o za-
man [ : (X,7) — (Y,0,J) 6zdeslik fonksiyonu I-acik fonksiyondur, fakat
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acik fonksiyon degildir.

Ornek 4.2.19: Eger X = {a,b,c}, Y = {a,b,c}, 7 = {X,2, {a}},
o ={Y,9,{a},{a,b}} ve J = {@,{a}} ise 0 zaman f : (X,7) — (Y,0,J)
ozdeglik fonksiyonu agiktir, fakat [-agik degildir, ¢iinkii {a} € 7 dur fakat
f({a}) = {a} ¢ IO(Y) dir.

Teorem 4.2.20: f: (X,7) — (Y, 0, J) bir fonksiyon olsun. Asagidakiler
denktir.

(1) f I-agik fonksiyondur.

(2) Herbir x € X ve z in herbir U yakin komsgulugu i¢in burada f(x) igeren
bir W C Y I-agik kiimesi vardir syleki W C f(U) dur.

Ispat: Aciktir.

Teorem 4.2.21: f : (X,7) — (Y,0,J) bir [-agik (benzer sekilde I-
kapali) fonksiyon olsun, eger W C Y ve F C X, bir f~!}(WW) kapali (benzer
sekilde agik) kiime igeriyorsa , o zaman burada bir W y1 igeren I-kapali (benzer
sekilde I-agik) H C Y kiimesi vardir 6yleki f~'(H) C F dir.

Ispat: Aciktir.

Teorem 4.2.22: f: (X,7) — (Y, 0,J) I[-agik ise o zaman [~ (int(B))* C
(f~Y(B))* dir, 6yleki her B C Y igin f~!(B) x-dense-in-itselfdir.

Ispat: Teorem 4.2.21 den aciktir.

Teorem 4.2.23: f: (X,7) — (Y, 0,J) herhangi bijektif fonksiyonu i¢in
agagidakiler denktir.

1) f7t: (Y,0,J) — (X, 1) I-siireklidir.

(2) f I-agiktur.

(3) f I-kapaldir.

Teorem 4.2.24: Eger f: (X,7) — (Y, 0,J) I-agik ve herbir A C X i¢in
f(A*) C [f(A)]" ise 0 zaman herbir [-agk kiime [-agktir.

Teorem 4.2.11: [ : (X,7,1) — (Y,0,J) ve g : (Y,0,J) — (Z,v,K)
iki fonksiyon olsun. Burada 7, J, K sirasiyla X, Y, Z tizerinde ideallerdir. O

Zamarn
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(1) Eger f agik ve g I-acik ise o zaman g o f [-aciktir.
(2) Eger g o f agk ve g I siirekli, birebir ise f I-aciktir.
(3) Eger f ve g I-agik, f orten ve herbir V C Y i¢in g(V*) C [g(V)]" ise o

zaman go f [-aciktir.
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V. BOLUM

KUME VE SUREKLILIK CESITLERI

Bu boliim 2 kesim halinde incelenecektir. 1. kesimde ideal topolojik uzay-
larda calisilmig olan cesitli kiimelerin kargilagtirmasi tablo seklinde, 2. kesimde

su ana kadar caligilmig olan 7-siireklilik cesitleri tablo seklinde 6zetlenecektir.

5.1. Ideal Topolojik Uzaylarda Baz1 Kiime Cesitleri ve Ozellikleri
Kuratowski (1933) ve Vaidyanathaswamy (1945) tarafindan ele alinan genel
topolojideki ideal kavrami, 1964-1976 yillar1 arasinda Hashimoto (1976) , Hayas
hi (1964), Newcomb (1967) ve Njastad (1966) tarafindan ¢aligildi. Ideal topolo-

jik uzay kavramu ise; 1990-1995 yillar1 arasinda, bazi genel topolojistler Abd
El Monsef ve dig. (1992. On [-open sets and [-continuous fonctions), Abd El
Monsef ve dig. (1992. Some topological operators via ideals), Abd El Mon-
sef ve dig. (1993), Jankovic ve Hamlett (1990, Ideals in Topological Spaces
and the Set Operator ¥), Hamlett ve Rose (1992, Local compactness with
respect to an ideal), Hamlett ve Rose (1992, Remarks on some theorems of
Banach), Hamlett ve Rose (1993), Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies
from old via ideals), Hamlett ve Jankovic (1992), Natkaniec (1986), Hamlett
ve Rose (1992. On the one point /-compactification and local I-compactness),
Jankovic ve Rose (1993-94) i¢in, énemli bir ¢aligma konusu oldu. Genel topolo-
jideki kompaktlik ve siireklilik kadar pek ¢ok topolojik kavram, bu ¢aligmalarda
ideal topolojik uzay icin genellestirildi. Bunlar, (X, 7) topolojik uzayinda
tammlanan genellegtirilmis acgik kiimelerin. (X, 7,7) ideal topolojik uzayma
aktarilmasi ile elde edildi.

Oncelikle, genel topolojide verilen bazi kiimeleri ve ideal topolojik uzay-
larda bu kiimelere karsilik gelen kiime gesitlerini ele alacagiz. Ardindan; bu
kiimeler arasinda elde edilen kargilagtirmalari inceleyecegiz. Daha sonra ise;
ideal topolojik uzaylarda, bazi kiimeler i¢in yeni karsilagtirmalar verecegiz.

Tanim 5.1.1: (X, 7) topolojik uzay ve A C X olsun.
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(1) Eger A C int(cl(int(A))) ise A kiimesine « -agik kiime (Njastad, 1966)

(2) Eger A C cl(int(A)) ise A kiimesine semi-acik kiime (Levine, 1963)

(3) Eger A C int(cl(A)) ise A kiimesine pre-agik kiime (Abd El Monsef ve
dig., 1982)

(4) Eger A C cl(int(cl((A)))) ise A kiimesine S-agik kiime (Abd El Monsef
ve dig., 1983)

(5) Eger int(A) = int(cl(int((A)))) ise A kiimesine o*- kiime (Hatir ve
dig., 1996)

(6) Eger int(A) = int(cl(A)) ise A kiimesine ¢- kiime (Tong, 1989)

(7) Eger A C cl (int (A)) Ut (cl (A)) ise b-acik kiime (Andrijevi¢, 1996)
(ya da v-acgik kiime (El-Atik, 1997))

(8) Eger A = cl(int(A)) ise A kiimesine regiiler kapal kiime (Kuratowski,
1933)

(9) Eger A = int(cl(A)) ise A kiimesine regiiler agik kiime

(10) U bir agik kiime ve V' bir regiiler kapali kiime olmak iizere eger A =
U NV ise A kiimesine A- kiime (Tong, 1989)

(11) U bir agik kiime ve 7" bir ¢- kiime olmak tizere eger A =U NT ise A
kiimesine B-kiime (Tong, 1989)

(12) U bir agik kiime ve V' bir o*- kiime olmak iizere eger A = U NV ise
A kiimesine C- kiime (Hatir ve dig., 1996)

(13) U bir agik kiime ve V' bir kapali kiime olmak tizere eger A=U NV
ise A kiimesine lokal kapali kiime
denir.

Tamm 5.1.2: (X, 7, I) ideal topolojik uzaymm A C X kiimesine

(1) Eger A* C A ise 7*-kapali kiime (Jankovic ve Hamlett, 1990. New
topologies from old via ideals)

(2) Eger A C int(A*) ise I-agik kiime (Abd El Monsef ve dig., 1992, On
I-open sets and [-continuous fonctions)

(3) Eger A C int((cl(int(A)))*) ise a-I-acik kiime (Hatir ve Noiri, 2002)
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*

(4) Eger A C (cl(int(A)

(5) Eger A C int(((cl(A))*) ise pre-I-agik kiime (Dontchev, 1996)

(6) Eger A C cl(int(((cl(A))*)) ise B -I-agik kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

(7) Eger A C cl* (int (A))Uint (cI* (A)) ise b-I-agik kiime (Aslim ve Caksu,
2005).

(8) Eger int(A) = int(((cl(A))*) ise t-I-kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

(9) Eger int(A) = int((cl(int(A)))*) ise w-I-kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

(10) Eger A = (int(A))* ise regiiler /-kapal kiime (Keskin ve dig., 2004,

ise semi-/-agik kiime (Hatir ve Noiri, 2002)

)
)

Idealization of decomposition theorem)

(11) Eger A = int(cl(A))*) ise regiiler I-agik kiime (Agikgoz ve dig., 2005)

(12) Eger A = A* ise *-perfect kiime (Hayashi, 1964)

(13) Eger int(A) = ((cl(int(A)))*) ise S-I-kiime

(14) Eger int(A) = int((cl(int(A)))*) ise a*-I-acik kiime (Hatir ve Noiri,
2002)

(15) Eger clj(A) = A ise §-I-kapali kiime (burada z in her U agik komsu-
lugu igin A N ((cl(U))*) # 0 ise = noktasia A nmin bir 6-I-cluster noktasi, A
nin biitiin 6-7-cluster noktalarimin ailesine A nin 6-7-kapamsi denir ve clj;(A)
ile gosterilir.)

(16) Eger [A];_, = A ise -I-kapali kiime (burada z in her U acik komsu-
lugu igin A Nint(((cl(U))*) # 0 ise x noktasia A min bir §-I-cluster noktast,
A nin biitiin 0-I-cluster noktalarinin ailesine A min §-I-kapanisi denir ve [A];_;
ile gosterilir.) (Agikgoz ve dig., 2005)
denir.

Tamm 5.1.1 ve Tamim 5.1.2 deki kiimeler i¢in, Dontchev (1996) ve Hatir
ve Noiri (2002) de verilen kargilagtirmalar, agagidaki sekilde yer almaktadir.
Sekildeki gerektirmelerin karsitlarimin dogru olmadigi, aym yazarlar tarafin-
dan orneklerle gosterildi. Ayrica; acik kiime ile [-acik kiime kavramlarinin
birbirinden bagimsiz olduklar1 Abd El Monsef ve dig. (1992, On [-open sets

and [-continuous fonctions) de gosterildi.
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acik kime —» a-l-agtk kime — semi-/-agik kiime

a -agtk kilme | —» semi-agik kiime

f-agik kitme — pre-/-agik kiime | — 8 -I-acik kiime

NN

pre-agik kiime —» B -agik kiime

Sekil 1

Hatir ve Noiri (2002) ve Keskin ve dig. (2004, Idealization of decomposition
theorem) de ayr1 ayr1 verilen ozellikler ile birlikte Aynur Keskin’in doktora

tezinden agagidaki sekil elde edilir.

reguler /-kapal kiime . *-perfect kiime — . t"-kapali kiime

reguler kapali kime = — kapal kiime
semi-/-agtk kilme l l

\

v

semi-acik kilme t-kiime —» t-/-kiime

oo

a*-kiime — a*-I-kiime

Sekil 2
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Sekil 2 deki ozelliklerin kargitlar: genelde dogru degildir. Semi-7-agik bir kii-
menin regiiler /-kapal bir kiime olmadig1 Keskin ve dig. (2004, Idealization of
decomposition theorem) de gosterildi. ¢-I-kiimenin bir ¢-kiime ve w-I-kiimenin
w-kiime olmadig1 da Hatir ve Noiri (2002) de verildi.

Tanim 5.1.3: (X, 7,1) ideal topolojik uzaymin A C X kiimesine

(1) U € 7 ve V regiiler-1- kapali kiime olmak iizere eger A = UNV ise A;-
kiime (Keskin ve dig., 2004, Idealization of decomposition theorem)

(2) U € 7 ve V bir t-I- kiime olmak iizere eger A = U NV ise B;- kiime
(Hatir ve Noiri, 2002)

(8) U € 7 ve V bir a*-I- kiime olmak iizere eger A = U NV ise C}- kiime
(Hatir ve Noiri, 2002)

(4) U € 7 ve V bir S-1- kiime olmak iizere eger A = U NV ise S;- kiime

(5) U € 7 ve V. *-perfect kiime olmak iizere eger A = U NV ise I-LC
kiime (Dontchev, Idealizations of Ganster-Reilly decomposition theorems)

(6) U € 7 ve V' 7*-kapali kiime olmak iizere eger A = U NV ise w-1-LC
kiime (Keskin ve dig., 2004. Decompositions of I-continuity and continuity)

(7) Eger Ue 7 ve V semi-I-regiiler kiime A = UNV ise kiimesine AB;-kiime
(Keskin ve Yuksel, 2006)

(8) Eger Ue 7 ve V 7*-kapal kiime ise A = U NV ise kiimesine st-1-LC

kiime
denir.
Sr— kiime «— S —1— kume
l !
t—1—kime — Br—kime — C;—kime «— w—1-— kiime
T T T T

t — kume — B —kiime — (C —kiime <+ w — kiime

Sekil 3
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Tanim 5.1.4: (X, 7,7) ideal topolojik uzayinda herhangi bir A C X

kiimesi verilsin. Eger A kiimesi, hem ¢-I-kiime hem de semi-/-acik kiime ise A

kiimesine semi-/-regiiler kiime denir.

(X, 7, 1) ideal topolojik uzaymdaki biitiin semi-/-regiiler kiimelerin ailesini

SIR(X, 1) ile gosterecegiz.

Aynur Keskin’in doktora tezinden agagidaki sekil elde edilir.

regiiler I-kapal kiime— *-perfect kiime — '-kapali kiime

A

| |

semi-/-regiler kiime » t-I-kiime

\

| |

semi-I-agtk kiime o*-/-kiime

Sekil 4
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Sekil 4 ve Aynur Keskin’in doktora tezinden asagidaki sekil elde edilir.

regiiler I-kapalt kiime ~—— *-perfect kiime —» t'-kapali kiime

l |

semi-I-regiiler kiime —» t-I-kiime
semi-/-agtk kilme a*-[-kiime

|

acik kiime — a -/-agik kiime —— pre-/-agik kiime

Sekil 5

Tanim 5.1.3 ile incelenen kiimeler arasindaki gegisler Hatir ve Noiri (2002)
ve Keskin ve dig. (2004, Idealization of decomposition theorem) de verildi. Bu

gecisleri, agagidaki sekilde gosterelim.

agtk kiime — A;-kiime — /-lokal kapali kime — B;-kime— C;-kiime

Sekil 6
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Sekil 6 ve Aynur Keskin’in doktora tezinden asagidaki sekil elde edilir.

actk kiime

A;-kiime —y Hokal kapali kiime_ st-/-lokal kapal: kiime

AB;-kiime —» B;-kiime

!

C;-kiime

Sekil 7

Sekil 7 ve Aynur Keskin’in doktora tezinden agagidaki sekil elde edilir.

agtk kiime . Ay-kiime . lokal kapali kiime —. st-I-lokal kapalt kime

| l l

a-l-agik kime ~ AB;-kiime > B;-kiime
pre-/-agik kiime  semi-I-agik kiime Cy-kiime

Sekil 8
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Sekil 4, Sekil 8 ve Aynur Keskin’in doktora tezinden agagidaki sekil elde

edilir.

regiiler I-kapal kiime — *-perfect kiime—» 7 -kapal kiime

agtk kitme — | Ar-kiime — /-lokal kapal kiime—y | st-F-lokal kapali kiime

v v
semi-/-regiiler kiime » {-I-kime
\V \1}
AB;-kiime »| Br-kiime
J’ L 4 L §
o -I-agik kiime — semi-I-agik kiime | a*-I-kiim
pre-/-acik kiime C;-kiime
Sekil 9

Tanim 5.1.5: (X, 7, ) ideal topolojik uzaymm A C X kiimesine,

(1) Eger A C A* ise *-dense-in-itself kiime (Hayashi, 1964)

(2) Eger A C (int(A))* ise fr-kiime (Keskin ve dig., 2004. Fj-sets and
decomposition of R; C continuity)

(3) Eger A C (cl(int((cl(A))*)))* ise strong [-I-acik kiime (Hatir ve dig.,
2003)

(4) Eger A C (cl(int(A*)))* ise almost strong (§-I-agik kiime (Hatir ve dig.,
2003)
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(5) Eger A C cl(int(A*)) ise almost [-agik kiime (Abd El Monsef ve dig.,
1999)

(6) Eger A* = X ise I-yogun kiime (Dontchev ve dig., 1999)

(7) Eger (cl(A))* = X ise 7*-yogun kiime (Dontchev ve dig., 1999)

(8) Eger A* C A ise 7*-kapal (Jankovic ve Hamlett, 1990. New topologies
from old via ideals)
denir.

Tanim 5.1.5 ve Tanim 5.1.2 deki kiimeler i¢in; Keskin ve dig. (2004. F; -
sets and decomposition of R; C continuity), Hatir ve dig. (2003) ve Dontchev
ve dig. (1999) de verilen karsilagtirmalar yer almaktadir. Sekildeki karsit-
larin genelde dogru olmadig1 ayni yazarlar tarafindan orneklerle gosterildi.
Ayrica Keskin ve dig. (2004. F;-sets and decomposition of R; C continu-
ity) de *-perfect kiime ile f;-kiime ve *-dense-in-itself kiime ile semi-/-agik

kiime kavramlarini birbirinden bagimsiz olduklarinida gosterdi.

*.perfect kiime

*.dense-in-itself kiime 4’/— f; -kiime «— regiiler I-kapal kiime

B -I-acik kiime

Y
J-agik kime—s almost strong f3-I-agtk kiime——p almost 4{ kiime

-l

Sekil 10



70

a—1 7" — kapal
acik kiime kime
T T
I —agik reguler I
* — per fect
kime kapalr kime
! ! !
almost strong B * — dense —in
— fr — kiume —
I — agik kiime itsel f kiime
! !
strong B — 1 semi — [ semi agik
— —
acik kime acik kime kime
Sekil 11

Tanim 5.1.6: (X, 7, 1) ideal topolojik uzay: verilsin. Eger X = X* ise
(X, 7,1) ideal topolojik uzayina Hayashi uzay1 denir.

Tamim 5.1.7: (X, 7, ) ideal topolojik uzaymda 7 NI = {@} ise (X, 7,1)
ideal topolojik uzayma Samuels uzay1 denir.

Jankovic ve Hamlett (1990. New topologies from old via ideals) farkl yil-
larda verilen Tanim 5.1.6 ve Tanim 5.1.7 uzay kavramlarinin ¢akigik olduklarini
gosterdiler ve bu iki uzay1 Hayashi-Samuels uzay1 olarak adlandirdilar. Hayashi
uzay1 yeriine Hayashi-Samuels uzay1 kavramini kullanacagiz.

Simdi, yeni bir ideal topolojik uzay kavramini verelim ve bu uzay1 Hayashi-
Samuels uzayi ile kargilagtiralim.

Tanim 5.1.8: (X, 7,]) ideal topolojik uzayi verilsin. Eger her A C
X kiimesi *-dense-in-itself kiime ise (X, 7, 1) ideal topolojik uzayma **-uzayi
denir.

Tanim 5.1.9: (X, 7,[) ideal topolojik uzayinda herhangi bir A C X
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kiimesi verilsin. Eger cl(A) = X ise A kiimesine yogun kiime denir (Kura-

towski, 1933).

5.2. Ideal Topolojik Uzaylarda Baz Siireklilik Cesitleri ve Ozel-
likleri

Tanim 5.2.1: f: (X,7,I) — (Y, ) fonksiyonu verilsin. Eger her V' € ¢
kiimesi i¢in

(1) f74(V) € IO(X,7) ise f fonksiyonuna I-siirekli (Abd El Monsef ve
dig.,1992, On [-open sets and [-continuous fonctions)

(2) f7Y(V) € S;0 (X, 1) ise f fonksiyonuna semi-I-siirekli (Hatir ve Noiri,
2002)

(3) f71(V) € PO (X, ) ise f fonksiyonuna pre-I-siirekli (Dontchev, 1996)

(4) f7Y(V) € ;0 (X, 1) ise f fonksiyonuna a-I-siirekli (Hatir ve Noiri,
2002)

(5) f7H(V) € A; (X, 7) ise f fonksiyonuna A;-siirekli (Keskin ve dig., 2004,
Idealization of decomposition theorem)

(6) f~1(V) € Br (X, 1) ise f fonksiyonuna Br-siirekli (Hatir ve Noiri, 2002)

(7) f74(V) € Cr (X, 7) ise f fonksiyonuna C;-siirekli (Hatir ve Noiri, 2002)

(8) f71(V) e S;(X,7) ise f fonksiyonuna S;-siirekli

(9) f7Y(V) € w-I(X,7) ise f fonksiyonuna w-I-siirekli (Aqkgoz ve dig.,
2004)

(10) f1(V) € I-LC-kapal(X, 7) ise f fonksiyonuna I-LC-siirekli (Dont-
chev, Idealizations of Ganster-Reilly Decomposition Theorems)

(11) f~YV) € w-I-LC (X, 1) ise f fonksiyonuna w-I-LC-siirekli (Keskin
ve dig., 2004. Decompositions of I-continuity and continuity)

(12) f7Y(V) € AB; (X, ) ise f fonksiyonuna ABj-siirekli

(13) f~X(V) e t-I (X, 7) ise f fonksiyonuna ¢;-siirekli

(14) f7Y(V) € st-I-LC (X, 7) ise f fonksiyonuna st-I- LC-siirekli

(15) f~4(V) € f1 (X, 1) ise f fonksiyonuna f;-siirekli (Keskin ve dig., 2004,

Idealization of decomposition theorem)
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(16) f~1(V) € AIO(X,7) ise f fonksiyonuna almost I-siirekli (Abd El
Monsef ve dig., 1999)

(17) f~Y(V) € BIO (X,7) ise f fonksiyonuna (-I-siirekli (Hatir ve dig.,
2003)

(18) f~Y(V) € PO (X, ) ise f fonksiyonuna almost strongly (3-I-siirekli

(19) f7Y(V) € bIO (X, 1) ise f fonksiyonuna b-I-stirekli
denir.

Tanim 5.2.2: f: (X,7,I) — (Y, ) fonksiyonu verilsin.

(1) Eger her U € 7 i¢in f(U) € IO (X, ) ise f fonksiyonuna I-agik (Abd
El Monsef ve dig.,1992, On I-open sets and I-continuous fonctions)

(2) Eger X de her U kapalisi i¢in f(U) I-kapali ise f fonksiyonuna /-kapali
(Abd El Monsef ve dig.,1992, On I-open sets and [-continuous fonctions)
denir.

Tanim 5.2.3: f: (X,7) — (Y, ¢, J) fonksiyonu verilsin.

(1) Eger her U € 7 icin f(U) € SIO (Y, ¢, J) ise f fonksiyonuna semi-/-
acik (Hatir ve Noiri, 2005)

(2) Eger her U kapalisi igin f(U) semi-/-kapal ise f fonksiyonuna semi-/-
kapali (Hatir ve Noiri, 2005)
denir.

Tanim 5.2.1 deki siireklilik gesitleri i¢in Sekil 6 kullanilarak agagidaki sekil
elde edilir:

Siireklilik — A;- siireklilik —» /-LC-siireklilik —»B;-siireklilik — C;- siireklilik

Sekil 12

Sekil 12, Tanim 5.2.1 kullanilarak agagidaki bigimde genisletilir.
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sureklilik

A:-sureklilik — J-LC-siireklilik — st-/-LC-siireklilik

l }

ABy-sireklilik : » By-siireklilik

C;-sireklilik

Sekil 13

Tamim 5.2.4: f: (X, 7) — (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her V' € ¢
kiimesi i¢in

(1) f/7YV) € aO(X,7) ise f fonksiyonuna a-siirekli (El-Deeb ve dig.,
1983)

(2) f7Y(V) € PO (X, ) ise f fonksiyonuna pre-siirekli (Abd El Monsef ve
dig., 1982)
(3) /7H(V) e SO(X,7) ise f fonksiyonuna semi-siirekli (Levine, 1963)

(4) f/71(V) € BO (X, 1) ise f fonksiyonuna [-siirekli (ya da bazen semi-
presiirekli) (Abd El Monsef ve dig., 1983)
(7) f74(V) e A(X,7) ise f fonksiyonuna A-siirekli (Tong, 1989)
(8) f7H(V) € B(X,7) ise f fonksiyonuna B-siirekli (Tong, 1989)

(9) f7YV) e C(X,7) ise f fonksiyonuna C-siirekli (Hatir ve dig., 1996)

(10) f~Y(V) € LC (X, 7) ise [ fonksiyonuna LC-siirekli (Ganster ve Reilly,
1989)

(11) f~Y(V) € bO (X, 7) ise f fonksiyonuna b-siirekli (ya da 7-siirekli) (El-
Atik, 1997)

denir.
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I — surekli

!

sureklt — pre — 1 — sureklt — pre — surekli

Sekil 14

Tamm 5.2.5: (X, 7, 1) bir ideal topolojik uzay ve A C S C X olsun.

(1) Eger A€ fr(X,7) ve S € 7iseozaman A € fr(S,7\S5)

(2) Eger R;C (X, 7) ve S € T ise o zaman R;C (S,7\95)
denir.

Tanim 5.2.6: f: (X, 7,1) — (Y, ¢) fonksiyonu verilsin. Eger her V' € ¢
kiimesi i¢in

(1) Eger f~Y(V) bir (X,7,I) mn regiiler I-kapah kiimesi ise R;C-siirekli
(Keskin ve dig., 2004, Idealization of decomposition theorem)

(2) Eger f~1(V) bir (X, 7, ) mn 7*-kapal kiimesi ise contra*-siirekli
(Keskin ve dig., 2004, Idealization of decomposition theorem)

(3) Eger f~1(V) (X, 7, I) min x-perfect kiimesi ise f fonksiyonuna x-perfectly
stirekli

(4) Eger f~(V) (X, 7,I) min semi-I-regiiler kiimesi ise f fonksiyonuna
semi-/-regiiler stirekli

(5) Eger f~1(V) (X, 7,I) min semi-I-acik kiimesi ise f fonksiyonuna semi-
I-siirekli (Hatir ve Noiri, 2002)
denir.

Tamm 5.2.7: f: (X, 7,I) — (Y, ¢, J) fonksiyonu verilsin.

(1) Eger her x € X ve f(z) in her V' agik komgulugu i¢in burada z in bir U
acik komgulugu vardir syleki f(int(cl*(U))) € int(cl*(V'))) ise f fonksiyonuna
0-I-siirekli (Agikgoz ve dig., 2005)

(2)Eger her x € X ve f(x) in her V acgik komgulugu i¢in burada z in bir U
agik komgulugu vardir syleki f(cl*(U)) C cl*(V) ise f fonksiyonuna 6-I-siirekli



5

(3) Eger her x € X ve f(z) in her V agik komgulugu i¢in burada x in bir U
agik komgulugu vardir syleki f(cl*(U)) C V ise f fonksiyonuna st-6-1-siirekli

denir.

st —0 — 1 —surekli — 6 — 1 — surekli — almost — I — surekli

Sekil 15

Tamm 5.2.8: f: (X, 7,I) — (Y, ¢) fonksiyonu verilsin.

(1) Eger her V € IO (Y, ) i¢in f~4(V) € 10 (X,7) ise f fonksiyonuna
I-irresolute

(2) Eger her V € PO (Y, ) igin f~1(V) € PO (X,7) ise f fonksiyonuna
pre-irresolute (Reilly ve Vamanamurthy, 1985)

denir.
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VI. BOLUM

AYIRMA AKSIYOMLARI

6.1. Ideal Topolojik Uzaylarda Ayirma Aksiyomlar:

Tanim 6.1.1: (X, 7,7) bir ideal topolojik uzay1 eger X in her I € [
altkiimesi ve her « ¢ I i¢in burada = i igeren ve I dan ayrik bir A, kiimesi
vardir oyleki A, acik ya da kapali ise bu uzaya T uzay denir.

Tanim 6.1.2: (X, 7,]) bir ideal topolojik uzayi eger her z,y € X, x #
y icin z ve y yi sirasiyla bulunduran U ve V' [-acik kiimeleri vardir dyleki
UNYV #( ise bu uzaya I-Hausdorff (ya da I-T3) uzay denir. O zaman x ve y
noktalar1 /-separateddir.

Tanim 6.1.3: (X, 7) bir topolojik uzay olsun.

(1) Eger her farkh iki nokta ayrik agikliga sahipse bu uzaya Hausdorrf (ya
da T5)

(2) Eger her farkh iki nokta ayrik pre-agikliga sahipse bu uzaya pre-
Hausdorrf (ya da pre-T3) (Bhattacharyya ve Kar., 1990)

(3) Eger her farkli iki nokta ayrik S-agikliga sahipse bu uzaya S-Hausdorrf
(ya da 8-T3) (Abd El Monsef ve Mahmoud, 1990)
denir.

Tamim 6.1.4: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her z € X ve z i
icermeyen [ kapali A kiimesi i¢in burada ayrik U ve V' [—agik kiimeleri vardir
oyleki z € U ve A C V ise bu uzaya [-regiiler uzay denir.

Tanim 6.1.5: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X ve z i
icermeyen regiiler-1 kapali A kiimesi i¢in burada ayrik U ve V' [—agik kiimeleri
vardir oyleki x € U ve A C V ise bu uzaya almost-I-regiiler uzay denir
(Acikgoz ve dig., 2005).

Tamim 6.1.6: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her z € X ve z i
icermeyen semi-/ kapali A kiimesi i¢in burada ayrik U ve V' [—acik kiimeleri

vardir oyleki x € U ve A C V ise bu uzaya semi-/-regiiler uzay denir.
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