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G·IR·IŞ

Spektral analizin bir dal¬ olan inverse (ters) problemler yani, spektral karakter-

istiklerine göre operatörlerin kurulmas¬ problemi, …zi¼gin birçok alan¬nda kullan¬l-

maktad¬r. Örne¼gin mekanikte, verilen dalga boylar¬na göre homojen olmayan yayda

yo¼gunluk da¼g¬l¬m¬n¬n ö¼grenilmesinde, Kuantum mekani¼ginde, verilen enerji seviyeler-

ine veya saç¬lma verilerine göre parçac¬klar aras¬nda etkileşmenin ö¼grenilmesinde,

jeo…zikte yer alt¬ madenlerinin aranmas¬nda kaŗs¬m¬za ç¬kmaktad¬r.

Bu yüzden verilen sistemin enerji seviyelerinin ve dalga fonksiyonlar¬n¬n bulun-

mas¬ en önemli problemlerden birisidir. Söz konusu problemler verilen sistemin

yerlȩsti¼gi potansiyel alana ba¼gl¬d¬r. Bu tip problemlerin çözümü, farkl¬ potansiyelli

Schrödinger denklemi için s¬n¬r-de¼ger problemlerinin özde¼ger, özfonksiyon ve nor-

malleştirici say¬lar¬n bulunmas¬na indirgenmektedir.

Ayr¬ca, Kuantum teorisinin önemli problemlerinden birisi de sistemin enerji se-

viyeleri belli iken sistemin bulundu¼gu potansiyel alan¬ bulmakt¬r. Bu tip problem-

ler, singülariteye sahip Sturm-Liouville operatörler için inverse (ters) problemler

yard¬m¬yla çözülmektedir. Bu yüzden de, söz konusu operatörlerin spektral karak-

teristiklerine göre belirlenmesi probleminin çözülmesi, önem taş¬maktad¬r.

Tan¬m 0.1: Tan¬m bölgesi sonlu ve katsay¬lar¬ toplanabilir fonksiyonlar olan

diferansiyel operatöre regüler, tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lar¬ (baz¬lar¬ veya

tamam¬) toplanabilir olmayan diferansiyel operatörlere singülerdir denir.

·Ikinci mertebeden regüler operatörler için spektral teori günümüzde Sturm-Liouville

teorisi olarak bilinir. XIX. yüzy¬l¬n sonlar¬nda ikinci mertebeden diferansiyel oper-

atörler için sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r şartlar¬ sa¼glanacak şekilde adi diferansiyel

operatörlerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬ Birko¤ taraf¬ndan incelenmi̧stir. Diskret spek-

truma sahip ve uzay¬n tamam¬nda tan¬ml¬ operatörlerin özde¼gerlerinin da¼g¬l¬m¬,

özellikle Kuantum mekani¼ginde çok önem taş¬maktad¬r. Birinci mertebeden iki den-

klemin regüler sistemleri daha sonraki y¬llarda ele al¬nm¬̧st¬r. Singüler operatörler

için spektral teori ilk olarak Weyl taraf¬ndan incelenmiştir. Daha sonra Rietsz,

Neumann, Friedrichs ve di¼ger matematikçiler taraf¬ndan simetrik ve self-adjoint op-

eratörlerin genel spektral teorisi oluşturulmuştur. Simetrik operatörlerin tüm self-

adjoint geni̧slemelerinin bulunmas¬ problemi Neumann taraf¬ndan bir süre sonra
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yap¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci mertebeden singüler operatörlerin spektral teorisine yeni bir yaklaş¬m¬

1946 y¬l¬nda Titchmarsh vermi̧stir. Do¼gru ekseninde tan¬ml¬ azalan(artan) potan-

siyelli

= ¡
2

2
+ ( )

Sturm-Liouville operatörleri için özde¼gerlerin da¼g¬l¬m¬ formülü, Titchmarsh taraf¬n-

dan bulunmuştur. Son y¬llarda bu operatöre bir boyutlu ( ) potansiyelli Schrödinger

denklemi de denir. Ayn¬ zamanda bu çal¬̧smada Schrödinger operatörü için özde¼ger-

lerin da¼g¬l¬m formülü de verilmi̧stir.

Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ilişkin ve diferansiyel operatör-

lerin spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çal¬̧smalar, 1949 y¬l¬nda Levitan

taraf¬ndan yap¬lm¬şt¬r. Levitan bu çal¬̧smalar¬nda spektral teoriyi esasland¬rmak

için kendine has bir yöntem vermiştir. Farkl¬ singüler durumlarda diferansiyel op-

eratörlerin spektral teorisi, özellikle özde¼gerlerin, özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gine ve

özfonksiyonlar¬n taml¬¼g¬na ili̧skin konular Courant, Carleman, Birman, Salamyak,

Maslov, Keldish gibi baz¬ matematikçiler taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.

Tan¬m 0.2: diferansiyel operatörü verildi¼ginde spektral karakteristiklerinin

bulunmas¬ problemine düz problem, spektral karakteristikleri verildi¼ginde bu hangi

Sturm-Liouville tipinde diferansiyel operatörünün spektral karakteristikleri oldu¼gu

problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatörlerin spektral analizinde önemli

bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir s¬ra problemleri ile s¬k¬ ba¼glan-

t¬l¬d¬r. Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin başlang¬c¬ say¬lan

ilk çal¬̧sma Ambartsumyan’a (1929) aittir. 1929 y¬l¬nda Ambartsumyan taraf¬ndan

Sturm-Liouville operatörleri için ters problemlerle ilgili aşa¼g¬daki teorem ispatlan-

m¬̧st¬r:

Teorem 0.3: ( ) , [0 ] aral¬¼g¬nda gerçel de¼gerli sürekli fonksiyon olmak üzere

0 1 ’ler

00 + f ¡ ( )g = 0 0 (0.1)

0 (0) = 0 ( ) = 0 (0.2)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger = 2 ( = 0 1 ) ise, ( ) ´ 0 d¬r.
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Ambartsumyan’¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra ters problemler teorisinde çeşitli prob-

lemler ortaya ç¬km¬̧s ve bu tip problemlerin çözümü için farkl¬ yöntemler verilmiştir.

Bu problemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi Borg’ a aittir ve elde etti¼gi sonuç,

aşa¼g¬daki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.4: 0 1 ’ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

0 (0) ¡ (0) = 0 (0.3)

0 ( ) + ( ) = 0 (0.4)

s¬n¬r koşullar¬ ile verilen problemin; 0 1 ’ler ise (0.1) denklemi ve

0 (0) ¡ 1 (0) = 0 (0.5)

0 ( ) + ( ) = 0 (0.6)

s¬n¬r koşullar¬ ile verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde f g ¸0 ve f g ¸0

dizileri, ( ) fonksiyonu ve 1 ve say¬lar¬n¬ tek olarak belirtir ( 6= 1 ve

1 sonlu gerçel say¬lard¬r).

Borg’ un (1945) çal¬şmas¬nda, f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri verilen operatörün

farkl¬ spektrumlar¬ oldu¼gu farz edilir ve operatör bu dizilerin yard¬m¬yla belirlenir.

Yani bu tip operatörün varl¬¼g¬ önceden kabul edilir. Borg ayn¬ çal¬̧smada, bu tip

diferansiyel operatörün tek olarak belirtilmesi için bir tek f g ¸0 spektrumunun

yeterli olmad¬¼g¬n¬ göstermi̧stir. O yüzden de, Ambartsumyan’ ¬n sonucu istisna bir

durum olarak düşünülmektedir.

Bu çal¬̧smadan sonra potansiyelin ( ¡ ) = ( ) simetriklik koşulunu sa¼gla-

mas¬ durumunda bir spektruma göre Sturm-Liouville operatörünün belirlenebilece¼gi

Levinson’ un (1949) çal¬̧smalar¬nda ispatlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca Levinson negatif özde¼ger-

lerin mevcut olmad¬¼g¬ durumda, saç¬lma faz¬n¬n, potansiyeli birebir olarak tan¬m-

lad¬¼g¬n¬ göstermi̧stir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme sürecinde kullan¬lan yöntemlerden biri de

ters problemin çözümlerinde önemli bir araç olan çevirme operatörü kavram¬ olmuş-

tur. Bu kavram operatörlerin genellȩstirilmi̧s ötelemesi teorisinde Delsarte, Lions

(1938), (1956) ve Levitan, Gasimov (1964) taraf¬ndan verilmiştir. Key… Sturm-

Liouville denklemleri için dönüşüm opertörünün yap¬s¬n¬ ilk olarak Povzner (1948)

kendi çal¬̧smalar¬nda incelemi̧stir.
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II. mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde bir

sonraki en önemli aşamalardan birisi Marchenko (1950) taraf¬ndan kaydedilmiştir.

Marchenko bu çal¬̧smas¬nda ters problemlerin çözümünde Sturm-Liouville operatörünün

spektral fonksiyonundan yaralanm¬̧st¬r.

( ) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin

(0 ) = 1 0 (0 ) = (0.7)

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü, ( ) = ( ) fonksiyonlar¬ ise (0.1) difer-

ansiyel denklemi ve ayr¬k s¬n¬r koşullar¬n¬n üretti¼gi operatörün özfonksiyonlar¬ olsun.

Bu durumda

=

Z

0

2 ( ) (0.8)

say¬lar¬ verilen operatörün normalleştirici say¬lar¬,

( ) =
X 1

fonksiyonu ise bu operatörün spektral fonksiyonu olmak üzere Marchenko, Borg’ un

ispatlad¬¼g¬ teoremin benzerini ( ) spektral fonksiyonu yard¬m¬yla vermi̧stir. Ayr¬ca

bu çal¬̧smada ( ) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatörün

spektral fonksiyonu olmas¬ için gerek ve yeter koşulu verilmiştir. Marchenko’ nun

çal¬̧smalar¬yla hemen hemen ayn¬ zamanda Krein (1951) ve (1954) çal¬̧smalar¬nda

Sturm-Liouville tipinde diferansiyel operatörü f g ¸0 ve f g ¸0 dizilerine göre

belirtmek için etkili bir yöntem vermi̧stir. Fakat, bu çal¬şmalarda verilen gerekli ve

yeterli ko̧sul, f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri yard¬m¬yla de¼gil, bu dizilerin yard¬m¬yla

kurulan yard¬mc¬ fonksiyon kullan¬larak verilmiştir.

1949 y¬l¬nda Marchenko’ nun çal¬̧smas¬ yay¬nlanmadan önce Tikhonov (1949)

taraf¬ndan Marchenko’ nun ispatlad¬¼g¬ teklik teoremine denk olan bir teorem ispat-

lanm¬̧st¬r. Tikhonov’ un (1949) çal¬̧smas¬nda ispatlanan teoremin ifadesi aşa¼g¬daki

şekildedir:

Teorem 0.5: 0 oldu¼gunda

00 + 2 ( ) = 0 0 (1) = 0



5

probleminin çözümü ( ) olsun. Burada ( ) parçal¬ analitik fonksiyon ve

( ) ¸ 0 0 d¬r. ( ) =
0 (0 )

(0 )
olsun. Bu durumda 0 oldu¼gunda ( )

fonksiyonuna göre ( ) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

Gelfand ve Levitan’ ¬n (1951) çal¬̧smalar¬nda, ( ) monoton fonksiyonunun Sturm-

Liouville operatörünün belirtilmesi için etkili bir yöntem verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan bu çal¬̧smada verilen yöntem klasik Sturm-Liouville operatörünün

f g ¸0 ve f g ¸0 ( 0) dizilerine göre belirlenmesi için yani, verilen dizilerin

s¬ras¬yla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normalleştirici say¬lar¬ ol-

mas¬ için gerekli ve yeterli koşul aşa¼g¬da verilen klasik asimptotik eşitliklerin sa¼glan-

mas¬d¬r:

p
= +

0
+ +

k 2 k
2k 2 k+1 +

2k 2 k+1

=
2

+
0

2
+ +

k 2 k
2k 2 k+1 +

2k 2 k+1

Burada 0 =
1

2
4 + +

1

2

Z

0

( )

3
5 dir. E¼ger çift say¬ ise

X
2 1 ve

X³ ´2
1, e¼ger tek ise

X³ ´2
1 ve

X
2 1 dir.

Fakat, bu çal¬̧smalarda ters problemin iki spektruma göre tam çözümü ver-

ilmemiştir. Regüler Sturm-Liouville operatörleri için bu problemin yani, iki spek-

truma göre regüler Sturm-Liouville opertörünün belirlenmesi Levitan ve Gasimov’

un (1964) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Bu çal¬̧smada verilen problemin f g ¸0 nor-

malleştirici say¬lar¬n¬n iki spektruma ba¼gl¬ oldu¼gunu gösteren en önemli formül,

=
1 ¡
¡

1Y
=0

0 ¡
¡ (0.9)

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada
Y

0 sembolü, sonsuz çarp¬mda = . çarpan¬n

bulunmad¬¼g¬n¬ gösterir. (0.9) formülü iki spektruma göre ters problemin çözümünü

vermektedir. Gerçekten de e¼ger, f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri

p
= +

0
+

1

3
+

µ
1
4

¶
(0.9’)

p
= +

0
0 +

0
1
3

+

µ
1
4

¶

şeklindeki klasik asimptotik formülleri sa¼glarsa, (0.9) formülünden yaralanarak f g ¸0

say¬lar¬n¬n asimptotik ifadeleri bulunur. Buradan ( ) sürekli fonksiyon oldu¼gu du-
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rumda f g ¸0 ve f g ¸0 dizilerinin (0.1) formundaki denklemin iki spektrumu

olmas¬ için gerek ve yeter koşullar al¬n¬r. Bu koşullar aşa¼g¬daki şekilde s¬ralanabilir:

1) f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri s¬ral¬d¬r, yani 0 0 1 1 2 2

şeklindedir.

2) ve ’ ler (0.9’) asimptotik formüllerine sahiptir.

3) 0 6= 0
0

Şimdi ise, singüler Sturm-Liouville operatörleriyle ilgili baz¬ sonuçlardan k¬saca

bahsedilecektir.

Gasimov’ un (1965) çal¬şmas¬nda,

¡ 00 +

½
( + 1)

2
+ ( )

¾
= (0.10)

diferansiyel denklemi ve

(0) = 0 (0.11)

0 ( ) ¡ 1 ( ) = 0 (0.12)

0 ( ) ¡ 2 ( ) = 0 (0.12’)

s¬n¬r koşullar¬ ile verilen diferansiyel operatörü incelenmiş ve bu diferansiyel operatör

için iki spektruma göre ters problemin çözümü verilmi̧stir.

Teorem 0.6: pozitif tamsay¬, ( ) 2 2 [0 ] olmak üzere 0 1 ve 0 1

dizileri s¬ras¬yla (0.10), (0.11), (0.12) ve (0.10), (0.11), (0.12’) tipindeki diferansiyel

operatörlerin özde¼gerleri olmas¬ için:

1) f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri s¬ral¬d¬r, yani 0 0 1 1 2 2

şeklindedir.

2) =

µ
+

2

¶2
+ +

=

µ
+

2

¶2
+ +

asimptotik formülleri sa¼glans¬n, burada 6= ve f g f g dizileri öyle ki
X

j j2,X
j j2 serileri yak¬nsakt¬r,

3)
X

j j2 serisi yak¬nsak olmak üzere ¡ = ¡ + koşullar¬n¬n sa¼glan-

mas¬ gerekli ve yeterli şartt¬r.

Gasimov ve Amirov’ un (1985) çal¬şmas¬nda,

¡ 00 +

½
+ ( )

¾
= (0.13)
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diferansiyel denklemi ve

(0) = 0 (0.14)

0 ( ) ¡ 1 ( ) = 0 (0.15)

0 ( ) ¡ 2 ( ) = 0 (0.15’)

s¬n¬r koşullar¬ ile verilen diferansiyel operatör için iki spektruma göre ters problemin

çözümü ile ilgili aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧st¬r:

Teorem 0.7: f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glas¬n:

1) f g ¸0 ve f g ¸0 dizileri ortak olarak s¬ral¬d¬r,

2) =

µ
+

1

2

¶2
+ ln

µ
+

1

2

¶
+ 2 0 +

=

µ
+

1

2

¶2
+ ln

µ
+

1

2

¶
+ 2 0

0 + 0

asimptotik formülleri sa¼glans¬n, burada 0 6= 0
0 ve f g f 0 g dizileri için

X
j j2,X

j 0 j2 serileri yak¬nsakt¬r,

O halde bir ( ) sürekli fonksiyonu ve 1 2 gerçel say¬lar¬ vard¬r ki, f g ¸0

(0.13), (0.14), (0.15) operatörünün, f g ¸0 ise (0.13), (0.14), (0.15’) operatörünün

spektrumlar¬d¬r ve

1 ¡ 2 =
¡ 0
0 ¡ 0

¢

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

Di¼ger taraftan ¡1
2 (0 1) uzay¬nda singüler reel de¼gerli potansiyellere sahip Sturm-

Liouville operatörler s¬n¬f¬ için ters spektral problem Hryniv ve Mkytyuk (2003)

çal¬̧smas¬nda incelenmi̧stir.

Bu çal¬̧smada, 2 ¡1
2 (0 1) reel de¼gerli da¼g¬l¬m (distrubition) fonksiyonu olmak

üzere := 2 (0 1) Hilbert uzay¬nda

:= ¡
2

2
+ (0.16)

diferansiyel ifadesine kaŗs¬l¬k gelen Sturm-Liouville operatörü tan¬mlanm¬ş ve

Savchuk ve Shkalikov’ un (1999) çal¬̧smas¬na göre, regülarizasyon yöntemi ile Dirich-

let s¬n¬r koşullar¬ndan bahsedilmi̧stir.

Da¼g¬l¬m anlam¬nda 0 = olacak şekilde reel de¼gerli 2 al¬nm¬ş ve

( ) =
©

2 1
1 (0 1) j 0 ¡ 2 1

1 (0 1) ( ) 2 (0) = (1) = 0
ª
(0.17)
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kümesinde tan¬ml¬

= = ( ) := ¡
¡ 0 ¡

¢0 ¡ 0 (0.18)

operatörü yaz¬lm¬̧st¬r.

Burada, da¼g¬l¬m anlam¬nda her 2 ( ) için ( ) = ¡ 00 + ifadesi ince-

lendi¼ginde özellikle operatörü, regüler potansiyeller için ilkel n¬n özel seçimine

ba¼gl¬ de¼gildir ve (0.16)’ ya karş¬l¬k gelen standart Dirichlet Sturm-Liouville operatörü

ile çak¬̧s¬r. Ayr¬ca , ilkel 2 ’ ye düzgün rezolvent anlam¬nda sürekli olarak

ba¼gl¬d¬r ve böylece , herhangi bir = 0 2 ¡1
2 (0 1) için (0.16)’ ya ait stan-

dart Dirichlet Sturm-Liouville operatörüdür. Ele al¬nan potansiyeller s¬n¬f¬ Dirac

¡tipli ve
1¡Coloumb tipli potansiyelleri içerir ve matematiksel …zik ve kuantum

mekani¼ginde geni̧s olarak kullan¬l¬r (Albeverio, Gesztesy ve Ark, 1988) ve (Albeverio

ve Kurasov, 2000).

Savchuk ve Shkalikov’ un (1999) çal¬̧smas¬ndan iyi bilinir ki, her reel de¼gerli

2 için yukarda tan¬mlanan operatörü, diskret basit
¡
2
¢

2 spektrumlu

self-adjoint operatördür ve = + ( 2 2 olan dizi) şeklinde asimptoti¼ge

sahiptir (Savchuk ve Shkalikov, 1999, Savchuk , 2001 ve Hryniv, 2003). Regüler

potansiyelleri için yukar¬daki asimptotikler =

µ
1
¶

olacak şekilde yaz¬l¬r.

Bu çal¬̧smada, " reel iki̧serli farkl¬ say¬lardan oluşan ve yukarda ifade edilen

asimptotiklere sahip hangi
¡
2
¢

dizileri, ¡1
2 (0 1) den olan singüler potansiyelli

Sturm-Liouville operatörlerinin spektrumudur " sorusunun cevab¬ araşt¬r¬lm¬şt¬r. Bu

soru, ele al¬nan potansiyeller için ters spektral probleme götürür. Yani bu durum,

karş¬l¬k gelen spektral parametreye dayanan potansiyelinin kurulmas¬d¬r.

Regüler durumda, yukar¬da bahsedilen problemin çözümü için sadece
¡
2
¢

spek-

trumunun yetersiz oldu¼gu bilinmektedir. Ayn¬ dirichlet spektrumlu Sturm-Liouville

operatörlerinin üretti¼gi bir çok farkl¬ potansiyelleri (isospectral) vard¬r. Pöschel ve

Trubowitz (1987), verilen
¡
2
¢

spektrumlu (reel, basit ve = +

µ
1
¶

asimp-

toti¼gine ait) Hilbert uzay¬ndaki bütün potansiyellerin kümesinin, analitik olarak

= a¼g¬rl¬klar¬ ile 2 ( ) a¼g¬rl¬kl¬ uzaya difeomor…k oldu¼gunu göstermi̧slerdir.

potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek için spektrumun yan¬nda baz¬ ek

bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0 1) aral¬¼g¬n¬n yar¬s¬ üzerindeki potansiyelin bilin-

mesi veya farkl¬ s¬n¬r koşullar¬ olan ayn¬ diferansiyel ifade ile verilen Sturm-Liouville
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operatörünün spektrumu veya biri bütün aral¬k için di¼gerleri aral¬¼g¬n eşit iki yar¬s¬

için olan üç spektrum olabilir.

Çevirme operatörlerine dayanan regüler Sturm-Liouville operatörünün spektral

verisinden, potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmas¬, Marchenko (1950) ve

Gelfand (1951) taraf¬ndan geli̧stirilen Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi olarak

adland¬r¬l¬r. ·Iki spektrum ile potansiyelinin kurulumu için bir alternatif metod,

Krein (1951) taraf¬ndan geli̧stirildi. Daha sonra Hilbert uzay¬ndan potansiyellere

sahip Sturm-Liouville operatörler s¬n¬f¬ için Trubowitz ve Pöschel (1987) taraf¬ndan

farkl¬ bir yaklaş¬m önerildi. Yazarlar, spektral veriyi ve ’ deki potansiyeller aras¬n-

daki dönüşümü ayr¬nt¬l¬ olarak çal¬̧sm¬̧slar ve ters spektral problemin çözülebilirli¼gini

ispatlam¬̧slard¬r. Özellikle spektral veriyi tam olarak karakterize etmişlerdir.

Hryniv ve Mkytyuk’ un (2003) çal¬̧smas¬nda Gelfand, Levitan ve Marchenko’ ya

göre, klasik yaklaş¬m genelleştirilmi̧s ve ¡1
2 (0 1) den singüler potansiyellere sahip

Sturm-Liouville operatörler s¬n¬f¬ için ters spektral problem tam olarak çözülmüştür.

Şöyle ki, spektral veriler kümesinin aç¬k bir şekli verilmi̧s ve bu kümenin key… bir

eleman¬ndan ’ nun yeniden nas¬l elde edildi¼gi aç¬klanm¬̧st¬r.

Di¼ger singülarite tiplerine göre (örne¼gin Sturm-Liouville operatörler s¬n¬f¬ için

süreksizlik noktas¬,
1

ya benzer potansiyeller, vs.), Hald (1984), Andersson (1988),

Carlson (1994), Hald ve McLaughlin (1998), Yurko (200) ve Freiling (2002), Amirov

ve Yurko (2001) bakm¬şlard¬r.

Aral¬¼g¬n iç noktas¬nda singülariteye ve süreksizlik koşullar¬na sahip diferansiyel

operatörler, Amirov ve Yurko (2001) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬şt¬r. Bu çal¬̧smada =

0 noktas¬nda singülariteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli Sturm-

Liouville operatörü için sonlu aral¬¼g¬n iç noktas¬nda çözümün süreksizli¼ge sahip

oldu¼gu durumu incelenmi̧stir ve verilen operatörün spektral özellikleri ve bu spektral

özelliklere göre ters problemin konumu ve çözümü için teklik teoremleri ispatlan-

m¬̧st¬r.

Benzer şekilde Amirov (2002) çal¬̧smas¬nda self-adjoint olmayan, Bessel potan-

siyelli Sturm-Liouville operatörü için sonlu aral¬kta sonlu say¬da süreksizlik nok-

talar¬na sahip oldu¼gu durum incelenmi̧stir. Burada verilen diferansiyel operatörü

üreten diferansiyel denklemin çözümlerinin davran¬şlar¬, operatörün spektral özel-
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likleri, spektrumu basit oldu¼gu durumda yani yaln¬zca özde¼gerlerden oluştu¼gu du-

rumda, özde¼gerlere karş¬l¬k gelen özfonksiyon ve koşulmuş fonksiyonlara göre op-

eratörün ayr¬l¬̧s¬m¬, spektral parametrelere göre ters problemin konumu ve bu ters

problemlerin çözümü için teklik teoremleri ispatlanm¬şt¬r.

Amirov’ un (2006) çal¬şmas¬nda, sonlu aral¬¼g¬n iç noktas¬nda süreksizli¼ge sahip

Sturm-Liouville diferansiyel operatörler s¬n¬f¬ için çevirme operatörü, çekirdek fonksiy-

onunun baz¬ özellikleri, spektral karakteristiklerinin baz¬ özellikleri ve ters problem

için teklik teoremleri ö¼grenilmi̧stir.

Sonlu aral¬kta Coulomb potansiyele sahip Sturm-Liouville operatörü için ters

problemlerin araşt¬r¬ld¬¼g¬ bu tezde aşa¼g¬daki yol izlenmi̧stir:

I. bölümde tezde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

II. bölümde sonlu aral¬kta Coulomb potansiyele sahip Sturm-Liouville diferan-

siyel denklemi, birinci mertebeden denklem sistemine indirgenmiş ve bu sistemin

çözümünün bir gösterilimi elde edilmiştir.

2.1 alt bölümünde,
8<
:

0
1 ¡ 2 = ( ) 1

0
2 + 2

1 = ¡ ( ) 2 ¡ 2 ( ) 1 + ( ) 1

(2.1.4)

1 (0) = 0 1 ( ) = 0 (2.1.5)8<
:

1 ( + 0) = 1 ( ¡ 0)

2 ( + 0) = ¡1
2 ( ¡ 0) + 2 1 ( ¡ 0)

(2.1.6)

olmak üzere (2.1.4)-(2.1.6) probleminin

0
@ 1

2

1
A (0) =

0
@ 1

1
A başlang¬ç koşulunu

sa¼glayan ( ) =

0
@ 1

2

1
A ( ) çözümünün

ise,
8>>>>>><
>>>>>>:

1 = +

Z

¡
11 ( )

2 = + ( ) +

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

(2.1.10)
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ise,
8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1 = + + ¡ (2 ¡ ) +
¡

¡ (2 ¡ )
¢

+

Z

¡
11 ( )

2 =
¡

+ ¡ ¡ (2 ¡ )
¢

+
¡

+ (2 ¡ )
¢

+ ( )
£
+ + ¡ (2 ¡ ) +

¡
¡ (2 ¡ )

¢¤

+

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

(2.1.11)

şeklinde bir gösterilime sahip oldu¼gu gösterilmi̧stir. Ayr¬ca farkl¬ bölgelerde ( )

( = 1 2) fonksiyonlar¬ için integral denklemleri sistemi elde edilmi̧stir.

2.2 alt bölümünde, 2.1 alt bölümünde elde edilen integral denklemleri sisteminin

uygun bölgede çözümünün varl¬¼g¬ ve tekli¼gi gösterilmi̧stir.

III. bölümde, verilen operatörün spektrumunun özellikleri, Weyl çözümü ve Weyl

fonksiyonunun özellikleri ile probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonuna ve

diskret spektral verilere göre ters problemin çözümü incelenmiştir.

3.1 alt bölümünde, = 0 ( ) ´ 0 durumuna karş¬l¬k gelen 0 probleminin

¢0 ( ) =
¡

+ +
¢
sin +

¡ ¡ ¡
¢
sin (2 ¡ )

karakteristik fonksiyonunun özellikleri ve probleminin özde¼gerlerinin özellikleri

incelenmiştir.

3.2 alt bölümünde, probleminin spektral karakteristiklerinin ’ nin yeterince

büyük de¼gerlerinde davran¬̧slar¬ ö¼grenilmi̧stir.

3.3 alt bölümünde, probleminin Weyl çözümü ve Weyl fonksiyonunun özellikleri

araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

3.4 alt bölümünde, probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonuna ve diskret

spektral verilere göre ters problemin çözümü için teklik teoremleri verilmi̧stir.

3.5 alt bölümünde, probleminin özfonksiyonlar¬n¬n taml¬¼g¬ ve ayr¬l¬̧s¬m¬ ince-

lenmi̧stir.
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I.BÖLÜM

Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu bölümde, diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan önemli

kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1: · · olmak üzere 2 [ ] uzay¬,

2 [ ] =

8<
: ( ) :

Z
[ ( )]2 1

9=
;

şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda iç çarp¬m ise

h i =

Z
( ) ( )

şeklinde tan¬mlan¬r (reel durumda ( ) = ( ) ).

Tan¬m 1.2: 2 uzay¬,

2 =

(
= ( 1 2 )

¯̄
¯̄
¯ 2

X
=1

j j2 1
)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.3: ( ) tan¬m kümesinde s¬n¬rl¬ lineer bir operatör ve

=

0
@ 0 1

¡1 0

1
A ( ) =

0
@ ( ) ( )

( ) ¡ ( )

1
A ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A

olmak üzere

´ 0 + ( ) =

eşitli¼gini sa¼glayan ( ) 6= 0 vektör fonksiyonu mevcut ise say¬s¬na operatörünün

özde¼geri, ( ) fonksiyonuna ise, ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon denir.

Tan¬m 1.4: f g dizisi operatörünün özde¼gerleri ve ( ) ler bu özde¼ger-

lere karş¬l¬k gelen özfonksiyonlar olmak üzere

=

Z ©
2
1 ( ) + 2

2 ( )
ª

say¬lar¬na operatörünün normalleştirici say¬lar¬ denir.
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Tan¬m 1.5: ¡ operatörünün s¬n¬rl¬ ( ¡ )¡1 tersinin mevcut olmad¬¼g¬

’ lar kümesine operatörünün spektrumu denir ve ( ) ile gösterilir.

( ) = f : = 2 ( )g

Tan¬m (Adjoint Operatör)1.6: 1 ve 2 iki Hilbert uzay¬ ve : 1 ! 2

s¬n¬rl¬ lineer bir operatör olsun. E¼ger ¤ : 2 ! 1 operatörü h i = h ¤ i

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa ¤ operatörüne nin adjointi denir. E¼ger = ¤ ise oper-

atörüne self adjoint operatör denir.

Tan¬m (Çevirme Operatörü)1.7: lineer topolojik uzay, ve de :

! , : ! şeklinde tan¬ml¬ iki lineer operatör olsun. 1 ile 2 de

lineer uzay¬n¬n kapal¬ alt uzaylar¬ olmak üzere uzay¬n¬n tamam¬nda tan¬ml¬, 1

den 2 ye dönüşüm yapan ve lineer terse sahip operatörü,

i) ve ¡1 operatörleri uzay¬nda süreklidir,

ii) = operatör denklemi sa¼glan¬r,

şartlar¬n¬ sa¼gl¬yorsa, bu operatöre ve operatör çifti için çevirme operatörü denir.

Tan¬m 1.8: ( ) fonksiyonu kompleks düzlemin bir 0 noktas¬n¬n komşulu¼gu-

nun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse, ( ) fonksiyonuna 0 noktas¬nda analitiktir

denir.

Tan¬m 1.9: ( ) fonksiyonu kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik ise

( ) ye tam fonksiyon denir.

Teorem (Rouché Teoremi) 1.10: ve kompleks düzlemin bir bölgesinde

sonlu say¬da s¬f¬r yeri olan ve sonlu say¬da kutup yerleri d¬̧s¬nda analitik olan fonksiy-

onlar olsunlar. E¼ger ve nin hiçbir s¬f¬r ve kutup yerinden geçmeyen, içinde

bulunan basit kapal¬ bir e¼gri ve de üzerinde j ( )j j ( )j ise bu durumda ( )

ve ( ) + ( ) fonksiyonlar¬n¬n içindeki s¬f¬rlar¬n¬n say¬lar katl¬l¬klar¬ ile birlikte

ayn¬d¬r.

Teorem (Cauchy ·Integral Teoremi) 1.11: ( ) ba¼glant¬l¬ bölgesinde bire-

bir analitik fonksiyon ve de bulunan key… düzlendirilebilir kapal¬ e¼gri olacak

biçimde ise, ( )nin e¼grisi üzerinden integrali s¬f¬ra ȩsittir:

Z
( ) = 0
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Teorem (Cauchy ·Integral Formülü) 1.12: bir bölge ve bu bölge içinde

bir kapal¬ e¼gri olsun. E¼ger içinde bir nokta ve ( ) de analitik ise,

( ) =
1

2

Z
( )

¡

dir.

Tan¬m 1.13: Analitik bir ( ) fonksiyonunun ayr¬k tekil noktas¬ 0 olsun. E¼ger,

lim
! 0

( ) = 1

ise, 0 noktas¬na ( ) nin kutup noktas¬ denir.

Teorem (Rezidü Teoremi) 1.14: bölgesinde ( ( ) nin sonlu say¬da ayr¬k

tekil 1 2 noktalar¬ hariç) ve nin ¡ s¬n¬r¬nda analitik ( ) fonksiyonu için

Z

¡

( ) = 2
X
=1

Re
=

( )

eşitli¼gi sa¼glan¬r. 0 noktas¬ ( ) nin katl¬ kutup noktas¬ ise

Re
=

( ) =
1

( ¡ 1)!
lim
! 0

¡1

¡1

h
( ) ( ¡ 0)

i

0 noktas¬ ( ) nin basit kutup noktas¬ oldu¼gunda ise

Re
=

( ) = lim
= 0

[ ( ) ( ¡ 0)]

dir. ( ) tam fonksiyon olmak üzere

=
³

lim
!1

p
j j

´¡1

formülü ile tan¬ml¬ say¬s¬

( ) =
1X
=1

serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬ ve ( ) = max
j j=

j ( )j olsun.

Tan¬m 1.15: için

( ) exp ( )

olacak şekilde 0 varsa, ( ) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve yukar¬da

verilen eşitsizli¼gi sa¼glayan say¬lar kümesinin

= lim
!1

ln ln ( )

ln
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formülü ile tan¬ml¬ alt s¬n¬r¬na ( ) nin mertebesi denir.

Tan¬m 1.16: ( ) tam fonksiyonun mertebesi sonlu (0 1) olmak üzere

için

( ) exp ( ) (1.1)

olacak şekilde 0 say¬s¬ varsa ( ) sonlu tipe sahiptir denir.

(1.1) eşitsizli¼gini sa¼glayan = inf f g say¬s¬na ( ) fonksiyonun tipi denir ve

= lim
!1

ln ( )

formülüyle hesaplan¬r.

Tan¬m 1.17: = 0 0 1 olmak üzere (0 1) mertebeli ( ) tam

fonksiyonu s¬ras¬ ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.

Tan¬m (Mittag-Le- er Aç¬l¬m¬) 1.18: Bir ( ) fonksiyonunun kompleks dü-

zlemdeki ayk¬r¬l¬klar¬ mutlak de¼ger büyüklü¼güne göre s¬ralanm¬̧s, basit 1 2 3 kutup

yerleri ve bu noktalardaki rezidüleri s¬ras¬yla 1 2 3 olsun. E¼ger hiçbir

kutup yerinden geçmeyen, üzerinde j ( )j eşitsizli¼ginin gerçeklendi¼gi

yar¬çapl¬ çember ise ve ! 1 iken ! 1 oluyorsa,

( ) = (0) +
1X
=1

·
1

¡ +
1

¸

yaz¬l¬r.

Tan¬m 1.19: 2 ( ) uzay¬ şu şekilde tan¬mlan¬r:

2 ( ) =
n

: ( ¡1) 2 ( ) ( ) 2 2 ( )
o

Şimdi ise koşulmuş fonksiyonlar tan¬m¬n¬ verelim:

( ) := 0 ( ) ( ) + 1 ( ) ( ¡1) + + ( ) ve = 1 için

( ) := 0 ( )+ 1
0 ( )+ + ¡1

( ¡1) ( )+ 0 ( )+ 1
0 ( )+ + ¡1

( ¡1) ( )

olmak üzere 8<
:

( ) = 0

( ) = 0 = 1
(1.2)

genelleştirilmi̧s özde¼ger problemini ele alal¬m. Burada ( ) diferansiyel ifadesindeki

katsay¬lar ve ( ) formlar¬ parametresinin analitik fonksiyonlar¬d¬r.
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Tan¬m 1.20: Kabul edelim ki ( ) fonksiyonu (1.2) probleminin 0 özde¼gerine

karş¬l¬k gelen bir özfonksiyon olsun. E¼ger 1 ( ) 2 ( ) ( ) fonksiyonlar¬n¬n

tümü = 0 için

X
=0

1

!

¡
¡

¢
= 0 0 = = 0 = 1

koşullar¬n¬ ve = 0 için
8>>>>>><
>>>>>>:

( ) = 0

( 1) + 1
1! ( ) = 0

( ) + 1
1!

¡
¡1

¢
+ + + 1

! ( ) = 0

ba¼g¬nt¬lar¬n¬ gerçekliyorsa, 1 ( ) 2 ( ) ( ) fonksiyonlar¬na ( ) özfonksiy-

onunun koşulmuş fonksiyonlar¬, say¬s¬na da koşulmuş fonksiyonlar sisteminin uzun-

lu¼gu denir. E¼ger ( ) özfonksiyonunun ¡ 1 uzunluklu bir koşulmuş fonksiyonlar

sistemi var fakat uzunluklu sistemi yoksa, ( ) özfonksiyonuna katl¬d¬r denir.
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II.BÖLÜM

ÇÖZÜMÜN ·INTEGRAL GÖSTER·IL·IM·I VE ÖZELL·IKLER·I

2.1. ·Integral Denklemin Oluşturulmas¬

( ) := ¡ 00 + + ( )

diferansiyel ifadesini ele alal¬m. Tan¬m 0.1 gere¼gi bu ifade singüler diferansiyel

ifadedir. Dolay¬s¬yla ( ) = f ( ) : ( ) 0 ( ) 2 (0 ) [ ( ]

2 2 (0 ) ( + 0) = ( ¡ 0) 0 ( + 0) = ¡1 0 ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)

2
³

2

´
0 6 = 1

o
kümesinde bir singüler diferansiyel operatörü üretmek-

tedir. Bu durumda ¡ 00 + + ( ) = veya başka bir gösterilimle

( ) = diferansiyel denklemi bir singüler diferansiyel denklemdir. Ayr¬ca 0 (0)

de¼geri mevcut de¼gildir. Dolay¬s¬yla öncelikle verilen diferansiyel operatörün bu

ifadelere benzer de¼gerleri de tan¬ml¬ olacak şekilde yeni bir operatör tan¬mlamak

gerekir. Bu operatörse, verilen operatörün self-adjoint geni̧slemesi olarak al¬nabilir.

( ) = ¡ 00 + + ( ) = = 2 0 (2.1.1)

diferansiyel denklemi

( ) := (0) = 0 V ( ) := ( ) = 0 (2.1.2)

s¬n¬r koşullar¬ ve
8<
:

( + 0) = ( ¡ 0)

0 ( + 0) = ¡1 0 ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)
(2.1.3)

süreksizlik koşullar¬n¬n üretti¼gi problemini ele alal¬m. Burada -spektral parame-

tre, 2 2 0 6= 1 2
³

2

´
( )-gerçel de¼gerli, s¬n¬rl¬ bir

fonksiyon ve ( ) 2 2 (0 ) dir.

(2.1.1) diferansiyel denkleminde ( ) = ln 2 2 (0 ) olmak üzere

(¡ ) ( ) = 0 ¡ ( ) al¬n¬rsa,

( ) = ¡ 00 + 0 ( ) + ( ) = ¡
¡ 0 ¡ ( )

¢0 ¡ ( ) 0 + ( ) = 2

= ¡ [(¡ ) ( )]0 ¡ ( ) (¡ ) ( ) ¡ 2 ( ) + ( ) = 2
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elde edilir. Şimdi 1 = , 2 ( ) = 0 ¡ ( ) = (¡ ) ( ) denilirse,8<
:

0
1 ¡ 2 = ( ) 1

0
2 + 2

1 = ¡ ( ) 2 ¡ 2 ( ) 1 + ( ) 1

(2.1.4)

1 (0) = 0 1 ( ) = 0 (2.1.5)8<
:

1 ( + 0) = 1 ( ¡ 0)

2 ( + 0) = ¡1
2 ( ¡ 0) + 2 1 ( ¡ 0)

(2.1.6)

problemi elde edilir.

(2.1.4) sistemin matris gösterilimi
0
@ 1

2

1
A
0

=

0
@ 1

¡ 2 ¡ 2 + ¡

1
A

0
@ 1

2

1
A (2.1.7)

veya =

0
@ ( ) 1

¡ 2 ¡ 2 ( ) + ( ) ¡ ( )

1
A =

0
@ 1

2

1
A olmak üzere

0 = matrisinin elemanlar¬ integrallenebilir olduklar¬ndan Naimark’ ¬n (1967)

çal¬̧smas¬nda 0 = + 2 1 (0 ) sistemleri için başlang¬ç-de¼ger probleminin

çözümünün varl¬¼g¬ ile ilgili teorem gere¼gi her 2 [0 ] = ( 1 2) 2 2 için

(2.1.4) sisteminin 1 ( ) = 1 2 ( ) = 2 başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan sadece bir

tek çözümü vard¬r. Özel olarak 1 (0) = 1 2 (0) = al¬nabilir.

Tan¬m 2.1.1: (2.1.4) diferansiyel denklemler sisteminin 1 ( ) = 1 2 ( ) =

(¡ ) ( ) = 2 başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümünün birinci bileşenine, (2.1.1)

denkleminin ayn¬ koşullar¬ sa¼glayan çözümü denir.

Şimdi (2.1.4) diferansiyel denklemler sisteminde = 0 ve ( ) ´ 0 al¬n¬rsa,8<
:

0
1 ¡ 2 = 0

0
2 + 2

1 = 0
lineer homojen diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sis-

temin

0
@ 1

2

1
A (0) =

0
@ 1

1
A başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü

0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1

1
A dir. Lineer homojen sisteminin bir di¼ger çözümü de

0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1

¡

1
A ¡ dir. O halde lineer homojen sisteminin genel çözümü,

0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1 + 2

¡

1 ¡ 2
¡

1
A dir. Şimdi
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8<
:

0
1 ¡ 2 = ( ) 1

0
2 + 2

1 = ¡ ( ) ¡ 2 ( ) 1 + ( ) 1

homojen olmayan lineer diferansiyel

denkleminin genel çözümünü bulmak için
0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1 ( ) + 2 ( ) ¡

1 ( ) ¡ 2 ( ) ¡

1
A

0
@ 0

1

0
2

1
A ( ) =

0
@ 0

1 ( ) + 0
2 ( ) ¡ + 1 ( ) ¡ 2 ( ) ¡

0
1 ( ) ¡ 0

2 ( ) ¡ ¡ 2
1 ( ) ¡ 2

2 ( ) ¡

1
A

al¬n¬r ve (2.1.4) sisteminde yerine yaz¬l¬p, parametrelerin de¼gişimi metodu uygu-

lan¬rsa;
8>>>>>><
>>>>>>:

1 ( ) = 1
2

Z

0

·
( ) 1 ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸ ¡ + 0
1

2 ( ) = 1
2

Z

0

·
( ) 1 +

1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸
+ 0

2

elde edilir. 1 ( ) ve 2 ( ) ifadeleri denklemde yerine yaz¬l¬rsa;
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = 0
1 + 0

2
¡

+
1

2

Z

0

·
( ) 1 ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸
( ¡ )

+
1

2

Z

0

·
( ) 1 +

1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸ ¡ ( ¡ )

2 ( ) = 0
1 ¡ 0

2
¡

+
2

Z

0

·
( ) 1 ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸
( ¡ )

¡
2

Z

0

·
( ) 1 +

1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸ ¡ ( ¡ )

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = 0
1 + 0

2
¡

+

Z

0

·
( ) 1 cos ( ¡ ) ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¸

2 ( ) = 0
1 ¡ 0

2
¡

+

Z

0

£
¡ ( ) 1 sin ( ¡ ) ¡

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤
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denklemleri elde edilir. Dolay¬s¬yla (2.1.4) sisteminin

0
@ 1

2

1
A (0) =

0
@ 1

1
A başlang¬ç

koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü

iken8>>>>>><
>>>>>>:

1 ( ) = +

Z

0

·
( ) 1 cos ( ¡ ) ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¸

2 ( ) = ¡
Z

0

£
( ) 1 sin ( ¡ ) +

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤

olarak elde edilir. iken çözüm
8>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = ( ) + ( ) ¡ +

Z

0

( ) 1 cos ( ¡ )

¡1
Z

0

£¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¤

2 ( ) = ( ) ¡ ( ) ¡ ¡
Z

0

( ) 1 sin ( ¡ )

¡
Z

0

£¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤

şeklinde arans¬n. (2.1.6) süreksizlik koşullar¬n¬ uygulayarak ( ) ve ( ) fonksiy-

onlar¬,

( ) = + + +
¡

2

Z

0

( ) 1 cos ( ¡ )

¡
¡

2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¡
¡

2

Z

0

( ) 1 cos ( ¡ ) +
¡

2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¡
¡

2

Z

0

( ) 1 sin ( ¡ ) ¡
¡

2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

+ ¡
Z

0

( ) 1 cos ( ¡ ) ¡
¡ Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

+
¡

2

Z

0

( ) 1 sin ( ¡ ) +
¡

2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )
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( ) = ¡ 2 ¡ 2 +
2

Z

0

[ ( ) 1 cos ( ¡ )]

¡
2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¡
2

Z

0

( ) 1 cos ( ¡ ) +
2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¡
2

Z

0

( ) 1 sin ( ¡ ) ¡
2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

+

Z

0

( ) 1 cos ( ¡ ) ¡
Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

+
2

Z

0

( ) 1 sin ( ¡ ) +
2

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

olarak bulunur. Bu sabitler yerine yaz¬l¬p gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

+ =
1

2

µ
+

1
¶

ve ¡ =
1

2

µ
¡ 1

¶
olmak üzere 1 ( ) ve 2 ( ) fonksiyon-

lar¬ için iken

1 ( ) = + + ¡ (2 ¡ ) +
¡

¡ (2 ¡ )
¢

+

Z

0

( ) 1

£
+ cos ( ¡ ) + ¡ cos ( ¡ 2 + )

¤

+

Z

0

( ) 1 [(sin ( ¡ ) + sin ( ¡ 2 + ))]

¡1
Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢ £
+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( ¡ 2 + )

¤

¡
Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
[(cos ( ¡ ) ¡ cos ( ¡ 2 + ))]

+

Z ·
( ) 1 cos ( ¡ ) ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¸

(2.1.8)
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2 ( ) =
¡

+ ¡ ¡ (2 ¡ )
¢

+
¡

+ (2 ¡ )
¢

+

Z

0

( ) 1

£
¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( ¡ 2 + )

¤

+

Z

0

( ) 1 [(cos ( ¡ ) ¡ cos ( ¡ 2 + ))]

+

Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢ £
¡ + cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos ( ¡ 2 + )

¤

¡
Z

0

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
[sin ( ¡ ) + sin ( ¡ 2 + )]

¡
Z £

( ) 1 sin ( ¡ ) +
¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤
(2.1.9)

integral denklemler sistemini elde ederiz. Şimdi (2.1.4) diferansiyel denklemler sitem-

inin

0
@ 1

2

1
A (0) =

0
@ 1

1
A ba̧slang¬ç koşullar¬n¬ ve (2.1.6) süreksizlik koşullar¬n¬

sa¼glayan her çözümünün

iken8>>>>>><
>>>>>>:

1 = +

Z

¡
11 ( )

2 = + ( ) +

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

(2.1.10)

iken8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1 = + + ¡ (2 ¡ ) +
¡

¡ (2 ¡ )
¢

+

Z

¡
11 ( )

2 =
¡

+ ¡ ¡ (2 ¡ )
¢

+
¡

+ (2 ¡ )
¢

+ ( )
£
+ + ¡ (2 ¡ ) +

¡
¡ (2 ¡ )

¢¤

+

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

(2.1.11)

şeklinde bir integral gösterilime sahip oldu¼gu ispatlans¬n. Burada ( )

= 1 2 ve ( ) reel de¼gerli fonksiyonlard¬r. (2.1.10) ve (2.1.11) ifadeleri, (2.1.8)
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ve (2.1.9) çözümünde yerine yaz¬l¬rsa,

+ + ¡ (2 ¡ ) +
¡

¡ (2 ¡ )
¢

+

Z

¡
11 ( ) =

= + + ¡ (2 ¡ ) +
¡

¡ (2 ¡ )
¢

+

Z

0

( )
£
+ cos ( ¡ ) + ¡ cos ( ¡ 2 + )

¤

+

Z

0

( )
£
+ cos ( ¡ ) + ¡ cos ( ¡ 2 + )

¤
0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+

Z

0

( ) (sin ( ¡ ) + sin ( ¡ 2 + ))

0
@ +

Z

¡
11 ( )

1
A

¡1
Z

0

( )
£
+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( ¡ 2 + )

¤ n
+ ( )

+

Z

¡

21 ( ) +

Z

¡

22 ( )

9=
;

¡
Z

0

( ) (cos ( ¡ ) ¡ cos ( ¡ 2 + ))
n

+ ( )

+

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

9=
;

¡1
Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢ £
+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( ¡ 2 + )

¤

¡1
Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢ £
+ sin ( ¡ ) ¡ ¡ sin ( ¡ 2 + )

¤
0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

¡
Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
(cos ( ¡ ) ¡ cos ( ¡ 2 + ))

¡
Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
(cos ( ¡ ) ¡ cos ( ¡ 2 + ))

0
@

Z

¡

11 ( )

1
A

+

Z
( ) cos ( ¡ )

h
+ + ¡ (2 ¡ ) +

³
¡ (2 ¡ )

´

Z

¡
11 ( )

3
5



24

¡1
Z

( ) sin ( ¡ )
n ³

+ ¡ ¡ (2 ¡ )
´

+
³

+ (2 ¡ )
´

+ ( )
£
+ + ¡ (2 ¡ ) +

¡
¡ (2 ¡ )

¢¤

+

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

9=
;

¡1
Z ¡

2 ( ) ¡ ( )
¢
sin ( ¡ )

h
+ + ¡ (2 ¡ ) +

³
¡ (2 ¡ )

´

Z

¡
11 ( )

3
5

Z

¡
11 ( ) = +

Z

0

( ) cos ( ¡ )

+ ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

+

Z

0

( ) sin ( ¡ ) +

Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

+ +

Z

0

( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+ ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+

Z

0

( ) sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+

Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡

11 ( )

1
A

¡ +

Z

0

( ) sin ( ¡ ) ¡ ¡
Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

+

Z

0

( ) cos ( ¡ ) ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

¡
+ Z

0

( ) ( ) sin ( ¡ ) ¡
¡ Z

0

( ) ( ) sin ( ¡ 2 + )
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¡
Z

0

( ) ( ) cos ( ¡ ) +

Z

0

( ) ( ) cos ( ¡ 2 + )

¡
+ Z

0

( ) sin ( ¡ )

0
@

Z

¡

21 ( )

1
A

¡
¡ Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡

21 ( )

1
A

¡
Z

0

( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡

21 ( )

1
A

+

Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
21 ( )

1
A

¡ +

Z

0

( ) sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

¡ ¡
Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

+

Z

0

( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

¡
Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

¡
+ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ )

+
¡ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ 2 + )

¡
Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
cos ( ¡ )

+

Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
cos ( ¡ 2 + )

¡
+ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+
¡ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A
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¡
Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+

Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
cos ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

+ +

Z
( ) cos ( ¡ ) + ¡

Z
( ) cos ( ¡ ) (2 ¡ )

+

Z
( ) cos ( ¡ ) ¡

Z
( ) cos ( ¡ ) (2 ¡ )

+

Z
( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A ¡ +

Z
( ) sin ( ¡ )

+ ¡
Z

( ) sin ( ¡ ) (2 ¡ ) ¡
Z

( ) sin ( ¡ )

¡
Z

( ) sin ( ¡ ) (2 ¡ ) ¡
+ Z

( ) ( ) cos ( ¡ ) (2 ¡ )

+
¡ Z

( ) ( ) cos ( ¡ ) (2 ¡ ) ¡
Z

( ) ( ) cos ( ¡ )

+

Z
( ) ( ) cos ( ¡ ) (2 ¡ ) ¡1

Z
( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
21 ( )

1
A

¡
Z

( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A ¡

+ Z ¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ )

¡
¡ Z ¡

2 ( ) ¡ ( )
¢
sin ( ¡ ) (2 ¡ ) ¡

Z ¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ )

+

Z ¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ ) (2 ¡ )

¡1
Z ¡

2 ( ) ¡ ( )
¢
sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A = 1 + 2 + 3 + + 48

elde edilir. Burada;

1 = +

Z

0

( ) cos ( ¡ ) =
+

2

Z

0

( ) +
+

4

2 ¡Z

¡

µ
+

2

¶

2 = ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )
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=
¡

2
(2 ¡ )

Z

0

( ) +
¡

4

Z

¡2

µ
+

¡
2

¶

3 =

Z

0

( ) sin ( ¡ ) =
2

Z

0

( ) ¡
4

2 ¡Z

¡

µ
+

2

¶

4 =

Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

= ¡
2

(2 ¡ )

Z

0

( ) +
4

Z

¡2

µ
+

¡
2

¶

5 = +

Z

0

( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

=
+

2

Z

¡

0
B@

Z

( ¡ ) 2

( ) 11 ( + ¡ )

1
CA

+
+

2

Z

¡

0
B@

Z

( + ) 2

( ) 11 ( ¡ + )

1
CA

6 = ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

=
¡

2

Z

¡2

0
B@

Z

+( ¡ ) 2

( ) 11 ( ¡ + 2 ¡ )

1
CA

+
¡

2

2 ¡Z

¡

0
B@

Z

¡( + ) 2

( ) 11 ( ¡ 2 + + )

1
CA

7 =

Z

0

( ) sin ( ¡ )

0
@

Z

¡

11 ( )

1
A

=
2

Z

¡2

0
B@

Z

( ¡ ) 2

( ) 11 ( + ¡ )

1
CA

¡
2

2 ¡Z

¡

0
B@

Z

( + ) 2

( ) 11 ( ¡ + )

1
CA

8 =

Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡

11 ( )

1
A
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=
2

Z

¡2

0
B@

Z

+( ¡ ) 2

( ) 11 ( ¡ + 2 ¡ )

1
CA

+
2

2 ¡Z

¡

0
B@

Z

¡( + ) 2

( ) 11 ( ¡ 2 + + )

1
CA

9 = ¡ +

Z

0

( ) sin ( ¡ ) = ¡
+

2

Z

0

( ) +
+

4

2 ¡Z

¡

µ
+

2

¶

10 = ¡
Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

= ¡
¡

2
(2 ¡ )

Z

0

( ) +
¡

4

Z

¡2

µ
+

¡
2

¶

11 =

Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

=
2

(2 ¡ )

Z

0

( ) +
4

Z

¡2

µ
+

¡
2

¶

12 = ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ ) = ¡
2

Z

0

( ) ¡
4

2 ¡Z

¡

µ
+

2

¶

13 = ¡
+ Z

0

( ) ( ) sin ( ¡ ) = ¡
+

2

2 ¡Z

¡

0
B@

( + ) 2Z

0

( ) ( )

1
CA

14 =
¡ Z

0

( ) ( ) sin ( ¡ 2 + ) =
¡

2

Z

¡2

0
B@

Z

+( ¡ ) 2

( ) ( )

1
CA

15 = ¡
Z

0

( ) ( )
h
cos ( ¡ 2 + ) ¡ cos ( ¡ )

i

= ¡
2

Z

¡2

0
@

Z

0

( ) ( )

1
A +

2

2 ¡Z

¡

0
B@

( + ) 2Z

0

( ) ( )

1
CA

16 = ¡
+ Z

0

( ) sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
21 ( )

1
A

= ¡
+

2

Z

¡

0
@

Z

0

( )

+ ¡Z

¡ +

21 ( )

1
A
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17 =
¡ Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
21 ( )

1
A

=
¡

2

Z

¡

0
@

Z

0

( )

+ + ¡2Z

¡ ¡ +2

21 ( )

1
A

18 = ¡
Z

0

( ) [cos ( ¡ 2 + ) ¡ cos ( ¡ )]

0
@

Z

¡

21 ( )

1
A

= ¡
2

Z

¡2

0
@

Z

0

( )

Z

¡2

21 ( )

1
A

+
2

2 ¡Z

¡

0
@

Z

0

( )

2 ¡ ¡ +Z

+ ¡
21 ( )

1
A

19 = ¡ +

Z

0

( ) sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

= ¡
+

2

Z

¡

0
B@

Z

( ¡ ) 2

( ) 22 ( + ¡ )

1
CA

+
+

2

Z

¡

0
B@

Z

( + ) 2

( ) 22 ( ¡ + )

1
CA

20 = ¡
Z

0

( ) sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡

22 ( )

1
A

=
¡

2

Z

¡2

0
B@

Z

+( ¡ ) 2

( ) 22 ( ¡ + 2 ¡ )

1
CA

¡
¡

2

2 ¡Z

¡

0
B@

Z

+( ¡ ) 2

( ) 22 ( ¡ 2 + + )

1
CA

21 =

Z

0

( ) cos ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

=
2

Z

¡2

0
B@

Z

+( ¡ ) 2

( ) 22 ( ¡ + 2 ¡ )

1
CA

+
2

2 ¡Z

¡

0
B@

Z

¡( + ) 2

( ) 22 ( ¡ 2 + + )

1
CA
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22 = ¡
Z

0

( ) cos ( ¡ )

0
@

Z

¡
22 ( )

1
A

= ¡
2

Z

¡

0
B@

Z

( ¡ ) 2

( ) 22 ( + ¡ )

1
CA

¡
2

Z

¡

0
B@

Z

( + ) 2

( ) 22 ( ¡ + )

1
CA

23 = ¡
+ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ )

= ¡
+

2

2 ¡Z

¡

0
B@

( + ) 2Z

0

£
2 ( ) ¡ ( )

¤
1
CA

24 =
¡ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡

11 ( )

1
A

=
¡

2

Z

¡2

0
B@

Z

+( + ) 2

£
2 ( ) ¡ ( )

¤
1
CA

25 = ¡
Z

0

£
2 ( ) ¡ ( )

¤
[cos ( ¡ 2 + ) ¡ cos ( ¡ )]

= ¡
2

Z

¡2

0
@

Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
1
A

+
2

2 ¡Z

¡

0
B@

( + ) 2Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
1
CA

26 = ¡
+ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ )

0
@

Z

¡
11 ( )

1
A

= ¡
+

2

Z

¡

0
@

Z

0

£
2 ( ) ¡ ( )

¤ + ¡Z

¡ +

11 ( )

1
A

27 =
¡ Z

0

¡
2 ( ) ¡ ( )

¢
sin ( ¡ 2 + )

0
@

Z

¡

11 ( )

1
A

=
¡

2

Z

¡

0
@

Z

0

£
2 ( ) ¡ ( )

¤ + + ¡2Z

¡ ¡ +2

11 ( )

1
A
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28 = ¡
Z

0
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eşitlikleri elde edilir.

Şimdi,

1-) 2 , ¡ ¡ 2 2 ¡ , 2-) 2 ¡ 2

3-) 2 ¡ 2 2 ¡ 4-) 2 ¡ ¡ 2

5-) 2 2 ¡ 6-) 2 ¡ 2

bölgelerinde 11 ( ) 21 ( ) ve 22 ( ) fonksiyonlar¬n¬n ifadeleri yaz¬ls¬n:

1-) 2 , ¡ ¡ 2 2 ¡ aral¬¼g¬nda (2.1.12), (2.1.13) ve (2.1.14)
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eşitliklerinden ( ) = 1 2 fonksiyonlar¬ için aşa¼g¬daki integral denklem sis-

temleri elde edilir
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¡1
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Z
( ) 22 ( ¡ + ) ¡ 1
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Z
( ) 22 ( + ¡ ) (2.1.17)

Benzer şekilde di¼ger bölgeler için de integral denklemleri kolayca al¬nabilir.
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2.2 ·Integral Denklemleri Sisteminin Çözümünün Varl¬¼g¬ ve Özellikleri

Bu bölümde al¬nan integral denklemlerin her bölge için çözümünün varl¬¼g¬ ve

tekli¼gi gösterilecektir. Ayr¬ca çevirme operatörünün çekirde¼ginin sa¼glad¬¼g¬ özellikler

incelenecektir.

1- 2 ¡ ¡2 2 ¡ bölgesinde 11 ( ) 21 ( ) ve 22 ( )

fonksiyonlar¬n¬n ifadelerine ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar yöntemi uygulanrsa;
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¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+
Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯
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Z

¡

¯̄
¯ ( )

21 ( )
¯̄
¯ ·

+

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+
+

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+
+

2

Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+
+

2

Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+ j ¡j
Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+ j ¡j
Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+ j ¡j
Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+ j ¡j
Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+
1

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+
1

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

Z

¡

¯̄
¯ ( )

22 ( )
¯̄
¯ ·

+

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯
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+
+

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯ + +

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+ j ¡j
Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +j ¡j

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+ j ¡j
Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

22 ( )
¯̄
¯ +

¯̄ ¡ ¯̄ Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

22 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯ + 2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

22 ( )
¯̄
¯ +

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

22 ( )
¯̄
¯

+2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

21 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

h
j ( )j2 + j ( )j

i Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯

+
1

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +

1

2

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

22 ( )
¯̄
¯

+

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

11 ( )
¯̄
¯ +

Z

0

j ( )j
Z

¡

¯̄
¯ ( ¡1)

22 ( )
¯̄
¯

yaz¬labilir. = 1 için bu eşitsizlikler kullan¬l¬rsa;

Z

¡

¯̄
¯ (1)

11 ( )
¯̄
¯ ·

·
2 + +

7

2

¯̄ ¡¯̄
+ 6 j j + 3 + 2

¡
+ +

¯̄ ¡¯̄
+ j j + 1

¢¸
1

2 ( )

2!

Z

¡

¯̄
¯ (1)

21 ( )
¯̄
¯ ·

£
2 + + 4

¯̄ ¡¯̄
+ 5

¤
1

2 ( )

2!

Z

¡

¯̄
¯ (1)

22 ( )
¯̄
¯ ·

£
+ + 4

¯̄ ¡¯̄
+ 6 j j + 3 +

¡
+ + 4 j j

¢¤
1

2 ( )

2!

eşitsizlikleri elde edilir.

= max
©£

2 + + 7
2 j ¡j + 6 j j + 3 + 2 ( + + j ¡j + j j + 1)

¤
[2 + + 4 j ¡j + 5]

[ + + 4 j ¡j + 6 j j + 3 + ( + + 4 j j)] 1g
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olarak al¬n¬rsa; her = 1 2 için

Z

¡

¯̄
¯ (1)

( )
¯̄
¯ · 2

2 ( )

2!

eşitsizlikleri elde edilir. Ayr¬ca = 2 için = 1 2 olmak üzere

Z

¡

¯̄
¯ (2)

( )
¯̄
¯ · 3

3 ( )

3!

elde edilir. Tümevar¬m yöntemi kullan¬l¬rsa, her = 1 2 için

Z

¡

¯̄
¯ ( )

( )
¯̄
¯ · ( +1)

+1 ( )

( + 1)!

eşitsizli¼gi geçerli olur. Benzer i̧slemler di¼ger

1-) 2 , ¡ ¡ 2 2 ¡ 2-) 2 ¡ 2

3-) 2 ¡ 2 2 ¡ 4-) 2 ¡ ¡ 2

5-) 2 2 ¡ 6-) 2 ¡ 2

bölgelerinde de yap¬labilir.

Dolay¬s¬yla

( ) =

Z

0

( ¡ )
h
j ( )j2 + j ( )j j ( )j + j ( )j

i

olmak üzere her = 1 2 için

Z

¡

j ( )j · ( ) ¡ 1

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

Bu durumda aşa¼g¬daki teorem ispatlanm¬̧s olur:

Teorem 2.2.1: probleminin

0
@ 1

2

1
A (0) =

0
@ 1

1
A başlang¬ç koşullar¬n¬

sa¼glayan çözümü için şu gösterilim mevcuttur:

iken8>>>>>><
>>>>>>:

1 = +

Z

¡
11 ( )

2 = + ( ) +

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )
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iken
8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1 = + + ¡ (2 ¡ ) +
¡

¡ (2 ¡ )
¢

+

Z

¡
11 ( )

2 =
¡

+ ¡ ¡ (2 ¡ )
¢

+
¡

+ (2 ¡ )
¢

+ ( )
£
+ + ¡ (2 ¡ ) +

¡
¡ (2 ¡ )

¢¤

+

Z

¡
21 ( ) +

Z

¡
22 ( )

Burada ( ) = ¡1

2

Z

0

£
2 ( ) ¡ ( )

¤ ¡
1

2

Z
( )

ve

11 ( ) =
( + + )

2
( ) 11 ( ¡ ) = 0

11 ( 2 ¡ + 0) ¡ 11 ( 2 ¡ ¡ 0) =
( ¡ ¡ )

2
( )

21 ( ) = 0 ( ) ¡ 1

2

Z

0

£
2 ( ) ¡ ( )

¤
11 ( ) ¡ 1

2

Z

0

( ) 21 ( )

22 ( ) = ¡( + + )

2
[ ( ) + 2 ( )]

( ) ( ) 2 2 (0 ) = 1 2 şeklindedir.
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III.BÖLÜM

3.1. Karakteristik Fonksiyon ve Özellikleri

Bu bölümde operatörünün spektrumunun özellikleri araşt¬r¬lacakt¬r. = 0 ve

( ) ´ 0 olmas¬ durumunda operatörü 0 ile gösterilsin. ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A

fonksiyonu (0 ) =

0
@ 0

1

1
A başlang¬ç koşulu ile (2.1.6) süreksizlik koşulunu sa¼glayan

çözüm olsun. = 0 ve ( ) ´ 0 olmas¬ durumunda bu çözüm 0 ( ) ile göster-

ilsin. için

iken 8><
>:

01 ( ) =
01 ( ) ¡ 01 ( )

2
= sin

02 ( ) =
02 ( ) ¡ 02 ( )

2
= cos

iken
8><
>:

01 ( ) =
01 ( ) ¡ 01 ( )

2
= ( + + ) sin + ( ¡ ¡ ) sin (2 ¡ )

02 ( ) =
02 ( ) ¡ 02 ( )

2
= ( + + ) cos + (¡ ¡ + ) cos (2 ¡ )

şeklindedir.

¢0 ( ) ile 0 probleminin karakteristik fonksiyonu gösterilirse;

01 ( ) = ¢0 ( ) =
¡

+ +
¢
sin +

¡ ¡ ¡
¢
sin (2 ¡ )

oldu¼gu aç¬kt¬r. ¢0 ( ) = 0 denkleminin 2 2 için 0 kökleri 0 probleminin

özde¼gerleridir.

Tan¬m 3.1.1: ( ) ( ) 2 ( ) fonksiyonlar¬, = olmak üzere

Z

0

( ) ( ) +
2³p
+

p ´ ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 ) = 0

koşulunu sa¼glarsa, ( ) ( ) fonksiyonlar¬na ortogonaldir denir.

Tan¬m 3.1.2: ( ) 2 ( ) için , = olmak üzere, normalleştirici

say¬lar¬

=

Z

0

2 ( ) + p 2 ( ¡ 0 )

olarak tan¬mlan¬r.
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Lemma 3.1.3 (Lagrange Fomülü): 2 ( ¤
0) olsun. Bu durumda

( ¤
0 ) =

Z

0

( ) = ( ¤
0 ) + [ ]

³
j ¡00 + j +0

´

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Burada [ ]
³
j ¡00 + j +0

´
=

h
(¡ ) ( ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )

i³
j ¡00 + j +0

´

dir.

·Ispat:

( ¤
0 ) =

Z

0

( ) = ¡
Z

0

¡ 0 ¡
¢0 ¡

Z

0

¡ 0 ¡
¢

¡
Z

0

¡
2 ¡ ( )

¢

= ¡ ( 0 ¡ )
³
j ¡00 + j +0

´
+

Z

0

¡ 0 ¡
¢ 0

¡
Z

0

¡ 0 ¡
¢

¡
Z

0

¡
2 ¡ ( )

¢

=

Z

0

¡ 0 ¡
¢ ¡ 0 ¡

¢
¡ (¡ ) ( ) ( )

³
j ¡00 + j +0

´

¡
Z

0

¡
2 ¡ ( )

¢

=

Z

0

0 ¡ 0 ¡
¢

¡
Z

0

( 0 ¡ ) ¡ (¡ ) ( ) ( )
³
j ¡00 + j +0

´

¡
Z

0

¡
2 ¡ ( )

¢

= ( 0 ¡ )
³
j ¡00 + j +0

´
¡

Z

0

¡ 0 ¡
¢0

¡
Z

0

¡ 0 ¡
¢

¡(¡ ) ( ) ( )
³
j ¡00 + j +0

´
¡

Z

0

¡
2 ¡ ( )

¢

=

Z

0

( ) + [ ]
³
j ¡00 + j +0

´
= ( ¤

0 ) + [ ]
³
j ¡00 + j +0

´

Lemma 3.1.4: inf
6=

¯̄
0 ¡ 0

¯̄
= 0 yani ¢0 ( ) = 0 karakteristik denkleminin

kökleri ayr¬kt¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki
©

0
ª

dizisinin
n

0
o

ve
ne0 o

alt dizileri vard¬r, öyle

ki 0 6= e0 ve ! 1 ve ayr¬ca

lim
!1

¯̄
¯ 0 ¡ e0 ¯̄

¯ = 0
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dir. 2 (0 ) uzay¬nda 0 probleminin 0

³
0

´
ve 0

³ e0 ´
özfonksiyonlar¬n¬n

ortogonallik koşulundan yararlan¬l¬rsa;

0 =

Z

0

0

³
0

´
0

³ e0 ´
+

2³
0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´
0

³
¡ 0 e0 ´

=

Z

0

0

³
0

´
0

³
0

´
+

Z

0

0

³
0

´ h
0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´i

+
2³

0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´
0

³
¡ 0 0

´

+
2³

0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´ h
0

³
¡ 0 e0 ´

¡ 0

³
¡ 0 0

´i

veya

0 =

Z

0

°°° 0

³
0

´°°°2 +

Z

0

0

³
0

´ h
0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´i

+
2³

0 + e0 ´ °°° 0

³
¡ 0 0

´°°°2

+
2³

0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´ h
0

³
¡ 0 e0 ´

¡ 0

³
¡ 0 0

´i

¸
Z

0

°°° 0

³
0

´°°°2 +

Z

0

0

³
0

´h
0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´i

+
2³

0 + e0 ´ °°° 0

³
¡ 0 0

´°°°2

+
2³

0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´ h
0

³
¡ 0 e0 ´

¡ 0

³
¡ 0 0

´i

=

Z

0

sin2 0 +

Z

0

0

³
0

´ h
0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´i

+
2³

0 + e0 ´ sin2 0

+
2³

0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´ h
0

³
¡ 0 e0 ´

¡ 0

³
¡ 0 0

´i

=
2

¡
sin 2 0

2 0
+

Z

0

0

³
0

´ h
0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´i

+
2³

0 + e0 ´ sin2 0

+
2³

0 + e0 ´ 0

³
¡ 0 0

´ h
0

³
¡ 0 e0 ´

¡ 0

³
¡ 0 0

´i
(3.1.1)
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elde edilir. Ayr¬ca

0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´
= sin e0 ¡sin 0 = 2sin

Ãe0 ¡ 0

2

!
cos

Ãe0 + 0

2

!

eşitli¼ginden ve hipotezden lim
!1

°°° 0

³ e0 ´
¡ 0

³
0

´°°° = 0 yaz¬labilece¼ginden

(3.1.1) eşitsizli¼ginde ! 1 için limite geçilirse;
2

· 0 olur. Bu da 2
³

2

´

olmas¬yla bir çeli̧ski oluşturur. Bu çeli̧ski ile Lemma ispatlanm¬̧s olur

¢( ) = h ( ) ( )i h ( ) ( )i := ( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )

olarak tan¬mlans¬n. ( ) fonksiyonu, (2.1.1) denkleminin (0 ) = 0

(¡ ) (0 ) = 1 başlang¬ç koşullar¬n¬ ve (2.1.3) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü;

( ) fonksiyonu da, (2.1.1) denkleminin ( ) = 1 (¡ ) ( ) = 0 ba̧slang¬ç

koşullar¬n¬ ve (2.1.3) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü olsun. Liouville for-

mülünden dolay¬ h ( ) ( )i ifadesi de¼gi̧skenine ba¼gl¬ de¼gildir ve

¢ ( ) = ( ) = ( ) = ( ) = (0 )

yaz¬labilir. ¢ ( ) fonksiyonu ya göre tamd¬r ve onun say¬labilir say¬da olan s¬f¬rlar¬,

probleminin özde¼gerleridir.

Lemma 3.1.5: probleminin özde¼gerleri basittir. Yani ¢( ) 6= 0 d¬r.

·Ispat:

¡ 00 ( ) +
£ 0 ( ) + ( )

¤
( ) = ( )

¡ 00 ( ) +
£ 0 ( ) + ( )

¤
( ) = ( )

ilk denklem ( ) ile, ikinci denklem ( ) ile çarp¬l¬p, taraf tarafa ç¬kar¬ld¬ktan

sonra

h ( ) ( )i = ( ¡ ) ( ) ( )

elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬ e göre [0 ] da integrallenirse;

( ¡ )

Z

0

( ) ( ) = h ( ) ( )i
h
j ¡00 + j +0

i

= ( ¡ 0 ) (¡ ) ( ¡ 0 ) ¡ (¡ ) ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

¡ (0 ) (¡ ) (0 ) + (¡ ) (0 ) (0 )

+ ( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )
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¡ ( + 0 ) (¡ ) ( + 0 ) + (¡ ) ( + 0 ) ( + 0 )

= ( ¡ 0 ) (¡ ) ( ¡ 0 ) ¡ (¡ ) ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

¡ (0 ) + (¡ ) ( ) ¡ ( ¡ 0 )
£ ¡1 (¡ ) ( ¡ 0 ) + 2

p
( ¡ 0 )

¤
+ ( ¡ 0 )

h
¡1 (¡ ) ( ¡ 0 ) + 2

p
( ¡ 0 )

i

= ¢ ( ) ¡ ¢( ) + 2
³p

¡
p ´

( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

bulunur. Buradan da, ! için limite geçilirse ve = oldu¼gu göz önünde

bulundurulursa,

Z

0

( ) ( ) + p ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 ) = ¡¢ ( )

olur. [0 ] aral¬¼g¬nda ( ) = ( ) eşitli¼gini sa¼glayan 0 6= ler için

=

Z

0

2 ( ) + p 2 ( ¡ 0 ) olmak üzere, = ¡¢( ) elde edilir

ki bu ¢( ) 6= 0 anlam¬na gelir.

Şimdi

:

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

¡ 00 + [ 0 ( ) + ( )] = = 2

(¡ ) (0) ¡ (0) = 0

(¡ ) ( ) + ( ) = 0

( + 0) = ( ¡ 0)

(¡ ) ( + 0) = ¡1 (¡ ) ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)

e :

8>>>>>>>>><
>>>>>>>>>:

¡ 00 + [ 0 ( ) + ( )] = = 2

(¡ ) (0) ¡ (0) = 0

(¡ ) ( ) + e ( ) = 0

( + 0) = ( ¡ 0)

(¡ ) ( + 0) = ¡1 (¡ ) ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)

ve 6= e olmak üzere ( ( ) ) ve e ³
( ) e´

problemleri ele al¬ns¬n.

( ( ) ) problemleminin özde¼gerleri f g ¸0 ve e ³
( ) e´

problemlemi-

nin özde¼gerleri ise f g ¸0 olsun.

Lemma 3.1.6: ve e s¬n¬r-de¼ger problemlerinin özde¼gerleri s¬ral¬d¬r. Yani,

e ise ¸ 0 için +1 ve e ise +1 dir.
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·Ispat: Lemma 3.1.5 de oldu¼gu gibi

h ( ) ( )i = ( ¡ ) ( ) ( )

ve dolay¬s¬yla

( ¡ )

Z

0

( ) ( ) = h ( ) ( )i
h
j ¡00 + j +0

i

= ( ¡ 0 ) (¡ ) ( ¡ 0 ) ¡ (¡ ) ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

¡ (0 ) (¡ ) (0 ) + (¡ ) (0 ) (0 )

+ ( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )

¡ ( + 0 ) (¡ ) ( + 0 ) + (¡ ) ( + 0 ) ( + 0 )

= ( ¡ 0 ) (¡ ) ( ¡ 0 ) ¡ (¡ ) ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

¡ (0 ) (0 ) + (0 ) (0 )

+ ( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )

¡ ( ¡ 0 )
£ ¡1 (¡ ) ( ¡ 0 ) + 2 ( ¡ 0 )

¤
+ ( ¡ 0 )

£ ¡1 (¡ ) ( ¡ 0 ) + 2 ( ¡ 0 )
¤

= ( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )

+2 ( ¡ ) ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

ve ¢ ( ) = (¡ ) ( ) + ( ) e¢ ( ) = (¡ ) ( ) + e ( ) oldu¼gundan,

e¢ ( ) ¢ ( ) =
h
(¡ ) ( ) + e ( )

i
[(¡ ) ( ) + ( )]

= (¡ ) ( ) (¡ ) ( ) + (¡ ) ( ) ( )

+ e (¡ ) ( ) ( ) + e ( ) ( )

e¢ ( ) ¢ ( ) ¡ e¢( ) ¢( ) = e [ ( ) (¡ ) ( ) ¡ ( ) (¡ ) ( )]

+ [ ( ) (¡ ) ( ) ¡ ( ) (¡ ) ( )]

=
³ e ¡

´
[ ( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( )]

elde edilir. Dolay¬s¬yla,

( ) (¡ ) ( ) ¡ (¡ ) ( ) ( ) =
1

e ¡

he¢ ( ) ¢ ( ) ¡ e¢( ) ¢( )
i

ve

( ¡ )

Z

0

( ) ( ) =
1

e ¡

he¢ ( )¢( ) ¡ e¢( ) ¢( )
i

+2 ( ¡ ) ( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

bulunur. Buradan da
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Z

0

( ) ( ) +
2

+
( ¡ 0 ) ( ¡ 0 )

=
1

e ¡

" e¢( ) ¡ e¢( )

¡ ¢( ) ¡ ¢( ) ¡ ¢( )

¡
e¢( )

#

elde edilir. Son eşitlikte ! iken limite geçilirseZ

0

2 ( ) + 2 ( ¡ 0 ) =
1

e ¡

·
e¢ ( ) ¢ ( ) ¡ ¢ ( ) e¢( )

¸

elde edilir. ¡1 1 için e¼ger e¢( ) 6= 0 ise,

1

e¢2 ( )

2
4
Z

0

2 ( ) + 2 ( ¡ 0 )

3
5 = ¡ 1

e ¡

Ã
¢( )

e¢( )

!

olur. E¼ger e ise,
¢( )

e¢( )
, n f ¸ 0g kümesinde monoton azaland¬r. O

halde lim
! §0

¢( )

e¢( )
= §1 olur. E¼ger e ise,

1

¢2 ( )

2
4
Z

0

2 ( ) + 2 ( ¡ 0 )

3
5 = ¡ 1

¡ e
Ã e¢( )

¢( )

!

oldu¼gundan
e¢( )

¢( )
n f ¸ 0g kümesinde monoton azaland¬r ve

lim
! §0

e¢( )

¢( )
= §1 olur. Dolay¬s¬yla ispat bitmi̧s olur.
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3.2. Özde¼ger ve Normalleştirici Say¬lar¬n Asimptotik ·Ifadeleri

Bu bölümde probleminin özde¼gerleri ve normalleştirici say¬lar¬ için nin yeter-

ince büyük de¼gerlerinde asimptotik ifadeler elde edilecektir.

Lemma 3.2.1: probleminin özde¼gerleri aşa¼g¬daki asimptotik davran¬̧s¬na

sahiptir:

= 0 +
0

+
0

Burada 2 2 ve

=
( + + ) cos

¡
0 +

¢
¡ ( ¡ ¡ ) cos

¡
0 +

¢
(2 ¡ )

2¢0 ( 0)
( )

s¬n¬rl¬ bir dizidir.

·Ispat: yeterince küçük pozitif bir say¬ olmak üzere
³

¿
2

´

¡ =
n

: j j =
¯̄
0
¯̄
+

2
= 0 § 1 § 2

o

=
©

:
¯̄

¡ 0
¯̄
¸ = 0 § 1 § 2

ª

olsun. 2 için

¢0 ( ) = ( + + ) sin + ( ¡ ¡ ) sin (2 ¡ )

=
( + + )

2
+

( ¡ ¡ )

2
(2 ¡ ) ¡ ( + + )

2
¡ ¡ ( ¡ ¡ )

2
¡ (2 ¡ )

oldu¼gundan

j¢0 ( )j ¸ ( + + j j)
2

¯̄
¡ ¡ ¯̄

+
(j ¡j + j j)

2

¯̄
(2 ¡ ) ¡ ¡ (2 ¡ )

¯̄
= ( + + j j) jsin ( + )j + (j ¡j + j j) jsin ( (2 ¡ ) + (2 ¡ ))j

¸ ( + + j j) jcosh j + (j ¡j + j j) jcosh j

¸
· + + j j

2
+

+ + j j
2

¡2 +
j ¡j + j j

2
+

j ¡j + j j
2

¡2
¸

= jIm j

olacak biçimde 0 vard¬r. Di¼ger taraftan ¢( ) = 1 ( ), ¢0 ( ) = 01 ( )

ve e
11 ( ) = 11 ( ) ¡ 11 ( ¡ ) olmak üzere probleminin karakteristik

fonksiyonu

¢( ) = ¢0 ( ) +

Z

0

e
11 ( ) sin

olarak elde edilir. Ayr¬ca

lim
j j!+1

¡jIm j (¢( ) ¡ ¢0 ( )) = lim
j j!+1

Z

0

e
11 ( ) sin = 0
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yaz¬labilir ve nin yeterince büyük de¼gerleri için

j¢( ) ¡ ¢0 ( )j
2

jIm j ve j¢0 ( )j jIm j
2

jIm j j¢ ( ) ¡ ¢0 ( )j

eşitsizlikleri elde edilir. Burada Rouché Teoremi uygulan¬rsa nin yeterince büyük

de¼gerlerinde ¡ yörüngesinin iç k¬sm¬nda ¢0 ( ) ve ¢0 ( ) + (¢( ) ¡ ¢0 ( )) =

¢ ( ) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬ ayn¬ say¬dad¬r. Benzer şekilde Rouché Teoreminden

gösterilebilir ki; yeterince büyük ler için
¯̄

¡ 0
¯̄

çemberlerinin her birinde

¢ ( ) fonksiyonunun yaln¬zca bir s¬f¬r¬ vard¬r.

Bu durumda yeterince küçük pozitif say¬ oldu¼gundan lim
!1

= 0 olmak üzere

= 0 + elde edilir. say¬lar¬, ¢( ) karakteristik fonksiyonunun kökleri

oldu¼gundan,

¢ ( ) = ¢0

¡
0 +

¢
+

Z

0

e
11 ( ) sin

¡
0 +

¢
= 0

ve di¼ger taraftan ¢0

¡
0
¢

= 0 oldu¼gundan,

¢0 ( ) = ¢0

¡
0 +

¢
= ¢0

¡
0
¢
+¢0

¡
0
¢

+¢0

¡
0
¢ 2

2!
+ = ¢0

¡
0
¢
+ ( )

¢0

¡
0 +

¢
= ¢0

¡
0
¢

+ ( ) =
³
¢0

¡
0
¢

+ (1)
´

olur. ¢0

¡
0 +

¢
ifadesini ¢ ( ) ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa,

³
¢0

¡
0
¢

+ (1)
´

+

Z

0

e
11 ( ) sin

¡
0 +

¢
= 0

bulunur. ¢0 ( ) sinüs tipli fonksiyon (Levin, 1971) oldu¼gundan , her do¼gal say¬s¬

için 1 ve 2 sabitleri vard¬r öyle ki;

0 1

¯̄
¯¢0

¡
0
¢¯̄¯ 2 1 = 0 §1 §2

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Zhdanovich (1960) ve Krein’in (1948) çal¬̧smalar¬ndan yarar-

lan¬l¬rsa, sup j j olmak üzere 0 = + sa¼glan¬r.

Teorem (Zhdanovich, 1960):

0 + 1
1 + + ¡1

¡1 + = 0

ler ( = 0 1 ¡ 1) gerçel say¬lar, ¡1 0 ler ( = 1 ) kompleks

ve 6= 0 ise bu denklemin kökleri =
2

0
+ ª( ) ( = 0 §1 ) dir. ª( ) ise

s¬n¬rl¬ kompleks de¼gerli fonksiyon, sup jª( )j +1 dur.
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Bu teoreme göre,

¢0 ( ) =
¡

+ +
¢
sin +

¡ ¡ ¡
¢
sin (2 ¡ ) = 0

denklemi

( + + )

2
¡ ( + + )

2
¡ +

( ¡ ¡ )

2
(2 ¡ ) ¡ ( ¡ ¡ )

2
¡ (2 ¡ ) = 0

2 +
( ¡ ¡ )

( + + )
2 ¡ ( ¡ ¡ )

( + + )
2 ( ¡ ) ¡ 1 = 0

şeklinde yaz¬l¬r ve

0 = 2 1 = 2 2 = 2( ¡ ) 0 1 2

1 =
( ¡ ¡ )

( + + )
2 = ¡( ¡ ¡ )

( + + )
3 = ¡1

olmak üzere denklemin kökleri için

0 =
2

2
+ ª( ) = + ª( )

veya

0 = ¡ ª( ) = + ª1 ( ) (ª1 ( ) = = ¡ ª( ))

ifadesi elde edilir. Burada sup jª1 ( )j 1 koşulu sa¼glan¬r. O halde,

= ¡ 1

¢0 ( 0) + (1)

Z

0

e
11 ( ) sin

¡
0 +

¢

=
1

¢0 ( 0) + (1)

1
0 +

Z

0

e
11 ( )

¡
cos

¡
0 +

¢ ¢

=
1

¢0 ( 0) + (1)

1
0 +

·
e
11 ( ) cos

¡
0 +

¢ µ¯̄
¯2 ¡ ¡0
0 +

¯̄
¯
2 ¡ +0

¶

¡
Z

0

e 0
11 ( ) cos

¡
0 +

¢
3
5

=
1

¢0 ( 0) + (1)

1
0 +

h³ e
11 ( 2 ¡ ¡ 0) ¡ e

11 ( 2 ¡ + 0)
´

cos
¡
0 +

¢
(2 ¡ )

+ e
11 ( ) cos

¡
0 +

¢
¡ e

11 ( 0) ¡
Z

0

e 0
11 ( ) cos

¡
0 +

¢
3
5

e
11 ( ) =

( + + )

2
( ) ve e

11 ( 2 ¡ + 0)¡ e
11 ( 2 ¡ ¡ 0) =

( ¡ ¡ )

2
( )

oldu¼gundan,

=
1

¢0 ( 0) + (1)

1
0 +

·
¡( ¡ ¡ )

2
( ) cos

¡
0 +

¢
(2 ¡ )
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+
( + + )

2
( ) cos

¡
0 +

¢
¡ e

11 ( 0)

¡
Z

0

e 0
11 ( ) cos

¡
0 +

¢
3
5

=
( + + ) cos

¡
0 +

¢
¡ ( ¡ ¡ ) cos

¡
0 +

¢
(2 ¡ )

2¢0 ( 0) 0
( )

¡ 1

¢0 ( 0) + (1)

1
0 +

2
4
Z

0

e 0
11 ( ) cos

¡
0 +

¢
+ e

11 ( 0)

3
5 (3.2.1)

=
( + + )cos

¡
0 +

¢
¡ ( ¡ ¡ ) cos

¡
0 +

¢
(2 ¡ )

2¢0 ( 0) 0
( ) s¬n¬rl¬ bir dizi

ve

= ¡ 1

¢0 ( 0) + (1)

1
0 +

2
4

Z

0

e 0
11 ( ) cos

¡
0 +

¢
+ e

11 ( 0)

3
5 2 2

elde edilir.

Lemma 3.2.2: probleminin normallȩstirici say¬lar¬ için = 0 + asimp-

totik eşitli¼gi geçerlidir. Burada 2 2 dir.

·Ispat:

¢ ( ) = ¢0 ( ) +

Z

0

e
11 ( ) sin

¢ ( ) = ¢0 ( ) +

Z

0

e
11 ( ) cos

Ayr¬ca

¢0 ( ) = ¢0

¡
0 +

¢
= ¢0

¡
0
¢
+¢0

¡
0
¢

+¢0

¡
0
¢ 2

2!
+ = ¢0

¡
0
¢
+ ( )

ve cos = cos 0 + ( ) , 2 2 yaz¬labildi¼ginden,

= ¡ ¢( ) = ¡¢0

¡
0
¢

¡
Z

0

e
11 ( ) cos 0

¡ ( )

Z

0

e
11 ( ) cos 0 + ( )

bulunur. Burada 2 2 , e
11 ( ) 2 2 (0 ) ve 0 = + oldu¼gundan

= ¡
Z

0

e
11 ( ) cos 0 ¡ ( )

Z

0

e
11 ( ) cos 0 + ( ) 2 2

olmak üzere = 0 0 +
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3.3. Weyl Çözümü ve Weyl Fonksiyonunun Özellikleri

©( ) =

0
@ ©1 ( )

©2 ( )

1
A vektör fonksiyonu (2.1.4) denklem sisteminin ©1 (0 ) =

1 ve ©1 ( ) = 0 koşullar¬n¬ ve (2.1.6) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü olsun.

© ( ) fonksiyonuna probleminin Weyl çözümü denir.

ª( ) =

0
@ ª1 ( )

ª2 ( )

1
A ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A ve ( ) =

0
@ 1 ( )

2 ( )

1
A

fonksiyonlar¬ (2.1.4) denkleminin

ª( ) =

0
@ 0

1

1
A (0 ) =

0
@ 0

1

1
A ve (0 ) =

0
@ 1

0

1
A

başlang¬ç koşullar¬n¬ ve (2.1.6) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri olsun. ª( )

ve ( ) fonksiyonlar¬n¬n ya göre tam oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca,

ª( ) = 1 ( ) ( ) + 2 ( ) ( )

şeklinde yaz¬labilir. Buradan

hª( ) ( )i = ª1 ( ) 2 ( ) ¡ ª2 ( ) 1 ( )

ve

hª( ) ( )i = 1 ( ) h ( ) ( )i + 2 ( ) h ( ) ( )i

= 2 ( ) h ( ) ( )i = 2 ( ) [ 1 ( ) 2 ( ) ¡ 2 ( ) 1 ( )]

eşitlikleri elde edilir. Ba̧slang¬ç koşullar¬ uygulan¬rsa,

hª( ) ( )i (0) = ª1 (0 ) 2 (0 ) ¡ ª2 (0 ) 1 (0 ) = ª1 (0 ) = ¢( )

ve

hª( ) ( )i (0) = 2 ( ) [ 1 (0 ) 2 (0 ) ¡ 2 (0 ) 1 (0 )] = 2 ( )

eşitliklerinden

2 ( ) = ª1 (0 ) = ¢ ( )

olarak bulunur. Ayn¬ şekilde,

hª( ) ( )i = ª1 ( ) 2 ( ) ¡ ª2 ( ) 1 ( )

ve

hª( ) ( )i = 1 ( ) h ( ) ( )i + 2 ( ) h ( ) ( )i
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= 1 ( ) h ( ) ( )i = 1 ( ) [ 1 ( ) 2 ( ) ¡ 2 ( ) 1 ( )]

eşitlikleri elde edilir. Ba̧slang¬ç koşullar¬ uygulan¬rsa,

hª( ) ( )i (0) = ª1 (0 ) 2 (0 ) ¡ ª2 (0 ) 1 (0 ) = ¡ª2 (0 )

ve

hª( ) ( )i (0) = 1 ( ) [ 1 (0 ) 2 (0 ) ¡ 2 (0 ) 1 (0 )] = ¡ 1 ( )

eşitliklerinden

1 ( ) = ª2 (0 )

ª( ) = ª2 (0 ) ( ) + ¢( ) ( )

ª ( )

¢( )
=

ª2 (0 )

¢ ( )
( ) + ( )

Di¼ger taraftan

© ( ) = ( ) ( ) + ( ) ( )

şeklinde Weyl çözümü oluşturulursa,8<
:

©1 ( ) = ( ) 1 ( ) + ( ) 1 ( )

©2 ( ) = ( ) 2 ( ) + ( ) 2 ( )8<
:

©1 (0 ) = ( ) 1 (0 ) + ( ) 1 (0 ) = ( )

©2 (0 ) = ( ) 2 (0 ) + ( ) 2 (0 ) = ( )

ve ©1 (0 ) = ( ) = 1 , ©2 (0 ) = ( ) oldu¼gundan,

©( ) = ©2 (0 ) ( ) + ( )

elde edilir. ( ) ve ( ) (2.1.1) denkleminin lineer ba¼g¬ms¬z iki çözümü ve

bunlar¬n lineer birleşimide (2.1.1) denkleminin çözümü olaca¼g¬ndan ve bu çözümün

tekli¼ginden, 8><
>:

© ( ) = ©2 (0 ) ( ) + ( )

ª ( )

¢( )
=

ª2 (0 )

¢ ( )
( ) + ( )

(3.3.1)

ayn¬ çözümler olur. Buradan da © ( ) Weyl çözümü ve ©2 (0 ) = ( ) Weyl

fonksiyonlar¬

©( ) =
ª( )

¢ ( )
ve ©2 (0 ) =

ª2 (0 )

¢( )
= ( )

olarak elde edilir. Ayr¬ca

ª( ) = ¢ ( ) ©( ) = ª2 (0 ) ( ) + ¢ ( ) ( )
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h©( ) ( )i = 1 ( )©2 ( ) ¡ 2 ( ) ©1 ( )

= 1 ( ) [©2 (0 ) 2 ( ) + 2 ( )]

¡ 2 ( ) [©2 (0 ) 1 ( ) + 1 ( )]

= 1 ( ) 2 ( ) ¡ 2 ( ) 1 ( )

= h ( ) ( )i = 1

hª( ) ( )i = 1 ( ) ª2 ( ) ¡ 2 ( ) ª1 ( )

= 1 ( ) [ª2 (0 ) 2 ( ) + ¢( ) 2 ( )]

¡ 2 ( ) [ª2 (0 ) 1 ( ) + ¢( ) 1 ( )]

= ¢( ) [ 1 ( ) 2 ( ) ¡ 2 ( ) 1 ( )]

= ¢( ) h ( ) ( )i = ¢( )

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Teorem.3.3.1:

( ) =
1

0 ( ¡ 0)
+

1X
=1

½
1

( ¡ )
+

1
0 0

¾
(3.3.2)

gösterilimi do¼grudur.

·Ispat: ·Ilkönce ª( ) çözümü için ( ) çözümüne benzer bir gösterilim elde

edilsin.

8<
:

0
1 ¡ 2 = 0

0
2 + 2

1 = 0
lineer homojen diferansiyel denklem sisteminin

0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1

1
A başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü

0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1

1
A ( ¡ )

dir. Lineer homojen sisteminin bir di¼ger çözümü de

0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1

¡

1
A ¡ ( ¡ )

dir. O halde lineer homojen sisteminin genel çözümü,0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1

( ¡ ) + 2
¡ ( ¡ )

1
( ¡ ) ¡ 2

¡ ( ¡ )

1
A şeklindedir. Şimdi

8<
:

0
1 ¡ 2 = ( ) 1

0
2 + 2

1 = ¡ ( ) ¡ 2 ( ) 1 + ( ) 1

homojen olmayan lineer diferansiyel

denklemin genel çözümünü bulmak için parametrelerin de¼gi̧simi metodu uygulan¬rsa:
0
@ 1

2

1
A ( ) =

0
@ 1 ( ) ( ¡ ) + 2 ( ) ¡ ( ¡ )

1 ( ) ( ¡ ) ¡ 2 ( ) ¡ ( ¡ )

1
A
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0
@ 0

1

0
2

1
A ( ) =

0
BBB@

0
1 ( ) ( ¡ ) + 0

2 ( ) ¡ ( ¡ ) + 1 ( ) ( ¡ ) ¡ 2 ( ) ¡ ( ¡ )

0
1 ( ) ( ¡ ) ¡ 0

2 ( ) ¡ ( ¡ ) ¡ 2
1 ( ) ( ¡ )

¡ 2
2 ( ) ¡ ( ¡ )

1
CCCA

olur. Bunlar

8<
:

0
1 ¡ 2 = ( ) 1

0
2 + 2

1 = ¡ ( ) ¡ 2 ( ) 1 + ( ) 1

sisteminde yerine yaz¬l¬rsa,

0
@ 0

1 ( ) ( ¡ ) + 0
2 ( ) ¡ ( ¡ ) = ( ) 1

0
1 ( ) ( ¡ ) ¡ 0

2 ( ) ¡ ( ¡ ) = ¡ ( ) ¡ 2 ( ) 1 + ( ) 1

1
A ve

f 0
1 ( ) 0

2 ( )g bilinmeyenleri hesaplan¬rsa,8>>>>>><
>>>>>>:

1 ( ) = 1
2

Z ·
( ) 1 ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸ ¡ + 0
1

2 ( ) = 1
2

Z ·
( ) 1 +

1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸
+ 0

2

elde edilir.

Buradan da8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = 0
1

( ¡ ) + 0
2
¡ ( ¡ )

+
1

2

Z ·
( ) 1 ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸
( ¡ )

+
1

2

Z ·
( ) 1 +

1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸ ¡ ( ¡ )

2 ( ) = 0
1

( ¡ ) ¡ 0
2
¡ ( ¡ )

+
2

Z ·
( ) 1 ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸
( ¡ )

¡
2

Z ·
( ) 1 +

1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢¸ ¡ ( ¡ )

8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = 0
1

( ¡ ) + 0
2
¡ ( ¡ )

+

Z ·
( ) 1 cos ( ¡ ) ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¸

2 ( ) = 0
1 ¡ 0

2
¡

+

Z £
¡ ( ) 1 sin ( ¡ ) ¡

¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤

olur ve (2.1.4) sisteminin 1 ( ) = 1 2 ( ) = başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan

çözümü
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iken
8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = ( ¡ )

+

Z ·
( ) 1 cos ( ¡ ) ¡ 1 ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¸

2 ( ) = ( ¡ )

¡
Z £

( ) 1 sin ( ¡ ) +
¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤

olarak bulunur. iken çözüm

8>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = ( ) ( ¡ ) + ( ) ¡ ( ¡ ) +

Z
( ) 1 cos ( ¡ )

¡1
Z £¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¤

2 ( ) = ( ) ( ¡ ) ¡ ( ) ¡ ( ¡ ) ¡
Z

( ) 1 sin ( ¡ )

¡
Z £¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤

şeklinde arans¬n. (2.1.6) süreksizlik koşullar¬ uygulanarak elde edilen ( ) ve ( )

fonksiyonlar¬ denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

iken çözüm
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1 ( ) = + ( ¡ ) ¡ ¡ (2 ¡ ¡ ) ¡
¡

( ¡ ) ¡ (2 ¡ ¡ )
¢

+

Z
( ) 1

£
+ cos ( ¡ ) ¡ ¡ cos ( ¡ 2 + )

¤

¡
Z

( ) 1 [(sin ( ¡ ) + sin ( ¡ 2 + ))]

¡
+ Z ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

+
¡ Z ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ 2 + )

+

Z ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¡
Z ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ 2 + )

+
R ·

( ) 1 cos ( ¡ ) ¡ 1 ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ )

¸

2 ( ) =
¡

+ ( ¡ ) + ¡ (2 ¡ ¡ )
¢

¡
¡

( ¡ ) + (2 ¡ ¡ )
¢

+

Z
( ) 1

£
¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( ¡ 2 + )

¤

¡
Z

( ) 1 [(cos ( ¡ ) ¡ cos ( ¡ 2 + ))]

¡ +

Z ¡
( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

+ ¡
Z ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ 2 + )

¡
Z ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ ) +

¡
Z ¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
sin ( ¡ 2 + )

¡
R £

( ) 1 sin ( ¡ ) +
¡

( ) 2 + 2 ( ) 1 ¡ ( ) 1

¢
cos ( ¡ )

¤

şeklinde bulunur. ª( ) =
( ) ¡ ( )

2
olarak al¬n¬rsa ( ) gösterilimine

benzer olarak
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iken
8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

ª1 ( ) = ¡ sin ( ¡ ) +

+Z

¡
11 ( ) sin

ª2 ( ) = cos ( ¡ ) ¡ ( ) sin ( ¡ ) +

+Z

¡
21 ( ) sin

+

+Z

¡
22 ( ) cos

iken
8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ª1 ( ) = ¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( + ¡ 2 )

+ [sin ( ¡ ) ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+

+Z

¡
11 ( ) sin

ª2 ( ) = + cos ( ¡ ) + ¡ cos ( + ¡ 2 )

¡ [cos ( ¡ ) ¡ cos ( + ¡ 2 )]

+ ( ) [¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+ ( ) [sin ( ¡ ) ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+

+Z

¡
21 ( ) sin +

+Z

¡
22 ( ) cos

gösterilimi vard¬r ve buradan da e ( ) = ( )¡ ( ¡ ) = 1 2 olmak

üzere

iken
8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

ª1 ( ) = ¡ sin ( ¡ ) +

+Z

0

e
11 ( ) sin

ª2 ( ) = cos ( ¡ ) ¡ ( ) sin ( ¡ ) +

+Z

0

e
21 ( ) sin

+

+Z

0

e
22 ( ) cos
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iken8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

ª1 ( ) = ¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( + ¡ 2 )

+ [sin ( ¡ ) ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+

+Z

0

e
11 ( ) sin

ª2 ( ) = + cos ( ¡ ) + ¡ cos ( + ¡ 2 )

¡ [cos ( ¡ ) ¡ cos ( + ¡ 2 )]

+ ( ) [¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+ ( ) [sin ( ¡ ) ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+

+Z

0

e
21 ( ) sin +

+Z

0

e
22 ( ) cos

elde edilir. e ( ) = 1 2 fonksiyonlar¬ her sabitlenmi̧s 2 [0 ] için de¼gi̧ske-

nine göre 2 (0 ) uzay¬na aittir. = 0 ve ( ) ´ 0 durumuna karş¬l¬k gelen

ª ( ) = 1 2 fonksiyonlar¬ ª0 ( ) = 1 2 olarak gösterilirse,

iken8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

ª1 ( ) = ª01 ( ) +

+Z

0

e
11 ( ) sin

ª2 ( ) = ª02 ( ) ¡ ( ) sin ( ¡ ) +

+Z

0

e
21 ( ) sin

+

+Z

0

e
22 ( ) cos

iken8>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

ª1 ( ) = ª01 ( ) +

+Z

0

e
11 ( ) sin

ª2 ( ) = ª02 ( ) + ( ) [¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+ ( ) [sin ( ¡ ) ¡ sin ( + ¡ 2 )]

+

+Z

0

e
21 ( ) sin +

+Z

0

e
22 ( ) cos

elde edilir.

1 =

+Z

0

e
11 ( ) sin ve

2 = ( ) [¡ + sin ( ¡ ) + ¡ sin ( + ¡ 2 ) + [sin ( ¡ ) ¡ sin ( + ¡ 2 )]]
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+

+Z

0

e
21 ( ) sin +

+Z

0

e
22 ( ) cos

olarak al¬n¬rsa, 8<
:

ª1 ( ) = ª01 ( ) + 1

ª2 ( ) = ª02 ( ) + 2

şeklinde yaz¬labilir. Son al¬nan eşitlikler ve ¢( ) = ª1 (0 ) , ¢0 ( ) = ª01 (0 )

oldu¼gu kullan¬l¬rsa,

( ) ¡ 0 ( ) =
ª2 (0 )

ª1 (0 )
¡ ª02 (0 )

ª01 (0 )
=

ª02 ( ) + 2

ª01 ( ) + 1
¡ ª02 (0 )

ª01 (0 )

=
ª01 ( )ª02 (0 ) + 2ª01 (0 ) ¡ ª01 ( )ª02 (0 ) ¡ 1ª02 (0 )

(ª01 (0 ) + 1)ª01 (0 )

=
2

ª01 (0 ) + 1
¡ 1

ª01 (0 ) + 1
0 ( )

=
2

¢( )
¡ 1

¢ ( )
0 ( )

elde edilir. Burada 2 için lim
j j!1

¡jIm j j ( )j = 0 ve ¢ ( ) jIm j

oldu¼gu göz önünde bulundurulursa,

lim sup
j j!1 2

j ( ) ¡ 0 ( )j = 0 (3.3.3)

al¬n¬r. Di¼ger taraftan ( )
¡

0

¡
0
¢¢

ve ª( )
¡
ª0

¡
0
¢¢

fonksiyonlar¬

( 0) probleminin özfonksiyonlar¬d¬r. O halde
¡
0
¢

sabitleri vard¬r öyle ki,

ª( ) = ( ) ª0

¡
0
¢

= 0
0

¡
0
¢

eşitli¼gi sa¼glan¬r. O halde ª2 (0 ) = 2 (0 ) ve ª2 ( ) = 2 ( )

oldu¼gundan

= ª2 (0 ) =
1

2 ( )
ve 0 = ª02

¡
0 0

¢
=

1

02 ( 0)

= ¡¢ ( ) 2 ( ) 0 = ¡¢0

¡
0
¢

02

¡
0
¢

eşitlikleri elde edilir. ª2 (0 ) ve ¢ ( ) fonksiyonlar¬ = de analitik ve

ª2 (0 ) 6= 0 ¢( ) = 0 , ¢ ( ) 6= 0 oldu¼gundan ( ) ve 0 ( ) , = de

basit kutup noktas¬na sahiptir. Dolay¬s¬yla

Re
=

( ) =
ª2 (0 )

¢( )
=

1

¢ ( ) 2 ( )
= ¡ 1

(3.3.4)

Re
= 0

0 ( ) =
ª02

¡
0 0

¢
¢( 0)

=
1

¢0 ( 0) 02 ( 0)
= ¡ 1

0
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elde edilir.

( ) =
1

2

Z

¡

( ) ¡ 0 ( )

¡ 2 ¡

e¼grisel integrali ele al¬nd¬¼g¬nda, lim sup j ( ) ¡ 0 ( )j = 0 oldu¼gundan lim
!1

( ) =

0 bulunur. ( ) fonksiyonunun ¡ deki ayk¬r¬l¬klar¬ s¬ras¬yla 0 1 ... şeklinde

s¬ralanm¬̧s olup kutup yerleri ve buralardaki rezidüleri s¬ras¬yla
1

0
,

1

1

1
,

dir. ¡ hiçbir kutup yerinden geçmeyen, üzerinde j ( )j ȩsitsizli¼ginin gerçek-

lendi¼gi yar¬çapl¬ çember ve ! 1 iken ! 1 olur. ( ) fonksiyonunun

bir kutbu olmad¬¼g¬ndan
( )

¡ fonksiyonu, = , = 0 1 ve noktalar¬nda

kutup yerlerine sahiptir. Bu durumda (3.3.4)’ den

Re

µ
( )

¡

¶
= lim

!
( ¡ )

( )

¡ = ¡ 1

( ¡ )

Re

µ
( )

¡

¶
= lim

!
( ¡ )

( )

¡ = ( )

olur. Rezidü teoreminden

1

2

Z

¡

( )

¡ = ( ) ¡
X
2 ¡

1

( ¡ )

1

2

Z

¡

0 ( )

¡ = 0 ( ) ¡
X

02 ¡

1
0 ( 0 ¡ )

elde edilir.

1

2

Z

¡

( ) ¡ 0 ( )

¡ = ¡ ( )+ 0 ( )+
X
2 ¡

1

( ¡ )
¡

X
02 ¡

1
0 ( 0 ¡ )

! 1 için lim
!1

( ) = 0 oldu¼gundan

0 = ¡ ( ) + 0 ( ) +
X
2 ¡

1

( ¡ )
¡

X
02 ¡

1
0 ( 0 ¡ )

( ) = 0 ( ) +
1X
=_1

½
1

( ¡ )
¡ 1

0 ( ¡ 0)

¾
(3.3.5)

al¬n¬r. Mittag- Le- er aç¬l¬m¬na göre,

0 ( ) =
1
0
0

+
1X
=_1

1
0

½
1

¡ 0
+

1
0

¾

olur. ( ) ve 0 ( ) eşitlikleri kullan¬l¬rsa,

( ) =
1
0
0

+
1X
=_1

1
0

½
1

¡ 0
+

1
0

¾
+

1X
=_1

½
1

( ¡ )
¡ 1

0 ( ¡ 0)

¾
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=
1
0
0

+
1

0 ( ¡ 0)
¡ 1

0
0

+
1X
=_1

½
1
0

µ
1

¡ 0
+

1
0

¶
+

µ
1

( ¡ )
¡ 1

0 ( ¡ 0)

¶¾

buradan da

( ) =
1

0 ( ¡ 0)
+

1X
=_1

½
1

( ¡ )
+

1
0 0

¾

eşitli¼gi elde edilir.
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3.4. Ters Problemler

Bu bölümde probleminin belirlenmesi için Weyl fonksiyonu ve spektral karak-

teristiklere göre ters problemin çözümü verilmi̧stir.

problemi ile beraber e( ) potansiyeline sahip e problemi ele al¬ns¬n ve herhangi

sembolü problemine ait ise e sembolünün de e problemine ait oldu¼gu kabul

edilsin.

Teorem 3.4.1: E¼ger ( ) = f( ) ise = e dir. Dolay¬s¬yla Weyl fonksiyonu

s¬n¬r-de¼ger problemini tek olarak belirtmektedir.

·Ispat: ( ) = [ ( )] =1 2 matrisi ele al¬ns¬n.

( )

0
@ e1 e©1

e2 e©2

1
A =

0
@ 1 ©1

2 ©2

1
A eşitli¼gi sa¼glans¬n.

0
@ 11 ( ) 12 ( )

21 ( ) 22 ( )

1
A

0
@ e1 e©1

e2 e©2

1
A =

0
@ 1 ©1

2 ©2

1
A

eşitli¼gin her iki yan¬

0
@ e1 ¡ e©1

¡e2 e©2

1
A matrisi ile çarp¬l¬rsa;

0
@ 11 ( ) 12 ( )

21 ( ) 22 ( )

1
A =

0
@ 1 ©1

2 ©2

1
A

0
@ e1 ¡ e©1

¡e2 e©2

1
A

elde edilir. Böylece8>>>>>><
>>>>>>:

11 ( ) = 1 ( ) e©2 ( ) ¡ ©1 ( ) e2 ( )

12 ( ) = ©1 ( ) e1 ( ) ¡ 1 ( ) e©1 ( )

21 ( ) = 2 ( ) e©2 ( ) ¡ ©2 ( ) e2 ( )

22 ( ) = ©2 ( ) e1 ( ) ¡ 2 ( ) e©1 ( )

(3.4.1)

buradan da 8>>>>>><
>>>>>>:

1 ( ) = 11 ( ) e1 ( ) + 12 ( ) e2 ( )

2 ( ) = 21 ( ) e1 ( ) + 22 ( ) e2 ( )

©1 ( ) = 11 ( ) e©1 ( ) + 12 ( ) e©2 ( )

©2 ( ) = 21 ( ) e©1 ( ) + 22 ( ) e©2 ( )

(3.4.2)

oldu¼gu al¬n¬r. (3.4.1) ve ©( ) =
ª( )

¢ ( )
ifadelerinden faydalan¬l¬rsa

©1 ( ) =
ª1 ( )

¢ ( )
©2 ( ) =

ª2 ( )

¢ ( )
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yaz¬labilir. hª( ) ( )i = ¢( ) oldu¼gundan,

11 ( ) =
1

¢( )

h
1 ( ) eª2 ( ) ¡ ª1 ( ) e2 ( )

i

= 1+
1

¢( )

h
1 ( )

³eª2 ( ) ¡ ª2 ( )
´

¡ ª1 ( ) (e2 ( ) ¡ 2 ( ))
i

= 1+
1

¢( )

h
ª1 ( ) (e2 ( ) ¡ 2 ( )) ¡ 1 ( )

³eª2 ( ) ¡ ª2 ( )
´i

12 ( ) =
1

¢( )

h
1 ( ) eª1 ( ) ¡ ª1 ( ) e1 ( )

i

21 ( ) =
1

¢( )

h
ª2 ( ) e2 ( ) ¡ 1 ( ) eª2 ( )

i

22 ( ) =
1

¢( )

h
2 ( ) eª1 ( ) ¡ ª2 ( ) e1 ( )

i

= 1+
1

¢( )

h
2 ( )

³eª1 ( ) ¡ eª2 ( )
´

¡ ª2 ( ) (e1 ( ) ¡ e2 ( ))
i

eşitlikleri elde edilir. 2 için j¢ ( )j jIm j oldu¼gundan Lebesgue lem-

mas¬ndan,
8>>>><
>>>>:

lim
!1
2

max
0· ·

j 11 ( ) ¡ 1j = lim
!1
2

max
0· ·

j 22 ( ) ¡ 1j

= lim
!1
2

max
0· ·

j 12 ( )j = lim
!1
2

max
0· ·

j 21 ( )j = 0
(3.4.3)

yaz¬l¬r. (3.3.1) ve (3.4.1) den,

11 ( ) = 1 ( ) e
2 ( ) ¡ 1 ( ) e2 ( ) +

³f ( ) ¡ ( )
´

1 ( ) e2 ( )

12 ( ) = e1 ( ) e
2 ( ) ¡ e

1 ( ) 1 ( ) +
³

( ) ¡ f( )
´

1 ( ) e1 ( )

21 ( ) = 2 ( ) e
2 ( ) ¡ 2 ( ) e2 ( ) +

³f ( ) ¡ ( )
´

2 ( ) e2 ( )

22 ( ) = e1 ( ) 2 ( ) ¡ e
1 ( ) 2 ( ) +

³
( ) ¡ f( )

´
2 ( ) e1 ( )

eşitlikleri elde edilir. E¼ger ( ) = f( ) ise her sabitlenmi̧s için ( ) fonksiy-

onlar¬ ya göre tamd¬rlar. Ayr¬ca (3.4.3) den yararlan¬l¬rsa,

11 ( ) ´ 1 12 ( ) ´ 0 21 ( ) ´ 0 22 ( ) ´ 1

olur. Bunlar (3.4.2) eşitlikleriyle beraber göz önüne al¬n¬rsa, her ve her için,

1 ( ) ´ e1 ( ) 2 ( ) ´ e2 ( ) ©1 ( ) ´ e©1 ( ) ©2 ( ) ´ e©2 ( )

elde edilir. Dolay¬s¬yla = e dir.

Teorem 3.4.2: E¼ger her 2 için = e = e ise, bu durumda = e
dir yani spektral veriler, problemini tek olarak belirtmektedir.
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·Ispat:

( ) =
1

0 ( ¡ 0)
+

1X
=_1

½
1

( ¡ )
+

1
0 0

¾

f( ) =
1

e0
³e ¡ e

0

´ +
1X
=_1

8<
:

1

e ³e ¡ e ´ +
1

e0e0
9=
;

ve her 2 için = e = e oldu¼gundan, ( ) = f( ) olur ki bu durumda

Teorem 3.4.1 den = e dir.

Teorem 3.4.3: E¼ger her 2 için = e = e ise, = e dir; yani f g

ve f g dizileri problemini tek olarak belirtir.

·Ispat: ¢ ( ) ve e¢( ) fonksiyonlar¬n¬n özelliklerinden, lim
!1

¢( )

e¢( )
= 1 oldu¼gu

aç¬kt¬r. = e ve ¢( ) ile e¢( ) fonksiyonlar¬ analitik oldu¼gundan, analitik

fonksiyonlar¬n tekli¼gi teoreminden ¢ ( ) = e¢ ( ) oldu¼gu elde edilir.

ª( ) = ( ) oldu¼gundan, eª³ e ´
= e ³ e ´

= e e ( ) ve

eª³ e ´
= eª( ) = e ( ) eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden yarar-

lan¬l¬rsa = e olur. Ayr¬ca ¢( ) ´ e¢ ( ) oldu¼gundan ¢( ) ´ e¢ ( ) olur.

Dolay¬s¬yla = ¡¢ ( ) 2 ( ) = ¡¢ ( )
1

oldu¼gundan = e elde edilir.

O halde Teorem 3.4.2 den, = e elde edilir.
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3.5. Özfonksiyonlar¬n Özellikleri

Bu bölümde probleminin özfonksiyonlar¬n¬n taml¬¼g¬ ve ayr¬l¬̧s¬m¬ gösterilecek-

tir. probleminin özfonksiyonlar¬ iken

( ) = sin +

Z

0

e
11 ( ) sin

iken

( ) =
¡

+ +
¢
sin +

¡ ¡ ¡
¢
sin (2 ¡ ) +

Z

0

e
11 ( ) sin

şeklindedir. Özfonksiyonlar sisteminin 2 (0 ) uzay¬nda taml¬¼g¬ gösterilmeden önce

baz¬ tan¬mlar verilsin.

Tan¬m 3.5.1:Kabul edelim ki f g 2 , Hilbert uzay¬nda bir dizi olsun.

Burada say¬labilir bir indis kümesidir. E¼ger,

f g =

eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise f g dizisi tamd¬r denir. E¼ger kompleks say¬lar¬n tüm sonlu

f g sistemi için °°°°°
X °°°°° ·

ÃX
j j2

!1 2

eşitsizli¼gi sa¼glanacak biçimde bir 0 say¬s¬ varsa, f g bir Bessel dizisi olarak

adland¬r¬l¬r ve f g dizisi üst s¬n¬r¬na sahiptir denir. E¼ger kompleks say¬lar¬n tüm

sonlu f g sistemi için
°°°°°
X °°°°° ¸

ÃX
j j2

!1 2

eşitsizli¼gi sa¼glanacak biçimde bir 0 say¬s¬ varsa, f g bir Riesz-Fischer dizisi

olarak adland¬r¬l¬r ve f g dizisi alt s¬n¬r¬na sahiptir denir.

Tan¬m 3.5.2: Hilbert uzay¬nda, Bessel ve Riesz-Fischer dizisi ve ayn¬ zamanda

tam olan bir dizi, Riesz baz¬ olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬mlardan da anlaş¬laca¼g¬ gibi f ( )g ¸0 özfonksiyonlar sisteminin 2 (0 )

uzay¬nda bir Riesz baz¬ oldu¼gunu göstermekle tam oldu¼gu da gösterilmi̧s olur.

Teorem 3.5.3: (i) s¬n¬r-de¼ger probleminin f ( )g ¸0 özfonksiyonlar sis-

temi 2 (0 ) uzay¬nda tamd¬r.
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(ii) Kabul edelim ki ( ) , 2 [0 )[ ( ] mutlak sürekli bir fonksiyon olsun

ve 8<
:

( + 0) = ( ¡ 0)

0 ( + 0) = ¡1 0 ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)
(3.5.1)

süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. Bu durumda f ( )g ¸0 özfonksiyonlar sistemi

( ) =
1X
=0

( ) =
1

Z

0

( ) ( ) (3.5.2)

şeklinde bir ayr¬l¬̧s¬ma sahiptir ve bu seri [0 ) [ ( ] üzerinde düzgün yak¬nsakt¬r.

·Ispat: (i) iken

( ) =
¡

+ +
¢
sin +

¡ ¡ ¡
¢
sin (2 ¡ ) +

Z

0

e
11 ( ) sin

özfonksiyonlar¬ için f ( )g ¸0 özfonksiyonlar sisteminin 2 (0 ) uzay¬nda bir

Riesz baz¬ oldu¼gunu göstermek için ilk önce fsin ( ) g 2 0 sisteminin 2 (0 )

uzay¬nda bir Riesz baz¬ oldu¼gu gösterilsin. Bunun için aşa¼g¬da verilen teorem kul-

lan¬ls¬n:

Teorem 3.(Xionghui He ve Hans Volkmer,2001): f g 2 0 dizisi

6= için 6= olacak biçimde bir negatif olmayan say¬lar dizisi olsun ve

yeterince büyük ler için 2 [¡ ] olmak üzere = ¡ + formuna sahip

olsun ve 0 · · 1
2 , 0 1

4 sabitleri

(1 + sin (2 ))1 2 (1 ¡ cos ( )) + sin ( ) 1 (3.5.3)

eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. Bu durumda fsin ( ) g 2 0 sistemi 2 (0 ) uzay¬nda bir

Riesz baz¬d¬r.

Teoremin koşullar¬, daha önce sup j j olmak üzere = + şek-

linde yaz¬labilece¼gi gösterilmi̧s oldu¼gundan ve dolay¬s¬yla = 0 olmak üzere (3.5.3)

eşitsizli¼gi

tan 1

2 [¡ ] ve 0 1
4 için sa¼gland¬¼g¬ndan fsin ( ) g 2 0 sistemi 2 (0 )

uzay¬nda bir Riesz baz¬d¬r. Ayn¬ şekilde 2
¡
2

¢
olmak üzere , 2 ¡ = şeklinde

yeni bir de¼gi̧sken ile gösterildi¼ginde fsin ( ) g 2 0 sistemi içinde yapt¬klar¬m¬z
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geçerli olaca¼g¬ndan fsin (2 ¡ )g 2 0 sistemi de 2 (0 ) uzay¬nda bir Riesz

baz¬d¬r.

Teorem 1.(Xionghui He ve Hans Volkmer,2001): f g 2 dizisi

Hilbert uzay¬nda alt s¬n¬r¬na ve üst s¬n¬r¬na sahip bir Riesz baz¬ ve f g 2

dizisi de f ¡ g 2 üst s¬n¬r¬na sahip olacak biçimde bir dizi olsun. E¼ger

ise, bu durumda f g 2 dizisi de Hilbert uzay¬nda ¡ üst s¬n¬r¬ ve

+ alt s¬n¬r¬na sahip bir Riesz baz¬d¬r.

Teorem 1 den dolay¬ da f( + + ) sin + ( ¡ ¡ ) sin (2 ¡ )g 2 0

sistemi 2 (0 ) uzay¬nda bir Riesz baz¬d¬r.

Son olarak kabul edelim ki ( ) = ( ) ,

¡ 00 + ( ) = 2 0 · ·

Sturm-Liouville denkleminin

(0) = 1 0 (0) =

başlang¬ç koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümü olsun. Burada ( ) [0 ] üzerinde reel-

de¼gerli, integrallenebilir bir fonksiyon ve bir reel say¬ olsun.

Teorem 8.(Xionghui He ve Hans Volkmer,2001): Kabul edelim ki f g 2

negatif olmayan bir say¬lar dizisi olsun. Bu durumda f ( )g sisteminin

2 (0 ) uzay¬nda bir Riesz baz¬ olmas¬ için gerek ve yeter koşul fsin ( ) g sis-

teminin 2 (0 ) uzay¬nda bir Riesz baz¬ olmas¬d¬r.

Bu teoremde,

( ) =
¡

+ +
¢
sin +

¡ ¡ ¡
¢
sin (2 ¡ ) +

Z

0

e
11 ( ) sin

olmak üzere f ( )g , 2 0 özfonksiyonlar sisteminin de 2 (0 ) uzay¬nda bir

Riesz baz¬ oldu¼gunu gösterir.

(ii) Şimdi özfonkisyonlar¬n ayr¬l¬̧s¬m özelli¼gine sahip oldu¼gunu göstermek için

probleminin Green fonksiyonu oluşturulsun:

(2.1.1) denkleminin, (0 ) = 1 0 (0 ) = 0 başlang¬ç koşulu ile (2.1.3) sürek-

sizlik koşulunu sa¼glayan çözümü ( ) ; (0 ) = 0 0 (0 ) = başlang¬ç koşulu
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ile (2.1.3) süreksizlik ko̧sulunu sa¼glayan çözümü ( ) olsun.

iken

( ) =
( ) + ( )

2
= cos +

Z

0

e
11 ( ) cos (3.5.4)

ve

( ) =
( ) ¡ ( )

2
= sin +

Z

0

e
11 ( ) sin (3.5.5)

iken

( ) =
( ) + ( )

2
=

¡
+ +

¢
cos +

¡ ¡ ¡
¢
cos (2 ¡ )

+

Z

0

e
11 ( ) cos (3.5.6)

ve

( ) =
( ) ¡ ( )

2
=

¡
+ +

¢
sin +

¡
¡ ¡ +

¢
sin (2 ¡ )

+

Z

0

e
11 ( ) sin (3.5.7)

şeklindedir.

f ( ) ( )g

= (1 + 2 )

+ ( ¡ ¡ ) sin (2 ¡ ) e
11 ( ) + ( + + )

Z

0

e
11 ( ) cos ( ¡ )

+ ( ¡ ¡ )

Z

0

e 0
11 ( ) sin ( ¡ 2 + ) ¡

¡ ¡ ¡
¢ Z

0

e
11 ( ) cos ( ¡ 2 + )

+ e
11 ( )

Z

0

e
11 ( ) sin ( ¡ )

dir ve 0 = (1 + 2 ) eşitli¼gi göz önünde bulundurulursa, Liouville Teoremi gere¼gi

0 = = ( ) olaca¼g¬ndan 6= 0 ve 6= ¡1

2
için

f ( ) ( )g =

8<
: (1 + 2 )
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olarak elde edilir. S¬ras¬yla (3.5.4) ve (3.5.5) de verilen ( ) ve ( ) fonksiy-

onlar¬ yard¬m¬yla iken probleminin Green fonksiyonu,

( ) = ¡1

8<
:

( ) ( ) ·

( ) ( ) ¸

ve benzer şekilde (3.5.6) ve (3.5.7) de verilen ( ) ve ( ) fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla

iken, probleminin Green fonksiyonu,

( ) = ¡ 1

(1 + 2 )

8<
:

( ) ( ) ·

( ) ( ) ¸

elde edilir. Dolay¬s¬yla

( ) =

Z

0

( ) ( )

= ¡1
( )

Z

0

( ) ( )

¡ 1

(1 + 2 )
( )

8<
:

Z
( ) ( ) +

Z
( ) ( )

9=
;

fonksiyonu

¡ = ( ) = 2

( ) = 0 ( ) = 0

8<
:

( + 0) = ( ¡ 0)

0 ( + 0) = ¡1 0 ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)

s¬n¬r-de¼ger probleminin çözümüdür.

( ) = ¡ 1

¢( )
( )

Z

0

( ) ( )

¡ 1

¢( )
( )

8<
:

Z
( ) ( ) +

Z
( ) ( )

9=
;

= ¡ 1
2¢ ( )

( )

Z

0

£
¡ 00 ( ) +

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( )
¤

( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z £
¡ 00 ( ) +

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( )
¤

( )
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¡ 1
2¢ ( )

( )

Z £
¡ 00 ( ) +

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( )
¤

( )

=
1

2¢( )
( )

Z

0

00 ( ) ( ) +
1

2¢( )
( )

Z
00 ( ) ( )

+
1

2¢ ( )
( )

Z
00 ( ) ( ) ¡ 1

2¢( )
( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

=
1

2¢( )
f ( ) [ 0 ( ) ( ) j0 ]g+ 1

2¢( )

©
( )

£ 0 ( ) ( )
¤ ¡¯̄ ¡0 +

¯̄
+0

¢ª

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z

0

0 ( ) 0 ( ) ¡ 1
2¢( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( ) ¡ 1

2¢( )
( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

=
1

2¢( )
f ( ) [ 0 ( ) ( ) ¡ 0 (0 ) (0)]g

+
1

2¢ ( )

©
( )

£ 0 ( ¡ 0 ) ( ¡ 0) ¡ 0 ( ) ( )
¤ª

+
1

2¢ ( )

©
( )

£ 0 ( ) ( ) ¡ 0 ( + 0 ) ( + 0)
¤ª

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z

0

0 ( ) 0 ( ) ¡ 1
2¢( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( ) ¡ 1

2¢( )
( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )
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=
1

2¢( )
( )

£ 0 ( ) ( ) ¡ ( ) 0 ( )
¤
+

1
2¢( )

0 ( ) ( ) ( )

+
1

2¢ ( )
( )

·
0 ( ¡ 0 ) ( ¡ 0) ¡ 1 0 ( ¡ 0 ) ( + 0)

¸

¡ 2

¢( )
( ) ( ¡ 0 ) ( + 0)

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z

0

0 ( ) 0 ( ) ¡ 1
2¢( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( ) ¡ 1

2¢( )
( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

=
( )
2

¡ 1
2¢ ( )

8<
: ( )

Z

0

0 ( ) 0 ( ) + ( )

Z
0 ( ) 0 ( )

9=
;

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z
0 ( ) 0 ( )

¡ 1
2¢ ( )

½
0 ( ) ( ) ( ) ¡ ( ) 0 ( ¡ 0 )

·
( ¡ 0) ¡ 1

( + 0)

¸¾

+
1

2¢ ( )
2 ( ) ( ¡ 0 ) ( + 0)

¡ 1

¢( )
( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

Burada 0 ( ) = ( ) 2 [0 ] olmas¬ durumunda,

=
( )
2

¡ 1
2¢ ( )

8<
: ( )

Z

0

( ) 0 ( ) + ( )

Z
( ) 0 ( )

9=
;
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¡ 1
2¢ ( )

( )

Z
( ) 0 ( )

¡ 1
2¢ ( )

f¡ ( ) 0 (0) (0 ) + ( ) [ 0 ( ¡ 0) ( ¡ 0 ) ¡ 0 ( + 0) ( ¡ 0 )]g

+
2

¢( )
( ) ( ¡ 0 ) ( + 0)

¡ 1
2¢ ( )

( )

½
0 ( ) ( ) ¡ ( ) 0 ( ) ¡ 0 ( ¡ 0 )

·
( ¡ 0) ¡ 1

( + 0)

¸¾

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

¡ 1
2¢ ( )

( )

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

olur ve ( ) fonksiyonu,
8<
:

( + 0) = ( ¡ 0)

0 ( + 0) = ¡1 0 ( ¡ 0) + 2 ( ¡ 0)

süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ndan,

( ) =
( )
2

¡ 1
2

f 1 ( ) + 2 ( )g (3.5.8)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

1 ( ) =
1

¢( )

8<
: ( )

Z

0

( ) 00 ( ) + ( )

Z
( ) 00 ( )

9=
;

+
1

¢( )
( )

Z
( ) 00 ( ) +

1

¢ ( )

£ 0 (0) ( ) + ( ) 0 ( ) ( )
¤

2 ( ) =
1

¢( )
( ) 0 ( ) ( )+

1

¢ ( )
( )

Z

0

¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

+
1

¢( )
( )

2
4

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( ) +

Z ¡ 0 ( ) + ( )
¢

( ) ( )

3
5

Buradan

( ) = (exp jIm j ) 0 ( ) = (j j exp jIm j )

( ) = (exp jIm j ( ¡ )) 0 ( ) = (j j exp jIm j ( ¡ ))(3.5.9)

j¢( )j ¸ j j exp jIm j 2 j j ¸ ¤
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ifadelerinden, sabitlenmi̧s bir 0 ve yeterince büyük ¤ 0 için

max
0· ·

j 2 ( )j · j j 2 j j ¸ ¤

elde edilir. Şimdi de

lim
j j!1
2

max
0· ·

j 1 ( )j = 0 (3.5.10)

oldu¼gu gösterilsin. (3.5.9) ifadelerinden

max
0· ·

j 1 ( )j · j j 2 j j ¸ ¤

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Kabul edelim ki 0 ( ) = ( ) 2 [0 ] olsun. Sabit 0 için

( ),

+ = max
0· ·

sup
2

1

j¢( )j

8<
:j ( )j

Z

0

¯̄ 0 ( )
¯̄

+ j ( )j

0
@

Z ¯̄ 0 ( )
¯̄

+

Z ¯̄ 0 ( )
¯̄

1
A

9=
;

olmak üzere Z

0

j ( ) ¡ ( )j
2 +

eşitsizli¼gini sa¼glayan mutlak sürekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda 2 j j ¸
¤ için

max
0· ·

j 1 ( )j · max
0· ·

j 1 ( ; )j + max
0· ·

j 1 ( ; ¡ )j ·
2

+
( )

j j

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla j j 0 için max
0· ·

j 1 ( )j · sa¼glanacak biçimde bir

0 0 vard¬r. 0 key… oldu¼gundan (3.5.10) eşitli¼gi elde edilmi̧s olur.

¡ =
n

: j j =
¯̄
0
¯̄
+

2
= 0 § 1 § 2

o

olmak üzere,

( ) =
1

2

Z

¡

( )

integrali ele al¬ns¬n. (3.5.8)- (3.5.10) ifadeleri göz önünde bulundurulursa,

( ) = ( ) + ( ) lim
!1

max
0· ·

j ( )j = 0 (3.5.11)

yaz¬labilir. Öte yandan ( ) Rezidü teoreminden elde edilirse,

Re
=

( ) = ¡ 1

¢ ( )
( )

Z

0

( ) ( )
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¡ 1

¢( )
( )

8<
:

Z
( ) ( ) +

Z
( ) ( )

9=
;

= ¡
¢( )

( )

Z

0

( ) ( )

ve = ¡¢( ) ȩsitli¼ginden

Re
=

( ) =
1

( )

Z

0

( ) ( )

olur. Dolay¬s¬yla

( ) =
X
=0

( ) =
1

Z

0

( ) ( )

bulunur ve (3.5.11) ifadesinden

( ) + ( ) =
X
=0

( ) (3.5.12)

yaz¬labilir. (3.5.12) eşitli¼ginin sol taraf¬ ! 1 için limiti yak¬nsak oldu¼gundan,

sa¼g taraf¬nda ! 1 için limiti yak¬nsak olur. Dolay¬s¬yla

( ) =
1X
=0

( )

serisi [0 ) [ ( ] da düzgün yak¬nsakt¬r.
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