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OZET

Doktora Tezi

SONLU ARALIKTA COULOMB POTANSIYELE SAHIP
STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN
TERS PROBLEMLER

Nilifer TOPSAKAL
Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Danisman : Prof. Dr. Rauf AMIROV

Bu ¢aligma Coulomb Potansiyele sahip Sturm-Liouville operatorlerinin spektral
teorisine aittir. Sunulan ¢alismada, sonlu aralikta Coulomb Potansiyele sahip Sturm-
Liouville operatorii i¢in ¢dzliimiiniin bir integral gosterimi, spektral karakteristiklerinin
Ozellikleri, daranislari, Weyl fonksiyonu ve Weyl ¢oziimiiniin 6zellikleri, ters problem
icin teklik teoremleri ve 6zfonksiyonlarin 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler : Operator, Spektrum, Ters Problem, Coulomb Potansiyeli,

Weyl Fonksiyonu, Weyl Cozimii.
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SUMMARY

Ph.D. Thesis

INVERSE PROBLEMS FOR STURM-LIOUVILLE OPERATORS WHICH
HAVE COULOMB POTENTIAL IN FINITE INTERVAL

Nilifer TOPSAKAL
Cumhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied
Science of Department of Mathematics

Supervisor : Prof. Dr. Rauf AMIROV

This study belongs to spectral theory of Sturm-Liouville operators which have
Coloumb Potential. Integral representation of solution, proporties and behaviours of
spectral characteristics, properties of Weyl function and Weyl solution, uniqueness
theorems and finally properties of eigenfunctions are investigated for Sturm-Liouville
operators which have Coulomb Potential in finite interval.

Key Words : Operator, Spectrum, Inverse Problem, Coulomb Potential, Weyl

Function, Weyl Solution.
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GIRIS

Spektral analizin bir dal- olan inverse (ters) problemler yani, spektral karakter-
istiklerine gore operatdrlerin kurulmas- problemi, ..zigin bircok alan-nda kullan-l-
maktad-r. Ornegin mekanikte, verilen dalga boylar-na gére homojen olmayan yayda
yogunluk dag-l-m-n-n 6grenilmesinde, Kuantum mekaniginde, verilen enerji seviyeler-
ine veya sac¢ilma verilerine gore parcac-klar aras-nda etkilesmenin 6grenilmesinde,
jeo..zikte yer alt- madenlerinin aranmas-nda karssm-za ¢-kmaktad-r.

Bu yuzden verilen sistemin enerji seviyelerinin ve dalga fonksiyonlar-n-n bulun-
mas- en 6nemli problemlerden birisidir. S6z konusu problemler verilen sistemin
yerlestigi potansiyel alana bagl-d-r. Bu tip problemlerin ¢6zimii, farkl- potansiyelli
Schrédinger denklemi icin s-n-r-deger problemlerinin 6zdeger, 6zfonksiyon ve nor-
mallegtirici say-lar-n bulunmas-na indirgenmektedir.

Ayr-ca, Kuantum teorisinin dnemli problemlerinden birisi de sistemin enerji se-
viyeleri belli iken sistemin bulundugu potansiyel alan- bulmakt-r. Bu tip problem-
ler, singilariteye sahip Sturm-Liouville operatorler icin inverse (ters) problemler
yard-m-yla ¢6zilmektedir. Bu ylzden de, s0z konusu operatérlerin spektral karak-
teristiklerine gore belirlenmesi probleminin ¢6zilmesi, 6nem tag-maktad-r.

Tan-m 0.1: Tan-m bolgesi sonlu ve katsay-lar- toplanabilir fonksiyonlar olan
diferansiyel operatére reguler, tan-m bdlgesi sonsuz veya katsay-lar- (baz-lar- veya
tamam-) toplanabilir olmayan diferansiyel operatérlere singtlerdir denir.

Ikinci mertebeden reguler operatdrler icin spektral teori ginimuizde Sturm-Liouville
teorisi olarak bilinir. XIX. ylzy-lin sonlar-nda ikinci mertebeden diferansiyel oper-
atorler icin sonlu aral-kta regiler s-n-r gartlar- saglanacak sekilde adi diferansiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagl-m- Birkoa taraf-ndan incelenmistir. Diskret spek-
truma sahip ve uzay-n tamam-nda tan-ml- operatérlerin 6zdegerlerinin dag-l-m-,
6zellikle Kuantum mekaniginde ¢cok 6nem tas-maktad-r. Birinci mertebeden iki den-
klemin regtiler sistemleri daha sonraki y-llarda ele al-nm-st-r. Singuler operatérler
icin spektral teori ilk olarak Weyl taraf-ndan incelenmistir. Daha sonra Rietsz,
Neumann, Friedrichs ve diger matematikgciler taraf-ndan simetrik ve self-adjoint op-
eratorlerin genel spektral teorisi olusturulmustur. Simetrik operatorlerin tim self-

adjoint genislemelerinin bulunmas- problemi Neumann taraf-ndan bir siire sonra



yap-lm-star.

Ikinci mertebeden singuler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklagim-
1946 y-l-nda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tan-ml- azalan(artan) potan-
siyelli ,

=i +a()
Sturm-Liouville operatdrleri icin 6zdegerlerin dag-l-m- formald, Titchmarsh tarafn-
dan bulunmustur. Son y-llarda bu operatore bir boyutlu g (z) potansiyelli Schrodinger
denklemi de denir. Ayn- zamanda bu c¢al-smada Schrodinger operatorii icin 6zdeger-
lerin dag-l-m formull de verilmistir.

Singuler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel operator-
lerin spektral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan ¢al-smalar, 1949 y-l-nda Levitan
taraf-ndan yap-Im-st-r. Levitan bu c¢al-smalar-nda spektral teoriyi esasland-rmak
icin kendine has bir yontem vermigstir. Farkl- singtler durumlarda diferansiyel op-
eratorlerin spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlar-n asimptotigine ve
6zfonksiyonlar-n taml-g-na iliskin konular Courant, Carleman, Birman, Salamyak,
Maslov, Keldish gibi baz- matematikgiler taraf-ndan gelistirilmigtir.

Tan-m 0.2: L diferansiyel operatori verildiginde spektral karakteristiklerinin
bulunmas- problemine diz problem, spektral karakteristikleri verildiginde bu hangi
Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatoriiniin spektral karakteristikleri oldugu
problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatérlerin spektral analizinde 6nemli
bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir s-ra problemleri ile s-k- baglan-
t-l-d-r. Diferansiyel denklemler igin ters problemler teorisinin baslang-c: say-lan
ilk cal-sma Ambartsumyan’a (1929) aittir. 1929 y-l-nda Ambartsumyan taraf-ndan
Sturm-Liouville operatdrleri icin ters problemlerle ilgili asag-daki teorem ispatlan-
m-str:

Teorem 0.3: ¢(x), [0, 7] aral-g-nda gercel deggerli stirekli fonksiyon olmak tzere

A0y ALy eeey Ay oee ‘ler
P +fAje)gy = 0, O0<z<m, (0.2)
y'(0) = 4'(m)=0, 0.2)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger \, =n?,(n =0,1,...) ise, ¢(z) ~ 0 dr.
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Ambartsumyan’-n bu ¢al.smas-ndan sonra ters problemler teorisinde gegitli prob-
lemler ortaya ¢-km-s ve bu tip problemlerin ¢ozimu igin farkl- yontemler verilmistir.
Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuclardan birisi Borg’ a aittir ve elde ettigi sonug,
asaprdaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.4: Mg, A1, ..., A\, ... "ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

yO)ihy© = 0 0.3)
Y () + Hy(m) = 0, 0.4)

s-nr kosullar- ile verilen problemin; pg, 4, ..., t,,, ... ’ler ise (0.1) denklemi ve

¥ (0) i hay(0) = 0, (0.5)
Y (m)+ Hy(m) = 0, (0.6)

s-nr kogullar- ile verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde f>\ngn=0 ve f#ngn=0
dizileri, g (x) fonksiyonu ve h, hy, ve H say-larin- tek olarak belirtir (b & hy ve h,
h1, H sonlu gergel say-lard-r).

Borg’ un (1945) cal-smas-nda, fAnng ve fﬂnng dizileri verilen operatorin
farkl- spektrumlar- oldugu farz edilir ve operatér bu dizilerin yard-m-yla belirlenir.
Yani bu tip operatérin varl-g 6nceden kabul edilir. Borg ayn- ¢al-smada, bu tip
diferansiyel operatorun tek olarak belirtilmesi icin bir tek f>\ngn>0 spektrumunun
yeterli olmad--n- gostermistir. O ylzden de, Ambartsumyan’ -n sonucu istisna bir
durum olarak dustnilmektedir.

Bu ¢al.smadan sonra potansiyelin ¢ (7 § ) = g (x) simetriklik kosulunu sagla-
mas- durumunda bir spektruma gére Sturm-Liouville operatérindn belirlenebilecegi
Levinson’ un (1949) cal-smalar-nda ispatlanm-gt-r. Ayr-ca Levinson negatif 6zdeger-
lerin mevcut olmad- durumda, sa¢-lma faz-n-n, potansiyeli birebir olarak tan-m-
lad-g-n~ gostermigstir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullan-lan yontemlerden biri de
ters problemin ¢oziimlerinde 6nemli bir arag olan ¢evirme operatdri kavram- olmusg-
tur. Bu kavram operatérlerin genellegtirilmis 6telemesi teorisinde Delsarte, Lions
(1938), (1956) ve Levitan, Gasimov (1964) taraf-ndan verilmigtir. Key.. Sturm-
Liouville denklemleri icin donisiim opertérinin yap-s-n- ilk olarak Povzner (1948)

kendi cal-smalar-nda incelemigtir.
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I1. mertebeden lineer diferansiyel operatorler igin ters problemler teorisinde bir
sonraki en dnemli asamalardan birisi Marchenko (1950) taraf-ndan kaydedilmigtir.
Marchenko bu ¢al-smas-nda ters problemlerin ¢oziiminde Sturm-Liouville operatériiniin
spektral fonksiyonundan yaralanm-gt-r.

¢ (z, \) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
(0,0 =1, ¢'(0,))=h, 0.7)

baslang-¢ kogullar-n- saglayan ¢ozumda, ¢ (z, \,,) = ¢,, () fonksiyonlar-ise (0.1) difer-
ansiyel denklemi ve ayr-k s-n+r kogullar-n-n Grettigi operatoriin 6zfonksiyonlar- olsun.
Bu durumda
u duru 7n
o= @ (x, \n) da (0.8)
0

say-lar- verilen operatériin normallestirici say-lar-,
X 1
p(A) = —

An<A

fonksiyonu ise bu operat6riin spektral fonksiyonu olmak tizere Marchenko, Borg’ un
ispatlad-g- teoremin benzerini p (\) spektral fonksiyonu yard-m-yla vermigtir. Ayr-ca
bu cal-smada p (\) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatérin
spektral fonksiyonu olmas- icin gerek ve yeter kosulu verilmistir. Marchenko’ nun
cal-smalar-yla hemen hemen ayn- zamanda Krein (1951) ve (1954) cal-smalar-nda
Sturm-Liouville tipinde diferansiyel operatort fA.g, o ve fu,9, o dizilerine gore
belirtmek icin etkili bir yontem vermigstir. Fakat, bu ¢al.smalarda verilen gerekli ve
yeterli kogul, f)\ngnéo ve fungn;0 dizileri yard-m-yla degil, bu dizilerin yard-m-yla
kurulan yard-mc- fonksiyon kullan-larak verilmistir.

1949 y-l.nda Marchenko’ nun cal-smas- yay-nlanmadan dnce Tikhonov (1949)
taraf-ndan Marchenko’ nun ispatlad-§- teklik teoremine denk olan bir teorem ispat-
lanm-gt-r. Tikhonov’ un (1949) cal-smas-nda ispatlanan teoremin ifadesi asag-daki
sekildedir:

Teorem 0.5: )\ < 0 oldugunda

U+ \p?(z)U=0, >0, U(L)=0
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probleminin ¢cézimi U (z,A) olsun. Burada p(x) parcal- analitik fonksiyon ve

)
p(x) . pp>0dr. R(N\) = g(((())’;\\))

fonksiyonuna gore p (z) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

olsun. Bu durumda A\ < 0 oldugunda R (\)

Gelfand ve Levitan’ -n (1951) ¢al-smalar-nda, p (A\) monoton fonksiyonunun Sturm-
Liouville operatoriniin belirtilmesi igin etkili bir yontem verilmistir.

Diger taraftan bu ¢al.smada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatériinin
f)\ngnéo ve fozngmo , (o, > 0) dizilerine gore belirlenmesi igin yani, verilen dizilerin
s-ras+yla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallestirici say-lar- ol-

mas- igin gerekli ve yeterli kosul agag-da verilen klasik asimptotik egitliklerin saglan-

mas-d-r:
_ Al m
p)\n = n+@+...+ kgk 4+ In ,
n n2kgk+1 o 2kgk+1
b
T by kzk Tn
= —+ S +.+
Qn 2 n? n2Ksk+1 2kZk+1
2 7n 3

1 1 . . X
Burada ap = ~4h+ H + 5 1 dt2 dir. Eger m cift say- ise 2 < 1 ve
T
37'n’2 .O XSV 2
— < A, eger m tek ise -
n n

Fakat, bu cal-smalarda ters problemin iki spektruma goére tam c¢6zimi ver-

<
<dlwve 72<2qdir

ilmemistir. Regiler Sturm-Liouville operatorleri icin bu problemin yani, iki spek-

truma gore reguler Sturm-Liouville opertérinin belirlenmesi Levitan ve Gasimov’

un (1964) cal-smas-nda verilmistir. Bu cal-smada verilen problemin fa,g, o nor-

mallegtirici say-lar-n-n iki spektruma bagl- oldugunu gosteren en énemli formuil,
hiih ¥ i

oy = 0
" My T An p=o Mk An

Y
seklinde elde edilmigtir. Burada 0 semboll, sonsuz carp-mda k£ = n. c¢arpan-n

(0.9)

bulunmad--n- gosterir. (0.9) formuli iki spektruma goére ters problemin ¢6zimini

vermektedir. Gergekten de eger, fA,9, , ve fu,9, , dizileri

- VI ||
P = ey, L 0.9)

" n nd n4

al a Hlﬂ

n nd n4

seklindeki klasik asimptotik formalleri saglarsa, (0.9) formilunden yaralanarak fo,,g,, ,

say-lar-n-n asimptotik ifadeleri bulunur. Buradan ¢ (z) stirekli fonksiyon oldugu du-
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rumda fA,g, o ve foug,  dizilerinin (0.1) formundaki denklemin iki spektrumu
olmas- icin gerek ve yeter kosullar al-n-r. Bu kogullar asag-daki sekilde s-ralanabilir:

1) fAng,_o Ve fu,g, o dizileri ssral-dar, yani Ao < pig <A1 < pg < Ap < prp < ..
seklindedir.

2) A\, Ve pu,, ’ler (0.9%) asimptotik formullerine sahiptir.

3) ap & ab.

Simdi ise, singller Sturm-Liouville operatorleriyle ilgili baz- sonuclardan k-saca
bahsedilecektir.

Gasimov’ un (1965) cal.smas-nda,

1 3
0+ /ZK(KS; DN q(x)/Ay =)y (0.10)

diferansiyel denklemi ve
y(@©@) = 0, (0.11)
Y (x) i Hiy(m) = 0, (0.12)
' (x) i Hay(m) = 0, (0.12")

s-n-r kosullar- ile verilen diferansiyel operatori incelenmis ve bu diferansiyel operator
icin iki spektruma gore ters problemin ¢6zUmua verilmigstir.

Teorem 0.6: ¢ pozitif tamsay-, g (x) 2 L, [0, 7] olmak Uzere Ao, A1, ... V& pg, fiq, -
dizileri sras+yla (0.10), (0.11), (0.12) ve (0.10), (0.11), (0.12°) tipindeki diferansiyel
operatorlerin 6zdegerleri olmas- igin:

1) fAng,_o Ve fu,g, o dizileri ssral-dar, yani Ao < pig <A1 < pg <A < pip < ..

seklindedir. " gﬂZ

X
%sémptotik formulleri saglans-n, burada a & b ve fa, g, b, dizileri dyle ki janjz,

jb,@(serileri yak-nsakt-r,
3) jcnj2 serisi yak-nsak olmak tzere i, i A\, =bja+ En kosullar-n-n saglan-
n
mas- gerekli ve yeterli sartt-r.

Gasimov ve Amirov’ un (1985) cal.smas-nda,
Ys Ya

A
i+ —+al@) y=Xy (0.13)



diferansiyel denklemi ve

y(©) =0, (0.14)
Y (1) i y(m) = 0, (0.15)
y' () i hoy () = 0, (0.15")

s-n-r kosullar- ile verilen diferansiyel operator icin iki spektruma gore ters problemin
¢cozimu ile ilgili asag-daki teorem ispatlanm-st-r:
Teorem 0.7: fA,g, o ve fu,9,  dizileri asag-daki kosullar- saglas-n:

1) f>\ngnljlo ve f%gn=0 dizileri ortak olarak s-ral-d-r,

A
DA= n+- +—In n+- +2c¢+ay,
T
H %Tz H
= +} +é|n +Z= +2d +
o = m* 5 - n+s cp +ay,

X
asimptotik formiilleri saglans-n, burada cy & & ve fa,g, fal,g dizileri igin janjz,

jal i? serileri yak-nsaktr,

O halde bir ¢ (x) surekli fonksiyonu ve hi, hy gergel say-lar- vard-r ki, f>\ngn=0,
(0.13), (0.14), (0.15) operatdrinin, fungn=0 ise (0.13), (0.14), (0.15%) operatdrunin
spektrumlar-d-r ve

h1 i h2=7ric% i co¢
esitligi saglan-r.

Diger taraftan Wi 1(0,1) uzay-ndasingiiler reel degerli potansiyellere sahip Sturm-
Liouville operatorler sin-f- icin ters spektral problem Hryniv ve Mkytyuk (2003)
cal-smas-nda incelenmigtir.

Bu cal-smada, ¢ 2 W} 1(0,1) reel degerli dag-I-m (distrubition) fonksiyonu olmak
tizere H := L, (0, 1) Hilbert uzay-nda

d2
da?

diferansiyel ifadesine karg-l-k gelen 7' Sturm-Liouville operatéri tan-mlanm-g ve

(=i +q (0.16)

Savchuk ve Shkalikov’ un (1999) cal-smas-na gore, regularizasyon yontemi ile Dirich-
let ssn-r kogullar-ndan bahsedilmistir.

Dag-l-m anlam-nda o' = ¢ olacak sekilde reel degerli o 2 H al-nm-g ve

a

D (T,) =©u 2Wi0,1)ju jou2WL(0,1),0, (u)2 Hu@)=u()=0
(0.17)



kiimesinde tan-ml-
Tu=T,u="0;(u) = j luo iou jou (0.18)

operatoru yaz-lm-gt-r.

Burada, dag-l-m anlam-nda her « 2 D (T,,) igin 4, (u) = ju” + qu ifadesi ince-
lendiginde Ozellikle 7, operatort, reguler potansiyeller igin ilkel o n-n 6zel secimine
bagl- degildir ve (0.16)’ ya kars-l-k gelen standart Dirichlet Sturm-Liouville operatdri
ile cak-sr. Ayr-ca 1Ty, ilkel o 2 H’ ye duzglin rezolvent anlam-nda strekli olarak
bagl-d-r ve boylece T,, herhangi bir ¢ = o 2 Wzil(o, 1) i¢in (0.16)’ ya ait stan-
dart Dirichlet Sturm-Liouville operatéridir. Ele al-nan potansiyeller s-n-f~ Dirac
0 jtipli ve é i Coloumb tipli potansiyelleri icerir ve matematiksel ..zik ve kuantum
mekaniginde genis olarak kullan-l-r (Albeverio, Gesztesy ve Ark, 1988) ve (Albeverio
ve Kurasov, 2000).

Savchuk ve Shkalikov’ un (1999) cal-smas-ndan iyi bilinir ki, her reel degerli
o 2 H i¢in yukarda tan-mlanan 7}, operatoru, diskret basit iAi¢ .k 2 N, spektrumlu
self-adjoint operatordur ve g, A\x = wk+ u;, (1, 2 ¢2 olan dizi) seklinde asimptotige
sahiptir (Savchuk ve Shkalikov, 1999, Savchuk , ZOBlll\ﬁs Hryniv, 2003). Regler ¢
potansiyelleri icin yukar-daki asimptotikler 1, = O P olacak sekilde yaz-l-r.

Bu cal.smada, " reel ikiserli farkl- say-lardan olusan ve yukarda ifade edilen
asimptotiklere sahip hangi i)@.(ﬁ dizileri, Wzil(o, 1) den olan singuler potansiyelli
Sturm-Liouville operatdrlerinin spektrumudur ** sorusunun cevab- aragt-ralm-st-r. Bu
soru, ele al-nan potansiyeller igin ters spektral probleme gotirdr. Yani bu durum,
kargl-k gelen spektral parametreye dayanan ¢ potansiyelinin kurulmas-d-r.

Reguler durumda, yukar-da bahsedilen problemin ¢6zimu icin sadece i>\§¢ spek-
trumunun yetersiz oldugu bilinmektedir. Ayn- dirichlet spektrumlu Sturm-Liouville
operatorlerinin Urettigi bir_gok farkl- g potansiyelleri (isospectral) vardwliJl Pﬁschel ve
Trubowitz (1987), verilen IA§¢ spektrumlu (reel, basit ve A\, = 7k + O P asimp-
totigine ait) H Hilbert uzay-ndaki butin potansiyellerin kiimesinin, analitik olarak
wy, = n agrl-klarile 43 (w,) ag-rl-kl- uzaya difeomor..k oldugunu gostermiglerdir.

q potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek icin spektrumun yan-nda baz- ek
bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0, 1) aral-g-n-n yar-s- Gzerindeki potansiyelin bilin-

mesi veya farkl- ssn-r kosullar~ olan ayn- diferansiyel ifade ile verilen Sturm-Liouville



9

operatorinin spektrumu veya biri batin aral-k i¢in digerleri aral-gn esit iki yar-s-
icin olan ¢ spektrum olabilir.

Cevirme operatorlerine dayanan regiler Sturm-Liouville operatériinin spektral
verisinden, ¢ potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmas-, Marchenko (1950) ve
Gelfand (1951) taraf-ndan gelistirilen Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi olarak
adland-r-l-r. 1ki spektrum ile ¢ potansiyelinin kurulumu icin bir alternatif metod,
Krein (1951) taraf.ndan gelistirildi. Daha sonra H Hilbert uzay-ndan potansiyellere
sahip Sturm-Liouville operatdrler s-n-f- icin Trubowitz ve Pdschel (1987) taraf-ndan
farkl- bir yaklag-m dnerildi. Yazarlar, spektral veriyi ve H’ deki potansiyeller arasn-
daki déntisimi ayr-nt-l- olarak ¢al-sm-slar ve ters spektral problemin ¢ozilebilirligini
ispatlam-glard-r. Ozellikle spektral veriyi tam olarak karakterize etmiglerdir.

Hryniv ve Mkytyuk’ un (2003) cal-smas-nda Gelfand, Levitan ve Marchenko’ ya
gore, klasik yaklag-m genellestirilmis ve W} 1(0,1) den singiiler potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operatoérler s-n-f- igin ters spektral problem tam olarak ¢6zilmugtr.
Soyle ki, spektral veriler kiimesinin ag-k bir sekli verilmis ve bu kiimenin key... bir
eleman-ndan ¢’ nun yeniden nas-l elde edildigi ag-klanm-st-r.

Diger singularite tiplerine gore (6rnegin Sturm-Liouville operatérler s-n-f- icin a
sureksizlik noktas-, ;17 ya benzer potansiyeller, vs.), Hald (1984), Andersson (1988),
Carlson (1994), Hald ve McLaughlin (1998), Yurko (200) ve Freiling (2002), Amirov
ve Yurko (2001) bakm-glard-r.

Aral-gn i¢ noktas-nda singilariteye ve streksizlik kosullar-na sahip diferansiyel
operatorler, Amirov ve Yurko (2001) taraf-ndan cal-s-lm-st-r. Bu c¢al-smada x =
0 noktas-nda singulariteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli Sturm-
Liouville operatéri icin sonlu aralgn i¢ noktas-nda ¢ozimin sireksizlige sahip
oldugu durumu incelenmigtir ve verilen operatdriin spektral 6zellikleri ve bu spektral
Ozelliklere gore ters problemin konumu ve ¢ézimu icin teklik teoremleri ispatlan-
m-str.

Benzer sekilde Amirov (2002) cal-smas-nda self-adjoint olmayan, Bessel potan-
siyelli Sturm-Liouville operatori icin sonlu aral-kta sonlu say-da sireksizlik nok-
talar-na sahip oldugu durum incelenmigtir. Burada verilen diferansiyel operat6ri

Ureten diferansiyel denklemin ¢dzimlerinin davran-glar-, operatériin spektral 6zel-
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likleri, spektrumu basit oldugu durumda yani yaln-zca 6zdegerlerden olustugu du-
rumda, Ozdegerlere kars-l-k gelen zfonksiyon ve kogsulmug fonksiyonlara gére op-
eratorin ayr-l.s-m-, spektral parametrelere gore ters problemin konumu ve bu ters
problemlerin ¢ozimda igin teklik teoremleri ispatlanm-gtar.

Amirov’ un (2006) cal.smas-nda, sonlu aral-g-n i¢ noktas-nda sirreksizlige sahip
Sturm-Liouville diferansiyel operatorler s-n-f- igin ¢cevirme operatord, ¢ekirdek fonksiy-
onunun baz- 6zellikleri, spektral karakteristiklerinin baz- dzellikleri ve ters problem
icin teklik teoremleri 6grenilmistir.

Sonlu aral-kta Coulomb potansiyele sahip Sturm-Liouville operatdrii igin ters
problemlerin aragt-r-ld-§- bu tezde asag-daki yol izlenmistir:

I. bélimde tezde kullan-lan temel tan-m ve teoremler verilmistir.

Il. bélimde sonlu aral-kta Coulomb potansiyele sahip Sturm-Liouville diferan-
siyel denklemi, birinci mertebeden denklem sistemine indirgenmis ve bu sistemin
¢OzUmunan bir gosterilimi elde edilmigtir.

2.1 alt boliumunde,

8
< 0. _
=u(x
] Y11 Y2 () y1 (2.1.4)
S SRy = ju@)yz i v (@) + () n

y1(0)=0,91(7) =0 (2.1.5)

8
< ]
d+0) = dij0
@0 O‘Z_“( i 0) (2.1.6)
= y2(d+0) =ity (d i 0) + 2ikBy1 (d i 0)
O 1 (@) 1
1
olmak tizere (2.1.4)-(2.1.6) probleminin @ - A@©) =@ = A baslang-¢ kosulunu
ik
o 1 Y2 ?
saglayan y (z, k) = @ n A (z, k) ¢bzUmiiniin
Y2
x < d ise,
8 7
% ="+ Ky (z,t) et
i 70 70 (2.1.10)

§ yo = ike™ T +b () e+ Ko (w, 1) eMdt + ik Koo (x,t) eMdt

iz iz
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x > d ise,
8 ¢ -
at zkx + ol ezk(Zd.x) + ﬁ ezkx - zk(2d|x) + Kll (x,t) eiktdt
¢ 15
Y2 =ik |+ i i aieh@in)’ g Ieikﬂc + oik@di )
+) (CC) a+ezkx + ol ezk(2d|x) +5 ezkx = zk(Zd x)¢
7x
+  Kop(z,t) eFldt + ik Koo (x,t) eFldt
iz

(2.1.11)

seklinde bir gosterilime sahip oldugu gosterilmigtir. Ayr-ca farkl- bolgelerde K;; (x,t) ,
(i,4 = 1, 2) fonksiyonlar- i¢in integral denklemleri sistemi elde edilmigtir.

2.2 alt bélimiinde, 2.1 alt b6luminde elde edilen integral denklemleri sisteminin
uygun bdlgede ¢oziimunin varl-g- ve tekligi gosterilmigtir.

I11. bolimde, verilen operatérin spektrumunun ézellikleri, Weyl ¢ozimi ve Weyl
fonksiyonunun 6zellikleri ile L probleminin belirlenmesi icin Weyl fonksiyonuna ve
diskret spektral verilere gore ters problemin ¢6zimu incelenmigtir.

3.1 alt bélimunde, C = 0,q(x) = 0 durumuna karg-l-k gelen Lo probleminin
R i . ¢
Co(k)= a” +p3 sinkr+ o' j B sink(2d j )

karakteristik fonksiyonunun o6zellikleri ve L probleminin 6zdegerlerinin 6zellikleri
incelenmigtir.

3.2 alt béliminde, L probleminin spektral karakteristiklerinin »n’ nin yeterince
biyuk degerlerinde davran-glar- 6grenilmigtir.

3.3 alt béliminde, L probleminin Weyl ¢6zimu ve Weyl fonksiyonunun 6zellikleri
arast-rAim-gt-r.

3.4 alt bélimunde, L probleminin belirlenmesi icin Weyl fonksiyonuna ve diskret
spektral verilere gore ters problemin ¢ozim icin teklik teoremleri verilmigstir.

3.5 alt béliminde, L probleminin 6zfonksiyonlar-n-n taml-g- ve ayr-l.g-m- ince-

lenmigtir.
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1.BOLUM

Temel Tan-m ve Teoremler

Bu bélumde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde s-k sk kullan-lan 6nemli
kavramlar ve teoremler verilmigtir.
Tan-m 1.1: a - t - b olmak Uzere L5 [a, b] uzay-,

8 9
= Zb =

Loyfa,b]= _z(@): [z@®Pdt< 1?

a

seklinde tan-mlan-r ve bu uzayda i¢ ¢carp-m ise

Zb
hf,9i = f(2)g(x)de

seklinde tan-mlan-r (reel durumda g (z) = g (z) ).

Tan-m 1.2: ¢, uzay-,
C

b= z=(x1,22,...,Tp,...)x; 2 K, j:cnj2 <

N
v/

seklinde tan-mlan-r.

Tan-m 1.3: L, D (L) tan-m kimesinde sn-rl- lineer bir operatér ve
O 1 O 1 O 1

s-@ 1A’ Q(x):@p(x) q(:c)A’ y(x’A):@yl(:U,A)A

il O q(x) ip() Y2 (x, \)
olmak Uzere
Ly~ By +Q@)y=\y

esitligini saglayan y (x) & 0 vektor fonksiyonu mevcut ise A say-s-na L operatorinin
Ozdegeri, y(z,\) fonksiyonuna ise, A ya kars-l-k gelen 6zfonksiyon denir.
Tan-m 1.4: f\,g dizisi L operatérunin 6zdegerleri ve y (x, A,,) ler bu 6zdeger-
lere kargil-k gelen 6zfonksiyonlar olmak Uzere
Zb a
an = Y (z, ) s () da

a

say-lar-na L operatdriiniin normallestirici say-lar- denir.
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Tan-m 1.5: L j AI operatorinun s-n-rl- (L j )J)il tersinin mevcut olmad-g-

A’ lar kiimesine L operatérinin spektrumu denir ve o (L) ile gosterilir.
o(L)=TFT\: Ly = \y,y 2 D (L)g

Tan-m (Adjoint Operat6r)1.6: H; ve H» iki Hilbert uzay-ve L : H; ¥ H,
s-nrl- lineer bir operator olsun. Eger L® : H, ¥ H; operatori hiLz, yi = hx, L°yi
sartlar-n- sagl-yorsa L" operatériine L nin adjointi denir. Eger L = L" ise L oper-
atorine self adjoint operator denir.

Tan-m (Cevirme Operatori)1.7: E lineer topolojik uzay, A ve B de A :
E Y F,B:FE Y Fseklinde tan-ml- iki lineer operator olsun. Fj ile F, de FE
lineer uzay-n-n kapal alt uzaylar- olmak Uzere E uzay-n-n tamam-nda tan-ml, F;
den F, ye donisim yapan ve lineer terse sahip X operator(,

i) X ve Xil operatorleri E uzay-nda sureklidir,

i) AX = X B operatdr denklemi saglan-r,
sartlar-n- sagl-yorsa, bu operatdre A ve B operator cifti icin ¢cevirme operatdri denir.

Tan-m 1.8: f (z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy noktas-n-n § komgulugu-
nun tim noktalar-nda ttrevlenebilirse, f (z) fonksiyonuna zo noktas-nda analitiktir
denir.

Tan-m 1.9: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tim noktalar-nda analitik ise
f (2) ye tam fonksiyon denir.

Teorem (Rouché Teoremi) 1.10: f ve g kompleks diizlemin bir B bdélgesinde
sonlu say-da s-f-r yeri olan ve sonlu say-da kutup yerleri d-s-nda analitik olan fonksiy-
onlar olsunlar. Eger ~, f ve g nin hicbir s-f-r ve kutup yerinden gegcmeyen, B icinde
bulunan basit kapal- bir egri ve de ~ Gzerinde jg (2)j < ]f (2)j ise bu durumda f (z)
ve f (z) + g (z) fonksiyonlar-n-n ~ igindeki s+f-rlar-n-n say-lar katl-l-klar- ile birlikte
ayn-d-r.

Teorem (Cauchy Integral Teoremi) 1.11: f (z) baglant-l- G bélgesinde bire-
bir analitik fonksiyon ve v G de bulunan key.. duzlendirilebilir kapal- egri olacak

bicimde ise, f (z)nin ~ egrisi Uzerinden integrali s-f-ra esittir:
z
f(x)dz=0
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Teorem (Cauchy Integral Formali) 1.12: B bir bdlge ve v bu bélge iginde
bir kapal- egri olsun. Eger a,~ icinde bir nokta ve f (z), B de analitik ise,

pA
Q)
zZ1Q

o

F@=5

dir.
Tan-m 1.13: Analitik bir f () fonksiyonunun ayr-k tekil noktas- zp olsun. Edger,

ipnse=1

ise, zp noktas-na f (z) nin kutup noktas- denir.
Teorem (Rezidu Teoremi) 1.14: D bdlgesinde (f () nin sonlu say-da ayr-k

tekil 21, 22, ..., z, noktalar~ hari¢) ve D nin j sin-r-nda analitik f (z) fonksiyonu igin
z >
f(z)dz=2mi Resf (2)
esitligi saglan-r. zp noktas- f (z) nin k katl- kutup noktas- ise
_ 1 . dkil h ) ki

2o noktas- f () nin basit kutup noktas- oldugunda ise

Resf(z) = lim [/ (2) (= i #0)]

dir. f(z) tam fonksiyon olmak Uzere

formuld ile tan-ml- R say-s-

f@)= anZn

n=1

serisinin yak-nsakl-k yar-cap- ve M (r) = maxjf (z)j olsun.
jzj=r
Tan-m 1.15: » > R i¢in
M (r) < exp (rt)

olacak sekilde p > 0 varsa, f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve yukar-da
verilen egitsizligi saglayan y say-lar kiimesinin

——InInM (r)

= |lim
P= v Inr
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formuld ile tan-ml- p alt s-nar-na f (2) nin mertebesi denir.
Tan-m 1.16: f (z) tam fonksiyonun mertebesi sonlu p (0 < p < 1) olmak Uzere
r > R icin
M (r) < exp (ar?) (1.1)
olacak sekilde a > 0 say-s- varsa f (z) sonlu tipe sahiptir denir.
(1.1) esitsizligini saglayan o = inf fag say-s-na f (z) fonksiyonun tipi denir ve

—_InM (@)

o= lim
r ¥

rP

formaldyle hesaplan-r.

Tan-m 1.17: ¢ = 0,0 < o < 1 olmak tzere p (0 < p < 1) mertebeli f (z) tam
fonksiyonu swras- ile minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.

Tan-m (Mittag-Le- er A¢-l-m-) 1.18: Bir f (z) fonksiyonunun kompleks du-
zlemdeki ayk-r-l-klar- mutlak deger buytkligine gore s-ralanm-g, basit as, az, as, ...kutup
yerleri ve bu noktalardaki reziduleri s-ras-yla by, bo, b3, ... olsun. Eger Cx higbir
kutup yerinden gegcmeyen, Uzerinde jf (z)] < M egsitsizliginin gerceklendigi Ry
yar-¢apl- cember ise ve N ¥ 1 iken Ry ¥ 1 oluyorsa,

1 1’
+ —
an  Gnp

X
fE=r0+ by

n=1
yazilir.

Tan-m 1.19: W7 (a, b) uzay- su sekilde tan-mlan-r:
n o
W5 (a,b) = f: fOID 2 AC(a,b), f© 2 Lz (a,b) .

Simdi ise kosulmus fonksiyonlar tan-m-n~ verelim:

((y) := Py (z,\)y™ + Py (2, )y + + P, (z,\)y ve v =T,n igin

Up (y) 1= aouy (a)+ a1y’ (@) +.+ ;10" 1D (@) + 8o,y (0)+B1,9" O+ 451,97 1 (B)
olmak Uzere s

f t(y) =0 o (12)

- U,(y)=0,v=1n
genellestirilmis 6zdeger problemini ele alal-m. Burada ¢ (y) diferansiyel ifadesindeki

katsay-lar ve U, (y) formlar- A parametresinin analitik fonksiyonlar-d-r.
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Tan-m 1.20: Kabul edelim ki ¢ (z) fonksiyonu (1.2) probleminin Ao 6zdegerine
kars-l-k gelen bir 6zfonksiyon olsun. Eger ¢4 (x), ¢, (), ..., ¢, (x) fonksiyonlar-n-n

tumi A = Ao igin

kosullar-n- ve A = )¢ igin

[(p) =0
(e + 15 0(9) =0

WAV /ARARY 00

o ¢ )
T (o) EEL o+ HEER(0) =0

bag-nt-lar-n- gercekliyorsa, ¢ (), v, (x), ..., ;. (z) fonksiyonlar-na ¢ (x) 0zfonksiy-
onunun kogulmus fonksiyonlar-, & say-s-na da kogulmus fonksiyonlar sisteminin uzun-
lugu denir. Eger ¢ () 6zfonksiyonunun m j 1 uzunluklu bir kosulmus fonksiyonlar

sistemi var fakat m uzunluklu sistemi yoksa, ¢ (z) 6zfonksiyonuna m katl-d-r denir.
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11.BOLUM
COZUMUN INTEGRAL GOSTERILIMI VE OZELLIKLERI

2.1. Integral Denklemin Olusturulmas-

(@)= i+ Sy +a)y
diferansiyel ifadesini ele alal-m. Tan-m 0.1 geregi bu ifade singuler diferansiyel
ifadedir. Dolay-syla D (L) = fy (z) : y () ,4' (z) 2 AC(0,d) [ (d, 7],
ly242(0,m),y(d+0) =ay(di 0),4' (d+0) =aity'(d i 0) +2ikBy(d i 0),
d?2 g,w ,a>0,a6=1 kumesinde bir singuler diferansiyel operatort tretmek-
tedir. Bu durumda jy" + gy + ¢ (x)y = \y veya bagka bir gosterilimle
¢ (y) = Ay diferansiyel denliclemi bir singiler diferansiyel denklemdir. Ayr-ca ' (0)
degeri mevcut degildir. Dolay-swyla dncelikle verilen diferansiyel operatorin bu
ifadelere benzer degerleri de tan-ml~ olacak sekilde yeni bir operatér tan-mlamak

gerekir. Bu operatorse, verilen operatorin self-adjoint genislemesi olarak al-nabilir.
_ .0, C — — 12
() =iy +Ey+q(x)y—)\y, A=k O<z<m (2.1.2)
diferansiyel denklemi

U()=y@0)=0, V(y) :=y(r)=0 (21.2)

s-n-r kosullar- ve
8
< — .
y(d+0)=ay(di0)

. _ | (2.1.3)
= ' (d+0)=aily(d i 0) +2ikBy (d i 0)

sureksizlik kogullar-n-n Urettigi L probleminigle alal-m. Burada \-spektral parame-

tre, C,a 2 R, 2 Ciaa > 0, & 1,d 2 E,w ,q (x)-gercel degerli, s-n-rl- bir

2
fonksiyon ve ¢ (z) 2 L, (0,7) dir.
(2.1.1) diferansiyel denkleminde u (z) = C'Inz 2 L, (0, w) olmak Uzere

(iv) (@) =" i u(z)y aln-rsa,

i ¢
(@) = i+ @y+q@y=i Piu@y iu@y+q@y=ky

= i [G @ i u@) (iy) (@) i@y +q@)y=ky
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elde edilir. Simdi y1 =9y , 12 (z) =4 i v(z)y = (iy) (x) denilirse,
8

< 0. _
—ul\xr
Y1 i Y2 () y1 (2.1.4)

S Ry = ju@)yz i v (@) +q@)n
y1(0)=0,91(7) =0 (2.1.5)

8
< -
d+0)= dijo
) y1(d+0) OZZ-Jl( i 0) 2.1.6)
= y2(d+0)=alty (d i 0)+2ikfyi(d i 0)
problemi elde edilir.
(2.1.4) sistemin matris gosterilimi
(@) 1, O 10 1
1
e*A=e@ “ A@ "t A (2.1.7)
Y2 ik iui+q ju Y2
(@) 1 (@) 1
1
veya A= @ u(@) A y=0 YL A olmak iizere
ik i vt (@) +q@)  iu() Y2

4" = Ay matrisinin elemanlar- integrallenebilir olduklar-ndan Naimark’ -n (1967)
calsmas-nda ¢ = Ay + f, f 2 L1 (0, ) sistemleri icin baglang-c-degger probleminin
¢ozimiiniin varl-g- ile ilgili teorem geregi her ¢ 2 [0,7], v = (v1,v2)” 2 C? igin
(2.1.4) sisteminin y1 () = v1,y2 (§) = v2 baglang-¢ kosullar-n- saglayan sadece bir
tek ¢ozimii vard-r. Ozel olarak y; (0) = 1,1, (0) = ik al-nabilir.

Tan-m 2.1.1: (2.1.4) diferansiyel denklemler sisteminin y; (§) = v1,y2(§) =
(iy) (&) = vz baslang-¢ kosullar-n- saglayan ¢ozimudntn birinci bilesenine, (2.1.1)
denkleminin ayn- kosullar- saglayan ¢6zima denir.

g Simdi (2.1.4) diferansiyel denklemler sisteminde C' = 0 ve ¢(z) ~ 0 ahnrsa,
- Vi =0 lineer homojen diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sis-
Twini o g

temin @ A@O)=0@ '1 A baglang-¢ kosullar-n- saglayan ¢ozimii

o 1% o 1*

@” A) =@ ! Ac¢ikr dir. Lineer homojen sisteminin bir diger ¢6zimi de
o1 o%* 2

@’ A@R)=@ 1 A ciikz dir. O halde lineer homojen sisteminin genel ¢ézim,
o%”1 o ik 1

c eikx+c eiikx
@yl A(x):@ 1 2

A dir. Simdi
ik ikx - ik itk S
Y2 1KC1€E 1 LKkCoe
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8

< -
By =u@)y . . o
homojen olmayan lineer diferansiyel

S+ = iu(@)y i @+ a@n
denkleminin genel ¢6zimind bulmak igin

o 1 o 1
ik 4 iikx
@’ Aw=0 Cl(x)e' c2(z)e |
Y2 ikey () € § ikcp (z) e1h®
o 1 o) | | | o
@ yl A( ) — C[:)l (SC)eka+COZ (:C)eilkx +ikcl (:C)ezkx i ikCZ (Sﬂ)e”kx A
v chol (z) ™ j ikdy (2) e1™* § kPey (z) €% KPcp (x) el iF®

alnar ve (2.1.4) sisteminde yerine yaz-lp, parametrelerin degisimi metodu uygu-

lan-rsa;

8 Z:L. - >
1 L 2 , ¢ i ikt 0
a@=3; uw@uig v®rruOuic®n ed+q

%e _ )
§ 1 li 2 , ¢ ikt 0
c2 () =3 U(t)y1+E v +u @y ig®)yr eVdt+cq

0

elde edilir. ¢; (z) ve ¢, () ifadeleri denklemde yerine yaz-l-rsa;

y1 (2, k) = Qe + Geltike
7 _ )

1 ¢
B u(t)yr i % u(t)y2+u2 Oy i g ezk(m.t)dt

1 ¢
2 “(t)yl+%IU(t)yz+u2(t)y1iq(t)yl e kT gy
O

8
y2 (z, k) = ikfe*® § ikQeite
Zm - 1i ¢
9 u(t)yl i % u(t)y2 +u2 (t)yl i q(t)yl ezk(mit)dt
8

0
Ll _ ,

1 ¢
2 “(t)yl+EIU(t)yz+u2(t)y1iq(t)yl e RN gt
0

Y1 (SC k) =cC ezkx + cge”kx

¢
U(t)y].COSk(SU i t) i E lu(t)yz +’LL (t)yl i q(t)yl Slnk(l‘ i t) d‘[:

o

Y2 (z, k) = chle”” i ikQeiike

+ Iku(t)y]_S'nk'(.lT i t) i iu(t)y2+u2 (t)yl i Q(t)y]_q:COSk‘(:C : t)udt
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o 1 o 1

1
denklemleri elde edilir. Dolay-s-yla (2.1.4) sisteminin @ by A@0)=@ ~ Anpaglang¢

Y2 ik
kosullar-n- saglayan ¢ozimi
x < d iken
S ze 1i ¢ z
% ya(z, k) =e™ +  wu()yicosk(z i) i r vy +uP Oy i@y sink(z i t) dt
i Z £ i ¢ o
§ y2 (z, k) = ike™ 1 ku@uisink (@ i )+ u(®)y2 +u ()y1 i ¢y cosk(z i t) dt
0
olarak elde edilir. x > d iken ¢ozim
8 7
y1(z, k) = A(k) e + B(k)ei™™™ +  w(t)yicosk(z j t)dt
0
1 z ¢ o
i U(t)yz +u? W)y i g1 sink(z i t) dt
0
7z
yo (x, k) = ikA (k) e*® j ikB (k) el ™ §  ku(@)yisink(z j t)dt
0

{E

£ ¢ a
i u@®y+uP @y i gy cosk(z jt) dt

seklinde arans-n. (2.1.6) sureksizlik kogullar-n- uygulayarak A (k) ve B (k) fonksiy-

onlar,
7d

jikd
ac w(t)yrcosk (d i t)dt

ARy =a” + 5+

0
Zd

aeithd = ) ¢
u()yz +u @y i g y1 sink(d i t)dt

ok

0
Zd eiikd
u(t)yrcosk(d j t)di+ o

0 0

d d
eiz’kdz iz’kdz .

. e i ¢
i u@usink(didtim— u)w +u? (t)y1 i q(®)yr cosk(d i t)dt
0 0
7d
+peitkd () y1cosk(d j t)dti
0 0
Zd piikd 24 ¢
1
w(t)ysink(d i ) dt+—— o u(®)y2 +u? () y1 i ¢(®)y1 cosk(d i t)dt

0 0

Zd

eiikd i 5 ¢ )
u@ye+u @y i gy sink(djt)dt

1

56“’“1 Z4 i

¢
u@ e+ )y i gy sink(d i t)dt

jikd

21

-+
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. Zd
ikd
B (k) = aie2kd § ge2ikd 4 % [u (£) y1 cosk (d § )] dt
0
ikd Zd .

¢
i Y@y + @) yr i g@)yr sink(d § t)dt

d
ikdz :

¢
i u(t)yicosk(d j t) dt+62—k )+ 2Oy i gy sink(d i ) de
0 0
ika £ cikd Zdi ¢
u(@yisink(d i 1) dti 5 u@®)y2 +u? )y i q(®)y1 cosk(d i t)dt
y2,510%
0 0

o 7d
; ikd H ¢
+Bek u(tyyrcosk(d i AT u @)y + (O i @ w sink(d § 6)dt
0 0
etkd z¢ oikd Z4 i ¢
2 1 -

0 0
olarak bHIunur. %u sabitler y«ﬂine yaﬁlwp gerekli duzenlemeler yap-l-rsa,
1 1 1

-+

u(t)yisink(d j t)dt+

at=<- a+— veal = 5 @ i olmak tzere y; (z, k) ve y2 (z, k) fonksiyon-
(67

2
lar- i¢in x > d iken

a

" (27, k‘) — a+eikm + i eik(Zdix) + ﬁ ieikx i eik(Zdix)q:
Zd

+ u(t)y1£oz+cosk(:c it)+aicosk(z i 2d+t)udt
0
Zd
+if  u(@)y[Sink(x jt)+sink(z j2d+1t))]dt
0
1% o GE L
i u@yp+u Wy iq@)yr o sink(z jt)iatsink(zj2d+t) dt
0
Zd ¢
i @+ O i aOun (Cosk (i 0) i cosk (e i 2+ )]l
0
e 1] ¢ .
+ u@umeosk@it) iz u®y et Oui gy sink(@it) dt
d

(2.1.8)
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i , , ¢ i : ¢
Y2 (CL‘, k‘) =ik la+ezkm i aiezk(Zdim) + ’Lk‘ﬁ lezkm + ezk(Zdim)
Zd g
+ u(@)y1 ikasink(x jt)+katsink(z j2d+1t) dt

0
Zd

+ikB  u()yi[(cosk(x jt) jcosk(x j2d+1t))]dt

0
zd

¢ ] o
+ Iu(t)yg+u2(t)yliq(t)yl joatcosk(zjt)iaicosk(zi2d+t) dt

0
Zd

18 u@®y+dd O i q(t)y1¢[5ink‘($ it)+sink(z i 2d+1)]dt
0

7z
£ i ¢ o
i ku@usink@it)+ u@®y+uP @Oy i gy cosk(zit) dt (2.1.9)
d

integggl denklemler sistemini elde ederiz. Simdi (2.1.4) diferansiyel denklemler sitem-

1

inin @ A@0) = @ © A baslang-¢ kosullarn- ve (2.1.6) siireksizlik kosullar-n-
Y2 ik
saglayan her ¢ozimunin

z < d iken
8

7x
g y =R+ Ky (x,t) et

" Zr 7o (2.1.10)
§ Yo = ike thkr 4 b (x) ezk:v + K21 (:L,’ t) eiktdt + ik K22 (SL‘, t) eiktdt
) iz iz
x > d iken
8 ¢ -
=t zkx + o ezk(Zd.x) + B ezkx i ezk(Zd.x) + Kll (:r:,t) eiktdt
- ik(2d ¢ i , _'m
y2 =ik a+ ke ¢ i eh@din) " 418 em + ik@diz)
+) (l’) a+ezkx + o ezk(2d|x) + B ezkx = zk(2d|x)¢
7x
+ Koy (z,t)eFdt+ ik Koy (x,t) e*dt
iz
(2.1.11)
seklinde bir integral gosterilime sahip oldugu ispatlans-n. Burada K;; (z,t),

j =1,2 ve b(x) reel degerli fonksiyonlard-r. (2.1.10) ve (2.1.11) ifadeleri, (2.1.8)
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ve (2.1.9) ¢coziimiinde yerine yaz-l-rsa,
7x
: . P . ¢ .
atethr 4 o ezk(Zdim) + ﬁ lezkz i ezk(Zdim) + K (27, t) ezktdt —
— a+eikm + i eik(Zdix) + ﬁ ieikx i eik(Zdix)¢l
Zd c .
+ w(t) atcosk(zit)+alcosk(zij2d+t) e*dt
0
Zd c . OZt 1
+ wu(®) atcosk(zit)+aicosk(zi2d+t) @ Ki(ts)e*dsAdt
0 it
Zd 0 IZt 1
+i3  w@)(ink(z it)+sink(@i2d+1) @ +  Kiy (¢, s) P dsAdt
0 it
24 £ sl .
w(®t) aFsink(@it)iaisink(zj2d+t) ke +b(t)e*
0
Zt Zt 2
+ Ko (t,s)e™ds+ik Koo (t,s)e*ds _dt

-
il

it it
zZd n
uw(t)(cosk(z jt) jcosk(z j2d+1t)) ike*t +b(t) et

0
7t Zt 9

+ Koy (t,s)e*ds +ik Koo (t,s)e™ds _ dt

it it

_if
'

17 i ¢E . L o
i ") i gt) atsink(zit)iaisink(zi2d+t) eFtat
0 OZt 1
i tE . a .
L2 @O iqlt) atsink(zit)ialsink(zi2d+t) @ Kii(t, s)e*dsAdt
0 it
Zd
ICEE RPN ¢ SN s _ ikt
i u(t) i q) (cosk(x jt)icosk(x j2d+t))e™dt
0
zd 02, 1
T PN . ] @ iks 5 A
i u(t) i q) (cosk(x jt)icosk(x j2d+t)) K (t,s) e dsA dt

0 it

Zx h 3 -
d
Zt 3
K1 (¢, s) " dsD dt

it



24

Z n 3 - 3 -

1 w@)sink(z jt) ik ate j aie*Clit) 4 g3 e 4 k@diD

'E
dg RN i PRI o
+b (t) a+elkt + O[I elk(2d|t) + 5 elkt i ezk(Zg t)
Zt Zt =
+ Ko (t,s)e*ds+ik Koo (t,s)e*ds _dt
it it 7
1 i ¢ h 3 -
iE 'uz ®) i q@) sink(z it ot ekt 4 o pik@diD) + 5 et cik@dit)
d
Zt 3
K1 (¢, s) e**dsD dt
it
Zr Zd
K (z,t)e*tdt = o w(t)cosk (z i t) e dt
ix 0
Zd
+ai  wu(t)cosk (z i 2d+t)eFldt
0
Zd Zd
+if  w@)sink(z i t)etdt+if  w(t)sink(z i 2d +t) e*dt
0 0
Zd OZt 1
+a*  w()cosk(z i )@ Kii (¢, s) e dsAdt
0 it
74 ! OZt 1
+al  w()cosk(z j2d+1)@ Kii (¢, s)e* dsAdt
0 it
Zd OZt . 1
+i8  w@)sink(z i t)@ Kii (¢, s)e* dsAdt
0 it
74 ! OZt 1
+i8  w(@)sink(z j2d+t)@ Ki (¢, s)e*dsAdt
0 it
Zd Zd
iiat  w@)sink(z j t)e*tdt jial  w()sink(z i 2d +t) ettt
0 0
Zd Zd
+8  w(t)cosk(z jt)e*dt i B w(t)cosk(x i 2d+t)eFldt

0
Zd _7d
O[l
ko

0 0

+ o

i w@b@)sink(z § t)etdt i

i w@®)b@)sink (z j 2d+t) e*tdt
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Zd o zd
w@)b)cosk(z j t) e“ftdt+% w(@®)b(t)cosk (z j 2d +t) e*tdt
0 0
Y o, 1
i% w(t)sink (z i )@ K1 (¢, s) e*dsAdt
0 it
_zd " Oz 1
1 .
i% u(@®)sink(z i 2d+1) @ Ky (¢, 5) e*sdsAdt
0 it
2 o, 1
i% w(®)cosk (z i )@ Ko (¢, s)e**dsAdt
0 it
24 "o, 1
+% u(t)cosk (z § 2d+1)@ Ky (t,s) ™ dsAdt
0 it
zd Oz, 1
it w(@)sink(@ i t)@ Ky (t,s) e dsAdt
0 it
2 "o, 1
il w@sink(z i 2d+0)@ Ky (¢, s) e dsAdt
0 it
zd Oz ' 1
+3 w()cosk(z i )@ Ky (¢, s)e*dsAdt
0 it
24 "o, 1
i3 uw@)cosk(zi2d+t)@ Ky (t,s)e*dsAdt

it

_if
"k

7d

+ o

i ¢ .
i% YE) i q) sink (@ i t)ettdt

i i 2 ¢ H ikt
+— u(t) i q) sink(z j 2d+1t)e™dt

i ¢ .
YA () i g @) cosk(z i t)eFtdt
0

57 A
+% Y2 () i q(t) cosk(z i 2d +t) eFtdt

0
Zd OZt 1

i ¢ |
YW i g sink (@i )@ Kii(ts) e dsAdt

0 it
7 ‘ " O 1
1 1 .
+% YR i q) sink (@i 2d+1)@  Kyp (4, 5) é*dsA dt

O[+
"k

0 it
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zd O,, 1

IOR q(t)¢cosk(x i )@ K (¢, s) e dsAdt
0 it
52, . " O 1
+% Y ) i q(t) cosk(z i 2d+D)@ Ky (¢ s) et dsAdt
0 it
Zz Zz
+a*  w(t)cosk(z i t)eFdt+al  u(t)cosk (z i t) PNy

d d
Zx Zx

+8  w(t)cosk(z i t)e™dt j B u(t)cosk (x i t) Nt
d d
zz Oz 1 Zo
+ w()cosk(z jt)@ Kii(t,s)e*dsAdt jio™  w(t)sink(z jt)e*dt

d it d
Zz Zx

ik u(t)sink (z i t) @Gt §iB  u(t)sink(z i t)e™dt

d d
Zx /x

N

i u()sink(z it)eFCiNg %
d d
Zx Zx

+2 w @bt cosk (@ i t)eFRUNG i u(t)b(t)cosk (z i t)e*dt

d d
ﬁZr Lz Oz 1
+o u(b()cosk (@ i t) eik(Zdit)dtiE w(@®)cosk(z i )@ Ko (¢, s)e*dsAdt

d it
ZZ, Ozt (a_ . Z;L- i 1 ¢
it u(t)cosk(zit)@ Kp(ts) eidesAdti% W2 () i q(t) sink(x i t)e™dt

_if
"k

w(@®)b@)cosk (z jt) e*Clidgt

d it d
Zx Zx

i i ¢ ' ) . ¢ '
i% luz (t) i q(t) Sink(l‘ i t)eZk(Zdlt)dti l’u,z (‘[:) i q(t) Sink(l‘ i t)ezktdt

>

d d
7x

) ¢ -
o ) i q(t) sink(z jt)eFClidgt
d
M2 (1) [ i@ iks g A 7 —
i q@) sink(z it K @t s)e*dsAdt =1 + I + Iz + ... + Ing

End ey

1
'k
d
elde edilir. Burada;
Zd . Zd . Ziz [ 91
. . + .
Ii=a* wu(t)cosk(z jt)e™dt = %e’km u (t) dt + ozT u i ettt
0 0 iz
7Zd

L=at wu(t)cosk(z i 2d +t)e*dt

it



al . ) 24 al Z H ti l‘ﬂ
= 76”“(2‘1”7) u(t)dt+T u d+—
0 ri2d
Zd 3 Zd Ziz | 91
Iz =i w(t)sink(z it)e*tdt = Ee““ w(t)dt j
0 0 ix
7d

In=if w(t)sink(z i 2d +t) e*dt

0
zd Zz q
B ik@dia) B8 tiz
= i —¢ z + — +
i5e u () dt 4 u d >

0 zi2d
Zd OZt l 1

Is=a* wu(t)cosk(z jt)@ Kii(t,s)e™dsAdt
0 O it 1
4 Zx
= % 8 u(s) K11 (s,t +s j x) dsgeiktdt
il'o(:L'it)/Z 1
LI Zzx

+a7 8 u(s) K11 (s,t j s+ x) dsgeiktdt

iz (z+t)/2
Zd OZt 1

Is=al  w()cosk(z j2d+t)@ Kii (¢, s)e* dsAdt
0 O it 1
Zx Zd
=— 8 u(s) K11 (s,t jx+2d j s) dsgeiktdt
mi2dod+(tim)/2 1
. Zic Zd
+— 8 u(s) K11 (s,t § 2d+x + 5) dsgeiktdt
iz di(t+z)/2
74 ! OZt 1
=i w(@)sink(zit)@ Ki(t,s)e*dsAdt
0 (@) it 1
Zx Zx
8 u(s) K11 (s,t +s j x) dsgeiktdt
xj2d dmit)/Z 1
Ziz [z

N

N[

u(s) K11 (s,t j s +x) dsg ekt dt

iz (z+t)/2
zd Oz 1
Is=if w(t)sink(z i2d+t)@ Kii(t,s)e*dsAdt

0 it



28

O 1
8 7z 7d
=5 8 w(s) Kup (.t o +2d j s)ds ettt
©i2dyd+(tiz)/2 1
3 Zix Zd
+§ 8 U(S) K1 (S,t i2d+ax+ s) dsgeiktdt
e dj(t+o)/2
' ; + .
Iy=jia* u()sink(z jt)e™dt = i%em u () dt+o‘T w Tt , b gty
0 0 iz
7d
o = iad  w(t)sink(z j 2d+1t)e*tdt
0
at “ al & M ti scﬂ
= : _ ik(2diz) + + 1 ikt
15¢ u (t) dt 4 u d 5 ¢ dt
0 zi2d
7d
I =8 wu()cosk(z j 2d+1t)e*tdt
0
24 Zr M 1
g ik(2d j z) B tix ot
= ¢ ® + = +— ¢
26 u(t) dt 4 u d 2 e"tdt
0 zj2d
; ; + .
I =i u(t)cosk(x i t)e™dt = igem u(t)dt i % u —‘Tz L gimtg
L Zd L Biz_ (70))2
he=i% w@b@sink@ineMa=i% B w(b()dsKe
iZd ' 7z Zd
Iy = % w(@®)b@)sink (z j 2d +t) e*tdt = % 8 u (5)b(s) dsgeiktdt
0 zi2d d+(tjz)/2
3 Zd h ;
15 = i% u(t)b(t) cosk(z i 2d+1t) j cosk(z i t) e dt
0 o 1
Zx oZd 1 Zixz (Ft)/2
= ig @  w(s)b(s)dsAetat +§ 8 w(s)b(s) dsX ekt g
zj2d O . 0
lZd Ozt 1
at .
Iig = i w(@)sink(z i )@ Koy (¢, s) e*dsAdt

+ZI 7d t¥zis
=i% @ u@)  Kau(sQdsdsAcdr

iz 0 tjx+s
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. Zd OZt 1

1 .
Ly = % w(@®)sink(z i 2d+1)@ Ky (¢, ) e*5dsA dt
0 it
L Ze OZd t+ars i 2d ' 1
= 0‘7 @ wu(s) Ko (s, €) dedsA ettt
iz 0 tisiz+2d
lZd o OZt 1
w(t)[cosk (z i 2d+1t) jcosk(z i )] @ Ko (¢, s)eF*dsAdt
0 it
5 Zx OZd Iz 1
= iE @ wu(s) Ko (s,6) dédsA et dt
rj2d 0 rj2d
Zéim Zd 2‘;izfi5+t 1
+§ @ u(s) K1 (s, &) dedsA e*tdt
iz 0 t+sjz
i 24 i OZt 1
Lo = jiat u@sink(@ it)@ Kaxn(t,s)e™dsAdt
00O it 1
ot Iz Zz
- u(s) Koz (s,t+s j x) dsgeiktdt
izo (zit)/2 1
Zz Zz
+2 8 u(s) Koz (s,t § s+ 1) dsgeiktdt
iz (z+t)/2
Zd OZt 1
Lo=iat  u@)sink(z i2d+t)@ Ky (t,s)e*dsAdt
0 O it 1
o Zz Zd
=— 8 u(s) Koo (s,t jx+2d j s) dsgeiktdt
mi2d0d+(tim)/2 1
. Zix Zd
i 8 u(s) Koz (s,t § 2d+ x + 5) dsgeiktdt
iz d+(tiz)/2
74 ! OZt 1
Li=8 wu@)cosk(z j2d+t)@ Ky (t,s)e*dsAdt
0 O it 1
Zz Zd

=§ 8 u(s) Koz (st iz +2d i S)dsgeiktdt

mi2d0d+(tim)/2 1
Ziz Zd

)
IlS—i?

B

+ u(s) K22 (s, i 2d+x+s)ds£eiktdt

iz di({t+z)/2



30

7d OZt 1

Ly=iB wu@)cosk(z it)@ Ko(t,s)e*dsAdt
0O it 1
3 Iz Zz
=i ) 8 u(s) Koz (s,t+s j x) dsg ekt
i-'L'O (zit)/2 1
Zz Zz
u(s) Ko (s,t § s+ 1) dsg ekt dt
iz  (z+t)/2
Zd

— i 2 - ¢ : - ikt
I3 = j u (t) i q(t) smk(::: i t)e dt

0 0O 1
L RBiz_ (72)/2 .
= i% 8 u? (s) i q(s) dsgeiktdt
Zdir O OZt 1
al i ¢ .
s = —— u? () i q(t) sink(z i 2d+1)@ Ky (t,s) e dsAdt
0 (0] 1 it
o Zz Zd £ a
== 8 u? (s) i q(s) dsgeiktdt
ri2d d+(z+t)/2
AL

i3 £ 2 . ikt
Iy = i? u”(t) i q(t) [cosk(x j 2d+1t) j cosk (x j t)]e™dt

0
7x OZd 1

i ¢ .
@ 42 (s) i q(s) dsAertat
miZdO 0 1
Zix (zzt)/z_ ¢
+§ 8 L2 (s) iq(s) dsgeiktdt
iz 0
Zd ¢ OZt 1
Y2 i q) sink(@ i )@ Ku (@t s) e dsAdt
0 it
7x oZd £ g t¥Pris I 1
=i @ Wi  Kul(s9dedsAeMat
iz 0 tiz+s
_ Zdl I OZt 1
al i ¢ . .
Ly = = W (@) iq@) sink(zi2d+t)@ Kiq(t,s)e*dsAdt
0 it
Iz OZd g t+aAsj2d l 1
1 .
=% @ Wi Ky (s,€) dgdsA ™t

iz 0 tjxijs+2d

O[+
&

I = i
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1

tﬂ
et
eiktdt
THt o gy
dt
> e

Zd OZt
i Zﬁ l 2 i ¢ i H = @ iks 7. A
Irg = i v () i q(t) [cosk(xz i 2d+1t) jcosk(x it) K1 (¢, 5) e*8ds
OZI OZd Zx 1 it
= ;7 @ E2(s) & ° A ikt
L u®(s) i q(s) K11 (s,&) dédsP e dt
zi2gy O zi2d
ZZlimed c . Z:iiZfiS"‘t 1
+§ @ u?(s) i q(s) Ki1 (s, €) dedsA e*dt
iz 0 t+sjzx
Zx . 7x . 7 H
Ly=a* u@®cosk(wit)eMit=" " u@dt+",  w
% d 2djx
Iqp=al  wu(t)cosk(z j t)e*Clitgt
d
al z al 2ic M T i tﬂ
= TGik(Zdim) u@dti 7w d+ Ll ikt gy
d T
. , t
In=§ u(t)cosk(wit)e™dt= ge”“’ u () dt+§ u
d 7 d 2diz
I =i u()cosk(z jt)er@didg;
d
Zr Zir W Al
= igeik(Zdim) u (t) dt +§ u d+ —562' b ikt gy
d T
Zz OZt 1
Isz3= wu(t)cosk(x i t)@ K1 (t, s) s 1A (it
d O it 1
19 @
) 8 u(s) K11 (s,t+s i x) dsgeiktdt
iz it)/2
2::97: 1
*5 @ w(s)Ki(s,tis+x)dsAe*tat
iz O 1
14 g 7@
*5 8 u(s) Ku1(s,t i s+x) dsgeiktdt
2djx  (z+t)/2
Zx + 7x . 7
I3a = jia*  w(t)sink(z i t)e™dt = i%e“” u (t) dt+ozT
Z d d Zdi.’L'
s =iai  u(t)sink(z i t)e*Clidgy



32

al o al Zir | x tﬂ
= i@ u@dti g u d+ e
2 4
d T
7x
18 u()sink(z j t)e*Ci0qt

d

I36

5 Zz Ziz M ] t'IT
= P gik(2diz) +Z Lt
5 ¢ u (t) dt 2 u d >
d T
Zz Zz Zz M ]
. . . +t
Iy = iif  u(@)sink(z j t)e*dt = ige’km u(t)dt+§ uw T
d d 2djzx
7x

?T‘Q+

w(@®)b@)sink(z jt) edt

i 0 1
7z (a7t)/2
B u()b(s)dsX M ar

2djz 0
L Zx
1

Isg = i% w(®)b(@)sink (z j t) eH@iDgy

a 0O 1
Zx d+@+t)/2

w(s) b (s) dsX e dt

Izg = j

|8,

2djz d

Ino = % w@)b(@)sink (z jt) e*dt

i 0 1
7z (azt)/2
B u(s)b(s)dsX it

2dijz 0
7x

N[

w(@®)b(t)sink (z j t) FCiDgt

d 0 1
Zx d+@+t)/2
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(z+t)/2 (z+t)/2
FERTRRE B T

Zx . Zx
+7 u(S)K21(S,tix+s)dsia7 u(s) K11 (s,t+x j s)ds
(zit)/2 (z+1)/2
. 7d tPxris ) 7d
« al
i7 u (s) Ko (s,8) déds i -
0 tix+s d+(ti m)/z

u(s) K11 (s,t j x + s)ds



61

Zd
u(s) K11 (s,t+x j s)ds
di (t+z)/2
7d
i— u(s) Koo (s,t jx+2d j s)ds
d+(tiz)/2
Zd
i u(s) Koo (s,t +x j 2d+ s)ds

di (t+z)/2
Zz Zz

) U(S)Kll(satil""s)dsig

(zit)/2 (z+t)/2
Zd

u(s) K11 (s,t+x j s)ds

u(s) K11 (s,t j x +s)ds
d+(tiz)/2
7d
u(s) K11 (s,t+x j 2d+ s)ds
dij (t+z)/2
Zd
u(s) Ky (s,t j x+2dj s)ds
dij (t+z)/2
zd
u(s) Ko (s,t+x j 2d+ s)ds

dij (t+z)/2
Zz Zzx

u(s) Koo (s,t j ©+s)ds j

(zit)/2 (z+t)/2
Zd t+ag 2d+s Zd t¥xris
0w EaOdedsi ) u()  Kas0)deds
0 tiz+2dijs 0 tiz+s
7d £ g t¥xris
PO i) K, deds

d+(tiz)/2 tjz+s
7d t+af 2d+s
o]

u?(s) i q(s) K1 (s,€) déds

di(t+z)/2 tjx+2djs
Zz =

u(s) K11 (s,t § x +5s)ds j

(@it)/2 (z+1)/2
X

+ u(s) Koo (s,t+x j s)ds

N[

N

-+

u(s) K2 (s,t j ©+s)ds

NI =

1
+§ u(s) K11 (s,t j ¢+ s)ds

d
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Zz 1 Zz
w(s) Ky (s,t j x+s)ds i 5

d d

Benzer sekilde diger bolgeler icin de integral denklemleri kolayca al-nabilir.

=

ié u(s) Koo (s,t+x j s)ds (2.1.17)
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2.2 Integral Denklemleri Sisteminin Cozumunin Varl-g- ve Ozellikleri

Bu bélimde al-nan integral denklemlerin her bdélge igin ¢ozimundn varl-g- ve
tekligi gosterilecektir. Ayr-ca gevirme operatérinin cekirdeginin saglad-g- 6zellikler
incelenecektir.
l-d<z<2d, jxr<t<zij2d<2dijzbolgesinde K11 (z,t), K21 (z,t) ve K27 (x,1)
fonk3|y0nlarwnwn |fepeler|n|<f ardw§wk I}iakla&mlau”yonteml uygulanrsa;

+1 t
o

2 2 2
H ﬂ ﬁuuz ti l‘ﬂ éu“d_'_scitﬂ

= +
2“2 2 2 2 2

iO[—Z+ u? (s) + u(s)b(s) i q(s)uds

(mZ—z?)/Z .
u? (s) + u(s)b(s) i q(s) ds

i

0
Zd

() +u(s)b(s) § q(s) ds

N

0
d
al z £, o
> u”(s) +u(s)b(s) i q(s) ds,
d+(tiz)/2
.
Ki?)(iﬂat):% u(s) KD (st j o+ s)ds
(xit)/2
+ Zx + Zd tFxis
+5 w@KGD G trridsi G uls)  KGT (5,9 deds
(z+1)/2 0 tjz+s
X . Z‘Z'

u(s)K(n'l) (s,ti :E+s)ds+a7

(zit)/2 (z+t)/2
Zd £ g t+az 2d+s
Ol n
i w9 i) " (5.) deds

0 tjx+2dijs
. Zd
1 -
+% u(s)Kﬁ“l)(s,ti:E+2dis)ds
d+(tjz)/2
. Zd
1

+% u(s)Kﬁ“l)(s,t+sci2d+s)ds

’\"Q+

u(s)Kén 1)(s,t+:£ is)ds

di (t+z)/2
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Zd

+2 u(s)K(n 1)(S,tix+2dis)ds
d+(tiz)/2

7z _Zd t+a7 2d+s
- (i) - ol (i)
i u@ESE TV Gtiar)ds+ S u() KG™ (s,€) déds
(zit)/2 0 tiz+2dis
. Zd g t+az 2d+s

+7—£ﬁ@nq@ Kip 'V (5.€) déds
0 tiz+2dijs
Zd
+§ u(S)K(n'l)(s,ti:E+2dis)ds
d+(tiz)/2
Zd
+§ u(s)Kégil)(s,t+:£ i2d+s)ds
di(zt;-m)/Z 70
+§ u(S)K(n'l)(s,ti:c+s)dsi§

(zit)/2 (z+t)/2
Zd

u(S)K(n'l) (s,t+x i s)ds

+§ u()K§n')(S,ti:ﬂ+2dis)ds
d+(tix)/2
Zd

-+

N[

u(s)K§n 1)(S,t+:£ i2d+s)ds
dij (t+z)/2
Zd t¥ris Zd tidgA2dis
u@  KSP(odds+ 5wl KGT (5,0 deds

0 t+x j2d+s 0 tia+s
Zd£ t¥xris
+2 2 - . K(”il) ded

u”(s) i q(s) 1 (s,8)déds

0 t+xj2d+s

Zd utizz—Zdis
u? (s) i q(s) K (s,€) deds

0 tjx+s

Z 5 Z

u(S)K(n'l) (s,t j x+s)ds i ) u(S)K(n'l)(s,t+sc i s)ds
(zit)/2 (z+t)/2
1 & p Z
+§ u(s)Kf?il)(s,t+xis)ds+§ u(s)Kﬁil)(s,ti:E+s)ds
d (zit)/2

1 z

+§ u(s)Kén 1)(S,ti:c+2dis)ds

d+(tiz)/2

N[

N[
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7d
+- u(s)Kégil)(s,t+:£i2d+s)ds
di (t+z)/2
7x tPris 7x t¥ris
1 (nil) . £, 1. . (nil)
15 u(s) K31 ' (s,8) déds i u”(s) i q(s) K31 ' (s,8) déds.

d tiz+s - d tiz
* Hx+tﬂ ux+tﬂ H:£+7§1T_ st+tﬂ°
2 e L2
| e Tu |
+ Ty g+

NIl -

NI =

Ké?)($,t)= i— u(s)K§’fil)(5,tix+s)ds
(zit)/2

u(s)KﬁLil) (s,t+z js)ds

(z+t)/2
7x

£, o il
() i () KGH (st § @+ s)ds

o] -
+ w2(s) i q(s) KD (s,t+a i s)ds

(+1)/2
. Zd
1 -
i% u(s)Kgl“l)(s,ti:E+2dis)ds
d+(tjz)/2
Zd
i— u(s)Kgfil)(s,t+:£i2d+s)ds
di (t+z)/2
“ e, ° D)
i— u (s) iq(s) Kpp'7(s,tixz+2dijs)ds
d+(tiz)/2
- “ £, . & (nil) -
r u (s) iq(s) K"/ (s,t+axj2d+s)ds

di (t+z)/2
Zx Zx

u(s)KglLil) (s,t i x+s)ds i

(zit)/2 (zit)/2
Zz Zz

u(s)KﬁLil) (s,t §x+s)ds

-1
NI =
NI -

1 i 1 i
+§ u(s)Kél'l)(s,t i sc+s)ds+§ u(s)Kil'l)(s,t i z+s)ds

d d
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7x
+ u(s)Kﬂil)(s,t+:£ is)ds
(z+t)/2
KO (0.1) = _oz_+uusc+tﬂ ot H xﬂ+§u”x+tﬂ 5 Mt
A 2 '2 2 20 2 '2 2
a’ z
K @)= u() K" (s.t i w+s)ds
(zit)/2
a’ z ;
i u(s)Kﬁ“l)(s,t+:£ i s)ds
(z+t)/2
+Zd tPris ; 7d
iS5 u() K (s,9deds i w(s) KGTV (s,t § @+ s)ds
0 tix+s d+(tiz)/2
oz
1 -
ia— u(s)Kff'l)(s,t+sc i s)ds
di (t+z)/2
. Zd
ot (i) - -
i u(s) Ky ' (s,tix+2d i s)ds
di (t+z)/2
. Zd
1 -
i% u(s)Kég'l)(s,t+sc i 2d+ s)ds
di (t+z)/2
g “
+§ u(s)Kﬂil)(s,t ix+s)ds
(zit)/2
g “ g~
i§ u(s)Kﬁil)(s,t+:£is)dsi§ u(s)K§?i1)(s,ti:ﬂ+s)ds
(z+1)/2 d+(tjz)/2
Zd
ig u(s)K§?i1)(s,t+:ﬂ i2d+s)ds
dij (t+z)/2
Zd
ig U(S)Kégil)(s,til‘"‘ZdiS)dS
dij (t+z)/2
Zd
ig u(s)Kégil)(s,t+:£ i2d+s)ds

di (t+z)/2
7x

+§ u(s)Kégil)(s,ti:E+s)ds
(zit)/2
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Zx 7d t+af 2d+s

u(EG (st +a i ds+ D u() KE (s, 6) deds

(z+t)/2 0 tiz+2dis
Zd t¥xris
u@s) K5 (s,€) deds
0 tjx+s
Zd t¥ris
£ 2 . (nil)
u®(s) i q(s) K11' 7 (s,8) déds
d+(tiz)/2 tjz+s
7d t+af 2d+s
2 - . (nil)
u®(s) i q(s) Ky (s,8) déds
di(t+z)/2 tjx+2djs
7x

1 n
+§ u(S)K( Il)(S,til‘"‘S)dS
(it)/2
p & 1 &
i u(S)K(n'l)(s,t i :c+s)ds+§ u(S)K(n'l) (s,t §j z+s)ds
(r+t)/2 d
i
is u(s)Kén 1)(5,75 i z+s)ds i 5 u(S)K(n'l)(s,t+:£ i s)ds
integral denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin her birinin mutlak degeri al-n-p,

[iz,2] aralwgwnda t ye gore integrallenirse,
Ze = Lz _ Zd
KD (o, 1y dt - Q) dt+% ju () dt+@ ju (b)j dt
iz 0 dijz 0
+@—J<mﬁ+@ ju () it
djx d
at z h o . N
t— @i ) u@)F @b @i+ie@) d
0
Zx h i
+jalj (zi1) u@®F +ju@ib®i+ig@)j dt
0
Ze h i
+iBi (@i t) ju@i +ju@iib®i+iq®)j dt
O

i ¢ h
o (it) ju@®@i” +ju@jjo@)j+jq@)] dt,

0
7x . - 7x h

+ 1

- - (67 . . . .. . . .
K @ty dt - % ju(® +ju@ijb @i +jq @] dt
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A i
A2 O + @i O+ @) d
dijz
. Zd i
+@ ju (O + ju (i b (1 + jg ()] dt
djx
gZh oo
o Ju@)j” +ju@jjib @i +jg @) dt,
Ze - i - LI ... 7d Zv . 7d
K Gty dt - ju(t)jdt+% ju(t)jdt+% ju(t)jdt+% ju(®jdt
iz 0 dizx 0 dizx
ve buradan da
Zr - £ - - o2 h i
KQ (@, tydt - 20" +2 ol +6j8i (v i) ju@i +ju@ijb®i+ig@)i dt
IZZI z T g L Ze i h i
KR @oyrd - g @ i) O @it Oi+ia®) d
iz 0
Zr - Z £ - - oL h i
KD (@ tydt - o+ al +2j8 (@ it) ju@P +ju@®iib @i +ig@) di
iz 0

esitsizlikleri elde edilir.
L - - - _ 3

/2£ AT i B oot jadj . T E - - .°/4

cgt=max 2a +2 a' +605 , 7+ > +j6] , o+ a' +2jf]

ve
zr h i

o@)= (zit) ju@i +ju®ib®i+ig@) dt
0
olarak al-n-rsa, her 7,5 = 1,2 icin

Zr - :
_Ki(j(.)) (z,t) dt - cro(x)
iz

olur. Ayr-ca
Zv” - + L Zs~ -
—r-(n - (67 . . — An;i _
K @ty dt - 5 ju(i TG (s, deds
izc 0 is
oF 7x Zs~ ) . 7x Zs~ ) -
+o Ju@ KD (8 deds +atm ju(e)] TRGY (s,€) déds
0 is 0 is
Zz Zs - - L2 Zs - -

o . . (i I o . . Z o (ni -
o ) K (5,8 deds + T ju(e)i Kt (s,6) deds
0 is 0 is
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Z:L' h i Zs - -
vatn ju@P+ig(s)] KD (s,6) deds

0 is

7z 75~ - - :ZI Zs - —
+jat] ju(s) KGT (s.e) deds+ i ju(s)  KSTY (s,6) deds

0 is 0 is

Zz Zs~ . jaij Zz Zs~ -

L. . ni - al . . ni —

it ju KT s ordeds + 1 ju KRG (s 0 deds

0 is 0 is

Zz Zs~ .

tjatjr ju(s) KT (s,€) deds

0 is
Z iZsZ -
+jaijr  ju@@PR+igs)i KT (s,6) deds
0 is
Zz Zs” _
+ifi ju(s)i  TKS Y (s, €) deds
0
Zz ZS - isi Zz Zs~ .
i e KE e deds+ B juGi G (5,607 deds
0 is 0 is
AL Gu@i KRG e deds+isi ju KRG (5,6 deds
0 is 0 is
Zx Zs~ - Zx Zs~ -
+ifi )i KO (s, 6y deds +Bin ju(e)i KOV (s,6) déds
0 is 0 is
Zz Zs - _
+iBim ju(s)i TKGHY (s, ) deds
0 is
Zz iZsz N
+ifin  ju@iP+ig(s)i  TKG (s,6) deds
0 is
i5i Z 75~ Z isi Zz Zs~ I
o ju() KT (s, deds v ju(e)i TKS ' (s,€) deds
0 is 0 is
Zm Zs . . Zm Zs . .
+2 ju@)  KG (s, deds+m ju(e)i TKGTY (s,6) deds
0 is 0 is
Zzp iZsz z
+r ju@P+ig)i  KGT (s,6) deds
0 is
Zz Zs” _

+ ju(s)i TKEG (s, &) deds,
0 is
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2 - T Zs - -
K (x, t) dt - = Ju(s) KO (5, ¢) deds
izr 0 is
o Zz Zs_ -
+o Jule KLY (s,6) deds
0 is
+Z%n iZsC z

« . 2 . — (i -
+5 P g KT () dgds

0
ot Zoh iz -
+5 P g KT () dgds

0
th IZS -

+jab]  ju@PR+igE)i KT (s, 6 deds
0 is
Zzp ilsC z
+jalj  ju@P+ig)i  TKGTY (s,6) deds

0 is
Zx Zs - -

+jaij jue)i TESTY (s,€) deds

7z v -
+jaij ju(e)i TS (s,€) deds

0 is
Zr Zs Z

15 T s -
5 Jui TG (s, 6) dgds
0

1 Zz ZS -
o B KT (5,60 deds
0 is
Zz Zs” _
+ ju(e)i TKEG (s, ) deds
0 is
Zx Zs” I
+ ju(s)i TEG (s, &) deds
0 is
Zx Zs” C
+ ju(s)i TESV (s, &) deds
0 is
Zz Zs” _

+ ju(s)i K (s, €) deds,
0 is
Zz - - + /x ZS - -
K N i) -
(z, t) dt - - ju(s)i K3 " (s,&) déds

izr 0 is
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+ 7x Zs~ . 7x Zs~ .
+5 Ju@) K (5,9 deds ot ju(si TKGY (s,6) deds
0 is 0 is
Zx Zsz Z Zz Zs -
+job] ju()i TKGT (s, deds+iat]  ju(e)i TKGTY (s,6) deds
0 is 0 is
+iodj ju(@i TEG (&) deds+ ot ju(s)]  TKf TV (s,) deds
0 is 0 is
Zx Zs” B /T Zs~ -
+8  ju(s)i TKGV (s,¢) deds +28  ju(s)i TKGD (s,€) déds
0 is 0 is
Zx Zs - - Zx Zs - N
+28 ju(s)] TKS D (s,&) deds+ 8 ju(s)i TKGD (s, €) déds
0 is 0 is
Zz Zs - _
+278  ju(s)i KtV (s, &) deds
0 is
Zz iZsz z
+r  ju@)P+ig(s)i  TKGTY (s,6) deds
0 is
Zz iZs” z
+r  ju()P+ig(s)i  TKGTY (s,6) deds
0 is
Zz Zs~ - Zz Zs~ -

17 T I i : 17 T I i :
+3 Ju@)i KGT (s deds+ 3 ju(e)i K (s.)deds

0 is 0
Zx Zs~ n Zx Zs

+ju@i KO (soydeds+ ju(s)  KGTY (s.6) deds

S

1s

0 is 0
yaz-labilir. n = 1 i¢in bu egitsizlikler kullan-l-rsa;

7z~ - . L _ o - ,
KD @iy d - 20+ ai wejgir3on 0t + al +ig1 TN

iZ(E H
K (wt)dt - “dat 440l 45 c1 022(|:::)

iz '

o - £ - - i ¢o 2
K @0y de - ot rdal +6jfj+3 47 0t +aj) o\

iz

esitsizlikleri elde edilir.
©f o]
c=max Z2a" +%jozij+6jﬁj +3+ 271 (ot +jalj+jBj+1) ,[2a" +4jalj+5],

[a™ +4jalj+6j8j +3+m(a” +4j5))], 19
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olarak al-n-rsa; her 4,5 = 1,2 icin
Zxr I
_Ki(jl) (x,t) dt - ¢

iz

2(72 (z)
2!

esitsizlikleri elde edilir. Ayrcan =2 i¢in¢,5 = 1,2 olmak Uzere

Zr ” Z
_Ki(jz) (x,t) dt - ¢

1T

3(73 (z)
3!

elde edilir. Tumevar-m yontemi kullan-l-rsa, her ¢, 7 = 1,2 icin
Zr I
_KZ»(;L) (x,t) dt - ¢

iz

(0" (2)

(n+1)!
esitsizligi gecerli olur. Benzer iglemler diger
Ld<z<2d, jr<t<zj2d<2djz2)2d<z jr<t<dr,
Fd<z<2d,zj2d<t<2djrd)2d<cz jr<t<zij 2,
5)2d<xz,2d jr<t<zb-)d<zr<2d,zj2d<t<zx
bolgelerinde de yap-labilir.

Dolay-syla
Zx h i

o@=(zit) ju@®i +ju@ib@i+ig@j dt
0

olmak tizere her 7,5 = 1,2 igin
7x
iKij (z,t)jdt - @ §1
iz
esitsizligi saglan-r.

Bu durumda asag-daki teorem ispgglanmys olur: 1

1
Teorem 2.2.1: L probleminin @ - A@©) = @ © A baslang-¢c kosullarn-
Y2 ik
saglayan ¢6zuma icin su gosterilim mevcuttur:

z < d iken
8

7x
% y=err+ K (x,t) e*ldt
" Ze Ze
g Yo = ike* T + b(2) R + Koy (z,t) e*tdt + ik Koy (z,t) eldt

iz iT
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x > d iken
8 . 7o
=t zkx + o ezk(2d|x) +ﬁ ezkx i ezk(Zd.x) + Kll (x,t) eiktdt
+ ik i ik@din® 4 gl @iy
Yo —Zk at etk i i et ( x) +Zk5 ezk:p_'_ezk(Zd.x)
+b (CC) a+ezkx + ol ezk(2d|x) +5 ezkx - zk(Zd :r)¢
7x
+  Kop(z,t) eFdt + ik Koo (x,t) eFldt
iT
1%
1Zm . ié u(t)dt
Burada b (x) = ii W (s)igs) e s ds ve
Ku (z,2) = (o7 > ﬁ)u(ﬁﬂ) K (z, iz) =0,
Ku(z,2d j x+0) j Kn(m,2djzi0)= (a i0) u(z),
0 1ZI£ 2 o 1ZI
Kn@a)=P@i5; @) ia6) Kuls9)dsiy ul)Kalss)ds,
. 0 0
o +
Ko @.0) = i D (@) + @),

8Kij (l‘, ) 8Kij (SL‘, )
ox ot

2 L, (0,7),i,7 = 1,2 seklindedir.
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111.BOLUM
3.1. Karakteristik Fonksiyon ve Ozellikleri

Bu bolumde L operatérunun spektrumunun ozellikleri aragt-r-lacagf-r. ¢ =0 v
— @ ¥1 (l', k) A
P2 (l', k)

q (z) ~ 0olmas- durumunda L operatdru Ly ile gosterilsin. ¢ (z, k)
o 1

0
fonksiyonu ¢ (0,k) = @ = A baglang-¢ kosulu ile (2.1.6) stireksizlik kosulunu saglayan
1

¢6ztm olsun. C =0 ve ¢(x) = 0 olmas- durumunda bu ¢6zim ¢, (x, k) ile goster-

ilsin. k e R igin
x < d iken s S
2 o (k) = L (z, k) 2! yor @ F) _ g
T s (@, ) = Y2 (z, k) 2i:y02 @R _ ) coskr
x > d iken
8

2 o (k) = Lo F) T @5 = (o + Bysinke + (o' § B)sink (2d i z)

Yo2 (QT, k) i Yoz (l‘, k)
27

?4,002($,k): = (a* +pB)kcoskxr + (jai + p)kcosk (2d j x)

seklindedir.

€y (k) ile Lo probleminin karakteristik fonksiyonu gosterilirse;
R i . ¢
wor(m k) =Co(k) = o +( sinkrn+ a' j B sink(2d j m)

oldugu ag-ktr. €g(k) = 0 denkleminin n 2 N 2 igin k0 kokleri Ly probleminin
Ozdegerleridir.
Tan-m 3.1.1: y(x, ),z (z,u) 2 D (L) fonksiyonlar-, g = iw olmak Uzere
7T

- 2 _ -
y(:c,»z(x,u)dw%%y(d i 0,)2(di0,1)=0
0

kosulunu saglarsa, y (z, \), z (z, 1) fonksiyonlar-na ortogonaldir denir.
Tan-m 3.1.2: y(z,\) 2 D(L) igin , = iw olmak Uzere, «, normallestirici

say-lar-

oy, = y2 (x, \p) dx + g)\iyz (di0,\)

olarak tan-mlan-r.
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Lemma 3.1.3 (Lagrange Fomuld): y,z 2 D (Lg) olsun. Bu durumda
zr 3 -
Loy, ) = L) zde = (y. Lg2) + [y, 2] Jo"° + iso

0
3 ~h i3 -

esitligi saglan-r. Burada[y,z] j3i° +jT,, = (iD)@y@) i (iv) @ z@) g%+,
dir.

Ispat:
Zr . ¢ & ¢ &y ¢
L3y, 2)= (@zdz=1 iuy zdei vy iuvy zdzi 2 iqz) yzds
0 0 0 0
3 - ZIr ¢
— uds . 1 |
=i iuvyz §%+it, + Yiuy Fdo
Z V4 °
i, ¢ i 5 ¢
i vy iuy zdr i u® j q(x) yzdr
0 0
r ¢ 3 -
i i _ —— .4 -
= Yiuy Ziuz dvi(iy)(@)z@) 30 +j5o
° Z
i, ¢ _
i u® i q(z) yzdz
0
V4O ¢ 7r 3 -
— L R , R .- 7 :di0 4 i
= yzijuzdei vy iud)dei(iy)(@)z@) job +il
0 0
7

. L ¢
i u® i q(z) yzdz
0
3 - zr i ¢
=@ iuD)y §°+ife 1 y P iuz do
0
r . 3 - Ir .
, LO-J .- 7N :di0 4 7 N ¢
i w2z iuw dzi(iy)(@)z() o' +ig+o i v ig(z) yzdx
0 0
r 3 - 3 -
= y@dr+[y.7 §°+i%o =@ L§2) +[y. 2] 5% + il
0

Lemma 3.1.4: igf _kg i k?n_ =a > 0 yani ¢ (k) = 0 karakteristik denkleminin

kokleri ayr-ktr.
a n o n oO

©
Ispat: Kabul edelim ki £} dizisinin £} ve ®  alt dizileri vardr, dyle

ki k) 68 vep ¥ 1 veayrca

.20 . @0 - _
pll!r‘ri knp |§np =0
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3 - 3 -

dir. Ly (0,7) uzay-nda Lo probleminin o, x,k) Ve, z,%, ozfonksiyonlar-n-n

orto%onallik kosulundan yararlan-lrsa;
m 3 - 3 - 3 - 3

20w -
0= ¢o @,k ¢o =8 d~’5+30 , Yo diOky, @ di0
0 k”p + %"p
3 -_ 3 - VA “h 3 - 3

_ 0 o .
- %o 'xaknp %o l‘,k‘gp dx + ¥o xaknp #o CL‘,%?LP 1 Yo QT,ICQLP

0 ) 3 -0 3 -
ow -
+3 - — d i O,kgp wo di O,k‘gp
T B ; -
20w . i = !
= wo diOky, @0 diOR iwe di 0K
T
veya
Zre 3 2, It 3 “h_3 - 3 “§
o 0 o 0 -
0= Yo xaknp dx + Yo Ly knp Yo CL‘,%?LP 1 Yo l‘,k‘gp dx
0 o 3 0 -o
2 _o© o2
+3 S Zoepr di 0k °
kS, + R i ; -
20w . h—= 2 !
+2 wo diOk) ¢y diOR) iwy di0k]
kS, + R
Zdo 3 <o r 3 “h_3 - 3 “j

£

02 Ll
0 0 -
o()OO xz, knp ° dz+ Yo T, knp Yo T, %QLP 1Y I, k?LP dx

0 9 o 3 0 '02
aw - ° °
+2 “go i 0K °
KO+ RO ’
np np - - -~
3 h 3 3

2000 - ) o _ 0 - _ 0
') dloaknp %o dloa%np 1 %o dloaknp

+3
0 0
k/ﬂp + %np

Zd It 3 “h_3 - 3 -

—  «in2 20 0 -
= sink, xdx+ ¢y x,k, o R i@ v,k dx

0 ) 0
ow .
+3 sin? k9 d
kO + g0
e " 3 ‘h 3 - 3 -
2000 -

%o dioakgp o di0R, iwe diO0k

+3

0 0
knp+%np
/T 3 “h_ 3 - 3 -

d sin2k% d A
= E i Zkonp + Yo T kgp Yo T, %2,, iY <, k?),p dx
np

0

200 - .
sin? k) d

+3
0 0
knp + %np
3 “h 3 - 3 -

43 2000 -

- o - 0 - - 0
10 4+ §0 #o di O’ knp #o d i Oa%np 1 %o d i Oa knp
Np Np

dx

(3.1.1)
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elde edilir. Ayr-ca

1
3 - 3 - A o . .0 T A 0 o !
0 0 R 0 : 0 H %”p i k”p %"p-+-k"p
o =%, ivo x k,, =sink, risink, r=2sin TCOS —o—F
s 3 - 3 e
esitliginden ve hipotezden lim ¢, .8 iwo wky © =0 yazlabileceginden
pl -

3

(3.1.1) esitsizliginde p ¥ 1 icin limite gegcilirse; g - Oolur. Budad 2 g,w

olmas-yla bir celigki olusturur. Bu geligki ile Lemma ispatlanm-g olur

¢ (k) = (2, k), ¢ (@, )i hy (2), 2 (@)1 2=y (2) (i 2) (2) @ (iy) (2) 2 (2)

olarak tan-mlansn. ¢ (z, k) fonksiyonu, (2.1.1) denkleminin ¢ (0, k) = 0,

(i) (0, k) = 1 baglang-¢ kosullar-n- ve (2.1.3) sureksizlik kosullar-n- saglayan ¢ozimd;
Y (x, k) fonksiyonu da, (2.1.1) denkleminin ¢ (7, k) = 1,(j¥) (7, k) = 0 baglang-¢
kosullar-n~ ve (2.1.3) sureksizlik kosullar-n- saglayan ¢6zimi olsun. Liouville for-

mulinden dolay- hy (z, k) , ¢ (x, k)1 ifadesi = degiskenine bagl- degildir ve

CE)=V(=U@)=¢(mk)=¢(0Fk)

yaz-labilir. € (k) fonksiyonu k ya gore tamd-r ve onun say-labilir say-da olan s-f-rlar-,
L probleminin dzdegerleridir.

Lemma 3.1.5: L probleminin 6zdegerleri basittir. Yani ¢ (k) &0 dr.

Ispat:

iwm(x,k)+£u0($)+Q($)Dw($,k) = k¢ (z, k)

iwoo(x,kn)+£u0($)+Q(:v)D90(fE,kn) = ke (2, k)

ilk denklem ¢ (x, k) ile, ikinci denklem v («x, k) ile ¢arp-l-p, taraf tarafa ¢-kar-ld-ktan

sonra
L b KD 0 Gk = (K ) (2 R) o )

elde edilié. Son egitligin her iki taraf~ x e gore [0, 7] da integrallenirse;
4 h i

(ki k) ¥ (k) o (e k) de =t (2, k), ¢ (@, k)i J§'° + s
0

=9 (di0,k)(ie)(di0k)i(iv)di0k)e(di0 k)

i (0,F) (i9) (0,k,) + (i) (0, k) 0 (0, ky)

+ (m, k) (i) (m, kn) 1 (i) (m, k) @ (m, )
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i(d+0,k) (i) (d+0,ky) + (i) (d+0,k)p(d+0,kn)
=w(di0,k)(iw)(di0,kn)i(w)(dEi 0,k) o (d i 0, kn) 5 ]
i 9(0.K) + (i) (. ka) i v (d i 0. ) oléi_l(iso)(d i 0,in) + 20 Fnfip (d i O, k)
+ap(d i 0,ka) ot (iv)(d i 0,k)+2i kB (d i 0,k)
= (k) § GO0 +2i0f R i TE (i 0k)U(d 0K
bulunur. Buradan da, £ ¥ £, icin limite gecilirse ve 8 = 4w oldugu g6z 6nunde
bulundurulursa,

7

w<x,kn>¢<x,kn>dx+€%w<d i 0, k) o(d i 0, k) = i G (kn)
O n

olur. [0,#] aral-g-nda ¢ (z,k,) = v,¢ (z,k,) esitligini saglayan 0 & ~,, ler icin
7T
an = o2 (x, ky)de + é‘%p? (d i 0, k) olmak tizere, a,y, = i ¢ (k) elde edilir

0
ki bu € (k,,) & 0 anlam-na gelir.

Simdi

iy + [ (@) + g(@)]y =My, A=k?
(i) (@) i hy(0)=0
(iy) () + Hy(7) =0 ;
y(d+0)=ay(di0)

= (in)(@+0)=ait(iy) (d i 0) + 2ikBy (d i 0)

VAV /KRR 00

(iy)(0) i hy(0) =0
(iy) (m) + By(r) =0
y(d+0)=ay(di0)

© (i) (@+0) =it (iy)(d i 0)+2ipBy(di 0)

3

ve H & B olmak Uzere L(q(z),h,H) ve £ q(x) ,h,g problemleri ele al-nsn.

8
% i+ [ (@) + q(@)]y = py, p=p?
£:

L (q(z),h, H) problemleminin ¢zdegerleri fA,.9, o ve £ q(z),n, B problemlemi-
nin ozdegerleri ise 1,9, o olsun.
Lemma 3.1.6: L ve £ sn-r-deger problemlerinin 6zdegerleri s-ral-d-r. Yani,

B>H isen _ 0igin A\, < p,, < A\pw1 Ve H >H ise p,< A\p < p,4q dir.
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Ispat: Lemma 3.1.5 de oldugu gibi

L b (2,20, ()i = O i w0 () 0 )

ve dolayzwfrwyla ' :
ANiw) eV el pde=hp (@A), ¢ (@ mi 57 +iio
= @i 0N GRE i 0. i (1)@ 0N)¢i0p)
i20,2)(i9) (0,1) + (i) 0, N) (0, 1)
+o (m,A) (i) (m 1) i (i) (m, A) o (1)
ip(d+0,2)(ip)(d+0,1)+(ip)(d+0,))p(d+0,p)
=edi0N(ip@ilwi(ivy(@ildNe(diol,w
i b (0, 2) ¢ (0, 1) + hep (0, 1) 0 (0, 1)
+s0(7r,>\)(is0)gr,u) i (i) (M) (m, p) ]
iap(di O,A)£a”(iso)(d i 0,10) +2ipp(d i O,M)D
+ap(d i 0,1) it (ip)(di0,))+2ikp(d i 0,))
=@ N () (mn) i (i) (@A) e, w
+2ia(k i p)p(di0,N)ep(di0,u)
ve € (\) = (isﬁ) (m, )+ Hp(r, ), & gu) = (i) (7, p) + B (7, p) oldugundan,
€N Cw= (ip)(mAN)+Hp(m ) [(ip)(mp)+ He(r,p)]

=) (@) () (m,p) + H(ip) (T, ) o (m, 1)

+8 (ip) (m, 1) o (m, \) + HHp (7, \) ¢ (7, 1)
ENCWi€WEWN =8N m i) (ie)(mN)]

+Hp(m W) (i) (m,A) i v () (ig) (r, )]
= Bil [p(@mN(e)(m )i (i) e ()

elde edilir. Dolay-s+yla,

h i
T EMCwi&Wew™

wm»m@w¢n(wﬂm»wmm=g?
1
ve 7r . h ;
Cim @@= ——— EWE() | €)W
0 i
+2iaB (ki p)e(di0,N)e(dil,w

bulunur. Buradan da
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7T

200w

di0Ne(io
rr P @i0Ne(di 0

o (x, A) ¢ (z, 1) dzx +

0 #

1 &Mi¢Ww MAONRAD)
= C() i ——t e
aiH i (1) i i n ()
%Ide edilir. Son esitlikte . @ X\ iken limite gecilirse
) :

PN+ PCAAI0N= e BWE) T EMEN)

0
elde edifir. i1 <A< 1 icin eger & (\)$=0 ise, ~
7T

A L
1 aw 1 d ¢
4 2z, Ndr+—p?([dj0NP= j—— —
€20y ©° (z,A) e (@di0n BT H D e
0
olur. Eger B > H ise, g(i) , Rnfu,,n _ 0g kimesinde monoton azaland-r. O

halde Iim§og(i\) =81 olur. Eger H > B ise,
VB N 3 A

1
14 e

1 aw
4 P @ Nde+—¢?(di0,)3= j —
0
€ () A
oldugundan OR Rnf\,,n _ 0g kimesinde monoton azaland-r ve
A Q)

lim

A1A50 € (\) = 81 olur. Dolay-swyla ispat bitmis olur.
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3.2. Ozdeger ve Normallestirici Say-lar-n Asimptotik Ifadeleri

Bu bolimde L probleminin 6zdegerleri ve normallestirici say-lar~ i¢in n nin yeter-
ince buyik degerlerinde asimptotik ifadeler elde edilecektir.
Lemma 3.2.1: L probleminin 6zdegerleri asag-daki asimptotik davran-g-na

sahiptir:
dp |, On
4

KO KO

n

kn = Ky +

Burada 4, 2 o ve

i ¢ i ¢
(a++ﬁ)cos'k2+en 7i(ah i ﬁ)cos'k2+5n 2d § )
= U

d, -
2¢ (K9

()

snarl~ bir dizidir. 5 _

Ispat: ¢ yeterince kucuk pozitif bir say~- olmak tzere § ¢, g
n S5 o
in = kijkj= 4k +-,n=0, 81, 82,..

a

© -
Gs = k:kikd _6,n=0 81 82 .

olsun. k2 G5 igin

Co (k) = (o +p)sinkr + (a¥ j S)sink(2d i m)
_ (@ fﬁ)eilm+ (of i 5)ez’k(2di7r) ; G fﬁ)eiz’kw : (o i ﬁ)eiik(Zdiw)
21 21 21 21
oldugundan ~ ~ ~
j¢0 (k‘)j . (Ol _Z'_Jﬁj) _ez’kvr i eiikw__'_ (jOl'j +Jﬁj) _eik(Zdiﬁ) i eiik(Zdiﬁ)_
= (o +jpisin (mz + imy)j + (ot j +jA]) Jsin (z (2d i m) +iy (2d i 7))
. (% + g jeoshmyj + Goij+j5 jeoshmyj
gry OB 0T B on, | JOTI IO JotiF B Gon,
= 2 2 2 2
— 6j|mkj7r05

olacak bicimde Cs > 0 vard-r. Diger taraftan € (k) = ¢4 (7, k), €o (k) = @o1 (7, k)

ve Ki1 (z,t) = Kii(x,t) i K11 (x, it) olmak tzere L probleminin karakteristik
fonksiyonu
y 7n
¢ (k) =¢o(k)+ K1 (m, t)sinktdt
0
olarak elde edilir. Ayr-ca
7T

P ijlmkjr - — H i —
jkjlmle (€ (k) i ©o(k)) jkjlgrnl Ky (m,t)sinktdt =0
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yaz-labilir ve n nin yeterince buytk degerleri icin
; - .Gy jim kjm ; ; jlm kjm Cs jimkjr 5 - ;
JE(R) i Co(R)i < e ve & (k)] > Cse > e > € (k) i Co (k)]

esitsizlikleri elde edilir. Burada Rouché Teoremi uygulan-rsa n nin yeterince buyuk
degerlerinde j, yoringesinin i¢ k-sm-nda €q (k) ve €o (k) + (€ (k) § To(k)) =
¢ (k) fonksiyonunun s-f-rlar- ayn- say-dad-r. Benzer sekilde Rouche Teoreminden
gosterilebilir ki; yeterince buyuk n ler igin ki kg_ < 0 gemberlerinin her birinde
¢ (k) fonksiyonunun yaln-zca bir s-f-r- vard-r.

Bu durumda ¢ yeterince kigcuk pozitif say- oldugundan nli!mlen =0 olmak uzere
k., = k% + ¢, elde edilir. k, say-lar-, ¢ (k) karakteristik fonksiyonunun kokleri
oldugundan,

. Zr .
¢ (k) = Go KO + e Ry (r,t)sin kO + =0
0

ve diger taraftan ¢, ik2¢ =0 oldugundan,

S TN S S g ¢
+ &g kO e+ & KO %+...=¢olk2 +0 ()
3 . -

i ¢ . i ¢ e
Co 'K+, =@ K e +0(cn)= G0 kO +o0(l) en

- ¢ -
Co (k) = o 'K+, = Co KO

olur. ¢g 'kg + 5n¢ ifadesini € (k,) ifadesinde yerine yaz-l-rsa,
S g . z i ¢
Co k0 +0() e+ RBu(mt)sin k2 +¢, tdt=0
0
bulunur. & (k) sinis tipli fonksiyon (Levin, 1971) oldugundan , her n dogal say-s-

icin N1 ve N> sabitleri vard-r dyle ki;
Z o ¢Z
0<Ni< & 'k <Ny<1,n=0,8182,..

esitsizligi saglan-r. Zhdanovich (1960) ve Krein’in (1948) cal-smalar-ndan yarar-
lan-l-rsa, supjh,j < M olmak tzere k0 =n + h,, saglan-r.

Teorem (Zhdanovich, 1960):
€2 + e + .+ ap;1eP TN 4+, =0

as ler (s =0,1,...,p i 1) gercel say-lar, as;1 > a5 > 0, as ler (s = 1, p) kompleks
2wt . .
™ v am), (n=0,81,..) dir. 2(n) ise

ve a, 6 0 ise bu denklemin kokleri A,, =

s-nrl- kompleks degerli fonksiyon, sup j2 (n)j < +1 dur.
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Bu teoreme gore,
R T
Co(k)= o +0 sinkr+ o' j B sink(@djn)=0

denklemi
(@ +5) i @ D) s @0 16) i - @ 10) yuiin _
2i 2 2i 2
eZikﬁ (Ol i ﬁ) Zde - (OZ i ﬁ) 2@k(7r|d) il=0
@ +5" Te+p°

seklinde yaz-l-r ve

ag =27, a1 =2d, ap =2(r jd), ap>a1>an

NGRT NN T
=) P iy @il

olmak tzere denklemin kokleri icin

k0 = 2mns

S =T A m) = ni+ 2 ()

veya

K=niji®®m)=n+2(n), (B1(n)="h, = ji®(n))

ifadesi elde edilir. Burada sup j21 (n)j < M < 1 kosulu saglan-r. O halde,
z "
i ¢
En = i.; K (w,t)sin'k2+en tdt
o (k) +o (1)
7T

¢¢

1 1 i i
Bui(m,t)d cos kO +¢, t

S G ok e " .

1 1 i ¢ - - - _m
¢ , 04 ﬁn(w,t)cos'kg+5n ¢ 2dimio
0 (kg) o (1) kn En . + 245 740

¢
i K}y, (7,t)cos ko +¢e, tdtO

h3 0 -

1 1 i ¢
Bu(m2dini0) i Ru(r,2dijn+0) cos k% +e, (2d i)

G (KY) +o(1) kD +en

7T

3

i ¢ i ¢
+Ry; (w,w)cos'kg +e, mi Buu(n,0)i Bl (m,t) cos'k2+en tdtS

0

u(z)ve K11 (z,2d j +0) iK1 (m,2d jz i 0) = (a i)

E'Zl.l (l', :‘C) = w

oldugundan, ]
_ 1 1 (@' ip)
=_ ;
Go (K0) + o (1) k7 *+en 2

u ()

i ¢
u(r)cos kO +¢, (2d j 7)
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L0t +5)

i ¢
5 u () cos lkg +e, 773i K11 (7,0)

7T
i ¢
i Rl (mt)cos K +e, tdtD

i ¢ 0 ¢
_(at+B)cos K +e, 7 (ol jB)cos K +e, (2dj 1)

: u ()
2€¢q (kD) k2

2 7 3

] 1 1
1
Eo (K0) + o (1) k7 +en

i ¢
Bl (mt)cos KO +¢, tdt+ Ry (r,005  (3.2.1)
0

i ¢ i ¢
_ (a*+pB)cos K +e, 7 i (ol jpB)cos kO +e, (2d i)

n —

w () s.narl bir dizi

2¢q (k9) KO
ve 2 3
1 T i ¢
On = i— R}, (m,t)cos K +e, tdt+ By (7m,0)2 20,
Co (k) +o() kM +en
elde edilir.

Lemma 3.2.2: L probleminin normallestirici say-lar- icin o, = o2 + 6,, asimp-

totik esitligi gecerlidir. Burada §,, 2 ¢, dir.

Ispat:
7T
¢ (k) = Cok)+ Ky (m, t)sinktdt
0
7T
¢ (k) = Cokn)+ tRu (m,t)coskntdt
0
Ayr-ca
. o ¢ . i .0 L0 02 . A€
¢0(kn):¢olk2+€n =¢olk2 +¢olk2 5n+¢Olk2, %+...=¢olk2 +0 (g,)

Ve cos k,t = coskOt + O (e,t) , €, 2 f» yaz-labildiginden,
7T
. T (4
anY, =i C(k,)=1iCo Ikg i tK11 (m,t) cos kgtdt

7T
iO(ent) tBi (m,t)coskOtdt + O ()

0
bulunur. Burada ¢, 2 ¢ , B11 (7,.) 2 L (0, 7) ve k2 = n + h,, oldugundan

Zr Zr
6n =i tRi1(m t)coskltdt j O(ent) tR11 (m,t)coskotdt + O (e,) 2 £2
0 0

olmak tizere a7y, = a2~% + 4,
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3.3. Weyl Cozumi ve Weyl Fonksiyonunun Ozellikleri
O 1

©1 (l‘, k) . . . L.
©(z,k)=@ A vektor fonksiyonu (2.1.4) denklem sisteminin ©; (0, k) =
©2 (l‘, k)

1ve ©; (7, k) = 0 kosullar-n- ve (2.1.6) suireksizlik kosullar-n~ saglayan ¢ézimu olsun.

© (z, k) fonksiyonuna L probleminin Weyl ¢6zimu denir.

O 1 O 1 O 1
2 7kl 7kl C ,k‘
a@n=0 N A =0 A own=0 TP A
a2 (QT, k) ¥2 (QT, k) Cz (SC, k‘)
fonksiyonlar- (2.1.4) denkleminin
o 1 o 1 o 1

0 0 1
A(mk)=@ A p0,k)=0@ AveC@Ok=0" A
1 1 0

baglang-¢ kogullar-n-ve (2.1.6) stireksizlik kosullar-n- saglayan ¢ézimleri olsun. & (z, k)

ve C' (z, k) fonksiyonlar-n-n k ya gore tam oldugu ag-kt-r. Ayr-ca,
2z, k) = ca (k) ¢ (z, k) + c2 (k) C (k)
seklinde yaz-labilir. Buradan

ha(LEvk)vSO(‘rak)l =2 ($7k) P2 ($7k) i 2 ($7k) ¥1 ($7k)

ve
& (z, k), p (z, k)i = c1 (k) hp (x, k), o (z, k)i + ca (K)hC (2, k) , ¢ (z, k)i

= c2(K)NC (z, k) , ¢ (@, k)i = c2 (k) [C1 (z, k) 2 (. k) T C2 (2, k) ¢1 (z, k)]
esitlikleri elde edilir. Baglang-¢ kosullar~ uygulan-rsa,
W= (z, k), ¢ (2, k)1(0) =21 (0, k) 92 (0,F) i F2(0,k) 1 (0, k) ==1(0, k) = € (k)
ve
h= (2, k), o (2, k)1 (0) = c2 (k) [C1 (0, ) 02 (0, k) i C2(0,k) @1 (0, k)] = c2 (k)
esitliklerinden

c2 (k) ==1(0,k) = ¢ (k)

olarak bulunur. Ayn- sekilde,
W= (2, k), C (z, k)i = 21 (2, k) C2 (2, k) i F2(x, k) C1 (2, k)

ve

ha(l’, k),C(I‘,k)I =a (k)th(I‘,k),C(I‘,k)l +o (l{?)hC(ﬂj‘,k),C(ﬂj, k)l
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= c () hp (z, k), C (z, )i = c1 (k) [py (2, k) C2 (2, k) § @2 (2, k) C1 (2, k)]
esitlikleri elde edilir. Baglang-¢ kogullar~ uygulan-rsa,
W= (z, k), C (2, k)1(0) =21 (0,k) C2(0,k) i #2(0,k)C1(0,k) = i=2(0, k)
ve
W= (z, k), C (2, k)1(0) = c1 (k) [p1 (0, k) C2(0,F) i ¢2(0,k)C1(0, k)] = jc1 (k)
esitliklerinden
a1 (k) ==2(0,k),

a($7k) =3 (O,k)(p(l?,k) + ¢(k)C($ak)a

a($,k) _ a2 (Oa k)
Ck) k)

o (x, k) +C(z,k).
Diger taraftan
©(z,k) = A(k) ¢ (z,k) + B (k) C (z,k)
seklinde Weyl ¢ézimi olusturulursa,
= ©1(z, k) = A(K) o1 (2, k) + B (k) C1 (=, k)
; ©2 (z,k) = A(K) ¢z (, k) + B (k) C2 (2, k)

= ©1(0,k) = A(k) 1 (0,k) + B(k) C1 0, k) = B (k)
" ©2(0,k) = A(k) ¢, (0. k) + B (k) C2 (0, k) = A (k)

ve ©;(0,k) =B(k)=1, ©,(0,k) = A(k) oldugundan,
©($7 k) =0 (07 k) 90(1:7 k) + C($7 k)

elde edilir. C'(z,k) ve ¢ (z,k) (2.1.1) denkleminin lineer bag-ms-z iki ¢c6zUmu ve

bunlar-n lineer birlegsimide (2.1.1) denkleminin ¢6zimu olacag-ndan ve bu ¢ézimin

tekliginden, s
2 O(x,k) =©, (0, k) ¢ (z, k) + C (x, k)
2(x, k) _ 220,k (3.3.1)
T el - e@m P@hrC@h

ayn- ¢ozimler olur. Buradan da © (z, k) Weyl ¢ozimi ve ©; (0,k) = M (k) Weyl
fonksiyonlar-

22(0,%)
¢ (k)

O k)= &R e 0,0,k =

¢ (k) =Mk

olarak elde edilir. Ayr-ca

2z, k) = ¢ (k)O(z,k) =22(0,k) ¢ (z,k) + € (k) C (, k)
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h© (x, k) , o (x, k)i = 1 (2, k) ©2 (z, k) i 2 (2, k) ©1 (z, k)
= 1 (2, k) [©2 (0, k) 5 (z, k) + C2 (x, k)]
i 92 (2, ) [©2 (0, k) 1 (2, k) + C1 (2, k)]
=1 (2, k) C2(z, k) i 2 (2,k) C1 (2, k)
=hC (2, k), ¢ (2, k)i =1,
W2 (z, k), o (z, k)i = @ (2, k) P2 (2, k) iy (x, k) 21 (2, k)
= 1 (@, k) [F2 (0, k) ¢, (2, k) + € (k) C2 (2, k)]
i 92 (2, k) [F2 (0, k) 1 (z, k) + € (k) C1 (x, k)]
= € (k) [p1 (x, k) C2 (2, k) i v, (z,k) C1 (2, k)]
= ¢ (k)hC (2, k) , ¢ (z, k)i = € (k)

esitlikleri saglan-r.

Teorem.3.3.1:
M(k)—1+X1/2 S (332)
Cao(kiko)  _ on(ki k) adk -

gosterilimi dogrudur.
Ispag llkonce = (z, k) ¢ozimu icin ¢ (z, k) ¢ozimune benzer bir gosterilim elde

S fiw=0 . . o
edilsin. _ lineer homojen diferansiyel denklem sisteminin
T Y+ kP =0
O 1 O 1 O 1 O 1

1 1 .
@ A(m)=@ ~ Abaslang- kosullar-n- saglayan ¢oziimi @ u A@)=0@ = Agiklin)

2 k
2 ! o 1 %o 1

1 ,
dir. Lineer homojen sisteminin bir diger ¢céziimii de @ v A@)=0@ Acgiihzin)

Y2 iik
gjr- O4alde linger homojen sisteminin genel ¢pzumd,
@ Aw) =@ et i + el R A seklindedir. Simdi
a U2 ikcpe* @i jkepeitk(zim)
< -
v =u@n homojen olmayan lineer diferansiyel
T R = i@y i v @@ n
denklemin genel ¢6zimuni bulmak igin parametrelerin degisimi metodu uygulan-rsa:
(@) 1 (@) . . 1
@ Ay =@ c1 () eF@I™ + ¢, (z) e PRI

Y2 ikey (2) €F@i™ § ikeo (x) e1 @™
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0]
(@) 1 C%_ (l‘) ez’k(m i) 4 002 (l‘) el ik(zim) 4 ikey (l‘) eik(xiw) i ke (x) eiik(ﬂ?iﬁ)

1
@y%A = 7.0 ik(zim) = ;1.0 iik(z i) 2 ik(z i)
0 (z) = tkcy (x) "N 5 dkcy () eV g kfeq (x) e T

2 i k_ZCZ (m)e|lk($|ﬂ')
8

SHin=u@n S :
olur. Bunlar _ ! sisteminde yerine yaz-l-rsa,

"+ = iu@y i v @y + @y
0 1

@ 001 () eFim) + COZ (z) e1F@im™ = 4 (2) 1y A

ik (2) RO G ikdy (2) eVREIM = Gu(z)y i v (2)y + g (@)
&' («) , & (x)g bilinmeyenleri hesaplan-rsa,

" 1i ¢
% a@=3 uw®ui u®y+ Oy i gy e+
T . elde edilir.

1 ¢
§ Q@=3 u®un+ o u®rrOuiq®y M+

xT

radan da
Y1 (,I k) 1k(x i) 626 itk(zim)
77 -

41 1i ¢
E u@®uy1 i i u () y2 + 2 Oy i gl etk it) gy

T

77 -

5

1 1i ¢
5 u@®untr o u@r O ig®y O

T

Bu
% v ) =R T kT
8

'kZW- 1i ¢
40 o
? u@®uy1 i ik u () y2 + 2 Oy i ¢@) R i) g

2 .

L Li ¢
% “(t)yl+EIU(t)yz+u2(t)y1iq(t)yl e F kI gy

5

5

T

y1 (z, k)—ce““(x”f)+c ciik(zim)
li ¢ -
u(t)yicosk(z i t) i — u(t)y2+u Oviig@®y sink(zit) dt
Y2 (. k) = ch Ocikr § ke iihe
i i ¢ o
+  jku@usink(@it) i u@®y2+u® Oy i ¢y cosk(z i t) dt

olur ve (2. 14) sisteminin y; (7) = 1,y>(m) = ¢k baslang-¢ kogsullar-n- saglayan

¢cozimu
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z > d iken

o

y2 (z, k) = ike*@im)
ZWE i ¢ a
i ku@usink@ i)+ u@y+ud @y i gy cosk(z it) dt

xT

8
y1 (z, k) = ei*@im
zr 1i ¢ >
+  u@®wmcosk@it)i- u@®yp+uP @)y i gy sink(z it) dt

olarak bulunur. x < d iken ¢6zim
8 7
y1 (2, k) = A(k) eF@im) + B(k) ei*@im + o () yicosk (z  t)dt

xT

1778 ) ¢ :
i u@y+u @y i gy sink(zit) dt

T

7T
yo (z, k) = ikA (k) e*Cim § ikB (k) ei*in) 5 ku(t)yisink (z § t)dt

xT

Z7r
£i ¢ o
i u@®)yy +u () y1 i () y1 cosk (z i t) dt

seklinde arans-n. (2.1.6) sureksizlik kosullar- uygulanarak elde edilen A (k) ve B (k)
fonksiyonlar- denklemde yerine yaz-l-rsa,

x < d iken ¢ozim
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8 .
1 (2, k) = ateb@im § o gb@dizin) 5'62'1@(;(;”) j cik@dizim)
zr g
+ u@®uyr atcosk(zrit)iaicosk(zij2d+t) dt
7T
ii8 u@y[Sink(z jt)+sink(z i 2d +1))]dt
d
+Z7r-
« 1 2 ¢ .
i u@y+u @y i gy sink(z jt)dt
d
. I
ol 1 2 ¢ .
t—0  u@pru @Oy i@ sink(e i 2d+d

.
i3 i 2 , ¢ ,
to u@®Fut Oy i gy cosk(z i t)d
4.
_iB
'k

d.

¢
u®)y2 +u? ) y1 i q()y1 cosk (z i 2d +1t)dt

Rl 1 ¢ -
+ u()pcosk@it) i u®y+u@y i q@y sink(@it) dt,

xT

oF

Y2 (l‘,k‘) =ik ia+eik(xi7r) +aieik(2dixi7r) i Zkﬁ ieik(ziw) + eik(Zdixiw)(t
I ¢ g
+ u@yr ikaTsink(z jt)+katsink(z j2d+1t) dt

d
7T

itk u(@)yr[(cosk(xz jt)ijcosk(xj2d+t))]dt
zﬁi .

io"  u®)y+u )y i q(t)yr cosk(z i t)dt
T

¢
+ai u@ e+ @Oy i @)y cosk(z i 2d+t)dt

v

Y ¢

i u@)y+ul )y i q)yr sink(z jt)+dt
7 .

18 u@®u+ @@ i q@y sink (@ § 2d+t)dt
d

R £ P ¢ o)
i ku@ysink@ i)+ u®) e+ @O i gy cosk(z i t) dt

y(x, k) iyxk)

seklinde bulunur. & (z, k) = >
1

olarak al-n-rsa ¢ (z, k) gosterilimine

benzer olarak
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x > d iken
8 7o
% A (r,k)=jsink(rjx)+ Ni1 (z,t) sin ktdt
TIX
Z+z
A (x,k) =kcosk(m jz) i b(x)sink(r j x)+ No1 (x,t) sin ktdt
TIX
7z
% + kNoy (x,t) cos ktdt,
TJT
x < d iken
8

A (z,k)=jatsink(r jz)+alsink(z+7 i 2d)

+4[sink (7 j x) i sink(z+m j 2d)]
Zre
+ N1p (ZE,t) sin ktdt
TIX
5 (z, k) =katcosk(m j ) +kaicosk(z+7 j2d)
ikBcosk(m i x) icosk(x+mi2d)]
+b(x)[iaTsink(r j x)+aisink(z+7 j2d)]
+8b(2)[sink(m j x) i sink(z+7 j2d)]
Zre Zra
+ N1 (x,t) sin ktdt + kNyy (x,t) cos ktdt

Tix TiT
gosterilimi vard-r ve buradan da &;; (z,t) = N;; (z,t) i N;j (z, it),4,7 = 1,2 olmak
Uzere

x > d iken

0
Trz

2 (z,k) =kcosk(m i z) ib(@)sink(riz)+ Ko (x,t)sinktdt

Zre

8 Zra
% A (z,k)=jsink(r jz)+ K11 (x,t) sinktdt
% + kN (z,t)cos ktdt,
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x<%iken
A (k)= jatsink(r jz)+alsink(z+x j 2d)

+8[sink(w j z) isink(z+7 i 2d)]
g
+ ﬁll ($,t) sin ktdt
0
A (z,k) =katcosk(m j )+ kaicosk(z+7 j 2d)
ikBcosk(m j z) icosk(xz+7 j2d)]
+b(x)[iatsink(r jz)+aisink(z+7 j2d)]
+8b () [sink (7w § z) i sink(z+7 i 2d)]
Zre Zre
+ 8o (x,t)sinktdt + k&5, (z,t) cos ktdt
0 0

elde edilir. &;; (z,t),4,7 = 1,2 fonksiyonlar- her sabitlenmis z 2 [0, 7] icin ¢ degiske-
nine gore L, (0,7) uzay-na aittir. C = 0 ve ¢(x) ~ 0 durumuna kars-l-k gelen

A (z,k),1=1,2 fonksiyonlar- &g, (x, k) ,7 = 1,2 olarak gosterilirse,

x > d iken
8 7z
21 (2, k) =20 (v, k) + Ko (v, t)sinktdt
0
7+o
2 (1,k) =0 (x, k) i b(@)sink(r j =)+ 81 (x,t) sinktdt
0
Z+e
+ kS (,t)cos ktdt,
0
x < d iken

0
(2, k) =30 (z, k) +b(x)[ia"sink(r j z) +alisink(z+7 j 2d)]

d
8 -~

% A (x,k) =01 (x, k) +  Bqq (z,t)sinktdt
% +8b (@) [sink (r i ) isink(z+7 i 2d)]

Ttz 7+x
+ Ko (z,t)sinktdt+ kR (x,t)cosktdt
0 0
elde e%irlgigr.
fi= K11 (z,t) sinktdt ve

f2=b0(x)[ia+sink(7r izv)+taisink(z+xj2d)+B[sink(rjzx)isink(x+rwi2d)]
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Vaxt Z+o
+ Ko (x,t)sinktdt+  kNy (z,t)cos ktdt

0 0
olarak al-n-rsa, s

< A (z,k) =301 (2, k) + f1
= By (2,k) =202 (2, k) + fo
seklinde yaz-labilir. Son al-nan esitlikler ve € (k) = =1 (0,k) , € (k) = 201 (0, k)
oldugu kullan-l-rsa,
] 220,k) _ 202(0,k) _ Fo2(x, k) + f2 _ S02(0,k)
M) § Mo (k) = 28 =
WMo =20 1) T 30, (0.0) ~ Bor (e, k) + f1 | 01 (0.)
_ Zo1 (£, k) 202 (0, k) + 2201 (0, F) i Zo1 (2, k) F02 (0, k) i 102 (0, F)
(Fo1 (0, k) + f1) 201 (0, k)

_ f2 i f1

= "y O R e 0R+ W)
_ 2 _ 1

IO ¢(k)MO (k)

elde edilir. Burada k 2 G5 icin _kl_ignleij'm’”jjfi (B)j =0 ve ¢ (k) > Csel'™kim
jkj ¥
oldugu g6z 6nuinde bulundurulursa,
limsup jM (k) i Mo(k)j=0 (3.3.3)
jki ¥ A k2G5
) i ¢e i ¢e )
al-n-r. Diger taraftan o (z,k,) @y ,k0  ve &(z,k,) 2o z,k%  fonksiyonlar
i ¢
L (Lo) probleminin 0zfonksiyonlar-d-r. O halde ~,, '72 sabitleri vard-r dyle ki,

i ¢

a a i 0¢ 0 0
(kan)=7n¢(xakn)a 0 kan = Tn¥0 :Eakn

esitligi saglan-r. O halde 2, (0,k,) = v, (0,k,) ve S, (m, k) = ~v,,0, (7, k)

oldugundan
i ¢ 1
W =220,ky) = ——— verd =3, 0,k =—F—
m =0k = ey VT oz (1, 10)
— - a 0 — - 4 i O¢ i O¢
Oy — I¢ (kn) ©2 (W,kn) y Oy — |¢0 kn ¥Yo2 T, kn

esitlikleri elde edilir. =,(0,k) ve ¢ (k) fonksiyonlar~ k& = k, de analitik ve
2, (0,k,) &0, ¢ (k,) =0, ¢ (k,) &0 oldugundan M (k) ve Mo (k), k=k, de

basit kutup noktas-na sahiptir. Dolay-s-yla

2, (0, k, 1 1
Re sM (k) 20 k) _ =it (3.3.4)
k=l < (k) ¢ ¢ (k) @ (7, ky) o
ay,'0, k0 1 1
ResMo(k) = 02 D% - _ =iy
k=k9 ¢ (KO Co (k) oo (, k2) O
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elde edilir.

z
1 M i M
I ()= - () i 0(“)@, k2 inti,
271 kEip

In

egrisel integrali ele al-nd-g-nda, limsup jM (k) i Mo (k)] = 0 oldugundan I|m I, () =

0 bulunur. M (u) fonksiyonunun j,, deki ayk-r-l-klar- s-ras-yla ko, k1,..., kp §ekI|nde

. C 1 1 1
s-ralanm-s olup kutup yerleri ve buralardaki reziduleri swrasyla —, —, ..., —,...
OZO ag 7%

dir. j, higbir kutup yerinden gegmeyen, Gzerinde jM (u)j < M esitsizliginin gercgek-

lendigi R,, yar-capl- cember ve n ¥ 1 iken R, ¥ 1 olur. M (u) fonksiyonunun

M (p)

bir kutbu olmad-g-ndan ——= fonk5|yonu w=k,,n=0,1,,.. vek noktalar-nda
noi

kutup yerlerine sahiptir. Bu durumda (3.3.4)’ den

K |
Res LW k — lim ( ) (u) 1
w ]4; n¥k " Oln (k kn)
Res (1) k = lm @ik M(“) = M (E)
i k’ nYk ik
olur. Rezidi teoreminden
Z
17 M@ > 1
— dp = M) i —
2 u ik K k) i b 2int an (ki kn)
Z-n n n
1" Mo () < 1
o oA = Mo(k) i 70 T
2 . 0 (kO =
Tmin ik k%Zintinan(kn i k)
elde edilir.
Z
17 M@ i Mo OFy > 1 > 1
- = i M (k)+Mo (k)+ i 0710 -
27min ki ke 2intin 7 (& i Fn) kO 2intin O (ki K)
n ¥ 1 igin Ii'mlIn (z) = 0 oldugundan
0 R IOE Rap— g
= 1M k) + Mo (k) + — 7y i 0 - Y
ko 2intin O (@ kn) KO 2intin (kn i k)
oo . Y4
M (k) = My(k)+ i 3.3.5
( ) O( ) I an (k ; kn) 1 ag (k i kg) ( )
al-n-r. Mittag- Le- er ag-l-m-na gore,
S Y5 Ya
0 o8k _ L ab kikd kS
olur. M (k) ve My (k) e§|tI|kIer| kuIIans)wrsa L
% Y.
M=+ X 1,10, X | ] 1 ’
alk 1 ag Fik R e 1 (ki ko) 'O (k i k9)
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1 ¥,
R ST SR S Tl S S SR S
o8k ao(kik) ok _ . o Eikd KD an (ki kn) " a0 (ki kO
buradan da
Ys %
b
M) = 1 1 1

+
an (ki ky) 9K

_ +
@0 (k i ko) n=_1

esitligi elde edilir.
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3.4. Ters Problemler

Bu boélimde L probleminin belirlenmesi icin Weyl fonksiyonu ve spektral karak-
teristiklere gore ters problemin ¢6zimi verilmigtir.

L problemi ile beraber @ (x) potansiyeline sahip £ problemi ele al-ns-n ve herhangi
« semboll L problemine ait ise @ semboliinin de £ problemine ait oldugu kabul
edilsin.

Teorem 3.4.1: Eger M (k) = Jf(k) ise L = £ dir. Dolay-s-yla Weyl fonksiyonu

L snr-deger problemini tek olarak belirtmektedir.

Ispat:P(Sg:, k) = [Pzﬂg (:::C@)]M:L2 Tatrisi ele al-nsn.

© ©
P(z,k)@ L™ a-@ 7™ A esitligi saglans-n.

@, © vy ©
O 10 1 O 1
@Pll(xak) P12($,k) A@ @1 ©1 A—@ 901©1 A
Py (z, k) Pxn(z,k) @ © o ©
O 1
i ©®
esitligin her iki yan- @ Pro 1B A matrisi ile ¢arp-lrsa;
i® ©,
O 1 O 10 1
@Pll(.f,k) PlZ(xak)A:@ 901©1 A@ @1 i©1A

P (x,k) Pao(x,k) vy ©; ie; ©
elde edilir. Boylece
8
% Pll (.I,k) =1 ('Tv k)©2 ('Tvk) i ©1 (Q?,k) @2 (LIZ,]C)
P12 (11:7 k) = ©l (1:7 k) &l (:I:? k) i Y1 ($7 k) ©l (I‘7 k)

(3.4.2)
P (2, k) = @, (z, k) ©2 (2,k) i Oz (2, k) @, (,k)
T P (2,k) = Oz (. k) @1 (. k) i o (2, k)81 (2,F)
buradan da
¢1 (@, k) = Pr1 (z,k) @1 (z, k) + Pra (z, k) @, (z, k)
©o (x, k) = Po1 (z,k) @1 (z, k) + Pz (z, k) @, (z, k) (3.4.2)

©l (33, k) = Pll (337 k) ©l (3:7 k) + PlZ (337 k) ©2 (3:7 k)
- ©2 (33, k) = PZl (337 k) ©l (33, k) + P22 (LU, k) ©2 (LB, k)

A
oldugu al-n-r. (3.4.1) ve ©(z,k) = % ifadelerinden faydalan-l-rsa
a a
01z ) = 20N g, (4 py = 20D

¢ (k) ¢ (k)
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yaz-labilir. ha(;c,kr? , o (x, k)1 = € (k) oldugundan,
Py (l‘,k‘) = 1(1},]{2)32 (l‘,k‘) i (Cﬂak)@z,(%k)

1+m hwl (x, k) B2 (z, k) i Z2(x,k) 13 (x,kg(ez (z,k) i ¢ (x,k),)i

:u$%z%@mwmwnw@wnw¢w>%@@i%@@,

i
7N P
¢ k) i

Py (x, k) = ORE (z,k) 31 (z,k) 1 =1 (2, k) e (x, k)
h i
P21 (l?,k) = m ha2 (l‘,k) €- (l‘,k) i Y1 (QT,k)az (l?,k)- )
1

P22 (l?,k) =

TR RA ORI CL LA

= 1+ﬁ P2 (l‘, k) e1 (l‘, k) i e2 (l‘,k‘) i 2 (l‘,k‘) (@1 (l‘,k‘) i (ka))

esitlikleri elde edilir. k£ 2 G5 igin j& (k)] > Csel"™*™ oldugundan Lebesgue lem-

mas-ndan,
8
g lim max Py (e k) i = lim max jPp (k) il
k2Gs k2Gs (3.4.3)
g = lim max P (2, k) = lim max jPy (z,k)j =0
k2Ggs k2Ggs

yazilr. (3.3.1) ve (3.4.1) den,
2 .

Pu(z,k) = ¢1(2,k) G (x,k) i Ci(z,k) e, (x,k)+37’f(k) i M(F)_o1(x,k) @, (2, k),
Prp (Ia k) = & (Ia k) @2 (Ia k) i @l (Ia k) ¥1 (LL’, k) + 3M (k) i ﬁ(k), Y1 (l’, k) €1 (:L’, k) )
Py (z,k) = ¢(2,k) G2 (z,k) i C2(x,k) @ (z, k)+3ﬁ(k) i M(F)_ (k) @, (2,F),
Po(z,k) = @1(z.k)Ca(x,k) i €1z, k) pp (@, k) + M(K) i (k) oo (x,k) @1 (,k)
esitlikleri elde edilir. Eger M (k) = ]ﬁ(k) ise her sabitlenmis z icin P;;, (z, k) fonksiy-
onlar- k£ ya gore tamd-rlar. Ayr-ca (3.4.3) den yararlan-lrsa,

Pu(z,k) = 1, Pia(z,k) ~ 0, Po1 (z,k) ~ 0, P (z,k) ~ 1
olur. Bunlar (3.4.2) esitlikleriyle beraber géz 6ntine al-n-rsa, her = ve her k icin,

¥1 (JS‘, k) - @1 (l’, k) y P2 (JC, k) - 2] (JC, k) ,©1 (33, k) - ©1 (33, k) ,©2 (33, k) - ©2 (33, k)

elde edilir. Dolay-syla L = £ dir.
Teorem 3.4.2: Eger her n 2 Z igin k, = &,, o, = @, ise, bu durumda L = £

dir yani spektral veriler, L problemini tek olarak belirtmektedir.
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Ispat:
vy = b KT
N ao (k § ko) - 1 %n (ki kn) O‘?LkQL ’
n—__ 9
X < =
wp = =t 4 PR

+
- O -
o g i %O n=_1 " &, £ i %n &n%g z

ve her n 2 Z icin k,, = &, a,, = @, oldugundan, M (k) = M:(k) olur ki bu durumda
Teorem 3.4.1 den L = £ dir.

Teorem 3.4.3: Eger hern 2 Z icin k, =&, u,, = g, ise, L = £ dir; yani fk,.g
ve Ty, g dizileri L problemini tek olarak belirtir.
¢ (k)

lim —— = 1 oldugu
K11 & (k)

ac-ktr. k, = £, ve € (k) ile & (k) fonksiyonlar- analitik oldugundan, analitik

Ispat: ¢ (k) ve & (k) fonksiyonlar-n-n dzelliklerinden,

fonksiyonlar-n tekligi teoreminden ¢ (k) 3 € (k) oldugu eelde edilir.

2z kn). = vp (%, kn) oldugundan, & R =-e,0 2,8 = e,e(zk,) ve
& 1, R, = ®(,k,) = v,@(,k,) esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerden yarar-
lan-l-rsa v, = e, olur. Ayrca ¢ (k) ~ & (k) oldugundan ¢ (k) ~ & (k) olur.
Dolay-s+yla oy, = i € (kn) o (7, kn) = i € (k») 1 oldugundan «,, = @, elde edilir.

n

O halde Teorem 3.4.2 den, L = £ elde edilir.
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3.5. Ozfonksiyonlar-n Ozellikleri

Bu bélimde L probleminin 6zfonksiyonlar-n-n taml-g- ve ayr-l-s-m- gosterilecek-

tir. L probleminin 6zfonksiyonlar- x < d iken

7x
o(x,ky) =sink,z+ Ky (z,t)sink,tdt,
0
x > d iken
i, ¢ i ¢ z .
oz, ky) = o +3 sink,z+ a' jB sink,(2d j x)+ Ky (x,t)sink,tdt
0

seklindedir. Ozfonksiyonlar sisteminin L, (0, 7) uzay-nda taml-g- gésterilmeden 6nce
baz- tan-mlar verilsin.
Tan-m 3.5.1:Kabul edelim ki ff,g9,n 2 N , H Hilbert uzay-nda bir dizi olsun.

Burada N say-labilir bir indis kiimesidir. Eger,
spanff,0=H

esitligi saglan-yor ise ff,g dizisi tamd-r denir. Eger kompleks say-lar-n tim sonlu

fe,g sistemi igin ~
g ¢ A 1,

< < "

Cnfng - 5 Jcn)

n n

esitsizligi saglanacak bicimde bir g > 0 say-s- varsa, ff,,g bir Bessel dizisi olarak

00000
000

adland-r-l-r ve ff,,g dizisi § Ust s-nar-na sahiptir denir. Eger kompleks say-lar-n tim

sonlu fe,g sistemi igin
o A M

. .2
Cnfng o @ Jcn)
n n

>

00000

esitsizligi saglanacak bicimde bir o > 0 say-s- varsa, ff,,g, bir Riesz-Fischer dizisi
olarak adland-r-l-r ve ff, g dizisi « alt s-n-r-na sahiptir denir.

Tan-m 3.5.2: Hilbert uzay-nda, Bessel ve Riesz-Fischer dizisi ve ayn- zamanda
tam olan bir dizi, Riesz baz- olarak adland-r-l-r.

Tan-mlardan da anlag-lacag- gibi fy (z, l<:n)gn>0 6zfonksiyonlar sisteminin L, (0, 7)
uzay-nda bir Riesz baz- oldugunu géstermekle tam oldugu da gosterilmis olur.

Teorem 3.5.3: (i) L s-n-r-deger probleminin fp (z, kn)gm0 6zfonksiyonlar sis-

temi L, (0, 7) uzay-nda tamd-r.
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(i1) Kabul edelim ki f (x) , z 2[0,d) [ (d, 7], mutlak strekli bir fonksiyon olsun

ve s

< — -
) fd+0)=af(di0) 35.1)
- fd+0)=aflfi(d§0)+2ikBf (d i0)

sureksizlik kogullar-n- saglas:n. Bu durumda fy (z, k,)g,, o 0zfonksiyonlar sistemi

e 1 &
f@)= anp(z,ky), an=— (k) f({t)dt (3.5.2)

_ n
n=0 0

seklinde bir ayr-l-s-ma sahiptir ve bu seri [0, d) [ (d, «] Gzerinde duzglin yak-nsakt-r.
Ispat: (i) = > d iken

i, .t it “ .
oz, k)= "ot + 3 sinkz+ o' j B sink(@d jz)+ Eii(z,t)sinktdt
0

ozfonksiyonlar icin fp ($7kn)gn30 ozfonksiyonlar sisteminin L; (0, 7) uzay-nda bir
Riesz baz~ oldugunu gostermek icin ilk dnce fsin (k) xg,n 2 Np sisteminin L, (0, 7)
uzay-nda bir Riesz baz- oldugu gosterilsin. Bunun igin agag-da verilen teorem kul-
lan-ls-n:

Teorem 3.(Xionghui He ve Hans Volkmer,2001): f\,g,n 2 Ny, dizisi
k & m icin \; 6 )\, olacak bicimde bir negatif olmayan say-lar dizisi olsun ve
yeterince buyuk n ler icin §,, 2 [il,[] olmak Uzere A\, = n j § + 9, formuna sahip

olsunve 0 - § - 5 ,0< 1< 7 sabitleri
(1 +sin (20m)Y2 (1 i cos (Ir)) +sin (i) < 1 (3.5.3)

esitsizligini saglas-n. Bu durumda fsin (k,,) xg,n 2 No sistemi L (0, ) uzay-nda bir
Riesz baz-d-r.

Teoremin kosullar-, daha once supjh,j < M olmak tzere k, = n + h,, sek-
linde yaz-labilecegi gosterilmis oldugﬁndan ve dolay-s-yla § = 0 olmak tzere (3.5.3)
esitsizligi

tanir <1
h, 2 [il,l]ve0 << ;11 icin sagland-g-ndan fsin (k,) zg,n 2 Ny, sistemi L, (0, 7)
uzay-nda bir Riesz baz-d-r. Ayn- sekilde d 2 i%,w¢ olmak Uzere, 2d j x = u geklinde

yeni bir degigken ile gosterildiginde fsin (k,,) ug,n 2 Ny, sistemi icinde yapt-klar-m-z
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gecerli olacag-ndan fsink,, (2d i x)g,n 2 Ny sistemi de L, (0, 7) uzay-nda bir Riesz
baz-d-r.

Teorem 1.(Xionghui He ve Hans Volkmer,2001): ff,g,n 2 N, dizisi H
Hilbert uzay-nda « alt s-n-r-na ve g Ust s-n-r-na sahip bir Riesz baz- ve fg,g,n 2 N,
dizisi de ff,, § g,9,n 2 N ,~ Ust s-nr-na sahip olacak bicimde bir dizi olsun. Eger
a >~y ise, bu durumda fg,9,n 2 N dizisi de H Hilbert uzay-nda « j ~ Ust sin-r- ve
[ + ~ alt ssnarana sahip bir Riesz baz-d-r.

Teorem 1 den dolay- da f(a™ + 8)sink,xz + (a¥ j B)sink, (2d j )g,n 2 Np,
sistemi L, (0, 7) uzay-nda bir Riesz baz-d-r.

Son olarak kabul edelim ki y () = y (z, A) ,
i Hq@y=Xy, 0-2 -7
Sturm-Liouville denkleminin

y(0) =1, 4’ (@) =m

baglang-¢ kosullar-n- saglayan ¢6zumu olsun. Burada q(z), [0,7] Uzerinde reel-
dedgerli, integrallenebilir bir fonksiyon ve m bir reel say- olsun.

Teorem 8.(Xionghui He ve Hans VVolkmer,2001): Kabul edelim ki fA,,g,n 2
N, negatif olmayan bir say-lar dizisi olsun. Bu durumda fy(z, \,)g sisteminin
L, (0, 7) uzay-nda bir Riesz baz- olmas- igin gerek ve yeter kosul fsin(\,)xg sis-
teminin L, (0, 7) uzay-nda bir Riesz baz- olmas-d-r.

Bu teoremde,

. . Zx
oz, k) ="a* w8 sinkr+ o B¢sink(2d i )+ R (o, 0)sinktdt
0

olmak Uzere fy (z, k,)g ,n 2 Ny, 6zfonksiyonlar sisteminin de L, (0, 7) uzay-nda bir
Riesz baz- oldugunu gosterir.

(i) Simdi 6zfonkisyonlar-n ayr-l-ss-m 6zelligine sahip oldugunu gdstermek icin L
probleminin Green fonksiyonu olugsturulsun:

(2.1.1) denkleminin, ¢ (0, k) = 1, ¢ (0, k) = 0 baslang-¢ kosulu ile (2.1.3) siirek-
sizlik kosulunu saglayan ¢ozimii ¢ (z, k) ;1 (0, k) = 0, ' (0, k) = k bagslang-¢ kosulu
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ile (2.1.3) sureksizlik kosulunu saglayan ¢ozuma ) (x, k) olsun.

x < d iken
- 7z
o(x, k)= k) +yk) _ coskr + Ky (x,t)cosktdt (3.5.4)
2 0
ve - 7
Wi k)= YERTY@R) G v Ry () sinktdr, (3.5.5)
21 .
x > d iken
o(x, k) = y(m,k);—y(x,k) = ioz+ +ﬁ¢COSk:E+ iozi i ﬁ¢cosk(2d i)
7x
+  Kiq(x,t)cosktdt (3.5.6)
0
ve
Wz, k) = y("”’k)zi_y(‘”’k) =l +ﬁ¢ksinkx o +6¢l<:sinl<:(2d i 7)
1 s
+ Ky (x,t)sinktdt (3.5.7)
0
seklindedir.
Wt (z, k), ¢ (z, k)9
= k(1 +2ap)

7z
+(al jB)sink@d jz)Ru(r,z)+k(@*+3) Ku(z,t)cosk(x jt)dt

0
yid Z

+(af §j B) K&lm (z,t)sink (z j 2d+t)dtikiai i B¢ Ky (z,t)cosk (z j 2d +t) dt

0 0
7z

+K11(z,2) Eu(x,t)sink(z jt)dt

0
dir ve Wy = k (1 + 2a3) esitligi goz 6ntinde bulundurulursa, Liouville Teoremi geregi
Wo = W, = W () olacag-ndan k£ & 0 ve o & j % icin

8
<
Wt (z, k), ¢ (z, k)9 = _
- kE(Q+2ab) ,x>d

, r<d
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olarak elde edilir. S-ras-yla (3.5.4) ve (3.5.5) de verilen ¢ (x, k) ve ¢ (z, k) fonksiy-

onlar- yard-m-yla = < d iken L probleminin Green fonksiyonu,
8

1= o@h) Yk,
‘f S otk (k) T

ve benzer sekilde (3.5.6) ve (3.5.7) de verilen ¢ (z, k) ve ¢ (z, k) fonksiyonlar- yard-m-yla

G (z,t,k) =

x > d iken, L probleminin Green fonksiyonu,
8

1 = e k)Y k), @

G(z,t, k) = V(1 +2ap) - ot k)Y (2, k), ©

£

elde edilir. Dolay-s-yla

7T
Y (z, k) = G (x,t, k) f(t)dt
0 1 7
= i@k ek fO)d
0
1 gzd I 2
imw(%k‘) - YR f@)dt+ ¢(t,k)f(t)dt;
T d

fonksiyonu

Y i Y = f(z), A=k

U®Y) = 0,V(Y)=0
8
<Y(d+0)=aY(di0)
= Y'(d+0)=ailY'(d j 0) + 2ikBY (d j 0)

s-n-r-deger probleminin ¢ézimudur.
Zx

GGt @ PRI

0 o
g Zd Zr =

) BERFOd+ G O

T d
7x

£ i ¢ ol
————(z,k) 1R+ L) +a@) e k) f@)dt

Zd . g
¢ (x,k) w°° (t k) + (1) + q(t)¢w(t,k) f@adt

T

Y (z,k) =

1
"¢ (k)
k2¢ (k)

o1
Vi2¢ (k)
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ZWE i ¢ o
ez, k) 1Vt k)+ @) +q@) v (k) f()dt

d
Zz Zd

———— Y (z, k) °°(t,k)f(t)dt+ﬁ(@w(x,k) WO (¢, k) f (t) dt

Z7r Zx
i ¢
o, k) WOk f (@) dti Y, k) @)+ q @) k) ) dt
24 . ’
o k) W@ +q@) vk FE)d

T

7T

i ¢
e @R O a@ vEn O
d -

1 -
k2¢(k) o (2, k) [ (4. F) f (1) 519+ k2¢(k) cp(:v k) w°(t k) f () ld 04

Zz Zd

Fat @D SEDFOE pame@h VR Od

0
Zr Zx
i ¢
e, k) Y@K @) dti Y k) W@ +q@) ot k) f(E)dt
Lo °
o k) W@ +q@) vEE)FE)d

T

Z7r
i ¢
o, k) W) +q(t) (k) f () dt
d

1
V2 (k)
k2¢ (k)

L1 1
K2& (k) K2 (k)

1
' i2¢ (k)

k2¢ %)

- 1 71
Vi2¢ (k) k2¢ (k)

1
)

.1
X0
1

k2¢(k) oy (2, k) [¢' (2, k) £ (2) i ' (0,k) f (O)]g

o k) Wi 0.K) F(d i 0) i v (k) f ()

© £ p
¢ (2, k) ' (7, k) f () i @' (d+0,k) f(d+0)
Zx Zd

FEt @D FEDFOE pae@h VR Od

0 T
zr Zr

¢
oz, k) (@ E) () dti G k) W@ +q@) ot k) f(E)dt
0

1
NZYO)

L1
K2e (k)

k2¢ %)

1 1
2e ()? K2 (k)

Zd
¢

k2¢1 (k)cp(x k) @@ k) f(Od
Ewi ‘

ez, k) @) +q) k) f(E)dt

d

1
)



105

£ o
= e @ PERUER i@V @k - k2¢(k)¢°<w B @) ()

+k2¢1(k)(p($k) W(d i 0.k) f(d i 0).—¢°(d 0,k) f (d+0)

a kiifk)w,k)wd i 0.8) f (d+0)
Zz Zd

FEt @D FEDFOE pae@h VR Od

0 T
Zr i

¢
e, k) V@K @) dti Y k) W@ +q@) ot k) f(E)dt
24 . ’
o k) W@ +q@) vEE)FE)d

T

Z7r
i ¢
o k) W@ +q@) vk FE)d

d

k2¢ (%)

- 1 71
Vi2¢ (k) k2¢ (k)

1
)

1
)
_f@

k2 o
. g 7 7d =

im:w(x,k) Ot k) L @) dt + o (k) wo(t,k)fo(t)dt:

T

0
Z7r
e, k) Y@k @) dt
Y d - Y

VR @R § oW 0k FWi 0 f(d+0)

2ikBep (v, k) (d i 0,k) f (d+0)
Zm
¢
L y@h) W@+ a() k) f O dt

Zd
i ¢

o k) W@ +q@) vEE)FE)d

1 i ¢

iZe@mP @ OO VR @

Burada f' () = g((it) 2 AC[0, 7] olmas- durumunda,
_ f()
kZ
. 2 =z zd 2
izeg V@R e@RGOdi+ e k) vk g @ di
0

xT

1
)
1

)

V26 (k) (k)

e (k)

1
)
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Z7r

ez k) Pt k) (t)dt
d
kzq:l(k)f.wcc k) P (0) 0 (0, k) + o (@, k) [f (d § 0)v(d i O,k) i af’(d+0)¢(d i 0,k)lg
2if

k¢(k)w(x 00K f(d+0) Py
o (@, k) w°<7r k)£ () i (mk) £ () i ¥ (d i O, k) f(d 0)|—f(d+0)

Zz
L @R W@ o) f @

20 .
o k) W@ +q@) vEE)FE)d

1
V2 (k)

V2e (b (k)

k2¢ %)

1
Vi2e (k)

Ir

1 i ¢
@, k)  w@®)+q@) Y& k) f()dE

V2e (k)

olur ve f(x) fonkgiyonu,
8
= f@+0)=af(dio0)
= f(d+0)=ailf'(d i 0)+ 2ikBf (d i 0)

sureksizlik kogullar-n- saglad-g-ndan,

F ()

Y (2, k) =5 0 05 le( k) + Zo (z, k)g (3.5.8)
seklinde yaz-labili, Burada
| yaz 1 | Ig u - 24 2
210 k) = gy V@R e RO di+ @ k) R @ d
0 T
7T
¢tk)¢("” k) (k) [ (t)dt+m PO R+ R ) e k)
d
i
¢
7o (@, k) = ¢(k)<p(w )Y (k) S (m)+ m@b(ﬂc k) ORI TR VRO
. 22d _ 7n . 3
e @n? @@ VER F O )+ @) V@) (a5,
Buradan ' !

p(z,k) = O(xpjlmkjz), ¢ (z,k) = O (kiexpjimkjz),
U (k) = O@xpjimkj(r i 2)), ' (z,k) = O (kjexpjlmkj (r i x))(3.5.9)
j€(R) . Csikiexpjlmkjm, k2 Gs, jkj . K,
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ifadelerinden, sabitlenmig bir § > 0 ve yeterince buyuk &% > 0 igin

max sz (z,k)j - J(:J k2Gs, jkj . k°

elde edilir. Simdi de
li = 5.
ka|£n10m;;atx 171 (x, k)] =0 (3.5.10)
k2G§
oldugu gosterilsin. (3.5.9) ifadelerinden
C
max jZl (z,k)j - [Tk k2 Gs, jkj . k°

esitsizligi saglan-r. Kabul edelim ki f'(t) = g (t) 2 L[0, 7] olsun. Sabit ¢ > 0 igin

ge (1),

2 Zr - - Ozd: - I . 2
CY= max sup———~ _iv(@k)j ¢k d+jp@k)i@ '@k d+ ¢ k) dA_
0-z-mpoa, JC ()] = -
0 x d
olmak Uzere Z7r
0

esitsizligini saglayan mutlak strekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda k 2 Gs, jkj .
k" icin

SO
2 )k

Jmax jZy (z, k)i - max jZy (z,k;ge)i+ max jZi(z,kig i ge)i -

yaz-labilir. Dolay-s+yla jkj > k° icin Omax 171 (x, k)] - ¢ saglanacak bicimde bir

k9 > 0 vard-r. € > 0 key... oldugundan (3.5.10) egitligi elde edilmis olur.
n o
in= k:jkj= ko +§, n=0, 81, 8§2,.
olmak Uzere, . 7
In(x)=7— Y (x,k)dk
271
iN

integrali ele al-ns-n. (3.5.8)- (3.5.10) ifadeleri g6z 6ninde bulundurulursa,
In(@)=f(@)+en(x), ]\!i'mlomax jen (2)j=0 (3.5.11)
yaz-labilir. Ote yandan Iy (), Rezidii teoreminden elde edilirse,
7x

1k k) (k) [ @

n 0

ResY =i
kzeki (ka) 1~
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8 o
1 <Zd iy =
i———o(@ k) . O R) F@) A+ (k) f(E)dE
¢ (kn) = . -
Z7r
= i (k) @ (k) () dt
¢ (k)

0
ve any,, = i € (k) esitliginden

7T
1
IB—ekSY (x, k)= a_@(ﬁakn) o, kn) f()dt
n n 0

olur. Dolay-s-yla

7T

X 1
Iy (x) = anp (T, kn) , an = o o, ky) f(t)dt
n=0 n
bulunur ve (3.5.11) ifadesinden
X
f@ren@)= anp(z,kn) (3.5.12)
n=0

yaz-labilir. (3.5.12) esitliginin sol taraf~+ N ¥ 1 icin limiti yak-nsak oldugundan,
sag tarafinda N ¥ A icin limiti yak-nsak olur. Dolay-swyla

X
f(x) = antp (, kn)
n=0

serisi [0,d) [ (d, n] da dizgln yak-nsakt-r.
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