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ÖZET 

 

BAZI UZAY-ZAMANLARIN NOETHER S İMETR İLERİ  

 

 

Yusuf KÜÇÜKAKÇA 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı Doktora Tezi 

Danışman: Prof.Dr. Uğur CAMCI 

10.06.2010, 100  

 

 Bu çalışmanın birinci bölümünde tezin amacının anlatıldığı bir giriş yapılmış; ikinci 

bölümde ise temel tanımlar verilmiştir. Üçüncü bölümde materyal ve yöntem olarak 

kullanılacak olan genelleştirilmi ş gravitasyon teorileri ve Noether simetrisi kavramları 

anlatılmıştır. 

 Bu tezde, Einstein-Hilbert Lagrangianının genelleştirilmesi olan gravitasyon 

teorilerinde bazı tam kozmolojik çözümler elde edilmiştir. Öncelikle Lokal Rotasyonel 

Simetrik  Bianchi I, III ve Kantowski-Sachs uzay-zamanları için skaler tensör teorilerinde 

çözümler araştırılmıştır. Daha sonra skaler tensör teorilerinde, diğer Bianchi Tip uzay-

zamanlarının Noether simetrileri incelenmiştir. Ayrıca diğer önemli bir genelleştirilmi ş 

gravitasyon teorisi olan f(R)  teorisinde, Bianchi I uzay-zamanları için metrik potansiyelleri 

elde edilmiştir. Her iki gravitasyonel teoride de, Lagrange fonksiyonelini Lie dönüşümü 

altında invaryant bırakan Noether simetri yaklaşımı dikkate alınmıştır. Noether simetrisinin 

mevcut olması birinci teoride, skaler alanın çiftlenim fonksiyonu ve potansiyeli, ikinci 

teoride ise f(R) fonksiyonunun şeklini seçmemize olanak sağlar. Ayrıca böyle bir simetri, 

alan denklemlerini sadeleştiren bazı dönüşümler bulunmasına da imkân verir. Elde edilen 

bu dönüşümler kullanılarak, dikkate alınan uzay-zamanlar için alan denklemlerinin 

çözümleri araştırılmıştır. 

 

Anahtar sözcükler: Noether simetrisi, Skaler tensör teorileri, f(R)  teorileri, Bianchi tip 

uzay-zamanlar 
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 In the first chapter of this study, an introduction in which aim of the thesis is 

explained has been begun and in the second chapter, the fundamental definitions have been 

given. In the third chapter, generalized gravity theories and Noether symmetry concepts to 

be used as a material and method have been explained. 

  In this thesis, it has been obtained some exact cosmological solutions in gravity 

theory which is generalization of the Einstein-Hilbert Lagrangian. Firstly, the solutions 

have been investigated for the Local rotational symmetric Bianchi I, III and Kantowski-

Sachs space time in the scalar tensor theories. Later, Noether symmetries of other Bianchi 

type space-times in scalar tensor theories have been studied.  Metric potentials for Bianchi 

I space-times have also been obtained in the framework of f (R) gravity theory which is the 

other important generalized gravitation theory. In both gravitation theories, the Lagrange 

functional invariant under a Lie transformation is taken into account the Noether symmetry 

approach. The existence of Noether symmetry allows us to choose the coupling function 

and the potential of scalar field in the first theory and the form of f(R) function in the 

second theory. Moreover, such a symmetry also permits to find some transformations 

which simplify the field equations. Solutions of the field equations for taken into account 

the space-times have been investigated by using these transformations.  

  

 

 

Keywords: Noether symmetry, Scalar tensor theories, f(R) theory, Bianchi type space-

times  
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

 

Evrenin büyük ölçekteki yapısına ait matematiksel model, 1915 yılında Einstein 

tarafından ortaya konulan Genel Relativite Teorisi (GRT) çerçevesinde oluşturulmuştur. 

GRT, uzay-zamanın geometrik yapısı ile gravitasyonel alanlar arasındaki ilişkiyi bu 

matematiksel model ile açıklamaktadır. GRT’ nin temel denklemleri; sol taraf uzay-zaman 

geometrisini ve sağ taraf ise bu geometrideki madde dağılımını göstermek üzere  

 

abababab TgRRG κ=−≡
2

1

 

 

şeklinde formüle edilen Einstein Alan Denklemleri (EFE) dir. Burada 4/8 cGπκ =  

şeklinde verilmektedir. Bu denklemlerden evren modeli inşa etmek için bir geometri (abg ) 

seçilir ve madde dağılımı olarak ideal veya ideal olmayan akışkan, viskoz akışkan, ısı 

akısı, kütleli ve kütlesiz skaler alan, kozmik sicimler veya elektromanyetik alan gibi enerji-

momentum ifadelerinden biri veya birkaçı seçilir. Bu şekilde oluşturulan denklemler, ikinci 

mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklem sistemi olup bunlara çözüm bulmak 

oldukça zordur ve bazı kabuller (homojenlik veya izotropluk) altında çözümler elde 

edilmektedir. Ayrıca, EFE’ lere kesin çözüm bulmak için kullanılan önemli yöntemlerden 

birisi, ele alınan uzay-zaman metriği üzerinde belirli simetri kabulleri yapmaktır. Benzer 

şekilde; Lagrange fonksiyonelini invaryant bırakan simetri koşulları alan denklemlerine 

çözüm elde edebilmek için kullanışlıdır.  

 

 GRT, uzay-zamandaki gravitasyon ile ilgili mevcut en tutalı teoridir. GRT’nin 

formülasyonu, klasik mekanikteki gibi uzay ve zamanın mutlak nicelikler olmadığını ifade 

eder ve bu teorideki dinamik nicelikler tamamen madde ve enerji dağılımıyla ilgilidir. 

Böylece ilk kez bu yaklaşım ile evrenin kendisinin dinamik bir sistem olarak düşünülmesi 

gerektiği sonucu ortaya çıkmıştır. Diğer taraftan everenle ilgili teorik hesaplamalar 

gözlemlerle uyumlu olan Standart Kozmolojik Modelin (Weinberg, 1972) formülasyonuna 

götürmüştür. GRT bir çok deneysel testlerle uyumlu olduğu için şu sorunun sorulması da 

doğaldır: Neden gravitasyon için alternatif bir teori arıyoruz? Bu sorunun cevabı birkaç 

kısımdan oluşur. Birincisi, deneysel olarak test edilmiş bir teorinin özelliklerini daha iyi 

anlayabilmek için bu alternatif modellerle GRT’nin öngörülerini karşılaştırmak oldukça 
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öğreticidir. Alternatif bir teori çalışmanın ikinci nedeni ise muammalı birçok deneysel 

konunun mevcut olmasıdır. Özellikle kozmolojik veriler, evrendeki madde miktarının 

’ sinin Karanlık Enerji (negatif basınçlı yani  durum denklemine sahip bir 

akışkan), ’ ünün Karanlık Madde (basıncı ihmal edilebilir ve kendisi ile normal 

madde arasındaki etkileşimi yok denilecek kadar az olan bir akışkan) ve kalan ’ ü 

normal madde olduğunu göstermektedir (Spergel ve ark, 2003, 2007). Ayrıca evrenin 

kozmik ivmelenmesini açıklayabilmek için gravitasyon teorisi modifiye edilmeye 

çalışılmış ya da alternatif bir teori arayışına girişilmiştir. Einstein GRT teorisini düzeltme 

çalışmaları uzun bir geçmişe sahiptir. Bunlardan en çok çalışılanlardan birisi metrik 

yanında skaler alanı da içeren skaler tensör teorileridir. Bu teorilerin en basit olanı daha 

sonra ayrıntılı bir şekilde verileceği gibi Brans-Dicke skaler tensör teorisidir. Başka bir 

alternatif ise Einstein-Hilbert etki integralindeki R Ricci skaleri yerine R’nin analitik bir 

fonksiyonunun f(R) alındığı bir teori inşa etmektir. Bu teoriler kullanılarak; Standart 

Kozmolojik Modelin çözülemeyen problemleri aşılmaya çalışılmıştır.  

 

Son yıllarda, uzun süredir var olan birkaç kozmoloji bilmecesini çözmek için 

çekimli minimal olmayan çiftlenmiş (coupled) skaler alan kullanılmaya başlanmıştır. 

Mikroskobik ölçekte gravitasyonel alanın davranışını anlamak için indirgenmiş (induced) 

gravitasyon teorisi (Zee, 1979; Smolin, 1979; Adler, 1980) geliştirilmi ştir. Makroskobik 

ölçekte ise evrenin en iyi tanımı standart kozmolojik model ile verilir. Evrenin şu anki 

evrimi için Friedmann-Robertson-Walker (FRW) uzay-zamanı, makroskobik ölçekte 

uygun bir evren tasviri vermektedir (Capozziello ve Lambiase, 2000). 

 

Kuantum kozmolojisi, kuantum gravitasyon teorisinin inşası için ilk adım olarak 

düşünülmekte olup klasik evrenin ilk ortaya çıktığındaki başlangıç koşullarını bulmakla 

ilgilenir. Ancak; elektromanyetizma, genel relativite ya da alışılmış kuantum mekaniği gibi 

diğer fizik teorilerine göre “evren sisteminin” gelişimi için sınır koşulları dışardan 

getirilemez. Bu durumda; Maxwell denklemleri, Einstein alan denklemleri ya da 

Schrödinger denklemi gibi temel dinamik yasalara ihtiyaç duyulur ve başlangıç koşulları 

dışarıdan alınır. Kuantum kozmolojisi; kuantum gravitasyon teorisini çalışmak için 

uygulanabilir bir tasarı olmasının yanında, başlangıç koşullarını bulmak sorunundan dolayı 

kendi başına bir fizik dalı olarak düşünülebilir. Sadece kavramsal zorluklar değil, aynı 

zamanda matematiksel karmaşıklık kuantum kozmoloji çalışmayı zorlaştırmaktadır 
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(Narlikar ve Padmanabhan, 1986). Örneğin; geometrodinamiğin süper uzayı, sonsuz 

serbestlik derecesine sahiptir ve bundan dolayı Wheeler De Witt (WDW) denklemini tam 

olarak integre etmek pratik olarak imkânsızdır. 

 

Noether teoremini kozmolojiye uygulama düşüncesi çok eski değildir. İlk kez 1990 

yılında de Rities ve ark. (1990) Noether teoremini minimal olarak çiftlenmiş skaler alanlı 

GRT’ nin homojen ve izotrop kozmolojik modellerine uygulamıştır. 1990’ ların başlarında 

birçok kozmojik bilmeceyi çözebilmek için minimal olmayan çiftlenmiş skaler alanlı 

gravitasyon teorileri önerilmiştir (Linde 1990).  Noether simetri yaklaşımı skaler tensör 

teorilerinde bazı açık çözümler sunmaktadır. Bu yaklaşım uygun bir şekilde keyfiliği 

kısıtlayarak, potansiyelin dinamik olarak seçilmesini ve alan denklemlerine çözümlerin 

bulunmasını sağlar. Özellikle Noether simetri yaklaşımı, hareket sabitlerini belirlemede 

genel bir kriterdir. 

 

Bu tezde, genelleştirilmi ş gravitasyon teorilerinde bazı tam kozmolojik çözümler 

bulunmaya çalışılmıştır. Öncelikle Lokal Rotasyonel Simetrik (LRS) Bianchi I, III ve 

Kantowski-Sachs uzay-zamanları için skaler alanın Ricci skaleri ile non-minimal 

çiftlenimli (non-minimal coupled) skaler tensör teorilerinde çözümler araştırılmıştır. Daha 

sonra skaler tensör teorilerinde, diğer Bianchi Tip uzay-zamanlarının Noether simetrileri 

incelenmiştir. Ayrıca diğer önemli bir genelleştirilmi ş gravitasyon teorisi olan f(R)  

teorisinde, Bianchi I uzay-zamanları için metrik potansiyelleri elde edilmiştir. Her iki 

gravitasyon teorisinde de, Lagrange fonksiyonelini Lie dönüşümü altında invaryant bırakan 

Noether simetri yaklaşımı dikkate alınmıştır. Noether simetri yaklaşımının kullanılması 

birinci teoride, skaler alanın çiftlenim fonksiyonu ve potansiyelini, ikinci teoride ise f(R) 

fonksiyonunun şeklini seçmemize olanak sağlar. Noether simetrisinin varlığı, ortaya çıkan 

diferansiyel denklemleri sadeleştirici bazı dönüşümler bulunmasına imkân verir. Elde 

edilen bu dönüşümler kullanılarak, dikkate alınan uzay-zamanlar için alan denklemlerinin 

çözümleri araştırılmıştır. 
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BÖLÜM 2 

ÖNCEKİ ÇALI ŞMALAR 

 

 2.1 Varyasyon Hesabı ve Euler -Lagrange Hareket Denklemleri 

En basit düşünce ile varyasyon hesabının temel problemi 1x  ve 2x  ile verilen iki 

nokta arasındaki en kısa yolun ne olması gerektiğinin bulunmasıdır. Bu iki nokta 

arasındaki y(x) yoluna bağlı bir  { }xxyxyf );(),( ′
 
fonksiyoneli dikkate alınsın. 1x  ve 2x  

noktaları arasındaki öyle bir y(x) yolu olsun ki; bu yol f  fonksiyonelinin     

 

{ }∫ ′= 2

1

);(),(
x

x
dxxxyxyfJ                                (2.1.1)  

çizgi integralini extremum yapsın. Burada y(x) ve 
dx

dy
xy =′ )(  bağımlı değişken, x ise 

bağımsız değişkendir. Eğer y(x) fonksiyonu J integralinin minimum yapıyorsa o zaman bir 

komşu fonksiyon J’yi arttırmak zorundadır. Olası bütün y(x) fonksiyonları parametrik 

olarak ),( xyy α=  ile gösterilsin; bu durumda 0=α  noktasında )(),0( xyxy =  eşitli ği J 

için bir extremum verir. Dolayısıyla, 

 

 )(),0(),( xxyxy αηα +=                   (2.1.2) 

 

yazılabilir. Burada )(xη  sürekli ve birinci türeve sahip bir fonksiyon olup sınır noktalarda 

sıfırdır; yani, 0)()( 21 == xx ηη  dır. Bu durumda (2.1.1) integrali α  parametresine bağlı 

olarak 

 { }∫ ′= 2

1

);,(),,()(
x

x
dxxxyxyfJ ααα                   (2.1.3) 

 

yazılabilir. Bütün )(xη  fonksiyonları için )(αJ  integralinin extremum olma koşulu  

 

 0
0

=
∂
∂

=αα
J

                     (2.1.4)  

 

ile verilir. Şimdi (2.1.3) ile verilen integralin α ’ ya göre türevi alınırsa  

 



BÖLÜM 2 – ÖNCEK İ ÇALI ŞMALAR                                         Yusuf KÜÇÜKAKÇA          
 
 

5 
 

 dx
y

y

fy

y

fJ x

x∫ 








∂
′∂

′∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂ 2

1 ααα
                    (2.1.5)  

bulunur. (2.1.2) eşitli ğinden elde edilen )(x
y η
α

=
∂
∂

 ve 
dx

xdy )(η
α

=
∂

′∂
 ifadeleri  (2.1.5) 

denkleminde yerine konursa 

 

 dx
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d

y
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x

y
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x∫ 
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∂
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α
                    (2.1.6) 

 

elde edilir. Burada kısmi integrasyon uygulanır ve 0)()( 21 == xx ηη  sınır koşulları 

kullanılırsa  

 

 dxx
y

f

dx

d

y

fJ x

x
)(

2

1

η
α ∫ 









′∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

                 (2.1.7) 

 

olur. Geleneksel varyasyon hesabı notasyonuna geçmek için (2.1.7) ifadesi 

 

 dxd
y

y

f

dx

d

y

f
d

J x

x
α

α
α

α ∂
∂










′∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

∫
2

1

                 (2.1.8) 

şeklinde yazılabilir. J ve y’nin varyasyonları α
α

δ d
J

J
∂
∂≡  ve α

α
δ d

y
y

∂
∂≡  şeklinde 

tanımladığında (2.1.8) denkleminden 

  

 ydx
y

f

dx

d

y

f
J

x

x
δδ ∫ 








′∂
∂−

∂
∂= 2

1

                   (2.1.9) 

 

yazılır. (2.1.4) extremum koşulundan 0=Jδ  olmak zorundadır. Dolayısıyla (2.1.9) 

bağıntısından 

 

 0=
′∂

∂−
∂
∂

y

f

dx

d

y

f
                  (2.1.10) 
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elde edilir ve bu eşitlik “Euler denklemi” olarak bilinir. J çizgi integralinin bir extremum 

değere sahip olması için gerekli koşul (2.1.10) denklemi ile verilir (Marion ve Thornton, 

1988). Eğer m tane bağımlı değişken varsa o zaman Euler denklemleri 

 

 0=
′∂

∂−
∂
∂

ii y

f

dx

d

y

f
  i=1, 2, 3,…m              (2.1.11) 

 

şeklinde yazılır. 

 

 Ele alınan sistem için  

 

 0};,{};{ == xzygxyg i           (2.1.12) 

 

kısıtlama denklemi mevcut olsun. Bu durumda (2.1.1) integralinin extremum noktaları  

 

 0)( =
∂
∂+

′∂
∂−

∂
∂

y

g
x

y

f

dx

d

y

f λ           (2.1.13) 

0)( =
∂
∂+

′∂
∂−

∂
∂

z

g
x

z

f

dx

d

z

f λ           (2.1.14) 

 

denklemlerini sağlamak zorundadır. Buradaki )(xλ sistemin çözümünün bir parçası olarak 

elde edilir ve “Lagrange belirsiz çarpanı” olarak bilinir. Sistem birçok bağımlı değişken ve 

birçok kısıtlama denkleminin olduğu duruma genelleştirilirse  

 

 0)( =
∂
∂

+
′∂

∂−
∂
∂

∑
i

j

jii y

g
x

y

f

dx

d

y

f λ          (2.1.15) 

 

0};{ =xyg ij             (2.1.16) 

 

denklem sistemine sahip olunur. Eğer mi ,...,2,1= ve nj ,...,2,1= ise (2.1.15) denklemi 

nm+  bilinmeyenli mtane denklem içerir. Fakat (2.1.16) kısıtlama denklemi n  tane daha 

denklem içerdiği için sistem tam olarak çözülebilir. 
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2.2 Lie Türevi 

 X, M manifoldu üzerinde bir teğet vektör alan ve tϕ , X tarafından doğurulan M’ 

deki 1-parametreli transformasyonlar grubu olsun. M üzerinde her K tensör alanı için, X 

vektör alanı yönündeki Lie Türevi  

 
0

1
(£ ) lim ( )p p t p

t
K K K

t
ϕ

→
 = − X                                  (2.2.1) 

 

şekilde tanımlanır (Nakahara, 2003; Stephani, 2003; Hall, 2004). Burada, £X Lie türev 

operatörü aşağıdaki özellikleri sağlar. 

 

i. )(£)(£)(£ gfgffg XXX +=  

ii. ],£[],[£],[£ ZYZYZY XXX +=            (2.2.2)  

Burada f ve g, fonksiyonlar; X, Y ve Z vektör alanlarıdır. Lie türev operatörünün bir 

fonksiyon üzerine etkisi; 

 

 ff X=X£                       (2.2.3) 

 

şeklindedir. Bir X  vektör alanı boyunca Y vektör alanının Lie türevi, Lie parantezi (braket) 

olarak 

 

 ],[£ YXY =X               (2.2.4) 

 

 şeklinde tanımlanmaktadır. aY  kontravaryant vektör alanının Lie türevi  

 

 b
b

a
b

abaa
X YXYXYXY ,,],[£ −==                (2.2.5a) 

 

dir ve aY  kovaryant vektör alanının Lie türevi  
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 ba
b

ba
b

aX YXYXY ,,£ +=                 (2.2.5b) 

 

ile verilir. Ayrıca [.,.] Lie braketi aşağıdaki özellikleri sağlar. 

a. Lineerlik: 

],[],[],[ 22112211 YXcYXcYcYcX +=+          (2.2.6a) 

 ],[],[],[ 22112211 YXcYXcYXcXc +=+         (2.2.6b) 

 

Burada c1 ve c2 keyfi sabitlerdir. 

b. Anti (Skew)-simetri: 

],[],[ XYYX −=               (2.2.7) 

c. Jakobi Özdeşliği: 

0]],,[[]],,[[]],,[[ =++ XZYYXZZYX            (2.2.8) 

 

2.3. Bianchi Sınıflaması 

İzometriler metrik tensörü invaryant bırakan dönüşümlerdir. Sonsuz küçük bir 

izometri X Killing Vektör (KV) alanıyla tasvir edilir ve  

 

0=abX g£   ⇔  0,,, =++ c
acb

c
bac

c
cab XgXgXg    ⇔    0;; =+ abba XX       (2.3.1) 

 

Killing denklemlerini sağlar. Killing denklemlerinin bir çözümü varsa, uzay-zaman bir 

hareket simetrisine ya da izometriye sahiptir denir. İzometri, bir vektörün uzunluğunu 

koruduğu için katı (rigid) hareket olarak da adlandırılabilir. KV alanları aşağıdaki 

özelliklere sahiptir: 
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1. KV alanlarının lineer kombinasyonu da bir KV alanıdır.  

2. Herhangi 1X  ve 2X  KV alanının komütatörü de bir KV alanıdır. 

3. Bir manifold, en çok sonlu sayıda lineer bağımsız KV alanını kabul eder. 

Bu nedenle bütün KV alanlarının kümesi aX baz vektörlü Lie cebri oluştururlar. Bir Lie 

grubunun cebirsel yapısı, Lie cebrinin bazı { raXa ,...,1= } alınıp aX  nın bütün 

komütatörleri oluşturularak bu Lie cebri ile açıklanabilir. a = 1,...r olmak üzere r, G ile 

gösterilen Lie grubunun boyutudur. Üç-boyutlu uzayın Lie cebri dokuz Bianchi tipine 

sınıflanmıştır (Ellis ve MacCallum, 1969). Lie cebri kapalı (yani [ ]ba XX ,  komütatörü Lie 

cebri içinde tanımlı) olduğundan 

 

[ ] dab
d

abbaba XCXXXXXX =−≡,                             (2.3.2) 

 

elde edilmelidir. Burada ab
dC  ifadelerine Lie cebrinin yapı sabitleri denir. Jacobi 

özdeşliği yapı sabitleri cinsinden yazıldığında 

 

0=++ eb
d

ca
e

ea
d

bc
e

ec
d

ab
e CCCCCC   ⇔ 0][ =ec

d
ab

e CC                 (2.3.3) 

 

elde edilir. Yapı sabitleri kovaryant (a ve b) indislerine göre anti-simetriktirler: 

 

ba
d

ab
d CC −=                     (2.3.4) 

 

Bir Lie cebri, ab
dC  ile donatılmış bir reel vektör uzayı olarak düşünülebilir. Eğer Lie 

cebrinin boyutu üç (r =3) ise; ab
dC  yapı sabitleri, özel olarak, uygun bir ayrıştırmaya 

(dekompozisyona)  izin verir. Bu durumda; ab
dC  nin antisimetri özelliği kullanılarak 

aşağıdaki ayrıştırma yapılabilir: 

 

e
d
ff

d
eief

di
fe

d aaSC δδε −+=                                 (2.3.5) 
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Burada; diS simetrik bir tensör, iefε  tam antisimetrik tensör ve df
d

f Ca =2  dir. Bu 

yüzden; ab
dC  nın dokuz bileşeninin içeriği, diS nın altı bileşeni ve fa  nin üç bileşeni ile 

temsil edilmiştir. Ancak ve ancak fa , diS tensörüne ortogonal (dik) yani 

 

0=f
df aS                            (2.3.6) 

 

ise Jacobi özdeşliği sağlanır. Eğer fa  sıfırlanırsa, Lie cebri A sınıfıdır denir. Bu durumda 

(2.3.6)  denkleminin sağlandığı aşikardır ve Lie cebri, tam olarak, diS tensörünün işareti ile 

karakterize edilir. Eğer fa  sıfır değilse, Lie cebri B sınıfıdır. Üç-boyutlu uzayda, dokuz 

tane eşdeğer olmayan farklı Bianchi tiplerini veren  cebirsel sınıflama aşağıdaki  gibidir : 

 

Bianchi   I :  [Xi,Xj]= 0, i, j =1, 2 ,3   

Bianchi  II :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = X1,  [X3,X1] = 0,  

Bianchi III :  [X1,X2] = 0, [X2,X3] = 0,  [X3,X1] = -X1, 

Bianchi IV :  [X1,X2] = 0,  [X2,X3] = X1+X2, [X3,X1] = -X1, 

Bianchi V :  [X1,X2] = 0,  [X2,X3] = X2,  [X3,X1] = -X1,                  (2.3.7) 

Bianchi VI :  [X1,X2] = 0,  [X2,X3] = qX2,  [X3,X1] = -X1,   (q≠ 0,1) 

Bianchi VII        :[X1,X2] = 0,     [X2,X3] = -X1+qX2,      [X3,X1] = -X1,    q
2 < 0 

Bianchi VIII       :[X1,X2] = X1,   [X2,X3] = X3,  [X3,X1] = -2X2, 

Bianchi IX          : [X1,X2] = X3,   [X2,X3] = X1,  [X3,X1] = X2. 

 

Her bir Bianchi tipi durumundaki KV alanlar   

 

Bianchi   I :  xX ∂=)1(

r
, yX ∂=)2(

r
, zX ∂=)3(

r
    

Bianchi  II :  yX ∂=)1(

r
, zX ∂=)2(

r
, yx zX ∂+∂=)3(

r
   

Bianchi III :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy AxzAzxX ∂−+∂−+∂= )()()3(

r
  

Bianchi IV :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy xzzX ∂+−∂−∂= )()3(

r
 

Bianchi V :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy xzX ∂−∂−∂=)3(

r
         (2.3.8) 

Bianchi VI :  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy AxzAzxX ∂−+∂−+∂= )()()3(

r
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Bianchi VII:  zX ∂=)1(

r
, xX ∂=)2(

r
, xzy AxzAzxX ∂+−∂−+∂= )()()3(

r
 

Bianchi VIII: xX ∂=)1(

r
, xzy xzxxhzX ∂−∂+∂= coshtanhsinhcoshsec)2(

r
,  

     xzy xzxxhzX ∂−∂+∂= sinhtanhcoshsinhsec)3(

r
 

Bianchi IX :  xX ∂=)1(

r
, xzy xzxxzX ∂−∂+∂= costansincossec)2(

r
,  

     xzy xzxxzX ∂+∂+∂−= sintancossinsec)3(

r
 

ile verilirler (Ryan ve Shepley, 1975). 

  

 

2.4 Genel Relativite Teorisi 

Bir m kütlesinin r uzaklıktaki başka bir MG kütlesine etki ettiği kuvvet Newton’un 

kütle çekim yasası olarak bilinir. Newton çekim yasası, özel relativite teorisi ile üç farklı 

durumda çelişkiye düşmektedir. Birincisi; Newton yasası skalerler içerdiği için bu yasayı 

invaryantlara göre tekrar yazmanın yolu açık değildir. İkincisi; Newton yasası zamana açık 

bir şekilde bağlı değildir. Bu yüzden kütle çekim (gravitasyonel) etkileri, evrendeki her 

yerel bölgeye aynı anda yayılır. Üçüncüsü; MG kütlesi Newton’un ikinci yasasındaki 

eylemsiz kütleden tamamen bağımsızdır. Fakat bu iki kütle bilinmeyen bir nedenden dolayı 

1310−  mertebesinde eşit olurlar. Dolayısıyla inşa edilecek tutarlı bir teori söz konusu iki 

kütle arasında bir ilişki kurmak zorundadır. Mach, bir cismin eylemsizlik kütlesinin bütün 

evrenin kütlesi ile bağlantılı olduğunu düşünmüştür. Einstein, “Mach prensibi” olarak 

bilinen bu düşünceden oldukça etkilenmiş ve genel görelilik üzerine yaptığı ilk 

çalışmalarda bu prensibi temel almıştır. Einstein’ın “eşdeğerlik prensibine” göre; sınırlı bir 

uzay bölgesi göz önüne alındığında, fiziksel ölçümlerle, ivmeli (eylemli) referans sistemi 

ile gerçek gravitasyonel kuvvetleri birbirinden ayırt edebilmek mümkün olmamaktadır. 

 

Herhangi bir eylemsiz (ivmesiz ve ya düzgün değişen ivmeli) referans siteminde 

Newton’un ikinci yasası, özel relativite teorisi altında invaryant olmasına rağmen ivmeli 

referans sistemlerinde invaryant değildir. Fakat Einstein’ın “Genel Kovaryans İlkesi”, 

bütün fizik yasalarının tüm referans sitemlerinde aynı kalması gerektiğini söyler. Einstein 

bir adım daha ileri giderek genel kovaryans ilkesi ile eşdeğerlilik prensibini birleştirerek, 

kütleli bir cismin homojen olmayan gravitasyonel alanın eğri uzay-zamana eşdeğer 

olduğunu söylemiştir. Einstein kütle çekim yasası olarak bilinen bu birleştirme, genel 

kovaryant tensör denklemleriyle tasvir edilmek zorundadır. Bu nedenle gravitasyon 
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yasasının, uzay-zaman eğrili ği ve madde yoğunluğu arasında kovaryant bir ilişkiye sahip 

olması gerekmektedir (Ross, 2003). Dolayısıyla GRT, gravitasyonel alanlar ile uzay-

zamanın geometrisi arasındaki ilişkiyi vermektedir.  

 

Genel Relativite Teorisi, 

 

 ∫∫ +
π

−= − xdLxdL
G

I MHE
44

16

1
                    (2.4.1) 

 

ile verilen etki fonksiyonelinin, RgL HE −=−  ve gLM −Λ=  Lagrange 

fonksiyonellerinin (yani dinamik değişkenlerin) varyasyonu altında değişmez (invaryant) 

kalması koşulu sonucu ortaya çıkan bir teoridir. LE-H fonksiyoneline Einstein-Hilbert 

Lagrange fonksiyoneli, LM fonksiyoneline ise madde alanının Lagrange fonksiyoneli adı 

verilir. Einstein alan denklemleri (veya gravitasyonel alanın hareket denklemleri), (2.4.1) 

ile verilen I etkisinin gab metrik tensörüne göre varyasyonu alınıp minimize edilmesiyle 

elde edilmektedir. Bu işlem sonucu teorinin denklemleri, yani Einstein Alan Denklemleri 

(EFE) 4/8 cGπκ =  olmak üzere     

 

 abab TG κ=                       (2.4.2) 

 

şeklini alır. Burada ababab gRRG
2

1−≡ Einstein tensörü, Rab Ricci tensörü, R Ricci (eğrilik) 

skaleri, gab metrik tensör ve Tab enerji-momentum tensörünün bileşenleridir. Enerji-

momentum tensörü  simetriktir ve  

 

 0; =c
abT

              (2.4.3) 

korunum yasasını (Bianchi Özdeşliği) sağlar. 

 

 Dört-boyutlu uzay-zamanda 

 

 bac
ab dxdxxgds )(2 =    a, b, c =0, 1, 2, 3                (2.4.4)   
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yay elemanı verildiğinde; bu uzay-zamana ait Ricci tensörü, Ricci skaleri ve dolayısıyla 

Einstein tensörü bulunabilir. (2.4.2) ile verilen EFE’nin sol tarafı uzay-zamanın 

geometrisini gösterirken sağ tarafı madde dağılımını vermektedir. Einstein alan 

denklemleri, ikinci mertebeden lineer olmayan kısmi diferansiyel denklem sistemi olduğu 

için bu denklemleri çözmek oldukça zordur. Bu denklemlerin kesin çözümlerinin 

bulunmasında kullanılan yöntemlerden birisi, dikkate alınan uzay-zaman metriği üzerinde 

bazı simetri kabulleri yapmaktır. Ayrıca; Lagrange fonksiyonelinin varyasyonu alınarak 

elde edilen Euler-Lagrange hareket denklemlerine çözüm bulmak için de simetri yaklaşımı 

kullanılmaktadır. 

 

 

2.5 Standart Kozmolojik Model 

Gözlemsel gerçeklerle uyumlu bir evren modeli oluşturulmak istendiğinde aşağıdaki 

varsayımların kabul edilmesi gerekir: 

1. GRT, gravitasyonu tam olarak tasvir etmelidir. 

2. Evrenin büyük ölçekte (106 ışık yılından büyük ) homojen ve izotrop olduğunu 

ifade eden “Kozmolojik Prensip” geçerli olmalıdır. 

3. “Hidrodinamik yaklaşım” gereği, madde dağılımı akışkan gibi düşünülmelidir.  

Evrenin homojenliğini ve izotropluğunu ifade eden en genel uzay-zaman metriği FRW 

modelidir ve şu şekilde verilir: 

 

 







++

−
+−= 22222

2

2
2222 sin

1
)( φθθ drdr

kr

dr
tadtcds         (2.5.1) 

 

Burada “t”zaman, θ,r  ve φ  uzay koordinatlarıdır. )(ta  evrenin ölçek çarpanı olarak 

bilinir ve evrenin genişlemesinin ölçüsü hakkında bilgi verir. k  eğrilik parametresi olup 

1+=k  (pozitif eğrilikli uzay-zaman), 0=k  (düz uzay-zaman) ve 1−=k  (negatif eğrilikli 

uzay-zaman) değerlerini alır. 

 Hidrodinamik yaklaşım için, everenin madde dağılımını veren ve FRW metriğinin 

simetrisine uygun en basit enerji-momentum tensörü ideal akışkandır. Bir ideal akışkan, 
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zamana bağlı ρ enerji yoğunluğu ve p basıncı ile karakterize edilir. İdeal akışkan için 

enerji-momentum tensörü  

 

 abbaab pguupT ++= )(ρ               (2.5.2) 

 

formundadır. Burada ua akışkanın dörtlü hızıdır ve FRW modeli için )0,0,0,( cua −=  

şeklindedir. FRW metriği ve (2.4.2) enerji-momentum tensörü dikkate alındığında Einstein 

alan denklemleri  

 

 ρπ
3

8
2

22 G

a

kca =+&
             (2.5.3) 

 p
c

G

a

kca

a

a
22

22 8
2

π−=++
&&&

            (2.5.4) 

 

şeklinde bulunur. Burada nokta (.) kozmik zamana göre türevi göstermektedir. (2.4.3) ile 

verilen Bianchi özdeşliğinden  

 

 0)(
3 =++ p
a

a ρρ &
&               (2.5.5) 

 

korunum denklemi elde edilir (korunum denklemi  (2.5.3) ve (2.5.4) denklemlerinden de 

elde edilebilir). Ortaya çıkan bu denklem sistemi üç tane bilinmeyen ( )(),( tta ρ  ve )(tp ) 

içerdiği için tam olarak çözülemez. Çünkü birbirinden bağımsız iki denklemden 

oluşmaktadır. Dolayısıyla (2.5.3) ve (2.5.4)’den oluşan bu denklem sisteminin 

çözülebilmesi için üçüncü bir denkleme ihtiyaç vardır. 

 (2.5.3) denkleminden, a& genişleme oranı elde edilir. )(tρ  enerji yoğunluğu arttıkça 

bu oran artmaktadır. (2.5.4) denkleminden (2.5.3) denklemi çıkartılırsa  

 

 )3(
3

4 2
2

pc
c

G

a

a +−= ρπ&&
            (2.5.6) 

 

bulunur. Bu denklemden, basınç ve enerji yoğunluğunun artmasıyla genişleme ivmesinin 

azaldığı görülmektedir. Bu nedenle, genişlemenin yavaşlamasından bahsedilmesi daha 
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uygundur. Bugün 0≥a&  iken; eğer geçmişte )3( 2 pc +ρ  daima pozitif olsaydı o zaman 
a

a&&
 

daima negatif olurdu. Bu yüzden geçmişte sonlu bir anda a sıfıra eşit olmalıdır. Büyük 

patlama (big bang) olarak adlandırılan bu olayın genellikle 0=t  zamanında oluştuğu 

düşünülür. 0=a  olduğunda bir tekillik vardır ve geçmişteki bu tekilliği tahmin etmek, 

klasik genel relativite çerçevesinde mümkün değildir.  

 

 (2.5.3) denklemi 
a

a
H

&
≡  Hubble Parametresi cinsinden tekrar yazılırsa  

 

 11
8/3 222

2

−Ω≡−=
GHHa

kc

π
ρ

                      (2.5.7) 

 

olur. Burada GHc πρ 8/3 2=  olmak üzere 
 cρ

ρ=Ω   dir.  cρ  evrenin kritik yoğunluğu ve 

Ω  yoğunluk parametresi olarak bilinir. Evrenin, cρρ >  durumunda kapalı (pozitif 

eğrilikli) ve cρρ <  durumunda ise açık (negatif eğrilikli) olduğu söylenir. (2.5.7) 

eşitli ğine bakıldığında eğrilik ve yoğunluk parametresi arasında aşağıdaki ilişki 

görülmektedir 

 

 1=k  ⇒   1>Ω , 

 0=k  ⇒   1=Ω , 

 1−=k  ⇒   1<Ω . 

(2.5.4) denkleminden, 
a

a
H

&
=  kullanılarak  

 

  2
2

2

2 8
)21(

c

Gp
qH

a

kc π−=−+             (2.5.8) 

 
elde edilir. Burada, 
  

2a

aa
q

&

&&
−=               (2.5.9) 
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boyutsuz bir nicelik olan yavaşlama parametresidir (Berman, 1983). Bu parametre, 

evrenin genişleme hızının yavaşlamasının bir ölçüsünü verir. (2.5.6) denklemi kullanılarak 

FRW evren modeli durumundaki yavaşlama parametresi için  

 

 






 +Ω=
2

3
1

2 c

p
q

ρ            (2.5.10) 

 

elde edilir. 

 (2.5.3) Friedmann denkleminde )(ta  ölçek çarpanı zamanın fonksiyonu olarak 

bulunmak istendiğinde, (2.5.5) korunum denkleminden enerji yoğunluğunun a’nın 

fonksiyonu olarak bulunması gerekir. Bu amaçla, ideal akışkan için  

 

 ρwp =
            (2.5.11) 

 

durum denklemi kullanılır. 0=w  değeri maddenin, 3/1=w  ışınımın ve 1−=w  ise 

vakumun baskın olduğu evren durumuna karşılık gelir. Dolayısıyla, (2.5.11) durum 

denklemi, (2.5.5) korunum denkleminde kullanılır ve ortaya çıkan diferansiyel denklem ρ  

için çözülürse 

 

 
( )13 +−∝ waρ            (2.5.12) 

 
olduğu görülür. 0=k  iken, maddenin baskın olduğu evrende ( 0=w , 0=p ) (2.5.3) 

denkleminden  

 

 
3/2)( tta ∝            (2.5.13) 

 
elde edilir. Bu çözüm, Einstein de Sitter çözümü olarak bilinir. Burada, (2.5.9) 

denkleminden yavaşlama parametresi 2/1=q  olur. Günümüzdeki Hubble sabiti 

(
0

0
0 a

a
H

&
= ) ile evrenin yaşı ( 0t ) arasında, (2.5.13) kullanıldığında  
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 yh
H

t 19

0
0 1052,6

3
2 −×==          (2.5.14) 

 

ili şkisi bulunur. Burada “0” alt indisi günümüzdeki değerleri göstermekte olup 

GyhMpckmshH 78.9/100 1
0 == −  alınmaktadır (Ross, 2003). (2.5.13) ile verilen )(ta  

için belirli bir t anındaki enerji yoğunluğu 

 

 216

1

Gtπ
ρ =            (2.5.15) 

 

olur.  

 Işınımın baskın olduğu everende 0=k  iken, 4−∝ aρ  ve ölçek çarpanı 2/1)( tta ∝  

olur. Bu durumda 1=q  dir ve evrenin yaşı 
0

0 2

1

H
t = olmaktadır. Belirli bir t anındaki 

enerji yoğunluğu ise 232

3

Gtπ
ρ =  dir. Eğer evren vakum durumunda (yani 1−=w ) 

ise (2.5.3) denkleminden Hteta ∝)(  bulunur. Böylece (2.5.9) ifadesinden  1−=q  olur ve 

evrenin yaşının sonsuz olduğu sonucu çıkar. Bu tür modellere “de Sitter Modeli” adı 

verilmektedir.  

 

 Standart kozmoloji, Planck zamanına ( st 4310−≈ ) kadar evrenin evrimini 

açıklamakta oldukça başarılıdır. Modelin bu başarısına rağmen açıklayamadığı bazı 

problemleri vardır. Bunlar, 

i. Evrenin bugün neredeyse düz olduğu ile alakalı düzlük problemi (Flatness 

Problem) 

ii. Evrenin büyük ölçekte homojen ve izotrop olması durumuyla alakalı ufuk (horizon) 

problemi, 

iii. Manyetik tek kutuplu parçacıkların varlığı ile alakalı tek kutup (monopole) 

problemi olarak özetlenebilir (Ryden, 2003).  
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i. Düzlük Problemi: Uzay-zamanın yapısıyla ilgili düzlük problemini incelemek için 

 

 222
1

a

k

Ha

k

&
==−Ω             (2.5.16) 

 

denklemini ele alalım. Evrendeki ışınımın baskın olduğu dönemde  

 

 t∝−Ω 1             (2.5.17) 

ve maddenin baskın olduğu dönemde ise  

 

 3/21 t∝−Ω              (2.5.18) 

 

şeklindedir. Her iki dönemde de 1−Ω  zamanla artmaktadır. Bu çözümler Ω ’nın 1’e 

yakın olduğu koşul dikkate alınırsa sağlanır. Bu yüzden 1=Ω  ( 0=k ) olması evren için 

kararsız durumdur. Eğer Ω ’dan herhangi bir sapma varsa evren hızlı bir şekilde eğrilmiş 

olacaktır. Bu durumda evren ya Planck zamanında maksimum boyutuna ulaşıp sonrada 

tekilliğe çökecek ya da çok küçük enerji yoğunluğuna dağılacaktır (Ross,2003). 

 

ii. Ufuk Problemi: Gökyüzünün karşıt iki bölgesinden yayılan mikrodalga 

fotonların daima aynı sıcaklıkta ve termal dengede olduğu görülür. Bu durum için en doğal 

açıklama, farklı bölgeler arasındaki etkileşmeler yoluyla evrenin gerçekten termal bir 

denge durumuna ulaşmış olmasıdır. Fakat büyük patlama teorisinde bu mümkün değildir. 

Çünkü sonlu ufuk boyutundan dolayı mikrodalga fotonları yayılmadan önce bu bölgelerin 

birbirleriyle etkileşmeleri için yeterli zaman yoktur (Liddle,1999). 

 

iii. Tek kutup problemi: Modern parçacık fizik teorileri, gözlemleri ihlal eden 

çeşitli egzotik parçacıkların varlığını öngörmektedir. Bunlar manyetik tek kutuplar, 

Domain duvarlar (Walls), süpersimetrik parçacıklar, kozmik sicimler (strings) vb dir. Bu 

tür kalıntıların evrenin erken döneminde, ışınım dönemi boyunca yaratılmış olması 

beklenir. Fakat günümüz gözlemleri bu parçacıkların varlığına dair hiçbir kanıt 

bulamamıştır (Liddle,1999). 
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 Alan Guth 1981 yılında bütün bu kozmik problemlerin çözümü olarak şişme 

(inflation) modelini ortaya atmıştır (Guth,1981). Bu modele göre evren,  inci 

saniyede büyük bir patlamayla neredeyse bugünkü büyüklüğüne ulaşmıştır. Şişme modeli, 

ölçek çarpanının 0>a&&  olduğu durum boyunca evrenin evriminde bir dönem olarak 

tanımlanır (Liddle, 2003). 0>a&&  olması, evrenin ivmelenerek genişlemesi durumuna 

karşılık gelir. 

 

 (2.5.6) ivmelenme denklemine bakıldığında 0>a&&  ise  olmalıdır. Bu 

durum, yoğunluğun daima pozitif olduğu varsayıldığı için negatif bir basınç ile sağlanır. 

Yani, 

 

   
3

ρ−<p               (2.5.19) 

 

koşulu sağlanmalıdır. Şişerek genişlemenin en klasik örneği Λ  kozmolojik sabitine sahip 

evrendir (Einstein, evrenin statik olabileceği düşüncesiyle kozmolojik sabiti 

denklemlerinin sol tarafına eklemiştir). Bu, (2.5.19) koşulunu sağlayan ρ−=p  durum 

denklemine sahip olmaya denktir.  

Madde terimleri ve eğrili ği içeren Friedmann denklemi 

 

 
33

8
2

2 Λ+−=
a

kG
H ρπ

          (2.5.20) 

biçimindedir. Bu denklemin sağ tarafındaki bütün terimler dikkate alındığında çözüm 

oldukça karmaşıklaşır. Fakat sağ taraftaki ilk iki terim evren
 
genişledikçe hızlı bir şekilde 

azalacağı için bu terimler ihmal edilebilir. Dolayısıyla  

 

 
3

2 Λ=H             (2.5.21) 

olur. Bu denklemin çözümünden, )(ta  evrenin ölçek çarpanı 
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 e
t

ta 3)(
Λ

=             (2.4.22) 

şeklinde bulunur. Bu yüzden; kozmolojik sabitin baskın olduğu evrende, evrenin 

genişlemesi çok hızlı bir şekilde meydana gelir. 
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BÖLÜM 3 

MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Genelleştirilmi ş Gravitasyon Teorileri 

 3.1.1. Brans-Dicke Skaler Tensör Teorisi 

Uzun-menzilli kuvvetlerin, gravitasyonel alan ve elektromanyetik potansiyel  

tarafından taşındığı bilinmektedir. Bu yüzden; diğer uzun-menzilli kuvvetlerin, skaler 

alanlar tarafından üretildiğini beklemek doğaldır. Dicke, gravitasyonel teorilerin kavramsal 

temelinin tartışılmasında öncü olmuştur. Skaler alanın gravitasyon ile birlikte ele alındığı 

en iyi teori Brans-Dicke teorisidir (Bazen Jordan-Brans-Dicke teorisi olarak bilinir). Bu 

teori geçtiğimiz 50 yılda geniş bir çalışma konusu olmuştur. Brans ve Dicke’nin başlangıç 

noktası; eylemsizlik olayının, evrenin genel kütle dağılımına göre ivmelenmesinden ortaya 

çıkabildiğini ifade eden Mach Prensibidir (D’Inverno,1992). Brans ve Dicke, alternatif bir 

teori olarak, Einstein-Hilbert etki integraline Φ  skaler alanını yerleştirerek, gravitasyonun 

skaler tensör teorisini önermiştir. Bu teoriye göre gravitasyon sabiti, skaler alan ile yer 

değiştirmekte ve evrendeki bütün maddeyi skaler alan oluşturmaktadır (Brans ve 

Dicke,1961; Weinberg, 1972). 

Brans ve Dicke’nin önerdiği Lagrangian 

,
,

( ) a
BD BD a

BD

L g R
ω Φ= − Φ − ∇ Φ∇ Φ Φ 

        (3.1.1.1)

   

şeklindedir. Burada, BDRΦ  terimi minimal olmayan çiftlenim terimidir. İkinci terim ise Φ  

skaler alanının kinetik enerji ile ilgili terimine benzemektedir. BDL  Brans-Dicke 

Lagrangianındaki BDRΦ  terimi, Einstein-Hilbert Lagrangianı  

  
1

16EHL g R
Gπ

= −           (3.1.1.2) 
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ile kıyaslanırsa 

 
1

16BD Gπ
Φ =            (3.1.1.3) 

tanımı yapılabilir (Fujii ve Maeda, 2004). Buradan görülüyor ki Brans-Dicke teorisinde, 

gravitasyon sabiti Φ  skaler alanı ile yer değiştirmektedir. Bu teori GRT’ye göre fazladan 

sadece ω  parametresine sahiptir.  

Brans-Dicke teorisi ∞→ω  limitinde (ω : Brans-Dicke parametresi) Einstein 

Genel Relativite teorisine indirgenmektedir. Bu parametre, genel relativitenin klasik 

testleri sonucu kısıtlamalara maruz kalmıştır. Işığın sapması ve zaman gecikmesi 500>ω  

olması gerektiğini, kozmik arka alan fon ışınımı anizotropisi üzerindeki sınırlamalar 

30<ω  olması gerektiğini söylemektedir. Son zamanlarda ω  nın negatif değeri Brans-

Dicke kozmolojisinde evrenin geç-zaman ivmelenmesine götürdüğü gösterilmiştir (Sen ve 

Sen, 2001). Bundan dolayı, skaler tensör teorisinin tutarlı bir modeli ω ’nın zamanın 

fonksiyonu olması gerektiğini göstermektedir (Sanyal, ,2003; Sanyal ,2005).  

Brans-Dicke teorisi, skaler tensör teorileri olarak adlandırılan gravitasyon teorisine 

genelleştirilebilir. En genel formda skaler-tensör teorileri şu şekilde verilir: 

 

4 ,
,

( )
( , ) ( )a

aA d x g f R U
ω Φ = − Φ − Φ Φ − Φ Φ ∫       (3.1.1.4) 

Burada ),( Rf Φ , Φ  skaler alanın ve R Ricci skalerinin fonksiyonudur. (3.1.1.4) ile verilen 

etki integralinin abg  metrik tensörüne göre varyasyonu alındığında alan denklemleri, 

 

 ,
, , , ;

1 1

2 2
c

R ab ab a b ab c ab abf R fg g f g
ω ω− − Φ Φ − Φ Φ − +
Φ Φ

�
1

0
2R abf g U+ =    (3.1.1.5) 
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şeklinde bulunur.  (3.1.1.4) etki integralinin Φ  skaler alanına göre varyasyonu alındığında 

ise, 

 2
ω
Φ
�

,
,2

( ) 0a
af U

ω ω′ ′ ′Φ + − − Φ Φ − Φ = Φ Φ 
       (3.1.1.6) 

Klein-Gordon denklemi elde edilir. Burada 
( , )

R

f R
f

R

∂ Φ≡
∂

 ve  
( , )f R

f
∂ Φ′ ≡

∂Φ
 şeklinde 

tanımlanmıştır. 

Brans-Dicke teorisi, indirgenmiş (induced) gravitasyon teorisi (Zee, 1979) ve 

minimal olmayan çiftlenmiş gravitasyon teorileri, skaler tensör teorisinin özel 

durumlarıdır. Bu genel form RFRf )(),( Φ=Φ olmak üzere, 

 Φ=Φ)(F , 0ωω =                                           (3.1.1.7) 

 ( 0ω  sabit) alındığında Brans-Dicke teorisine indirgenmektedir. 

 2)( Φ=Φ εF ,     
2

Φ=ω          (3.1.1.8) 

alındığında ise indirgenmiş gravitasyon teorisi için etki integrali elde edilir (ε  boyutsuz bir 

sabittir). ξ  çiftlenim sabiti olmak üzere, standart minimal olmayan skaler alan teorisi için 

 21)( Φ−=Φ ξF  , 
2

1=
Φ
ω

                    (3.1.1.9) 

alınmaktadır.   

 
6

)(
2Φ=ΦF ,  

2
)(

Φ=Φω                  (3.1.1.10)  

ise konformal çiftlenmiş gravitasyon teorisi (Kofman ve Mukohyama, 2008) elde edilir. 

Son olarak (3.1.1.4) ile verilen genel form,  
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2

1
)( =ΦF ,  

2
)(

Φ=Φω                  (3.1.1.11)  

alındığında skaler alanlı Einstein-Hilbert etki integraline indirgenir.  

 

 3.1.2. )(Rf  Teorisi 

 Son yıllarda süpernova tip Ia (Riess,1998; Pelmutter, 1999), kozmik mikrodalga 

arka alan anizotropisi verileri (Bennet ve ark.,2003) ve büyük ölçekteki yapılara (Tegmark 

ve ark., 2004) ait gözlemler göstermiştir ki, evrenin genişleme hızı artmaktadır 

(accelerating expansion). Bu ivmelenmeyi GRT çerçevesinde açıklayabilmek için birçok 

düşünce ortaya atılmıştır. Bunlardan en dikkate değer olanlardan birisi karanlık enerji 

(Patmanabhan, 2003) olarak bilinen gizemli bir kozmik akışkan düşüncesidir. Diğer 

taraftan Einstein-Hilbert etki integraline bazı terimler eklenerek modifiye olmuş 

gravitasyon teorileri inşa edilmiş ve bu bağlamda kozmik ivmelenme açıklanmaya 

çalışılmıştır. Eklenen bu terimler, FRW metriği için alan denklemlerinin çözümlerinin 

ivmelenmeye neden olacak çözümler olduğunu göstermiştir (Nojiri ve ark., 2006; 

Atazadeh ve Sepangi, 2007).   

 

 )(Rf
 
teorileri ilk kez Buchadalh (1970) tarafından çalışılmıştır. Bu teori, Einstein-

Hilbert etki integralindeki R Ricci skaleri yerine R’nin analitik bir fonksiyonu olan 

)(Rf nin alınması şeklinde ortaya konulmuştur. Son zamanlarda, literatürde )(Rf  teorisi 

çerçevesinde birçok farklı fonksiyonel şekil önerilmiştir. )(Rf  fonksiyonunun bu açık 

şekilleri farklı içeriklerde tartışılmıştır. Bu içerikler; )(Rf nin kararlılık koşulları ile ilgili 

konular (Dolgov ve Kawasaki, 2003; Faroni, 2006; Bohmer ve ark., 2007), şişme dönemi 

ile ilgili konular (Barrow ve Hervik, 2006), geç-zaman kozmolojik evrim (Capozzilello ve 

ark., 2007a), güneş sistemi testleri (Nojiri ve Odintsov, 2003) ve enerji koşulları (Santos ve 

ark.,2007) şeklinde sıralanabilir. 

 

 4-boyutlu uzay-zamanda )(Rf  teorisi için toplam etki integrali  

 

 [ ]4 ( ) ( , )m abA d x g f R A g ψ= − +∫          (3.1.2.1) 
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şeklindedir (Carloni ve ark., 2005; Poplawski, 2006; Sawicki ve Hu, 2007; Hu ve Sawicki, 

2007; Starobinsky, 2007; Li ve Barrow, 2007; Bertolami ve ark., 2007;  Nojiri ve 

Odintsov, 2008; Azadi ve ark., 2008; Amendola ve Tsujikawa, 2008; Capozziello ve 

Tsujikawa, 2008; Cognola ve ark., 2009; Sotiriou  ve Faraoni, 2010 ). Burada  

alınmıştır. , madde için etki integralidir ve ψ  toplam madde alanını göstermektedir. 

 

 Lineer olmayan bir )(Rf Lagrangianı dikkate alındığında metrik için hareket 

denklemleri eşdeğer olmayan iki yolla elde edilir. Bir taraftan standart metrik formalizmi 

ile alan denklemleri elde edilir. Bu formalizmde hareket denklemlerini elde etmek için etki 

integralinin metriğe göre varyasyonu alınır ve sonuçta dördüncü mertebeden diferansiyel 

denklem sistemi ortaya çıkar. Diğer taraftan, metrik ve bağlantının (connection) bağımsız 

alanlar oldukları varsayılır. Alan denklemleri metrik ve bağlantıya göre varyasyon alınarak 

elde edilir (Palatini Formalizmi). Bu durumda elde edilecek olan hareket denklemleri ikinci 

mertebeden diferansiyel denklemlerdir. Eğer )(Rf , R nin lineer fonksiyonu ise (yani GRT 

ve GRT+ kozmolojik sabit) metrik ve Palatini formalizmi aynı alan denklemlerini verir 

(Olmo, 2007). 

 

 Bu çalışmada metrik formalizmi kullanılacaktır. (3.1.2.1) etki integralinin metrik 

tensöre göre varyasyonu alındığında alan denklemleri şu şekilde bulunur: 

 

 ( )1
( ) ( ) ( ) ( )

2
m

R ab ab a b R ab R abf R R f R g f R g f R T− −∇ ∇ + =�
                (3.1.2.2) 

 

Burada ( )m
abT  madde için enerji-momentum tensörüdür ve tanımı 

 

 ( ) 2m m
ab ab

S
T

g g

δ
δ

−=
−           (3.1.2.3) 

 

ile verilir. 
( )

( )R

df R
f R

dR
≡  olarak tanımlanır, a∇  kovaryant türevi göstermektedir ve 

a
a= ∇ ∇� biçimindedir. (3.1.2.2) denklemi, eşitli ğin sol tarafındaki son iki terimden dolayı 
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dördüncü mertebeden diferansiyel denklem sistemidir. Rf  sabit olduğu zaman dördüncü 

mertebeden terimler sıfırlanır ve ( )f R R=  standart Einstein denklemlerine indirgenir. 

Ayrıca (3.1.2.2) denkleminin izi (trace) alınırsa, ( )ab m
abT g T=  olmak üzere  

 

 2 3 ( )R RRf f f R T− + =�

         (3.1.2.4) 

bulunur.  
 

 

3.2. Noether Simetri Yaklaşımı 

Parçacık sayısı n tane olan bir sistemin durumunu belirtmek için n tane yer (konum) 

vektörü kullanılır. Her yer vektörü, 3 tane dik koordinat içerdiğinden, bütün parçacıkların 

konumlarını belirlemek için 3n tane koordinat gereklidir. Eğer sistemdeki kısıtlama sayısı 

m  ise, sistemin durumu s = 3n − m tane koordinatla (Genelleştirilmi ş Koordinatlar) 

tamamen belirlenebilir. Bu yüzden böyle bir sistemin durumu, konfigürasyon uzayı 

denilen,  s-boyutlu uzayda bir nokta ile gösterilebilir. Bu uzayın her bir boyutu, jq  

koordinatlarından birine karşılık gelir. Bir sistemin zaman içindeki yapısı, konfigürasyon 

uzayında bir eğri ile gösterilebilir; bu eğri, özel bir anda sistemin konfigürasyonunu ifade 

eden her bir noktadan oluşmaktadır. Böyle her noktadan, sistemin mümkün hareketlerini 

gösteren sonsuz sayıda eğri geçtiği için; her bir eğri, özel bir başlangıç koşulları kümesine 

karşılık gelir. 

 

 Nokta, t’ye göre türevi göstermek üzere, )}(),({ tqtqTQ ii &≡  konfigürasyon (teğet) 

uzayında tanımlı L Lagrange fonksiyonu dikkate alınsın. Bu durumda; X
r

 vektör alanı 

 

i
i

i
i

q
q

q
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&
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∂
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∂
∂= )()( ααX              (3.2.1) 

 

boyunca L’ nin Lie türevi 
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X
                                 (3.2.2) 
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ile verilir. Böylece 

 

 0£ =L
X
r  (Noether Teoremi)                                 (3.2.3) 

 

şartı; faz akısının (phase flux) X
r

 boyunca korunduğunu ifade eder (Capozziello ve 

Lambiase, 2000). Bu şu anlama gelir; L için bir hareket sabiti mevcuttur ve Noether 

Teoremi sağlanmaktadır. Aslında; 

 

 0=
∂
∂−

∂
∂

ii q

L

q

L

dt

d

&
                                   (3.2.4) 

 

Euler-Lagrange denklemleri dikkate alındığında, (3.2.2) eşitli ğinden  

 

 L
q

L

dt

d
i

i
X
r

&
£)( =

∂
∂α                               (3.2.5) 

 

bulunur. Eğer (3.2.3) şartı sağlanıyor ise  

 
i

i

q

L

&∂
∂=∑ α

0
                         (3.2.6) 

 

ifadesi bir hareket sabitidir. Alternatif olarak Cartan 1-form 

 

 i
iL dq

q

L
&∂

∂≡θ               (3.2.7) 

 

ve 
X

i r  iç türev operatörü olmak üzere, 

 

  i
iLLLX
XXi )(, θθθ =〉〈=

r
r             (3.2.8) 

 

iç türev tanımı, yapıldığında, (3.2.3) koşulu sağlanırsa (3.2.6) denkleminden 

 

   0∑=LX
i θr               (3.2.9) 
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elde edilir. Bu gösterim, dönümlü (cyclic) değişkenler tanımlamak için daha kullanışlıdır. 

Eğer bir sistemin Lagrangianı iq  koordinatlarını içermiyorsa yani 0=
∂
∂

iq

L
 ise iq  

koordinatlarının dönümlü ya da ihmal edilebilir olduğu söylenir. Bu tanım genel değildir 

fakat Lagrange mekaniğinde çok kullanışlıdır. Bir dönümlü koordinat için Lagrange 

hareket denklemleri 

 

 0=
∂
∂

iq

L

dt

d
&

             (3.2.10) 

 

denklemine indirgenir. Yani  

 

 0=
dt

dpi

             (3.2.11) 

 

olur. Bunun anlamı sabitpi =  olup dönümlü koordinatlar için konjuge momentum 

korunumludur (Goldstein ve ark, 2000). Burada; özellikle  L’nin zamandan bağımsız ve 

non-dejenere olduğu durum, yani ),( ji qqLL &= ’nin 

 

 0=
∂
∂

t

L
, 0det)det(

2

≠
∂∂

∂≡
jiij qq

L
H

&&
        (3.2.12) 

 

koşullarını sağladığı örnekler incelenecektir (Hij,  Hessian matrisidir). 

 Analitik mekanikte L, aşağıdaki şekle sahiptir: 

 

 )(),( iii qVqqTL −= &                                  (3.2.13)  

 

Burada T, iq&  ler cinsinden pozitif-tanımlı bir karesel formdur ve )( iqV , potansiyel 

terimidir. L ile ilgili enerji fonksiyonu; 

 

 ),( jji
iL qqLq

q

L
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&
−
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olup Legendre dönüşümleri kullanıldığında Hamilton fonksiyonu ve konjuge momentumu 

 

 ),( jjj
j qqLqpH && −= , 

jj q

L
p

&∂
∂=                               (3.2.15) 

 

şeklini alır. (3.2.3) koşulu ve (3.2.3) denklemindeki X
r

 vektör alanı, hızlara göre ikinci 

dereceden homojen bir polinom ve qj ler cinsinden homojen olmayan bir terim verir. 

(3.2.3)’den dolayı böyle bir polinom özdeş olarak sıfır olmalı ve dolayısıyla her katsayı 

ayrı ayrı sıfırlanmalıdır. Eğer konfigürasyon uzayının boyutu n ise, çözümleri simetriyi 

veren {1+ n(n+1)/2} tane kısmi diferansiyel denklem elde edilir. Bu tür simetri 

denklemlerinde, denklem sayısı bilinmeyen sayısından fazla olmaktadır.  

 

 

3.3. Bianchi Uzay-zaman Modelleri 

İdealize dilmiş bir varsayımla yaşadığımız evrenin homojen ve izotrop olduğu ve 

bu varsayımın FRW modelini ön gördüğü (2.5) bölümünde ifade edilmişti. Ancak, evren 

gerçek anlamda tam olarak homojen ve izotrop olmadığı için başka uzay-zaman 

modellerinin dikkate alınması gerektiği ortaya çıkmaktadır. Uzaysal homojen fakat 

anizotrop olan Bianchi Tipi uzay-zamanlar öncelikli olarak dikkate alınmalıdır. Bu 

modeller 3-boyutlu izometri gruplarıyla temsil edilmektedirler ve ilk kez 1897 yılında 

Bianchi tarafından 3-boyutlu uzayın dokuz tipe ayrılacak şekilde sınıflanabileceği ortaya 

konulmuştur (Ellis ve MacCallum,1969; Griffiths ve Podolski, 2009). 

 

Bianchi uzay-zamanları evrenin gelişiminin ilk dönemlerini tasvir etmede önemli 

rol oynamaktadırlar. Özellikle; Bianchi II, VIII, IX metriklerine ait Einstein Alan 

Denklemlerinin çözümleri, pozitif eğrilikli FRW modelinin çözümlerine benzedikleri için 

bu uzay-zamanlar önemlidirler (Rao ve ark, 2008). Benzer şekilde Bianchi V uzay-zamanı 

negatif eğrilikli, Bianchi I uzay-zamanı ise düz FRW evreninin genelleştirilmesi olarak 

kabul edilmektedir (Ryan ve Shepley, 1975). 
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Bianchi tip kozmolojik modellere ait metrikler ve bu metriklere ait eğrilik skalerleri 

sırasıyla aşağıda verilmektedir. Burada ,  ve  metrik potansiyelleri zamanın 

fonksiyonlarıdır. 

 

 

 3.3.1. LRS Bianchi Tip I, III ve Kantowski-Sachs Uzay-zamanı 

 LRS Bianchi Tip I, III ve Kantowski-Sachs Tip Uzay-zamanına ait metrik 

     

( )22222222 ),( φθχθ ddBdrAdtds Σ+++−=        (3.3.1.1) 

 

şeklindedir. Burada 

        (3.3.1.2) 

 

ile verilmektedir. Bu uzay-zamana için Ricci skaleri 
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222
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χ&&&&&&&
         (3.3.1.3) 

şeklindedir. ),,,( zyxtxa =  koordinatlarında Bianchi tip I uzay zamanı  

 

22222222 dzCdyBdxAdtds +++−=         (3.3.1.4) 

 

şeklini almaktadır ve bu uzay-zaman için Ricci skaleri 
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&&&&&&&&&&&&
2         (3.3.1.5) 

 

olur. 
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3.3.2. Bianchi Tip II Uzay-zamanı ve Ricci Skaleri 

  

22222222 )( dzCxdzdyBdxAdtds +−++−=        (3.3.2.1) 
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      (3.3.2.2) 

 

 

3.3.3. Bianchi Tip IV Uzay-zamanı ve Ricci Skaleri 

2222222222 )( dzxdyCedyBedxAdtds xx ++++−=       (3.3.3.1) 
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      (3.3.3.2) 

 

3.3.4. Bianchi Tip V Uzay-zamanı ve Ricci Skaleri 

  

2 2 2 2 2 2 2 2 2( )mxds dt A dx e B dy C dz= − + + +        (3.3.4.1) 

 

2

2

3
2

A B C AB AC BC m
R

A B C AB AC BC A

 
= + + + + + − 

 

&& && & & & &&& & &

       (3.3.4.2) 

 

3.3.5. Bianchi Tip VI h Uzay-zamanı ve Ricci Skaleri 

 

22)2(22)2(2222 dzCedyBedxAdtds hxqx −− +++−=       (3.3.5.1) 
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     (3.3.5.2) 

 

Bianchi VIh metriği 0== hq için Bianchi I metriğine, hq =  için ise Bianchi V metriğine 

indirgenir. 

 

3.3.6. Bianchi Tip VIII ve IX Uzay-zamanı ve Ricci Skaleri 

222222222 )(])([ dzCyfdyBdzyhdxAdtds ++−+−=      (3.3.6.1) 
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Burada 
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q yy

,1

,1,,    (3.3.6.3) 

şeklindedir (Kramer ve ark.,1980). 

 

3.4. Önemli Çalışmalar 

Demianski ve ark. (1992) Noether simetri yaklaşımını kullanarak, çiftlenim 

fonksiyonu ( ) 1F Φ =  durumu için kozmolojik sabitli alan denklemlerinin çözümlerini 

incelemişlerdir. Capozziello ve ark. (1997a) skaler alanlı minimal olmayan gravitasyon 

teorisi için Noether simetri yaklaşımını Bianchi uzay-zamanlarına uygulamış ve bu 

çalışmada bazı Bianchi sınıfları için alan denklemlerinin 0)( =ΦV  durumundaki tam 

çözümleri verilmiştir. Sanyal (2002) Kantowski-Sachs metriğinin Noether ve dinamik 

simetrilerini tartışmıştır. Sanyal’ın elde etmiş olduğu çözümler, evrenin sabit bir hacimden 

başlayarak şiştiğini kabul eden çözümlerle uyum içindedir. Camci ve Kucukakca (2007), 

Kantowski-Sachs, Bianchi I ve III uzay-zamanlarının Noether simetrilerini çalışmış olup 
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bu araştırmada Sanyal’ın elde ettiği çözümleri de içeren yeni çözümler bulmuşlardır. 

Ayrıca literatürde Noether simetri yaklaşımını kullanarak skaler tensör teorilerinde bir çok 

çalışma yapılmıştır (Capozziello ve ark. 1997b; Modak ve ark., 2000; Kamilya ve ark., 

2004; Bonanno ve ark.,2007; Capozziello ve ark., 2009a).  

Son yıllarda,  f(R) teorisinde Noether simetrisini kullanılarak tam kozmolojik çözümler 

bulabilmek amacıyla genel bir yaklaşım tartışılmıştır ve FRW modeli için kozmolojik 

çözümler elde edilmiştir (Capozziello ve De Felice, 2008; Capozziello ve ark., 2009b).  

Ayrıca Capozziello ve ark. (2007b) Noether simetrisi yaklaşımı vasıtasıyla,  f(R) çekim 

teorisinin küresel simetrik çözümlerini araştırmışlar ve bazı tam çözümler elde etmişlerdir. 

Noether simetrisinin varlığı durumunda, (n+1)-boyutlu FRW metriği dikkate alınarak, 

f(R)’nin açık şekli başka bir çalışmada bulunmuş ve  f(R)’ nin bu şeklinin ölçek çarpanı 

için üstel genişleyen bir evren modeline götürdüğü gösterilmiştir (Vakili, 2008). 
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BÖLÜM 4  

ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTI ŞMA 

 

 4.1. Bianchi I, Bianchi III ve Kantowski-Sachs Uzay-Zamanları İçin Noether 

Simetri Yaklaşımı 

Dört boyutlu uzay-zamanda, (4.1.1) ile verilen gravitasyon alanına ait skaler tensör 

teorisi için RFRf )(),( Φ=Φ  ise etki integrali 

 4 ,
,

( )
( ) ( )a

aA d x g F R U
ω Φ = − Φ − Φ Φ − Φ Φ 

∫           (4.1.1) 

şekline dönüşür (Kamilya ve Modak, 2004). Bu etki integralinden alan denklemleri 
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, , , ;
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ω ω− Φ Φ − Φ Φ − +
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2 abF g U+ Φ =  ,         (4.1.2)
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,
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( ) 0a
aRF U

ω ω′ ′ ′Φ + − − Φ Φ − Φ = Φ Φ 
          (4.1.3)

  

olarak bulunur. Burada 
Φ
Φ≡′

d

dF
F

)(
 dir.  

 Uzaysal homojen fakat izotrop olmayan ve (3.3.1.1) ile verilen Bianchi I (BI), 

Bianchi III (BIII) ve Kantowski-Sachs (K-S) metriği için (4.1.2) alan denklemleri ve 

(4.1.3) Klein-Gordon denkleminden, 0≠F olmak üzere,  
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bulunur.  
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 BI, BIII ve KS uzay-zamanları için (4.1.1) ile verilen etki integralinde (3.3.1.2) 

Ricci skaleri yerine konulup ivme terimleri yok edildiğinde Lagrangian yoğunluğu 

aşağıdaki şeklini alır: 
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                      (4.1.8) 

Bu Lagrangian kullanılarak elde edilen Euler-Lagrange denklemleri, (4.1.4)-(4.1.7) ile 

verilen alan denklemleri ile aynıdır. (4.1.8) Lagrangianının EL enerji fonksiyoneli 

hesaplandığında 
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elde edilir. (4.1.4) ile verilen Einstein alan denkleminden EL =0 olduğu görülmektedir.  

 Verilen L Lagrangianı için Noether simetri koşulunu inceleyelim. Bu Lagrangian 

için konfigürasyon uzayı ),,( Φ= BAQ  ve konfigürasyon teğet uzayı ise 

),,,,,( ΦΦ= &&& BABATQ ’ dır. Eğer Noether simetrisi mevcut ise X
r

 vektör alanı aşağıdaki 

gibi olmak zorundadır:  
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Burada a, b ve g sadece A, B ve F’ nin fonksiyonlarıdır. L Lagrangianı için (3.2.3) ile 

verilen Noether simetri koşuludan ( 0£ =L
X
r    ⇔   0=LX

r
), aşağıdaki denklem sistemi 

elde edilir: 
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 ( ) ( ) 022 2 =′−+−′+ UABUABBAFFq γβαγα                           (4.1.17) 

 

Burada, konfigürasyon uzayının boyutu üç olduğu için yedi tane diferansiyel denklem elde 

edilmiştir. Hessian determinantı ( ∑ ∂∂
∂=

ji QQ

L
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&&
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) hesaplandığında 
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bulunur. Eğer F fonksiyonu 
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2

3−=ω           (4.1.19) 

 

şeklinde verilirse Hessian determinantı sıfırlanır. Bu durumda L Lagrangianı dejeneredir 

denir. )(ΦF ve )(Φω nin (4.1.19) seçimi ile (4.1.1) etki integrali, genelleştirilmi ş Brans-

Dicke çekim teorisine indirgenir. Değişkenlerine ayırma yöntemi kullanılarak (4.1.11)-

(4.1.17) diferansiyel denklem sistemi çözüldüğünde βα, , γ  ve )(ΦU nicelikleri 
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Φ= ABcα              (4.1.20) 
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Φ−= BAcγ                   (4.1.22) 

 2)( Φ=Φ λU                        
(4.1.23)

 
                

 

olarak bulunur. Burada λ  ve 1c sabitler olup 00 =Φ  kabul edilmiştir. (4.1.19) ve (4.1.23) 

ile verilen genelleştirilmi ş Brans-Dicke çekim teorisinde;  BI, BIII ve K-S uzay-zamanları 

Noether simetrisine sahiptir ve simetriyi doğuran vektör alanı şu şekilde bulunur: 
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(4.1.24)

  

 

 (4.1.4)-(4.1.7) alan denklemlerinde, (4.1.19) ile verilen çiftlenim (coupling) 

fonksiyonu ile Brans Dicke parametresini ve (4.1.23) ile verilen skaler potansiyelini yerine 

yazarsak 
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0
24

3
22

2

2

22

2

=Φ−
Φ
Φ−

Φ
Φ+

Φ
Φ+++ λχ &&&&&&&&

B

B

BB

B

B

B
,                  (4.1.26) 
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bulunur. X
r

, Noether simetrisini doğuran vektör alanı olduğu için bu simetriye uygun 

(3.2.6) ile verilen hareket sabiti, Cartan 1-form kullanılarak ( Φ
Φ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂≡ d

L
dB

B

L
dA

A

L
L &&&

θ )  
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B

A

c

l

B

B 2

1

1

2
Φ−=

Φ
Φ+
&&

,                     (4.1.29) 

 

şeklinde elde edilir. Burada l  hareket sabitidir. (4.1.25)-(4.1.28) alan denklemlerinden 

bulunan BA,  ve Φ  nicelikleri (4.1.29) denklemini de sağlamak zorundadır. 

 Noether simetrisinin varlığı durumunda ),,,,(),,,,,( uwzuwLBABAL &&&&&& ↔ΦΦ  

dönüşümü yapılabilir. Burada ),,( Φ= BAzz , ),,( Φ= BAww  ve ),,( Φ= BAuu  dir. Ancak 

ve ancak 

 1)( =dzi X , 0)( =dwiX , 0)( =dui X          (4.1.30) 

   

ise z, dönümlü (cyclic) değişkendir (Demianski ve ark, 1991). (4.1.30) eşitlikleri açık 

olarak yazılırsa 
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∂ z
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z γβα            (4.1.31) 
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∂ w
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w
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w γβα            (4.1.32) 

 0=
Φ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂ u

B

u

A

u γβα            (4.1.33) 

 

elde edilir. (4.1.31)-(4.1.33) denklem sisteminin z, w ve u için genel çözümü 
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−
ABAfu ,2

1

3

  

(4.1.34) 

şeklindedir. Bu çözüm ailesinden 

 

 2

3
2

1

1 Φ= BA
c

z , 2

1−
= BAw , Φ= Au        (4.1.35)  

 

çözümlerinin en kullanışlı olduğu görülmektedir. Bu durumda, seçilen (4.1.35) 

çözümlerinin 
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1
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1
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1
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−=Φ ,     (4.1.36) 

 

ile verilen ters dönüşümleri alınır ve bu nicelikler (4.1.8) Lagrange fonksiyonelinde yerine 

konulursa Lagrangian  
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1 +−−−=
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&&&&         (4.1.37) 

 

şeklini alır. Bu Lagrange fonksiyonelinden 0=
∂
∂
z

L
 olduğu görülmektedir. Dolayısıyla 

z dönümlü değişkendir. (4.1.37) ile verilen Lagrangiana ait Euler-Lagrange hareket 

denklemleri ve 0=LE enerji fonksiyoneli aşağıdaki gibi bulunur: 
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Burada 0l  hareket sabiti olup sıfırdan farklı alınmaktadır. (4.1.38)-(4.1.41) denklem 

sistemi çözüldüğünde 
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bulunur. Burada  321 ,, aaa  ve 4a  integrasyon sabitleri ve 01 ≠a  dır. Bu çözümler (4.1.36) 

eşitliklerinde yerine yazılırsa metrik fonksiyonları ve skaler alan aşağıdaki gibi elde edilir: 
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Burada χλ −
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≡ 2
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2
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2
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1 )2()2(3
2)( a

aatl

aa

aatl

a
atM  şeklinde tanımlıdır.  

Ele alınan bu model için her bir yön boyunca Hubble parametreleri 
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A
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=1 , 

B

B
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== 32 ,         (4.1.48) 

  

olmak üzere, ortalama Hubble parametresi (Burada 1H , 2H  ve 3H  sırasıyla r , θ  ve φ  

yönlerindeki Hubble parametreleridir) 
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     (4.1.50)  

 

şeklinde elde edilir. Burada 2)( ABtV =  evrenin hacmi olup bu model için  
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olarak bulunur. Ortalama ölçek çarpanı 
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şeklinde tanımlandığından 

 

 
3/2

4

210
2

01

2
1

2
1

2
210

3/2
1

)2(

)(8

4

)2(
)( 








+

−
−−= a

aatllc

tMa

a

aatlc
ta               (4.1.53)  

 

olur. Elde edilen bu model için anizotropi parametresi 
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olarak bulunur. Burada 3
3

3
1314

2
011 1683 aaaaalcP λχ +−≡  ve χλ −≡ 2

3
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12 2 aaP  dir. Ayrıca 

yavaşlama parametresi ( )(tq ) 
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şeklinde elde edilir. Burada 23
3

4
1

2
3

2
141

2
013 416163 χλχλ ++−≡ aaaaaalcP  ile 

verilmektedir. 
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 4.2. Bianchi II Uzay-zamanları İçin Noether Simetri Yaklaşımı 

 (4.1.1) etki integralinde, (3.3.2.1) ile verilen Bianchi tip II uzay-zamanı için 

(3.3.2.2) Ricci skaleri yerine konulduğunda ve ikinci türevlere sahip terimler yok 

edildiğinde Lagrange fonksiyoneli  
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şeklini alır. Burada 
Φ
Φ≡′

d

dF
F

)(
 dir. 

Bianchi tip II uzay-zamanı için  (4.1.1) skaler tensör teorisine ait (4.1.2) alan 

denklemlerinden ve (4.1.5) Klein-Gordon denkleminden 
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elde edilir. Burada FF ′≠≠ 0  dür ve 
2

)(
Φ=Φω  alınmıştır. (4.2.2)-( 4.2.2) denklemleri, 

(4.2.1) Lagrangianı kullanılarak elde edilen Euler-Lagrange denklemleri ile aynıdır. (4.2.1) 

Lagrangianı ile ilgili LE  enerji fonksiyonu 
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şeklinde elde edilir. Buradan, (4.2.4) ile verilen (0-0)- Einstein denkleminin 0=LE  

denklemine eşit olduğu görülmektedir. (4.2.2)-( 4.2.6) denklemlerinden A&& , B&&  ve C&&  

terimleri yok edilirse aşağıdaki süreklilik denklemi elde edilir: 

 

 ( ) ( ) ( )2 23 6 1 2 0
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A B C F
F F F F U FU

A B C

   ′′ ′′ ′ ′+ Φ + + + Φ + + Φ − − =  
  

& &&
&& & &         (4.2.8) 

 

Noether simetri koşulundan bulunacak olan )(ΦF  ve )(ΦU  fonksiyonları (4.2.2)-( 4.2.6) 

alan denklemlerinin yanı sıra (4.2.8) ile verilen süreklilik denklemini de sağlamak 

zorundadır. 

 

 (4.2.3) Lagrangian için konfigürasyon uzayı ),,,( Φ= CBAQ , konfigürasyon teğet 

uzayı ise ),,,,,,,( ΦΦ= &&&& CBACBATQ  şeklindedir. Eğer (3.2.3) Noether teoremi koşulu 

sağlanıyorsa Noether simetrisi vardır denir. Bu durumda X vektör alanı  
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şeklinde olmak zorundadır. Burada α , β , γ  ve δ  fonksiyonları CBA ,,  ve Φ ’ ye bağlı 

olup  
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 dir. (3.2.3) ile verilen Noether simetri koşulundan;  X vektör alanı, )(ΦF  ve )(ΦU  

bulunabilir. Bianchi tip II modeli için (3,2.3) koşulundan, (4.2.9) vektör alanı ve (4.2.1) 

Lagrangianı kullanıldığında aşağıdaki 11 denklemden oluşan diferansiyel denklem sistemi 

elde edilir: 
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Eğer B C=  ise (LRS Bianchi tip II durumu) , (4.2.1) Lagrangianı 
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şeklini alır. Bu durumda; (3.2.3) ile verilen Noether simetri koşulundan 7 tane denklem 

elde edilir:  
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A F U
α β γ α β γ

′ ′   − − − + + =   
   

             (4.2.29) 

 

(4.2.22) ile verilen Lagrange fonksiyoneli için Hessian determinantı hesaplandığında 
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2
4 2det 16 (3 )

i j

L
W AB F F F

q q

∂ ′= = − +
∂ ∂& &

           (4.2.30) 

 

bulunur. Hessian determinantı sıfır ( 0W = ) olduğunda (4.2.22) Lagrangianı dejeneredir. 

Bu durumda ( )F Φ  çiftlenim fonksiyonu  

 

  2
0

1
( ) ( )

12
F Φ = − Φ − Φ                      (4.2.31) 

 

olur. Burada 0Φ  integral sabitidir. 

 (4.2.23)-(4.2.28) denklem sistemi değişkenlerine ayırma yöntemi kullanılarak 

çözüldüğünde 

 

 
1 /3

0( )
1

m n nl
A B

m
α += Φ − Φ

+
 ,             (4.2.32) 

 

 
( /2) 1

0( )m m nl
A B

m
β += Φ − Φ  ,        (4.2.33)

  

 
/ 2 1

0( )m m nl
A B

m
γ += − Φ − Φ          (4.2.34) 

 

bulunur. Burada, n ve m değişkenlerine ayırma sabitleri olup 
3

2

m
n =  ve 0, 1m≠ − dir. 

(4.2.8) süreklilik denklemi dikkate alındığında, skaler alanın ( )U Φ potansiyeli, 

 

 4( )U λΦ = Φ                      (4.2.35) 

 

elde edilir. Elde edilen (4.2.31)-( 4.2.35) çözümleri (4.2.29) denkleminde yerine 

konulduğunda 0l =  olmasının zorunlu olduğu görülür. Bu durumda  

 

 0α = ,  0β = ,  0γ =       (4.2.36) 
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bulunur. Dolayısıyla ele alınan bu durum için Noether simetrisini doğuran herhangi bir 

vektör alanı yoktur ve buradan bir hareket sabiti elde edilemez.  

LRS olmayan durum ele alalım. ( )F Φ  fonksiyonunun (4.2.31) şekli seçildiğinde, 

(4.2.11)-(4.2.21) Noether denklemlerinden 

 

 1c Aα = − , 2c Bβ = − , 3c Cγ = −  ( ) 0
1 2 3 2

c c cδ Φ − Φ= + +  (4.2.37)  

 

çözümleri elde edilir. Burada 1 2,c c  ve 3c  integral sabitleridir. (4.2.8) süreklilik 

denkleminden dolayı ( )U Φ potansiyeli (4.2.35) formunda olmak zorundadır. Dolayısıyla 

(4.2.31), (4.2.35) ve (4.2.37) ifadeleri (4.2.22) Noether denkleminde yerine konursa 2 0c =  

ve 3 1c c= −  bulunur. Bu durumda (4.2.37) ifadeleri  

 

1c Aα = − , 0β = ,  1c Cγ =  0δ =     (4.2.38) 

 

olur. Cartan bir-form 

  

 Φ
Φ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=Θ d

L
dC

C

L
dB

B

L
dA

A

L
L &&&&

        (4.2.39) 

 

kullanılarak, (4.2.38) ile verilen Noether simetrisi için hareket sabiti LXi Θ  

(
Φ∂

∂+
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=Θ

&&&&

L

C

L

B

L

A

L
i LX δγβα ) bağıntısından aşağıdaki denklemler elde edilir: 

 

 
2

1

6

Φ
=−

ABCc

l

C

C

A

A &&
                     (4.2.40) 

 

 Burada l hareket sabitidir. Bululan bu ifade aslında bir kısıtlama denklemidir ve bu 

denklem (4.2.2)-(4.2.6) alan denklemlerinden elde edilecek olan A , B  ve C  çözümlerini 

sağlamak zorundadır.  
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 4.3. Bianchi IV Uzay-zamanları İçin Noether Simetri Yaklaşımı 

 

(3.3.3.1) ile verilen Bianchi tip IV uzay-zamanı ve (4.1.1) etki integrali dikkate 

alındığında Lagrange fonksiyoneli  

 









Φ−

Φ
Φ+−−

−−−Φ′−Φ′−Φ′−=

)(
6

2

222222
23

UABC
A

FBC

AB

FC

CBFACAFBBAFCCABFBACFABCFL

&

&&&&&&&&&&&&

ω          (4.3.1) 

 

olur. FF ′≠≠ 0  olmak üzere ve 
2

)(
Φ=Φω  seçildiğinde Bianchi tip IV uzay-zamanı için  

(4.1.1) skaler tensör teorisine ait (4.1.2) ve (4.1.5) denklemlerinden 

 

2 2

2 2 2

3 1
0

4 2 2

AB AC BC C F A B C
U

AB AC BC A B A F A B C F

 ′  Φ+ + − − + + + Φ − + =   
  

& & & & & && & & &
&   (4.3.2) 

( )
2

2
2 2 2

3 1
4 1 0

4 4 2

B C BC C F B C U
F

B C BC A B A F B C F F

  ′ ′′+ + + + + Φ + + Φ + + Φ − =  
  

&& & &&& & &
&& & &     (4.3.3) 

( )
2

2
2 2 2

3 1
4 1 0

4 4 2

A C AC C F A C U
F

A C AC A B A F A C F F

  ′ ′′+ + + − + Φ + + Φ + + Φ − =  
  

&& && & & & &
&& & & (4.3.4) 

( )
2

2
2 2 2

3 3 1
4 1 0

4 4 2

A B AB C F A B U
F

A B AB A B A F A B F F

  ′ ′′+ + − − + Φ + + + Φ + + Φ − =  
  

&& & &&& & &
&& & & (4.3.5) 

2

2 2 2

3 1
0

4 2 2

A B C AB AC BC C A B C U

A B C AB AC BC A B A F A B C F

   ′
+ + + + + − − − Φ + + + Φ − =  ′ ′  

&& && & & & & & &&& & & &
&& & (4.3.6) 

2 0
A B C

A B C
− − =

& &&
             (4.3.7) 

 

 

elde edilir. (4.3.1) Lagrangianı ile ilgili LE  enerji fonksiyonu 

 

2 2

2 2 2

3 1

4 2 2L

AB AC BC C F A B C
E U

AB AC BC A B A F A B C F

 ′  Φ= + + − − + + + Φ − +   
  

& & & & & && & & &
&       (4.3.8) 
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şeklinde elde edilir. Buradan, (4.3.2) ile verilen (0-0)- Einstein denkleminin 0=LE  

denklemine eşit olduğu görülmektedir. Noether simetri koşulundan elde edilecek olan 

)(ΦF çiftlenim fonksiyonu ve )(ΦU  potansiyeli (4.2.8) denklemi ile verilen süreklilik 

koşulunu da sağlamak zorundadır. 

 Bianchi tip IV uzay-zamanı için (4.3.1) Lagrangianı kullanılarak elde edilen 

Noether denklemleri, (4.2.11)-(4.2.20) ile verilen denklemler ve  

 

 

2

2 2 2

6
( 3 ) ( )

2

( ) 0

FC F F F
BC AC AB ABC BC AC AB ABC

A B F A F
U

U BC AC AB ABC
U

α β γ δ α β γ δ

α β γ δ

′ ′
+ − − + − − −

′
− + + + =

      (4.3.9) 

 

denkleminden oluşmaktadır. LRS olmayan bu durumda, (4.2.31) çiftlenim fonksiyonu, 

(4.2.35) potansiyeli ve (4.2.37) çözümleri (4.3.9) denkleminde yerine konursa 

1 2 3 0c c c= = =  olur. Bu durumda simetriyi doğuran bir vektör alanı bulunmamaktadır. 

 LRS Bianchi tip IV uzay zamanı dikkate alındığında, (4.3.1) Lagrange fonksiyoneli  

 

 
2 2 2

2 2 26
2 4 4 2 ( )

2 2

FB FB
L F B A F ABB FBAB FAB AB U

A A

 Φ′ ′= − Φ − Φ − − − − + − Φ 
 

&
& && & && &  (4.3.10) 

 

şekline dönüşür. Bu Lagrange fonksiyoneli için Noether simetri denklemleri (4.2.23)-

(4.2.28) denklemleri ve 

 

 2

13
2 2 0

2

F F U
B A AB U B A AB

A F U
α β γ α β γ′ ′   − − − + + =   
   

            (4.3.11) 

 

denkleminden oluşmaktadır. (4.2.31)-( 4.2.35) çözümleri (4.3.11) denkleminde 

kullanıldığında 0l =  bulunur. Dolayısıyla ele alınan bu durum için Noether simetrisini 

doğuran herhangi bir vektör alanı yoktur.   
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 4.4. Bianchi V Uzay-zamanları İçin Noether Simetri Yaklaşımı 

 

(3.3.4.1) ile verilen Bianchi tip V uzay-zamanı ve (4.1.1) etki integrali dikkate 

alındığında Lagrange fonksiyoneli  

 









Φ−

Φ
Φ+−

−−−Φ′−Φ′−Φ′−=

)(
6

222222
22

UABC
A

FBCm

CBFACAFBBAFCCABFBACFABCFL

&

&&&&&&&&&&&&

ω          (4.4.1) 

 

olur. Bianchi tip V metriği için, (4.1.1) ile verilen teoriye ait (4.1.2) alan denklemleri ve 

(4.1.5) Klein-Gordon denkleminden 

 

2 2

2

3 1
0

2 2

AB AC BC m F A B C
U

AB AC BC A F A B C F

 ′  Φ+ + − + + + Φ − + =   
  

& & & & & && & & &
&          (4.4.2) 

( )
2

2
2

1
4 1 0

4 2

B C BC m F B C U
F

B C BC A F B C F F

  ′ ′′+ + − + Φ + + Φ + + Φ − =  
  

&& & &&& & &
&& & &                (4.4.3) 

( )
2

2
2

1
4 1 0

4 2

A C AC m F A C U
F

A C AC A F A C F F

  ′ ′′+ + − + Φ + + Φ + + Φ − =  
  

&& && & & & &
&& & &              (4.4.4) 

( )
2

2
2

1
4 1 0

4 2

A B AB m F A B U
F

A B AB A F A B F F

  ′ ′′+ + − + Φ + + + Φ + + Φ − =  
  

&& & &&& & &
&& & &            (4.4.5) 

2

2

3 1
0

2 2

A B C AB AC BC m A B C U

A B C AB AC BC A F A B C F

   ′
+ + + + + − − Φ + + + Φ − =  ′ ′  

&& && & & & & & &&& & & &
&& &            (4.4.6) 

2 0
A B C

A B C
− − =

& &&
             (4.4.7) 

 

 

elde edilir. Burada FF ′≠≠ 0  ve 
2

)(
Φ=Φω  dır. (4.4.1) Lagrangianı ile ilgili LE  enerji 

fonksiyonu 

 

2 2

2

3 1

2 2L

AB AC BC m F A B C
E U

AB AC BC A F A B C F

 ′  Φ= + + − + + + Φ − +   
  

& & & & & && & & &
&                   (4.4.8) 
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şeklinde elde edilir. Buradan, (4.4.4) ile verilen (0-0)- Einstein denkleminin 0=LE  

denklemine eşit olduğu görülmektedir. Noether simetri koşulundan elde edilecek olan 

)(ΦF çiftlenim fonksiyonu ve )(ΦU  potansiyeli (4.2.8) denklemi ile verilen süreklilik 

koşulunu da sağlamalıdır. 

 Bianchi tip V uzay-zamanı için (4.4.1) Lagrangianı kullanılarak elde edilen Noether 

denklemleri, (4.2.11)-(4.2.20) ile verilen denklemler ve 

  

 

2

2

6

0

m F F
BC AC AB ABC

A F

U
U BC AC AB ABC

U

α β γ δ

α β γ δ

′ − − − 
 

′ − + + + = 
 

                  (4.4.9) 

 

denkleminden oluşmaktadır. LRS olmayan Bianchi tip V uzay-zamanı durumda, (4.2.31) 

çiftlenim fonksiyonu, (4.2.35) potansiyeli ve (4.2.37) çözümleri (4.4.9) denkleminde yerine 

konursa 1 0c =  ve 3 2c c= −  bulunur. Dolayısıyla Noether simetrisini doğuran vektör alanı 

  

 2X c B C
B C B C

∂ ∂ ∂ ∂ = − + − + ∂ ∂ ∂ ∂ &&
          (4.4.10) 

 

şeklindedir. Bu Noether simetrisi için hareket sabiti LXi Θ  

(
C

L

B

L
i LX && ∂

∂+
∂
∂=Θ γβ ) bağıntısından 

 

 
2

2

6

Φ
=−

ABCc

l

C

C

B

B &&
            (4.4.11) 

 

elde edilir. 

 LRS Bianchi tip V uzay zamanı dikkate alındığında, (4.4.1) Lagrange fonksiyoneli  

 

 

2 2

2 2 2
2

2 4 4 2

6
( )

2

L F B A F ABB FBAB FAB

m FB
AB U

A

′ ′= − Φ − Φ − −

 Φ− + − Φ 
 

& && & && &

&        (4.4.12) 
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şekline dönüşür. Bu Lagrange fonksiyoneli için Noether simetri denklemleri (4.2.23)-

(4.2.28) denklemleri ve 

 

 

2

2

6
2 2 0

m F F U
B A AB U B A AB

A F U
α β γ α β γ′ ′   − − − + + =   
   

          (4.4.13) 

 

denkleminden oluşmaktadır. (4.2.31)-( 4.2.35) çözümleri (4.4.13) denkleminde kullanılırsa 

0l = olur. Dolayısıyla ele alınan bu durum için de Noether simetrisini doğuran herhangi 

bir vektör alanı yoktur.  

 

 

4.5. Bianchi VIh Uzay-zamanları İçin Noether Simetri Yaklaşımı 

(3.3.5.1) ile verilen Bianchi tip VIh uzay-zamanı ve (4.1.1) etki integrali dikkate 

alındığında Lagrange fonksiyoneli  

 









Φ−

Φ
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olur. Bianchi tip VIh uzay-zamanı için, (4.1.1) ile verilen skaler tensör teorisine ait (4.1.2) 

alan denklemleri ve (4.1.5) Klein-Gordon denkleminden 

 

2
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AB AC BC F A B C
q qh h U
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(4.5.5) 

2 2
2

1 1
( ) 0

2 2

A B C AB AC BC A B C U
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   ′
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( ) 0
A B C

q h q h
A B C

+ − − =
& &&

            (4.5.7) 

 

elde edilir. Burada FF ′≠≠ 0  ve 
2

)(
Φ=Φω  alınmıştır. (4.5.1) Lagrangianı ile ilgili LE  

enerji fonksiyonu 

 

2
2 2

2

1 1
( )

2 2L

AB AC BC F A B C
E q qh h U

AB AC BC A F A B C F

 ′  Φ= + + − + + + + + Φ − +   
  

& & & & & && & & &
& (4.5.8) 

 

şeklindedir. Buradan, (4.5.4) ile verilen (0-0)- Einstein denkleminin 0=LE  denklemine 

eşit olduğu açıkça görülür. Noether simetri koşulundan elde edilecek olan )(ΦF çiftlenim 

fonksiyonu ve )(ΦU  potansiyeli (4.2.8) denklemi ile verilen süreklilik koşulunu da 

sağlamalıdır. 

 Bianchi tip VIh uzay-zamanı için (4.5.1) Lagrangianı kullanılarak elde edilen 

Noether denklemleri, (4.2.11)-(4.2.20) ile verilen denklemlere ilaveten  
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2 ( )
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U
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        (4.5.9) 

 

denkleminden oluşmaktadır. LRS olmayan bu Bianchi tip VIh uzay-zamanı durumda, 

(4.2.31) çiftlenim fonksiyonu, (4.2.35) potansiyeli ve (4.2.37) çözümleri (4.5.9) 

denkleminde yerine konursa 1 0c =  ve 3 2c c= −  olur. Hareket sabiti bağıntısından elde 

edilecek olan denklem (4.4.13) şeklindedir. 

 Bianchi tip VIh uzay zamanının LRS durumu dikkate alındığında, (4.5.1) Lagrange 

fonksiyoneli  
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şekline dönüşür. Bu Lagrange fonksiyoneli için Noether simetri denklemleri, (4.2.23)-

(4.2.28) denklemleri ve 

 

 
2 2

2

2( )
2 2 0

q qh h F F U
B A AB U B A AB

A F U
α β γ α β γ′ ′+ +    − − − + + =   
   

     (4.5.11) 

 

denkleminden oluşmaktadır. (4.2.31)-( 4.2.35) çözümleri (4.5.11) denkleminde kullanılırsa 

0l = bulunur. Dolayısıyla ele alınan bu durum için de Noether simetrisini doğuran 

herhangi bir vektör alanı yoktur.  

 

 

4.6. Bianchi VIII ve IX Uzay-zamanları İçin Noether Simetri Yaklaşımı 

(3.3.6.1) ile verilen Bianchi tip VIII ve IX metrikleri ve (4.1.1) etki integrali dikkate 

alındığında Lagrange fonksiyoneli aşağıdaki gibi bulunur: 
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 Bianchi VIII ve IX metrikleri için (4.1.2) alan denklemleri ve (4.1.5) Klein-Gordon 

denklemi kullanıldığında 
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bulunur. (4.6.1) Lagrangianı ile ilgili LE  enerji fonksiyonu 

 

 
2 2

2 2 2

1

4 2 2L

AB AC BC q A F A B C
E U

AB AC BC B B C F A B C F

 ′  Φ= + + + − + + + Φ − +   
  

& & & & & && & & &
&                  (4.6.8) 

 

şeklinde elde edilir. Buradan, (4.6.2) ile verilen (0-0)- Einstein alan denkleminin 0=LE  

denklemine eşit olduğu görülmektedir. (4.6.2)-(4.6.7) denklemlerinden ivmeli terimleri 

yok ederek (4.2.8) süreklilik denklemi elde edilir. Noether simetri koşulundan elde 

edilecek olan )(ΦF  ve )(ΦU  fonksiyonları (4.6.2)-(4.6.7) alan denklemlerini ve süreklilik 

denklemini sağlamalıdır. 

 (3.3.6.1) ile verilen Bianchi tip VIII ve IX uzay-zamanları için (4.6.1) Lagrange 

fonksiyoneline ait Noether simetri denklemleri  (4.2.11)-(4.2.20) denklemlerine ilave 

olarak 

 

( )

2

2 2 2
2 3

2

0

F F F A F
q BC AC AB ABC BC AC AB ABC

B F B C F

U
U BC AC AB ABC

U

α β γ δ α β γ δ

α β γ δ

′ ′   − + + + − + + −   
   

′
− + + − =

     (4.6.9)  

 

denklemini de içermektedir. LRS olmayan bu Bianchi tip VIII ve IX uzay-zamanları 

durumda, (4.2.31) çiftlenim fonksiyonu, (4.2.35) potansiyeli ve (4.2.37) çözümleri (4.6.9) 

denkleminde yerine konursa 1 2 3 0c c c= = =  olur. Dolayısıyla Noether simetrisini doğuran 

vektör alanı yoktur. 

 

 Bianchi tip VIII ve IX uzay-zamanlarının LRS durumları için Lagrange 

fonksiyoneli 

 

 

2 2

3 2
2

2

2 4 4 2

2 ( )
2 2

L F B A F ABB FBAB FAB

FA
qFA AB U

B

′ ′= − Φ − Φ − −

 Φ+ − + − Φ 
 

& && & && &

&               (4.6.10) 

 

olup Noether simetri denklemleri, (4.2.23)-(4.2.28) denklemleri ve 
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2

3

2
3 2

2

2 0

qF F FA F
B AB B A AB

B F B F

U
U B A AB B

U

α γ α β γ

α β γ

′ ′   + + − + −   
   

′ − + + = 
 

                    (4.6.11) 

 

denkleminden oluşmaktadır. (4.2.31)-( 4.2.35) çözümleri (4.6.11) denkleminde 

kullanıldığında 0l =  olur. Bu nedenle ele alınan bu durum için de Noether simetrisini 

doğuran herhangi bir vektör alanı yoktur.  

 

 4.7. f(R) Teorisinde Bianchi I Uzay-Zamanları İçin Noether Simetri Yaklaşımı 

 Einstein-Hilbert etki integralindeki R Ricci skaleri yerine R’nin analitik bir 

fonksiyonu olan f(R) alınmakta ve bu durumdaki çekim teorisi için etki integrali 

 

 4 ( )A d x g f R= −∫               (4.7.1)

  

 

ile verilmektedir. Burada madde alanı dikkate alınmamıştır. Metrik formalizmi kullanılarak 

bu etki integralinin metrik tensöre göre varyasyonu alındığında alan denklemleri şu şekilde 

bulunur: 

 
1

( ) ( ) ( ) ( ) 0
2R ab ab a b R ab Rf R R f R g f R g f R− − ∇ ∇ + =�

        (4.7.2) 

 

(3.3.1.4) ile verilen Bianchi tip I kozmolojik modeli için (4.7.1) etki integrali 

 

 
( , , , , , , , )A dtL A B C R A B C R= ∫ & && &

           (4.7.3) 

şeklinde yazılabilir. Burada; R Ricci skaler ve A, B, C metrik potansiyelleri, konfigürasyon 

uzayını tanımlayan bağımsız değişkenler kümesini oluşturur. Nokta ise kozmik zamana 

göre türevi göstermektedir. Bu konfigürasyon uzayı kümesini kullanarak Lagrange 

fonksiyonelini elde etmek için (4.7.1) etki integrali 

  

 
4 ( )A d x g f R R Rλ  = − − −  ∫ %

           (4.7.4) 
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şeklinde yeniden yazılabilir. Burada λ  Lagrange çarpanıdır (multiplier) ve R%  Bianchi tip I 

uzay-zaman metriğine göre ifade edilen Ricci skaleridir. Dolayıyla bu metrikten Ricci 

skaleri 

 

 







+++++=

BC

CB

AC

CA

AB

BA

C

C

B

B

A

A
R

&&&&&&&&&&&&
2

~
          (4.7.5) 

 

olarak elde edilir. Burada, (4.7.4) etki integralinde görünen 0R R− =%  ifadesi bir kısıtlama 

denklemi olarak karşımıza çıkar. Bu durumda λ  çarpanını bulmak için Lagrange çarpanı 

yöntemi kullanılır. Bunun için (4.7.4) integralinin R’ ye göre varyasyonu alınıp sıfıra 

eşitlenirse 

 ( )Rf Rλ =               (4.7.6) 

  

bulunur. gab metrik tensörün determinantı g, (4.7.6) Ricci skaleri ve λ  nın değeri (4.7.5) 

integralinde yerine konursa 

 

 2R

A B C AB AC BC
A dtABC f f R

A B C AB AC BC

   
= − − + + + + +   

    
∫

&& && & & & &&& & &
                  (4.7.7)  

 

denklemi elde edilir. Kısmi integrasyon yöntemi kullanılarak ivmeli terimleri yok edilirse 

Lagrange fonksiyoneli 

 

( ) ( )CBACABBACfRCABBACABCfRffABCL RRRR
&&&&&&&&&& ++−++−−= 22)(    (4.7.8) 

 

şeklinde bulunur. 

 Bianchi tip I metriği için (4.7.2) alan denklemlerinden veya (4.7.8) Lagrangianının 

varyasyonu alındığı zaman 

 

 ( ) 0
2

1 =−+







+++++ R

RR

RR Rff
f

R
C

C

B

B

A

A

f

f

BC
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AC

CA

AB

BA &
&&&&&&&&&

,                              (4.7.9) 

( ) 0
2

12 =−++
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RRR
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RR Rff
f

R
f

f
R

C

C
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B
R

f
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C

C

B
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&&

&&
&&&&&&
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( ) 0
2

12 =−++
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RR
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f

f
R

C

C
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A
R

f

f

AC

CA

C

C

A

A &&
&&

&&
&&&&&&

,       (4.7.11) 

( ) 0
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12 =−++
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f
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f

f
R

B
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A

A
R

f
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AB

BA

B

B

A

A &&
&&

&&
&&&&&&

        (4.7.12) 

0
2

=







−+++++ R

BC

CB

AC

CA

AB

BA

C

C

B

B

A

A
fRR

&&&&&&&&&&&&
        (4.7.13) 

 

diferansiyel denklem sistemi elde edilir.  

 f(R) çekim teorisinde Bianchi tip I uzay-zamanı için L  Lagrange fonksiyonunun 

tanımlandığı konfigürasyon uzayı { , , , }Q A B C R≡  ve konfigürasyon teğet uzayı ise 

{ , , , , , , , }TQ A B C R A B C R≡ & && &  şeklindedir. (3.2.3) ile verilen Noether teoremi koşulunun 

sağlanması durumunda X
r

 vektör alanı 

 

 
A B C R A B C R

α β γ δ α β γ δ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + + + + + +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

X
r

& && &
& && &

     (4.7.14) 

 

şeklinde olması gerekir. Burada , ,α β γ&& &  ve δ&   

 A B C R
A B C R

α α α αα ∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

& && &&
&

 ,    

A B C R
A B C R

β β β ββ ∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

& & && &
&

         (4.7.15) 

A B C R
A B C R

γ γ γ γγ ∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

& && &&
&   

A B C R
A B C R

α α α αα ∂ ∂ ∂ ∂= + + +
∂ ∂ ∂ ∂

& && &&
&

 
  

biçiminde tanımlıdır.  

 Bianchi tip I metrik için Noether simetri koşulundan, (4.7.14) vektör alanı ve 

(4.7.8) Lagrangianı kullanıldığında aşağıdaki 11 denklemden oluşan sistem elde edilir: 

 

0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

A
BC

f

f

A
B

A
C

R

RR δγβ
,         (4.7.16) 
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 0=
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∂+

∂
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∂
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B
AC

f
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C

R

RR δγα
,                             (4.7.17) 
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∂
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f
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RR δβα
,         (4.7.18) 
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∂
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R
BCfRR

γβα
,                           (4.7.19) 
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RR δδδγββαβ ,                   (4.7.21) 
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(4.7.24) 
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(4.7.25) 

 

 ( )( ) 0=−++− δγβα ABCRfABACBCRff RRR                           (4.7.26) 

 

Burada, konfigürasyon uzayının boyutu 4 olduğundan dolayı 11 tane diferansiyel denklem 

elde edilmiştir. 

(4.7.19) denklemi dikkate alındığında iki durum karşımıza çıkar: 

 

 4.7.i. 0=RRf            (4.7.27) 
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 4.7.ii.  0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

R
AB

R
AC

R
BC

γβα
         (4.7.28) 

 

Durum (4.7.i): Bu durumda, (4.7.8) ile veilen Lagrange fonksiyonelinin Hessian 

determinantı ( 2)(48 RRR fABCfW −=  ) sıfır olduğundan Lagrangian dejeneredir.  0=RRf  

iken çekim teorisinin şekli 

 

 10)( aRaRf +=            (4.7.29) 

 

olur. Eğer 10 =a  ve Λ=1a   alınırsa (Burada Λ  kozmolojik sabittir) kozmolojik sabit 

içeren Einstein çekim teorisi elde edilir.  

(4.7.29) ile verilen f(R) kullanılıp, Noether simetrisine ait  (4.7.16)-(4.7.26) 

denklem sistemi değişkenlerine ayırma yöntemi ile çözüldüğünde  

 

 1c Aα = , 1c Bβ = , 12c Cγ = −  ( , , , )A B C Rδ δ=      (4.7.30) 

 

elde edilir. Burada 1c keyfi bir integrasyon sabitidir. (4.7.29) ile verilen çekim teorisinde; 

Bianchi tip I uzay-zamanları Noether simetrisine sahiptir ve simetriyi doğuran vektör alanı 

şu şekilde bulunur: 
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∂
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∂
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∂
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B
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&
&

&
&

&
&

&
&

r
δδ 221       (4.7.31) 

(4.7.29) çekim teorisi için (4.7.8) Lagrangianı, 10 =a  ve Λ=1a  olmak üzere 

 

 ( )CBACABBACABCL &&&&&& ++−Λ= 2          (4.7.32) 

  

şekline indirgenir. Bu Lagrangiandan konfigürasyon uzayının boyutunun 3 olduğu 

görülmekte olup { , , }Q A B C≡  şeklinde tanımlıdır. Dolayısıyla Noether simetrisini 

doğuran vektör alanı R’den bağımsızdır ve 
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olur. Elde edilen bu Noether simetrisi ),,,,(),,,,,( vuwvuLCBACBAL &&&&&& ↔  dönüşümünü 

yapmamıza olanak sağlar. Burada ),,( CBAww = , ),,( CBAuu =  ve ),,( CBAvv = dir. 

Ancak ve ancak 

 

 1)( =dwi X , 0)( =dui X , 0)( =dvi X          (4.7.34)   

 

durumu gerçekleşirse w, dönümlü (cyclic) değişkendir. (4.7.34) eşitlikleri açık olarak 

yazılırsa  
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w γβα            (4.7.35) 
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u γβα            (4.7.36) 

 0=
∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

C

v

B

v

A

v γβα            (4.7.37) 

 

elde edilir. (4.7.35)-(4.7.37) denklem sisteminin genel çözümü 

( )CABAgAcw 21
1

1
1 ,)ln( −− += ,  ( )CABAgu 21

2 ,−=   ve  ( )CABAgv 21
3 ,−=  olmak üzere   

 

 )ln(
1

1

A
c

w = , 1−= BAu , CAv 2=         (4.7.38)  

 

çözümünü dikkate alalım. Bu durumda  

 
wceA 1= , 

wcueB 1= ,  
wcveC 12−= ,       (4.7.39) 

 

ters dönüşümü alınıp ve bu ifadeler (4.7.32) Lagrange fonksiyonelinde yerine konulursa 

dönüşümlü Lagrangian  

 

 uvyuwyucwuvcwuvcL Λ+−−+= &&&&&&& 2426 11
22

1         (4.7.40) 
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olur. Böylece; w’ nun dönümlü değişken (yani 0=
∂
∂
w

L
) olmasının sağlandığı görülür. 

(4.7.40) ile verilen Lagrangiandan, Euler-Lagrange hareket denklemleri ve 0=LE enerji 

fonksiyoneli aşağıdaki gibi bulunur: 
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23 1
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,         (4.7.43) 
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11 =Λ++++
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u

u &&
&&&

&&
,        (4.7.44) 

 

Burada 01 ≠c  ve l  hareket sabitidir. Bu denklem sisteminden 

 

 1)( btu = ,            (4.7.45) 
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tw          (4.7.47) 

çözümleri bulunur. Burada 1b  ve 2b sıfırdan farklı sabitlerdir. Dolayısıyla (4.7.39) 

dönüşümünü kullanarak Bianchi tip I uzay zamanları için metrik potansiyelleri  
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şeklindedir. 

Bianchi tip I modeli için yx, ve z yönlerindeki Hubble parametreleri 

 

  
A

A
H x

&
= , 

B

B
H y

&
= , 

C

C
H y

&
=         (4.7.51) 

  

olarak verilir. Bianchi tip I uzay-zamanı için evrenin hacmi ABCtV =)(  olmak üzere, 

kozmolojik sabit içeren çekim teorisinde 
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           (4.7.52) 

 

olarak bulunur. Aynı model için ortalama ölçek çarpanı 
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olur. Ortalama Hubble parametresi  
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hesaplandığında  

 








 ΛΛ= ttH
2

6
cot

6

6
)(            (4.7.55) 

 

elde edilir. (4.7.51) ile verilen yönlü Hubble parametreleri ve (4.7.54) ile verilen ortalama 

Hubble parametresi kullanılarak genişlemenin anizotropisi yani anizotropi parametresi 
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 ile verilir (Kumar ve Singh, 2007). Burada )3,2,1( =iH i  yönlü Hubble parametrelerini 

göstermektedir. Ele aldığımız Bianchi tip I kozmolojik model için anizotropi parametresi  
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dir. Bu model için yavaşlama parametresi (
2a
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−= ) ise 
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olmaktadır. (4.7.53) ile verilen ölçek çarpanının birinci ve ikinci türevleri hesaplanırsa 
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bulunur.  Bu model için genişleme skaleri 
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ve shear skaleri 
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şeklinde elde edilir 

 

 Durum (4.7.ii):  Bu durumda (4.7.16) –(4.7.26) Noether simetri denklemleri 

  

 nRRf =)(             (4.7.63) 

 

şekli seçildiğinde 

 

 12c Aα = − , 1c Bβ = , 1c Cγ =  0δ =        (4.7.64) 

  

çözümlerini sağlamaktadır. Burada n sabit olup 1,0≠n  dir. Eğer 1=n  olursa standart 

Einstein çekim teorisine indirgenir. (4.7.63) ile verilen çekim teorisi için (4.7.8) 

Lagrangianı dejenere olmaz. (4.7.64) değerleri için Noether simetrisini doğuran vektör 

alanı 
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biçiminde elde edilir. Elde edilen bu Noether simetrisi 

),,,,,,(),,,,,,,( vuwsvuwLRCBARCBAL &&&&&&&& ↔  dönüşümünü yapmamıza olanak sağlar. 

Burada ),,,( RCBAss = , ),,,( RCBAww = , ),,,( RCBAuu =  ve ),,,( RCBAvv = dir ve 

konfigürasyon uzayının boyutu dörttür. Böylece  

 

 1)( =dsi X , 0)( =dwi X , 0)( =dui X , 0)( =dvi X        (4.7.66)   

 

durumu gerçekleşirse s, dönümlü (cyclic) değişken olduğu söylenebilir. (4.7.66) eşitlikleri 

açık olarak yazılırsa  
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olur. Bu denklem sisteminin genel çözümü ( )RCABAfAcs ,,)ln()2( 2/12/1
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çözümlerini dikkate alalım. (4.7.71) eşitliklerinin ters dönüşümleri alınırsa 
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elde edilir. Bu ifadeler ve (4.7.63) f(R) formu (4.7.8) Lagrange fonksiyonelinde yerine 

konursa 
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olur. Bu Lagrange fonksiyonelinden de 0=
∂
∂

s

L
 olduğu görünmektedir. Dolayısıyla 

sdönümlü değişkendir. (4.7.73) ile verilen Lagrangiana ait 0=LE enerji fonksiyoneli ve 

Euler-Lagrange hareket denklemleri aşağıdaki gibi bulunur: 
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Burada 0l  korunumlu niceliğe karşılık gelen hareket sabitidir. (4.7.77) denkleminden 

(4.7.76) denklemi çıkartılırsa 
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bulunur. Bu denklemden 
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elde edilir. Burada  integral sabitidir. (4.7.74), (4.7.75), (4.7.76), (4.7.78) ve (4.7.80) 

denklemlerini çözmek için  

 

 τdwuvdt n 1−=            (4.7.81) 

  

zaman dönüşümünü kullanalım. Bu dönüşüm altında (4.7.75) ve (4.7.80)  denklemleri  
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şekline gelir. Bu iki denklem )(τu  cinsinden çözülürse  
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elde edilir. Burada 1l  ve 2l  integral sabitleridir. (4.7.71) dönüşümünü kullanarak (4.7.84) 

ve (4.7.85) çözümleri (4.7.74), (4.7.75) ve (4.7.78) denklemlerinde yerine konursa  
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denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi çözüldüğünde 
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elde edilir. Burada 3l , 4l  ve 5l  integral sabitleridir ve 

  

22
3

2
30

22
0

22
0

)1(36

)594(12)204120(2)5148(

−

−+−++−−+−−≡

nl

nnlannannlh
(4.7.91) 

şeklinde tanımlanmaktadır. Ayrıca 
2

1≠n ve 
4

5≠n  dir. (4.7.89) çözümü (4.7.84) ve 

(4.7.85) eşitliklerinde yerine yazılırsa 
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bulunur. (4.7.89)-(4.7.93) çözümleri (4.7.72) eşitliklerinde kullanıldığı zaman Bianchi tip I 

modeli için metrik potansiyelleri ve R eğrilik skaleri    
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olarak bulunur.  

 Elde edilen bu metrik potansiyelleri kullanıldığında, nRRf =)(  çekim teorisinde, 

Bianchi tip I uzay-zamanı için evrenin uzaysal hacmi 
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olur. Bu model için ortalama ölçek çarpanı 
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şeklinde bulunur. Ortalama Hubble parametresi  
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hesaplandığında  
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elde edilir. (4.7.51) ile verilen yönlü Hubble parametreleri ve (4.7.101) ile verilen ortalama 

Hubble parametresi kullanıldığında (4.7.56)denkleminden anizotropi parametresi 
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elde edilir. Bu model için yavaşlama parametresi ise 

 



BÖLÜM 4 –ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTI ŞMA        Yusuf KÜÇÜKAKÇA  
 

71 
 

 [ ]
2

30
5

30
552

)1(6)54(
)1(6

)(
tan)1(

)1(6)54(
)1(6

)(
tan)1(2)54(

)1(6

)(
tan)65(












−−−+










−
+−

+−−−










−
+−+












−+










−
+−

−=

nlan
n

lh
hn

gnlan
n

lh
nhn

n

lh
nh

q
τ

ττ

        

(4.7.103) 

 

şeklinde olur. Burada [ ][ ])1(3)54()1(12)54()1( 303
22

0 −−−−−−−≡ nllnnlnang  dir. 

 Şimdi (4.7.89) ve (4.7.90)  genel çözümlerinin tanımsız olduğu 
2

1=n  ve 
4

5=n  

değerleri için bu denkleri inceleyelim. 

2

1=n  Durumu:  Bu durumda çekim teorisi 2

1

)( RRf =  şekline sahiptir. n’nin bu değeri 

(4.7.86)-(4.7.88) denklem sisteminde yerine yazılırsa bu denklem sistemi 
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çözümlerini sağlar. Burada 40 2la −≠  ve il ( 5,4,3=i ) integral sabitleridir. Bu çözümler 

(4.7.84) ve (4.7.85) eşitliklerinde yerine konursa 
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elde edilir. Bu çözümler (4.7.72) denkleminde yerine konulduğunda, 2

1

R  çekim teorisinde 

Bianchi tip I uzay-zamanı için metrik katsayıları ve Ricci skaleri aşağıdaki gibi elde edilir: 
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Bu çekim teorisi için yx, ve z yönlerindeki Hubble parametreleri arasında 
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şeklinde elde edilir. Bianchi tip I uzay-zamanı için evrenin uzaysal hacmi ABCV =)(τ  

olmak üzere, 2
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R çekim teorisinde 
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olarak bulunur. Aynı model için sırasıyla ortalama ölçek çarpanı, ortalama Hubble 

parametresi ve anizotropi parametresi aşağıdaki gibi elde edilir: 
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Bu model için yavaşlama parametresi 1−=q
 
olur. 

4

5=n Durumu:  Bu durumda çekim teorisi 4
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)( RRf =  şekline sahiptir. n’ nin bu değeri 

(4.7.86)-(4.7.88) denklem sisteminde yerine yazılırsa ve 00 =a  kabul edilirse bu denklem 

sisteminden 
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çözümleri bulunur. Burada 0,0 13 ≠> ll  ve il ( 4,3=i ) integral sabitleridir. Bu çözümler 

(4.7.84) ve (4.7.85) eşitliklerinde yerine konursa 
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elde edilir. Bu çözümler (4.7.72) denkleminde yerine konulduğunda, 4

5

R  çekim teorisinde 

Bianchi tip I kozmolojik modeli için metrik potansiyelleri ve Ricci skaleri aşağıdaki gibi 

bulunur: 
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Bu çekim teorisi için yx, ve z yönlerindeki Hubble parametreleri arasında 
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ili şkisi vardır. Bianchi tip I uzay-zamanı için evrenin hacmi 4

5

R çekim teorisinde 

 

 
( )( )








+= + ττ τ

3
2

02
3

1
434

2

1
exp)( lle

l
lV ll

                  (4.7.126) 

 

olarak bulunur. Aynı model için sırasıyla ortalama ölçek çarpanı, ortalama Hubble 

parametresi ve anizotropi parametresi aşağıdaki gibi elde edilir: 

  

 
( )( )
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 ,                (4.7.127) 
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H ll += +ττ  ,                             (4.7.128) 
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Bu model için yavaşlama parametresi 
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şeklinde olur. 
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5. SONUÇLAR ve ÖNERİLER 

 

 Uzay-zaman metriği üzerinde bazı simetri kabulleri yaparak Einstein alan 

denklemlerine kesin çözümler araştırmak çok sık kullanılan yöntemlerden biridir. 

Lagrange fonksiyonelinin varyasyonu alınarak elde edilen Euler-Lagrange hareket 

denklemlerinin invaryantlığını sağlamak ve hareket denklemlerine çözüm elde edebilmek 

maksadıyla simetriler kullanılmaktadır. Bu simetri kabullerinden birisi, Lagrange 

fonksiyoneli için Noether simetri yaklaşımıdır. Dikkate alınan gravitasyon teorisinde, 

hareket sabiti elde etmek için Noether simetri yaklaşımı kullanışlı bir yöntemdir.  Bu 

simetri yaklaşımı skaler tensör teorilerinde çiftlenim fonksiyonu ve potansiyelin,  f(R) 

gravitasyon teorisinde ise f(R)’nin şeklini belirlememize olanak sağlar.    

 

Bu çalışmanın ilk bölümünde tezin amacı anlatılmış ve ikinci bölümde temel 

kavramlar verilmiştir. Üçüncü bölümde ise öncelikle genelleştirilmi ş gravitasyon 

teorilerinden skaler tensör teorileri ve f(R) teorisi hakkında genel bilgiler ele alınmıştır. 

(3.2) bölümünde, Noether simetri yaklaşımı ele alınmış ve incelenmiştir. Daha sonra; (3.3) 

bölümünde Bianchi kozmolojik modellerinin bazı özellikleri verilmiştir. Tezin dördüncü 

bölümünde Bianchi uzay-zamanları için Noether simetri yaklaşımı araştırılmıştır. (4.1) alt 

bölümünde; skaler tensör teorilerinde, LRS Bianchi tip I, Bianchi tip III ve Kantowski-

Sachs uzay-zamanları için Noether simetrisinin belirlenmesi ve bu uzay-zamanlara ait alan 

denklemlerine çözümler araştırılmıştır. Bu durumda; (4.1.8) Lagrange fonksiyonelini 

dejenere yapan (4.1.19) ile verilen çiftlenim fonksiyonu ve Brans-Dicke parametresi, 

(4.1.23) ile verilen skaler alanın potansiyeli seçildiğinde, Noether simetrisini doğuran 

vektör alanı (4.1.24) ile verilmiştir. Bu simetri; (4.1.35) dönüşümünü yapmamıza olanak 

sağlar. Bu dönüşümler alan denklemlerinde kullanılarak, ele alınan uzay-zamana ait metrik 

potansiyelleri için (4.1.45) ve (4.1.46) ifadeleri, )(tΦ  skaler alanı için (4.1.47) ifadesi elde 

edilmiştir. BI ( 0=χ ) uzay-zamanı için  

 

( ) ( )
( )3

1
2

1

3

1
2

12
2

1
3/53

2
2

11
3/1

4
3

01

1
0

22

3

2

λµ

λµµλλµ ++== maa

alc

a
tt     (5.1) 
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anında (4.1.51) ile verilen ortalama hacim ve (4.1.53) ile verilen ortalama ölçek çarpanı 

sıfırlanır. Dolayısıyla modelimiz 0tt =  anında bir başlangıç tekilliğine sahiptir. Burada; 

3
3

3
14

2
011 163 aaalc λµ +≡ , 3

3
3

124
2

012 83 aaaalc λµ +≡  tür ve 04 ≠a  ve 3
3

3
1

4
2

01

16

3

aa

alc−≠λ  dır. 

Başlangıç tekilliği, 0tt =  anında metrik potansiyelleri sıfır olduğu için nokta türü 

tekilliktir.  

 

 

Şekil-1. BI( 0=χ )için (a) Ortalama ölçek çarpanı,(b) Ölçek çarpanının ikinci türevi, 

(c) Ortalama hacim ve (d) Hubble parametresinin zamanla değişimi. 
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Şekil-2. BI( 0=χ ) (a)Yavaşlama parametresi  (b) Anizotropi parametresinin  zamanla 

değişimi. 

 

Şekil-1 ve Şekil-2 de görüldüğü gibi evren 0tt =  anında büyük patlama ile 

başlamış, evrenin genişleme hızı belirli bir süre azaldıktan sonra sıfırlanmıştır. Bu şekilde, 

yavaşlayarak genişleme durumundan ivmelenerek genişleme durumuna geçiş meydana 

gelir (Şekil-1b veya Şekil-2a). Bu geçişten sonra, daima 0>a&&  ve 0q <  olduğu için 

ivmelenerek genişleme dönemi sonsuza kadar devam etmektedir. Bu model için ortalama 

ölçek çarpanı ve hacim ∞→∞→ )(,)( tVta  limitinde sonsuz olmaktadır. Ortalama 

Hubble parametresi ve )(tΦ  skaler alanı ise  ∞→Φ∞→ )(,)( ttH  limitinde sıfırlanır. 

( )t∆  Anizotropi parametresi için lim ( ) 0
t

t
→∞

∆ =  dır. Bu ise modelimizin ∞→t  iken evrenin 

izotrop duruma geçeceğini gösterir.  Şekil-1 ve Şekil-2 deki grafiklerin çiziminde 

1432110 ======= aaaaclλ  alınmıştır.  

Şimdi (5.1)’ de 0tt =  anını sonsuz yapan 3
3

3
1

4
2

01

16

3

aa

alc−=λ  özel durumunu 

inceleyelim. 
3

2 2

1

a
a =  seçildiğinde modelimiz 00 =t  anında bir başlangıç tekilliğine 

sahiptir; yani 0)0()0( ==== tVta  dır. Bu tekillik noktasında ( 00 == tt  anında), )(tB  

metrik potansiyeli sıfır olurken )(tA  metrik potansiyeli sonsuza gitmektedir. Dolayısıyla 

modelimizin puro (cigar) tekilliğine sahip olduğu söylenebilir(Höhn, 2006).  
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Şekil-3. BI( 0=χ )  için 3
3

3
1

4
2

01

16

3

aa

alc−=λ  durumunda  (a ) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek 

çarpanının ikinci türevi, (c) Ortalama hacim ve (d) Hubble parametresinin zamanla 

değişimi. 

 

Ele alınan bu durum için (4.1.53) ile verilen ortalama ölçek çarpanı 

  

( ) 2
2

1

3/2
41

2
0

4
)( t

a

acl
ta =                  (5.2) 

şekline indirgenir. Şekil-3(b)’ de  de görüldüğü gibi 0>a&& olmaktadır. Ayrıca (4.1.55) ile 

verilen yavaşlama parametresi 
2

1−=q  olur. Dolayısıyla )(ta ’nin bu değeri, modelimizin 

üstel şişme yasasına (power law inflation) (Lucchin ve Matarrese, 1985; Yokoyama ve 

Maeda, 1988) uygun olduğunu göstermektedir. Ayrıca bu durumda (4.1.54) ile verilen 

anizotropi parametresi 0=∆  olur. Dolayısıyla modelimiz öngördüğü evren izotroptur.  
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BIII ( 1−=χ ) ve K-S ( 1=χ ) uzay-zamanları için 04 =a  alındığında (4.1.53) ile 

verilen ölçek çarpanı ve (4.1.51) ile verilen ortalama hacim 

( ) ( )
( )χλ

λλλ

−




 −+−−

==
2

3
2

1

2
3

2
1

2
12323

2
11

0
22

236143

aal

aaqaqaaaaaa
tt   

anında sıfırlanır. Burada 2
3

2
12 aa

χλ ≠  ve 0t  02 2
3

2
1 ≥− aaλχ  olmalıdır. Dolayısıyla her iki 

model 0tt =  anında başlangıç tekilliğine sahiptir. Bu 0t  anında )(tA  ve  )(tB  metrik 

potansiyelleri sıfır olduğundan başlangıç tekilliğinin nokta türü tekillik olduğu söylenebilir. 

Son incelenen iki modelin evriminin nasıl olduğu Şekil-4’te verilmektedir (Grafik 

çizimlerinde 1,2,132110 ±======= χλaaacl  alınmıştır). Bu durumda evren 

0tt = anında bir büyük patlama ile başlamış ve tüm evrimi boyunca genişlemiştir. Örneğin 

02 2
3

2
1 =− aaq λ  seçildiğinde (4.1.53) ortalama ölçek çarpanı 

 

 ( ) ( )3

4

13213

3/2

31
2

0 2633)( aaaatlaaalta −+−=
−

     (5.3) 

  

şekline indirgenir. Şekil-4(b) den görüldüğü gibi 0>a&&  dır. Yavaşlama parametresi ise 

4

1−=q  olur (Şekil-4e). Dolayısıyla evrenimiz evrimi boyunca ivmelenerek 

genişlemektedir. t’ nin büyük değerlerinde 03 ≠a iken (5.3) ile verilen çözüm üstel şişme 

yasası durumuna karşılık gelir. Anizotropi parametresi için lim ( )
t

t
→∞

∆ limitinde sonlu bir 

değere sahiptir. Bu nedenle evrenin gelecekte izotrop hale gelmeyeceği söylenebilir. Şekil-

5 ise skaler alanın zamanla değişimi verilmiştir. İki metrik için de skaler alan lim ( ) 0
t

t
→∞

Φ =  

olmaktadır. Dolayısıyla skaler alan, evrenin ilk dönemlerinde yani şişme döneminde etkili 

olmuş ve daha sonra etkisini kaybetmiştir. 
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Şekil-4. 1+=χ  için 04 =a  durumunda (a) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek çarpanının 

ikinci türevi, (c) Ortalama hacim ve (d) Hubble parametresinin (e) yavaşlama parametresi 

ve (f) anizotropi parametresinin zamanla değişimleri.   
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Şekil-5. BIII ve K-S uzay zamanları için Skaler alanın zamanla değişimleri. 

 

(4.2)-(4.6) bölümlerinde, skaler tensör teorisinde, Bianchi tip II, IV, V, VIh, VIII ve 

IX uzay-zamanlarının LSR ve LRS olmayan durumları için Noether simetri yaklaşımları 

araştırılmıştır. Mevcut olan durumlar için hareket sabitleri belirlenmiştir. 

   

(4.7) alt bölümünde f(R) teorisinde Bianchi I uzay-zamanları için Noether simetri 

yaklaşımıyla alan denklemlerine çözümler araştırılmıştır. Burada karşımıza iki durum 

çıkmıştır. Birincisi, f(R)’nin şeklinin lineer olduğu durumdur ve Kozmolojik sabit içeren 

EFE’ yi verir. Bu durumda, Bianchi I uzay-zamanı için EFE’lerin çözümü (4.7.48)-(4.7.50) 

ile verilmektedir. Bu model için ortalama ölçek çarpanı (4.7.53) şeklinde elde edilmiştir. 

Bu durum için tekillik analizi yapıldığında ölçek çarpanı 0=t  anında sıfır olur. 

Dolayısıyla modelimiz 0=t  anında bir tekilliğe sahiptir. Bu tekillik noktası limitinde 

)(tA  ve )(tB  metrik potansiyelleri sıfır olurken )(tC  metrik potansiyeli sonsuza 

gitmektedir. Dolayısıyla modelimizin cigar tekilliğine sahip olduğu söylenebilir.  

Bu model için, 0<Λ  alındığını yani Kozmolojik sabitin EFE’lerin sağ tarafına 

eklendiğini varsayalım. Bu durumda; model, evrenin yavaşlayarak genişleme (Decelerated 

Expansion) evresiyle devam eden 0=t  anındaki bir büyük patlama ile başladığını 
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öngörmektedir. Genişlemenin yavaşlaması zamanla azalarak belirli bir süre sonra sıfırlanır. 

Daha sonra yavaşlayarak genişleme evresinden ivmelenerek genişleme evresine 

(Accelerated Expansion) geçiş meydana gelir. İvmelenerek genişleme dönemi sonsuza 

kadar devam eder. Bu durumu ifade eden ve modelin zamanla gelişimi Şekil-6 de 

verilmiştir. Burada genelliği bozmaksızın 1,1 211 ====−=Λ bbcl  alınmıştır. Bu 

grafiklerden de görüldüğü gibi evrenin ölçek çarpanı ve hacmi 0)(,0)( →→ tVta  

limitinde sıfır olurken, ∞→∞→ )(,)( tVta  limitinde sonsuz olmaktadır. Bu evrenin 0=t  

anından sonsuza kadar genişlediğini göstermektedir. Hubble parametresi 0)( →tH  

limitinde sıfır iken ∞→)(tH  limitinde 
6

6Λ−
 şeklinde sonlu bir değerden bir anda 

sonsuza gitmektedir. Şekil-6(b) de ölçek çarpanının ikinci türevinin t-eksenini kestiği 

noktada yavaşlayarak genişleme evresinden ivmelenerek genişleme evresine geçiş 

görülmektedir. Ayrıca 
0

lim ( )
t

a t
→

= −∞&&  ve lim ( )
t

a t
→∞

= ∞&&  şeklinde asimptotik davranış 

göstermektedir. 

 

Şekil-6.
 
Λ  içeren BI modeli için (a) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek çarpanının ikinci 

türevi, (c) Ortalama hacim ve (d) Hubble parametresinin zamanla değişimi. 
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Şekil-7. Λ  içeren BI modeli için (a)Yavaşlama parametresi ile (b) Anizotropi 

parametresinin zamanla değişimi.  

 

Şekil-7(a) da görüldüğü gibi yavaşlama parametersinin sıfırdan büyük olduğu 

bölgelerde modelimiz yavaşlayarak genişlemeyi öngörürken sıfırdan küçük bölgelerde 

ivmelenerek genişlemeyi öngörmektedir. Şekil-7(b) den ve (4.7.57) denkleminden de 

görüldüğü gibi anizotropi parametresi lim ( ) 0
t

t
→∞

∆ =  olmaktadır. Bu ise evrenin izotrop 

duruma geçeceğinin göstergesidir.  

 

İkinci durumda nR
 
teorisi incelenmiştir. Bu durumda Noether simetrisini doğuran 

vektör alanı R yönünden bağımsız olup (4.7.65) ifadesi ile verilmektedir. Bu durum için 

alan denklemleri 0, 1, 1 2, 5 4n ≠  olmak üzere (4.7.94)-(4.7.96) ile verilen genel 

çözümlere sahiptir. Bu modele ait ortalama ölçek çarpanı (4.7.99) şeklindedir. Herhangi bir 

sonlu t anında ölçek çarpanı sıfır olmadığı için modelimiz başlangıç tekilliğine sahip 

değildir. Bu modelin evrimini analiz etmek için (4.7.97) ile verilen Ricci skalerini dikkate 

alalım. Bu ifadedeki h değeri için evren modeli iki farklı davranış gösterir. Eğer 0>h  ise 

bu model, osilasyon yapan bir evrene karşılık gelir. 

 

0<h  durumu dikkate alındığında (4.7.97) ile verilen Ricci skalerinin reel olması 

için ya 

0
)54)(12)(1(

>
−−− nnn

nh
       (5.4) 
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olmalı ya da 

 0
)54)(12)(1(

<
−−− nnn

nh
                           (5.5) 

 

ise k
n

=
−12

1
 olmalıdır. Burada +∈ Zk  ve 1≠k  dir. k’nın bu değerlerinde 1

2

1 << n  olur.  

Eğer 
2

1
0 << n  ve 

4

5
1 << n  ise (5.4) ile verilen ifade geçerli olur. Şimdi 

2

1
0 << n  

durumu için modelimizi inceleyelim: Bu durumda everenin evrimi ile ilgili grafikler Şekil-

8 verilmektedir. Bu grafiklerin çiziminde 1,1,2,3/1 43211050 ======−=== llllcllan  

alınmıştır.    

 

 



BÖLÜM 5 –TARTI ŞMA VE SONUÇ                                            Yusuf KÜÇÜKAKÇA  
 

85 
 

 

 

Şekil-8. nR  (
2

1
0 << n ) teorisinde BI modeli için (a) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek 

çarpanının ikinci türevi, (c) Ortalama hacim (d) Hubble parametresi (e)Yavaşlama 

parametresi ile (f) Anizotropi parametresi ve (g) Ricci skalerinin zamanla değişimi. 

 

 Şekil-8 de görüldüğü gibi evren 0=τ  anında büyük patlama ile başlamış olduğu 

kabul edilirse evrenin 0=τ  anında sonlu bir hacimden başlayarak genişlemekte olduğu 

görülür. lim ( ) 0a
τ

τ
→∞

=  ve lim ( ) 0V
τ

τ
→∞

=  olduğu için evren gelecekte kendi içine çökmüştür 

(Şekil-8a, c). Bu dönem boyunca evren, önce ivmelenerek genişlemeye başlamış sonra 

ivmelenerek genişleme durumundan yavaşlayarak genişleme durumuna geçiş meydana 

gelmiş, sonra tekrar ivmelenerek genişleme durumuna geçmiştir. (Şekil-9 b, e). 

( )τ∆ Anizotropi parametresi için τ → ∞  limitinde sonlu olduğu için evrenin izotrop 

duruma geçmeyeceğini söyleyebiliriz.   
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4

5
1 << n  durumda everenin evrimi ile ilgili grafikler Şekil-9 verilmektedir. Bu 

grafiklerin çiziminde ise 1,0,5/6 43211005 ========= llllclaln  alınmıştır. 
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Şekil-9. nR  (
4

5
1 << n ) teorisinde BI modeli için (a) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek 

çarpanının ikinci türevi, (c) Ortalama hacim (d) Hubble parametresi (e)Yavaşlama 

parametresi ile (f) Anizotropi parametresi ve (g) Ricci skalerinin zamanla değişimi. 

 

 Evrenin 0=τ  anında büyük patlama ile başlamış olduğu kabul edilirse Şekil-9 de 

görüldüğü gibi 0=τ  anında sonlu bir hacimden başlayarak genişlemekte olduğu görülür. 

Bu genişleme evrenin tüm evrimi boyunca devam etmiştir (Şekil-9a, c). Bu durumda elde 

edilen çözüm 0>a&&  olduğu için şişme çözümlerine uygun olduğu görülür (Şekil-9b). 

Ayrıca evrenin tüm evrimi boyunca, yavaşlama parametresi 0<q  olduğu için evrenin 

ivmelenerek genişlemekte olduğu söylenebilir (Şekil-9e).  Bu dönem boyunca evren, önce 

ivmelenerek genişlemeye başlamış sonra ivmelenerek genişleme durumundan 

yavaşlayarak genişleme durumuna geçiş meydana gelmiş, sonra tekrar ivmelenerek 
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genişleme durumuna geçmiştir. (Şekil-9 b, e). ( )τ∆ Anizotropi parametresi için τ → ∞  

limitinde sonlu olduğu için evrenin izotrop duruma geçmeyeceğini söyleyebiliriz (Şekil-

9f). 

 

 1/2R  gravitasyon teorisinde Bianchi Tip I uzay zamanına ait metrik potansiyelleri 

Ricci skaleri (4.7.108)-(4.7.111) ifadeleri ile verilmektedir. Ortalama hacim, ortalama 

ölçek çarpanı, ortalama Hubble parametresi ve Anizotropi parametresi ise (4.7.113)-

(4.7.116) ifadeleri ile verilmektedir. Bu model için yavaşlama parametresi ise 1−  dir. Bu 

modelin evrimi ile ilgili grafikler Şekil-10 verilmektedir. Bu grafiklerin çiziminde ise 

1,2 54321100 ======== lllllcal  alınmıştır.    
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Şekil-10. 2/1R   teorisinde BI modeli için (a) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek çarpanının 

ikinci türevi, (c) Ortalama hacim (d) Hubble parametresi (e)Yavaşlama parametresi ile (f) 

Anizotropi parametresi ve (g) Ricci skalerinin zamanla değişimi. 

 
 Modelimiz başlangıç tekilliğinin olmadığı bir evereni öngörmektedir. Ortalama 

ölçek çarpanı, hacim ve Hubble parametresi 0=τ  anında sabittirler. Bundan dolayı evren; 

0=t  anında sabit hacimle başlamış ve 02 40 >+ la  ise hacim exponansiyel olarak artmış, 

02 40 <+ la  ise hacim exponansiyel olarak azalmıştır. 1q = −  olduğu için evren 

ivmelenerek genişlemektedir. 0>a&&  olduğundan dolayı bu model exponasiyel şişme 

modeli ile uyum içindedir. Evrenin tüm evrimi boyunca Anizotropi parametresi sabit 

olduğu için evrenin izotrop duruma geçmeyeceğini söyleyebiliriz. 



BÖLÜM 5 –TARTI ŞMA VE SONUÇ                                            Yusuf KÜÇÜKAKÇA  
 

90 
 

 

Son olarak 4/5=n  durumu dikkate alındığında gravitasyon teorisi 4

5

R  şeklinde 

olur. Bu durumda ele alınan uzay zamanına ait metrik katsayıları ve Ricci skaleri 

(4.7.121)-(4.7.124) ifadeleri ile verilmektedir. Ortalama hacim, ortalama ölçek çarpanı, 

ortalama Hubble parametresi Anizotropi parametresi ve yavaşlama parametresi ise 

(4.7.126)-(4.7.130) ifadeleri ile verilmektedir. Bu modelin evrimi ile ilgili grafikler Şekil-

11 verilmektedir. Bu grafiklerin çiziminde ise 1432110 ====== llllcl  alınmıştır.    
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Şekil-11. 4/5R   teorisinde BI modeli için (a) Ortalama ölçek çarpanı, (b) Ölçek çarpanının 

ikinci türevi, (c) Ortalama hacim (d) Hubble parametresi (e)Yavaşlama parametresi ile (f) 

Anizotropi parametresi ve (g) Ricci skalerinin zamanla değişimi. 

 
 Sonlu bir τ  anında (4.7.126) ile verilen ortalama hacim sıfır olmadığı için 

modelimiz başlangıç tekilliğinin sahip değildir. Ortalama ölçek çarpanı, hacim, Hubble 

parametresi ve Ricci skaleri 0=τ  anında sabittirler. Bundan dolayı evren; 0=τ  anında 

sabit hacimle başlamış ve hacim sürekli olarak artmıştır (Şekil-11c). 0q<  olduğu için 

evren ivmelenerek genişlemektedir (Şekil-11e) ve τ →∞  iken yavaşlama parametresi 1−  

olmaktadır. 0>a&&  olduğu için bu model şişme modeli ile uyum içindedir (Şekil-11b). 

0 0l =  iken 0∆ =  olur ve düz FRW çözümleri elde edilir. 0 0l ≠  iken Anizotropi 
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parametresi için lim ( ) 0
t

τ
→∞

∆ =  olmaktadır. Bu ise evrenin izotrop duruma geçeceğinin 

göstergesidir (Şekil-11f). Ricci skaleri  ise lim ( )
t

R τ
→∞

= ∞  olmaktadır. 
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