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OZET

BAZI UZAY-ZAMANLARIN NOETHER S IMETRILERI

Yusuf KUCUKAKCA
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlsu
Fizik Anabilim Dali Doktora Tezi
Dansman: Prof.Dr. @ur CAMCI
10.06.2010, 100

Bu calsmanin birinci boluminde tezin amacinin anlagidir giris yapiims; ikinci
boliumde ise temel tanimlar verilgtir. Ucglinct boliumde materyal ve ydntem olarak
kullanilacak olan genelérilmis gravitasyon teorileri ve Noether simetrisi kavraml
anlatiimstir.

Bu tezde, Einstein-Hilbert Lagrangianinin gengilidmesi olan gravitasyon
teorilerinde bazi tam kozmolojik ¢oziimler elde eugtir. Oncelikle Lokal Rotasyonel
Simetrik Bianchi I, 11l ve Kantowski-Sachs uzaynzanlari icin skaler tensor teorilerinde
cozumler argtirilmistir. Daha sonra skaler tensor teorilerindegediBianchi Tip uzay-
zamanlarinin Noether simetrileri incelegtimi Ayrica diger dnemli bir genelkgirilmis
gravitasyon teorisi olaf{fR) teorisinde, Bianchi | uzay-zamanlari icin mefpitansiyelleri
elde edilmgtir. Her iki gravitasyonel teoride de, Lagrange Ksiyonelini Lie déngimu
altinda invaryant birakan Noether simetri yakia dikkate alinmgtir. Noether simetrisinin
mevcut olmasi birinci teoride, skaler alanin ¢iitla fonksiyonu ve potansiyeli, ikinci
teoride isef(R) fonksiyonununseklini segmemize olanak gar. Ayrica bdyle bir simetri,
alan denklemlerini sadealiiren bazi dongiimler bulunmasina da imkan verir. Elde edilen
bu dongumler kullanilarak, dikkate alinan uzay-zamanlamn i@lan denklemlerinin

cbzumleri argtiriimistir.

Anahtar st6zcukler. Noether simetrisi, Skaler tensér teorild(R) teorileri, Bianchi tip

uzay-zamanlar
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ABSTRACT

NOETHER SYMMETRIES OF SOME SPACE-TIMES

Yusuf KUCUKAKCA
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Physics Thesis of Doctor of Philosophy
Advisor: Prof.Dr. gur CAMCI
10.06.2010, 100

In the first chapter of this study, an introduantion which aim of the thesis is
explained has been begun and in the second ch#dundamental definitions have been
given. In the third chapter, generalized gravitgahes and Noether symmetry concepts to
be used as a material and method have been exglaine

In this thesis, it has been obtained some exasmological solutions in gravity
theory which is generalization of the Einstein-lditb Lagrangian. Firstly, the solutions
have been investigated for the Local rotational reygtnic Bianchi I, Il and Kantowski-
Sachs space time in the scalar tensor theoriesr,ldbether symmetries of other Bianchi
type space-times in scalar tensor theories have steelied. Metric potentials for Bianchi
| space-times have also been obtained in the framewf f (R) gravity theory which is the
other important generalized gravitation thedryboth gravitation theories, the Lagrange
functional invariant under a Lie transformatioridken into account the Noether symmetry
approach. The existence of Noether symmetry allosvéo choose the coupling function
and the potential of scalar field in the first the@nd the form of(R) function in the
second theory. Moreover, such a symmetry also pertoi find some transformations
which simplify the field equations. Solutions oktfield equations for taken into account

the space-times have been investigated by usisg tin@nsformations.

Keywords: Noether symmetry, Scalar tensor theorigR) theory, Bianchi type space-

times
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BOLUM 1 — GiRIiS Yusuf KUCUKAKCA

BOLUM 1
GIRIS

Evrenin biyik oOlgekteki yapisina ait matematiksedel, 1915 yilinda Einstein
tarafindan ortaya konulan Genel Relativite Teof3RT) cercevesinde ajturulmustur.
GRT, uzay-zamanin geometrik yapisi ile gravitasyoalanlar arasindaki gkiyi bu
matematiksel model ile aciklamaktadir. GRT’ nin &menklemleri; sol taraf uzay-zaman

geometrisini ve gataraf ise bu geometrideki maddezdamini gostermek tzere

1
Gy =R,y _ERgab = KTy

seklinde formile edilen Einstein Alan Denklemleri RIE) dir. Burada x =87G/c*

seklinde verilmektedir. Bu denklemlerden evren modwgla etmek icin bir geometrig, )

secilir ve madde dalimi olarak ideal veya ideal olmayan gkan, viskoz algkan, isi
akisi, katleli ve kutlesiz skaler alan, kozmik siter veya elektromanyetik alan gibi enerji-
momentum ifadelerinden biri veya birkaci seciliu gkilde olwturulan denklemler, ikinci
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemesistolup bunlara ¢ézim bulmak
oldukca zordur ve bazi kabuller (homojenlik veyatiapluk) altinda ctzimler elde
edilmektedir. Ayrica, EFE’ lere kesin ¢6zum bulmeix kullanilan dnemli yontemlerden
birisi, ele alinan uzay-zaman megtriizerinde belirli simetri kabulleri yapmaktir. Begr
sekilde; Lagrange fonksiyonelini invaryant birakametri kosullari alan denklemlerine

¢6zim elde edebilmek icin kullghdir.

GRT, uzay-zamandaki gravitasyon ile ilgili meveen tutah teoridir. GRT’nin
formulasyonu, klasik mekanikteki gibi uzay ve zammamutlak nicelikler olmagini ifade
eder ve bu teorideki dinamik nicelikler tamamen dede enerji dalimiyla ilgilidir.
Bdylece ilk kez bu yakkam ile evrenin kendisinin dinamik bir sistem olamdlgintilmesi
gerektgi sonucu ortaya cikmgtir. Diger taraftan everenle ilgili teorik hesaplamalar
gozlemlerle uyumlu olan Standart Kozmolojik Modefiveinberg, 1972) formilasyonuna
goturmigtir. GRT bir cok deneysel testlerle uyumlu @idugcin su sorunun sorulmasi da
dogaldir: Neden gravitasyon icin alternatif bir teariyoruz? Bu sorunun cevabi birkag
kisimdan olgur. Birincisi, deneysel olarak test edibir teorinin 6zelliklerini daha iyi

anlayabilmek icin bu alternatif modellerle GRT’ nimgorulerini kagilastirmak oldukca
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Ogreticidir. Alternatif bir teori ¢amanin ikinci nedeni ise muammali bircok deneysel
konunun mevcut olmasidir. Ozellikle kozmolojik Verj evrendeki madde miktarinin
2672’ sinin Karanlik Enerji (negatif basingh yag = —p durum denklemine sahip bir
akiskan), %24’ Onun Karanhk Madde (basinci ihmal edilebilir wendisi ile normal
madde arasindaki etkgieni yok denilecek kadar az olan bir gkan) ve kalan%4’
normal madde oldiunu gostermektedir (Spergel ve ark, 2003, 2007)ic&y evrenin
kozmik ivmelenmesini aciklayabilmek igin gravitasyoteorisi modifiye edilmeye
calisiimis ya da alternatif bir teori arayna girsilmistir. Einstein GRT teorisini dizeltme
calismalari uzun bir gecrs@ sahiptir. Bunlardan en cok gallanlardan birisi metrik
yaninda skaler alani da iceren skaler tensor &ahit. Bu teorilerin en basit olani daha
sonra ayrintih birsekilde verilecgi gibi Brans-Dicke skaler tensor teorisidir. gga bir
alternatif ise Einstein-Hilbert etki integralindeRi Ricci skaleri yerineR'nin analitik bir
fonksiyonununf(R) alindgl bir teori irsa etmektir. Bu teoriler kullanilarak; Standart

Kozmolojik Modelin ¢ozulemeyen problemlegibnaya calgiimistir.

Son yillarda, uzun siredir var olan birka¢ kozmolmjmecesini ¢b6zmek icin
cekimli minimal olmayan ciftlenmgi (coupled) skaler alan kullaniimaya slaamstir.
Mikroskobik oOlcekte gravitasyonel alanin davgami anlamak icin indirgenmi(induced)
gravitasyon teorisi (Zee, 1979; Smolin, 1979; AdE®80) geltirilmi stir. Makroskobik
Olcekte ise evrenin en iyi tanimi standart kozmbklopodel ile verilir. Evreninsu anki
evrimi icin Friedmann-Robertson-Walker (FRW) uzamni, makroskobik 06lcekte

uygun bir evren tasviri vermektedir (Capozziellohambiase, 2000).

Kuantum kozmolojisi, kuantum gravitasyon teorisimigasi icin ilk adim olarak
distinulmekte olup klasik evrenin ilk ortaya cginhdaki balangi¢c kaullarini bulmakla
ilgilenir. Ancak; elektromanyetizma, genel relatévya da ablmis kuantum mekagdi gibi
diger fizik teorilerine gore “evren sisteminin” ggini icin sinir kaullar dsardan
getirilemez. Bu durumda; Maxwell denklemleri, Emist alan denklemleri ya da
Schrddinger denklemi gibi temel dinamik yasala@yét duyulur ve bgangic kagullari
disaridan alinir. Kuantum kozmolojisi; kuantum grasytan teorisini ¢casmak icgin
uygulanabilir bir tasari olmasinin yanindaglbagic kaullarini bulmak sorunundan dolayi
kendi baina bir fizik dali olarak dgtintlebilir. Sadece kavramsal zorluklargde ayni
zamanda matematiksel kargridik kuantum kozmoloji c¢a$may! zorlgtirmaktadir
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(Narlikar ve Padmanabhan, 1986). (ine geometrodinandin siiper uzayl, sonsuz
serbestlik derecesine sahiptir ve bundan dolayiai¢neDe Witt (WDW) denklemini tam

olarak integre etmek pratik olarak imkansizdir.

Noether teoremini kozmolojiye uygulamaséiicesi cok eski dadir. Ik kez 1990
yilinda de Rities ve ark. (1990) Noether teoremnmimal olarak ciftlenmi skaler alanli
GRT’ nin homojen ve izotrop kozmolojik modelleringgulamstir. 1990’ larin balarinda
bircok kozmojik bilmeceyi ¢dzebilmek icin minimallnoayan ciftlenmg skaler alanli
gravitasyon teorileri onerilrgiir (Linde 1990). Noether simetri yaklani skaler tensoér
teorilerinde bazi acik ¢cozimler sunmaktadir. Bulagai uygun birsekilde keyfiligi
kisitlayarak, potansiyelin dinamik olarak secilnmésie alan denklemlerine ¢dzumlerin
bulunmasini sgar. Ozellikle Noether simetri yakiami, hareket sabitlerini belirlemede

genel bir kriterdir.

Bu tezde, genelitiriimis gravitasyon teorilerinde bazi tam kozmolojik ¢cOéim
bulunmaya cagtimistir. Oncelikle Lokal Rotasyonel Simetrik (LRS) Ban I, 1l ve
Kantowski-Sachs uzay-zamanlari igin skaler alaniicciR skaleri ile non-minimal
ciftlenimli (non-minimal coupled) skaler tensor téexinde ¢ozumler agaurilmistir. Daha
sonra skaler tensor teorilerindegeli Bianchi Tip uzay-zamanlarinin Noether simetriler
incelenmgtir. Ayrica diger dnemli bir genelkgirilmis gravitasyon teorisi olarf(R)
teorisinde, Bianchi | uzay-zamanlari icin metriktaasiyelleri elde edilmngtir. Her iki
gravitasyon teorisinde de, Lagrange fonksiyonéliaidonisimu altinda invaryant birakan
Noether simetri yakkami dikkate alinmgtir. Noether simetri yakkaminin kullaniimasi
birinci teoride, skaler alanin ciftlenim fonksiyowe potansiyelini, ikinci teoride isé€R)
fonksiyonunurseklini segmemize olanak gar. Noether simetrisinin vagi, ortaya ¢ikan
diferansiyel denklemleri sadsteici bazi dongumler bulunmasina imkan verir. Elde
edilen bu dongiimler kullanilarak, dikkate alinan uzay-zamanlamn glan denklemlerinin

cozumleri arstiriimistir.
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BOLUM 2
ONCEKI CALI SMALAR

2.1 Varyasyon Hesabl ve Euler -Lagrange Hareket Délemleri
En basit diglince ile varyasyon hesabinin temel problemive X, ile verilen iki
nokta arasindaki en kisa yolun ne olmasi gefghti bulunmasidir. Bu iki nokta
arasindakiy(x) yoluna bgli bir f{y(x),y’(x);x} fonksiyoneli dikkate alinsinx; ve X,

noktalari arasindaki 6yle by(x) yolu olsun ki; bu yolf fonksiyonelinin

J :_[: f{y(x), y'(x); x}dx (2.1.1)

cizgi integralini extremum yapsin. Burag#éx) ve y'(x):%/ bazimh degisken, x ise
X

bagimsiz dgiskendir. Ezer y(x) fonksiyonud integralinin minimum yapiyorsa o zaman bir
komsu fonksiyon Jyi arttirmak zorundadir. Olasi butiy(x) fonksiyonlari parametrik
olarak y = y(a, x) ile gosterilsin; bu durumda =0 noktasinday(0, x) = y(X) esitligi J

icin bir extremum verir. Dolayisiyla,
y(@,x) = y(0,x) +an(x) (2.1.2)

yazilabilir. Buradarp(x) sirekli ve birinci tlreve sahip bir fonksiyon olapir noktalarda
sifirdir; yani, 7(x,) =n(x,) =0 dir. Bu durumda (2.1.1) integralr parametresine iga

olarak

I =[" H{yl@. %,y (@ x); gdx (2.1.3)
yazilabilir. Batiinz7(x) fonksiyonlari icinJ(a) integralinin extremum olma kalu

0J

—| =0 2.1.4
Y (2.1.4)

a=0

ile verilir. Simdi (2.1.3) ile verilen integraliy ’ ya gore turevi alinirsa
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9 j of Oy , O Oy \yy (2.1.5)
oa ay oa ay oa
bulunur. (2.1.2) gtliginden elde edilena—y:q(x) ve a_y:m ifadeleri (2.1.5)
oa oa dx
denkleminde yerine konursa
0J _ x of dp
X 2.1.6
da Ll( 709 * ay' dx j ( )

elde edilir. Burada kismi integrasyon uygulanir xyéx,) =n7(x,) =0 sinir kaullari

kullanilirsa
0J _ d of
— X)dx 2.1.7
da [6y dx ay’ }7() ( )

olur. Geleneksel varyasyon hesabi notasyonuna deigmne(2.1.7) ifadesi
a—‘]daszZ ﬂ—ia—f, Y dardx (2.1.8)
oa oy dxoy' )oa
. . - _0dJ _ oy .
seklinde vyazilabilir. J ve ynin varyasyonlari d]=£da ve d/=£da seklinde

tanimladginda (2.1.8) denkleminden

w(of d of
= — ——— |gydx 2.1.9

Ll(ay dxdy’]@ ( )
yazilir. (2.1.4) extremum kalundan & =0 olmak zorundadir. Dolayisiyla (2.1.9)

bagintisindan

of ii_o (2.1.10)

6y dx oy’
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elde edilir ve bu gtlik “Euler denklemi” olarak bilinir.J ¢izgi integralinin bir extremum
desere sahip olmasi icin gerekli §d (2.1.10) denklemi ile verilir (Marion ve Thormtp

1988). Ezermtane b&imli desisken varsa o zaman Euler denklemleri

of _dof _, i=1,2,3,...m (2.1.11)
ay; dxoy;

seklinde yazilir.

Ele alinan sistem igin

Ay =oy.zx =0 (2.1.12)

kisittama denklemi mevcut olsun. Bu durumda (2.IhtBgralinin extremum noktalari

o _dot %= (2.1.13)
oy dxoay'
of d of
o _A o L ax 2.1.14
62 dx oz ( ) ( )

denklemlerini sglamak zorundadir. Buradaki(x) sistemin ¢6zUmunin bir parcasi olarak
elde edilir ve “Lagrange belirsiz ¢carpani” olarakrbr. Sistem birgok baimli desisken ve

bircok kisitlama denkleminin olgu duruma geneligirilirse

of d of a9,
ay, dxoy, ; () ( )
g{yi:%=0 (2.1.16)

denklem sistemine sahip olunurgdg i =12,...mve j=12,...nise (2.1.15) denklemi
m+n bilinmeyenli mtane denklem igerir. Fakat (2.1.16) kisitlama demkln tane daha

denklem icerdii icin sistem tam olarak ¢ozulebilir.
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2.2 Lie Turevi

X, M manifoldu Gzerinde bir fget vektor alan vep,, X tarafindan dgurulan M’

deki 1-parametreli transformasyonlar grubu olsuniiarinde heK tensor alani iginX

vektor alani yonuindekiie Turevi

P
(EXK)p—ItlfrO]Y[Kp (#K), ] (2.2.1)

sekilde tanimlanir (Nakahara, 2003; Stephani, 2048lj, 2004). Burada, ;€ Lie tirev

operatoru gagidaki 6zellikleri sglar.

i Ex(fg)=(E, f)g+ f(E, Q)
. E£.[Y,Z]=[E,Y,Z]+[Y £, Z] (2.2.2)

Buradaf ve g, fonksiyonlar; X, Y ve Z vektdr alanlaridir. Lie tirev operatérinin bir

fonksiyon Uzerine etkisi;

£ f =Xf (2.2.3)

seklindedir. BirX vektdr alani boyunc# vektor alaninin Lie tlrevi, Lie parantezi (braket)

olarak

£,Y=[X,Y] (2.2.4)
seklinde tanimlanmaktadi¥ ® kontravaryant vektdr alaninin Lie tirevi

£,Y2=[X,Y]?* = X"Y?p - X?pYP® (2.2.5a)

dir ve Y, kovaryant vektor alaninin Lie tlrevi
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£, Y= XY, + X aY, (2.2.5b)

ile verilir. Ayrica [.,.] Lie braketi gagidaki 6zellikleri sglar.

a. Lineerlik:
[X,C.Y, +C,Y,] = C[X, Y]+, [X,Y,] (2.2.6a)
[C X, +C X5, Y= Xy, Y]+ [ X, Y] (2.2.6b)

Buradac; ve c; keyfi sabitlerdir.

b. Anti (Skew)-simetri:
[X,Y]=-Y,X] (2.2.7)
c. Jakobi Ozdgdi gi:

[[X. Y], Z]+[[Z, X], Y] +[[Y,Z], X] =0 (2.2.8)

2.3. Bianchi Siniflamasi

[zometriler metrik tensorii invaryant birakan dgimiilerdir. Sonsuz kugik bir

izometri X Killing Vektor (KV) alaniyla tasvir edilir ve

£X gab = O < gab,cXC + gacx,(t:) + gcbx,(; = 0 < xa;b + Xb;a = 0 (231)

Killing denklemlerini sglar. Killing denklemlerinin bir ¢bzimiu varsa, uzagman bir
hareket simetrisie ya daizometriye sahiptir denirizometri, bir vektériin uzunfunu
korudyzu icin kati ¢igid) hareket olarak da adlandinlabilir. KV alanlargagadaki

Ozelliklere sahiptir:



BOLUM 2 — ONCEK i CALI SMALAR YustfUCUKAKCA

1. KV alanlarinin lineer kombinasyonu da bir KVraldr.
2. HerhangiX; ve X, KV alaninin komutatoru de bir KV alanidir.

3. Bir manifold, en ¢ok sonlu sayida lineegimsiz KV alanini kabul eder.

Bu nedenle bitin KV alanlarinin kimeXi, baz vektorli Lie cebri oltururlar. Bir Lie
grubunun cebirsel yapisi, Lie cebrinin bazb(a{]a:l...,r} alimp X, nin batin

komdtatorleri olgturularak bu Lie cebri ile agiklanabilia = 1,..r olmak tzere, G ile
gOsterilen Lie grubunun boyutudur. Ug-boyutlu uzayie cebri dokuz Bianchi tipine

siniflanmgtir (Ellis ve MacCallum, 1969). Lie cebri kapali (ya{rxa, Xb] komutatoru Lie

cebri icinde tanimli) oldgundan
[X.,X,]= X, X, - X, X, =C%wX, (2.3.2)

elde edilmelidir. BuradaC®s, ifadelerine Lie cebrininyapi sabitleri denir. Jacobi

0zdsligi yapi sabitleri cinsinden yaziginda

Ceadeec + Cebchea + CecaCdeb =0 = Ce[abcdc]e =0 (233)
elde edilir. Yapi sabitleri kovaryard (e b) indislerine gore anti-simetriktirler:

C% =—C%a (2.3.4)

Bir Lie cebri, C%4 ile donatiimg bir reel vektor uzayi olarak giiinulebilir. Bser Lie
cebrinin boyutu tgr(=3) ise; C%x» yap! sabitleri, 6zel olarak, uygun bir agmmaya
(dekompozisyona) izin verir. Bu durumd&®. nin antisimetri 6zelfii kullanilarak

asagidaki ayrgtirma yapilabilir:

Clr =S¢, +a, -J7a, (2.3.5)
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Burada; S simetrik bir tensorg,, tam antisimetrik tensor v@a, =C%; dir. Bu

ief

ylizden;C%x nin dokuz bilgeninin igergi, S® nin alti bilgeni ve a, nin Ug bilgeni ile

temsil edilmitir. Ancak ve ancala,, S* tensoriine ortogonal (dik) yani

S"a, =0 (2.3.6)

ise Jacobi 6zdéi gi saglanir. Eger a, sifirlanirsa, Lie cebri A sinifidir denir. Bu durden

(2.3.6) denkleminin ggandgi asikardir ve Lie cebri, tam olaraks® tensoriinlingareti ile

karakterize edilir. Ber a, sifir desilse, Lie cebri B sinifidir. Ug-boyutlu uzayda, daku

tane gdeger olmayan farkli Bianchi tiplerini veren cebirsehiflama sagidaki gibidir :

Bianchi | D [XX]=0, 1,j=1,2,3

Bianchi 1l : [Xu,Xg] =0, [X2,X3] =Xy, [X3,X1] =0,

Bianchi lI : [X,Xg] =0, [X2,Xg] =0, [X3,X1] = X4,

Bianchi IV D[ X, X2) =0, [Xa,Xs] = Xi+Xo, [X3,X1] = Xy,

Bianchi V D[ X, Xo] =0, [Xa,X3] = Xa, [X3,X1] = =X, (2.3.7)
Bianchi VI : [XuX] =0, [X2,Xs] = 0%, [Xa.X1] = X1, (Q#0,1)

Bianchi VIl [X1,X] =0, [Xo.Xg = Xa+qXs, [XaXd] = %1, F<0

Bianchi VIl X0, Xo] =Xa, [X2,X3] = Xa, [X3,X1] = -2Xy,

Bianchi IX {X1,X2] = Xa, [X2,X3] =X, [Xa,X1] = Xa.

Her bir Bianchi tipi durumundaki KV alanlar

Bianchi | 1 Xy =0,, Xp =0,, X =0,

Bianchi Il : X, =0,, X, =0,, Xy =0,+2,

Bianchi IlI D Xy =0,, Xp =0,, X =0, +(x-A20, +(z- A0,

Bianchi IV D Xy =0,, Xp =0,, X5 =0,-20, - (z+X)9,

Bianchi Vv P Xy =0,, Xy =0,, X =0,-20,-%9, (2.3.8)
Bianchi VI : X =0,, X, =0,, X =0, +(X=A2)0, +(z~ AX9,

10
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Bianchi VII: X, =0,, X, =0,, X5 =0, +(x-A2)0d,-(z+Ax)0,

Bianchi VIII: X, =d,, X, =sedczcoshxd, +sinhxd, —tanhzcoshxd, ,

&)

X g =sedhzsinhxd , +coshxd, —tanhzsinhxd,

Bianchi IX D X =0,, X5 =seczcosxd, +sinxd, —tanzcosxd,,

X 5 =—seczsinxd, +cosxd, +tanzsinxod,

ile verilirler (Ryan ve Shepley, 1975).

2.4 Genel Relativite Teorisi

Bir m kitlesininr uzakliktaki baka bir Mg kitlesine etki etfii kuvvet Newton’'un
kitle ¢cekim yasasi olarak bilinir. Newton ¢ekim gsis O0zel relativite teorisi ile Gg farkh
durumda celikiye dismektedir. Birincisi; Newton yasasi skalerler i¢cgrdgin bu yasayi
invaryantlara gore tekrar yazmanin yolu acigildiér. Ikincisi; Newton yasasi zamana agik
bir sekilde b&li degildir. Bu yizden kitle ¢ekim (gravitasyonel) etkileevrendeki her
yerel bolgeye ayni anda yayilir. Uglincudd kitlesi Newton'un ikinci yasasindaki
eylemsiz kitleden tamamengsasizdir. Fakat bu iki kitle bilinmeyen bir nedendmlayi

10" mertebesindesi olurlar. Dolayisiyla ika edilecek tutarli bir teori séz konusu iki
kitle arasinda bir gki kurmak zorundadir. Mach, bir cismin eylemsizkitlesinin butin
evrenin katlesi ile bgantil oldusunu dgunmistir. Einstein, “Mach prensibi” olarak
bilinen bu diginceden oldukca etkilenmive genel gorelilik Gzerine yagt ilk
calismalarda bu prensibi temel aktir. Einstein’in “edegerlik prensibine” gore; sinirli bir
uzay bdlgesi goz onune alighda, fiziksel dlctimlerle, ivmeli (eylemli) referarsistemi
ile gergek gravitasyonel kuvvetleri birbirinden @yadebilmek mimkin olmamaktadir.

Herhangi bir eylemsiz (ivmesiz ve ya duzgurgiden ivmeli) referans siteminde
Newton'un ikinci yasasi, 0zel relativite teoristiala invaryant olmasina gaen ivmeli
referans sistemlerinde invaryantgddir. Fakat Einstein’in “Genel Kovaryanikesi”,
batlin fizik yasalarinin tim referans sitemleringaigkalmasi gerekdini sdyler. Einstein
bir adim daha ileri giderek genel kovaryans ilkésiesdegerlilik prensibini birlatirerek,
katleli bir cismin homojen olmayan gravitasyonelrah ri uzay-zamana seeger
oldugunu soOylemgtir. Einstein kitle ¢cekim yasasi olarak bilinen buldgtirme, genel

kovaryant tensor denklemleriyle tasvir edilmek zwtadir. Bu nedenle gravitasyon

11
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yasasinin, uzay-zamaréi gi ve madde ygunlugu arasinda kovaryant bir gkiye sahip
olmasi gerekmektedir (Ross, 2003). Dolayisiyla GRBigvitasyonel alanlar ile uzay-

zamanin geometrisi arasindaksgkilyi vermektedir.

Genel Relativite Teorisi,

| = -1
1enG

[Led®x+ L, d*x (2.4.1)

ile verilen etki fonksiyonelinin, L._, :HR ve L, :/\H Lagrange
fonksiyonellerinin (yani dinamik dgskenlerin) varyasyonu altinda glgmez (invaryant)
kalmas! keulu sonucu ortaya cikan bir teoridite.y fonksiyoneline Einstein-Hilbert
Lagrange fonksiyonelil.yy fonksiyoneline ise madde alaninin Lagrange fonkslioadi
verilir. Einstein alan denklemleri (veya gravitasgbalanin hareket denklemleri), (2.4.1)
ile verilen| etkisinin gap metrik tensorine gére varyasyonu alinip minimidéngesiyle

elde edilmektedir. Busiem sonucu teorinin denklemleri, yani Einstein ARanklemleri

(EFE) k =876G/c* olmak lizere

G, = Ko (2.4.2)

seklini alir. BuradaG,, =R, =3 Rg,, Einstein tensoriRap Ricci tensoriR Ricci (egrilik)

skaleri, gap metrik tensér veT,, enerji-momentum tensorinin mleridir. Enerji-

momentum tensorld simetriktir ve

T*:=0
(2.4.3)
korunum yasasini (Bianchi Ozdigi) saslar.
Dort-boyutlu uzay-zamanda
ds’ = g, (x°)dx?dx a,b,c=0,1,2,3 (2.4.4)

12
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yay elemani verildiinde; bu uzay-zamana ait Ricci tensérl, Ricci gkale dolayisiyla
Einstein tensort bulunabilir. (2.4.2) ile verilen ERE sol tarafi uzay-zamanin
geometrisini gOsterirken gatarafi madde dalimini vermektedir. Einstein alan
denklemleri, ikinci mertebeden lineer olmayan kishfieransiyel denklem sistemi olgu
icin bu denklemleri ¢b6zmek olduk¢a zordur. Bu denkllerin kesin ¢ozumlerinin
bulunmasinda kullanilan yontemlerden birisi, dikkatinan uzay-zaman meirilizerinde
bazi simetri kabulleri yapmaktir. Ayrica; LagrangmKisiyonelinin varyasyonu alinarak
elde edilen Euler-Lagrange hareket denklemlerine mdailmak i¢in de simetri yakdami
kullaniimaktadir.

2.5 Standart Kozmolojik Model
Gozlemsel gerceklerle uyumlu bir evren modelistltimak istendiinde gagidaki

varsayimlarin kabul edilmesi gerekir:

1. GRT, gravitasyonu tam olarak tasvir etmelidir.
2. Evrenin buyuk dlcekte (£0sik yilindan bilyiik) homojen ve izotrop oldiunu
ifade eden “Kozmolojik Prensip” gecerli olmalidir.

3. “Hidrodinamik yaklaim” geresi, madde dgilimi akskan gibi digtintlmelidir.

Evrenin homojenfini ve izotropligunu ifade eden en genel uzay-zaman rgie#RW

modelidir vesu sekilde verilir:

dr?
1-kr?

ds? = —c*dt? +a? (t)( +r?d@? +r?sin® &WJ (2.5.1)

Burada t’zaman, r,8 ve ¢ uzay koordinatlaridira(t) evrenin olgek carpani olarak

bilinir ve evrenin genlemesinin olcist hakkinda bilgi verik egrilik parametresi olup
k =+1 (pozitif egrilikli uzay-zaman),k =0 (dliz uzay-zaman) vk = -1 (negatif erilikli
uzay-zaman) dgerlerini alir.

Hidrodinamik yaklaim igin, everenin madde géimini veren ve FRW meginin

simetrisine uygun en basit enerji-momentum tensdeal akskandir. Bir ideal algkan,

13
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zamana bgl p enerji ygunlugu ve p basinci ile karakterize ediliideal akgkan icin

enerji-momentum tensori
T = (0 + PUU, + PGy, (2.5.2)
formundadir. Buradal, akskanin dortld hizidir ve FRW modeli igim, = (—c,0,0,0)

seklindedir. FRW metgi ve (2.4.2) enerji-momentum tensoru dikkate aignuia Einstein

alan denklemleri

a’+kc® 816G

PR (2.5.3)
a a’+kc _ 816G
25"‘ a2 -- CZ p (254)

seklinde bulunur. Burada nokta (.) kozmik zamanaediirevi gostermektedir. (2.4.3) ile

verilen Bianchi 6zdgi ginden
., 3a
p+;(p+ p)=0 (2.5.5)

korunum denklemelde edilir (korunum denklemi (2.5.3) ve (2.5dBnklemlerinden de
elde edilebilir). Ortaya ¢ikan bu denklem sistemitéine bilinmeyeng(t), o(t) ve p(t))
icerdigi icin tam olarak c¢ozulemez. Cunku birbirinden glmasiz iki denklemden
olusmaktadir. Dolayisiyla (2.5.3) ve (2.5.4)den g@o bu denklem sisteminin
cozillebilmesi icin Gg¢uncl bir denkleme ihtiyac vard

(2.5.3) denklemindera gengleme orani elde edilirpo(t) enerji y@gunlugu arttikca
bu oran artmaktadir. (2.5.4) denkleminden (2.5e3)ktemi cikartilirsa

a_ 4G
A =— 2 (oc? +3p) (2.5.6)

bulunur. Bu denklemden, basing ve energyaugunun artmasiyla gegieme ivmesinin

azaldgl gorulmektedir. Bu nedenle, gel@menin yavgamasindan bahsedilmesi daha

14
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uygundur. Buglina=>0 iken; eser gecmite (oc” +3p) daima pozitif olsaydi o zamag

daima negatif olurdu. Bu yuzden gegtai sonlu bir anda sifira @it olmahdir. Blyuk
patlama (big bang) olarak adlandirilan bu olayimefigkle t =0 zamaninda okiugu
disunulir. a=0 oldugunda bir tekillik vardir ve gecrtieki bu tekilligi tahmin etmek,

klasik genel relativite cercevesinde mimkugildir.

(2.5.3) denklemiH Eg Hubble Parametrestinsinden tekrar yazilirsa

kc? 0

a?H? 3H2/8/G

~1=0-1 (2.5.7)

olur. Buradap, =3H?* /876G olmak lzere Q N dir. p. evrenin kritik y@unlugu ve

C

Q yogunluk parametresiolarak bilinir. Evrenin, o> 0. durumunda kapal (pozitif
egrilikl) ve po<p. durumunda ise acik (negatifgrdikli) oldugu soylenir. (2.5.7)

esitli gine bakildginda erilik ve yogunluk parametresi arasindasagidaki iligki

gorulmektedir

k=1= Q>1
k=0 = Q=1,

k=-1= Q<1

(2.5.4) denklemindentd zg kullanilarak

kc? 876G
—2+H2(1—2q) =—-— (2.5.8)
a C
elde edilir. Burada,
ad
q=-= (2.5.9)
a

15
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boyutsuz bir nicelik olanyavgslama parametresidir(Berman, 1983) Bu parametre,
evrenin genileme hizinin yawdamasinin bir él¢iisiint verir. (2.5.6) denklemi &allarak

FRW evren modeli durumundaki yal@ma parametresi icin

q = 9[1-}- S_pzj
27 pc (2.5.10)

elde edilir.

(2.5.3) Friedmann denkleminda(t) 6lcek carpani zamanin fonksiyonu olarak

bulunmak istengiinde, (2.5.5) korunum denkleminden enerji gyolugunun anin

fonksiyonu olarak bulunmasi gerekir. Bu amagclaaiagkgkan igin

p=wp
(2.5.11)

durum denklemikullanilir. w=0 dezeri maddenin,w=1/3 1ginimin ve w=-1 ise
vakumun baskin oldiu evren durumuna ksihk gelir. Dolayisiyla, (2.5.11) durum

denklemi, (2.5.5) korunum denkleminde kullanilirortaya ¢ikan diferansiyel denklem

icin ¢ozulurse

(W+1)

pbOa® (2.5.12)

oldugu gorilir. k=0 iken, maddenin baskin olgu evrende wW=0, p=0) (2.5.3)

denkleminden

a(t) O0t?3 (2.5.13)

elde edilir. Bu ¢6zim, Einstein de Sitter ¢6zimda ralta bilinir. Burada, (2.5.9)

denkleminden yawama parametresiq=1/2 olur. Gunimizdeki Hubble sabiti

(H, :%) ile evrenin yai (t,) arasinda, (2.5.13) kullanifginda

16
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= 652x10°h™'y (2.5.14)

t, =

3H,

iliskisi bulunur. Burada “0” alt indisi guinimuzdeki gigleri gostermekte olup
H, =10th kms* Mpc=h /978Gy alinmaktadir (Ross, 2003). (2.5.13) ile verilat)

icin belirli bir t anindaki enerji ygunlugu

1

P = lenGt?

(2.5.15)

olur.
Isinimin baskin oldgu everendek =0 iken, p 0 a™ ve 6lgek carpana(t) O tY'?

olmaktadir. Belirli birt anindaki

olur. Bu durumdag=1 dir ve evrenin yg t, =
0

enerji ygunlugu ise O = dir. Eger evren vakum durumunda (yani=-1)

321Gt ?
ise (2.5.3) denkleminder(t) O e™ bulunur. Boylece (2.5.9) ifadesindeg=-1 olur ve

evrenin yainin sonsuz oldgu sonucu c¢ikar. Bu tir modellere “de Sitter Modedid

verilmektedir.

Standart kozmoloji, Planck zamanina =(L0™s) kadar evrenin evrimini
aciklamakta oldukca barihdir. Modelin bu bgarisina rgmen aciklayamadi bazi

problemleri vardir. Bunlar,

i. Evrenin bugin neredeyse diz diduile alakali duzluk problemi (Flatness
Problem)

ii.  Evrenin blyuk olcekte homojen ve izotrop olmdsrumuyla alakali ufuk (horizon)
problemi,

iii.  Manyetik tek kutuplu parcaciklarin vagh ile alakall tek kutup (monopole)

problemi olarak 6zetlenebilir (Ryden, 2003).

17
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I. DUzluk Problemi Uzay-zamanin yapisiyla ilgili dizlik problemincelemek igin

K__I

Q-1=—r=5 (2.5.16)

denklemini ele alalim. Evrendelgimimin baskin oldgu dénemde

Q-10t (2.5.17)

ve maddenin baskin oldu dénemde ise

Q-10t*° (2.5.18)

seklindedir. Her iki dénemde d{ﬂ—]] zamanla artmaktadir. Bu ¢oziml&'nin 1'e

yakin old@gu kosul dikkate alinirsa sganir. Bu yizdenQ =1 (k =0) olmasi evren igin
kararsiz durumdur. ger Q’dan herhangi bir sapma varsa evren hizlisbkilde erilmis
olacaktir. Bu durumda evren ya Planck zamanindasimakn boyutuna ukap sonrada

tekillige ¢cokecek ya da ¢ok kicuk enerjgymluguna dg@ilacaktir (Ross,2003).

ii. Ufuk Problemi Gokyuzunin kaunt iki bolgesinden yayilan mikrodalga
fotonlarin daima ayni sicaklikta ve termal dengeldegu gorulir. Bu durum igin en @al
aciklama, farkl bélgeler arasindaki etkitgeler yoluyla evrenin gercekten termal bir
denge durumuna ujmis olmasidir. Fakat buyuk patlama teorisinde bu mimdéildir.
Cunkd sonlu ufuk boyutundan dolayr mikrodalga féaonyayilmadan dnce bu bolgelerin
birbirleriyle etkilesmeleri icin yeterli zaman yoktur (Liddle,1999).

iii. Tek kutup problemi Modern parcacik fizik teorileri, gézlemleri ihladen
¢esitli egzotik parcaciklarin vagani dngoérmektedir. Bunlar manyetik tek kutuplar,
Domain duvarlar (Walls), stupersimetrik parcaciklkewzmik sicimler (strings) vb dir. Bu
tur kalintilarin evrenin erken dénemindejnim dénemi boyunca yaratilgniolmasi
beklenir. Fakat gunumiz go6zlemleri bu parcaciklamarligina dair hicbir kanit
bulamamgtir (Liddle,1999).
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Alan Guth 1981 yilinda batin bu kozmik problemteigézimi olaraksisme
(inflation) modelini ortaya atmgtir (Guth,1981). Bu modele goére evren( *® inci
saniyede buyuk bir patlamayla neredeyse bugunkakugtine ulamistir. Sisme modeli,
Olgcek carpaninind>0 oldugu durum boyunca evrenin evriminde bir donem olarak
tanimlanir (Liddle, 2003).4>0 olmasi, evrenin ivmelenerek geleimesi durumuna

karsilik gelir.

(2.5.6) ivmelenme denklemine bakgdida &>0 ise p + 3p < 0 olmalidir. Bu
durum, yg@unlugun daima pozitif oldgu varsayildgl i¢in negatif bir basing ile géanir.

Yani,
p< —g (2.5.19)

kosulu salanmaldir.Siserek genilemenin en klasik orri@ /A kozmolojik sabitine sahip
evrendir (Einstein, evrenin statik olabilgce dusincesiyle kozmolojik sabiti
denklemlerinin sol tarafina eklegtir). Bu, (2.5.19) keulunu sg@layan p=-,0 durum
denklemine sahip olmaya denktir.

Madde terimleri ve gili gi iceren Friedmann denklemi

k | A
H?=——p-—+= 2.5.20
3 P %3 ( )

bicimindedir. Bu denklemin gatarafindaki butin terimler dikkate aligchda ¢6zim
oldukca karmgklasir. Fakat sg taraftaki ilk iki terim evrergensledikge hizh birsekilde

azalacg icin bu terimler ihmal edilebilir. Dolayisiyla

H?=

A
= 2.5.21
3 ( )

olur. Bu denklemin ¢éztimindea(t) evrenin dlcek carpani
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at) = e\/é‘ (2.4.22)

seklinde bulunur. Bu yizden; kozmolojik sabitin beskoldusu evrende, evrenin

genklemesi ¢ok hizli bigekilde meydana gelir.
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BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

3.1. Genellstirilmi s Gravitasyon Teorileri
3.1.1. Brans-Dicke Skaler Tensor Teorisi

Uzun-menzilli kuvvetlerin, gravitasyonel alan veeldromanyetik potansiyel
tarafindan tagndigi bilinmektedir. Bu yuzden; der uzun-menzilli kuvvetlerin, skaler
alanlar tarafindan uretilgini beklemek dg@aldir. Dicke, gravitasyonel teorilerin kavramsal
temelinin tartgilmasinda 6ncu olngtur. Skaler alanin gravitasyon ile birlikte elenallig
en iyi teori Brans-Dicke teorisidir (Bazen JordaraBs-Dicke teorisi olarak bilinir). Bu
teori gectgimiz 50 yilda geni bir calsma konusu olmgiur. Brans ve Dicke’nin bdangic
noktasi; eylemsizlik olayinin, evrenin genel kigdigilimina gore ivmelenmesinden ortaya
cikabildigini ifade eden Mach Prensibidir (D’Inverno,1992yaBs ve Dicke, alternatif bir
teori olarak, Einstein-Hilbert etki integralir@ skaler alanini yerigirerek, gravitasyonun
skaler tensor teorisini onergtir. Bu teoriye gére gravitasyon sabiti, skalernalee yer
degistirmekte ve evrendeki butin maddeyi skaler alanstolmaktadir (Brans ve
Dicke,1961; Weinberg, 1972).

Brans ve Dicke’nin dnerdi Lagrangian

BD

LBD :H[GDBDR_ Cgcb) D,aCDD'a(D] (3'1'1'1)

seklindedir. Burada®_,R terimi minimal olmayan ciftlenim terimidiikinci terim ise ®
skaler alaninin kinetik enerji ile ilgili terimindbenzemektedir. L,, Brans-Dicke

Lagrangianindaki® R terimi, Einstein-Hilbert Lagrangiani

1
Lew =40 167G R (3.1.1.2)
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ile kiyaslanirsa

-1 (3.1.1.3)

()
% 161G

tanimi yapilabilir (Fujii ve Maeda, 2004). Buradgéruliyor ki Brans-Dicke teorisinde,
gravitasyon sabit® skaler alani ile yer ggstirmektedir. Bu teori GRT’ye gore fazladan

sadeceww parametresine sahiptir.

Brans-Dicke teorisicw — o limitinde («: Brans-Dicke parametresi) Einstein
Genel Relativite teorisine indirgenmektedir. Bu graetre, genel relativitenin klasik
testleri sonucu kisitlamalara maruz kalmi Isigin sapmasi ve zaman gecikmes 500
olmasi gerekfiini, kozmik arka alan fonsinimi anizotropisi Uzerindeki sinirlamalar
a <30 olmasi gerekgini sdylemektedir. Son zamanlarda nin negatif dgeri Brans-
Dicke kozmolojisinde evrenin geg¢-zaman ivmelenmegjdtirdigi gosterilmgtir (Sen ve
Sen, 2001).Bundan dolayi, skaler tensor teorisinin tutarll bodeli «’nin zamanin

fonksiyonu olmasi gerelgini gostermektedir (Sanyal, ,2003; Sanyal ,2005).

Brans-Dicke teorisiskaler tensor teorilerolarak adlandirilan gravitasyon teorisine

genellatirilebilir. En genel formda skaler-tensor teorilgu sekilde verilir:

A= j d“x\/——g{ f(, 9—@@93— L(CD)} (3.1.1.4)

Burada f (®,R), ® skaler alanin v& Ricci skalerinin fonksiyonudur. (3.1.1.4) ile Ven

etki integralining,, metrik tensoriine gore varyasyonu algmdda alan denklemleri,

w lw

1
fRRab_E fgab_aq), P -

&
o
8

Sl g e W fR+%gabu =0 (3.1.1.5)
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seklinde bulunur. (3.1.1.4) etki integralinfd skaler alanina gore varyasyonu algmdda
ise,

2% o+ - ﬂ—ﬂzjma@a—u(qn):o (3.1.1.6)
® ® @)

f' EM seklinde

Klein-Gordon denklemi elde edilir. Buradé, E&;R) ve

tanimlanmgtir.

Brans-Dicke teorisi, indirgensii(induced) gravitasyon teorisi (Zee, 1979) ve
minimal olmayan ciftlenngi gravitasyon teorileri, skaler tensor teorisinin elbz

durumlaridir. Bu genel fornf (®,R) = F(®)Rolmak uzere,
F(@)=d, «=q«, (3.2.1.7)
(@, sabit) alindtginda Brans-Dicke teorisine indirgenmektedir.

F(®) = ed?, a):% (3.1.1.8)
alindginda ise indirgenmigravitasyon teorisi icin etki integrali elde edili boyutsuz bir

sabittir). & ciftlenim sabiti olmak tzere, standart minimal alan skaler alan teorisi icin

a 1
F(d)=1-&b? | Z== 3.1.1.9
(®) & D 2 ( )
alinmaktadir.
2

ise konformal ciftlenmyi gravitasyon teorisi (Kofman ve Mukohyama, 2008)eekdilir.

Son olarak (3.1.1.4) ile verilen genel form,
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F(P) :%, w(P) :% (3.1.1.11)

alindginda skaler alanh Einstein-Hilbert etki integraimdirgenir.

3.1.2. f(R) Teorisi

Son yillarda sipernova tip la (Riess,1998; Pelenutt999), kozmik mikrodalga
arka alan anizotropisi verileri (Bennet ve ark. 200%e buyuk 6lcekteki yapilara (Tegmark
ve ark., 2004) ait gozlemler gostestiri ki, evrenin genileme hizi artmaktadir
(accelerating expansion). Bu ivmelenmeyi GRT ceggsewde agiklayabilmek igin birgok
distince ortaya atilngtir. Bunlardan en dikkate der olanlardan biriskaranlik enerji
(Patmanabhan, 2003) olarak bilinen gizemli bir kidezrakiskan diguncesidir. Dger
taraftan Einstein-Hilbert etki integraline bazi itgler eklenerek modifiye olmu
gravitasyon teorileri iga edilmg ve bu bglamda kozmik ivmelenme aciklanmaya
calisiimistir. Eklenen bu terimler, FRW medriigin alan denklemlerinin ¢éziumlerinin
ivmelenmeye neden olacak c¢ozumler @diou gosterngtir (Nojiri ve ark., 2006;
Atazadeh ve Sepangi, 2007).

f(R) teorileri ilk kez Buchadalh (1970) tarafindan gddnistir. Bu teori, Einstein-

Hilbert etki integralindekiR Ricci skaleri yerineR'nin analitik bir fonksiyonu olan

f (R) nin alinmasskeklinde ortaya konulmgiur. Son zamanlarda, literatirdgR) teorisi
cercevesinde bircok farkli fonksiyongékil dnerilmistir. f(R) fonksiyonunun bu acik
sekilleri farkli iceriklerde tartilmistir. Bu icerikler; f (R) nin kararlihk kagullari ile ilgili
konular (Dolgov ve Kawasaki, 2003; Faroni, 2006 hBer ve ark., 2007 }3isme dénemi

ile ilgili konular (Barrow ve Hervik, 2006), gec4zen kozmolojik evrim (Capozzilello ve
ark., 2007a), gunesistemi testleri (Nojiri ve Odintsov, 2003) ve gnkosullari (Santos ve
ark.,2007xeklinde siralanabilir.

4-boyutlu uzay-zamandaR) teorisi icin toplam etki integrali

A=[d*x/-g[ f(R]+ A( g,®) (3.1.2.1)
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seklindedir (Carloni ve ark., 2005; Poplawski, 208&wicki ve Hu, 2007; Hu ve Sawicki,
2007; Starobinsky, 2007; Li ve Barrow, 2007; Beatoi ve ark., 2007; Nojiri ve
Odintsov, 2008; Azadi ve ark., 2008; Amendola veijikawa, 2008; Capozziello ve
Tsujikawa, 2008; Cognola ve ark., 2009; Sotirioe Raraoni, 2010 ). Buradgz & = 1

alinmstir. 4,,,, madde icin etki integralidir vgg toplam madde alanini gostermektedir.

Lineer olmayan bir f(R) Lagrangiani dikkate alinginda metrik icin hareket

denklemleri gdeger olmayan iki yolla elde edilir. Bir taraftan stirt metrik formalizmi
ile alan denklemleri elde edilir. Bu formalizmderéleet denklemlerini elde etmek icin etki
integralinin metrge gore varyasyonu alinir ve sonugta dordiinct medisb diferansiyel
denklem sistemi ortaya cikar. gair taraftan, metrik ve antinin (connection) igamsiz
alanlar olduklari varsayilir. Alan denklemleri mietve bglantiya gore varyasyon alinarak
elde edilir (Palatini Formalizmi). Bu durumda elkeldilecek olan hareket denklemleri ikinci

mertebeden diferansiyel denklemlerdige f (R), R nin lineer fonksiyonu ise (yani GRT

ve GRT+ kozmolojik sabit) metrik ve Palatini fornzhi ayni alan denklemlerini verir
(Olmo, 2007).

Bu calsmada metrik formalizmi kullanilacaktir. (3.1.2.1kieintegralinin metrik

tensore gore varyasyonu aligohda alan denklemlegu sekilde bulunur:

fW(RR,~ (B 6,00, (B a) § = T,

(3.1.2.2)
BuradaT™_ madde icin enerji-momentum tenséridir ve tanimi
ab \/——QJQab (3.1.2.3)

df (R

ile verilir. fR(R)EW olarak tanimlanir,lJ, kovaryant turevi gdstermektedir ve

=00, bicimindedir. (3.1.2.2) denklemigidi gin sol tarafindaki son iki terimden dolayi
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doérdunct mertebeden diferansiyel denklem sistemifjjr sabit oldgu zaman dérdunc

mertebeden terimler sifirlanir vé (R) = R standart Einstein denklemlerine indirgenir.

Ayrica (3.1.2.2) denkleminin izi (trace) alinirda= g®°T! , olmak lizere

Rf,—2f+31f (R)=T
(3.1.2.4)

bulunur.

3.2. Noether Simetri Yaklagimi

Parcacik sayis1 tane olan bir sistemin durumunu belirtmek igitane yer (konum)
vektort kullanilir. Her yer vektord, 3 tane dik kdmat icerdginden, bitin parcaciklarin
konumlarini belirlemek icir8n tane koordinat gereklidir. @&r sistemdeki kisitlama sayisi
m ise, sistemin durums = 3n — m tane koordinatla Genellgtirilmis Koordinatlar)
tamamen belirlenebilir. Bu ylzden boyle bir sistendurumu, konfiglirasyon uzayi

denilen, s-boyutlu uzayda bir nokta ile gosterilebilir. Buayzn her bir boyutu,q,

koordinatlarindan birine keutik gelir. Bir sistemin zaman icindeki yapisi, Kgiirasyon
uzayinda bir gri ile gosterilebilir; bu @ri, 6zel bir anda sistemikonfiglirasyonunufade

eden her bir noktadan glmaktadir. Boyle her noktadan, sistemin mimkin hettekini

gOsteren sonsuz sayidgriegectigi icin; her bir gri, 6zel bir balangi¢ kgullari kimesine
karsihk gelir.

Nokta, t'ye gore turevi gostermek uzere[Q={q (t),q(t)} konfiglrasyon (tget)

uzayinda tanimll. Lagrange fonksiyonu dikkate alinsin. Bu durum¥ayektor alani
S i 0 i 0
X= al —+ dl —_— 3.2.1
(a) o (a) o (3.2.1)
boyuncal’ nin Lie tlrevi
£ L=XL=a (q)a—L.mi (q)a—l_‘. (3.2.2)
aq' aq'
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ile verilir. Boylece

£,L=0 (Noether Teoremi) (3.2.3)

sartl; faz akisinin (phase fluxX boyunca korundiunu ifade eder (Capozziello ve
Lambiase, 2000). Byu anlama gelir,L icin bir hareket sabiti mevcuttur ve Noether

Teoremi sglanmaktadir. Aslinda;

aoL ot _j (3.2.4)
dtoq' aq'
Euler-Lagrange denklemleri dikkate aligohda, (3.2.2) gtli ginden
d, ;oL
—(a'=—)=£, L 3.25
OIt( aq') % (3.2.9)
bulunur. Eger (3.2.3)sarti s&laniyor ise
> :a‘a—!‘i (3.2.6)
oq
ifadesi bir hareket sabitidir. Alternatif olarak i@ 1-form
oL
6 =—-dq 3.2.7
=g q (3.2.7)
ve i, ic tlrev operatdri olmak Uzere,
i.6, =6, X)=(6), X' (3.2.8)
I¢ turev tanimi, yapilganda, (3.2.3) keulu s&lanirsa (3.2.6) denkleminden
.6 =2, (3.2.9)
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elde edilir. Bu gdsterimdonumli(cyclic) desiskenler tanimlamak icin daha kullahdir.

Eger bir sistemin Lagrangiang koordinatlarini icermiyorsa yanig—l'izo ise g
q

koordinatlarinin donumli ya da ihmal edilebilir ogdl sdylenir. Bu tanim genel giédir
fakat Lagrange mekaginde cok kullanglidir. Bir donimlia koordinat icin Lagrange

hareket denklemleri

do _, (3.2.10)
dt oq'

denklemine indirgenir. Yani
a (3.2.11)

olur. Bunun anlami p' =sabit olup donimli koordinatlar igin konjuge momentum
korunumludur (Goldstein ve ark, 2000). Burada; liidel L’'nin zamandan hamsiz ve

non-dejenere oldiu durum, yaniL = L(g',4’) 'nin

0°L
0q'aqg’

oL
— =0, detH ) =de
™ H;) {

H 20 (3.2.12)

kosullarini sgladigl drnekler incelenecektiHj, Hessian matrisidir).

Analitik mekaniktel, asagidakisekle sahiptir:
L=T(q',q")-V(q") (3.2.13)

Burada T, ¢ ler cinsinden pozitif-tanimh bir karesel formdwe V(q'), potansiyel

terimidir. L ile ilgili enerji fonksiyonu;

oL O
E Ea_qiq -L(d",q’) (3.2.14)
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olup Legendre doniimleri kullanildginda Hamilton fonksiyonu ve konjuge momentumu

oL

=% (3.2.15)

Hzquj_L(qjaqj)a P;

seklini alir. (3.2.3) keulu ve (3.2.3) denklemindekK vektor alani, hizlara gore ikinci
dereceden homojen bir polinom g ler cinsinden homojen olmayan bir terim verir.
(3.2.3)'den dolayi boyle bir polinom dzdelarak sifir olmali ve dolayisiyla her katsayi
ayri ayri sifirlanmalidir. ger konfigirasyon uzayinin boyutuise, ¢ézumleri simetriyi
veren {1+ n(n+1)/2} tane kismi diferansiyel denklem elde ediliBu tir simetri

denklemlerinde, denklem sayisi bilinmeyen sayisifdala olmaktadir.

3.3. Bianchi Uzay-zaman Modelleri

Idealize dilm§ bir varsayimla ygadgimiz evrenin homojen ve izotrop olglu ve
bu varsayimin FRW modelini 6n goglu (2.5) boliminde ifade edilgti. Ancak, evren
gercek anlamda tam olarak homojen ve izotrop olfadgin bagka uzay-zaman
modellerinin dikkate alinmasi gerekti ortaya cikmaktadir. Uzaysal homojen fakat
anizotrop olanBianchi Tipi uzay-zamanlar oncelikli olarak dikkate alinmalidBu
modeller 3-boyutlu izometri gruplariyla temsil edéktedirler ve ilk kez 1897 yilinda
Bianchi tarafindan 3-boyutlu uzayin dokuz tipe kpak sekilde siniflanabilecg ortaya
konulmutur (Ellis ve MacCallum,1969; Griffiths ve Podolski009).

Bianchi uzay-zamanlari evrenin gahinin ilk donemlerini tasvir etmede 6nemli
rol oynamaktadirlar. Ozellikle; Bianchi 1, VIII, X metriklerine ait Einstein Alan
Denklemlerinin ¢ozamleri, pozitifgilikli FRW modelinin ¢ézimlerine benzedikleri igin
bu uzay-zamanlar 6nemlidirler (Rao ve ark, 200@n£ersekilde Bianchi V uzay-zamani
negatif erilikli, Bianchi | uzay-zamani ise diz FRW evremngenellgtiriimesi olarak
kabul edilmektedir (Ryan ve Shepley, 1975).
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Bianchi tip kozmolojik modellere ait metrikler vel lnetriklere ait grilik skalerleri
sirasiyla gagida verilmektedir. Buradad, B ve C metrik potansiyelleri zamanin

fonksiyonlaridir.

3.3.1. LRS Bianchi Tip I, lll ve Kantowski-Sachs Uay-zamani
LRS Bianchi Tip I, lll ve Kantowski-Sachs Tip Uzagmanina ait metrik

ds? = —dt? + A%dr? + B2(d6? + 22 (1, 6)d¢/) (3.3.1.1)
seklindedir. Burada
8, BI(y=0)

g, &) = { siné, K—-S(y=1) (3.3.1.2)
sinh8. BIIM ¥ = -1

ile verilmektedir. Bu uzay-zamana igin Ricci skaler

. ,
rR=2 A+2B, B—Z AB + X (3.3.1.3)
A B B2 “AB A

seklindedir. x* = (t,x,y,z) koordinatlarinda Bianchi tip | uzay zamani
ds” = —dt* + A*dx’ + B*dy* + C*dZ (3.3.1.4)
seklini almaktadir ve bu uzay-zaman icin Ricci skale

R=p A,B,C,AB AC BC (3.3.1.5)

ABCABACBC

olur.
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3.3.2. Bianchi Tip Il Uzay-zamani ve Ricci Skaleri
ds” = —dt* + A’dx® + B?(dy - xd2)? + C*dZ

A B C+AB AC BC B?

R=2—+_—+
(A B C AB AC BC 4A2C]

3.3.3. Bianchi Tip IV Uzay-zamani ve Ricci Skaleri

ds® = —dt* + A’dx® + e”B?dy” + e”*C?(xdy+d2)*

4 — 4+ = -
A B C AB AC BC A% 4A%R?

2
R_Z(ABCABACBCS cj

3.3.4. Bianchi Tip V Uzay-zamani ve Ricci Skaleri

ds’ =-df + KdX+ é™( B dy+ C d

A B C, AB,L AC  BC 3

R=2| 2+
(ABCABACBC Aj

3.3.5. Bianchi TipVI Uzay-zamani ve Ricci Skaleri

dS’ = —dt® + A’ + €M BZdy? +ePMC7dZ

(3.3.2.1)

(3.3.2.2)

(3.3.3.1)

(3.3.3.2)

(3.3.4.1)

(3.3.4.2)

(3.3.5.1)

31



BOLUM 3 -MATERYAL VE YONTEM Yusuf KUCUKAKCA

R=2 é+E+E+AB+AC+B_C (qz+qh+h2)i2 (3352)
A B C AB AC BC A

Bianchi VI, metrigi q = h=0ig¢in Bianchi | metrgine, g = h igin ise Bianchi V metgine

indirgenir.

3.3.6. Bianchi Tip VIl ve IX Uzay-zaman! ve RicciSkaleri

ds® = —dt? + A’[dx~ h(y)dZ? + B2dy’ + f 2(y)CdZ? (3.3.6.1)

2
R—2£é+E LC,AB AC BC 4 A ZJ (3.3.6.2)
A B C AB AC BC B° 4B°C
Burada
sinh(y) —coshfy) f -1 BVIII
f(y) = ,h(y) = =-—2¥ = 3.3.6.3
) (sin(y) ] W) [ cos(y) jveq f 1 BIX ( )

seklindedir Kramer ve ark.,1980)

3.4. Onemli Calsmalar

Demianski ve ark. (1992Noether simetri yakkamini kullanarak, ciftlenim
fonksiyonu F(®) =1 durumu icin kozmolojik sabitli alan denklemleringbzimlerini
incelemilerdir. Capozziello ve ark. (1997a) skaler alaninimal olmayan gravitasyon
teorisi icin Noether simetri yaldamini Bianchi uzay-zamanlarina uygulamve bu
calsmada bazi Bianchi siniflari igin alan denklemlerinf (®) =0 durumundaki tam
cbzumleri verilmgtir. Sanyal (2002) Kantowski-Sachs mgimin Noether ve dinamik
simetrilerini tartgmistir. Sanyal’in elde etrgioldugu ¢ézimler, evrenin sabit bir hacimden
baslayaraksistigini kabul eden ¢ézumlerle uyum igindedir. Camcikugcukakca (2007),
Kantowski-Sachs, Bianchi | ve lll uzay-zamanlariiNoether simetrilerini ¢caijmis olup
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bu argtirmada Sanyal'in elde elti cozimleri de iceren yeni ¢oztumler bulgtardir.
Ayrica literattirde Noether simetri yaklenini kullanarak skaler tensor teorilerinde bir cok
calisma yapilmgtir (Capozziello ve ark. 1997b; Modak ve ark., 20B@milya ve ark.,
2004; Bonanno ve ark.,2007; Capozziello ve ark)9)).

Son yillarda, f(R) teorisinde Noether simetrisini kullanilarak tamzknolojik ¢ozumler
bulabilmek amaciyla genel bir yaklen tartsiimistir ve FRW modeli i¢cin kozmolojik
cozumler elde edilmtir (Capozziello ve De Felice, 2008; Capozziello ar&., 2009b).
Ayrica Capozziello ve ark. (2007b) Noether simetysklasimi vasitasiyla, f(R) ¢cekim
teorisinin kiresel simetrik ¢ézimlerini gm@mislar ve bazi tam ¢ézumler elde eghardir.
Noether simetrisinin vagh durumunda, r{+1)-boyutlu FRW metgi dikkate alinarak,
f(R)'nin acik sekli baska bir calgmada bulunmgive f(R)' nin bu seklinin dlcek carpani
icin Ustel genileyen bir evren modeline goturgli gosterilmgtir (Vakili, 2008).
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTI SMA

4.1. Bianchi I, Bianchi lll ve Kantowski-Sachs Uzg-Zamanlari Icin Noether
Simetri Yaklasimi

Dort boyutlu uzay-zamanda, (4.1.1) ile verilen ggasyon alanina ait skaler tensor
teorisi icin f (®,R) = F(P)R ise etki integrali

A= j d“x\/—_g{ H®) R—@qama— udﬂ)} (4.1.1)

sekline dongur (Kamilya ve Modak, 2004). Bu etki integralindalian denklemleri

w lw c 1
FG = PuPi 5 g 9P @~ F ot 0u0F +20,U(@) =0 , (4.1.2)
w , (W w a_qp
2-0®+RF - ——— |® ®*-U'(P) =0 (4.1.3)
® o )

olarak bulunur. Burad#&' Em dir.

Uzaysal homojen fakat izotrop olmayan ve (3.3.ild)verilen Bianchi I (Bl),
Bianchi 1l (BIIl) ve Kantowski-Sachs (K-S) megii icin (4.1.2) alan denklemleri ve
(4.1.3) Klein-Gordon denklemindeif, # 0 olmak Uzere,

i L
B A8 X F[A,,B cb—i{ﬂqb%u}:o, (4.1.4)
B2 “AB B’ F|A ‘B 2F|20
o
2E+B—2+i2 L ¢+2Bq> +i(—+2F"j¢2 Y -, (4.1.5)
B B2 B’ F B | 2F|o oF
A B, AB Fls,[A Bl +i( +2|="jq>2 Yo, (4.1.6)
A B AB F A B) | 2Flo oF

.. G - . . ,
F' é+ZE+B_+ E-}-i _w D+ é+@ [0 _l(ﬂ_ﬂ)qﬂ —U_:O 4.1.7)
A 2l @2 2

bulunur.
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Bl, Blll ve KS uzay-zamanlari icin (4.1.1) ile ¥len etki integralinde (3.3.1.2)
Ricci skaleri yerine konulup ivme terimleri yok &tiginde Lagrangian ygunlugu

asagidaki seklini alir:

L = -2F'B?Ad - 4F'ABB® - 2FAB? - 4FBAB

C(ﬁbz

, (4.1.8)
+2yFA+ AB [ -

—V(CD)}

Bu Lagrangian kullanilarak elde edilen Euler-Lagiardenklemleri, (4.1.4)-(4.1.7) ile
verilen alan denklemleri ile aynidir. (4.1.8) Laggéaninin E_ enerji fonksiyoneli

hesaplandinda

oL ; oL _. . oL .

EL:—.A+—.B+—.¢_L:O
0A 0B 0P
-y .. Vo .
:>B_2+2£+i2+i é+2§ d)—i|:£d)2+Uj|:O (4.1.9)
B AB B FLA B 2F | 2

elde edilir. (4.1.4) ile verilen Einstein alan dekindenE, =0 oldugu goérilmektedir.
Verilen L Lagrangiani icin Noether simetri §dunu inceleyelim. Bu Lagrangian
icin  konfigirasyon wuzayr Q=(AB,®) ve konfigirasyon et uzayl ise
TQ=(AB,®,A B,®)’ dir. Eger Noether simetrisi mevcut is¥ vektor alani gagidaki
gibi olmak zorundadir:
S 0 0 0 0, .0 0
X=g—+f—+y—+a—+[F—+y— 4.1.10
on Poet oo Toa P s 0k (4.1.10)
Buradaa, B8 ve y sadeceA, B ve &' nin fonksiyonlaridir.L Lagrangiani icin (3.2.3) ile

verilen Noether simetri kolludan €;L=0 - XL:O), asagldaki denklem sistemi

elde edilir:

208  gF 9 _ (4.1.11)
A F 0A

£+Ba_a+A%+Ai }_/+Ba_y :01 (4112)
2 "B B Fl2 0B
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Q(E+ FLn Aﬂ},é(ﬁ_ﬂzj_ Fv(a_cuzé%j “0, (4.1.13)
ol2 "B o) 2l o > Bod
3+899 1 p9B g8  gF [, AV BV ¢ (4.1.14)
A 9A 9A F A 2 0B
298 | F(Z,B 899,89, ZAG’BJ Flay-2 g% -, (4.1.15)
230 F oA od TA) F 7 oF oA
oa A0, i( 2 +Boa, %Hﬂ)
dd BId F 20B 9B 90
fFppe© A% -, (4.1.16)
F 20F 0B
2q(Fa + F'Ay)-B(Ba +2ABU - AB2U' =0 (4.1.17)

Burada, konfiglirasyon uzayinin boyutu ¢ @ducin yedi tane diferansiyel denklem elde

2
edilmistir. Hessian determinantW( = Z ag Q ) hesaplanginda
4
w=-1085F (3pp2 4 o0F) (4.1.18)
bulunur. Eger F fonksiyonu
3
F=b-d,, w:_E (4.1.19)

seklinde verilirse Hessian determinanti sifirlaBu durumdaL Lagrangiani dejeneredir
denir. F(®) ve «(P)nin (4.1.19) secimi ile (4.1.1) etki integrali, gdlestirilmis Brans-
Dicke ¢ekim teorisine indirgenir. @skenlerine ayirma yontemi kullanilarak (4.1.11)-
(4.1.17) diferansiyel denklem sistemi ¢cozi@ditidea, 5, y ve U (®P) nicelikleri

3 -1
a= cl[ABCDZ] (4.1.20)

B= %(AZCDEJ_ (4.1.21)
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1 -1
= —Cl(AquJZJ (4.1.22)

U (D) = D2
(4.1.23)

olarak bulunur. Burada ve c, sabitler olup®, =0 kabul edilmstir. (4.1.19) ve (4.1.23)

ile verilen genellgtiriimis Brans-Dicke c¢ekim teorisinde; BlI, Blll ve K-S yzaamanlari

Noether simetrisine sahiptir ve simetriyiglwan vektor alangu sekilde bulunur:

3 -1 a a a . .
X=¢|ABD2 | |[A=+B—-0—-A+—_+>_ | =
0A 0B 0P A B 2 )/0A

2 A 20)B

(4.1.4)-(4.1.7) alan denklemlerinde, (4.1.19) werilen ciftlenim (coupling)

fonksiyonu ile Brans Dicke parametresini ve (4.) .3 verilen skaler potansiyelini yerine

yazarsak
. . )
B afBL X [A 810,30 Jo_, (4.1.25)
B2 “AB B’ (A “Bj® 407 2
2 2
B, BZ+)(2 b, B 3q’2 APy, (4.1.26)
B B B2 ® Bb 407 2
2
A B,AB & (A B|®_ §¢;2 2 g (4.1.27)
AB AB ® |A BJo 402 2
) o . i
A, LB, B AB, x|, 3%, (A ,2B\d| 30" o (4.1.28)
ATB B AB B ) 20 |\ATB 0| 40

bulunur. X, Noether simetrisini dguran vektdr alani oldiu icin bu simetriye uygun

(3.2.6) ile verilen hareket sabiti, Cartan 1-forml&nilarak @, g—LdA+g—LdB+g—Ld¢)
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1
Ad?2
, (4.1.29)
B

N
w|w
+
8|6
I

1
G

seklinde elde edilir. Buradd hareket sabitidir. (4.1.25)-(4.1.28) alan denklenniden
bulunan A,B ve ® nicelikleri (4.1.29) denklemini de giamak zorundadir.

Noether simetrisinin vagi durumunda L(A B,®,AB,®) « L(w,u,zW,u)
donUmi yapilabilir. Buradaz = z(A,B,®), w=w(A, B,®) ve u=u(A B,®) dir. Ancak
ve ancak

i (d2=1, i, (dwW=0, i,(du=0 (4.1.30)

ise z, donumli (cyclic) desiskendir (Demianski ve ark, 1991). (4.1.3Mitkkleri acik
olarak yazilirsa

0z 0z 0z

-2+ [B-S +py—2=1 4.1.31
0A 'BOB VGCD ( )
ow ow ow
a—+ B+ =0 4.1.32
0A 'BaB y6CD ( )
ou ou ou
a_+ — 4+ _:O 4133
on Pt a0 (4.1.33)

elde edilir. (4.1.31)-(4.1.33) denklem sistemimimv ve u i¢in genel ¢c6zumu

£ 1 1 1
2=1 ABoz+ f{BAZ,ACDj E fz[BAZ,ACD} u= fs[BAZ,ACD] (4.1.34)
c

seklindedir. Bu ¢6zum ailesinden

3 1
z=1 pNBo?, W=BA2, Uu=Ad (4.1.35)
c,

¢ozumlerinin en kullagh oldugu gorulmektedir. Bu durumda, secilen (4.1.35)
c6zimlerinin
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5

_3 1 3 5
A:%u 2, B=(czwu ¢, o =1 7w, (4.1.36)
G

konulursa Lagrangian

3

3 L
L =-cwia ? —2cwa 2

- AW’u® +2u (4.1.37)
- : ., oL SR .
seklini alir. Bu Lagrange fonkS|yoneI|ndeFa|—:O oldugu gorulmektedir. Dolayisiyla
z

zdonumlt degiskendir. (4.1.37) ile verilen Lagrangiana ait Euler-taagge hareket

denklemleri veE, = @nerji fonksiyoneli gagidaki gibi bulunur:

N

s
-

c

u, 2w _lu? (4.1.38)
u W W
5
. :
g A (4.1.39)
u G
s s
AT 2 2
g4 2NE_2AWUT | 207 (4.1.40)
5 3
’ A 2 2
(E+2—sz—/“"’” e (4.1.41)
u w c, cW

Burada |, hareket sabiti olup sifirdan farkli alinmaktadi#.1(38)-(4.1.41) denklem

sistemi ¢ozuldginde

2

4a
P 4.1.42
O 20, e
w(t) = -{a, (It - 2a,8,) + ], @149
_ 8a12 5 a12 a,a, 2| _ 4.1.44
Z(t) Iozcl(lot—Zaiaz) {2/131 (S(Iot—Zalaz)z +(|0t—2a1a2) +a, J )(}+a4 ( )

39



BOLUM 4 —ARASTIRMA BULGULARI VE TARTI SMA Yusuf KUCUKAKCA

bulunur. Buradaa,, a,, a, ve a, integrasyon sabitleri ve, # @ir. Bu ¢oziuimler (4.1.36)

esitliklerinde yerine yazilirsa metrik fonksiyonlare skaler alansagidaki gibi elde edilir:

8a°M (t
| 2<Ia;—2;1)a2) o
At) = 8a:2 : ,(4.1.45)
W[as(lot—ZaiazHai]
B(t) = l0t-223) a0t -2a3) +a]F[ sa*M@) —ca 5 (4.1.46)
a’ I (t-2a8,) | o

o) = 328 (8t ~28,2,) +a] @147
(Iot - 2a1a2)5|: 86\1 M (t) - Cla4}

I02 (Iot - 2a1a2)

2

BuradaM (t) EZAaf( 2 418 agzj—)( seklinde tanimiidir.

+ +
3ot-2aa,)*  (t-2aa,)

Ele alinan bu model icin her bir yon boyunca Hulgdeametreleri

H =—, H,=H,;= (4.1.48)

> | >
w| -

olmak uzere, ortalama Hubble parametresi (Burtida H, ve H, sirasiylar, 8 ve ¢

yonlerindeki Hubble parametreleridir)

_V _1(A 2B
H (1) _g — E(Z-FE] (4.1.49)
2 223, 2a,
16,3, {M 0+, { 5 + asﬂ
_ (ot —2a,3,) | 3t - 2a,3,) 2, (4.1.50)

(It - 28,8,)[3c, "8, (It - 28:2,) 248’ M ()] (It - 2a,a,)

seklinde elde edilir. Burad¥ (t) = AB? evrenin hacmi olup bu model icin
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2 _ 6 2 2
viy= S ot 2?@2) -8 MO 4 (4.1.51)
64a, Cilo (ot —2aa,)

olarak bulunur. Ortalama 6lcek carpani

a(t) =V (t)3 (4.1.52)

seklinde tanimlanggndan

2/3

_ 2 2 2/3
ay =& (ot ~2a2,) {_ MO, (4.153)
4611 Cllo (Iot_zaiaz)

olur. Elde edilen bu model icanizotropi parametresi

S

i=1

:af[ 160, (1ot - 28,8,)+ Bl,'t” ~4a,3, (1t - 3,3, )| -}2(4.1.54)
8 | [as(l,t - 22,3,) +a 168 [P, (It — 28,8,) + A& a, |- el 74, [l 1% — a3, (1t - a3, )|

olarak bulunur. Burad®, =3c,|,’a, —8xa,a, +164a’a,’ ve P, =24a a,” — x dir. Ayrica

yavaglama parametresio(t))

a) ==
a
__1, 163'[RIa’(t-2aa,)+ 2P|t ~daa (it -aa,)| +8ya’| 4159

2 I._]-Gafl,Pz (|ot - 23132) + /131333] + 331'02a4 |,|o2t2 —4a,3, (I ot = aia2)J.|2

seklinde elde edilir. Burada P,=3cAl,’aa, -16xa,’a, +16/0%a,"a,> +4x* ile

verilmektedir.
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4.2. Bianchi Il Uzay-zamanlariicin Noether Simetri Yaklasimi
(4.1.1) etki integralinde, (3.3.2.1) ile verileniaBchi tip Il uzay-zamani igin
(3.3.2.2) Ricci skaleri yerine konulgunda ve ikinci turevlere sahip terimler yok

edildiginde Lagrange fonksiyoneli

L = -2F'BCA® - 2F'ACB® - 2F'ABC® — 2FCAB - 2FBAC - 2FABC

_FB, ABC(“?Z —U(CD)] (2.1

2AC

seklini alir. BuradaF' = dF(®) dir.

Bianchi tip Il uzay-zamani icin (4.1.1) skaler $én teorisine ait (4.1.2) alan

denklemlerinden ve (4.1.5) Klein-Gordon denklemimde

AB+ AC+ BC B L F _'A+_'B+_' . ﬁw “o (4.22)
AB AC BC 4AC A B 2 2 o
E+E+B—C+i+—': b+ —B+—C ® +i(4F"+1)ci)2—_U=0 (4.2.3)
B C BC 4KC F B C 4 F 2F

ACLAC, B Pl Al e|+ L AT+ di- D=0 (42.4)
A C AC 4RC F A 4 2 F

A,B,AB, B |F b+ A B, o oL 4F”+1)d)2——U=0 (4.2.5)
A B AB 4KC F A B 4 2 F

ABCAB AC BC4A€2

elde edilir. BuradaF #0# F' dir ve a(®) =% alinmstir. (4.2.2)-( 4.2.2) denklemleri,

(4.2.1) Lagrangiani kullanilarak elde edilen Eulerlaange denklemleri ile aynidir. (4.2.1)
Lagrangiant ile ilgiliE, enerji fonksiyonu

_AB, AC, BT B ,F(AB Qy_1(% (4.2.7)
AB AC BC 4AC A
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seklinde elde edilir. Buradan, (4.2.4) ile verile@-@)- Einstein denklemininE, =0

denklemine gt oldugu goriilmektedir. (4.2.2)-( 4.2.6) denklemlerindeh, B ve C

terimleri yok edilirse gagidaki streklilik denklemi elde edilir:
(3F2+F)| &+ 2B Clo +E(6F"+J)¢2—(2F'U—FU'): C (4.2.8)
A B C 2

Noether simetri kgulundan bulunacak olaf (®) ve U(®) fonksiyonlar (4.2.2)-( 4.2.6)

alan denklemlerinin yani sira (4.2.8) ile veriledreklilik denklemini de sgamak

zorundadir.

(4.2.3) Lagrangian i¢in konfigurasyon uzayr= (A B,C,®), konfiglrasyon tget
uzay! ise TQ=(A B,C,®,AB,C,®) seklindedir. Ber (3.2.3) Noether teoremi alu
sglaniyorsa Noether simetrisi vardir denir. Bu duraiidvektor alani

9 g 9 +di+ﬁi+yi.+5'i. (4.2.9)

X:a—+ﬁi+y—+5— : :
A 0B "0C 00 0A 0B "9C 00

seklinde olmak zorundadir. Burada, g3, y ve o fonksiyonlari A,B,C ve ®’ ye bali

olup

6=99 434 905,99¢:, 004 5 0B, 0Bp 0Bk, 0B
A" 9B aC  ad A" 9B oCc a0

(4.2.10)

V=QA+QB+QC+QCD 5:EA+@_B+EC+E¢
OA 0B oC 0P OA 0B 0C 09

dir. (3.2.3) ile verilen Noether simetri §gdundan; X vektér alani, F(®) ve U(d)

bulunabilir. Bianchi tip Il modeli i¢in (3,2.3) kalundan, (4.2.9) vekt6r alani ve (4.2.1)
Lagrangiani kullanild@inda gagidaki 11 denklemden oan diferansiyel denklem sistemi

elde edilir:
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C%+ a_y+ F

00

Bc?? - g (4.2.11)
A O0A F 0A
c2 p L F a9 (4.2.12)
B 9B F 0B
8% p9B . F pg% g (4.2.13)
aC aC F ocC
1(£+£+ZJ_F'(EG_”+_1%+EQJ 100 _ (4.2.14)
4\A" B C Ad® BOD Cod) 200
y+c99 ., n % 9B, gV F (5C+ AC—+ Bcwj (4.2.15)
A aA B 0B
p+822 A9 9B, gV F [JB+ AB—+ BC65J= (4.2.16)
A 9A aC aC F A
a+BI9 4 798, 09, NV, F(5A+ AB—+ Acadj (4.2.17)
e Cact MctE
9B, gy, F(lgc yB+ B2 + AC +A£— B(?—éj
o0 Pao F oA A 00 (4.2.18)
ABCM +F sac—o -
oF A F
Ca—a ﬂ+i(ac+yA+ BC—+ AC’8+ AE—?—+ ACEMJ
> b F 9B (4.2.19)
__ABC@JrEaAC 0 B
OF 0B F
Ba—a A% F( B+ [ A+ BCa—a+ AC + AI'!L+ Ag—j
> ad F acC (4.2.20)
ABC65 F"JAB 0 o
2F oC F
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F
2A°C?

Eger B=C ise (LRS Bianchi tip Il durumu) , (4.2.1) Lagraagi

2
L =-2F'B? Ab - 4AF ABBD — 4 FBAB- 2 FAB- ':2"1 +

2 ’
FB [ch 3BACHy AB-— AB(EJ L{a BG 8 AGy AEBUU A

(4.2.21)

A %— L(D)] (4.2.22)

seklini alir. Bu durumda; (3.2.3) ile verilen Noeth@metri kgulundan 7 tane denklem

elde edilir:
L8, F o
OA F 6A
a Ba_a+ Aa’g Ai Z+ Ba_ =0
2 0B 0B F\2 0B

£+A,8 Aay ZF(aa Aaﬂj 0
2 B oP 0P Bo®d

B+ Ba—a+ A%+ B%+ BF—(y+ Aa—y+Eﬂj:O
0A 0A 0B F

26’8 F(Z,B Ba—a B 2Aa’8j + —EQ=O
ov F oA 09 0A) F

'3__ F

aa+A0,8+F’ Boa %+Aﬂ +£"
20B 0B 0®

2A

Y 4FoB”

F2 (aB—Z,BA—FF’ AByj— U(a B+ 283 A&UU' Al?y] =

(4.2.23)

(4.2.24)

(4.2.25)

(4.2.26)

(4.2.27)

(4.2.28)

(4.2.29)

(4.2.22) ile verilen Lagrange fonksiyoneli icin & determinanti hesaplagohda
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d°L
aq'o¢y

W = del” H =—16AB' F(3F2+ F) (4.2.30)

bulunur. Hessian determinanti sifWW(=0) oldugsunda (4.2.22) Lagrangiani dejeneredir.

Bu durumdaF (®) ciftlenim fonksiyonu
1 2
F(®)= -1—2(03 -®,) (4.2.31)

olur. Burada®, integral sabitidir.

(4.2.23)-(4.2.28) denklem sistemi giigkenlerine ayirma yontemi kullanilarak

cozildiginde
a :ml—ﬂAm*lB”’S(CD -P,)", (4.2.32)
B =|—mA'“ B - dy)" , (4.2.33)
J/=—rl—nA'“B"“(CD-CDO)n+1 (4.2.34)

bulunur. Buradan ve m degiskenlerine ayirma sabitleri olup1:37m ve m# 0,—1dir.

(4.2.8) sureklilik denklemi dikkate alinginda, skaler alanib (®) potansiyeli,
U(P) =Ad* (4.2.35)

elde edilir. Elde edilen (4.2.31)-( 4.2.35) c¢6zurml€4.2.29) denkleminde yerine

konuldyzundal =0 olmasinin zorunlu oldtu gorulir. Bu durumda

a=0, £=0, y=0 (4.2.36)
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bulunur. Dolayisiyla ele alinan bu durum icin Na@egtlsimetrisini d@uran herhangi bir
vektdr alani yoktur ve buradan bir hareket salhate eedilemez.

LRS olmayan durum ele alalink (®) fonksiyonunun (4.2.319ekli secildginde,
(4.2.11)-(4.2.21) Noether denklemlerinden

b-d
a=-cA, pB=-c¢B, y=-cC d=(c+c,+¢c) 5 0 (4.2.37)

¢Ozumleri elde edilir. Buradac,c, ve c, integral sabitleridir. (4.2.8) sureklilik
denkleminden dolayU (®) potansiyeli (4.2.35) formunda olmak zorundadir. udiyla
(4.2.31), (4.2.35) ve (4.2.37) ifadeleri (4.2.22)dther denkleminde yerine konursa=0

ve C, =—¢ bulunur. Bu durumda (4.2.37) ifadeleri
a=-cA, (=0, y=cC 0=0 (4.2.38)

olur. Cartan bir-form

o, =L da+ L a+ Lac+ L o (4.2.39)
A BT ac T ad

kullanilarak, (4.2.38) ile verilen Noether simaitriscin hareket sabiti 1,0,

(1,O, a%+ﬁg—;+ g—(L:+5—) bagintisindan gagidaki denklemler elde edilir:
A C 6l
N :—clABCCDZ (4.2.40)

Buradal hareket sabitidir. Bululan bu ifade aslinda bisitama denklemidir ve bu
denklem (4.2.2)-(4.2.6) alan denklemlerinden eldideeek olanA, B ve C ¢ozumlerini

sglamak zorundadir.
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4.3. Bianchi IV Uzay-zamanlariicin Noether Simetri Yaklasimi

(3.3.3.1) ile verilen Bianchi tip IV uzay-zamani {4.1.1) etki integrali dikkate

alindginda Lagrange fonksiyoneli

L = -2F'BCA® - 2F'ACB® - 2F'ABC® — 2FCAB - 2FBAC - 2FABC

3 N2
_FC® _6FBC, \pd @ g
2AB A

(4.3.1)

olur. F #0# F' olmak lzere vaeu®) :% secildginde Bianchi tip IV uzay-zamani igin

(4.1.1) skaler tensor teorisine ait (4.1.2) ve .@).tlenklemlerinden

AB,AC_ BC__C 3 F( A B Q. 1(0° \_o (4.3.2)
AB AC BC 2AB A A B 2 K 2 -

E.}.E.}.E.p C’Q_+i+_|: b+ _B+_C o +i 4|:"+1)(j)2—_U:0 (4.3.3)
B C 4 2 F

é+£+£+i i+—F{cb+(—+—Cde)}+4i 4F"+1)q')2 _Z_UF: 0(4.3.4)

é+E+iB i i+_|: D+ _A+_B+ [0} +_1 4F”+]_)d)2—_U: 0(4.3.5)
A B 4 2 F

AB ¢ A Ac Bc € 3 1[4 (AR Q4] U_ 43
ABCABACBC4A% A 2F A B 2 F
A_B_C_y (4.3.7)
A B C

elde edilir. (4.3.1) Lagrangiani ile ilgilE, enerji fonksiyonu

ABACBCC?BFAB'-chZ
+—| —+—+—|O-——| —+U 4.3.8
" a8 ACT BC4KBAF(AB(3 2£2 j (138
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seklinde elde edilir. Buradan, (4.3.2) ile verile@-Q)- Einstein denklemininE, =0

denklemine @t oldugu gortulmektedir. Noether simetri gdundan elde edilecek olan

F () ciftlenim fonksiyonu veU (®) potansiyeli (4.2.8) denklemi ile verilen surelili

kosulunu da sglamak zorundadir.
Bianchi tip IV uzay-zamani icin (4.3.1) Lagrangiakullanilarak elde edilen
Noether denklemleri, (4.2.11)-(4.2.20) ile veridenklemler ve

F—Cz(ch+5Ac—3yAB—£ r82)+25 (@ Be g ACy ABL ABD
2A2B? F R F (4.3.9)

]

—U(aBC+,8AC+yAB+UU AB®) =0

denkleminden olgmaktadir. LRS olmayan bu durumda, (4.2.31) ciftierfonksiyonu,
(4.2.35) potansiyeli ve (4.2.37) co6zumleri (4.3.@)enkleminde yerine konursa

C, =, = ¢;=0 olur. Bu durumda simetriyi diran bir vektor alani bulunmamaktadir.

LRS Bianchi tip IV uzay zamani dikkate alipohda, (4.3.1) Lagrange fonksiyoneli

2 2 2
L =-2F'B*Ab - 4F ABBD - 4 FBAB- 2 FAB- in —6':f + A%%— L(CD)] (4.3.10)

sekline dongidr. Bu Lagrange fonksiyoneli icin Noether simetenélemleri (4.2.23)-
(4.2.28) denklemleri ve

1;52 (aB - ZﬁA—FF, AByj - U(a B+ 283 NUU' AEyj =0 (4.3.11)

denkleminden olgmaktadir. (4.2.31)-( 4.2.35) c¢ozumleri (4.3.11) kleminde
kullanildiginda | =0 bulunur. Dolayisiyla ele alinan bu durum igin Negtlsimetrisini

doguran herhangi bir vektor alani yoktur.
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4.4. Bianchi V Uzay-zamanlariicin Noether Simetri Yaklagimi

(3.3.4.1) ile verilen Bianchi tip V uzay-zamani #1.1) etki integrali dikkate
alindginda Lagrange fonksiyoneli

L = -2F'BCA® - 2F'ACB® - 2F'ABC® — 2FCAB - 2FBAC - 2FABC

2 b2 4.4.1
_6m’FBC o @b _U(@) (4.4.1)
A ®

olur. Bianchi tip V metii icin, (4.1.1) ile verilen teoriye ait (4.1.2) alalenklemleri ve
(4.1.5) Klein-Gordon denkleminden

AB AC BC 3m,  F[ A B Q, 1(&?

+ + - +— —+—+—1—| —+U |=0 (4.4.2)
AB AC BC A FFA B 2 2
E+E+B—C—ﬁ+—|:{<’1’>+[—B+—de>}+i(4F"+1)d>2——U:o (4.4.3)
B C BC K F B C 4 F 2F
AL A _F{d-,{_/a_c]d,}i(%ul)d,z__u:o (4.4.4
A C AC K F A 4 F 2F
Ao L oo A Dol L ager- Ym0 @y
A B AB K F A B 4 F 2F

A B C AB AC_BC3h_1 {@[_&_%_gd)}__uzo (4.4.6)

C
-==0 4.4.7
C (4-4.7)

N
> | >
|
w|w

elde edilir. BuradaF Z0# F' ve w(®P) :% dir. (4.4.1) Lagrangiani ile ilgilE _ ener;ji

fonksiyonu

L ,
L AB+ AC BC 3m _rt A B q.)_i ¢L+u (4.4.8)
AB AC BC A F 2 2
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seklinde elde edilir. Buradan, (4.4.4) ile verile@-Q)- Einstein denklemininE, =0
denklemine @t oldugu gortulmektedir. Noether simetri gdundan elde edilecek olan
F () ciftlenim fonksiyonu veU (®) potansiyeli (4.2.8) denklemi ile verilen surelili
kosulunu da sglamalidir.

Bianchi tip V uzay-zamani icin (4.4.1) Lagrangi&allanilarak elde edilen Noether
denklemleri, (4.2.11)-(4.2.20) ile verilen denklemVve

2

2 1
62 F[ch—ﬁAc—yAB—% AB(EJ
, (4.4.9)
-U (aBC+IBAC+ yAB+UU AB(b’j =0

denkleminden olgmaktadir. LRS olmayan Bianchi tip V uzay-zamaniuoda, (4.2.31)
ciftlenim fonksiyonu, (4.2.35) potansiyeli ve (82) ¢cbzumleri (4.4.9) denkleminde yerine

konursac, =0 ve ¢, =—c, bulunur. Dolayisiyla Noether simetrisinigoan vektor alani

X = g(—Bi+ Ci—i. +ij (4.4.10)
oB dC 9B 0C
seklindedir. Bu Noether simetrisi icin hareket sabit i,0,
, oL oL
i,©, = f—+y—) bagintisindan
(ix©, IBOB yaC) X
E—E:6—|2 (4.4.11)
B C c,ABCP
elde edilir.

LRS Bianchi tip V uzay zaman! dikkate aligehda, (4.4.1) Lagrange fonksiyoneli

L =—2F'B?Ad - 4F ABBD - 4 FBAB- 2 FAB

2 2 H 2
_MFE (o) (4.4.12)
A 2
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sekline dongur. Bu Lagrange fonksiyoneli icin Noether simetenétlemleri (4.2.23)-
(4.2.28) denklemleri ve

62 F( aB- 2,3A—% AByj (a B+ 28 Ak%, AB’] =0 (4.4.13)

denkleminden olgmaktadir. (4.2.31)-( 4.2.35) ¢6zumleri (4.4.13) kdeminde kullanilirsa
| =0olur. Dolayisiyla ele alinan bu durum icin de NaetBimetrisini dguran herhangi

bir vektor alani yoktur.

4.5. Bianchi VI, Uzay-zamanlariigin Noether Simetri Yaklasimi
(3.3.5.1) ile verilen Bianchi tip VI uzay-zamani ve (4.1.1) etki integrali dikkate

alindginda Lagrange fonksiyoneli

L = —2F'BCA®D - 2F'ACB®D - 2F'ABCD - 2FCAB - 2FBAC - 2FABC

s’ —U(qa)J

BC (4.5.2)
-2F(g* +gh+h*)—+ AB
(@" +qh+h7)—¢ C{(D

olur. Bianchi tip V|, uzay-zamani icin, (4.1.1) ile verilen skaler tan&risine ait (4.1.2)

alan denklemleri ve (4.1.5) Klein-Gordon denklengnd

AB, AC, BC (o ohepy L+ F[AB Qe 1 _+ U|=0 (45.2)
AB AC BC A F A B
B C+B_C:+(q +gh+ r12)—+E c'b+[—B+—deJ +i(4F"+l)d>2——U=0(4-5-3)
B C BC Fl B C | 4F 2F
ACLAC — (o +gh+ hz)i+E d5+(_'“+—j¢ +i(4 ':'+1)¢2‘—U:0(4'5'4)
A C AC A Fl A C | 4F 2F

A B A B 4 F 2F
A,B,C AB AC BC . ol [ ('AB Q] U_ 45
A B C AB AC BC A 2 H A B 2 F

52



BOLUM 4 —ARASTIRMA BULGULARI VE TARTI SMA Yusuf KUCUKAKCA

+h=—0—-h==0 4.5.7
(a+h) A qB c ( )

elde edilir. BuradaF Z0# F' ve w(®P) :% alinmstir. (4.5.1) Lagrangiant ile ilgiliE,

enerji fonksiyonu

2

-AB AC BC (i gnr r%)_+_': A8 Go L[, yussg
AB AC BC FL A B 2 2

seklindedir. Buradan, (4.5.4) ile verilen (0-0)- Eiein denklemininE, =0 denklemine

esit oldugu acikca gortlir. Noether simetriskdundan elde edilecek olaR (®) ciftlenim

fonksiyonu ve U (®) potansiyeli (4.2.8) denklemi ile verilen sureldilkosulunu da

sglamalidir.
Bianchi tip VkL uzay-zaman icin (4.5.1) Lagrangiani kullanilarekle edilen
Noether denklemleri, (4.2.11)-(4.2.20) ile veridenklemlere ilaveten

2
2F (g ;ﬂm hz)(aBC—,BAC—yAB—% AB(D'J
, (4.5.9)
U (aBC+,BAC+yAB+UU AB(E] -0

denkleminden olgmaktadir. LRS olmayan bu Bianchi tip \vuzay-zamani durumda,
(4.2.31) ciftlenim fonksiyonu, (4.2.35) potansiyelie (4.2.37) c¢ozumleri (4.5.9)
denkleminde yerine konursq =0 ve c, =-c, olur. Hareket sabiti Fantisindan elde
edilecek olan denklem (4.4.1&klindedir.

Bianchi tip Vi uzay zamaninin LRS durumu dikkate alfndda, (4.5.1) Lagrange
fonksiyoneli

L =-2F'B?AD - 4F ABBD - 4 FBAB- 2 FAB
2 H 2
_2(q +th+ ) FBZ+ABZ(%_U(¢)j (4.5.10)
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sekline donigur. Bu Lagrange fonksiyoneli icin Noether simeten&tlemleri, (4.2.23)-
(4.2.28) denklemleri ve

2(0® +(/1?+ ) F(O’B—Z,BA—FF' AByj— U(a B+ 203 AI—% AB/) =0 (45.11)

denkleminden olgmaktadir. (4.2.31)-( 4.2.35) ¢ozumleri (4.5.11) kleminde kullanilirsa
| =O0bulunur. Dolayisiyla ele alinan bu durum icin deeMer simetrisini dguran

herhangi bir vektor alani yoktur.

4.6. Bianchi VIII ve IX Uzay-zamanlari icin Noether Simetri Yaklasimi
(3.3.6.1) ile verilen Bianchi tip VIII ve IX metrigri ve (4.1.1) etki integrali dikkate
alindginda Lagrange fonksiyonelgasidaki gibi bulunur:

L =-2F'BCA® - 2F'ACB®D — 2F'ABC® - 2FCAB — 2FBAC — 2FABC

3 / 4.6.1
+2q|:A_C Ei +AB %_U((D) ( )
B 2BC )

Bianchi VIII ve IX metrikleri i¢in (4.1.2) alan a&lemleri ve (4.1.5) Klein-Gordon

denklemi kullanildginda

AB+ AC+ BC+_q _A +_F _A.\|._B+_ (p_i c’;+U =0 (462)
AB AC BC B 4B¢C A B 2 2

E+E+E:+_q i-{-_F D+ _+_C [0) +i 4|:"+]_)d)2 —_U: 0 (463)
B C BC B 4BC F B C 4 2 F

A+E+A_C _q+i+_|: df)+ _A+_C CD +i 4F”+1)¢)2—_U: 0 (464)
A C AC B 4BC F A C 4 2F
é+E+iB+_q+i+_F b+ _A+_.B+ [0) +i 4|:”+1)d)2 __U: 0 (465)
A B AB B 4BC F A B 4 2F

A,B,C AB AC BC q A 1|4 (A B Gy U_g (4.6.6)
A B C AB AC BC B 4BE 2F A B 2

B_C) (4.6.7)
B C
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bulunur. (4.6.1) Lagrangiani ile ilgile, enerji fonksiyonu
E :E_'_i(:_'_ﬂ:_'__q _A+_I5F(_A+_B+_3¢_i£¢_2+uj (4.6.8)

seklinde elde edilir. Buradan, (4.6.2) ile verileh@)- Einstein alan denkleminig, = O

denklemine gt oldugu goérulmektedir. (4.6.2)-(4.6.7) denklemlerindemaeli terimleri
yok ederek (4.2.8) sureklilik denklemi elde edilidoether simetri kgulundan elde
edilecek olanF (®) ve U(®) fonksiyonlari (4.6.2)-(4.6.7) alan denklemlerimi stireklilik
denklemini sglamalidir.

(3.3.6.1) ile verilen Bianchi tip VIl ve IX uzagamanlari icin (4.6.1) Lagrange
fonksiyoneline ait Noether simetri denklemleri 24.1)-(4.2.20) denklemlerine ilave

olarak
F' F A

2q§(aBC—,8AC+yAB+F AB®'J+——(—3a BG S AGy ABEF ABI%

2 B'C? (4.6.9)

-U (aBC+,6’AC+yAI3—UUI AB@=0

denklemini de icermektedir. LRS olmayan bu Biantpi VIII ve IX uzay-zamanlari
durumda, (4.2.31) ciftlenim fonksiyonu, (4.2.35tgqusiyeli ve (4.2.37) ¢ozumleri (4.6.9)

denkleminde yerine konursg = ¢, = ¢, =0 olur. Dolayisiyla Noether simetrisini goran

vektor alani yoktur.

Bianchi tip VIII ve IX uzay-zamanlarinin LRS durlan icin Lagrange

fonksiyoneli

L =-2F'B?Ad - 4F ABBbD - 4 FBAB- 2 FAB
(4.6.10)

3 2
+20FA-TA | AR [3— U(CD)j
2B 2

2

olup Noether simetri denklemleri, (4.2.23)-(4.2.88nklemleri ve
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FA?
2B°

FI
F

E(a8+ F AByj +
B F

[—30/ B+ 28 A- AEyj

, (4.6.11)
~U (aB+2,8A+UU AByj B=0

denkleminden olgmaktadir. (4.2.31)-( 4.2.35) c¢ozumleri (4.6.11) kleminde
kullanildiginda | =0 olur. Bu nedenle ele alinan bu durum icin de Neetsimetrisini

doguran herhangi bir vektor alani yoktur.

4.7.f(R) Teorisinde Bianchi | Uzay-Zamanlariicin Noether Simetri Yaklasimi
Einstein-Hilbert etki integralindekiR Ricci skaleri yerineR'nin analitik bir

fonksiyonu olarf(R) alinmakta ve bu durumdaki cekim teorisi icin etkegrali

A:jd“x\ﬁ f(R (4.7.1)

ile verilmektedir. Burada madde alani dikkate aanmgtir. Metrik formalizmi kullanilarak
bu etki integralinin metrik tensére gore varyasyahuadginda alan denklemlesu sekilde

bulunur:

fo(R) Rdb—% f(Rg-0-, { R+ g § R=0 (4.7.2)

(3.3.1.4) ile verilen Bianchi tip | kozmolojik molil&in (4.7.1) etki integrali

A=[dt(ABCRABGCH (4.7.3)

seklinde yazilabilir. BuradaR Ricci skaler veA, B, C metrik potansiyellerikonfiglirasyon
uzayini tanimlayan amsiz dgiskenler kimesini olgturur. Nokta ise kozmik zamana
gore turevi gostermektedir. Bu konfigurasyon uz&gimesini kullanarak Lagrange

fonksiyonelini elde etmek icin (4.7.1) etki intefyra

A=[d*x/~q[ {(R-A[ R H] (4.7.4)
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seklinde yeniden yazilabilir. Burad& Lagrange carpanidir (multiplier) i@ Bianchi tip |
uzay-zaman mettine gore ifade edilen Ricci skaleridir. Dolayiyla lonetrikten Ricci

skaleri

R=2 C+—+=

(4.7.5)
A B C AB AC BC

ABCABACBC}

olarak elde edilir. Burada, (4.7.4) etki integrdéngériinenR— R=0 ifadesi bir kisitlama
denklemi olarak kgrmiza ¢ikar. Bu durumda c¢arpanini bulmak igin Lagrange carpani
yontemi kullanilir. Bunun icin (4.7.4) integraliniR ye gore varyasyonu alinip sifira
esitlenirse

A=1(R (4.7.6)

bulunur.gap, metrik tensérin determinarg) (4.7.6) Ricci skaleri vel nin deeri (4.7.5)

integralinde yerine konursa

A=[dtABQ f- f| R-2 A,B,C, AB, AC BC (4.7.7)
AB C AB AC BC

denklemi elde edilir. Kismi integrasyon yontemillkuallarak ivmeli terimleri yok edilirse

Lagrange fonksiyoneli
L = ABQ(f - Rf,) - 2f.,(BCA+ ACB + ABC )R- 2f,(CAB+BAC + ABC) (4.7.8)
seklinde bulunur.

Bianchi tip | metrgi icin (4.7.2) alan denklemlerinden veya (4.7.8pgtangianinin

varyasyonu alingg zaman

AB,AC BC T[A,B Clor L (f_Rt)=0, (4.7.9)
AB AC BC fr\A B C 214

E+E+B_C+ﬁ R+ E+E R|+ fRRR R? + (f - Rf ): (4710)
B C BC f, B C fr R
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A+E+£+ﬁ R+ é+g R +ﬁRz+i(f—RfR):o, (4.7.11)
A C AC f, A C fo fo

A, B, AB_ fe|p,[A,Blal, farnpe, 1 (f-Rf.)=0 (4.7.12)
A B AB f, A B fo .

fRR[_+ ______ } =0 (4.7.13)

diferansiyel denklem sistemi elde edilir.
f(R) cekim teorisinde Bianchi tip | uzay-zamani icin Lagrange fonksiyonunun

tanimlandgl konfigirasyon uzayiQ={A B G B ve konfigirasyon et uzay! ise
TQ={A B G R AB C R seklindedir. (3.2.3) ile verilen Noether teoremisktunun

sazslanmasi durumundX vektor alani

.9 a @ ) 3 .9 .98 .0
X=@—t et Yt Ot (- e+ o+ O—r 4.7.14
T I TR T A VAL TR Y ( )

seklinde olmasi gerekir. Burada, 83, y ve &

6=22 7+ 0,00 5,00
0A" 9B 9C  0R

ﬁ_aﬂAﬁ/J’ +9B 5,98 (4.7.15)
oA’ 9B oC  9R

“ W Vg Ve, g
oA" 0B~ oC  OR

_0a, 00y 00 0a
JA 0B 0C OR

y

biciminde tanimlidir.
Bianchi tip | metrik icin Noether simetri kolundan, (4.7.14) vektor alani ve

(4.7.8) Lagrangiani kullanilginda gagidaki 11 denklemden odan sistem elde edilir:

C%+BQ+EBC@:O, (4.7.16)
A O0A f, 0A
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c99 AV Trmpc g (4.7.17)
B 0B f, 0B

da 9B f....00
BIY + A%2 1 Trr AB9P . 4.7.18
aC aC f, oC ( )

fRR(BC—+ACa'8+AB— =0, (4.7.19)
oR oR oR
y+ca—a+ c28 ., g%y RRC(& Aa—5+865j 0, (4.7.20)
0A GA GB GB fq 0A 0B
ﬁ+Ba—a+A% 9B, gor RRB(J Aa_5+cao') 0, (4.7.21)
on " ontCoc” ac fo dA aC
a+c99: 79 g9, p9B 1 A{J ca—5+305j 0, (4.7.22)
oC aC B 0B f, aC 0B
c8.g%, RR(C,B By+BCa—a+ACa’8 JNLia BCad) +femrpes=0, (4.7.23)
R OR f, oA A oA OR) f,
c2a, a9, RR(Ca’+Ay+BCaa+ACaﬁ+ABay ACadj +Tamr pcs = (4.7.24)
R R f, oB B B R) f,
g9, p98 RR[Ba+A,B+BCaa+ACa'B+ABay ABMJ + Tom Apg = (4.7.25)
R R fo aC aC aC R) f,
(f -Rf)(BCa + ACB+ ABy) - f ,ABCRI=0 (4.7.26)

Burada, konfigrasyon uzayinin boyutu 4 @daodan dolayi 11 tane diferansiyel denklem
elde edilmgtir.
(4.7.19) denklemi dikkate alinginda iki durum kapmiza cikar:

47i. fq=0 (4.7.27)
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a7ii. Bc22+acp8Y -0 (4.7.28)
oR oR oR
Durum (4.7.i): Bu durumda, (4.7.8) ile veilen Lagrange fonksiylonie Hessian

determinanti \V = —-48 ABCf, f..)* ) sifir oldizundan Lagrangian dejeneredirf., =0

iken ¢ekim teorisinigekli

f(R) =a,R+4a, (4.7.29)

olur. Bser a, =1 ve a, =A alinirsa (Burada\ kozmolojik sabittir) kozmolojik sabit

iceren Einstein ¢ekim teorisi elde edilir.
(4.7.29) ile verilenf(R) kullanilhp, Noether simetrisine ait (4.7.16)A46)

denklem sistemi dgskenlerine ayirma yontemi ile ¢ozilglinde
a=cA, B=cB, y=-2cC 0=0(AB,C,R (4.7.30)

elde edilir. Buradaec, keyfi bir integrasyon sabitidir. (4.7.29) ile venil ¢ekim teorisinde;

Bianchi tip | uzay-zamanlari Noether simetrisinbiptrr ve simetriyi dguran vektor alani

su sekilde bulunur:

. ) ) 0 9 .0 .0 .0 .0
X = —+B——-2C—+0—+A—+B—-2C—+0—
Cl{ 0A 0B C OR oA 0B aC OR} (4.7.31)

(4.7.29) cekim teorisi i¢in (4.7.8) Lagrangiaay,=1 ve a, =/ olmak lzere
L = ABCA - 2(CAB + BAC + ABC) (4.7.32)
sekline indirgenir. Bu Lagrangiandan konfiglirasyozayinin boyutunun 3 ol

gorilmekte olup Q={A B G seklinde tanimhdir. Dolayisiyla Noether simetrisini

doguran vektor alani R’den Bansizdir ve
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0 0 o .90 .0 .0
X=¢|A—+B-—-2C—+A— +B— - 2C—
1{ 0A 0B oC ~0A 0B ac} (4.7.33)

olur. Elde edilen bu Noether simetrisi(A B,C,A B,C) - L(u,v,W,u,v) déniimini
yapmamiza olanak §ar. Burada w=w(AB,C), u=u(AB,C) ve v=Vv(AB,C)dir.

Ancak ve ancak
iy (dw) =1, i,(du)=0, i,(dv)=0 (4.7.34)

durumu gercekkgrse w, donumli (cyclic) desiskendir. (4.7.34) gtlikleri acik olarak

yazilirsa
ow ow ow
azit 'B_OB Yo =1 (4.7.35)
ou ou ou
@Bty st =0 (4.7.36)
ov ov ov
“on PV oc " (.73

elde edilir. (4.7.35)-(4.7.37) denklem sisteminin  engl ¢6zimu
w=c, " In(A) + gl(BA‘l, AZC) u=g,(BA*, A°’C) ve v=g,(BA™,A°C) olmak iizere

:iln(A), u=BA", v=AC (4.7.38)
C

¢6zUmUnu dikkate alahm. Bu durumda

A=e?  B=ue" C =ve’?" (4.7.39)

ters dongimu alinip ve bu ifadeler (4.7.32) Lagrange fon&meslinde yerine konulursa

donsimll Lagrangian

L = 6¢, UMWV + 2¢, VIV — 4, LW — 20y + Auv (4.7.40)
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olur. Boylece;w' nun donumlu dgisken (yanig—l‘=0) olmasinin sgandgi goralur.
W

(4.7.40) ile verilen Lagrangiandan, Euler-Lagramgeeket denklemleri veE, = 0enerji
fonksiyoneli gagidaki gibi bulunur:

. v A
3202 + E—zxjw—ﬂ——m, 4.7.41
' Cl(u v uv 2 ( )

601w+——2—— |
u v 2cuv’

(4.7.42)

——c1w+3c1 W 301M+%-0 (4.7.43)
Y

u , uw | A

— +2¢,W + 3¢, W +3c1—+5—0 (4.7.44)

u

Buradac, # 0 ve | hareket sabitidir. Bu denklem sisteminden

u(t)=b (4.7.45)
Jel Jen
v(t) = Y TS [ tj, (4.7.46)
1 A
w(t) =-——In[ ] (4.7.47)
6012b223in2£\/i_/\t}

¢Ozumleri bulunur. Buradab, ve b,sifirdan farkli sabitlerdir. Dolayisiyla (4.7.39)

donsUmund kullanarak Bianchi tip | uzay zamanlari igietrik potansiyelleri

6b22 Cl2

At) =1 sin

z[Ji_AtJ]i | (4.7.48)
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2 .2 1
B(t) = bl[6b2 G s (”j/\ tj]f', (4.7.49)
5/6 2
cy=—2" sin( AZA tj[ A E (4.7.50)
7%qlc1'\/K b 2 2 2 V 6/\
,°C,” sin 4 t
seklindedir.
Bianchi tip | modeli iginX, Yy ye z yonlerindeki Hubble parametreleri
A B C
H =—, H =—, H =— 4.7.51
Y - VTG ( )

olarak verilir. Bianchi tip | uzay-zamani icin emie hacmiV(t) = ABC olmak Uzere,

kozmolojik sabitceren ¢cekim teorisinde

V(Y =

V6l (\/ﬁ J (4.7.52)

126JA

olarak bulunur. Ayni model i¢in ortalama 0Ol¢ek gamp

1

a(t) = quf J'_ (JG—A H (4.7.53)

olur. Ortalama Hubble parametresi

HO=3v 32 3la"s"C

(4.7.54)
3v a 3

1V a 1(A B C]

hesaplanginda

H(t) = @co(@tj

; (4.7.55)

elde edilir. (4.7.51) ile verilen yonli Hubble paratreleri ve (4.7.54) ile verilen ortalama

Hubble parametresi kullanilarak ggeimenin anizotropisi yaranizotropi parametresi
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A:Ez(Hi 'sz (4.7.56)

ile verilir (Kumarve Singh, 2007). Burad#, (i = 1,2,3) yonlti Hubble parametrelerini
gostermektedir. Ele alghmiz Bianchi tip | kozmolojik model igin anizotroparametresi

A= 2 (4.7.57)

_1 40052(\/6_/\] inz[\/6_/\t]
4 4

dir. Bu model icin yavglama parametresig(= —f—a?) ise
a

(4.7.58)

olmaktadir. (4.7.53) ile verilen Olgek ¢carpanininrzi ve ikinci tirevleri hesaplanirsa

o 6l (on NN 3
a(t)-lzClco{ 5 tJ{ch\/Ksm[ 5 tﬂ (4.7.59)
: /R 20052(\/6_/\ Jsin (\/i_/\ J+1
ae) = 63' - (4.7.60)
" sin mt | sin Mt ’
2cN

bulunur. Bu model i¢in gegleme skaleri

Jon {mtj (4.7.61)

®©=3H=——co
2 2

ve shear skaleri
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A

(4.7.62)
8co§(\/i_Athin2(\/i_Atj

2_:L S 2\ —
o —EZ(Hi—:SH y=-
i=1

seklinde elde edilir

Durum (4.7.ii): Bu durumda (4.7.16) —(4.7.26) Noether simetri diemieri

f(R=R" (4.7.63)
sekli secildginde

a=-2c,A, f=¢B, y=¢C 0=0 (4.7.64)
¢cbzumlerini sglamaktadir. Buradan sabit olup n# 01 dir. Eger n=1 olursa standart

Einstein c¢cekim teorisine indirgenir. (4.7.63) ileerilen c¢ekim teorisi icin (4.7.8)

Lagrangiani dejenere olmaz. (4.7.64)zederi icin Noether simetrisini dgaran vektor

alani
vi 0 0 0 .0 .0 .0
X=¢|-2A—+B—+C—-2A—+B—+C—
C{ 0A 9B aC 0A 0B ac} (4.7.65)
biciminde elde edilir. Elde edilen bu Noether sinset

L(AB,C,R,AB,C,R) - L(w,u,v,$W,u,v) dongimini yapmamiza olanak gbar.
Burada s=s(A,B,C,R), w=w(AB,C,R),u=u(AB,C,R) ve v=Vv(AB,C,R)dir ve

konfiglrasyon uzayinin boyutu dorttir. Boylece

i (ds)=1, i, (dw)=0, i,(duy=0, i, (dv)=0 (4.7.66)

durumu gercekligrse s, donumli(cyclic) desisken old@gu séylenebilir. (4.7.66)sélikleri
acik olarak yazilirsa

a—+f—+y—=1 (4.7.67)
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ow ow ow

O—+fB——+py—=0 4.7.68
0A 'BOB VOC ( )
ou ou ou

a—+pB—+y—=0 4.7.69
0A ’BOB VOC ( )
ov ov ov

a2 %Y —p 4.7.70
0A 'BOB yac ( )

olur. Bu denklem sisteminin genel (;('szrnsl'l:—(ch)‘lIn(A)+fl(A”zB,Al’ZC,R) ,

w= fz(Al’ZB,Al’ZC, R) ,u=f,(BAY, A°C)vev= fl(A”zB, A'%C, R) olmak iizere
sz—ziln(A), w=A"B, u=A"’"C, v=R (4.7.71)
G,

cozumlerini dikkate alalim. (4.7.713igiklerinin ters dongumleri alinirsa

A= B=we™ C=ue*, R=v 4.7.72)

elde edilir. Bu ifadeler ve (4.7.63fR) formu (4.7.8) Lagrange fonksiyonelinde yerine

konursa

L = 6¢,°nwuv™s? + 2¢,nv™ (U + war)s — 2n(n — v 2 (U + wu v
- 2nv"™d - (n - )wuv'

(4.7.73)

olur. Bu Lagrange fonksiyonelinden d%£=0 olduzu goérinmektedir. Dolayisiyla
S

sdonimli dgiskendir. (4.7.73) ile verilen Lagrangiana &t =Oenerji fonksiyoneli ve

Euler-Lagrange hareket denklemlegg&adaki gibi bulunur:

3’82 +cl(ﬂ+£js—(n—1)(ﬂ+£jx—w+n—_lv:O, (4.7.74)
w u W u

g+ Wal=_o (4.7.75)

66



BOLUM 4 —ARASTIRMA BULGULARI VE TARTI SMA Yusuf KUCUKAKCA

. .. 2
Y cs+(n-1Y+3c26 +(n-1)(n- 2)——(n 1)(015 “)V n-i, oo, (4.7.76)
u v ujv 2n

—cs+(n 1) +3czsz+(n -1)(n- 2)——(n l)(cs—wjv n-l,-o, (4.7.77)
w w/v  2n
ﬂ+ﬂ+3cfsz+c1["—v+“js+w Y-o. (4.7.78)
w u w u wu 2

Burada |, korunumlu nicelie kasilik gelen hareket sabitidir. (4.7.77) denkleminden

(4.7.76) denklemi ¢ikartilirsa

W_Uin- 1)["" Ej—_o (4.7.79)
w u W u)v

bulunur. Bu denklemden
WU % (4.7.80)
w u Wwuv

elde edilir. Buradaa, integral sabitidir. (4.7.74), (4.7.75), (4.7.7¢3,7.78) ve (4.7.80)

denklemlerini gozmek igin

dt = wuv"'dr (4.7.81)

zaman dongiimunt kullanalim. Bu dégiam altinda (4.7.75) ve (4.7.80) denklemleri

W, u
6cs +—+-L=|,, 4.7.82
Clr W u 0 ( )
W U g (4.7.83)
W 7.

sekline gelir. Bu iki denklerru(7) cinsinden ¢ozullrse
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w(7) = Lu(r)e™” (4.7.84)
ve
s(r) = 1 [(lo_a‘))r—ln(u)}ﬂ (4.7.85)
3c, 2 ? o

elde edilir. Buradd, ve |, integral sabitleridir. (4.7.71) dogiimuni kullanarak (4.7.84)
ve (4.7.85) ¢ozumleri (4.7.74), (4.7.75) ve (4.7 .d8nklemlerinde yerine konursa

ur2 u 3(n-1) (ao + ZUrJVr_ 3'12(n -1) uty2le?al _ (I, —ay)(l, +a) -0 ,(4_7_86)

+a,—~+
20 ujv 8n 16

u u 4

2
ui+§(n—1)vi——2uf — g, U - 30 1)(a0+2u_r+v_jv_,
\

2 0
u 4 u2 u 4 u V)V | (4.7.87)
_ 3,"(n-1) Uty le2a 4 (I, —a))(l, + &) -0
8n 1€

2

2 —_
2urr _@ urz _ 4a0 uﬁr _ (n _1) ao + 2u77 Vir_lliu4v2nfleZaor + (IO ao)(lo + ao) = 0(4788)
u 3u 3 u u)v 2 12

denklemleri elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oz@dide

3(n-1)

4(4n-5) _ _ _
u(r) =1+ tan? M exp — 6'3(” Dr+ (4n 5)(a0r 41,) (4.7.89)
6(n-1) 4(4n - 5)
6I3(n —1)2' + (4n - 5)(aor _ 4|4) , \/ﬁ(z— N |5) 4”n-_25 2n-1
nhex{ (4n-5) }{“ta” [ 6(n-1) H , (4.7.90)

V() = 3
6l,"(n-D(2n-1)(4n-5)

elde edilir. Buradd,, I, ve |, integral sabitleridir ve

h=-1,(8n? —14n + 5) — 2a,” (20n? — 41n + 20) +12a,l, (4n> - 9n + 5) —
36l,°(n-1)°

(4.7.91)

seklinde tanimlanmaktadir. Ayncani%ve n¢% dir. (4.7.89) cbzimi (4.7.84) ve

(4.7.85) aitliklerinde yerine yazilirsa
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3(n-1)

w(7) = I1{1+ tanz[MJrMn_S) exp{— 6ly(n =17 = (4n = 5)(3a,7 + 4|4)} (4.7.92)
6(n-1) 4(4n - 5)

S(r) = 6i[ﬁls(n ~1)7 + (4n-5)(2l,7 - a,r - 4|4)}

2(4n-5)
3(n-1) (4.7.93)
L |:1+tan (\/_(THF’)j e +1,
3c, 6(n-1)

bulunur. (4.7.89)-(4.7.93) ¢cozumleri (4.7.72jtlklerinde kullanildgr zaman Bianchi tip |
modeli i¢in metrik potansiyelleri v egrilik skaleri

-1)
A7) = {1+tan (\F(T *ls )H 2(4n ?

6(n-1) (4.7.94)
ex _6l;(n=-1)7+ (4n-5)(2l,7 —a,7 -4, +12c/,)
6(4n-5)
W (n-1)
B (T+| ) 2(4n-5)
B(r)—ll|:1+tan( 6(n-1) J:l (4.7.95)
exp{_ 6I3(n—1)r—(4n—5)(|0r+4aor+4l4+601I2)}
6(4n - 5)
_1)
2(4n-5)
C(r) =|1+tan (‘/_(T *ls )j
6(n-1) (4.7.96)
ox _Bl;(n-1)7 + (4n-5)(-l,7 +2a,7 -4, -6¢C],)
6(4n-5)
6, (-7 + @n-5)@a,r -4, , (VA )| "
R nhex;{ (4n-5) }{1 tan { 6(n-1) H -23, (4.7.97)
7)=

e2n—l

6l,°(n-1)(2n-1)(4n - 5)
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olarak bulunur.
Elde edilen bu metrik potansiyelleri kullangchda, f (R) =R" ¢ekim teorisinde,

Bianchi tip | uzay-zamani igin evrenin uzaysal hacm

3(n-1)

V(r) = I1{1+ tanz[M]] e ex{— 6l,(n—1)7 - (4n-5)(a,T + 4|4)} (4.7.98)
6(n-1) 2(4n-5)

olur. Bu model igin ortalama olgek carpani

(n-1)

a(r) = I11’3{1+ tan{MIl o ex;{— 6l,(n ~1)7 — (4n - 5)(a,7 + 4I4)} (4.7.99)

6(n-1) 6(4n -5)
seklinde bulunur. Ortalama Hubble parametresi

H(T):E&:i:l(&+i+&] | (4.7.100)

hesaplandginda

Vhr+1)) o _
\/Ftan[B(n—l) 6l,(n—1) + (4n-5)a,

)= 6(an - 5)

(4.7.101)

elde edilir. (4.7.51) ile verilen yonli Hubble paretreleri ve (4.7.101) ile verilen ortalama

Hubble parametresi kullaniginda (4.7.56)denklemindeanizotropi parametresi

-2

A= 2(|O2 +3a02)(4n—5)2[\/ﬁta %J -6l,(n-1) + (4n-5)a, (4.7.102)

elde edilir. Bu model i¢cin yagtama parametresi ise
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6(n—-1) 6(n-1)

. D), e et o]
(n 1){%%1{ 6= ]+(4n 5)a, - 6l,(n 1)}

h{(Sn -6) tanz[MJ +(4n —5)} +2/h(n-ta Mj[(m -5)a, —6l,(n-1)]+g (4.7.103)

q=-

seklinde olur. Buraday = (n-1)[a,? (4n-5)* ~121,(n - D[ (4n - 5)l, - 3,(n -1)]| dir.
Simdi (4.7.89) ve (4.7.90) genel ¢ézumlerinin tasimoldigu n:% ve n:%
degerleri icin bu denkleri inceleyelim.
1

nzé Durumu: Bu durumda cekim teorisi (R) = R2 sekline sahiptir.n’'nin bu degeri

(4.7.86)-(4.7.88) denklem sisteminde yerine yazaliou denklem sistemi

u(r) =16 (4.7.104)

2 2 2] 4
v(r):l5exp{16|4(ao+l4)+ao PP L NP SR (4.7.105)

6(a, +2l,) 2(a, +21,)°

cOzumlerini sglar. Buradaa, # -2, ve |, (i = 345) integral sabitleridir. Bu ¢ozimler

(4.7.84) ve (4.7.85)sdliklerinde yerine konursa

w(r) =1 g% (4.7.106)

— (Io_ao_2|4)r _Inls
= e Tk

2 (4.7.107)
1

elde edilir. Bu ¢ozumler (4.7.72) denkleminde yerkonuldgunda, R? ¢ekim teorisinde

Bianchi tip | uzay-zamani igcin metrik katsayilae Ricci skaleri gagidaki gibi elde edilir:

ay—lp+2l,
203 (3 r—2ql2j
A(T)=1,""e , (4.7.108)
(5ag+lg+4l,)
1y 203 ( 6 T+°l'2j
B(r) =1l,""e , (4.7.109)
lo—ag+4l,
_1 2/3 [ 6 r+ql2j
C(r)=1,"e , (4.7.110)
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R(r) =, ex{le;u(ao P RV PSR K PO AR

4.7.111
6(a, +2I,) 2(a, +21,)° @741
Bu cekim teorisi icinx, Y ye z yonlerindeki Hubble parametreleri arasinda
H _ 2, +a, -1, | Hy:4|4+5ao+|o H,=H, -a, (4.7.112)
X 3 6 z y

seklinde elde edilir. Bianchi tip | uzay-zaman igawrenin uzaysal hacn¥ (r) = ABC

1
olmak tzereR?¢ekim teorisinde

V(r) =1 1, el 2" (4.7.113)

olarak bulunur. Ayni model icin sirasiyla ortaland&ek carpani, ortalama Hubble
parametresi ve anizotropi parametrasgedaki gibi elde edilir:

(a0+2l4jr
2
a(r) = (l,l; ) et 3 , (4.7.114)
_a,+2,
H(7) = 3 . (4.7.115)
_ |02+33022 (4.7.116)
2(1,+2,)

Bu model icin yavglama parametresi = -1 olur.

5
n :gDurumu: Bu durumda ¢ekim teorisi (R) = R* sekline sahiptirn’ nin bu deeri

(4.7.86)-(4.7.88) denklem sisteminde yerine yazalvea, = 0 kabul edilirse bu denklem

sisteminden
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1 +
u(r) :ex;{w(%'* "')+|oz|3f)} , (4.7.117)
3
90?3 2( 4 i ay (17
V(1) = —gmexp =| e 4l 0o -, (4.7.118)
a, 3|1, ,

cOzumleri bulunur. Buradd, > 0,1, #0 ve |, (i = 34) integral sabitleridir. Bu ¢dzimler

(4.7.84) ve (4.7.85)sdliklerinde yerine konursa

1 r+
w(r) =1, exp{F (4e'3( ) 4 |02|3T)} ’ (4.7.119)

3

1 1 - lot
(1) = _3Cl exp{4 - (4e'3( ) 4 |02|3T)} +2+], (4.7.120)

5
elde edilir. Bu ¢ozumler (4.7.72) denkleminde yerkonuldgunda, R* ¢ekim teorisinde

Bianchi tip 1 kozmolojik modeli icin metrik potanslleri ve Ricci skaleri gagidaki gibi

bulunur:
A _ 2 l5(7+,) Io | —9| -2
(r)=exp——e" " +—=(l,—2,)r -2 | (4.7.121)
B(7) =1, ex 2 gy Jo (I +15)7+1¢ (4.7.122)
3, 6l, ' o
B(r) =1,C(7) , (4.7.123)
907 12( 4 iy [y
R(T) ==——exp—=| —e\"" +| 2 —|, |7l
(1) o7 3[|32 o T (4.7.124)

Bu ¢ekim teorisi icinx, Y ye z yonlerindeki Hubble parametreleri arasinda
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— -215(r+1,)
= lollo = 215) + 4e , H,=H,=H,+2 (4.7.125)
6l, 2
5
ili skisi vardir. Bianchi tip | uzay-zamani icin evreriacmi R* cekim teorisinde

H

3

1 .
V(r) =1, exp{F (4e'3( la) 4 Iozlsr)} (4.7.126)

olarak bulunur. Ayni model icin sirasiyla ortalandé&ek carpani, ortalama Hubble

parametresi ve anizotropi parametraesgedaki gibi elde edilir:

a(r) :|11/39XF{6|—12(49'3(”"‘)+|oz|3f)} , (4.7.127)
3
1 l5(7+1,) 2
H(7)=—|4e*" " +I
(7) 6I3[ 0 ] (4.7.128)
R i
—_ 0'3
A=2 4el3(r+l4) + |02 (4.7.129)

Bu model igin yavglama parametresi
2
24'3 els(r+|4)
15 (r+1,) 22
4e= "+

q=-

(6.7.130)

seklinde olur.
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5. SONUCLAR ve ONERILER

Uzay-zaman mefE Uzerinde bazi simetri kabulleri yaparak Einsteatan
denklemlerine kesin ¢ozuimler anamak c¢ok sik kullanilan ydntemlerden biridir.
Lagrange fonksiyonelinin varyasyonu alinarak elddilee Euler-Lagrange hareket
denklemlerinin invaryantini sglamak ve hareket denklemlerine ¢6ziim elde edebilmek
maksadiyla simetriler kullaniimaktadir. Bu simetkiabullerinden birisi, Lagrange
fonksiyoneli icin Noether simetri yaklamidir. Dikkate alinan gravitasyon teorisinde,
hareket sabiti elde etmek icin Noether simetri gakhi kullansh bir yontemdir. Bu
simetri yaklaimi skaler tensoér teorilerinde ciftlenim fonksiyome potansiyelin, f(R)

gravitasyon teorisinde ig€R)’'nin seklini belirlememize olanak gtar.

Bu calgmanin ilk boéliminde tezin amaci anlatgmue ikinci bolimde temel
kavramlar verilmjtir. Uclinct bolimde ise 0Oncelikle genetlglmis gravitasyon
teorilerinden skaler tensor teorileri ¥(R) teorisi hakkinda genel bilgiler ele alingtmi.
(3.2) boluminde, Noether simetri yaiiai ele alinmy ve incelenmitir. Daha sonra; (3.3)
boliminde Bianchi kozmolojik modellerinin bazi didéri verilmistir. Tezin dérdinci
bolimiunde Bianchi uzay-zamanlari icin Noether simgklasimi argtiriimistir. (4.1) alt
bolumunde; skaler tensor teorilerinde, LRS Bianghil, Bianchi tip 1l ve Kantowski-
Sachs uzay-zamanlari icin Noether simetrisininrlegimesi ve bu uzay-zamanlara ait alan
denklemlerine ¢ozumler agtariimistir. Bu durumda; (4.1.8) Lagrange fonksiyonelini
dejenere yapan (4.1.19) ile verilen ciftlenim foigk®iu ve Brans-Dicke parametresi,
(4.1.23) ile verilen skaler alanin potansiyeli s#iginde, Noether simetrisini garan
vektor alani (4.1.24) ile verilrgtir. Bu simetri; (4.1.35) doniimini yapmamiza olanak
salar. Bu donigumler alan denklemlerinde kullanilarak, ele alinaay-zamana ait metrik
potansiyelleri icin (4.1.45) ve (4.1.46) ifadele®(t) skaler alani icin (4.1.47) ifadesi elde

edilmigtir. Bl ( Y =0) uzay-zamani igin

2 1
(=t = 2% 21’3a1(/1,ulz)3 +25’3/1a12m+ﬂ2(/1/112)3 (5.1)

° T xlla, (s )g
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aninda (4.1.51) ile verilen ortalama hacim ve @Bl.ile verilen ortalama 0Olcek carpani

sifirlanir. Dolayisiyla modelimiz =t, aninda bir bglangi¢ tekillgine sahiptir. Burada;

%,

=3’ +16daa’, 1, =k, "a,a, +81aa,’ tirvea, 20 ve A 2 - 224 dr,
16a,"a,
Baslangi¢ tekilligi, t=t, aninda metrik potansiyelleri sifir olgiw icin nokta turi
tekilliktir.
infinity ]
illfil]ity
0
H 4 t
-infinity -
o . infinity
(a) (b)
o 301
irfinity 4 H 251
WV 201
151
10
0 infinity 0 . . : : . .
t 2 N 2 3 2 25
t

Sekil-1. BI( Yy =0)icin (a) Ortalama 6lcek ¢arpani,(b) Olcek carpanikingi tiirevi,

(c) Ortalama hacim ve (d) Hubble parametresininardedgisimi.
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0.4] 0.121
q A gy
0.2
005
0,05
0041
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(b) t

Sekil-2. Bl(xY=0) (a)Yavalama parametresi (b) Anizotropi parametresininmaala

desisimi.

Sekil-1 ve Sekil-2 de goruldgu gibi evren t=t, aninda buyik patlama ile
baslamis, evrenin geieme hizi belirli bir siire azaldiktan sonra sihriastir. Bu sekilde,
yavalayarak genileme durumundan ivmelenerek gdeme durumuna gegimeydana
gelir (Sekil-1b veyaSekil-2a). Bu gegiten sonra, daima&>0 ve <0 oldugu igin
ivmelenerek gegleme dénemi sonsuza kadar devam etmektedir. Bu Inigideortalama

olcek carpani ve hacima(t) — o, V(t) - o limitinde sonsuz olmaktadir. Ortalama
Hubble parametresi véb(t) skaler alani ise H(t) — o, ®t) o0 limitinde sifirlanir.
A(t) Anizotropi parametresi i(;iﬂtim A(t) =0 dir. Bu ise modelimizit - iken evrenin
izotrop duruma gecegmi goOsterir. Sekil-1 ve Sekil-2 deki grafiklerin c¢iziminde

A=l,=c =q =a,=a,=a, =1 alinmstur.

2
Simdi (5.1)' de t=t, anini sonsuz yapam:—lggi% 0zel durumunu
a

inceleyelim. a, :i secildginde modelimizt, =0 aninda bir bgangic tekilligine

sahiptir; yania(t =0) =V (t =0) =0 dir. Bu tekillik noktasindat(=t, =0 aninda), B(t)
metrik potansiyeli sifir olurkerA(t) metrik potansiyeli sonsuza gitmektedir. Dolayialyl

modelimizinpuro (cigar)tekilligine sahip oldgu séylenebilir(Hohn, 2006).
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2

Sekil-3. BI( Y =0) icin A = —fg;:f ] durumunda (a) Ortalama 6lgek carpant, (b) Olcek

3a33

carpaninin ikinci tdrevi, (c) Ortalama hacim ve (dubble parametresinin zamanla

degisimi.
Ele alinan bu durum icin (4.1.53) ile verilen ocatala 6lcek carpani

2/3

2
43
sekline indirgenir.Sekil-3(b)’ de de goruldgill gibi &>0olmaktadir. Ayrica (4.1.55) ile

(5.2)

verilen yavalama parametresi = —% olur. Dolayisiylaa(t) 'nin bu degeri, modelimizin

Ustel sisme yasasinappwer law inflation (Lucchin ve Matarrese, 1985; Yokoyama ve
Maeda, 1988) uygun olgunu gostermektedir. Ayrica bu durumda (4.1.54)vigilen

anizotropi parametregh =0 olur. Dolayisiyla modelimiz 6ngorgi evren izotroptur.
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Blll ( ¥ =-1) ve K-S (¥ =1) uzay-zamanlar i¢ira, =0 alindginda (4.1.53) ile
verilen 6lcek carpani ve (4.1.51) ile verilen aatah hacim
a1[3ﬁa12a3(4a2a3 ~1)-6qa, +34a’ {29 - aa’ )}
2{20aa," - x)
X

el

t=t, =

aninda sifirlanir. Burada # vet, 2x-Aa a,” =20 olmalidir. Dolayistyla her iki

model t =t, aninda bglangi¢ tekillisine sahiptir. But, aninda At) ve B({) metrik

potansiyelleri sifir oldgundan bglangic tekilliginin nokta tird tekillik oldgu soylenebilir.

Son incelenen iki modelin evriminin nasil ofilu Sekil-4'te verilmektedir (Grafik
cizimlerinde |,=¢ =8 =a,=a,=1A4=2 Y=%1 alinmstir). Bu durumda evren
t =t,aninda bir blylk patlama ile gfamis ve tim evrimi boyunca gegkémistir. Ornezin

2q —/1a12a32 =0 secildginde (4.1.53) ortalama 6lcek carpani

a(t) = (3|02a1a3)_2/3(— Ja.t +6a,a,a, - 2a1)g (5.3)

sekline indirgenir.Sekil-4(b) den goruld@l gibi >0 dir. Yavalama parametresi ise
q :—% olur (Sekil-4e). Dolayisiyla evrenimiz evrimi boyunca ivieeerek
genslemektedir.t’ nin blylk degerlerinde a, # Oiken (5.3) ile verilen ¢ozum Ustgilsme
yasas! durumuna kahk gelir. Anizotropi parametresi igiriti[roloA(t) limitinde sonlu bir

desere sahiptir. Bu nedenle evrenin gelecekte izotralp gelmeyega soylenebilir.Sekil-

5 ise skaler alanin zamanlagtégmi verilmistir. ki metrik icin de skaler alalltim d(t) =0

olmaktadir. Dolayislyla skaler alan, evrenin ilknéinlerinde yangisme déneminde etkili

olmus ve daha sonra etkisini kaybetm.
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Sekil-4. Y =+1 icin a, =0 durumunda (a) Ortalama 6lcek carpani, (b) Olcebamnin

ikinci tdrevi, (c) Ortalama hacim ve (d) Hubble garetresinin (e) yagiama parametresi

ve (f) anizotropi parametresinin zamanlgidenleri.
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03 46 8 10 12 14 16 18 20

K-S

LR S Bl

Sekil-5. Blll ve K-S uzay zamanlari igin Skaler alazamanla d&simleri.

(4.2)-(4.6) bolumlerinde, skaler tensor teorisinBieynchi tip I, 1V, V, Vi, VIII ve
IX uzay-zamanlarinin LSR ve LRS olmayan durumlam iNoether simetri yakkamlari

arastirllmistir. Mevcut olan durumlar icin hareket sabitlerlibenmistir.

(4.7) alt bélumindé(R) teorisinde Bianchi | uzay-zamanlari igcin Noetlsenetri
yaklssimiyla alan denklemlerine ¢dzumler stralmistir. Burada kagimiza iki durum
ctkmistir. Birincisi, f(R)’'nin seklinin lineer oldgu durumdur ve Kozmolojik sabit iceren
EFE’ yi verir. Bu durumda, Bianchi | uzay-zamarini&€FE’lerin ¢ozimi (4.7.48)-(4.7.50)
ile verilmektedir. Bu model igin ortalama 0lgek gani (4.7.53)%eklinde elde edilnstir.
Bu durum icin tekillik analizi yapilganda olgek carpanit =0 aninda sifir olur.
Dolayisiyla modelimizt =0 aninda bir tekillge sahiptir. Bu tekillik noktasi limitinde
Alt) ve B(t) metrik potansiyelleri sifir olurkenC(t) metrik potansiyeli sonsuza
gitmektedir. Dolayisiyla modelimiziaigar tekilligine sahip oldgu stylenebilir.

Bu model igin, A <0 alindgini yani Kozmolojik sabitin EFE’lerin gatarafina
eklendgini varsayalim. Bu durumda; model, evrenin ydagarak genleme (Decelerated

Expansion) evresiyle devam eddr=0 anindaki bir buyik patlama ile gadigini
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ongormektedir. Gegiemenin yavglamasi zamanla azalarak belirli bir stire sonralanir.
Daha sonra yagtayarak genleme evresinden ivmelenerek gdeme evresine
(Accelerated Expansion) ggcimeydana gelirivmelenerek gegieme dénemi sonsuza
kadar devam eder. Bu durumu ifade eden ve modelmanla gelimi Sekil-6 de

verilmistir. Burada genelii bozmaksizin A=-1 | =c =b =b,=1 alinmstir. Bu
grafiklerden de gorilditi gibi evrenin olcek carpani ve hacnai(t) - O, V(t) - O
limitinde sifir olurken,a(t) — oo, V(t) — oo limitinde sonsuz olmaktadir. Bu evrertir O

anindan sonsuza kadar géedigini gostermektedir. Hubble parametresi(t) — O

limitinde sifir iken H(t) — o limitinde seklinde sonlu bir dgerden bir anda

sonsuza gitmektedir§ekil-6(b) de olgcek carpaninin ikinci turevintaeksenini kesi
noktada yavglayarak genileme evresinden ivmelenerek ggeme evresine gegi

gorilmektedir. Ayrica Itirrga'(t):—oo ve Itima(t)=oo seklinde asimptotik davragi

gostermektedir.

251 irfirity
a 2] i
151
D L.
104 infinity
t
5_
0 3 7 g 3 T -infinity 1
t

(a) (b)
finity- infinity 4
v H

. , i infinity

infinity t
(d)
(c)

Sekil-6. A igceren Bl modeli icin (a) Ortalama 6lgek carpab), Olgek carpaninin ikinci

turevi, (c) Ortalama hacim ve (d) Hubble paramaétiaszamanla dgsimi.
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Sekil-7. A iceren Bl modeli icin (a)Yawtama parametresi ile (b) Anizotropi

parametresinin zamanlag@gimi.

Sekil-7(a) da goruldgh gibi yavglama parametersinin sifirdan bluyuk gidu
bdlgelerde modelimiz yaglyarak genilemeyi 6ngorirken sifirdan kicuk bdlgelerde

ivmelenerek geriemeyi ongormektedirSekil-7(b) den ve (4.7.57) denkleminden de

goruldigu gibi anizotropi parametresltim A(t) =0 olmaktadir. Bu ise evrenin izotrop

duruma gecgeggnin gostergesidir.

Ikinci durumdaR" teorisi incelenmtir. Bu durumda Noether simetrisini glaran
vektdr alaniR yoninden baimsiz olup (4.7.65) ifadesi ile verilmektedir. Burdm igin
alan denklemlerin#z0,1, ¥ 2, 5 « olmak uUzere (4.7.94)-(4.7.96) ile verilen genel
cbzumlere sahiptir. Bu modele ait ortalama dlcelpgal (4.7.993eklindedir. Herhangi bir
sonlu t aninda olgek carpani sifir olmgdiicin modelimiz baglangi¢ tekilligine sahip
degildir. Bu modelin evrimini analiz etmek igin (4.7pile verilen Ricci skalerini dikkate
alalim. Bu ifadedekh degeri icin evren modeli iki farkli davragpigosterir. EBer h>0 ise

bu model, osilasyon yapan bir evreneskés gelir.

h<0 durumu dikkate alinginda (4.7.97) ile verilen Ricci skalerinin reel alsn
icin ya
nh >0
(n-)H(2n-1)(4n-5)

(5.4)

83



BOLUM 5 —TARTI SMA VE SONUC Yusuf KUCUKAKCA

olmali ya da

nh
<0
(n-1)(2n-1)(4n-5)

(5.5)

ise

o1 =k olmalidir. Buradek JZ" ve k # 1 dir. Knin bu d@erlerinde% <n<1olur.

Eger O<n<% ve 1<n<g ise (5.4) ile verilen ifade gecerli oluSimdi O<n<%

durumu icin modelimizi inceleyelim: Bu durumda esein evrimi ile ilgili grafiklerSekil-

8 verilmektedir. Bu grafiklerin gizimind&1=1/33, =21, =-11,=c¢ =, =1, =I,=1,=1

alinmstir.
a a T
-infinity infinity
-infinity infinity
T
(a) (b)

0.3

0.1+

20 -0 ol 10
T
-inffinity infinity

o

© (d)
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o
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infinity _E/ \ infinity —/

e -infinity 0 infinity

(¢) (f)

infimity
R

infinity 0 infinity

(8)

Sekil-8. R" (O<n<%) teorisinde Bl modeli igin (a) Ortalama 6lcek camp (b) Olgek

carpaninin ikinci tdrevi, (c) Ortalama hacim (d) ble parametresi (e)Yaslama

parametresi ile (f) Anizotropi parametresi ve (ggdRskalerinin zamanla geimi.

Sekil-8 de goruldgu gibi evrent =0 aninda blyuk patlama ile gsamis oldugu
kabul edilirse evrenirr =0 aninda sonlu bir hacimden dtmyarak genilemekte oldgu
goralur. ITiToa(r) =0 ve ITiToV(T) =0 oldugu icin evren gelecekte kendi icine c¢Okgtiir
(Sekil-8a, c). Bu donem boyunca evren, dnce ivmelghearenslemeye bglamis sonra
ivmelenerek gegleme durumundan yaglayarak genileme durumuna gegimeydana
gelmis, sonra tekrar ivmelenerek ggleime durumuna gecgtir. (Sekil-9 b, e).

A(T) Anizotropi parametresi icinf — oo limitinde sonlu oldgu icin evrenin izotrop

duruma gecmeyegmi soyleyebiliriz.
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1<n<% durumda everenin evrimi ile ilgili grafiklegekil-9 verilmektedir. Bu

grafiklerin giziminde isen=6/51;=0,a, =l, =c¢, =I, =1, =1, =, =1 alinmstir.

3 251
7 i
a 20_
E_
5 15
e
101
3_
5
//1_ ///
4 08060402 0 02 04 0F 05 1 1 06060402 0 02 0406 08 1
T T
(a) (b)
1.8
500
v H 16]
400 m
3004
200
100
1 08 05 04 02 02 04 0B 08 1 A0 86 4 2 o 2 4 & & 10
(c) E (d) T

86



BOLUM 5 —TARTI SMA VE SONUC Yusuf KUCUKAKCA

1 06 06 -04 02 02 04 06 08 1

@ '

Sekil-9. R" (1<n<§) teorisinde Bl modeli igin (a) Ortalama olcek gamp (b) Olcek

carpaninin ikinci tdrevi, (c) Ortalama hacim (d) ble parametresi (e)Yaslama

parametresi ile (f) Anizotropi parametresi ve (ggdrRskalerinin zamanla gesimi.

Evrenin 7 =0 aninda buyuk patlama ile $famis oldugu kabul edilirseSekil-9 de
goraldigt gibi 7 =0 aninda sonlu bir hacimden geyarak genslemekte oldgu goraldr.
Bu gengleme evrenin tim evrimi boyunca devam agtmi(Sekil-9a, c). Bu durumda elde
edilen ¢ozima>0 oldugu icin sisme ¢ozumlerine uygun olgu gorultr Gekil-9b).
Ayrica evrenin tim evrimi boyunca, yal@ma parametresg<0 oldugu icin evrenin
ivmelenerek geglemekte oldgu sdylenebilir §ekil-9e). Bu donem boyunca evren, 6nce
ivmelenerek gerlemeye bglamis sonra ivmelenerek gefteme durumundan

yavaslayarak genileme durumuna gegimeydana gelmj sonra tekrar ivmelenerek
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genileme durumuna gegastir. (Sekil-9 b, e). A(7) Anizotropi parametresi iginT - ©
limitinde sonlu oldgu igin evrenin izotrop duruma ge¢gmeygice soyleyebiliriz Sekil-
of).

RY2 gravitasyon teorisinde Bianchi Tip | uzay zamaraitametrik potansiyelleri
Ricci skaleri (4.7.108)-(4.7.111) ifadeleri ile usrektedir. Ortalama hacim, ortalama
Olcek carpani, ortalama Hubble parametresi ve Aropo parametresi ise (4.7.113)-
(4.7.116) ifadeleri ile verilmektedir. Bu modelncyavaglama parametresi isel dir. Bu

modelin evrimi ile ilgili grafikler Sekil-10 verilmektedir. Bu grafiklerin ciziminde ise

lb=2 a,=c¢ =l =1,=I,=I,=I; =1 alinmstir.

infinity infinity 1
a
"
-infinity U infinity infinity L infinity
(a) T (b) K
infinity 24
v H
1
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-infinity U infinity 0 1 3 3 4 5

(©) * (d) K

88



BOLUM 5 —TARTI SMA VE SONUC Yusuf KUCUKAKCA

 n2 o4 0B 08 ] 0.5
]
q T
-0.57 o 047
-1
0.3
1.5
0.24
0 1 2 3 4
(e) .
]
infinity
B
-infinity U infiriity
® ’

Sekil-10. RY? teorisinde Bl modeli icin (a) Ortalama 6lcek gamp (b) Olcek carpaninin
ikinci tarevi, (c) Ortalama hacim (d) Hubble pardresi (e)Yavalama parametresi ile (f)

Anizotropi parametresi ve (g) Ricci skalerinin zantaadezisimi.

Modelimiz bglangi¢ tekillginin olmadgl bir evereni 6ngdrmektedir. Ortalama

Olcek carpani, hacim ve Hubble parametresiO aninda sabittirler. Bundan dolayi evren;
t =0 aninda sabit hacimle flamis ve a, + 2|, >0 ise hacim exponansiyel olarak ar§mi
a,+21,<0 ise hacim exponansiyel olarak azafmmi =-1 oldugu igin evren

ivmelenerek genlemektedir. &>0 oldugundan dolayr bu model exponasiygkme
modeli ile uyum icindedir. Evrenin tim evrimi boyam Anizotropi parametresi sabit

oldugu icin evrenin izotrop duruma gegcmeygice sdyleyebiliriz.
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5
Son olarakn=5/4 durumu dikkate alingdinda gravitasyon teorisR* seklinde

olur. Bu durumda ele alinan uzay zamanina ait kdtatsayilari ve Ricci skaleri

(4.7.121)-(4.7.124) ifadeleri ile verilmektedir. t&lama hacim, ortalama dlgek carpant,
ortalama Hubble parametresi Anizotropi parametresi yavalama parametresi ise

(4.7.126)-(4.7.130) ifadeleri ile verilmektedir. Boodelin evrimi ile ilgili grafiklerSekil-

11 verilmektedir. Bu grafiklerin ciziminde isk =¢, =1, =1, =I, =I, =1 alinmstir.
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Sekil-11. R** teorisinde Bl modeli icin (a) Ortalama 6lcek gamp (b) Olcek carpaninin
ikinci turevi, (c¢) Ortalama hacim (d) Hubble pardresi (e)Yavalama parametresi ile (f)
Anizotropi parametresi ve (g) Ricci skalerinin zar@adesisimi.

Sonlu bir T aninda (4.7.126) ile verilen ortalama hacim sdimadgi icin
modelimiz balangi¢ tekilliginin sahip dgildir. Ortalama dlgek carpani, hacim, Hubble
parametresi ve Ricci skaleri=0 aninda sabittirler. Bundan dolay! evrems=0 aninda
sabit hacimle bgamis ve hacim surekli olarak artgtir (Sekil-11c). q<O oldugu igin
evren ivmelenerek gegdemektedir §ekil-11e) veT — o iken yavalama parametrestl

olmaktadir. >0 oldugu icin bu modelsisme modeli ile uyum icindedirSekil-11b).
l, =0 iken A=0 olur ve diz FRW cozimleri elde edilil,Z0 iken Anizotropi
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parametresi iginltimA(T):O olmaktadir. Bu ise evrenin izotrop duruma geg@ets

gostergesidir§ekil-11f). Ricci skaleri isdtim R(7) = olmaktadir.
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