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SEMBOL VE KISALTMALAR LISTESI

v Her

€ Elemanidir

¢ Elemani degildir

c Alt kiimedir

va Alt kiime degildir

v Birlesim

N Kesigim

%, Bos kiime

Z R halkasinin merkezi

CharR R halkasinin karakteristigi
Kerf f homomorfizminin ¢ekirdegi
C R halkasinin extended centroidi
S=RC R halkasinin merkezi kapanisi
C,. R halkasinin (o, 1) -merkezi

Cr(A)={acA:[a,r]=0,vreR} A kiimesinin R igindeki merkezilestiricisi



OZET

ASAL HALKALARDA
TEK YANLI (o,t) LIE IDEALLER

Yasemin BALLIKAYA
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Neset AYDIN
21/06/2010, 89

Bu tezde, halkalarda tek yanli (o,t)-Lie idealler ve tiirevler arasindaki iliskiler
kullanilarak halkalarin degigsmeliligini aragtiran makaleler verilecektir. Bunun i¢in Bliim 2
de asal halka i¢in bilinmesi gereken temel tanim ve teoremler verilmistir. Boliim 3 de 1957
yilinda Posner’ 1in yazmis oldugu makaleden baglayarak asal halka {izerinde tiirev ve yar1
tirev kavramlar1 verilerek bunlarla ilgili yapilan ¢aligmalar incelenmistir. 4. Boliimde ise
halka yerine ideal ve Lie ideal alinarak tiirev ve yar tiirev i¢in Bolim 3 deki durumlar
incelenmistir. Son boéliimde ise (o,t) tiirevli bir halkada ve onun bir ideali iizerinde
degismelilik ile ilgili saglanan 6zellikler ve halkanin ideali yerine tek yanli (o,t)-Lie ideali

alinarak yapilan genellestirmeler incelenerek tez sonuglandirilmistir.

Anahtar sbzciikler : Asal halka, ideal, Lie Ideal, Tek Yanli (o, 1) - Lie Ideal
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ABSTRACT

ONE SIDED (o,7)- LIE IDEALS IN PRIME RINGS

Yasemin BALLIKAYA
Canakkale Onsekiz Mart University

Graduate School of Science and Engineering
Chair for Mathematics Thesis of Master of Science

Advisor: Professor Dr. Neset AYDIN
21/06/2010, 89

In this thesis, the one-sided (o, t)-Lie ideals and derivations using the relation between the
commutativity of the public will be given research articles. For this you need to know for
prime rings in Chapter 2 the basic definitions and theorems are given. In Chapter 3 the
1957 Posner’s been writing articles,starting from the semiderivations and derivations on
prime rings related these studies examined. 4. Chapter instead of the ring ideal public and
semiderivations and derivations to be the Lie ideal situation is examined in Chapter 3. In
the last chapter (o, t)-derivation a ring and it's an ideal on the resulting commutativity with
the right features and the public's right instead of the one-sided (o, 1)-Lie ideal of taking

the overall improvements by examining the thesis has been finalized.

Keywords : Prime Ring, Ideal, Lie Ideal, One-Sided (o, 1)-Lie Ideal
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BOLUM 1- GIRiS Yasemin BALLIKAYA

BOLUM 1
GIRIS

Bir halkanin degismeli olup olamadigina onun bir alt kiimesi, tiirev veya polinom
Ozdesligi yardimi ile karar vermek olduk¢a onemli bir problemdir. Bunun ig¢in gesitli
problemler ele alinmistir. Bunlardan bazilari tiirevli halkalarda yapilan c¢aligmalardir.
Bunun yani sira halkanin idealleri ve Lie idealler iizerine c¢alismalar yapilarak
genellestirmeler yapilmaya devam etmektedir.

Halkalarda tek yanli (o,1)- Lie idealler yardimi ile halkanin degismeli olup
olmadigina karar vermek, bir halkanin ideali, tek yanli idealleri veya Lie idealleri ile
yapilan c¢alismalar1 genellestirmis olacaktir.

Asal halkalarda tiirev ile ilgili makaleler 1957 yilinda Posner 1n “Derivations in Prime
Rings” adli makalesi ile baglamistir. Onun temel teoremleri olan d: R — R bir tiirev olmak
uzere

1. Egerher x € Ri¢in ad(x) =01ise a=0 veyad =0 dir.
2. dj, d, R halkasiin tiirevleri olmak {izere d,d, tiirev ise d; = 0 veya d, = 0 dur.

3. Hera e Rigin [a,d(a)] e Z ise d = 0 veya R degismeli bir halkadir.

ifadeleri ve P.H. Lee ve T.K. Lee lerin 1981 yilinda bulduklar1 ifadeler, 1980 yilinda
Jeffrey Bergen, I. N. Herstein ve Jeanne Wald Kerr ve 1983 yilinda P.H. Lee ve T.K. Lee
tarafindan halka yerine ideal alarak 1) U« Z Lie ideal ve td(U) = 0 (d(U)t = 0) ise t = 0 dir.

2) Eger ac R ve [a,d(U)] cZ ise ac Z veya UcZ dir. 3) d*(U)c Z ise Uc Z dir. 4)
[d(U),d(U)] = Z ise Uc Z dir. 5) Eger d5(U) < Z ise Uc Z dir. 6) Eger her ue U igin
[u,d(u)]€Z ise Uc Z dir. 7) Eger ad(lU)c Z ise a = 0 veya Uc Z dir. oldugu

gosterilerek genellestirmeler yapilmistir. Ote yandan asal halkada tiirev yerine yar tiirev
aliarak benzer ozellikler gdsterilmistir. Bu incelemelerden sonra tiirev yerine (o,1) tlirevi
aliarak asal halka iizerindeki ¢aligmalar incelenmis ve bunlarin halka yerine halkanin bir
ideali ve daha sonra halkanin bir Lie ideali alinarak sirastyla 1984 yilinda Hirano, Y. ve
Tominaga, 1988 yilinda K. Kaya ve 1992 yilinda H. Kandamar ve K. Kaya tarafindan
genellestirmeleri yapilmistir. Son olarak bir halkada tiirev ve onun tek yanli (o,7)-Lie
idealleri alinarak halkanin degismeli olmasini arastiran makaleler incelenerek tez

sonuclandirilmistir.



BOLUM 2- GENEL BiLGIiLER Yasemin BALLIKAYA

BOLUM 2
GENEL BiLGILER

Tamm 2.1. Bir R kiimesi tlizerinde,

"+": RxXR—>R, (a,b) >a+bve"": R>R, (a, b) —ab,
islemleri tanimlansin. Buna gore,

1) Her a, b, ceR i¢in, a + (b + ¢) = (a + b) + c (birlesme 6zelligi)

2) Her aeR i¢in a+ 0 = 0 + a = a olacak bigimde 0eR var (toplamsal birim)

3) Her aeR i¢in a + (-a) = (-a) + a = 0 olacak bi¢cimde -a€R var (ters eleman)
kosullar1 saglantyorsa, R kiimesine grup denir. Ayrica

4) Her a, beR icin a+ b =b + a (degisme 6zelligi)

5) Her a, b, ceR i¢in a(bc) = (ab)c (birlesme 6zelligi)

6) Her a, b, ceR i¢in a(b + ¢) = ab + ac ve (a + b)c = ac + bc (dagilma o6zelligi)
kosullar1 da saglaniyorsa, R kiimesine bir halka denir.

Tanim 2.2. R bir halka ve & # A < R olsun. Eger A, R deki islemlere gore bir halka

oluyorsa, A kiimesine R halkasinin bir alt halkasi denir.

Tamm 2.3. & # A c R toplamsal alt grubu i¢in, AR = {ar:acA,reR} c Aise A

ya R halkasinin sag ideali ve RA = {ra raeAre R} c A ise A ya R halkasinin sol ideali

denir. Eger her ikisi birden saglaniyorsa A ya, R halkasinin bir ideali denir.
Tanim 2.4. R bir halka olmak iizere Z = {zeR| zx = xz , VxeR } seklinde
tanimlanan kiimeye R halkasinin merkezi denir.
Tanmim 2.5. R bir halka, A, B ve P, R halkasmin idealleri olsun. AB < P iken A c P
veya B < P kosulu saglaniyorsa, P ye asal ideal denir.
Tanim 2.6. (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.
Onerme 2.1. R bir halka olsun. Buna gére asagidakiler denktir.
1) R bir asal halkadir.
2) a,beRicin aRb=(0)isea=0 veya b=0 dir.
3) R halkasinin sifirdan farkli her sag idealinin sag sifirlayan sifirdir.
4) R halkasinin sifirdan farkli her sol idealinin sol sifirlayan1 sifirdir.
Tamim 2.7. neZ' tamsayisi, her ac R igin na = 0 olacak bicimde en kiiciik tamsay1

ise n ye R halkasinin karakteristigi denir. Char R = n ile gosterilir.
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Tanmm 2.8. R bir halka ve A, R halkasinin toplamsal bir alt grubu olsun. Her
X,y € Ri¢in xy—yx € A oluyorsa A ya Lie halkas1 denir.
Tamim 2.9. A bir Lie halkas1 ve Uc A olan toplamsal bir alt grubu olsun. Her ueU

ve her a€ A i¢in ua - aueU oluyorsa, U ya A nin bir Lie ideali denir.
Uyarn 2.1. U, R asal halkasinda sifirdan farkli bir Lie ideal ise [U,U] , R halkasinda

bir Lie idealdir.

sonlu
Ispat : U Lie ideal olmak iizere [U,U]:{Z[ui,vi]:ui,vi eU} kiimesinin Lie

ideal oldugu gosterilsin. Burada x = Zn:[ui,vi], y = i[tj,sj] e[U, U] elemanlar1 i¢in

i=1 j=1
U, Vi, s, eUolupk=1,...nigcinag=u;, by =vivek=n+1,...,n+ migin ay = tj, by = s;
olmak iizere x-y = Z [ak,bk] € [U, U] bulunur. Ayrica her re R, her xe [U, U] icin U

k=1

nun Lie ideal olmasi kullanilarak benzer indis islemleri yapilirsa [r,x] e[U, U] olur. O

halde [U, U], R halkast iizerinde bir Lie idealdir.

Onerme 2.2. Her ideal bir Lie idealdir.
Ispat : U bir ideal ise her u € U ve her a € R icin ua € U ve au € U olur. U
toplamsal alt grup oldugundan ua — au € U olur. O halde U bir Lie idealdir.
Tanmm 2.10. x, yeR icin xy - yx ifadesi komiitatér ¢arpimi olarak adlandirilir ve
[x, y] ile gosterilir. Ayrica,
[[x, y1, 2] +[ly, 21, x] + [z x], y]-0
esitligine Jacobi 6zdesligi denir.
Tanmm 2.11. R bir halka, o, T : R >R iki doniisiim olsun. x,yeR i¢in xo(y) - t(y)x
ifadesi [x,y]o.: ile gosterilsin. R halkasinin bir U toplamsal alt grubu igin
(1) [U,R]sr< Uise U ya R halkasinin (o,t)-sag Lie ideali denir.
(2) [R,U]src Uise U yaR halkasinin (o,t)-sol Lie ideali denir.
(3) U, R halkasinin hem (o, 1)-sag Lie ideali ve hem de (o, 1) sol Lie ideali ise
U ya R halkasinin (o, t)- Lie ideali denir.
R halkasinin her Lie ideali “1”, R halkasinin 6zdeslik dontisiimii olmak iizere (1,1)-

sag, sol (iki yanl1) Lie idealidir.
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Tanmm 2.12. C;; = {ceR | co(x) = t©(x)c, VxeR} kiimesine R halkasinin
(o, 1)- merkezi denir.

Tanim 2.13. d : R—>R tanimli bir toplamsal doniisiim olsun. Eger,

d(xy) = d(x)y + xd(y)
ise d ye R halkasinin bir tiirevi denir.

Tamim 2.14. R bir halka, f: R — R tanimli bir toplamsal doniisiim ve g : R — R
taniml1 bir fonksiyon olmak {izere her x, ye R i¢in;

Lo fixy) = fxe(y) + xf(y) = fx)y + gGORY)
2. fe) = g(fx)
kosullar1 saglantyorsa f doniisiimiine R halkasi lizerinde bir yari tiirev denir.
Tanmm 2.15. 6 : R &> R ve 1: R— R tanimli, R halkasinin iki otomorfizmasi ve
d(xy) = d(x)a(y) + t(x)d(y)
kosulunu saglayan toplamsal d doniisiimiine bir (o,t)- tiirevi denir.

Tanim 2.16. R halkasinda aeR sabit bir eleman olmak lizere d, : R — R tanimh
doniisiimii, her xe R i¢in du(x) = [a,x] olarak tanimlansin. d, ya R halkasinin a elemani
tarafindan belirlenmis i¢ tiirevi denir.

Tanim 2.17. R halkasinda aeR sabit bir eleman olmak tizere d, : R — R doniisiimii
her xeR i¢in d, (x) = [a, X]s, . olarak tanimlansin. d, ya (o, 1) -i¢ tiirev denir.

Tanmm 2.18. R bir halka olsun. aeR igin a" = 0 olacak bigimde bir n tamsayisi var
ise a elemanina “nilpotent eleman” denir. Bu sekildeki n tamsayilarinin en kii¢iigiine ise a
elemaninin “nilpotentlik indeksi” denir.

Tamm 2.19. Her elemani nilpotent eleman olan ideale nilpotent ideal denir.

Onerme 2.3. Bir asal halkanin merkezinde sifirdan farkli nilpotent ideal yoktur.

Onerme 2.4. Asal halkada sifirdan farkli tek tarafli idealinin merkezilestiricisi
halkanin merkezince kapsanir. Eger halkanin merkezi sifirdan farkli bir ideal ise halka
degismelidir.

Tanim 2.20. R bir halka ve M bir toplamsal degismeli grup olmak iizere
o:MxR —>M, (m, r)—> mr ve B:RxM—>M, (r, m) - rm donisiimleri tanimlansin. Bu
islemler altinda her m, m;, m, e M ve a, beR i¢in

(i) o(m,a+b) = a(m,a)+ o(m,Db)
(i) a(m,+m,,a) = a(mj, a) +o(my, a)

(iii) a(m,ab) = o (ma, b)
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kosullar1 saglaniyorsa M’ye sag R-modiil,
@ B (@tbm)=p(am+p(b,m
() PB(a, m +my)=p(am)+ B(a my)
(iii) B (ab, m) = B(a, bm)
kosullarin1 sagliyorsa M’ye sol R-modiil denir. M hem sag hem sol R-modiil ise M’ye
R-bimodiil denir.
Tanimm 2.21. A ve B herhangi iki R-bimodiil ve f : A— B bir doniisiim olsun. Her
aj;,a; € A,r € Rigin
(i)  flar +ay)=f(a) + f(ar)
(ii) f(ar)=f(a)r
kosullar1 saglaniyorsa f’ye sag R-modiill homomorfizmi denir. Ayrica (ii) ozelligi
f(ra) = rf(a) seklinde ise f’ye sol R-modiil homomorfizmi denir.
Tanim 2.22. R bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Bu
durumda,
M= {(U, f)|f: U - R sag R-modiil homomorfizm}
kiimesi iizerinde asagidaki bicimde tanimlanan ~ bagintis1 bir denklik bagintisidir.
(U, = (V, g) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasinin sifirdan farkh Wc UV
ideali iizerinde f= g dir.
cl(U, f) = f ve denklik siniflarmin kiimesi Q olsun. Buna gore,
f+g=cl(UNV,f+g)
fg = cl(VU, fg)
islemlerine gore Q, R halkasini kapsayan birimli bir asal halkadir. Bu halkaya Martindale

Kesirler halkasi denir. R halkasi lizerinde tanimli sag Martindale Kesirler Halkast Q, (R)
ile gosterilir ve bu halka asagidaki 6zellikleri saglar:
i RcQ/(R)
(i) q €Q,(R) olmak tizere R halkasinin sifirdan farkl bir I ideali i¢in qIcR dir.
(iii) g €Q,(R) olmak iizere R halkasinin sifirdan farkli bir I ideali i¢in qI = 0

oluyorsa q = 0 dir.

(iv) I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve ¢:1— R bir sag R-modiil doniisiimii

ise her xeR i¢in @(x) = gx olacak bigimde bir q € Q (R) vardir.
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Tanim 2.23. Q halkasinin merkezi
C={xeQ:xq=0x,VqeQ}
dir ve bu kiimeye R halkasinin genisletilmis merkezi ( extended centroidi ) denir. C
kiimesi bir cisimdir.

Tanim 2.24. R bir halka ve C, R halkasinin Q igindeki genisletilmis merkezi olmak
tizere RC kiimesine merkezi kapams denir ve Rc ile gosterilir.

Onerme 2.5. (Brauer’s Trick) Herhangi bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi
olarak yazilamaz.

Ispat : (G,o)bir grup ve A, B, G nin G = AU B olan iki 6z alt grubu olarak
diistiniilsiin. Kabul edelim ki Az B ve B A olsun. O halde xe A vex¢ Bolanvey € B
vey¢ A olan x,y € G vardir. O halde xecy e G = Au B olur. Bileske tanimindan xoy
€ A veya xoy € B olmalidir. xoy e A ise X elemaninin o islemine gore tersi —x olmak
lizere A bir grup oldugundan y = (—x)oxoy € A bulunur. Buise y¢ A ile gelisir. Oyleyse
xoy € B olur. Buradan y elemaninin o islemine gore tersi —y olmak iizere B bir grup
oldugundan x = xoy o (-y) €B bulunur. Bu da x¢ B ile ¢elisir. O halde kabul yanlistir.
Yani AcB veya Bc A olur. Ac B ise kapsama tanimindan AuBcB olup G B elde
edilir. Ote yandan Bc G her zaman vardir. O halde G = B bulunur. Diger taraftan Bc A
ise AuBcA olacagindan Gc A bulunur. Ac G her zaman var oldugu i¢in G = A elde
edilir. O halde G = AU B olan iki 6z alt grup var ise G = A veya G = B olur.

Onerme 2.6. R asal halka olsun. Eger a# 0, a, b € R elemanlar1 ve her xe R igin
axb = bxa saglaniyorsa A € C olmak iizere b = A a olarak yazilir.

Onerme 2.7. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, 2x € Z ise xe Z olur.

ispat :2x € Zise her a € R i¢in [ZX,a]z[X+X,a]:2[X,a]=O olur. charR# 2
oldugundan her a € R i¢in [x,a]=0 bulunur. O halde x € Z elde edilir.

Onerme 2.8. Bir R asal halkasindax € Zve xy € Zisex=0veyay e Z olur.

Ispat : xy € Z oldugundan her a € R icin [xy,a]=[x,a]y+x[y,a]=x[y,a] =0
olur. Burada x € Z oldugundan 0 = xR[y,a] bulunur. R asal halka oldugundan x = 0 veya
her a € R i¢in [y,a] =0 olur. Buradan x =0 veyay € Z elde edilir.

Onerme 2.9.[Herstein, 1969, Lemma 1.3] R halkas: sifirdan farkli nilpotent

idealleri olmayan ve 2x = 0 iken x = 0 olan bir halka olsun. Kabul edelim ki (0)# U, R
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halkasinin bir Lie ideali ve alt halkas1 olsun. O zaman Uc Z veya U, R halkasinin sifirdan
farkl bir idealini kapsar.

Ispat : Kabul edelim ki U alt halkas1 degismeli olmasin. O zaman xy — yx # 0 olacak
sekilde x, y € U elemanlar1 vardir. Herhangi r € R i¢in x(yr) — (yr)x € U olur. Ote yandan
x(yr) — (yr)x = (xy — yx)r + y(xr — rx) € U olur. Bu ifade de y, xr —rx € U ve U alt halka
oldugundan y(xr — rx) e U bulunur. Boylece her re R i¢in (xy — yx)r € U elde edilir. Yani

xy-yx)R c U (2.1)
olur. U Lie ideal oldugundan herr, s € R i¢in

((xy — yx)r)s —s((xy —yx)r) € U
bulunur. Burada (2.1) esitligi kullanilirsa

R(xy—-yx)R c U
elde edilir. Burada her asal halka ayn1 zamanda yar1 asal oldugundan R(xy — yx)R = 0 ise
(R(xy — yX))2 = (0) olur. Bu durumda R halkasinin sifirdan fakli nilpotent ideali olmadig1
i¢in Xy —yx = 0 bulunur. Bu ise kabuliimiizle ¢eligir. O halde R(xy — yx)R # (0) olur. Simdi
kabul edelim ki U degismeli alt halka olsun. Her a € U, her x, ye Ri¢inax —xa € Uve U
degismeli halka oldugundan

a(a(xy) — (xy)a) = (a(xy) — (xy)a)a

axay — axya = axya — xaya

olur. Yani diizenleme yapilirsa

0 = ax(ay — ya) — xa(ay — ya)

= (ax — xa)(ay —ya)

elde edilir. Burada y yerine x yazilir ve U degismeli oldugundan diizenleme yapilirsa

0 = (ax —xa)R(ax —xa)

=R (ax —xa)’

bulunur. Bu durum R halkasinin sifirdan farkli nilpotent ideali olmadigindan her x € R
i¢in ax — xa = 0 elde edilir. Yani her ae U igin a € Z bulunur. O halde U< Z olur. Bu ise
ispati bitirir.

Onerme 2.10.[Bell ve Martindale, 1987, Lemma 1] T, R asal halkasinda bir
endomorfizm ve U, R asal halkasinin sol ideali olsun. O zaman

(1) Eger her ue U i¢cin T(u) =uise T, R asal halkasinda 6zdeslik doniistimiidiir

(i1) T, U tizerinde birebir ise R tlizerinde de birebirdir.
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Ispat : (i) Herr € R, heru e U igin ru € U olur. Yani T(ru) = T(r)T(u) = T(r)u = ru
olur. Buradan (T(r) — r)U = 0 bulunur. RU < U ve R asal halka oldugundan U = 0 veya
her r € R i¢in T(r) =r elde edilir. U# 0 oldugundan T 6zdeslik doniisiimii bulunur.

(i1) Burada T, U iizerinde birebir oldugundan KerTy = 0 olur. (KerT)U < KerTn U
c {0} oldugundan (KerT)U = {0} olur. O halde her a eKerT ve her u € U i¢in au = 0
oldugundan re R olmak iizere her re R i¢in aru = O bulunur. Burada R asal halka
oldugundan her a € KerT i¢in a = 0 veya U = {0} olur. U# {0} oldugundan KerT = {0}
elde edilir. Yani T, R lizerinde birebirdir.

Onerme 2.11.[Bell ve Martindale, 1987, Lemma 2] R bir asal halka, U, R
halkasinda sifirdan farkli bir sol ideal olsun. Eger T, 6zdeslik doniisiimiinden farkli, birebir
ve U ilizerinde merkezilesen bir endomorfizm ve U idealinin sifirdan farkli bir elemanini
sabit birakiyorsa R halkas1 degismelidir.

Teorem 2.1.[Bell ve Martindale, 1987, Teorem 2] R bir asal halka ve U#0, R
halkasindan sifirdan farkli bir sol ideal olsun. Eger T#I, U idealinde birebir ve
merkezilestiren bir endomorfizm ise R degismelidir.

Ispat : Burada Onerme 2.10 da (i) g6z oniine alinirsa T, R iizerinde 6zdeslikten

farkli oldugundan T, U iizerinde de ozdeslikten farklidir. O halde her xe U igin
[T(x),x] € Z oldugundan ifadeyi lineerlestirirsek her x, y € U i¢in

[T(X +y),x+ y] = [T(x) +T(y),x+ y]

= [T, x]+[Tx), y]+[T(y), x]+[ T(y), y]

olur. Burada Z toplamsal grup oldugundan

[T(x), y]+[T(y),X] e”Z Vx,yeU (2.2)
bulunur. (2.2) esitliginde y yerine x> yazilirsa

[X,T(Xz)]+|:X2,T(X):| e”Z Vxe U
elde edilir. Yani

2T(X)[X,T(X)]+2X[X,T(X)] e Z,Vxe U
olur. Bu ifadeyi x ile degismeli yaparsak

0=[%,2TX)[x, Tx)]]+[ x,2x[x, T(x)]]

= 2[x,T(X)]2 +2[x,x][X,T(x)] = 2[x,T(X)]2

bulunur. Onerme 2.3 geregi 2[x,T(x)] = 0 olur. Bu ifadeyi lineerlestirirsek
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0= 2([X,T(y)]+[y,T(x)]), vVx,ye U
elde edilir. Burada [xy +yx, T(x)]+ [XZ,T(y)] = 2x([x, T(y)]+[y, T)]) +2[x, T(x)]y =0
oldugundan

0= [xy+ yX,T(x)]+[X2,T(y)] ,Vx,y e U (2.3)
olur. (2.3) esitliginde y yerine T(x)x” yazarsak

0= [XZ,TZ(X):IT(Xz) , Vxe U
elde edilir. Bu kez (2.3) esitliginde y yerine T(x)x yazarsak

0= [X,T(X)]4, vVxeU
elde edilir. Burada yine Onerme 2.3 geregi her x € U igin [X,T(X)] = 0 olur. O halde bu
ifadeyi lineerlestirirsek

0=[T(x),y]+[T(y).x], Vx,ye U (2.4)
bulunur. (2.4) esitliginde y yerine xy yazarsak

0= [T(x), Xy] +[T(xy),x]

= X[T(X),y]+T(x)[T(y),X]
= (x~ TE)[T(x).y]

elde edilir. Burada y yerine t € U i¢in ty yazarsak

0= (x-T(x)tU[T(x),y], Vte U
olur. R asal halka oldugundan her xe U i¢in T(x) = x veya her x, ye U i¢in U[T(x),y] =0
bulunur. Hipotezden T # I oldugundan her x, y € U i¢in U[T(X), y] = 0 elde edilir. Bu kez
(2.4) esitliginde x yerine Xy yazarsak

0=[T(x),y](y-T(y)), Vx,ye U
elde edilir. Burada y yerine te R olmak {izere yt yazip R’nin asal halka olmasi kullanilirsa

0= [T(X), y] ,Vx,yeUveya0=U(y-T(y)), Vye U
bulunur. Eger her y € U i¢in [T(x),y] = 0 ise T(U) ¢ Cr(U) = Z oldugundan U c Z

olur. Bu ise T birebir oldugundan R halkasinin degismeli olmas1 anlamina gelir. O halde
her ye U i¢in U(y — T(y)) = 0 olmalidir.
Yani Uy = UT(y) olur. Burada y yerine yx yazarsak Uyx = UT(y)T(x) bulunur. Ote

yandan her x, y € U i¢in U[T(x),y] = 0 oldugundan UT(x)y = UyT(x) olur. Her ikisi
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birlestirilirse her x, y € U i¢in U[x,y]| = 0 bulunur. Burada eger bir a € U i¢in T(a) = a
oluyorsa R degismelidir. O zaman kabul edelim ki bdyle bir a olmasin. Kabul edelim ki
a e U igin a>#0 olsun. Burada [a,T(a)] =0 oldugundan a’ = aT(a) = T(a)a ve
a(a—T(a)) =0 olur. Her x, y € R, hera € U i¢in 0 = a[xa, ya] olup axaya = ayaxa elde
edilir. O halde axa = A(x)a olan A(x)e C vardir. [axa,a]=[Aa,a]=L[a,a]=0 ve

axa’ = a’xa oldugundan a’ = Aa olur. O halde a = A 'a® = A 'aT(a) = L "'T(a)a olur. Yani

a’ = aT(a) ve a(T(a) — a) = 0 olur. Buradan

T(a(T(a) — a)) = T(a)(T*(a) — T(a)) =0, ae U (2.5)
elde edilir. Burada tekrar T doniisiimiinii uygularsak

T*(a)(T(a) - T*(a)) =0, ae U (2.6)
bulunur. (2.5) esitligini A 'a ile arpip A 'aT(a) = 0 oldugunu kullanirsak

a(T*(a) — T(a)) =0,ae U (2.7)

T(a)(T’(a) — T*(a)) =0, ae U (2.8)
olur. (2.8) esitligini a ile carparsak aT(a) = a’ olmasini kullanirsak

a’(T’(a) - T*(a))=0,a e U (2.9)
bulunur. (2.6) ve (2.8) esitliginde

(T*(a) — T(@))(T°(a) - T*(2)) = 0 (2.10)

olur. Buradan her xe R i¢in

0=[a’+(T*(a)~T(a))xa, T(a’) +(T"(a) - T* () T(xa) |
=[a’,T(a) |+[a’.(T’(a) - T*(a))T(xa) | +[ (T* (a) - T(a))xa, T(a") ]

+ [ (T*(2) - T(a))xa, (T’ (a) - T*(a)) T(xa) |
elde edilir. (2.5), (2.9) ve (2.10) esitlikleri kullanilarak gerekli islemler yapildiginda
0=(T*@a)—T(a))’xa’, Vxe R
bulunur. Burada R asal halka oldugundan a’ = 0 veya (T*(a) — T(a))* = 0 olur. a’#0
oldugundan T(T(a) — a)’ = 0 olmalidir. O halde (T(a) — a)* = 0 olur. Buradan
0=T(a®) - 2aT(a) + a° = T(a’) —a’, acU
olur. Bu ise T doniisiimiiniin a®’yi sabit birakmasi anlamina gelir. O halde ¢eliski elde

edildi. O zaman T, xe U elemanini sabit birakir. Bdylece R halkasinin degismeli bulunur.

10
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Teorem 2.2.[Herstein, 1976, Teorem 2.1.2] R bir halka, A, R nin bir alt halkas1 ve
Lie ideali olsun. O zaman A,R [A,A] R de kapsanan bir idealdir.

Burada R yar1 asal halka ise
(1) Eger A degismeli degilse A, R nin sifirdan farkli idealini kapsar.
(ii) Eger A degismeli ise ac A icin a’e Z olur.
(iii) Eger A degismeli ve CharR #2 ise Ac Z olur.

Teorem 2.3.[Herstein, 1969, Teorem 1.4] R karakteristigi ikiden farkli bir halka
olsun. Eger acR i¢in agZ, a’e Z ve her xe R igin (ax + xa)'e Z ise R merkezi 4 boyutlu
basit cebirdir.

Onerme 2.12.[Breaser, 1993, Lemma 2.1] R bir asal halka, d ve g, R halkasinin
tiirevleri ve her x, ye R i¢gin,

d(0g(y) = g)d(y) 2.11)
olsun. d # 0 ise her x e R i¢in, g(x) = Ad(x) olacak bi¢gimde en az bir A elemani vardir.

Ispat: (2.11) 6zdesliginde, zeR olmak iizere, y yerine yz yazilir, tiirev tamimi ve
(2.11) esitligi kullanilirsa

d(x)yg(z) = gx)yd(2), V x,y,z € R (2.12)
elde edilir. (2.12) ifadesinde, z yerine x yazarak d(x)yg(x) = g(x)yd(x) bulunur.
Kabuliimiizden, d # 0 oldugu i¢in d(x) # 0 olacak bigimde en az bir tane x, elemani1 vardir.
Onerme 2.6 dan d(x) # 0 olarak secilen her x,€R igin,

g(x0) = Mx0)d(xo)
olacak bigimde en az bir A(X¢) eleman1 vardir. d(X¢) # 0 ve d(zo) # 0 olacak sekilde x( ve z
elemanlart  secilir  ve (2.12) o0Ozdesligi bu elemanlar igin  diizenlenirse
d(x0)yMz0)d(zo) = (x0)d(X0)yd(zo) bulunur. Yani,

0= (Mxo) - Mzo))d(x0)yd(zo) , ¥ y € R
elde edilir. Yukarida R nin asal halka olmas1 kullanilirsa (A(xo) - Mzp))d(x0) = 0 veya
d(zo) = 0 olur. d(z¢) # 0 seg¢ildigi i¢in (M(Xo) - M(zo))d(Xo) = 0 elde edilir. d(x¢) # 0 oldugu da
kullanilirsa A(x¢) = Mzo) bulunur. Bu ise, A nin temsilcilerden bagimsiz olarak segilmesi
demektir. O halde, d(x) # 0 olacak bi¢cimde secilen her xeR i¢in g(x) = A(x)d(x) olacak
sekilde bir A e C vardir.

Simdi d(x¢g) = 0 olacak bigimde bir xoeR seg¢ilir ve (2.12) ifadesi bu eleman ig¢in
diizenlenirse,

0=g(Xxo)yd(z), Vy,zeR

11
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olur. R nin asal halka olmasindan g(x¢) = 0 veya her zeR i¢in, d(z) = 0 olur.
Kabuliimiizden d # 0 oldugu igin g(x¢) = 0 elde edilir. O halde,
0 = g(x0) = A.0 = Ad(x0) bigiminde yazilir. Boylece d(x) = 0 olan her xeR i¢in g(x) = Ad(x)
saglanir.

O halde, her xeR i¢in, g(x) = Ad(x) olacak bigimde en az bir A elemani vardir.

Bdylece ispat sonlanir.

Ayrica asagidaki 6zdeslikler sik¢a kullanilir.

M) [[xylz]+[[y.2].x]+[[z.x].y]=0

@ [xv.z] =x[y.7], +[x @]y =x[y.0()]+[x7], v
@ [[xy].oz] =[lxd,..v] +[x[v],,

4) [ ] —T(y)[x Z] +[X y] 6(z)

N—’

12
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BOLUM 3
TUREVLI VE YARI TUREVLI HALKALAR

Bu bolimde Posner, E. C., Awtar, R. ve Herstein, 1. N. tarafindan R, CharR # 2 olan bir
asal halka, d bir tiirev ve ae R olmak iizere ad(R) = 0, [a,d(a)]€Z, [a,d(R)]<Z,

[d(R),d(R)]gZ, dd,(R)ycZ ve her xe R i¢in [X,d(X)]eZ olmast durumunda

halkanin degismeli oldugunu gosteren ¢alismalar ile Chang, Jui-Chi tarafindan R bir asal

halka, aeR ve f, g orten fonksiyonu ile belirlenen bir yari tiirev olmak iizere f(R)c Z,

af(R)c Z ve CharR # 2 olmak l'izere[a,f(R)] cZ, [f(R),f(R)] cZ, ff,(R)ycZ vehera
€ R i¢in [a,f (a)] € Z olmasi durumunda halkanin degismeli oldugunu gdsteren caligmalar

incelenmistir.

3.1 Tiirevli Halkalar
Posner, E. C., 1957
Lemma 3.1.1. R bir asal halka, d, R halkasinda bir tiirev ve ae R olsun. Eger her x e
Rigin ad(x)=0isea=0 veyad=0 dir.
Ispat : Hipotezden her x, y € R i¢in 0 = ad(xy) = ad(x)y + axd(y) = axd(y) olur.
Burada her ye R i¢in
0 =aRd(y)
bulunur. R asal halka oldugundan
a=0veyad(y)=0,V ye R
elde edilir. Bu da a =0 veya d = 0 demektir.
Lemma 3.1.2. R bir asal halka, p, q,r € R ve her a € R i¢in pagar = 0 ise p = 0 veya
g=0veyar=0 dir.
Ispat : Burada a, b € R olmak iizere a yerine a + b yazilarak ifade lineerlestirilir ve
her ae R i¢in pagar = 0 olmasi kullanilirsa
0 = pagbr + pbgar, Va,b € R
elde edilir. Eger sabit bir a elemani i¢in pa = 0 ise her be R i¢in pbgar = 0 bulunur. R asal
halka oldugundan
p=0veyaqar=0
bulunur. Burada her te R i¢in pat = 0 oldugundan ifade

13
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p=0veyaqatr=0, Vt e R
seklini alir. O halde yine R asal halka oldugundan
p=0veyaga=0veyar=0
olur. Bu kez a yerine aqar yazilirsa
p=0veyaqagar=0veyar=0, Vae R
elde edilir. Eger p = 0 veya r = 0 ise ispat biter. O halde her ae R i¢in qaqar = 0 olmalidir.
Burada a yerine a + b yazarak lineerlestirir ve qagar = 0 olmasin1 kullanilirsak
0 =qagbr + gbgar, Va,b € R
bulunur. Bu kez ar = 0 alirsak ifade her b € R i¢in pagbr = 0 olur. R asal halka oldugundan
pag=0veyar=0
olur. Burada her te ri¢in tar = 0 oldugundan ifade
ptag=0veyar=0, Vte R
elde edilir. R asal halka oldugundan
p=0veyaag=0veyar=0
bulunur. Burada a yerine qaqa yazarsak
p=0veyar=0veyaqaqaq=0, Vae R
elde edilir. Burada p#0, r# 0 oldugundan her a € R icin gaqaq = 0 olur. Bu ifade de a
yerine a + b yazarsak
0=gqagbq +gbgaq, V a,b € R
bulunur. Simdi b yerine agb yazilip, qgagaq = 0 ve R’ nin asal halka olmasi kullanilirsa
q=0
bulunur. O halde ispat biter.
Teorem 3.1.1. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d;, d; R halkasinin
tiirevleri olmak tizere d;d, ¢arpimi da bir tiirev ise d; = 0 veya d, = 0 dir.
ispat : d,d, tiirev oldugundan her a, be R i¢in
d,dy(ab) = d;d(a)b + ad;d,(b)
olur. Ayn1 zamanda d;, d, ayr1 ayri tiirev olduklarindan
d;dx(ab) = didz(a)b + dy(a)di(b) + di(a)da(b) + ad;d2(b)
olur. Bu iki ifadenin esitligi kullanilirsa
0 =dy(a)d;(b) + di(a)da(b), Va,b € R (3.1)
bulunur. Burada ¢ € R olmak {izere a yerine ad;(c) yazar ve (3.1) esitligini kullanirsak
0 = dy(a)d,(c)di(b) + di(a)d;(c)dx(b), Va,b,c € R (3.2)
elde edilir. (3.1) esitliginde a yerine ¢ yazilip (3.2) esitliginde uygularsak
0 = (da(a)d;(c) — di(a)dx(c))di(b), Va,b,c € R

14
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olur. Burada Lemma 3.1.1 geregi d; = 0 veya her a, ¢ € R i¢in dy(a)d;(c) — dj(a)dx(c) =0
bulunur. d; = 0 ise ispat biter. O halde her a, b, ¢ € R i¢in dy(a)d;(c) — d;(a)dx(c) = 0
olmalidir. Bu ifadeyi (3.1) esitligi ile toplarsak her a, ¢ € R i¢in 2d,(a)d;(c) = 0 elde edilir.
Burada charR #2 oldugundan her a, ¢ € R i¢in dy(a)d;(c) = 0 olur. Lemma 3.1.1 geregi
her a € R i¢in dy(a) = 0 veya her ¢ € R i¢in d;(c) = 0 elde edilir. d; # 0 oldugundan d, =0
bulunur.
Lemma 3.1.3. R bir asal halka ve d, R halkasinda bir tiirev olsun. Her a € R igin
ad(a) —d(a)a = 0 ise R degismeli bir halkadir veya d = 0 dir.
Ispat : Burada her a, b € R igin a + b yazip hipotezi kullanirsak
ad(b) —d(a)b =d(b)a—bd(a), Va,b € R
bulunur. Bu ifadeyi d(ab) = ad(b) + d(a)b ile toplarsak
2ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab), Va,b € R (3.3)
elde edilir. (3.3) esitliginde b yerine once ax ve sonra da xa yazilip ¢ikan sonuglar
toplanirsa
a’d(x) + d(x)a’=2ad(x)a, V a,x € R (3.4)
bulunur. Ayn1 zamanda
a(d(x)a —ad(x)) = (d(x)a—ad(x))a, V a,x € R

olur. Burada a yerine a + d(x) yazarsak

[d(x).[dx).a]]=0, ¥V a,x € R
elde edilir. Bu ifade Iy : R—R i¢ tiirevi olmak {izere Iﬁ(x) =0 seklini alir. Kabul edelim

ki charR # 2 olsun. O zaman I4x) = 0 olur. O halde her xe R i¢in d(x) € Z bulunur. Bu
durumda her a, x € R igin[a,d(x)] =0 yani [,(d(x)) = 0 olur. Buradan hera € Rigin a

e Z veya d = 0 bulunur. Bu durumda d = 0 veya R halkas1 degismeli oldugundan ispat
biter. O halde charR = 2 olmalidir. O zaman (3.4) esitligi a’d(x) + d(x)a” = 0 olur. Yani her
xe R ig¢in d(x) , R halkasinin elemanlarinin karesi ile degismelidir. Burada her ae R igin
a’, ee R ile degismeli olsun.

aze=ea2, Vae R
olur. a yerine a + b yazilip diizenlenirse

(ab+Dba)e=e(ab+ba), V a,b e R (3.5
elde edilir. (3.5) esitliginde b yerine ae yazilirsa

acae =eaea, Vae R (3.6)

bulunur. (3.5) esitliginde b yerine e yazilirsa

ac’ + eae =cac +¢’a, Vae R (3.7)
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olur. Yani ¢ e Z dir. (ae + ea)’ = acac + caca + ac’a + ea’c ifadesinde (3.6) ve (3.7)
esitlikleri kullanilirsa

0=(ac+ea), Vae R (3.8)
bulunur. Kabul edelim ki x, y € R i¢in xy = 0 olsun. (3.5) esitligini kullanirsak

(xy + yx)e = e(xy + yx)
O halde xy = 0 ise yxe = eyx olur. O zaman x’y = 0 ise yx’e = eyx" olur. Yani x’y = 0 ise
(ye + ey)x” = 0 olur. Burada her a € R i¢in x yerine ax yazarsak

(ye tey)(ax)(ax) =0, Vae R
elde edilir. Lemma 3.1.2 geregi x = 0 veya ye + ey = 0 olur. Simdi her v € R i¢in x(yv) =0
ise ifade x = 0 veya yve + eyv = 0 bulunur. O halde x = 0 veya her v € R igin
y(ev + ve) = 0 olur. Ifade I, : R—R ig tiirevi olmak iizere x = 0 veya yl(R) = 0 olur.
Lemma 3.1.1 geregi

x=0veyay=0veyae € Z
elde edilir. Bulunan sonug (3.8) esitligi i¢in diisiiniiliirse

x=ac+tea=0veyae € Z
bulunur. Sonugta her durumda e € Z olur. O halde x € R i¢in d(x) € Z bulunur. Simdi her
a € R ve d(b) = 0 icin d(ab) = d(a)b + ad(b) = d(a)b € Z olur. Eger d #0 ise en az bir
a € Rigin d(a) #0 olur. Her x € R i¢in d(a)bx = xd(a)b oldugundan d(a)(bx + xb) = 0
bulunur. O halde her t € R i¢in d(a) € Z oldugundan d(a)t(bx + xb) = 0 olur. R asal halka
ve d(a) # 0 olugundan

d(b)=01iseb € Z (3.9)
elde edilir. Her ¢ e R icin d(c?) = d(c)c + cd(c) = 2cd(c) = 0 oldugundan ¢’ € Z olur. Yani
her y € R igin ¢’y = yc” olur. Buda her ye R i¢in y € Z demektir. Sonugta d = 0 veya R
degismeli bir halkadir.

Teorem 3.1.2. R bir asal halka ve d, R halkasinda bir tiirevi olsun. Eger her ae R
icin ad(a) —d(a)a € Z ise d =0 veya R degismeli bir halkadir.
Ispat : A, R’nin tiirevlerinin Lie halkas1 ve I, A’nin ig tiirevlerinin ideali olsun. A’nin

tiirevlerinin ¢arpimi d;, d; € A igin [dl,dz] seklinde tanimlansin. O halde hipotezimiz
[(d, L), Ia] =0 halini alir. Burada her xe R ve her Iy e I i¢in diisiiniildiigiinde
[[d1]L]1,]=0, VaeR

olur. Yani her x, a € R i¢in a(ad(x) — d(x)a) — (ad(x) — d(x)a)a € Z elde edilir. Buradan
a2d(x) +d(x)a2 —2ad(x)a e Z, Vx,a € R (3.10)
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bulunur. Bu ifade a ile degismeli yapilirsa
3ad(x)a’ + a’d(x) = 3a’d(x)a + d(x)a’ , Vx,a € R (3.11)
elde edilir. Kabul edelim ki charR = 3 olsun. O zaman her a € R i¢inl ;d(R) =0 olur.

charR # 2 oldugundan Teorem 3.1.1 geregi a> € Z veya d = 0 olmalidir. d = 0 ise ispat
biter. O halde hera € Rigina’ € Z olur. Yani hera, b € R i¢in

(a+b)’—a’—b’=a’b+aba+ba’+b’a+bab+ab’ e Z
olur. a yerine —a yazilip diizenleme yapilirsa

a’b+aba+tba’e Z, VabeR (3.12)
elde edilir. Daha sonra b yerine ab yazilip diizenlenirse a(a’ + aba + ba”) e Z bulunur.
Burada ifade (3.12) ile birlikte diisiiniiliirse ac Z veya her a, b € R i¢in a’b + aba + ba’=0
olur. a e Z ise ispat biter. O halde a’b + aba + ba*= 0 olur.

0 =-3aba +a’b + aba + ba’=a(ab—ba)— (ab—ba)a, V b € R

Bulunur. Yani I’ =0 olur. Teorem 3.1.1 geregi ae Z olur ve ispat biter. O halde kabul

yanlistir ve charR # 3 olmalidir. Simdi (3.11) esitliginde d(x) yerine x' diisiiniiliip x yerine
a, yazilirsa

3aa’a’+a’a’ -3a’a’a-a'a’=0, Vae R (3.13)
olur. Hipoteze gore diizenleme yapilirsa

a’a’ —a'a’=3(aa’ —a'a)a’, Vae R (3.14)
elde edilir. Tekrar hipotez kullanilirsa

a’a’ - a’a’=2(aa’ - a'a), Vaec R (3.15)
bulunur. Kabul edelimkiaa’ - a"a # 0 olsun. (3.11) esitliginde x yerine ax’ yazilirsa

3a’x"a’+a’'x" -3a’x"a-ax"a’ +3aa’ x'a’+a’a’ x’ -3a’a’ x'a-a' x'a>=0

olur. Burada a(3ax"a’ + a’x” - 3a’x"a - x"a’) = 0 oldugundan

3aa’ x'a’+a’a’ x’ -3a’a’'x’a-a' x'a>=0, Vx,ae R (3.16)
elde edilir. Bu kez (3.11) esitligi a’ ile soldan garpilip (3.16) ile toplanip aa’ - a’a
parantezine alarak 3 ile boliiniirse

(aa -a'a)(x'a’+a’x’ -2ax'a)=0, Vx,ae R
bulunur. R asal halka oldugundan ve kabuliimiizden

x’a2+a2x'-2ax'a=0,Vx,aeR (3.17)
olur. Burada x yerine ax yazilip diizenleme yapilirsa

a'xa’+a’a'x-2aa'xa=0, Vxe R (3.18)
elde edilir. Simdi (3.17) esitliginde x yerine a yazilip sonra x ile sagdan ¢arpilirsa

a'a’x +a’a'x-2aa’ax=0, Vxe R (3.19)
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bulunur. (3.18) ve (3.19) esitlikleri toplanirsa

a’(xa’ - a’x) - 2aa’(xa-ax)=0, Vxe R (3.20)
olur. (3.20) esitliginde x yerine ax yazip, sonucu (3.20) esitliginin a ile soldan ¢arpimindan
cikartirsak

(aa’ - a'a)(xa’ - a’x) - 2a(aa’ - a’a)(xa-ax)=0, Vxe R
bulunur. Burada R asal halka oldugundan

(aa' - a'a) =0veyaxa® -a’x-2a(xa-ax)=0, Vxe R (3.21)
elde edilir. (aa’ - a’a) =0 ise

xa® +a’x +-2axa=0 Vxe R (3.22)

olur. Bu ifade a(ax — xa) = (ax — xa)a seklinde diizenlenirse I’(R) =0 olur. Eger charR # 2

ise ae Z bulunur ve ispat biter. O halde (aa’ - a’a) = 0 olmalidir. Buda Lemma 3.1.3
geregi ispat1 sonlandirir. O zaman CharR = 2 olmalidir. O halde (3.21) esitligi (a
a’ - a'a)=0veyaa’ e Z olur. Burada eger birae R igin (aa’ - a’a) # Oisca’#0ve a’
e Z olur. Eger a> = 0 olsayd1 (a?)’ =aa’ + a'a yani CharR = 2 oldugundan aa’ = a’a
olup celiski olurdu. Sonugta a> € Z ve a’# 0 dir. O zaman her x € R i¢in axa € R
oldugundan (3.22)’de kullanirsak

(axa)’ e Z veya (axa)(axa) = (axa) (axa), Vxe R

’xa = a’(ax’a) € Z ve a°#0

olur. Eger (axa)’e Z ise a° € Z oldugundan (axa)’ = axa
oldugundan ax’a e Z bulunur. Bir ¢ € Z i¢in aca = a’c €Z oldugundan ¢ yerine ax’a
yazarsak a’ #0 oldugundan x> € Z bulunur. Yani (axa)’e Z ise x* € Z olur. Eger x> ¢ Z
ise (axa)(axa)’ = (axa)’ (axa) olur. Burada ifade acilip diizenlenirse
axaa'xa + axa’X'a + axa’xa = a’xa’xa + ax’a’xa + axa'axa elde edilir. xx' + x’x =0, a
a’ + a'a e Z ve a sol sifir bolensiz oldugundan (aa’ + a’a) ax” + (ax’a’ + a’x”a)a =0
olur. Burada a’e Z oldugundan diizenleme yapilirsa ax’aa’ + a*a’x” = 0 bulunur. a sol
sifir bolensiz oldugundan her xe R i¢in x”aa’ + aa’x” = 0 elde edilir. x> ¢Z ve a sifir
bolensiz oldugundan her ae R i¢in aa’ = a’a olur. Bu durumda Lemma 3.1.3 geregi ispat
biter.

Awtar, R., 1972

Teorem 3.1.3. R bir asal halka ve her ae R i¢in ad(a) — d(a)a € Z ise d = 0 veya R
degismeli bir halkadir.

Ispat : x, y € R igin [x,y] = Xy — yx olarak tanimlansin. O halde her ae R i¢in

[a,d(a)] € Z olur. Burada her a, x € R i¢in a yerine a + [a,x] yazilirsa
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[a+[a,x],d(a)+d(a,x])]
=[a,d(a)]+[a,d((a,x]) |+[[a,x].d(a) |+[[a,x].d(a,x]) | e Z
olur. [a,d(a)]€ Z,[[a,x].d((a,x])] € Z ve Z, R’nin alt halkas: oldugundan
[a.d(a,x])]+[[a.x].d(a) |eZ, Vx,a e R
bulunur. d([a,x]) =[d(a),x]+[a,d(x)] oldugundan jacobi 6zdesligi kullanilirsa
[a.]a.d(x)]]€Z Vx,aeR (3.23)
elde edilir. Kabul edelim ki charR = 2 olsun. (3.23) esitligi agik yazilirsa

a’d(x)+d(x)a’e Z, Vx,ae R (3.24)
olur. Burada (3.24) esitligini d(x) ile degismeli yaparsak

0=[d(x),a’d(x)+d(x)a’ | =[ d(x),a’d(x) |+ [ d(x),d(x)a |
= [d(x),a” [d(x) +d(x)[ d(x),a” |

bulunur. Ifade acilirsa

a’d(x)’ =d(x)’a’, Vx,a e R (3.25)
elde edilir. Bu kez (3.24) esitligi a” ile degismeli yapilirsa

a’dx)=d(x)a*, Vx,ae R (3.26)
olur. (3.25) esitliginde x yerine x + a’x yazilir ve (3.25) esitligi kullanilarak sadelestirme
yapilirsa

a’d(x)d(a’x) + a’d(a’x)d(x) = d(x)d(a’x)a’ + d(a’x)d(x)a’

(a’d(x))* + a’d(x)d(a’)x + a’d(a’)xd(x) + a*d(x)’

= (d(x)a®)* + d(x)d(a%)xa® + d(a®)xd(x)a2 + a*d(x)
olur. Burada x e R icin d(x*) = xd(x) + d(x)x = xd(x) - d(x)x e Z olmasi kullanilarak

diizenleme yapilirsa
0= (a’d(x))’ - (dx)a’) +d(@)(|a’,d(x)x |+[ d(x)x,a’ ])

= @d(x))’ - (d(x)a’)’ +d(a’)([ a*,d(x)x —xd(x) |)
= (a’d(x))’ - (d(x)a?)* , Vx,a e R
bulunur. (3.25) esitliginde her x, a € R i¢in (a’d(x)* + d(x)*a®)* = 0 oldugundan (3.25) ve
(3.26) esitlikleri ile charR = 2 olmasi kullanilirsa
a’d(x)=d(x)a’, Vx,ae R (3.27)
elde edilir. (3.27) esitliginde her a, b € R i¢in a yerine a + b yazilirsa
(a+b)’d(x) =d(x) (a + b)’
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(a’ + ab + ba + b?)d(x) = d(x) (a’ + ab + ba + b?)
olur. charR =2 oldugundan a = -a olmas1 goz Oniine alinirsa

(ab—ba)d(x) =d(x)(ab—Dba), Vx,a,b € R (3.28)
bulunur. Burada a yerine ab yazilip (3.28) kullanilirsa

(ab —ba)(bd(x) —d(x)b)=0, Vx,a,b € R (3.29)
olur. (3.29) esitliginde b yerine b+ ¢ yazarak lineerlestirme yaparsak

(ac — ca)(bd(x) — d(x)b) + (ab — ba)(cd(x) —d(x)c) =0,V x,a,b,c € R (3.30)

elde edilir. (3.30) de b yerine b? yazip (3.27) esitligini kullanirsak

(ab® — b%a)(cd(x) —d(x)c) =0, Vx,a,b,c € R
olur. Bu ifade I, (a)(cd(x) —d(x)c) = 0 olarak diigtiniilirse Lemma 3.1.1 geregi

b’ e Zveyad(x) e Z
bulunur. Eger b*> ¢ Z ise d(x) € Z olur. Burada charR = 2 oldugundan
d(x?) =xd(x) + d(x)x = 2d(x)x = 0 dir. Her x, y € R i¢in d(x’y) = d(x*)y + x’d(y) € Z dir.
O halde her x € R igin x> € Z veya her y R i¢in d(y) = 0 olur. d = 0 ise ispat biter.
O zaman x” € Z olmalidir. Her x, y € R igin (x + y)* =xy—yx € Z olur.
Burada x yerine xy yazarsak (xy — yx)y € Z bulunur. xy — yx € Z oldugundan her y € R
iciny € Z veya her x € R i¢in xy = yx olur. Her iki durumda da R degismeli halka olup
ispat biter. O halde kabuliimiiz yanlistir charR # 2 olmalidir. O zaman (3.23) esitliginde a

yerine a + d(x) yazarsak
[a+d(x),[a+d(x),d(x)]]=[a+d(x),[a,dx)]]
=[a,[a,d)]|+[d(x),[2,d(0)]] €Z

olur. Buradan

[d(x).[a,d(x)]]€Z, ¥x,a e R (3.31)

elde edilir. Simdi a € R i¢in t = d(x) olmak iizere p(a) = [t,a] olarak tanimlayalim. (3.31)

esitliginden her a € R i¢in p*(a) € Z olur. O zaman p*(at) = p*(a)t + p(a)p(t) + p(t)p(a) +
ap’(t) = p*(a)t € Z bulunur. O halde p*(a) =0 veyat € Z olmalidir. Kabul edelim ki t¢ Z
olsun. Eger sabit bir b € R i¢in p’(b) #0 olsaydi. p’(b), p’(b)t € Z oldugundan t € Z olup
kabuliimiizle celisirdi. O halde her a € R igin pz(a) = 0 olur. Her a, b € R ig¢in
0 = p*(ab) = p(a)p(b) dir. Burada b yerine ba yazarsak her a, b € R i¢in 0 = p(a)bp(a)
bulunur. R asal halka oldugundan her a € R i¢in p(a) = [t,a] =0yanit=d(x) € Zelde
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edilir. Burada her x, y, z € R icin d(xy) =xd(y) + dX)y ve d(yz) = yd(z) + d(y)z
ifadelerinden birincisi d(z) ikincisi d(x) ile soldan ¢arpilip farklar1 alinirsa
(xd(z) —-d(x)z)d(y) € Z, VXx,y,z € R
bulunur. O halde her y € R i¢in d(y) = 0 veya her x, z € R i¢in (xd(z) — d(z)x) € Z olur.
O zaman en az bir y € R i¢in d(y) #0 olsun. Bu durumda her x, z € R i¢in
(xd(z) — d(z)x) € Z olur. d(xz) € Z oldugundan bu ifadeyle toplanirsa xd(z) € Z elde
edilir. Burada her x € R i¢in x € Z veya d(z) = 0 olur. O halde d = 0 veya R degismelidir.
Herstein, I.N., 1978

Teorem 3.1.4. R bir asal halka d, R halkasinn d*#0 olan bir tirevi ve

A= <{d(r) :Vre R}> seklinde tanimli R halkasinin alt halkasi ise R halkasmnin sifirdan

farkl1 bir idealini kapsar.
ispat : dR) = A ve d*#0 oldugundan d*(R) = d*(A) #0 olur. Ve y € A igin

d*(y) #0 vardir. O halde her x, ye R i¢in d(xy) = d(x)y + xd(y) € A oldugundan her
x € Ri¢in xd(y) € A olur. Yani Rd(y) < A dir. Ayn1 sekilde d(yx) = d(y)x + yd(x) € A
oldugundan her x € R i¢in d(y)x € A olur. Yani d(y)Rc A dir. Egery € Aver,s € Rise
d(rd(y)) = d(r)d(y) + rd*(y) € A oldugundan her r € R igin rd*(y) € A olur. Yani Rd*(y)
< A dir. Ote yandan d(d(y)s) = d*(y)s + d(y)d(s) € A oldugundan d*(y)R = A olur. Ve
d(rd(y)s) = d(r)d(y)s + rd*(y)s + rd(y)d(s) € A oldugundan Rd*(y)R < A olur. Bu
durumda her y € R i¢in dz(y) # 0 ve A ideal oldugundan Rdz(y) c A, dz(y)R c Ave
Rd*(y)R < A, R’nin idealleridir. Eger d> = 0 olsaydi. R asal halka ve a € R, a #0
nilpotent eleman olsun. O halde a*> = 0 olur. d : R—>R her x e R i¢in d(x) = ax — xa olsun.
B = aR + Ra alt halkas1 i¢in d(R) = B olur. Ote yandan d’ = 0 ve charR #2 ise d* #0
olur. Kabul edelim ki I < B ve aBa = 0 olsun. O zaman ala — aBa = 0 olur.
Buradan aRIa = 0 olup R asal halka oldugundan a = 0 veya I = 0 bulunur. a #0
oldugundan I = 0 bulunur. Yani bu kosula uygun R’nin sifirdan farkli ideali yoktur.

Teorem 3.1.5. R bir asal halka ve d, sifirdan farklt R’nin bir tiirevi ve her x, y € R
icin d(x)d(y) = d(y)d(x) olsun. Eger karakteristik ikiden farkli ise R degismeli tamlik
bolgesidir. Eger karakteristik iki ise R degismeli bir halka ve merkezi 4 boyutlu basit
cebirdir.

Ispat : Hipotez geregi A degismeli bir halkadir. a € A ve x € R igin
d(ax) = d(a)x + ad(x) oldugundan b € A i¢in 0 = bd(ax) — d(ax)b = d(a)(bx — xb) olur.
Kabul edelim ki Az Z olsun. Bu ifadeyi I, : R—R ig tiirevi i¢in d(a)l(x) = 0 olarak
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yazarsak her a, b € A i¢in d(a) =0 veya igin I, = 0 olur. Yani d(A) =0 veya A < Z olur.
Az Z oldugundan d(A) = d*(R) = 0 bulunur. Her x, y € R igin 0 = d*(xy) = 2d(x)d(y) dir.
Eger charR # 2 ise 0 =d(x)d(y) elde edilir. Burada z € R i¢in y yerine zx yazarsak

0 =d(x)d(zx) = d(x)zd(x) + d(x)d(z)x = d(x)zd(x) , VXx,z € R
olur. R asal halka oldugundan her x € R i¢in d(x) = 0 elde edilir. Buda d # 0 ile ¢elisir. O
halde charR = 2 olmalidir. T Z{X eR:d(x)= O} olsun. Her x e A i¢in d(d(x)) = d*(x) = 0

oldugundan A — T olur. Hert € T ve x € R i¢in d(tx) = d(t)x + td(x) € A dir. Hera € A
i¢in

0 = [a,td(x)] = atd(x) —td(x)a =(at —ta)d(x), Vx € R
bulunur. d(x) € Z ve R asal halka oldugundan d = 0 veya at —ta = 0 olur. d# 0 oldugu i¢in

her a € A igin at = ta elde edilir. C1(A) = {t eT:at—ta=0,Vae A} olarak tanimlansin.

Hert € T ve her xe R i¢in d(t) = 0 oldugundan d(tx — xt) =d(t)x — td(x) bulunur. O halde
d(x) € Cr(A) ve tx — xt € T oldugundan T, R’nin bir alt halkas1 ve lie idealidir. Bu
durumda Teorem 2.2 geregi T, R’nin sifirdan farkli bir idealini kapsar veya T degismeli bir
halka ve her t € T i¢in t* € Z dir. Eger T, R’nin sifirdan farkli bir idealini kapsiyorsa
Cr(A) = Ac Z olur ki buda kabuliimiizle celisir. O halde T degismeli ve her t €T i¢in
t* € Z dir. Budurumdaa € A ve ag Z olsun. O zaman a € T oldugundan a’ € Z ve her
x € Rigin ax — xa e T oldugundan (ax — xa)* € Z olur. O halde Teorem 2.3 geregi R
merkezi 4 boyutlu basit cebir olur. Az Z igin ispat bitti. O zaman A < Z olsun. Her
x € Ricin d(x) € Z ve d(xy) =d(x)y + xd(y) € Z oldugundan x ile degismeli yaparsak

dxX)(xy—-yx)=0,V yeR

olur. R asal halka oldugundan d(x) = 0 veya her y € R i¢in xy — yx = 0 bulunur.
Ikinci durumdan x € Z ise ispat biter. O halde x € R icin d(x) = 0 olur. Burada d #0
oldugundan d(x¢) # 0 olan x¢ € R vardir. O zaman d(x¢) # 0 ise X¢ € Z dir. Bu durumda x,
xo € Riigin d(x + x¢) = d(x) + d(x¢) #0 olur x + X9 € Z elde edilir. Z alt halka oldugunda
x € Z bulunur. Her x € R i¢in diisiiniildiiglinde R degismeli olur.

Herstein, I. N., 1979

Teorem 3.1.6. R bir asal halka ve d, R’nin sifirdan farkli tiirevi, ac R ve her xe R
icin ad(x) = d(x)a olsun. Eger karakteristik ikiden farkli ise ae Z dir. Eger karakteristik iki

ise a’ € Z dir. Ustelik a¢ Z ise her xe R igin d(x) = (Aa)x —x(Aa) ile taniml tlirev olmak

tizere A € C (extended centroid) vardir.

22



BOLUM 3-TUREVLI VE YARI TUREVLI HALKALAR Yasemin BALLIKAYA

Ispat : Kabul edelim ki ag Z olsun. Hipotezde her xe R i¢in [a,d(x)]=0
oldugundan her x, ye R i¢in
0= [a,d(xy)] =[a,d(x)y]+[a,xd(y)]
= [a,d(x)]y +d(x)[a, y]+[a,x]d(y) +x[a,d(y)]
= d(®)[a,y]+[a,x]d(y)
olur. Yani
0= d(x)[a,y]+[a,x]d(y) , Vx,y € R (3.32)
elde edilir. Cr(a) = {t€R :[a,t]=0,Va e R} olmak iizere y e Cr(a) ise (3.32) esitliginde
0=[a,x]d(y),Vx e R
bulunur. Burada ue R olmak iizere A = {a €R:a[u,x]=0,¥x €R}, R’nin bir idealidir. O

halde d(y) € A olup R asal halka oldugundan d(y) =0 veya a € Z olur.
Kabuliimiizde a¢ Z oldugundan d(y) = 0 bulunur. Sonugta [a,y] =0 oldugunda d(y) =0

elde edilir. Bu durumu hipotez igin diisiiniirsek her xe R i¢in [a,d(x)]=0 oldugunda

d(d(x)) = d*(x) = 0 olur. R asal halka d, R’nin tiirevi karakteristik ikiden farkli iken d* = 0
ise d = 0 dir. O halde charR # 2 ise d = 0 olur ki bu bir ¢eliskidir. O zaman kabul yanlis
demektir. Yani ae Z bulunur. Eger charR =2 ise (3.32) esitligi

[a,y] d(x) = d(y)[a,x] ,Vx,y e R (3.33)
olur. Burada d(y) = 0 ise (3.33) esitligi her xe R i¢in 0 = d(x)[a,y] seklini alir. O halde
herr € R icin

0= [a,y]d(rx) =[a, y]d(r)x +[a, y]rd(x) = [a, y]rd(x)
elde edilir. R asal halka oldugundan [a,y] =0 veya her xe R i¢in d(x) = 0 olur. d#0
oldugundan [a, y] =0 olur. Buradan y € Cg(a) yani d(y) = 0 bulunur. O halde
Cr(a) ={t eR:d(t)= O} seklini alir. Simdi w € R olmak {izere (3.33) esitliginde x yerine
Xw yazarsak

[a,xw]d(y) =d(xw)[a,y]

[a, X] wd(y)+ X[a, w] d(y) = d(x)w[a, y] +xd(w) [a, y]

olur. (3.33) esitligi kullanarak sadelestirme yaparsak
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[a, X] wd(y) = d(x)w[a, y] ,VX,y,w e R (3.34)
elde edilir. (3.34) esitliginde y yerine x yazarsak

[a,x]wd(x) =d(x)w[a,x],Vx,w eR
olur. Burada a, b € R olmak {izere her x € R i¢in axb = bxa oldugunda a# 0 ise b= Aa

olan A € C var oldugundan [a,x]#0 ise her x € R i¢in d(x) = A(x)[a,x] olan A(x)eC
vardir. Eger [a,x] =0 ise her xeR i¢in d(x) = 0 olur ki bu d#0 ile gelisir. O halde

[a,x];tO olmalidir. Burada x ¢ Cg(a) oldugundan d(x) # 0 yani A(x) #0 olur.

Hipotezden
0=[a,d(x)] =] a,A(x)[a,x]]=1(x)| a,[a,x] ] +[a,1(x)][a,x]
= M(x)[a,[a,x]]
elde edilir. A € C oldugundan
0= A(x)R[a,[a,x]]
olur. R asal halka oldugundan her x e R igin A(x) =0 veya [a,[a,x]]=0 olur. A(x) # 0
oldugundan her x e Rigin [a,[a,x]]=0 elde edilir. Buradan charR =2 oldugundan
0=[a,[a,x]] = a(ax — xa) - (ax — xa)a = a’x + xa’

bulunur. Yani a® € Z olur. Burada a¢ Z iken yani charR = 2 oldugunda her x e R i¢in

d(x) ZX(X)[a,X] olan A (x) € C var oldugu gosterildi. O zaman her x, y € R i¢in
d(xy) =(xy)[a,xy]
d(x)y +xd(y) = AM(xy) [a, X] v+ A(Xy)X [a, y]
A(X) [a, x] y+XA(y) [a, y] = Mxy) [a, X] y+AM(Xy)x [a, y]
(M) = A(xy)[a,x]y = (M(xy) - My))x[a,y]
olur. Burada A(x)—A(xy)=p ve A(Xy)-—A(y)=volmak ilizere ifade
u[a,x]yzox[a,y],‘v’x,yeR (3.35)
seklini alir. (3.35) esitliginde x yerine [a, X] yazarsak a’ € Z oldugundan
0= v[a,x][a,y].Vx,yeR (3.36)

olur. Tekrar (3.35) esitli§inde y yerine [a, y] yazarsak yine a’ € Z oldugundan
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0= u[a,x][a,y],Vx,yeR (3.37)
bulunur. Simdi (3.36) ve (3.37) esitlikleri toplanirsa

0= (u+v)[a,x][a,y],Vx,y e R (3.38)
elde edilir. Burada p, ve C oldugundan 0 = (n+v)R[a,x|[a,y] yazilabilir. R asal halka
oldugundan p+v =0 veya her x, y € Ricin [a,x][a,y]=0o0lur. Eger [a,x][a,y]=0 ise
her x,y € Ricin O0=p+v = A(X)-A(xy) + A(Xy)—A(y) = A(X)—A(y)bulunur. Yani
her x, y € R igin A(x)=A(y)olur. Simdi (3.38) esitliginde x yerine w yazarsak

0= (u+v)[a,w][a,y],Vw,y e R
olur. Burada [a,w][a, y];tO ise her w, y € R i¢in A(w)=A(y)bulunur. Bu kez (3.38)
esitliginde y yerine w yazarsak

0= (n+v)[a,x|[a,w],Vx,w e R
bulunur. Burada [a,x][a,w] #0 ise her x, w € R i¢cin A(x)=A(w) elde edilir. O halde

A € C sabittir. O zaman her x € R igin d(x) = k(x)[a,x] = [ka,x] olan A € C vardir.

Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981
Teorem 3.1.7. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ae R ve d, R halkasinda

sifirdan farkl1 bir tiirev olsun. Eger [a,d(R)]c Z ise a € Z dir.
ispat : Hipotezden 2’ € R i¢in [a,d(a’) |€Z olur. Her a € R igin [a,d(a)] €Z
oldugundan
[a,d(a’) |=[a,d(a)a] +[a,ad(a)]
= [a,d(a)]a+a[a,d(a)]
= 2a[a,d(a)] e Z
olur. Burada charR#2 oldugundan a[a,d(a)]€Z bulunur. CharR #2 ve [a,d(a)] € Z
oldugundan Onerme 2.8 geregi ac Z veya [a,d(a)] = 0 olur. acZ ise [a,d(a)] = 0 du.
O halde [a,d(a)] = 0 olmalidir. Ote yandan her xe R igin
[a,d(a,x]) |=[a.[d(a).x]]+]a,[a,d(x)]] € Z oldugundan
[a,[d(a),x]] € Z, VxeR (3.39)

bulunur. (3.39) esitliginde x yerine ax yazarsak [a,a]=0 ve [a,d(a)] = 0 oldugundan
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[a.[d(a),ax] | =[ a,a[d(a),x]+[d(a).a]x ]
= [a,a][d(a).x]+a[ a,[d(a),x]]
= a[a,[d(a),x]]
elde edilir. Yani
ala,[d(a),x]]eZ, VxeR
olur. Burada (3.39) esitligi dikkate alimirsa a e Z veya her x € R igin [a,[d(a),x]]| =0

olmalidir. Eger a € Z ise [a,[d(a),x]] = 0 dir. O halde her x € R i¢in [a,[d(a),x]] =0

olur. ifade I, : R— R ve Ly : R— R ig tiirevler olmak iizere Llqu) = 0 olarak yazilirsa
charR # 2 oldugundan Teorem 3.1.1 geregi I, = 0 veya Iy = 0 olur. Yani

ae Zveyad(a)e Z (3.40)
bulunur. ae Z ise ispat biter. O halde d(a) € Z olur. Her x € R i¢in [a,d(ax)]eZ
oldugundan

[a,d(ax)] =[a,d(a)x]+[a,ad(x)] = d(a)[a,x]+a[a,d(x)]
olur. Yani

d(a)[a,x]+a[a,d(x)]e Z, VxeR (3.41)
bulunur. Burada her te R ile (3.41) esitligini degismeli yaparsak d(a) € Z oldugundan

0= [t,d(a)[a,x] +a[a,d(x)]] = [t,d(a)[a,xﬂ +[t,a[a,d(x)]]

= d(a) [t, [a, x]] +[t,a][a,d(x)]
elde edilir. Burada t yerine a yazarsak
0= d(a)[a,[a,x]] ,VxeR
bulunur. d(a) € Z ve R asal halka oldugundan d(a) = 0 veya her x € R igin [a,[a, x]] =0

olur. Kabul edelim ki d(a) # 0 olsun. O zaman I, : R—> R ig tiirevi i¢in I = 0 olur. charR

# 2 oldugundan Teorem 3.1.1 geregi I, = 0 bulunur. Yani a € Z dir. O halde ispat biter. O
zaman kabul yanlistir. Yani d(a) = 0 olmalidir. O halde (3.41) esitligi

ala,d(x)]eZ,VxeR

seklini alir. Hipotezden [a,d(x)] € Z oldugundan a € Z veya [a,d(x)] =0 olur.
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[a,d(x)] = 0 ise Teorem 3.1.6 geregi a € Z bulunur. O halde her iki durumda da a € Z

elde edilir. Ve ispat biter.

Teorem 3.1.8. R karakteristigi ikiden farkl bir asal halka ve d, R halkasinda sifirdan
farkli bir tlirev olsun. Eger [d(R),d(R)] c Z ise R degismeli bir halkadir.

Ispat : Hipotezi her x € R icin [d(x),d(R)] c Z olarak diistiniirsek Teorem 3.1.7

geregi her x € R igin d(x) € Z bulunur. O zaman her x, y € R i¢in d(xy) = xd(y) + d(x)y

€ Z olur. Buradan her k € R igin
0= [k, d(x)y +xd(y)] =[k,d(x)y]+[k,xd(y)]

= d(x)[k, y]+[k,x]d(y)

bulunur. Burada k yerine x yazarsak

0= d(x)[x,y] , VX,yeR
elde edilir. Iy : R =R i¢ tlirev olmak iizere ifade d(x)Ik(y) = O seklini alir. CharR #2
oldugundan Teorem 3.1.1 geregi her x € R i¢in d(x) =0 veya x € Z olur.
A = {XER:XEZ}Ve B = {XeR:d(X)zO}, R = AUB olan R halkasinin iki 6z alt
grubudur. Bu durumda Brauer’s Trick’ten R = A veya R = B olmalidir. R = B ise her
x € Rigin d(x) = 0 olur. d # 0 oldugundan celiskidir. O halde R # B dir. Yani R = A
olur. O halde her x € R i¢in x € Z olur. Bu da R halkasinin degismeli olmas1 demektir.
Boylece ispat biter.

Teorem 3.1.9. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d, R halkasinda
sifirdan farkli bir tiirev olsun. Eger d*(R)c Z ise R degismeli bir halkadr.

ispat : Hipotezden her x,y € R igin d’ ([X, y]) e Z olur.d*(x),d*(y) € Z oldugundan
& (xy)=[d* ).y |+ 2[dx).d(y)]+] x.d* () ]
= 2[d(x),d(y)]
bulunur. Buradan her x, y € R i¢in [d(x),d(y)] € Z elde edilir. Yani [d(R),d(R)] cZ

olur. charR # 2 oldugundan Teorem 3.1.8 geregi R halkas1 degismelidir.
Teorem 3.1.10. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d;,d, R’nin sifirdan
farkli tiirevleri olsun. Eger d;d>(R) < Z ise R degismeli bir halkadir.

Ispat: Herx,y € Rigin d,d,([x,y]) € Z olur.
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dd, ([X, Y]) =d, ([dz (%), Y] + [X, d, (Y)])
= [dldz (x), Y] + [dz (x),d, (Y)] + [dl (x),d, (Y)] + [X, dd, (Y)]

= [d,(x).d, (0] +[d,(x),d, (y)]

bulunur. Yani
[d,(x),d,(y)]+][d,(x).d,(y)] € Z, Vx,yeR (3.42)
elde edilir. (3.42) esitliginde y yerine d,(y) yazarsak
[dy(x).d,d, ()] +] d,(x).d3(y) | € Z, ¥x,yeR
olur. Hipotezi kullanirsak her x, y € R igin [dl (x),d: (y)] € Z bulunur. Yani
[d,(R).d3(y)]c Z VyeR

bulunur. Burada charR # 2 oldugundan Teorem 3.1.7 geregi her ye R igin d3(y) € Z olur.

Bu durum da Teorem 3.1.9 geregi R halkasinin degigmeli oldugunu soyler.

Teorem 3.1.11. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d, R halkasinda
sifirdan farkli bir tiirev olsun. Eger her x € R i¢in [X, d(X)] e Z ise R degismeli bir

halkadir.

Ispat : Burada her x, y € R i¢in hipotezi lineerlestirirsek
[x+y,dx+y)]=[x+y,d(x)+d(y)]

=[x, d@)]+[x,dW)]+[y.dy)]+[y.dx)]

olur. Z, R halkasinin alt halkas1 oldugundan toplamaya kapalidir. O halde
[X,d(y)] + [y,d(x)] e Z,Vx,yeR (3.43)

elde edilir. (3.43) esitliginde y yerine [x,y] yazarsak
[x.d(x,y) ]+[[x.y].dx) ] =] x.[dx), y] |+ x.[x.d)] ] +] [x.y].d(x) | € Z (3.44)
bulunur. Ote yandan jacobi 6zdesliginden | x,[d(x),y]|+] y.[x,d(x)]]+] d(x),[y.x]]=0
dir. Burada [ d(x),[y,x]|=—[~[x,y].dx)]=[[x,y].d(x)] oldugunu géz &niine alirsak
(3.44) esitligi

[x.[x.d(y)]|eZ vxeR (3.45)

seklini alir. (3.45) esitliginde x yerine x + d(y) yazarsak
[x+d(y).[x+d(y),dW)]]=[ x +d(y).[x.d(y)]]
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= [x[xdW]]+][dy)[x.dy)] ]

olur. Burada (3.45) esitligi ve Z’nin alt halka olmasi dikkate alinirsa

[d(y),[d(y),x]] e Z,Vx,yeR

2

elde edilir. lyy) : R—>R i¢ tirev olmak izere ifade Iy,

€ Z seklini alir. charR#2

oldugundan Teorem 3.1.9 geregi R halkasi degismelidir veya ljy) = O olur. R halkasi
degismeli degilse her y € R i¢in d(y) € Z olur. Yani d(R)c Z dir. Bu durumda R
halkasinin degismeli olmas1 demektir. O halde R degismeli bir halkadir.

3.2 Yan Tiirevli Halkalar
Chang, J., 1984
Bu makalede R bir asal halka, Z, R halkasinin merkezi ve f, g 6rten fonksiyonu ile
belirlenen bir yar tiirev olarak kullanilacaktir.
Lemma 3.2.1. f, R halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkl bir yar tiirev
ve ae R olsun. Eger her xe R i¢in af(x) = 0 (veya f(x)a = 0) ise a= 0 dur.
Ispat : R bir halka oldugundan keyfi x, ye R igin;
0 = af(xy) = a(f(x)g(y) + xf(y))
= af(x)g(y) + axfly)
= axf(y)

olur. Her xe R eleman i¢in diisiiniildiiglinde
aRf(y)=0
bulunur. R’nin asal halka oldugundan
a=0veyaf(y)=0,Vye R
olur. f# 0 olmasi kullanilirsa a = 0 elde edilir. Benzer sekilde her
xe Rigin f(x)a=0ise her x, y € R i¢in
0= fixy)a = (fx)e(y) + xf(y))a
= f)g(y)a + xf(y)a
= fx)g(y)a
bulunur. g’nin 6rtenligi dikkate alinip, her ye R eleman i¢in diisiiniildiiglinde
f(x)Ra=0, Vxe R
olur. R’nin asal halka olmas1 ve f# 0 olmasi kullanilirsa a = 0 bulunur.
Teorem 3.2.1. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar

tiirev ise g: R — R bir halka homomorfizmdir.
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Ispat : g fonksiyonunun bir homomorfizm olmasi icin iyi tanimli, toplama ve carpma
islemlerini korumasi gerekir. g bir fonksiyon oldugundan iyi tanimlidir. O halde toplama
ve carpma islemlerini korudugunun gosterilmesi gerekir. Keyfi x, y, ze R alinsin. Bu

durumda yar1 tiirev tanimi uygulansin.

fz(x +y)) = f(2)gx +y) +zf(x +y)
=f(z)g(x +y) + z(f(x) + (y))
= f(z)g(x +y) + zf(x) + zf(y)
Ote yandan
f(z(x +y)) = f(zx + zy)
= f(zx) + f(zy)
= f(z)g(x) + zf(x) + f(z)g(y) + zf(y)
bulunur. Bu iki ifadenin esitligi kullanilarak her ze R i¢in diisiiniildiiglinde
fR)(gx+y)—gx)—g(y)=0, Vx,ye R
olur. Lemma 3.2.1 g6z 6niine alindiginda f# 0 oldugundan
gx+y)-gx)-gy)=0, Vx,ye R
gxty)=gx)tgly), Vx,ye R
elde edilir. Buda bize g’nin toplama islemini korudugunu gosterir.
Simdi carpma islemini korudugunu gosterelim. Yine keyfi x, y, ze R i¢in yar tiirev
tanimini kullanalim
f((xy)2) = f(xy)z + g(xy)f(@)
= (fx)y + 2Rz + gxy)f(z)
= f(x)yz + g(Of(y)z + g(xy)f(z)
Ote yandan
fx(y2)) = fx)yz + g(0)f(y2)
= fx)yz + g)(f(y)z + 2(y)f(@))
= f(x)yz + g(x)f(y)z + g(x)g(y)f(2)
bulunur. Bu iki ifadenin esit olmasi kullanilarak her ze R i¢in diisiiniildiigiinde
(g(xy) —gx)g(yDf(R) =0, Vx,ye R
olur. Lemma 3.2.1 g6z 6niine alindiginda f# 0 oldugundan
g(xy) —g(x)g(y) =0, Vx,ye R
elde edilir. Bu ifadede bize g’nin carpmayr korudugunu gosterir. O halde g fonksiyonu

ayn1 zamanda R iizerinde bir halka homomorfizmidir.
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Lemma 3.2.2. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar1
tiirev olmak tizere eger f(R) — Z ise R halkasi bir degigmeli tamlik bolgesidir.
Ispat : R halkasinin degismeli tamlik bélgesi olmas igin degismeli ve sifir bélensiz

oldugunu gostermemiz gerekir. R bir halka oldugundan keyfi x, ye R i¢in f(xy) € Z olur.
O halde [f(x),x] =0, [X,X] =0, her ye R i¢in f(y) € Z olmasi kullanilirsa
0= [fxy),x] = [f)g(y),x]+[xfy), x]
= [f00, x]g(y) + ) [g¥). x| + [x,x]f(y) + x[f(y), x]
= f(x) [g(y).x]
olur. g orten bir fonksiyon oldugundan her y e R i¢in f(x) [y, X] = 0 elde edilir.
O halde her ke R i¢in
0 = f(x)[ky, x| = fx)k[y, x] + f(x) [k, x]y
= f(x)k[y,x]
elde edilir. Yani
f(x)R[y,x] =0, Vx,ye R
R asal halka oldugundan
f(x) = 0 veya [y,x] =0, Vx,ye R
f(x)=0veyax € Z, Vxe R
olur. Burada A = {X eR:f(x)= O} =Kerfve B= {X eR:xe Z} seklinde tanimlanirsa g
0zdeslik doniisiimiinden farkli oldugundan A » B#0 ve R =A U B olarak yazilabilecegi
goriiliir. Kerf ve Z, R halkasinin iki ideali oldugundan ayni1 zamanda alt grupturlar. O halde
Brauer’s Trick ten R = A veya R = B olur. R = A ise her x € R i¢in f(x) = 0 olur. Buda f#
0 ile gelisir. Yani R # A dir. O halde R = B olmalidir. Bu durumda da her xe Rigin xe Z
olur. Buda R halkasinin degismeli olmasi demektir.
Simdi sifir bolensizligi incelensin. Kabul edelim ki a, be R ve a#0 olmak {izere
ab = 0 olsun. R’nin degismeli olmasini kullanirsak
0 = xab =axb

olur. Her xe R i¢in

0=aRb
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bulunur. R’nin asal halka olmasi1 ve a# 0 olmasi kullanilirsa b = 0 elde edilir. Buda bize R
halkasiin sifir bolensiz oldugunu soyler. Sonugta R halkasi degismeli tamlik bdlgesi
bulunmus olur.

Teorem 3.2.2. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar
tiirev ve [f(R),f(R)] = 0 olsun. Eger karakteristik ikiden farkliysa R degismeli tamlik

bolgesidir. Eger karakteristik iki ise R degigsmeli veya merkezi 4 boyutlu basit cebirdir.

Ispat : Hipotezi ve f’nin yari tiirev olmasimi kullanarak keyfi x, y, ze R i¢in
0= [£(x), f(yf(x))] = [0, {y)f(@)]+| fx), e (2) |
= [f®).e)] *(2)
elde edilir. g 6rten bir fonksiyon oldugundan her ye R i¢in
[f(x),y] f*(z)=0, Vx,ze R
olur. Burada her ke R i¢in
0 = [f(x), yk] £*(2)
= [fx), y]kf*(2) + y[f(x),k] f*(2)

= [f(x), y] kf?(2)
bulunur. Bu durumda
[f(x),y]Rf*(z)=0, Vx,y,ze R
R asal oldugundan
[f(X),y] =0veya f* (z2)=0, Vx,y,ze R

f(x)e Zveya f*(z2)=0, Vx,ze R

f(R)c Z veya f* =0
Eger f(R)cZ ise f#0 oldugundan Lemma 3.2.2 kullanilirsa R’nin degismeli oldugu
goriiliir. Bu durumda ispat biter. O halde f*> = 0 olmalidir. Simdi iki farkli durumda

inceleyelim. Kabul edelim ki charR # 2 olsun. O zaman x, ye R i¢in f*(xy) =0 ve fg = gf

olmasin1 kullanilirsak
0 = f(f(xy))
= f(fx)y + g(f(y))
= 7 @)y + g{x)y) + fgx)iy) + g° x) £*(y)
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=2 f(gGNA(y)
olur. charR # 2 ve g’nin Ortenligini goz ontine aldigimizda
fx)f(y)=0, Vx,ye R
bulunur. f# 0 oldugundan Lemma 3.1.1°1 kullanirsak her ye R icin f(y) = 0 elde edilir. Bu
ifade de f# 0 ile celisir. O halde charR = 2 olmalidir. > = 0 olmasin1 kullanirsak
f(f(x))=0, Vxe R
f(x)e Kerf, Vxe R
elde edilir. Simdi her xe Kerf ve her y, ze R olmak {izere hipotezi uygularsak
0 = [f(xy), f(z)] =[fx)g(y) + xf(y), f(2)]
= [xf(y),f(z)] = [x,f(z)]f(y) , Vxe Kerf, Vy,ze R
bulunur. Her ke R i¢in ifade diizenlenirse

0 = [xk,f(z)] f(y)
= [x.f2)]Kf(y) + x[ (). f2)]
olur. Yani
[x.f(z)]Rf(y) =0, Vxe Kerf, Vy, ze R
elde edilir. R’nin asal olmasi kullanilirsa
[x,f(z)] =0veyaf(y)=0, Vxe Kerf, Vy,ze R
bulunur. f# 0 oldugundan her xe Kerf ve ze R igin [x, f(z)] = 0 olur. Sonugta
[Kerf, f(R)] =0
olur. Kerf, R’nin bir ideali oldugundan x e Kerfve ye R i¢in
f([x.y]) = [fx), 8] +[x.fy)] =0
bulunur. Yani her xe Kerf ve her ye R i¢in [x, y] e Kerf olur. Bu durumda Kerf’in ayni

zamanda bir Lie ideal oldugunu gosterir. O halde Teorem 2.2 geregi Kerf, R’ nin sifirdan
farkli bir idealini kapsar veya Kerf degismeli ve her ac Kerf igina® € Z’dir. Eger 10,
R’nin bir ideali olmak iizere I — Z saglaniyorsa f(I) = 0 olur. Buda f(R) = 0 anlamina gelir
ve bir ¢eligkidir. O zaman Kerf degismeli ve her ac Kerfigin a’ € Z saglanir. Buda bize
Teorem 2.3 den R asal halkasinin merkezi 4 boyutlu basit cebir oldugunu soyler.

Teorem 3.2.3. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar

tiirev ve ae R olsun. Eger af(R) — Z ise a =0 veya R halkas1 degismelidir.
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Ispat : Kabul edelim ki a¢ Z ve a# 0 olsun. Bu durumda [a,a] = 0 olmasini ve keyfi

x e R i¢in hipotezi kullanirsak

0= [a,af(x)] =a[a,f(x)] , Vxe R
bulunur. Yukaridaki ifadeyi kullanarak ve af( [a, X] )€ Z olmasindan faydalanarak
af([a,x]) = a([a,f(x)] +[f(a), g(x)])
= a[f(a), g(x)]
elde edilir. g’nin Ortenligi dikkate alindiginda her x € R igin a[f(a),x] € Z bulunur.

Burada x yerine xf(a) yazar ve bulunan ifadeyi kullanirsak

a[f(a), xf(a)] = a[f(a),x] f(a) + ax[f(a),f(a)]
bulunur. a[f(a), X] e Zve a[f(a), X] f(a)e Z oldugundan a[f(a), X] =0 veya f(a)e Z olur.
Eger a[f(a), X] =01ise herke R igin

0= a[f(a), kx| = ak[f(a),x] +a[f(a),k]x

aR[f(a),x] =0, Vxe R

olur. R asal halka oldugundan
a=0veyaf(a)e Z
bulunur. Her iki durumda da f(a) e Z olduguna gore kosul a = 0 veya f(a) e Z seklini alir.
Eger a = 0 ise bu kabuliimiizle ¢eligir. O zaman f(a)e Z demektir. Hipotezden af(a)e Z
oldugundan ae Z veya f(a) = 0 olmalidir. ag Z oldugundan f(a) = 0 olur. Simdi x € R i¢in
f(ax) = f(a)g(x) + af(x) = af(x)e Z
bulunur. af(x)e Z ve hipotezden af(ax)e Z oldugundan ae Z veya her xe R i¢in af(x) =0
olur. ag Z oldugundan her xe R i¢in af(x) = 0 bulunur. f# 0 ve ae R oldugundan Lemma
3.2.1 g6z 6niine alindiginda a = 0 olur. Buda kabuliimiizle celisir. O halde ae Z olmalidir.
Her xe R i¢in af(x)e Z oldugundan eger ac Z ise a = 0 veya her xeR i¢in f(x)e Z olur.
fIk durumda ispat biter. Ikinci durumda f#0 ve f(R) — Z olmasi gdz oniine alindiginda
Lemma 3.2.2 den R degismelidir ve ispat biter.
Sonug¢ 3.2.1. d, R asal halkasinda sifirdan farkli bir tiirev ve ae R olsun. Eger ad(R)
c Zise a=0 veya R degismeli bir asal halkadir.
Sonug 3.2.2. g, R asal halkasinda 6zdeslikten farkli bir epimorfizm ve ae R olsun.

Eger her xe R i¢in a(g(x) —x)e Z ise a= 0 veya R degismeli bir asal halkadir.
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Makalenin bu boliimiinden sonrasi karakteristigin ikiden farkli olmasi durumunda
incelenmistir.

Teorem 3.2.4. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar

tiirev ve ae R olsun. Eger [a, f(R)] =(0iseae Zdir.

Ispat : Kabul edelim ki ag¢ Z olsun. Keyfi x, ye R icin hipotezi uygularsak
0 = [a, f(xf(y))]
= [a ff(y) + g)f* () ]

= [a,g)] £*(y)

olur. g orten oldugundan her xe R i¢in

[a,x] f*(y)=0,Vye R
bulunur. Her ke R i¢in yukaridaki ifadeyi kullanirsak
0= [a,xk] £*(y)

=[a,x]kf*(y) +x[a,k] £*(y)
elde edilir. Sonucta
[a,x]Rf*(y)=0,Vx,ye R
olur. R asal halka oldugundan
[a,x] veya f2(y)=0, V x,ye R
ac Zveya f’(y)=0,V ye R
bulunur. Eger ae Z ise kabuliimiizle ¢elisir. O halde her ye R igin f?(y) =0 olmalidur.
Simdi her x, ye R i¢in incelersek
0 = f(f(xy))
= f(f(x)y + g(f(y))
= 20y + gfx)y) + fgE)iy) + g’ x) £(y)
=2 f(g(GNA(y)
olur. Burada charR # 2 ve g’nin drtenligini géz oniine aldigimizda
fx)f(y)=0, Vx,ye R
bulunur. f# 0 oldugundan Lemma 3.1.1°1 kullanirsak her ye R i¢in f(y) = 0 elde edilir. Bu
ifade de f# 0 olmas1 ile celisir. O halde kabul yanlis demektir. Yani ae Z olur ve ispat
biter.
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Teorem 3.2.5. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar

tiirev ve ae R olsun. Eger [a,f(R)]c Z iseae Z dir.
ispat : Kabul edelim ki ag Z olsun. O zaman her x R igin [ a,f([a,x]) | € Z olur.
[a.fa,x]) | = [a,[f(@),g(x)]+[a,fx)] ]
[a,[f(@).2(®)]] + [a.[a,fx)]]
[a,[f(), g(x)]]

bulunur. O halde her xe R i¢in g’nin Ortenligi gbz Oniine ahndlglnda[a,[f(a), g(x)]] e Z

elde edilir.

Simdi [, R—R i¢ tiirevini tamimlayalim. Her xeR i¢in [, (x) = ax —xa seklinde
verilsin. O zaman ifademiz Llf.)(R) <Z halini alir. Burada charR#2 ve R asal halka
oldugundan Teorem 3.1.10 geregi R degismeli veya i¢ tiirevlerden biri sifir olmalidir. R
halkasmnin degismeliligi ispat1 gereksiz kilar. O halde I, = 0 veya Ia) = 0 olmalidir. Eger

I, =01ise ae Z, Igs = 0 ise fla)e Z olur. fIk durum kabuliimiiz olan a¢ Z ile celisir. O

zaman f(a) e Z bulunur. Hipotezi , [a,a] =0 ve f(a) e Z olmasi kullanilirsa
[a, f(aX)] = [a, fla)g(x) + af(x)]
= [a, fla)g(x)] +[a, af(x)]
= fla)[a, g(x)] +a[a, f(x)]
olur. Sonugta
fa)[a,g(x)]+a[a,f(x)] € Z, Vxe R (3.46)
bulunur. (3.46) esitligini a ile degismeli yaparak [a,a] =0, f(a)e Z ve hipotezi
uygulayarak

0= [a,f@)[a,200] +a[a,fx)]]
= f(a)[ a,[2, 8(0)]]

elde edilir. g'nin ortenligi géz Oniine alindiginda
fla)[a,[a,x]] =0, Vxe R

bulunur. Her k € R i¢in yukaridaki ifadeyi kullanirsak
f(a)R[a,[a,X]] =0, Vxe R

elde edilir. R asal oldugundan
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f(a) =0 veya [a,[a,x]] =0, Vxe R

olur. I, R—R i¢ tiirevini tanimlayalim. Her xeR i¢in I, (x) = ax —xa seklinde verilsin. O
halde yukaridaki ifade
f(a) =0 veya LLI,(R)=0
seklini alir. ki tiirevin carpimu yine bir tiirev oluyorsa en az biri sifirdir. O zaman kosul
fla)=0veyal,=0(a € Z)
olur. Eger a € Z ise kabul ile ¢elisir. Bu durumda f(a) = 0 olmalidir. (3.46) ifadesinde

yerine yazarsak
a[a,f(x)] € Z, vxe R
elde edilir. Hipotez ve yukaridaki ifadeyi birlikte diisindiigiimiizde
a e Zveya [a,f(x)] =0, Vxe R
bulunur. Burada a¢ Z oldugundan her xeR igin [a,f(x)] = 0 olur. Bu durumda f#0

olmasi gbéz Oniine alinarak Teorem 3.2.4 uygulanirsa a € Z elde edilir ve ispat
sonuglandirilir.

Teorem 3.2.6. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yar
tiirev olsun. Eger [f(R), f(R)] c Z ise R degismeli bir asal halkadir.
Ispat : Hipotezden her x € R igin [f(x),f(R)] € Z olur. Burada f# 0 oldugundan

Teorem 3.2.5 kullanilirsa her xe R i¢in f(x) €Z oldugu goriiliir. Simdi de Lemma 3.2.2
dikkate alinirsa R halkasinin degismeli oldugu elde edilir.

Teorem 3.2.7. f, R asal halkasinda g fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkl: bir yar

tiirev olsun. Eger f*(R) cZ ise R degismeli bir asal halkadur.

ispat : Burada x, y € R igin fg = gf olmasim ve hipotezi uygulayalim,
£2([x,y]) = f([fx), y]+[2(). f(y)])
= [ 2. y |+ [, )]+ [ feg@). fy)] +] 2 (). () |
= [,y ]+ 2[R, fy)]+[ £ (0, 7 () ]
=2[f(g(x), fy)]

bulunur. charR # 2 olmasi ve g’nin drtenligi dikkate alindiginda
[fx).f)] €Z . v, ye R

elde edilir. f#0 oldugundan Teorem 3.2.6 uygulanirsa R halkasinin degismeli oldugu

goruliir.

37



BOLUM 3-TUREVLI VE YARI TUREVLI HALKALAR Yasemin BALLIKAYA

Teorem 3.2.8. f}, f;, R asal halkasinda sirasiyla g;, g, orten fonksiyonlari ile birlikte
stfirdan farkli yar tiirevler olsun. Eger fif5(R) = Z ise R degismeli bir asal halkadir.

ispat : R bir halka oldugundan keyfi x, ye R icin fify([x,y])e Z olur.
fifx([x,y]) = £ (£, y]+[2, ). )]
= [fif,(0,y]+[2.£, ). £,)]
+ [f,2,().£,()] +[2,8, %), f,f, ()]

= [glfz(x)afl(Y)] + [flgz(x)afz(Y)]
olur. f1f5(x), fif2(y) € Z olmasi kullanilirsa

[2.5,®).f,(y)] + [fg,X).f,(y)] € Z, Vx,ye R

bulunur. Burada y yerine f,(y) yazarak diizenlersek

(.55 ]eZ, vx,ye R
elde edilir. Ifadeyi her ye R icin [fl(R), f? (y)] e Z seklinde diisiiniirsek f; # 0 oldugundan
Teorem 3.2.5 geregi her ye R igin f; (y) € Z olur. Simdi de Teorem 3.2.7 kullanilirsa

f; (R) c Z bulunur. Bdylece R halkasinin degismeli oldugu goriiliir.

Teorem 3.2.9. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve f, R asal halkasinda g

orten fonksiyonu ile belirlenen sifirdan farkli bir yari tiirev olsun. Eger her ae R igin

[a, f(a)] e Z ise R asal halkasi degismelidir.

Ispat : Her ae R igin [a, f(a)] € Z oldugundan ifadeyi lineerlestirirsek

[a+x,f(a+x)] = [a,f(a)]+[x, f(a)]+[a, {x)]+[x,f(x)]

= [x, f(a)] + [a, f(x)]

olur. Sonugta
[x,fa)]+[a,f(x)] € Z, Vx,ae R
bulunur. Burada x yerine [a,x] yazarak ve jacobi Ozdesligini kullanilarak diizenleme

yaparsak

[a.[g@).f0)]] € Z, Vx,ae R (3.47)

elde edilir. Simdi her a € R i¢in
0=f((a,a]) = [f(a),a] + [g(a),f(a)]
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olur. Ayn1 zamanda [f(a),a] €Z ve Z’nin R halkasmin alt halkasi olmasi gz Oniine

alindiginda her ae R igin [ g(a),f(a)] € Z bulunur. Bu ifade de a yerine a + x yazarsak
[i(a-+ %) fa +%)] = [g(a). fa)] + [(a). £)]+ [g(x). F@)] + [ 2). )]
elde edilir. Yine her ae R i¢in [g(a),f(a)] € Z ve Z’nin R halkasinin alt halkas1 olmas1 goz
Oniline alindiginda [g(a),f(x)]+[g(x),f(a)] € Z oldugu goriliir. Bu ifadeyi a ile degismeli
yaparsak
[a.[g(@).fx)]]+[ a,[g(x).f@)]] =0, Vx,2ae R

bulunur. Burada Z’nin alt halka olmasi, g’nin 6rtenligi (3.47) 6zdesligi kullanilirsa
[a,[x,f(a)]] eZ Vx,aec R

olur. Simdi I, R—R i¢ tiirevini tanimlayalim. Her xeR i¢in I, (x) = ax —xa seklinde
verilsin. O zaman ifademiz Llg.)(R) <Z halini alir. Burada charR#2 ve R asal halka
oldugundan Teorem 3.1.10 geregi R degismeli veya i¢ tiirevlerden biri sifir olmalidir. R
halkas1 degismeli ise ispat biter. O halde I, = 0 veya Ig,) = 0 olmalidir. Bu durumda
ifademiz
ae Zveyaf(a) e Z, V ae R

olur. Burada A = {a eR:ae Z} ve B = {a eR:f(a)e Z} seklinde tanimlayalim. Bu iki
kiimenin her ikisi de R halkasinin alt grubu olup R = A U B seklinde yazildig goriiliir. O
halde Brauer Trick ten R = A veya R = B olmalidir. R = A ise her ae R i¢in ae Z olur.
Buda R halkasimin degismeli olmast demektir. O halde R# A olur. Yani R = B dir. Bu
durumda her aeR i¢in f(a)e Z olur. Bu ise f#0 oldugundan Lemma 3.2.2 geregi R
halkasinin degismeli olmas1 anlamina gelir ve ispat biter.

Sonu¢ 3.2.3. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve g, R asal halkasinda

0zdeslik doniistimiinden farkli bir epimorfizm olsun. Eger her xe R i¢in [X, g(x)] e Zise

R halkas1 degismelidir.
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BOLUM 4
TUREV VE YARI TUREVLI LiE iDEALLER

Bu boliimde 3. boliimde verilen makalelerdeki durumlar i¢in halka yerine halkanin
bir Lie ideali alinarak Bergen, J. ve Ark. ile Lee, P. H. ve Lee, T. K.tarafindan R, CharR #

2 olan bir asal halka, d sifirdan farkli bir tiirev ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir Lie
ideali olmak iizere aUb = 0, d(U)c Z, td(U) = 0, [a,d(U)] cZ,d6(U)cZ ve herue U
icin [u,d(u)] € Z olmast durumunda U c Z oldugunu gosteren caligsmalar ile Bell, H. E. ve

Martindale, W. S. Tarafindan R bir asal halka, f, R halkasinin g doniisiimii ile belirlenen

stfirdan farkli bir yan tiirev, U, R halkasiin sifirdan farkli ideali ve ae R olmak iizere
af(U)=0, f(U) < Z ve [f (U),f (U)] c Z oldugunda halkanin degismeli oldugu incelenerek

Boliim 3 genisletilmistir.

4.1 Tiirevli Halkalar Ve Lie idealler
Bergen, J., Herstein, I.N ve Kerr, J.W.,1981
Lemma 4.1.1. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin Uz Z

olan bir Lie ideali ise [M,R]c U fakat [M,R]z Z olacak sckilde R halkasmin bir M
ideali vardr.

Ispat : T(U) = {x ERI[X,R]CU} kiimesi tamimlansin. Once T(U) kiimesinin, R
halkasinin bir lie ideali ve alt halkas1 oldugu ispatlansin. Burada her u € U i¢in [u, R] cU
oldugundan (0) #Uc T(U) olur. Hera, b € T(U) ver € Rigin[a+b,r]=[a,r]+[b,r]e U
dir. Yani a + b € T(U) bulunur. Ote yandan T(U) kiimesini tanimidan [T(U),R] cU
oldugundan [T(U),R]c U< T(U) olur. Yani [T(U),R]<=T(U) elde edilir. O halde T(U)
R halkasinin bir lie idealidir. Her a, b € T(U) ve herr € R igin

[a,br]+[b,ra]=[a,b]r+b[a,r]+r[b,a]+[b,r]a
= abr — bar + bar — bra + rba — rab + bra —rba
= abr —rab = [ab,r]
olur. Yani [ab,r] € U oldugundan ab € T(U) bulunur. O halde T(U), R halkasinin bir alt

halkasidir. R asal halka, charR=2 , (0) #T(U) , R halkasinin lie ideali ve alt halkasi
oldugundan Onerme 2.9 geregi T(U) — Z veya R’nin sifirdan farkli bir M idealini kapsar.
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T(U) < Z ise T(U) cUcZ oldugundan UcZ bulunur. Buda hipotezimizle geligir. O
halde T(U), R halkasinin sifirdan farkli bir M idealini kapsar. Yani M c T(U) olur. O

zaman T(U) tanimindan [M,R] < U bulunur. Burada [M,R]c Z ise her x, y € R ve her m
e M ic¢in [m,xy]=[m,x]y+x[m,y]eZ oldugundan a e R igin ifadeyi degismeli
yaparsak

0=[[m.x]y+x[m,y].a]=[[m.x]y.a]+[x[m,y].a]

= [m.x][y.a]+[[m.x].a]y-+x[[m,y].a | +[x.a][m,y]

olur. Burada her m € M igin [m,x] e Z olmasi kullanilirsa

0=[m,x][y.a]+[x.a][m.y] . ¥x,yeR, YmeM 4.1)
elde edilir. (4.1) esitliginde y yerine x alirsak 2[m,x][x,a]=0 olur. charR # 2 oldugundan
[m,x][x,a] =0 bulunur. Her m € M i¢in [m,x] e Z oldugu i¢in

0=[m,x|R[x,a], VxeR, VmeM
olur. R asal halka oldugundan [m,x]=0 veya [x,a]=0 bulunur. Burada x € Z olmasi

[m,x] =0 olmasin1 gerektirdiginden her m € M ve her x € R i¢in [m,x] =0 elde edilir.
Yani Mc Z olur. Buda R halkasinin degismeli olmasi demektir. Bu durum Uz Z ile
celigir. O halde M & Z ve [M,R] & Zdir.

Lemma 4.1.2. U, R halkasinin bir Lie ideali ve Uz Z ise Cr(U) = Z dir.

Ispat : Cr(U) = {u eU: [u,x] =0,Vx e R} kiimesinin R halkasinin bir lie ideali ve
alt halkasi oldugu gosterilsin. (0) # U lie ideal oldugundan (0) # Cg(U) olur. O halde her
a, b € Cg(U) ve u € U i¢in [a+b,u]=[a,u]+[b,u] = 0 oldugundan a + b € Cr(U)
bulunur. Ote yandan [ab,u] = [a,u]b+a[b,u] =0 oldugundan ab € Cgr(U) olup Cr(U), R
halkasinin bir alt halkasidir. Her a € Cg(U), her r € R ve her u €U igin jacobi
0zdesliginden [[a,r],u]+[[u,a],r]+[[r,u],a] =0 dir. Her a € Cgr(U) igin [[u,a],r] =0
ve [[r,u] , a] =0 oldugundan

[[a,r],u] =0,VreR,VueU,VaeC,(U)
elde edilir. O halde her ac Cg(U) ve her re R i¢in [a,r] € Cr(U) olur. O zaman Cg(U) ayni

zamanda bir lie idealdir. Burada her ae Z igin [a, U] c [a, R] =(0) olup ae Cr(U) bulunur.
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Yani Z < Cr(U) olur. Eger Cr(U) & Z ise Lemma 4.1.1 geregi [M,R] <= Cr(U) ve

[M,R] @ Z olacak sekilde R halkasinda bir M ideali vardir. Burada Cg(U) lie ideal ve alt

halka oldugundan Onerme 2.9 geregi M  Cg(U) veya Cr(U) < Z olur. Eger M c Cr(U) ise
[M,U]Z (0) olur. Buradan U < Z elde edilir. Bu ise U ¢ Z ile celisir. O halde

M & Cg(U) olur. Yani Cg(U) < Z dir. O zaman Zc Cg(U) ve Cr(U) < Z oldugundan
Cr(U) = Z bulunur.

Lemma 4.1.3. U, R halkasinin bir Lie ideali olmak tizere [a,[U,UHz(O) ise
[a, U] =(0) olur. O halde CR([U, U]) = Cr(U) olur.

Ispat : Oncelikle Cr([U,U])cCr(U) oldugu incelesin. a € Cr([U,U]) olsun.
Kabul edelim ki [U, U] ¢ Z olsun. O zaman [U, U] Lie ideal oldugundan Lemma 4.1.2
geregi Cr([U,U]) = Z bulunur. Yani ae Z dir. Buradan her aeCg([U,U]) icin
[a,U]<[a,R]=(0) olup ae Cr(U) elde edilir. Yani Cr([U,U])c Cr(U) dur. [U,U] < Z

olsaydi herue U ve her xe Rigina= [u,[u,x]] e [U,U]c Zve [u,[u,ux]] e Zolup

[u,[u,ux]] = [u, [u,u] X:I + [u,u[u, X]:I
= u[u,[u, x]] =ua
bulunur. Burada aeZ ve uae Z oldugundan a = 0 veya her ue U i¢in ue Z dir. Eger a =0
ise I, : R—>R ig tiirev olmak iizere I’ =0olur. R asal halka ve CharR#2 oldugundan
Teorem 3.1.1 geregi I, = 0 bulunur. Yani her ue U i¢in u € Z dir. O zaman her iki

durumda da heru € U igin ue Z olup [a,u] =0 bulunur. Yani ae Cg(U) olur. O halde Cg(
[U, U])c Cr(U) elde edilir. Simdi Cr(U) CCR([U, U]) oldugu gosterilsin. Her ae Cr(U)
ve her ue U i¢in [a,u]zOolur. Burada [U, U] c U oldugundan her ue [U, U] icin de
[a,u] =0 bulunur. Yani [a,[U, U]] =0 elde edilir. O halde ae CR([U, U]) olur. O zaman

Cr(U) c CR([U, U]) bulunmus oldu. Sonugta Cr(U) = CR([U, U]) elde edilir.
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Lemma 4.1.4. U, R halkasinin Uz Z olan bir Lie ideali olsun. aUb = (0) ise a =0
veya b =0 dir.
Ispat : U, R halkasmin lie ideali ve Uz Z oldugundan Lemma 4.1.1 geregi R

halkasinda [M,R] ¢Z ve [M,R] c U olacak sekilde bir M ideali vardir. Her ue U, her
m € M ve hery € R igin [mau,y] e [M,R] cU ve aUb = 0 oldugundan a[mau,y]b =0
olur. Buradan
0= a[mau, y]b=a[ma,y]ub+ama[u,y]b
= a[ma, y]ub =a(may — yma)ub

= amayub
elde edilir. Bu durumda amaRub = (0) ve R asal halka oldugundan her me M i¢in ama =0

veya her u € U i¢in ub = 0 olur. Eger a# 0 ise her m € M i¢in ama# 0 bulunur. O halde
her u € U i¢in ub = 0 elde edilir. Her xe R ve heru € U igin [u,x] € U oldugundan
0= [u,x] b =(ux — xu)b = uxb — xub = uxb

elde edilir. R asal halka oldugundan her u €U i¢in u = 0 veya b = 0 olur. U#(0)
oldugundan b = 0 bulunur.

Lemma 4.1.5. U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir
tiirevi olsun. d(U) = (0) ise U — Z dir.

Ispat : Hipotezden her xe R ve herue U igin [u, x] € U oldugundan d( [u, X]) =0
olur.
0= d((u,x])=[d(u),x]+[u,d(x)] =[u,d(x)]
bulunur. Yani her u € U i¢in [u, d(R)] = 0 elde edilir. R asal halka, d# 0 ve charR # 2

oldugundan Teorem 3.1.7 geregi her u e U i¢in u € Z olur. Yani U c Z bulunur.
Lemma 4.1.6. U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir
tiirevi olsun. d(U) < Z ise Uc Z dir.

Ispat : Kabul edelim ki U & Z olsun. O zaman Lemma 4.1.3 geregi
V = [U,U] & Z olur. Hipotezden her w, u € U i¢in d([u, w])=[d(u),w]+[u,d(w)]=0

bulunur. Yani d([U, U]) = d(V) = (0) olur. Burada V lie ideal ve d #0 oldugundan

Lemma 4.1.5 geregi V < Z elde edilir. Bu ise [U, U] ¢ Z ile geligir. O halde kabul

yanlistir. Yani U — Z olur.
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Lemma 4.1.7. U, R halkasinin U Z olan bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan
farkli bir tiirevi olsun. td(U) = (0) ise t = 0 olur.(veya d(U)t =0 ise t = 0)
Ispat : Her x € R, heru € U igin [u, xu] = (uxu—xuu) = (Ux —xXu)u = [u,x]u e U
olur. Hipotezden her x € R ve heru € U i¢in
0= td([u,x]u) =td([u,xpu+t[u,x]d(u) = t[u,x]d(u)
elde edilir. Burada her v € U, her y € R i¢in x yerine d(v)y yazarsak
0= t[u,d(v)y]d(u) = t[u,d(v)] yd(u) + td(v)[u, y]d(u)
= t[u,d(v)]yd(uw)
bulunur. Bu durumda her u, v € U i¢in t[u,d(v)]Rd(u)= (0) olur. R asal halka
oldugundan d(u) = 0 veya t[u,d(v)] = 0 olmalidir. d(U) = 0 ise Lemma 4.1.5 geregi Uc Z
olur ki bu bir ¢eliskidir. O halde her u, v € U i¢in t[u,d(v)] = 0 olur. Buradan
t[u, d(V)] = t(ud(v) — d(v)u) = tud(v)

elde edilir. O halde her ve U i¢in tUd(v) = (0) olur. Uz Z oldugundan Lemma 4.1.4 geregi
t =0 veya her v € U i¢in d(v) = 0 bulunur. Eger d(U) = 0 ise d# 0 oldugundan Lemma
4.1.5 geregi Uc Z elde edilir. Bu ise Uz Z ile ¢elisir. O halde t = 0 bulunur. Ayn sekilde

d(U)t =0 ise her u € U ve her x € R i¢in u[u,x] € U oldugundan d(u[u,x])t =0 olur.
Buradan d(u[u,x])t = d(u)[u,x] t +ud([u,x])t =d(u) [u,x]t = 0 bulunur. Buraday € R ve
her v € U igin x yerine yd(v) yazilip islem yapilirsa d(u)y[u,d(v)]t =0 elde edilir. Bu
durumda her u,v € U i¢in 0=d(u)R [u,d(v)]t olur. R asal halka oldugundan d(U) = 0
veya [u,d(v)]tzO bulunur. d(U) = 0 ise Lemma 4.1.5 den c¢eliski bulunur. O halde
[u, d(V)]t =0 olmalidir. O zaman her u, v € U igin
0= [u, d(V)] t=ud(v)t —d(v)ut = - d(v)ut

elde edilir. Yani her v € U i¢in d(v)Ut = 0 olur. Uz Z oldugundan Lemma 4.1.4 geregi
d(U) =0 veya t = 0 bulunur. d(U) = 0 olmas1 U Z ile ¢eliseceginden t = 0 elde edilir.

Teorem 4.1.1. U, R halkasmin bir Lie ideali ve d, R halkasiin sifirdan farkli bir

tiirevi olmak iizere d*(U) = (0) ise U< Z dir.

Ispat : Kabul edelim ki U & Z olsun. U lie ideali ve Uz Z oldugundan Lemma 4.1.1
geregi R halkasinin [M,R] cUve [M,R] & Z olan bir M ideali vardir. Her u € U, her m
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e[M,R] = M n U ve her w=d(u) € d([U,U]) U igin d(w) = d(d(u)) = d°(u) = 0 olur.
Her ye R, her mw € M i¢gin [rnw,y] € [M,R] c Uved*(U)=0 oldugundan dz([mw,y])
=0 olur.
0= d*((mw,y]) =[ d*(mw),y |+ 2[d(mw).d(y)]+| mw,d*(y) |
= [ d*(m)w +2d(m)d(w) + md*(w), y | +[d(m)w + md(w),y]+[ mw.d*(y) |
elde edilir. Burada d*(m) = d*([w,y]) = d*([m,y]) = d(w) = d*(w) = 0 oldugundan
2d(m)d([w, y]) =0,vmeM,VweU,VyeR
bulunur. charR # 2 oldugundan d(m)d([w,y]) =0 olur. Boylece her ue [U,U], her xe R
igin d([M,R])d([d(u),X]) =0 elde edilir. [M,R] ¢ Z oldugundan Lemma 4.1.7 geregi her
ue [U,U] ve her xeR i¢in d([d(u), x]) =0 olur. Buradan
0= d(d(u),x])= [d2 (u), x] +[d(w),d(x)]= [d(u),d(x)]
bulunur. O halde her ue [U, U] igin [d(u),d(R)]= (0) elde edilir. Buradan R asal halka,
charR # 2 ve d# 0 oldugundan Teorem 3.1.7 geregi her ue [U, U] icin d(u) € Z olur. Yani
d([U, U]) < Z bulunur. Buradan Lemma 4.1.6 geregi [U, U] c Zolur. Yani her ae R i¢in
[a,[U, U]] =0 olup Lemma 4.1.3 geregi [a,U]=0 bulunur. Burada I, :R — R i¢ tiirev

olmak iizere ifade I (U) = Oseklini alir. O halde Lemma 4.1.5 geregi Uc Z elde edilir. Bu

ise kabuliimiiz ile ¢elisir. Sonugta U < Z bulunur.

Sonug 4.1.1. R karakteristigi ikiden farkli yari-asal bir halka ve U, R halkasinin bir

Lie ideali olmak tizere ac R icin [a,[a, U]] =0 ise [a, U] =0 olur.

Uyar1 4.1.1 : U ve [U, U], R halkasinda sifirdan farkli bir Lie ideal olmak iizere
[U,U] c Z ise UcZ olur.

Ispat : [U,U]CZ ise her xe R igin [X,[U,U]]:(O) olur. Buradan Sonug 4.1.1

geregi [X, U] =(0) bulunur. O halde U c Z olur.
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Teorem 4.1.2. U, R halkasinin Uz Z olan bir Lie ideali, d R halkasinin sifirdan

farkli bir tiirevi ise Cr(d(U)) = Z dir.
Ispat : Oncelikle Cr(d(U)) = Z oldugu gosterilsin. Kabul edelim ki Cr(d(U)) & Z
olsun. O halde ag Z olacak sekilde en az bir a € Cg(d(U)) vardir. Burada U ¢ Z

oldugundan Lemma 4.1.3 geregi [U,U] & Z bulunur. a € Cr(d(U)) oldugundan her u e
U icin [a,d(u)]=0o0lur. Ote yandan d([U,U])cU oldugundan her u e [U,U] igin
[a,d*(1)|=0 ve [U,U] < U oldugundan her u e [U,U]igin[a,d(u)]=0 olur. Her ue
[U,U] i¢in
0= d(a,d(w)) =[d(a),d(w)]+| a,d’ (v) | =[d(a),d(w)]
elde edilir. Yani [d(a), d([U,U])] =(0)olur. O halde a, d(a) € Cr(d([U,U])) elde edilir.
Heru € [U,U] i¢in [a,u] € [U,U] oldugundan d([a,u]) € d([U,U]) yazilir. Buradan
d([a,u]) =[d(a),u]+[a,d(w)]=[d(a),u] € d([U,U])
bulunur. O halde her u e [U, U] igin [ d(a),[d(a),u]]=0 olur. Buradan Sonug 4.1.1 geregi
[d(a),[U,U]]=(0) elde edilir. Yani d(a) € Cr([U,U]) olur. [U,U] & Z oldugundan
Lemma 4.1.2 geregi Cr([U,U]) = Z bulunur. O halde d(a) € Z elde edilir. Yani ae
Cr(d(U)) ise d(a) e Z dir. Burada her ueU igin |a’,d(u)|=[a,d(u)]a+a[a,d(u)]=0

oldugundan a* e Cr(d(U)) dolayistyla d(a®) € Z olur.

d(a?) = ad(a) + d(a)a = 2ad(a) € Z
bulunur. charR # 2 oldugundan ad(a) € Z elde edilir. d(a) € Z oldugundan d(a) =0 veya a
€ Zolur. ag Z oldugundan her ae Cr(d(U)) igin d(a) = 0 bulunur. Simdi W

= {x e R:d(x) =0} kiimesi tanimlansm. Her a€ Cr(d(U)) i¢in d(a) = 0 oldugundan a
e W bulunur. Yani Cr(d(U)) < W olur. Her aeCgr(d(U)) ve her ue U igin
d([a,u]) =[d(a),u]+[a,d(u)|=0 oldugundan [a,u]e W elde edilir. Yani [a,U]c W
olur. Uz Z oldugundan Lemma 4.1.1 geregi [M,R] c Uve [M,R] & Z olacak sekilde
bir M ideali vardir. Burada me [M,R], ae Cr(d(U)) ve ue U igin [ma,u]e U

oldugundan

0= [a,d([ma,u])] = [a,d(m[a,u] +[m,u]a)]
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= [a,d(m)[a,u]+md((a,u]) |+| a,d((m,u])a+[m,u]d(a)
elde edilir. Burada d([a,u]) = d(a) = [a,d(m)]=[ a,d((m,u]) |= 0 olmas1 kullanilrsa
0= d(m)|a,[a,u]], vme[M,R],VueU
bulunur. Yani her ue U igin d((M,R])[a,[a,u]] = (0) olur. Bu durumda [M,R] @ Z ve
[M,R] Lie ideal oldugundan Lemma 4.1.7 geregi her u e U igin [ a,[a,u] |= 0 elde edilir.

O halde Sonug 4.1.1 geregi her u € U igin [a,u] = 0 olur. Yani aeCr(U) elde edilir.

Burada Uz Z oldugundan Lemma 4.1.2 geregi Cr(U) = Z ve dolayisiyla ae Z bulunur.
Bu ise ag Z olmastyla ¢elisir. O halde Cr(d(U)) < Z olur. Eger aeZ ise her ue U igin
[2,d(u)]=0 olur. Yani ae Cr(d(U)) olur. O halde Zc Cr(d(U)) olup Cr(d(U)) = Z elde
edilir.

Teorem 4.1.3. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin Uz Z
olan bir Lie ideali, & ve d, R halkasinin tiirevleri olsun. 6 d(U) = (0) ised =0 veya & =0

olur.
ispat : Kabul edelim ki d=#0 ve 6 #0 olsun. Burada her ve V = [U, U], div) e U
icin hipotezi kullanirsak
0= 3(d([u,d(v)]) =3([d(w).dW)]+[ u.d* (V)
= [ad(u),d(v)]+[d(u),6d(v)]+[8(u),d2(v)]+[u,5d2 (u)]
= [3(w),d*(v) |
bulunur. Yani her ve V i¢in d*(v) e Cr(8(U)) elde edilir. 8 #0 ve Uz Z oldugundan
Teorem 4.1.2 geregi Cr(8(U)) = Z olur. O halde d*(v) € Zolupherv € Vve herr € R
i¢in
0= 8(d([d(v),r])) =8([d(v), r]+[d(v),d(r)]) = 8([d(v),d(r)])
= [8d(v),d(r)]+[d(v),8d(1)]
elde edilir. Burada her r € R i¢in [d(V),Sd(r)] =(0)oldugundan dd(r) € Cgr(d(V)) olur.
d #0 ve U ¢ Z oldugundan Lemma 4.1.3 geregi [U,U] ¢ Z ve dolayistyla Teorem 4.1.2
geregi Cr(d(V)) = Z bulunur. O halde 8d(R) c Z olur. Burada her v € V ve heru €U i¢in
8d(d(v)u) = 8(d*(v)u +d(v)d(u))
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= 8d*(v)u+d’(v)d(u) +dd(v)d(u) +d(v)dd(u)
=d’(v)8(u) € Z
elde edilir. Burada d*(v) € Z oldugundan d*(v)=0 veya O (u) € Zbulunur. 5 #0 ve U lie
ideal oldugundan Lemma 4.1.6 geregi U < Z olur. Buise U ¢ Z ile gelisir. O halde her v
e V i¢in d*(v) = 0 yani d*(V) = (0) bulunur. Burada V Lie ideal ve d #0 oldugundan

Teorem 4.1.1 geregi V — Z elde edilir. Buise V & Z olmasi ile ¢elisir. O halde d = 0 veya
d =0 olur.

Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1983

Lemma 4.1.7. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin bir Lie
ideali, d, R halkasinda sifirdan farkli bir tiirev ve d(Z)#0 olsun. Eger ae R ve

[2,d(U)] = Z iseae Z veya UcZ dir.
Ispat : d(Z)# 0 oldugudan kabul edelim ki bira € Z igin d(« )# 0 olsun. Burada «

€ Z oldugundan her xe R igin [a, X] = 0 olur. Bu durumda d’nin tiirev olmasi kullanilirsa
0=d([e.x]) = [d(@),x]+[a,d(x)]

= [d(e),x]
olur. Buradan her x e R igin saglandigindan d(« )€ Z bulunur. Her ue U ve her xe R i¢in
U bir Lie ideal oldugundan « [u, x] = [u, ax] e U olur. Buradan her a, xeR, herue U ve

a eZ icin kabul ve d(@ )e Z uygulanirsa
[a,d(a[u.x])] = [a,d(@)[u,x]]+[ a,ad((u,x])]
= d(a)[ a,[u,x]|+[a,d(@)][u,x]
+ [a,a]d(u,x])+a[ a,d(u,x)) |
= d(@)]a,[u,x]] + a[a,d(u,x] ]

olur. Hipotez, & € Z ve Z’nin alt halka olmasi kullanilarak

d(@)[a,[u,x]]e Z, Va,xe R, Vue U
bulunur. Burada d(« )& Z oldugu igin d(@ ) = 0 veya [ a,[u,x]] e Z elde edilir. d(er) = 0
kabul ile geliseceginden her a, xe R ve herue Uigin [a,[u,x]] € Z olur. Bu durumda
[a,[U.R]] = Z oldugu igin her ac R igin [a,[a,[U,R]]] = (0) olur. I, : RH>R

seklinde i¢ tlirev tanimlansin. I,(x) = ax — xa olarak verilsin. Buradan ifade I ([U,R]
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) = (0) seklini alir. [U,R] , R halkasinin bir lie ideali olmasi gbz Oniine alinirsa Teorem

4.1.3 geregi [, =0 Veya[U,R] C Zolur. Yani ae Z veya [U,R] c Z bulunur. Sonugta ae
Z veya Uc Z elde edilir.

Teorem 4.1.4. d, R asal halkasinda sifirdan farkli bir tiirev olsun.d*(U)c Z ise U
c Z dir.

Ispat : U lie ideal oldugu igin [U, U] c U kiimesi de R halkasinin bir lie idealidir.
Burada d’ ([U, U]) cd(U)c Zve d*(U) c Z olmasi kullanilirsa, her u, v € U igin;
& (u,v]) = d*(w), v |[+2[d(w),d(V)]+][ u.d*(v) |
= 2[d(u),d(v)]
olur. Buradan her u, v € U i¢in [d(u),d(v)] € Z bulunur. Simdi kabul edelim ki d(z)# 0

olsun. Burada her u € U i¢in [u, d(U)] c Zolur. d# 0 oldugu i¢in Lemma 4.1.7 geregi her
ue Uicinue Z veya Uc Z bulunur. Her iki durumda da U c Z olup ispat biter. O zaman
kabul yanlistir. Yani d(z) = 0 olmalidir. Aym zamanda d’(U)=d(d*(U))cd(Z)=0
oldugu goriiliir. Bu d*(R) = 0 demektir. Kabul edelim ki sabit ue U igin d*(u)=0 olsun.
O zamanu, v € U i¢in u[u,d(v)] =u(ud(v)) —ud(v)u = [u,ud(v)] € U olur. Bu durum goz
Oniine alinarak kabul ve hipotez kullanilirsa

d*(ufu,d(v)]) = d*(w) [u,d(v)]+ 2d(u)d([u,d(v)] + ud? ([u,d(v)])

= 2d(u)([d(w),d(W)]+[ u,d*(V) ])

+ u( d*(w,d(v) |+2[ d).d* (V) |+[ w.d’ (V) ])

=2d(w)[d(w),d(v)]
bulunur. O halde d(u)[d(u),d(v)] € Z elde edilir. Buradan her v e U eleman igin
[d(w),d(v)] € Z olmast kullanilirsa

d(u) €Z veya [d(u),d(v)] =0, Vv e U
olur. Eger her ve U igin [d(u),d(v)] = 0 ise d(u) eCr(d(U)) = Z bulunur.

Yani d’(u)=0 ise du) e Z dirr O zaman her wueU igin
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C(ud®) ) =[dW.dR®R) |[+2[dw.d®) [+[u.d'®R)] = 0 ve [u.d(R)]|cU
oldugundan d([u, 4 (R)]) < Z olur. Yani her ue U icin [d(u),d2 (R)] < Z bulunur.
Burada her x e R igin

[ d(w),d*(ud(x)) | = [ d(u),d*(w)d(x)+2d(u)d’ (x) +ud*(x) |

= d&*(w)[d(w), d(x)]+2d(w)| d(u),d*(x) |

olur. Bu durumda

& ()[d(w),d(x)]+2d(w)| d(u).d*(x) | € Z, Vue U, ¥xeR
elde edilir. Bu ifadeyi d(u) ile degismeli yaparsak

0= [d(u),d’ (w)[d(w),d(x)]]+[ d(w), 2d(w)[ d(w),d*(x)]]

= d*(w)[d(u).[d(w),d(x)]]

olur. Hipotez kullanilirsa her u € U ve her xeR igin d*(w)R[d(u),[d(w),d(x)]] = 0

bulunur. R asal halka oldugundan d*(u)=0 veya [d(u),[d(u),d(x)]] = 0 olmaldir. Eger
Her ue U ve her xeR igin [ d(u),[d(u),d(x)]] =0 ise x yerine d(u)x yazarsak
0= [d(w),[d(w),d(d(w)x)]]= [d(u),[d(u), dz(u)xﬂ
+[d(w),[d(u),d(w)d(x)]]
= d*(u)[ d(u),[d(u),x]]
olur. d*(u)eZ ve R asal halka oldugundan d’(u)=0 veya [d(u),[d(u),d(x)]] = 0

olmalidir. Burada I4u) : R—R i¢ tiirev olarak tanimlansin. Iy (x) = d(u)x — xd(u) seklinde

2

ifade edilsin. Bu durumda kosul her ue U i¢in d*(u)=0 veya [,y = 0 seklini alir. Her iki
durum da her ue U i¢in d(u) € Z demektir. O halde Lemma 4.1.6 geregi d# 0 oldugu i¢in
Uc Z olur ve ispat biter.

Teorem 4.1.5. d, R asal halkasinda sifirdan farkli bir tiirev ve a € R olsun. Eger
[2,d(U)]c Z isea € Zveya UcZ dir.

Ispat : Kabul edelim ki d(Z)#0 olsun. Bu durumda d # 0 oldugundan Lemma
4.1.7 geregi a € Z veya Uc Z olur ve ispat biter. O halde d(Z) = 0 incelenir. Kabul edelim

ki UzZ olsun. Her u € U ve a € R i¢in hipotez uygulanirsa

[a,d([a,u]) | = [a,[d(a),u]]+[a,[a,d(w)]]
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= [a,[d(a),uﬂ
bulunur. Her ue U igin [a,[d(a),u]] eZ ve d(Z) = 0 olmasi kullanilirsa
[d(a).[d(a),u]]€Z,Vue U

elde edilir. Burada Iy, : R—R i¢ tlirevi tanimlansin. Iy (x) = d(a)x — xd(a) seklinde

verilsin. O halde kosul Ij(a)(U) < Z seklini alir. Bu durumda Teorem 4.1.4 geregi 1, =0

veya U < Z bulunur. U < Z olmasi kabul ile ¢elisir. O halde d(a) € Z olmalidir. Burada

her u € U ig¢in hipotezi ve kosulu kullanirsak
[a, d([az,u])] = [a,[d(a2 ),uﬂ +[a,[a2,d(u)ﬂ
= [a, [2ad(a),u]] = 2[a,[a,u] d(a)]
= Z[a,[a,u]] d(a)
olur. Bu durumda her u € U ig¢in [a,[a,u]] d(a) € Z bulunur. Burada d(a) € Z olmasi
kullanilirsa d(a) = 0 veya [a,[a,u]] =0 elde edilir. [, : R—>R i¢ tiirev olarak tanimlansin.
I,(x) = ax — xa seklinde verilsin. O zaman kosul d(a) = 0 veya 1 (U) = (0) halini alir. Eger
I’ (U) = (0) ise aec Z veya Uc Z olur ki bu d(a) = 0 veya Uc Z demektir. U< Z olmast
kabul ile ¢elisir. O halde d(a) = 0 olmalidir. Her ue U igin hipotez ve d(a) = 0 olmast
dikkate alinirsa 0 = d([a,d(u)]) = [a,d2 (u)] oldugu goriliir. Simdi V = [U, U] Lie ideali
olarak tanimlansin. Burada her ueU ve her veV igin d(v), [d(V),u], [d(V),au] eU ve
[a,d([d(v),u])] , [a, d([d(v),au])] € Z ve Z’nin alt halka olmas1 kullanilirsa
a[a,[dz(v),uﬂ e/Z,VuelU VveV
bulunur. Her ue U ve her ve V i¢in [a,d([d(v),u])] = [a,[dz(v),uﬂ € Z oldugundan
a € Z veya [a,[d2 (V),u]] = 0 elde edilir. Eger ae Z ise ispat biter. O halde

[a,[dz (V),uﬂ = 0 olmalidir. Burada I, : R—>R, 1 : R—>R i¢ tiirevleri tanimlansin.

d*(v)

Sirastyla I(x) = ax — xa ve I, - (x) = d*(v)x — xd*(v) seklinde verilsinler. O zaman

ifademiz her ve Vigin 1, (U) = 0 seklini alir. Burada charR # 2 ve Uz Z oldugundan

d*(v)

Teorem 4.1.3 geregi I, = 0 veya her ve V igin Idl(v =0 olur. Eger [, =0 ise a € Z olur ve

)
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ispat biter. O halde her v € V icin I = 0 olmalidir. Yani her ve V i¢in d*(v) e Z olur.

d(v)
Kabul geregi Uz Z oldugu igin [U,U] c U olmas1 gz Oniine alinirsa [U, U] z Z olur. d
#0ve Uz Z oldugu diisiiniildiigiinde Teorem 4.1.4 geregi dz([U, U] )& Z bulunur. Bu ise

kabul ile ¢elisir. O halde U Z olur ve ispat biter.

Teorem 4.1.6. d, R asal halkasinda sifirdan farkli bir tiirev olsun. Eger

[d(U),d(U)]c Z ise Uc Z dir.
Ispat : Her x € R igin [d(x),d(U)]gZ olur. d#0 oldugundan Teorem 4.1.5

kullanilirsa her xe R i¢in d(x) € Z veya U< Z olur. Eger U< Z ise ispat biter. O halde
d(U) < Z olmalidir. Burada d # 0 oldugundan U < Z elde edilir.

Teorem 4.1.7. d,6 R asal halkasinin sifirdan farkli tiirevleri olsun. Eger do(U) < Z
ise Uc Z dir.

Ispat : Kabul edelim ki U¢ Z olsun. Herue U ve her ve [U, U] icindo ([u, 5(V)]

)e Z olur. Hipotezi kullanirsak
d6 ([u.6(0]) = d(5(w),6(W)]+[w,5° V) ])
=[dw),s*(v) ]
olur. Buradan [d(U),é‘z([U, U])]QZ elde edilir. d #0 olmasi dikkate alinirsa Teorem
4.1.5 geregi 52([U,U]) c Z veya Uc Z olmalidir. Kabul geregi 52([U,U]) cZ olur. 0
#0 ve Uyan 2.1 geregi[U, U] , R halkasinda bir Lie ideal oldugundan [U,U] c Z olur.

Buda U ¢ Z demektir. O halde kabul yanlis olur. Sonucta U< Z bulunur.
Teorem 4.1.8. d, R asal halkasinda sifirdan farkli bir tiirev olsun. Eger her ue U igin

[u,d(u)]€Z ise Uc Z dir.
ispat : Her u, ve U igin hipotezi lineerlestirerek [u,d(u)] e Zve [v,d(v)] € Z olmasi
kullanilirsa [u,d(v)]+[v,d(u)] € Z olur. Burada v yerine [u,v] yazarsak
[u.d(u,v]) ]+ [u,v].d(u) ] = [u,[d(w), v]+[u,d(v)]]
+ [[u,v],d(w) |

olur. Jacobi 6zdesliginden yararlanirsak

[u.[u.dv)]]e Z,Vu,ve U (4.2)
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bulunur. Simdi ve [U, U] ve ue U i¢in u yerine u + d(v) yazarsak

[u+d(v).[u+dv),dW)]] = [w[u,dW)]]+[dv).[u,dW)]]
olur. (4.2) esitligi ve Z, R halkasinin alt halkas1 olmasi1 dikkate alindiginda
[d(v),[d(v),u]]eZ, Vu,ve U
oldugu gorulir. 1,,, : R—>Rig tirevi I, (x) = d(v)x — xd(v) olarak tanimlansin. O halde
ifade her ve [U, U] icin Izd(v) (U) < Z olur. Bu durumda her ve [U,U] icin d(v) € Z
veya Uc Z olmalidir. Eger U Z ise ispat biter. O halde d([U, U])g Z olur. Bu durum d

# 0 oldugundan [U, U] c Z olmasi anlamina gelir. Buradan U lie ideal oldugundan Uyari

4.1.1 geregi Uc Z bulunur.

Teorem 4.1.9. d, R asal halkasinda sifirdan farkli bir tiirev ve a€ R olsun. Eger
ad(U) c Zisea=0veya Uc Zdir.

Ispat : Burada ac Z ise a = 0 veya d(U) < Z olur. d # 0 oldugundan a = 0 veya
Uc Z olur ve ispat biter. O halde a¢ Z olur. Kabul edelim ki d(Z) #0 ve o €Z igin d(« )

#0 olsun. Herue U ve xe R igin

ad(a[u,x]) =ad([u,ax))

= ad(a)[u, x|+ ad([u,x])

olur. Burada Z’nin alt halka olmasi kullanilirsa

ad(a)[u,x]e Z, Vue U, VxeR
bulunur. d(« ) e Z oldugundan

d(a)=0veyaa[u,x]e Z,Vue U, VxeR
elde edilir. O halde d(« )# 0 oldugundan her u € U ve her x € R i¢in a[u,x] € Z olur.
Burada a ile degismeli yaparsak 0 = [a,a[u,x]] = a[a,[u,x]] bulunur. Burada I, : R—>R
i¢ tlirevi I,(x) = ax — xa seklinde tanimlansin. O zaman ifade aIa([U,R]) = 0 halini alir.
Buradan a = 0 veya la = 0 veya [U,R] c Z bulunur. a¢Z ve U lie ideal oldugundan a = 0
veya Uc Z elde edilir. Bu durumda ispat biter. O halde d(Z) = 0 olmalidir. Burada her ue
U i¢in ad([a,u])=a[d(a),u]+a[a,d(u)]=a[d(a),u] € Z olur. Simdi ve [U,U] olsun. Bu
durumda ad(v) € Z ve d(ad(v)) =0 olur.

0 = d(ad(v)) = d(a)d(v) + ad’(v) € Z, ¥ ve [U,U]

53



BOLUM-4 TUREVLI VE YARI TUREVLIi HALKALARDA LIE ... Yasemin BALLIKAYA

bulunur. Burada adz(v) e Z,herve [U,U] ve Z’nin, R halkasinin alt halkasi olmas1 goz
Oniine alindiginda
d(a)d(v) € Z, Vve [U, U]

elde edilir. Bu durumda 0 = a [d(a)d(v), d(V)] =a [d(a),d(v)] d(v) e Z olur. Her ve [U, U]
icin a[d(a),d(v)] € a[d(a),U] = Z oldugundan a[d(a),d(v)] =0 veya d(v) €Z bulunur,
Eger her ve [U, U] icin d(v) € Zise d([U, U])gZ olur. Buradan d# 0 oldugu i¢in Uc Z
elde edilir. Bu durumda ispat biter. O halde d(v) ¢ Z ve a[d(a), d(V)] = 0 olmalidir. Kabul
edelim ki d(a) # 0 olsun. Burada Uc Z ile ¢eliseceginden d(a)d([U, U] )# 0 olur. O halde
en az bir vpe [U, U] icin d(a)d(vo) # 0 vardir.¢ = d(a)d(vop), # = ad(vg) € Z elemanlari
almirsa ve a[d(a),d(v,)] = 0 olmas: dikkate alindiginda @za = Sd(a) oldugu gbriiliir.
Burada her ue U i¢incala,u]=a[aa,u]=a[Bd(a),u]= Ba[d(a),u] € Z bulunur. @ € Z
oldugu igin Onerme 2.8 geregi o = 0 veya her ue U igin a[a,u] € Z elde edilir. Burada

d(Z) = 0 olmasi kullanilirsa
0=d(a[a,u]) = d(a)[a,u]+a[d(a),u]
olur. Simdi her iki tarafi £ ile carpar f € Zve « a= fd(a) olmasi kullanilirsa
0= pd(a)[a,u]+ Ba[d(a),u] = 2cala,u] , Vue U
bulunur. Burada R, CharR # 2 olan bir asal halka ve & € Z olugundan Onerme 2.8 den
a =0veya afa,u] =0, Vue U
elde edilir. @ # 0 oldugundan I, : R—R tanimli ve [,(x) = ax — xa seklindeki ig tiirev igin
al,(U) = (0) olur. O halde
a=0veyal,=0veyalU c Z
bulunur. a ¢ Z oldugundan
a=0veyalU c Z
olur ve ispat biter. O halde d(a) = 0 olmalidir. Her u € U i¢in ad(u) € Z oldugundan
0 = d(ad(u)) = ad*(u) olur. Simdi W = [[U, U],[U,U]] seklindeki R halkasimin bir Lie

ideali alinsin. Burada x € R ve w € W i¢in ad([x,d2 (W):') e Z olur. &*(w), d*(w) € U ve

ad*(w) = ad*(w) = 0 olmas1 kullanilirsa

ad(x)d*(w) + axd’(w) € Z, Vwe W, Vxe R (4.3)
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olur. (4.3) esitliginde x yerine d(u) yazarsak
ad(u)d®(w) € Z, Vwe W, Yue U

bulunur. Hipotezden ad(U)e Z oldugundan ad(U) = 0 veya d*(W) < Z olur. Yani d #0
oldugundan a € Z veya U c Z veya d*(W) < Z elde edilir. Burada ilk durumda ispat
biter. O zaman d*(W) < Z olmalidir. Bu durumda (4.3) esitliginden her x €R ve her w €
W i¢in ad(x)d*(w) € Z olur. O halde her u € U i¢in de ad(u)d’(W) < Z saglanir. Burada
ad(U)c Z oldugundan ad(U) = (0) veya dX(W) cZ demektir. Yine ilk durumda ispat
biteceginden d*(W) = Z olur. Burada d# 0 ve W lie ideal oldugundan Teorem 4.1.4 geregi
W < Z bulunur. Buda [U, U] < Z ve Uyar 4.1.1 geregi U < Z demektir. O halde tiim

durumlar i¢in ispat biter.

4.2 Yan Tiirevli Halkalar Ve Idealler

Belll, H. E. ve Martindale, W. S., 1988

Lemma 4.2.1. R bir asal halka, f, R halkasinin g doniisiimii ile belirlenen sifirdan
farkli bir yar tiirevi ve U, R halkasinin sifirdan farkl bir ideali ise f(U) # 0 dir.

Ispat : Kabul edelim ki f(U) = 0 olsun. O zaman her ue U ve her xe R elemanlari
i¢in

0 = f(ux) = f(u)g(x) + uf(x) = uf(x)
olur. Burada her x € R i¢in Uf(x) = 0 ve UR — U olmasi kullanilirsa

0=URf(x),Vxe R
elde edilir. R asal halka oldugundan U = 0 veya her x € R i¢in f(x) = 0 bulunur. U= 0
oldugundan f = 0 olur. Bu ise f# 0 ile ¢elisir. O halde kabul yanlis demektir. Yani f(U) #
0 olur.

Lemma 4.2.2. R bir asal halka, f, R halkasinin g doniisiimii ile belirlenen sifirdan
farkli bir yan tiirevi ve U, R halkasimin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger a € R i¢in
af(U)=01ise a=0 dur.

Ispat : Burada Lemma 4.2.1 geregi en az bir u € U icin f(u) # 0 vardir. O zaman
herv € Uigin

0 = af(vu) = a(f(v)g(u) + vi(u))
= avf(u)
bulunur. Yani 0 = aURf(u) elde edilir. Burada R asal oldugundan aU = 0 veya f(u) = 0 olur.
f(u) # 0 oldugundan aU = 0 bulunur. Tekrar RU c U oldugundan ifade aRU = 0 sekilini
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alir. Burada yine R asal halka oldugu i¢in a = 0 veya U = (0) olur. U # (0) oldugundan
a =0 elde edilir.
Lemma 4.2.3 R bir asal halka, f, R halkasinin g doniisiimii ile belirlenen sifirdan
farkli bir yar tiirevi ve U, R halkasinin sifirdan farkl bir ideali ise f(U) = 0dir.
ispat : Kabul edelim ki f*(U) = 0 olsun. O halde her u, v € U i¢in
0 = F(uv) = f(fu)v + gu)f(v))
= Py + gfwfv) + fgWiv)) (4.4)
Ve
0 = F(uv) = f(fw)v + gu)f(v))
= f(w)g(v) + fwiv) + f(gW)v)) (4.5)
olur. Burada (4.5) esitliginde (4.4) esitligi ¢ikartilirsa
0= (gf(u) — f(u)f(v), Vu,ve U
bulunur. f # 0 oldugundan Lemma 4.2.2 geregi her u € U i¢in gf(u) — f(u) = 0 elde edilir.
O halde her ue U igin gf(u) = f(u) olur. Buradan (4) esitligi a¢ik halde yazilirsa her u, v €
U igin
0 = F(u)g(v) + fwf(v) + flg)gf(v)) + g (v)
= fwf(v) + flg(w)gf(v))
elde edilir. Burada her u € U i¢in fg(u) = gf(u) = f(u) ve charR # 2 oldugundan
flwf(v)=0, Vu,ve U
olur. Yani her u € U i¢in f(u)f(U) = 0 olur. f# 0 oldugundan Lemma 4.2.2 geregi her u
e U i¢in f(u) = 0 bulunur. Bu ise Lemma 4.2.1 geregi f(U) # 0 olmasi ile ¢elisir. O halde
kabul yanlistir. Yani f(U) #0 dur.
Lemma 4.2.4. U, R halkasinin U g(R) = 0 sifirdan farkli bir ideali ise her x € R
icin f(x) = A (x-g(x)) olacak sekilde A € C vardir.
Ispat : W= ZU(X— g(x))U, R halkasmin bir ideali olarak tanimlansin. W0

XeR
oldugu gosterilsin. W = 0 olsayd1 her xe R i¢in U(x — g(x))U = 0 olurdu. Burada URc U
ve RU < U oldugundan UR(x — g(x))U = 0 bulunur. R asal halka oldugundan U = (0) veya
her x € R i¢in (x —g(x))RU = 0 olur. U# (0) oldugundan Yine R asal halka oldugundan her
x € Rigin  (x — g(x)) =0 veya U = (0) bulunur. Yine U # (0) oldugundan her xe R i¢in
x — g(x) = 0 elde edilir. Buradan g = I 6zdeslik doniisiimii bulunur. Bu ise f’nin yari tiirev

olmasi ile ¢elisir. O halde W # 0 olur. Burada x, y € W i¢in x = Zui(xi —g(x,))v, ve

i=1
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y= Zaj(yj —g(yj))bj olsun. O zaman k = 1,...,n i¢in ¢x = u;, zx — g(zx) = X; — g(xi), dk = V;
j=1

vek=n+1,..,n+mign ck = aj, zx — gz) = yj — &), dc = d; olmak iizere

n+m

X—y= Z ¢, (z, —g(z,))d, olur.O halde x —y € W bulunur. Yani W, R halkasinin sifirdan
k=1

farkli bir idealidir.¢: W — R doniisiimii (I)(Zui(xi—g(xi))vi) = Z:uif(xi)vi olarak

i=1 i=1
tanimlansin. Bimodiil homomorfizmi oldugu incelensin. Oncelikle x =y iken ¢ (x) = ¢ (y)

ise ¢ iyl tanimhdir. O halde x —y = 0 iken¢ (x) - ¢ (y) = ¢ (x —y) = 0 olmalidir. Burada

w = Zn:ui (x; —g(x,))v, =0 olsun. O halde ¢ (W)= ¢ (iui(xi —g(x,))v,) =0 olur.

i=1

0= f(zn:ui (x; —g(x))vi) = Zn:f(uixivi —u,g(x;)v;)
= Zn:uif(XiVi)+f(ui)g(XiVi)—f(uig(xi))g(vi)+uig(xi)f(vi)

= Zn: u, f(x;)v; +ug(x)F(vy) + £(uy)g(x;)g(v;) — f(u)g(x;)g(v;)

i=1

n

+ Z —g(u)fg(x))g(v,) —ugx)f (v,

i=1

= D uf(x,)v, - 8 )b )a(v)
- iuif(xi)vi _g(iuif(xi)Vi)

bulunur. Buradan Z:uif(xi)vi = g(Z:uif(xi)Vi )e g(R) NU = 0 elde edilir. O halde

i=1 i=l1

Zuif (x;)v, =0 olur. Yani ¢ iyi tanimhidir. Simdi her x, y e W i¢in

i=1

B+ y) = D uy(x— g5V, + X, (3, - (v, b,

n+m

- Z ¢ (z, +2(z)d, =0 (x) + ¢ (y)
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olur. Ustelik U ideal olmas1 kullanilirsa¢ (rx) = r¢ (x) ve ¢ (xr) = ¢ (X)r saglanir. Ve ¢ bir
bimodul homomorfizmi bulunur. O halde her w € W i¢in ¢ (w) = A(w) olacak sekilde A

C vardir. Buradan her u, v € U i¢in
uA(x —g(x)v = A(u(x — g(x)v) =¢ (u(x — g(x)v) =uf(x)v
olur. Ve
u(f(x)- Ax—g(x))v=0,Vu,ve U, Vx € R
bulunur. Buradan her xe R i¢in U(f(x) - A(x — g(x))U = 0 olur. O halde UR < U ve
RU < U olmasi kullanilirsa UR(f(x) - A (x — g(x))U = 0 bulunur. R asal halka oldugundan
U =0 veya (f(x) - M(x — g(x))U = olur. U#0 oldugundan (f(x) - A(x — g(x))RU = 0
olmalidir. Yine R asal halka ve U # 0 oldugundan f(x) - A (x — g(x) = 0 elde edilir. O halde
her xe R igin f(x) = A (x — g(x)) bulunur.
Lemma 4.2.5. f, R halkasinin g birebir olmayan doniisiimii ile belirlenen sifirdan
farkli bir yar tiirevi ve V, R halkasinin V < Kerg olan sifirdan farkli bir ideali ise
(a) f(V), R halkasinin sifirdan farkl bir idealidir.
(b) her x € R i¢in f(x) = A(x — g(x)) olacak sekilde A e C vardir.
Ispat : (a) V # 0 oldugundan Lemma 4.2.1 geregi f(V) #0 olur. Burada her v € V,
her x € Ri¢in V — Kerg olmasi kullanilirsa
f(vr) = f(v)r + g(v)f(r) = f(v)r ef(V)
ve

f(rv) =rf(v) + f(r)g(v) =rf(v) € V

olur. O halde f(V), R halkasinm bir idealidir. (b) Ote yandan V ve f(V) ideal oldugundan
f: V—R, bir Bimodiil homorfizmi vardir . Dolayisiyla her v € V i¢in f(v) = A(v) olacak
sekilde A € C vardir. O zaman her v €V, herr € R igin
Avr = f(vr) = vi(r) + f(v)g(r) = vi(r) + Avg(r)

olur. Yani her v € V igin v(f(r) + Ag(r) - Ar) = 0 bulunur. Buradan her r € R i¢in
UR(f(r) + A g(r) - Ar) =0 elde edilir. Burada R asal halka ve U # 0 oldugundan herr € R
i¢in f(r) = A(r - g(r)) bulunur.

Lemma 4.2.6. R bir asal halka, f, R halkasinin g birebir doniisiimii ile belirlenen
sifirdan farkli bir yar tiirevi ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. f(U) — Z ise

R degismeli bir halkadir.
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Ispat : U ideal oldugundan heru € U, her x € R igin [u,r] € U oldugundan

f([u, r]) = [f(u), r] + [g(u), f(r)] = [g(u), f(r)] e’
olur. Burada r yerine g(r) yazarsak
[g(w),f(g(r)]=g(u.f(M)]) € Z
bulunur. g birebir oldugundan her u € U, herr € R igin [u,f(r)] € Z elde edilir. Yani her

u € Uigin [u,f(R)] c Z olur. Buradanu € Uiginu € Z veya f(R) < Zolur. U c Z ise

R degismeli halka olur ve ispat biter. O halde f(R) — Z olmalidir. Burada hipotezden
f2(U) < f(Z) olur. Eger f(Z) = 0 olsaydi f}(U) = 0 olurdu. Bu ise Lemma 4.2.3 ile ¢elisirdi.
O halde en az bir zy € Z i¢in f(zp) #0 dir.Bu zy € Z ve her r € R elemanlari i¢in

f(zor) = f(z0)g(r) + zof(r) € Z
bulunur. Burada Z alt halka oldugundan her r €R i¢in f(zo)g(r) € Z olur. Ote yandan
f(z9) € Z oldugundan

f(zo) =0 veya g(R) cZ
elde edilir. f(zg) #0 oldugundan g(R) — Z olur. Burada g birebir oldugundan R < Z
bulunur. Yani R halkas1 degismelidir.

Teorem 4.2.1. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, f, R halkasinin g

doniistimii ile belirlenen sifirdan farkli bir yar tiirevi ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir

ideali ve her u € U i¢in [u, f(u)] € Z olsun.

(a) R degismeli ise f tiirev veya her x € R igin f(x) = A(x — g(x)) olan A e F
vardir.
(b) R degismeli olamayan bir halka ise Kerg #0, g(U) < Z ve her x € R ig¢in
f(x) = A(x — g(x)) olan A e C vardir. Ustelik fg(U) #0 ise g(R)c Zve Ae F
olur.
Ispat : (a) g = I birim doniisiim ise f zaten tiirev olur. O halde g # I olsun. O halde
en az bira € Rigin a—g(a) #0 olur. Her x € R i¢in
f(xa) = f(x)g(a) + xf(a) = f(x)a + g(x)f(a)
f(a)(x — g(x)) = f(x)(a — g(a))
bulunur. Burada A = f(a)(a — g(a))'1 olarak alinirsa f(x) = A (x — g(x)) olarak yazilir. Ustelik

burada A e F olur.

(b) Her u e U igin [u,f(u)] e Z oldugundan ifadeyi lineerlestirirsek her u, a € U

igin [u,f (a)]+[a,f (u)] € Z olur. Burada u yerine [a,u] yazarsak
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[[a,u].f(a) |+[a.f(a,u])|=[[a,u].f(a) |+[ a,[f(a).u] | +[a,[g(a).f(W)]] € Z

bulunur. Ote yandan Jacobi 6zdesliginden

[[a.u].f(@)]+[[u.f(@)].a]+[[a,f(a)],u] =0
olur. O halde [a,[g(a),f(w)]] €Z, Vu, a € U elde edilir. Burada her a e U igin
f([a,a]) =[f(a),a]+[g(a),f(a)] =0 € Z oldugundan

[g(a).f(a)] e Z, Vae U (4.6)

olur. (4.6) esitligi lineerlestirilirse

[g(a),f(W)]+[g(w).f(a)] € Z, Vu,a e U (4.7)
bulunur. (4.7) esitligi a ile degismeli yapilirsa

0=[a,[g(a).f(W]]+[a.[g).f@)]] € Z
elde edilir. Burada Z alt halka oldugundan

[a.[gu).f(@)]] € Z, Vu,ae U (4.8)
olur. Simdi kabul edelim ki g birebir olsun. V = g'(U) = {veR:g(v)e U} olarak
tanimlanan kiime R halkasinin bir idealidir. Kabul edelim ki V # (0) olsun. O halde v e V
iin (4.8) esitliginde a yerine g(v) yazarsak

[2).[gw).feW)]] = g v.[u.tW]) € Z
olur. Burada g birebir oldugundan

[V,[u,f(v)]] eZ,Vuvel
elde edilir. Teorem 4.1.5 geregi v € Z veya f(v) € Z olur. Burada A = {V eV:ive Z} ve

B= {V eV:f(v)e Z} olarak tanimlanan kiimeler i¢in R = A U B yazilabilecegi goriiliir. A

ve B, R halkasinin iki 6z alt grubu oldugundan R =A veyaR =Bolur. R=Aise V < Z
bulunur. Yani R degismelidir. Bu ise (b) kosulu ile ¢elisir. O halde R = B olmalidir. Bu
durumda her v € V i¢in f(v) € Z olur. Burada f #0, V #0 ve g birebir oldugundan
Lemma 4.2.6 geregi R degismeli bulunur. Bu ise yine (b) kosulu ile ¢elisir. O halde son
kabul yanlistir. Yani V = (0) olur. O halde

0=V nR=¢g'(U) "R

2(0)=g(g"'(U) nR)=U NngR)
olur. Burada Lemma 4.2.4 geregi her x € R igin f(x) = A(x — g(x)) olan A e C vardir. O
zaman her u € U i¢in [f(u),u] = [k(u —g(u)),u] = K[u,u] +7L[g(u),u] € Z olur. Z alt halka
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ve A €Z oldugundan A =0 veya [g(u),u] € Z bulunur. f #0 oldugu i¢in A #0 dir. Bu

durumda her u €U i¢in [g(u),u]e Z elde edilir. Buradan Teorem 2.1 geregi R

degismelidir. Bu ise (b) kosulu ile ¢elisir. O halde ilk kabul yanhstir. Yani g bire bir
degildir. O zaman Kerg # 0 olur. W = U Kerg olarak alinirsa R halkasinin bir ideali olup
Lemma 4.2.5 geregi f(W) #0, R halkasmin bir idealidir ve her xe R i¢in
fi(x) = A(x — g(x)) olan A € C vardir. Simdi her u € U, we W igin (4.6) esitliginde a
yerine w yazarsak

[g(w).f(W)] e Z, Vue U, Vw e W
bulunur. Yani [g(u),f(W)]< Z olur. Burada Lemma 3.2.5 dan g(U) < Z bulunur. Son

olarak fg(U) #0 olsun. O halde en az bir u € U i¢in fg(u) #0 olur. Burada g(u) # 0
olmalidir. Burada u € U ve her r € R i¢in g(ur) = g(u)g(r) € Z ve g(u) v Z oldugundan
g(u) = 0 veya her re R i¢in g(r) € Z olur. g(u) #0 oldugundan her r € R i¢in g(r) € Z
bulunur. Yani g(R) < Z elde edilir.

Teorem 4.2.2. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, f, R halkasinin g
doniistimii ile belirlenen sifirdan farkli bir yar tiirevi ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir

ideali olsun. [f (U),f (U)] < Zise R degismeli bir halkadir.

Ispat : Burada g doniisiimiine gore iki durumda incelensin. Birinci durum igin g

bire bir degilse Kerg # 0 olur. W = U Kerg olarak alirsak Lemma 4.2.5 geregi (W) #0,
R halkasiin bir idealidir. O halde we W i¢in [f (w),f (W)] c Z olur. Burada Lemma

4.1.6 dan her we W icin f(w) € Z bulunur. Yani R degismelidir. O halde g birebir
degilse ispat biter. O zaman ikinci olarak g birebir ise incelensin. Kabul edelim ki
g(R)nU = 0 olsun. Bu durumda Lemma 4.2.4 geregi her xe R i¢in f(x) = A(x — g(x))

olacak sekilde A e C vardir. O halde hipotezden her u, v e U ve herr e R elemanlari i¢in
0=[[u-g(),v-gW)].g) ]
= [[u,v]-[w.eW)]-[g@), v]+[g),gW)].e) |
[[gw).g(v).g®]]=[[u.e(M)]+[g@),v]-[u,v].g(r) | eg®) N U
bulunur. Yani [[g(w),g(V)],&()]=g([u,v].r]) = 0 olur. I, : R5>R ve I, : R>R ig

tirevleri icin ifade I,I,(R) = 0 seklini alir. Burada charR #2 oldugundan Teorem 3.1.1
geregi her u, v € U i¢in I, = 0 veya I, = 0 bulunur. Yani her ue U i¢in ue Z veya her

v € U igin ve Z olur. Sonugta her iki durumda da Uc Z elde edilir. Bu ise R halkasinin
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degismeli olmasi anlamina gelir ve ispat biter. O halde kabul yanlis demektir. Yani
g(R) NU #0 olur. Buradan 0% g"'(g(R) nU) =Rng'(U) =g (U) elde edilir. Burada R
halkasinin W = Umg’l(U) stfirdan farkli ideali alirsak her u, v e U igin

[f (u), f([f(u), V]):I e Z oldugundan her w € W igin u yerine g(w) yazarsak
[fg(w), [£2(g(w), g(V)ﬂ €Z,VvelU VweW
olur. Burada g’nin birebir olmasini kullanirsak

[f(w),[fz(w), v]] €Z, VveU VweW

bulunur. Yani her w € W igin [f(w),[f2 (w),U]] c Z olur. Lemma 4.1.5 geregi her we

W icin f(w) € Z veya fi(w) e Z bulunur. f{W) < Z ise Lemma 4.2.6 geregi R degismeli
olur. Ve ispat biter. O halde f(W) c Z olmalidir. Burada Lemma 4.2.3 geregi (W) =0

bulunur. Bu durumda hipotezden

[E(f(w)u),f(V)] € Z

[ £ (W)g(). £ [+ [f(w)F (). £(V)]
elde edilir. Yani
£2(w)[g(w), £(V)]+[E (W), (W] (u) + F (W) [f(u),fF(V)] € Z, Vu, v e U, Vwe W (4.9)
bulunur. (4.9) esitligini ye U igin f(y) ile degismeli yaparsak

0= £ (W) [2), £ (V). £()] ]+ [F(W). EW][F ), £(¥)]+[£(w), £ ()][f (), £(V)]

olur. Burada f(W) c Z ve [f(U),f(U)] c Z oldugundan

£2(w)[[g).f(W)].f(y) | €Z, Yu, v,y e U
elde edilir. Burada f'(w)<Z ve R asal halka oldugu igin £(w) =0 ise [[g(u),f(v)].f(y)]
e Z bulunur. Burada re W igin v ve y yerine g(r) yazarsak

e, fz)]. o) |=g([u.f®].f() ) e Z

bulunur. g birebir oldugundan

[wf@®].f()]eZ YueU vVreW
olur. Yani her ue U igin| [u,f(W)],f(W) | = Z bulunur. 0% f(W) ideal oldugundan Lemma

4.1.5 geregi f(W)cZ veya UcZ elde edilir. Burada her iki durum da R halkasinin

degismeli olmas1 anlamina gelir. O halde ispat biter.
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BOLUM 5
HALKALARDA TEK YANLI (o,7)-LiE iDEAL

Bu boliimde 3. ve 4. boliimdeki ¢alismalarda tiirev yerine (o,1) tlirev alinarak Hirano,

Y. ve Tominaga ile Kaya, K. tarafindan, R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkl bir
ideali ve d, R halkasinin bir (c,7) tiirevi olmak iizere her ue U igin [u’,u]=0, [u/, u]c,T =0,
[w,u]  €C,, olmasi durumunda R halkasinmn degismeli oldugu incelenmistir. Ayrica
Kandamar, H. ve Kaya, K. tarafindan R, CharR# 2 olan bir asal halka, U onun sifirdan
farkli bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkl bir (o,1) tiirevi olmak tlizere td(U) = 0,
dU)cZ ve [U, d(U)] c Zolmast durumunda Uc Z oldugu gosterilmistir. 3. kisimda ise

Aydin, N. tarafindan U, R halkasinin sifirdan farkli bir (o,tr)-sol Lie ideali ve d, R

halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak ilizere Uc Z, Uc C

G,T 2

[R,U]M cC,.,

aUb = (0) oldugunda R halkasinin degismeli oldugunu gosteren galigmalar incelenerek tez

sonlandirilmistir.

5.1 (o,7)-Tiirevli Halkalar

Hirano, Y. ve Tominaga, H., 1984

Bu boliimde R asal halka, C, R halkasinin merkezi ve U, R halkasinin sifirdan farkl
bir ideali olarak alinmistir. Ayrica o, t iki halka otomorfizm ve d : X— X', R nin bir
doniistimii olmak {izere her x, yeR i¢in (x+y) =x"+y" ve (xy) = x'o(y)+1(X)y’

kosullar1  saglanrsa  d ye R halkasmin  bir (o,71) tirevi  denir.
C,.={ceR:co(x)=1(x)c,her x € R} ,[x, ¥, . =x0(y) = ()X, (X,), . = x0(y) + 1(¥)x
seklinde tanimlanirsa C |; = C ve [X,y]L1 =[x,y] ve (X,y),; =xy+yx=(x,y)olur. O
zaman asagidakiler denktir.

a) R degismelidir

b) Heru e Uigin [u’,u]=0

¢) Heru e Uigin [u’,u]cﬂT =0

d) Heru € Uigin [u’,u]mT eC

e) U’ degismelidir
f) U” - C
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Ozellik 5.1.1. R bir asal halka, d sifirdan farkl1 bir (o,1) tiirev olsun. O
zaman a) ve b) siklar esittir.
Ispat : Her u, v € U i¢in b) kosulu lineerlestirilirse
0=[(u+v),u+v]=[u'+v,u+v]
= [u,u]+[u, v]+[V u]+[V, V]
= [u,v]+[V,u]
olur. Yani
0=[u,v]+[v,u], Vu,ve U (5.1)
elde edilir. (5.1) esitliginde v yerine uv yazilir ve (5.1) kullanilirsa
[u,uv]=[u, ()] =[u,u'c(v)+uv]

= u'[u,6(v)]+u[u,Vv]

u'[u,o(v)]+ufu’,v]

u'[u,o(v)]+[u’,uv]

u'[u,G(V)]
bulunur. Yani

0=u'[u,0(u)], Vuve U
elde edilir. Burada w € U alinirsa her u, vwe U igin

0= u'[u,6(w)v]=u'c(W)[u,v]+u'[u,c(w)]v
= u'o(w)[u,v]
olur. Yani her u, ve U i¢in u'c(U) [u,v] = 0 bulunur. Burada o (U), R halkasinin bir

ideali oldugundan Lemma 4.1.4 geregi o (U)c Z veya U' =0 veya her u €U igin ue Z
olur. Burada ¢ otomorfizm oldugundan o (U) cZ ise Uc Z bulunur. Sonugta Uc Z veya
U'=0 elde edilir. Kabul edelim ki U’'=0o0lsun. O zaman her u €U, her re R i¢in

(ur) =u'c(r)+ur’ = 0 olur. Yani her u €U, her re R i¢in 0 = uRr’ bulunur. Burada R

asal halka oldugundan U = 0 veya R'= 0 elde edilir. U# 0 oldugu igin R" = 0 olmalidir.
Bu ise d# 0 olmast ile gelisir. O halde kabul yanhstir. U’ #0 olmalidir. O zaman UcZ

bulunur. Buda R halkasinin degismeli olmasi anlamina gelir ve ispat biter.
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Ozellik 5.1.2. R bir asal halka ve d, sifirdan farkli (c,7) tiirev olsun. O zaman c)

sikk1 a) sikkini gerektirir.
Ispat : Burada R’#0 oldugundan U’#0 olur. Bu durumda c) sikki

lineerlestirilirse

0= [(u +v),u+ V]GJ = [u’,u + V]GJ + [V’,u + V]cy

= [wv], H Vil
olur. Yani
[u',v]mT = —[V’,u]c,t , Vuve U
elde edilir. Buda u'c(v) —t(v)u' = -v'c(u) + t(u)v' olmasi demektir. Yani
u'o(v)—t(v)u'=t(u)v'-=v't(u) , Vu,ve U (5.2)
olur. (5.2) esitliginde v yerine uv yazarsak
0= u'c(uv)—t(uv)u'—t(u)(uv) + (uv)'c(u)
= u'o(u)o(v) —t(u)r(v)u' —t(u)u'c(v) — t(u)t(u)v' + u'c(v)o(u) + t(u)v'o(u)
= [u', u]G,T o(v)+1(u) [V', u]c,T —1t(u)t(v)u'+u'c(v)o(u)
bulunur. Burada (5.2) ve c) sikkin1 kullanirsak
0= t(u)[v',u]c,t —1(u)t(v)u'+u'c(v)o(u)
= —1(u) [u', V]GJ —1t(u)t(v)u'+u'c(v)o(u)
=—1(u)u'c(v)+u'c(v)o(u)
elde edilir. Heru € U i¢in [u',u]M: 0 oldugundan u'c(u) =t(u)u’ olur. O halde
0= —u'c(u)o(v)+u'c(v)o(u)
= u'c(uv—vu)
bulunur. Yani
0= u'cs([u,v]) ,Vuve U
olur. Bu da her ue U i¢in u'G([u,U]) = 0 demektir. Burada U ideal oldugundan her x € R
ve her v € U i¢in vx € U olmasi kullanilirsa
0= u's([vx,u]) =u'o([v,u])o(x)+u's(v)o( x,u])
= u'G(V)G([X,u])
bulunur. Yani

0= u's(U)o([x,u]), Yue U, Vxe R

65



BOLUM 5- HALKALARDA TEK YANLI (6.7)-LiE IDEAL  Yasemin BALLIKAYA

olur. Yine o (U) #0, R de bir ideal oldugundan U’ =0 veya Uc C bulunur. Burada U’ #0

oldugundan U < C ve dolayisiyla R degismeli bulunur. O zaman her u € U igin
0= [u', u]G,r = u'oc(u)—t(u)u'=v'c(u)—u't(u)=u'(c(u)—t(u)),Vue U
yazilabilir. Burada R asal halka oldugundan her ue U i¢in u’=0veya o(u) =t(u) olur.
A = {u eU:u'= 0} ve B = {u eU:o(u)= t(u)} olarak tanimlanan kiimeler R

halkasiin 6z alt grubudurlar. O halde Brauer’s Trick ten U = A veya U = B olmalidir.
U= A ise U =0 olur ve buU’"#0 olmasi ile ¢elisir. O halde U = B bulunur. Yani her
u € Ui¢in o(u) =t(u) olur. Bu durumda U ideal oldugundan her reR ve heru € U i¢in
t(ur) = o(ur)
©(w)t(r) = o(u)o(r)
c(u)t(r) =o(u)o(r)
0= o(u)(t(r) - o(r))
elde edilir. o (U), R de sifirdan farkl bir ideal, U# 0 ve R asal halka oldugundan
o(r)=1(r),Vre R
olur. O halde ¢ =1 bulunur.
Teorem 5.1.1. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d, R asal halkasinda
stfirdan farkli bir (o,7) tiirev olsun. O zaman ¢) ve d) siklart esittir.(bu ylizden d) ve a)

siklar1 da esittir)
Ispat : Kabul edelim ki d) saglansin. Keyfi bir u € U i¢in d) sikk1 kullanilirsa

[(u2 ), u’ ]M = [u'cs(u) +t(u)u’, uz]

(u's(u)+t(u)u)o(u’) - t(u’)(u's(u)+ t(u)u’)

= u's(u)o(u®) + T(w)u'su®) - (u>)u's(w) - 1(u’)t(u)u’

= u's(w)o(u®) + T(w)u'su®) - t(u>)u's(w) — 1(u?)t(u)u’

- t(u's(u?) + T(wu's(u?) + 1) t(u)u’ - tu®)r(u)u’

= (u'o(u) - t(wu)o(u’) —t(u*)(u'c(u) - t(u)u’)

+ 2t(w)u'o(u®) - 21(u)t(u)u’

= 21(u)(w's(u)o(u) — t(u)t(u)u’)

= 27(u)(u's(u)o(u) — T(u)T(u)u’ — T(W)u's(u) + T(u)u'c(u))

= 2T(u)(r(u)[u',u]c,r + t(u)[u',u]m)
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G,T

= 4‘r(u2)[u',u]c’t eC

bulunur. Burada charR # 2 ise t(u’ )[u',u]c . €C, . olur. O halde her xe R i¢in

T

0=[ @) [u,u],, €C,.x]

()|, u]o(x) - ()t [w,u] |
= 1)) [u'u], - t(x)e(u?)[u’,u],
(ol

elde edilir. Burada [u',u]o .eC,

,T

ve R asal halka oldugundan

[X,u2]=0 veya [u’,u]cﬂT =0, VxeR, Yue U
olur. Boylece
u? € Cveya [w,u] =0
bulunur. Eger [u',u]c,t =0 ise ispat biter. O halde her u €U i¢in u* € C olur. O zaman

[u'u] _eC_, ve u’ e C oldugundan

[u’,u]c,t o(u’) = t(uz)[u’,u]m = [u’,u]c,t t(u?)
olur. Buradan
[u’, u]mT (c(u®)—1(u*))=0
bulunur. Burada [u’,u]mT € C, . ve R asal halka oldugundan
[u',u]a’T =0 veya o(u’)=1(u’), YVue U
elde edilir. Eger [u’,u] =0 ise ispat biter. O halde o(u’)=rt(u’) olur. Ote yandan
u* e C oldugundan o(u?),7(u®) € C dir. O zaman her xe R i¢in o(u®)=1(u?) olmasmni
kullanirsak
0= ([uz,X])' =@W’x—xu’) = (U’x) —(xu?)
= W) ox)+1(u*)x - x'c(u?) —1(x)(u*)

2
= [vx]
o,T

bulunur. Béylece (u®)’ € C_, olur. Yani

(u?) =u'c(u)+1(u)’ e C.. (5.3)

olur. Ote yandan
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[u’,u]c,t =u'o(uw)-t(u)u'eC,_, (5.4)
saglanir. (5.3) ve (5.4) esitlikler taraf tarafa bir toplanip bir ¢ikartilirsa

2u'c(u) € C_, veya 2t(u)u’ € C_,
elde edilir. Yani her ue U i¢in u's(u) € C_. veya t(u)u' € C_, olur. Burada t(u)u’e

C _ise

T(u) [u', u]G’t =1(u)u'c(u)—t(u)t(u)u’
= t(u)t(u)u’—t(u)r(u)u’' =0

oldugundan her xe R i¢in

T

bulunur. [u',u]c’T eC,

0= r(u)[u',u]m o(x)= T(u)G(x)[u',u]G

olur. Yani
0=t(u)R [u’,u]cy .
olur. Boylece

©(u)=0 veya [u'u]  =0,Yue U
elde edilir. Burada A = {u eU:t(n)= 0} ve B = {u eU: [u',u]c,t = 0} olarak tanimlansin.

U= AuBolan A ve B, U nun iki 6z alt grubudur. O halde Brauer’s Trick ten U = A veya

U = B olmalidir. U = A ise t:R — Rbir otomorfizm oldugundan U = 0 olur. Bu ise bir

geliskidir. O halde U# A olur. Yani U = B olmahdir. O halde her ue U igin [u’,u] =0

elde edilir. Boylece ispat sonlandirilmis olur.

Kaya, K., 1988

Lemma 5.1.1. R bir asal halka, d : X— X' sifirdan farkli bir (o, 1) tiirev ve U= 0,
R nin bir ideali olsun. Buna gére herue U igin (u,u), . =0 ise R degismeli bir halkadur.

Ispat : U#0 idealinde her u € U ve her x € R i¢in 0 = (ux)' = u'c(x)+ t(u)x’
oldugunda 0 = t(u)R’ olur. R asal halka ve ©(U)#0 R nin ideali oldugundan R’ =0
bulunur. Bu ise d# 0 olmasi ile ¢elisir. O halde U #0 olur. O zaman her u, ve U i¢in
hipotez kullanilirsa

0= @'+v,u+v) =@,v)  +(, u) VuveU (5.5

olur. Yani
W, v),.=-(v,u),., Vu,ve U (5.6)

bulunur. (5.5) de v yerine uv yazar hipotezi ve (5.6) esitligini kullanirsak
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0= u'c(u)o(v)+t(u)t(v)u' +u'c(v)o(u)+t(u)v'o(u)
+ 1(u)u'c(v)+t(u)t(u)v’
= (U, u),.o(v) +t(W)(v,u), . +t(u)t(v)u'+u'c(v)c(u)
= u'o(v)o(u)—t(u)u'c(v)
= u's(v)o(u)+u'c(u)o(v)
elde edilir. Yani
0=u'c((v,u)), Vu,ve U (5.7)
bulunur. (5.7) esitliginde x € R olmak {izere v yerine vx alinir ve (xy,z) = X[y,z] +(x,2)y
olmasi kullanilirsa her u, ve U ve her x € R igin
0= u's(v[x,u]+(v,u)x) =u's(v[x,u]) +u'c((v,u))o(x)
= u'o(v)o([x,u])
olur. Yani her x € R ve heru € U i¢in u'G(U)G([X,u]) = 0 elde edilir. Burada U # 0 bir

ideal ve o otomorfizm oldugundan o(U)#0 idealdir. O halde Lemma 4.1.4 geregi
o(U)c C veya U'=0 veya U < C bulunur. Burada ¢ otomorfizm oldugundan birinci ve

tiglincti kosul aymidir. Yani ifadeU'=0 veya UcC olur. U #0oldugundan Uc C
bulunur. Buda R degismeli demektir.
Lemma 5.1.2. R bir asal halka, d : X— X' sifirdan farkli bir (o, 1) tiirev ve U= 0,
R nin bir sag ideali olsun. Buna goére her u € U igin (i) [u',u]c,T =0 ise R degismeli bir
halkadir. (ii) (u’,u), . =0 ise R degismeli bir halkadir. Ustelik 6 =1 dur.
Ispat : (i) Her u €U igin [w,u] =0 olsun. Lemma 5.1.1 de gosterildigi gibi
U’ #0 olur. Kabul her u, v € U igin lineerlestirilirse
0= [(u +v),u+ V]G’T = [u', u+ V]G’T + [V', u+ V]G’T
= [wv], Vel
bulunur. Burada v yerine uv alinirsa
0=1u'c(u)o(v)—t(u)t(v)u'+u'c(v)o(u)+t(u)v'o(u)
—t(u)u'c(v)—t(u)t(u)v'
= [u', u]G,T o(v)+1(u) [V', u]c,T —1t(u)t(v)u'+u'c(v)o(u)
= t(u)u'c(v)+t(u)t(v)u' = t(u)1(v)u' + u'c(v)c(u)

elde edilir. Yani
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0=-t(u)u'c(v)+u'c(v)o(u) , Vu,ve Uigin (5.8)
olur. Hipotezde u'c(u) = t(u)u’ oldugundan (5.8) de bunu kullanirsak her u, v € U igin

0 = u's(u)o(v)+u's(v)o(u) =u's((u,v])
bulunur. Burada x € R olmak iizere v yerine vx yazilirsa

0= u'G(V)G([u,X]) , Vu,ve U, VxeR (5.9)
olur. (5.9) esitliginde y € R olmak iizere v yerine vy yazarsak

0= u's(v)o(y)o([u,x])
elde edilir. R asal halka ve ¢ otomorfizm oldugundan

u'c(v)=0 veyaue C, Vu,ve U (5.10)
bulunur. Simdi U ideal degilse bir u € U \ C vardir. Buna gore herhangi birc € CNU
icin u+c ¢ C oldugundan (5.10) dan her v € U i¢in

0= (u+c)o(v)=u'c(v)+c'a(v)=c'o(v)
olur. O halde

ue UveugC = u'c(v)=0,Vve Uigin

ue UveueC = u'c(v)=0, VveU i¢in
bulunur. Buna gore her u, ve U i¢in u'c(v) =0 olur. Yani

U's(U)=0 (5.11)
elde edilir. Ote yandan [u', V]o,t + [V', u]c,t =0 oldugundan (5.11) burada kullanilirsa,

0O=t(w)v'+t(v)u', Vu,ve U (5.12)
olur. Ayn1 zamanda hipotez ve(5.11) den

0=v'o(v)=t(v)V (5.13)
vardir. O halde (5.12)de xe R olmak {izere v yerine vx yazilirsa her u, v € U i¢in

0= t(u)(v'o(x)+1(v)X")+1(v)T(x)u’

= 1(u)v'o(x)+ t(u)t(v)x" + t(v)T(x)u’

bulunur. Burada u yerine v alinirsa (5.11) ve (5.13) esitlikleri kullanilirsa

0=1(v)x +1(vV)1(x)vV', Vxe R, Vve U (5.14)
elde edilir. Eger v/ =0 ise (5.14) den her x € R i¢in ©(v*)x’ =0 olur. Burada ye R olmak

lizere x yerine xy alirsak

0

(v)(xy) = u(v*)(x's(y) +1(x)y)

(v*)x'o(y) +1(vV)T(x)y’
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= (v)(x)y’
bulunur. R asal halka ve totomorfizm oldugundan
1(v’)=0ve y=0, Vve U, Vye R
olur. Burada R’ # 0 oldugundan her v € U igin t(v*) =0 dir.T otomorfizm oldugundan
v'=0ise v’ =0
bulunur. (5.14) de x yerine xy alirsak
0=1(v))(xy)' + (V) T(xy)V’
= 1(v))x'o(y) + (v} 1(X)y' + T(v)T(x)T(y)V' (5.15)
elde edilir. (5.14) de t©(v*)x'=—1(v)t(x)v' olmasi (5.15) de kullanilirsa ifade
0= —1(vV)t(x)V'o(y) +1(v*)Tt(X)y' + 1(v)T(x)T(y)V’
(5.16)
seklini alir. Burada sagdan o(v) ile ¢arpip (5.11) kullanilirsa

0= —1(v)1(X)Vo(y)o(v) + 1(v’)1(X)y's(V) (5.17)

bulunur. (5.16) da ve U i¢in y yerine yv yazilirsa
0= —1(v)1(X)Vo(y)o(v) + 1(v’)T(X)y'c(v) + (v )t(x)t(y)V + 1(v)T(X)T(V)V'

olur. Burada son terim (5.13) den ilk iki terimde (5.17) den dolay1 sifir olur. O halde her
X, ye Rigin 1(v’)1(x)t(y)v' =0 olur. R asal ve T otomorfizm oldugu igin

(v’)=0 veya v'=0
bulunur. Oysa daha énce v/ =0 ise v’ =0 oldugunu bulmustuk. O zaman her ve U igin
v? = 0 olur Buda bize U = 0 olmasin1 verir. Bu ise ¢eliskidir. O halde U sifirdan farkli bir
idealdir. Bu durumda Ozellik 5.1.2 geregi R halkas1 degismeli ve o =1 bulunur. (ii)
Burada (i) sikkr gibi diislintirsek yine U nun ideal oldugu goriiliir. O halde Lemma 5.1.1

geregi R degismeli bir halka bulunur.
Lemma 5.1.3. R bir asal halka, d : X— X' sifirdan farkli bir (o,7)tirev ve

b,ab eC__ isea e Cveyab=0 olur.
Ispat:b, ab C, . olsun. O halde her xe Ri¢in 0= [b,x]c,t =bo(x)—1(x)b
olur. Yani bo(x) = t(x)b bulunur. Bunu abe C_ _ igin kullanirsak
0= [ab, X]GJ =abo(x) —t(x)ab = at(x)b—1(x)ab

= [a,t(x)]b
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bulunur. R asal halka ve be C_ oldugundan
[a,7(x)]=0 veyab=0

olur. Yani totomorfizm oldugundan
ac Cveyab=0
bulunur.

Lemma 5.1.4. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, d : X — X" sifirdan farkli

bir (o,7)tiirev U# 0, R nin bir sag ideali olsun. Buna gére her u € U igin [u’,u]__eC_,

ise [u',u]M =0 olur.

. ©(x) 0
Ispat : Burada R, :KO( )( )J: X,y € R} halkasin1  diiglintilsiin. O zaman
o(x

ab )
C, = KO ]: ae C,be C, T} kiimesi R, halkasimin merkezi i¢indedir. Ote yandan
a ,

. [(T(x) X
R->R,,x—>x =

0 o(x)

bir halka homomorfizmi ve

[’C(X) 0]
R—>R,,x—>
0 o(x)

bir i¢ine izomorfizmdir. Dolayisiyla R ye R, nin bir alt halkas1 olarak bakilabilir. Simdi

heru e Uigin [u',u] _eC__ oldugundan

[u* u}:u*u—uu* = oW vt 0
’ 0 o(u) JL0 o(u)
t(u) 0 \(t(u) v
10 o))l 0 o)

0 |u,
— [ [u u]o,rj c C2
0 O

olur. O halde [X,yz]c,T = T(y)[X’Z]c,‘c +[X, y]c,T c(z) ve [u',u]c,T € C, . olmasi kullanilirsa

herue U i¢in

(@)’ ]= @) v —u’ (@) Z[T(u ) )2’ J{T(u ) 02 ]
0 c(u’)/)\0 o)
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~ t(u?) 0 t(u?) ()
0 c(u*) )\ 0 o(u?)

_[@?)’ @)o(?)) ()’ )’y
0 o(u’®)’ 0 o(u®)’

_[0 @) o(u?)—(u’)(u’)
0 0

[0 [u',u3 L o+ T(u)[u',u]c,T o(u)
0 0

0 t(u?)[u, u]mT + [u', u’ L i o(u)+t(u®)[u, u]ml
0 0

_ 0 41:(u2)[u', u](’,T
0 0

bulunur. Yani her ue U igin t(u*)[u’,u] eC,_ olur. Burada Lemma 5.1.3 geregi t
otomorfizm oldugundan u” e C veya [u’,u]__ =0 elde edilir. Ote yandan hipotezden
u'c(u)-t(uu'eC,_ . (5.18)

oldugu biliniyor. Burada bir ¢ € C i¢in o(c), t(c) € C oldugundan

[T(C) 0 j
eC, (5.19)
0 o(c)

olur. C,, R, nin merkezinde oldugu icin (5.19) da R, nin merkezindedir. Buna gére u* € C
oldugundan [(uz)*,uz] =0 bulunur. O halde t(uz)[u’,u]c .=0 olur. R asal halka ve
[u’,u]__eC,, oldugundan

t(u?)=0veya [u,u] =0
bulunur. Eger t(u?) =0 ise her xe R igin t(ux)(ux)' - (ux)'c(ux) =c € C, . ifadesi soldan
ve sagdan T (u) ile carpilip t (u?) = 0 olmas1 kullanilirsa

0= t(u)u'sc(x)o(u)o(x)o(u)
olur. Burada Lemma 5.1.1 kullanilirsa

T(u)u' =0 (5.20)
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bulunur. O halde (5.19) da u'c(u) € C__ olur. Ote yandan 1 (u?) = 0 ise u”> = 0 oldugundan
o(u®) =0dir. O zaman u'c(u)o(u) =0, R asal halka veu'c(u) € C,. oldugundan u’'c(u)
=0 veya o(u)=0 elde edilir. Yani u'c(u)= 0 olur. Bunu (5.20) ile beraber diisiiniirsek

[u',u]g,T =0 bulunur.

5.2 (6,7)-Tiirevli Halkalar Ve Lie idealler
Kandamar, H. Ve Kaya, K. 1992
Bu makalede R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, d : R — R sifirdan farkli bir

(o,7) tiirev U= 0, R nin bir Lie ideali olarak alinmistir.
Lemma 5.2.1. Eger d(U) =(0) ise U Z dir.

Ispat : Heru € Uveherx € Rigin [u,x] € U oldugundan
0= d(u.x])=[d(w).x], -[d(x).u], =-[d(x).u],,
olur. O halde [d(R), U] = (0) bulunur. Buda d# 0 oldugundan Uc Z demekir.
Lemma 5.2.2. Uz Z ve te R i¢in td(u) =0 (veya d(u)t = 0) ise t = 0 olur.
Ispat : Lemma 5.2.1 geregi U ¢ Z ise d(U) #(0) olur.O halde her ue U ve her

x € Rigin 0= td([u,x]u) = td([u,x])o(w) + tr(u,x])d(u) olur. Yani

0= tt((u,x])d(u), Vue U, Vxe R (5.21)
bulunur. (5.21) de ve U vey € R olmak iizere x yerine t~'(d(v)y) yazarsak

0=t u, " (d(V)y) )d(w) = tr(w)d(v)yd(w) - td(v)yr(u)d(u)

=tr(u)d(v)yd(u)
elde edilir. Buda
0= tr(u)d(v)Rd(u), Vu,ve U
demektir. R asal halka oldugundan
tt(u)d(v) =0 veyad(u) =0, Vue U

olur. K = {ueU:d(u)=0}ve L = {ueU:tr(u)d(v), her ve U}olarak tammlansin.
U= KUL olan K ve L,U nun iki 6z alt grubudur. O halde Brauer’s Trick ten U = K veya
U = L olmalidir. U = K ise Lemma 5.2.1 den Uc Z olur. Bu ise ¢eligkidir. O halde U =L

olmalidir. Yani her u € U igin tt(u)d(v)=0 olur. Burada Uz Z olan lie ideal ve 1

otomorfizm oldugundan Lemma 4.1.4 geregi t = 0 veya her ve U igin d(v) = 0 olur.
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Burada d(U) # 0 oldugundan t = 0 bulunur. Bu kez (5.21) esitliginde x yerine 1~ (yd(v))

yazarak islem yaparsak d(U)t = 0 olma durumunda t = 0 bulunur.

Lemma 5.2.3. Eger d(U) < Zise Uc Z dir.
Ispat : Kabul edelim ki Uz Z olsun. O halde Lemma 5.2.1 geregi d(U) #0 olur.

Burada xe R ve u € U i¢in t = ux — xu olmak {izere bir y € R i¢in

0= [d(ut),y] =[d(w)o(t) + t(u)d(t), y]
= d)[o(t), y]+[t(w),y]d(t) (5.22)
olur. (5.22) de y yerine y T (u) yazarsak
0= d(w)[o(t), yr(w)]+[t(w), ye(w)]d(t)
= d)y[o(t), t(w)]+d(w)[o(t), y] t(w) + [ 1(w), y] t(u)d(t)
elde edilir. (5.22) esitliginde d(t) e Z olmasini kullanirsak
0= d(u)R[o(t),7(w)]
olur. Burada R asal halka oldugundan
d(u) =0 veya [ o([u,x]),7(u) |=0
bulunur. Eger d(u) #0 ise her xe R igin [ t(w),[o(u),x]] = 0 olur.I_, (x) =[1(u),x] ve

Ic(u)(x):[cs(u),x] i¢ tlrevleri tanimlansin. O halde ifade I (R)=0 halini alir.

‘c(u)Ic(u)
Teorem 3.1.1 geregi o(u) e veya t(u) € Zolur. ¢ ve T otomorfizm olduklarindan ue Z

bulunur. Eger d(u) =0 ise en az bir v € U i¢in d(U) # 0 oldugundan d(v) # 0 vardir. Diger
yandan d(u + v) = d(u) + d(v) =d(v) #0 ve d(u — v) = d(u) — d(v) = d(v) # 0 oldugundan
u+ve Zveu-—v € Z bulunur. Burada taraf tarafa toplarsak 2u € Z ve CharR#2
oldugundan ue Z elde edilir. O halde her durumda U c Z bulunur.

Teorem 5.2.1. d, R halkasinda sifirdan farkli (o,7)tiirev, U, d(U) < U olan R
halkasinda sifirdan farkli bir Lie ideal ve od = do,td =dt olsun. d*(U)=(0) ise Uc Z
dir.

Ispat : Kabul edelim ki Uz Z olsun. V = [U, U] , Lemma 4.1.3 geregi R nin
merkezinde olmayan bir Lie idealdir. O halde V — Z ise ispat biter. Burada Lemma 4.1.1

geregi [M,R] c Uve [M,R] & Z olan R nin sifirdan farkli bir M ideali vardir. Eger me

[M,R] cUnVveue Visea=d(u) € d(V) cUved(a)=0olur. O haldey € R igin
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0= d’((ma,y]) =d*(m[a,y]+[m,y]a)
= d(d(m)o([a, y]) +t(m)d([a, y])+d([m, y])o(a) + t((m, y])d(a)
= 1(d(m))d(c([a,y]) +d((m))c(d([a, y]))
+t(d([m, y])d(c(a)) +d(t([m, y]))o(d(a))
=2d(t(m))o(d([a,y]))
bulunur. Burada CharR # 2 oldugundan
0= d(x(m))o(d([a,y])), Vme[M,R],Vye R
elde edilir. Yani
0= d(x(M,R])o(d([a,y])), Vye R (5.23)
olur. T([M,R]), R nin merkezinde olmayan bir Lic ideal oldugundan Lemma 5.2.2 ve

Lemma 5.2.3 geregi herue V ve hery € R igin d([d(u), y]) =0 bulunur. O halde

0= d(d(w).y])=[d’(w).y] —[d(y).dw)]_.

o,T

elde edilir. Yani

0)= [d(R),d(V)]M (5.24)
olur. Burada d# 0 oldugundan d(V) — Z bulunur. Buise V = [U,U] c Z demektir. Burada
herue Uigcin I (U)=0 olarak diisiiniirsek her ue U i¢in I =0 veya Uc Z olur. Sonugta

her iki durumda da U < Z bulunur. Bu ise kabul ile ¢elisir. O halde U< Z dir.

Lemma 5.24. Uz Z ve ac R icin [U,a] cZise aeZ olur.
Ispat : Burada u € UiginugZ ise her xe R igin jacobi 6zdesliginden

0= [[u,a] , x] = [u,[a, x]] + [[u, x], a]
olur. Buradan

[u,[a,x]] eZ,VxeR
bulunur. Bu ifade d,,d, i¢ tiirevleriyle her x € R i¢in d d,(x)=0 olur. O halde d, =0
veya d, =0 elde edilir. Buradan ue Z veya ae Z bulunur. u¢ Z oldugundan aeZ olur.

Teorem 5.2.2. Eger [U,d(U)| = Z ise Uc Z olur.

Ispat : Kabul edelim ki UzZ olsun. Lemma 5.2.4 geregi d(U) —Z olur. Bu
durumda Lemma 5.2.3 geregi U Z bulunur. Bu ise kabul ile ¢gelisir. O halde Uc Z olur.
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5.3 Halkalarda Tek Yanh (o,t)-Lie idealler

Aydin, N. 1997

Lemma 5.3.1.[Aydin, N., 1995, Lemma 4] R bir asal halka, U, R nin sifirdan farklh
bir (o, 1) sol Lie ideali olsun. Buna gére Uc C_ , ise Uc Z dir.

Ispat : U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan her xe R ve her ue U igin
+[t(u),r(u)]x = t(u)[x,u]cy .€Uolur. O halde hipotez geregi

[‘l:(u)x,u]mT = ‘t(u)[x,u]c

,T

her xe R, her ue U igin T(u)[x,u]m € C,  olur. Burada ayni zamanda [x,u]m eC

oldugundan Lemma 5.1.3 geregi
t(u) e Z veya [x,u] =0, VxeR

bulunur. Eger her xe R i¢in [x,u]s .=0iseherx,y e Rigin

0=[xy,ul =x[yu]_+[xww]y=[xw]y
elde edilir. Yani [R, r(u)]RZ 0 olur. Buradan R asal oldugundan t(u)eZ bulunur. O

halde her iki durumda da t(u) € Z elde edilir. T otomorfizm oldugu i¢in U — Z olur.

Lemma 5.3.2.][Aydin, N., 1994, Lemma 3] R bir asal halka, acR ve aU = (0)
( veya Ua = (0)) olsun.
(1) U, (o,1)-sol Lie ideal ise a=0 veya Uc Z
(i1) U, (o,1)-sag Lie ideal isea= 0 veyaUc C__ olur.
Ispat : (i) U, (o,71)-sol Lie ideal oldugundan her x, ye R, herue U igin
a[xy,u]m = 0 olur. Buradan
0= a[xy,u]m = ax[y, G(u)] + a[x,u]mT y= ax[y, G(u)]
bulunur. Yani
0=aR[y,o(u)]
olur. R asal oldugundan her ye R ve u € U i¢in a = 0 veya [y, G(u)] = 0 elde edilir. ©

otomorfizm oldugundan a = 0 veya Uc Z olur. Benzer olarak her x, ye R ve her ue U

igin [xy,u]__a =0 olur. O halde

0= [Xy,u]ma = X[y,u]ma+[x,r(u)]ya:[x,r(u)]ya
bulunur. Yine R asal halka oldugundan [X,r(u)] = 0 veya a = 0 olur. Burada =

otomorfizm oldugundan a = 0 veya U c Z elde edilir.
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(i) U, (o,71)-sag Lie ideal oldugundan her x, ye R ve heru € U i¢in

a[u,xy]m = 0 olur. Buradan

0=a [u, Xy]c,T = a‘t(x)[u, y]cﬂT +a [u, X]mT o(y)= a‘r(x)[u, y]c,T
bulunur. Yani t otomorfizm oldugundan

0= aR[u,y]

o,T

olur. R asal oldugundan her y € R i¢in a = 0 veya [u,y] = 0 elde edilir. Buradan a = 0

o,T

veya Uc C__ bulunur.

Lemma 5.3.3.[Breaser, 1993, Lemma 2.3] R bir asal halka d, f, g ve h, R nin

tiirevleri olsun. Her x, ye R i¢in
d(x)e(y) = h(x)f(y) (5.25)

saglansin. Eger d# 0 ve f# 0 ise her xe R i¢in g(x) = Af(x) ve h(x) = Ad(x) olacak sekilde
A € C vardir.

Ispat: (5.25) 6zdesliginde, zeR olmak iizere, y yerine zy yazilir, tiirev tanimi ve
(5.25) 0zdesligi kullanilirsa

d(x)zg(y) =h(x)zf(y), Vx,y,zeR (5.26)
elde edilir. (5.26) 6zdesliginde, w e R olmak iizere, z yerine zf(w) yazilir ve (5.26)
0zdesligi kullanarak diizenlenirse d(x)zf(w)g(y) = d(x)zg(w)f(y) olur. Yani,
0= d)z(fw)e(y) - gy, ¥ xy,2 we R
bulunur. Yukaridaki ifadede R nin asal halka olmasi kullanilirsa, her xeR i¢in, d(x) = 0
veya her y, we R i¢in, f(w)g(y) - g(w)f(y) = 0 olur. Kabuliimiizde d # 0 oldugu ig¢in,
fiw)g(y) = gW)f(y), Vy, weR
elde edilir. Yukaridaki 6zdeslik ve kabuliimiizde f # 0 oldugu i¢in, Onerme 2.12 den, her y
e R i¢in g(y) = AMf(y) olacak bigimde en az bir Ae C var oldugu goriiliir. (5.26) 6zdesligi bu
esitlik kullanarak diizenlenirse d(x)zAf(y) = h(x)zf(y) olur. Yani,
0=(Ad(x) - h(x))zf(y), Vx,y,z eR
elde edilir. R nin asal halka olmasi kullanilarak her x, yeR i¢in, Ad(x) - h(x) = 0 veya
f(y) = 0 olur. Kabuliimiizde f # 0 oldugu i¢in
h(x) =Ad(x), VxeR,AeC

elde edilir. Boylece ispat sonlanir.

Lemma 5.3.4. U, R nin bir (o, 1) -sol Lie ideali olsun. Eger Uc Z ise her u € U igin

T(u) = o (u) veya R degismeli bir halkadir.
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Ispat : Her xe R, herue U igin[x,u]m eU olur. Uc Z oldugundan her u € U i¢in
T(u), (u), [X,u]c,T € Z olur. O halde
[x,u]cﬂ: xo () - tx=xc)-xt@U)=x(c()- 1) € Z
bulunur. Burada Onerme 2.8 geregi her xe R i¢in xe Z veya her ue U i¢in o (u) = 1(u)

elde edilir. Yani R degismeli bir halka veya her u € U i¢in & (u) = 1 (u) olur.
Teorem 5.3.1. R bir asal halka ve U, (o,1)-sol Lie ideal olmak iizere [R,U] C

C,. ise heru € Uigin 6 (u) =1 (u) veya R degismeli bir halkadir.
Ispat : [R,U]G,T c C, . oldugundan, her xe R, her ue U igin [T(U)X’H]G,T eC,.
olur. Buradan
[r(u)x,u]MZ T(u)[x,u]c,T +[r(u),r(u)]x = r(u)[x,u]m eC,.

bulunur. Burada [x,u]__e[R,U] < C,. oldugundan Lemma 5.1.3 geregi her xe R ve

G,

her u e U igin [x,u] =0 veya t(u) € Z olur. Yani t otomorfizm oldugundan UcZ

veya [X,u]mT = 0 bulunur. Burada A = {u eU:ue Z} ve B= {u eU: [R,u]mT = (O)}

olarak tanimlan kiimeler i¢in A ve B, U nun iki 6z alt grubu ve U = AU B oldugundan
Brauer’s Trick ten U = A veya U = B olur. Eger U = A ise U c Z demektir. Buda Lemma
5.3.4 geregi her ue U i¢in t(u) = o (u) veya R degismeli bir halka bulunur. O halde U =B

olmalidir. Yani her x, y € Rherue U i¢in
0= [Xy,u]c’T = x[y, G(u)] + [x,u]mr y= x[y, G(u)]
olur. Yani her ue U i¢in R[y, G(u)]= 0 bulunur. Burada ¢ otomorfizm oldugundan Uc Z

elde edilir. O halde yine Lemma 5.3.4 geregi her ue U i¢in 1 (u) = o (u) veya R degismeli

bir halka bulunur.
Uyan 5.3.1. U, (o,7) Lie ideal ve ve ae R i¢in [a,U] =(0) ise ae Z veya UcZ

olur. Fakat bu durum U, (o, 1) - sol Lie ideal oldugunda saglanmayabilir.

. X
Ornegin : Burada I tam sayilar kiimesi olmak iizere R = {[ tyJ:X,y, zZ,te I} ve
z

U= {(; y]:x,yel}olsun. Buna gore T : R > R, x — bxb, b = (0 j seklinde
X

tanimlanan doniistim bir otomorfizmdir. Ayrica U, Uz Z olan (1, t)-sol Lie idealdir.
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01
Buradaa= [0 Oj ¢ Z olmasina karsin [a, U] =(0) bulunur. Buradan itibaren U, (o, ) -sol

Lie ideal ve Tt # o kabul edilmistir.

Lemma 5.3.5. R bir asal halka, U, (o,t)-sol Lie ideali olmak iizere ac R igin
[a,U]=(0) ise herue Uigin t(u)+ 6 (u) € Zveyaae Z olur.
Ispat : Burada ac Z ise ispat biter. O halde ag Z olmalidir. U, (o,7)-sol Lie ideal

oldugundan her xe R, herue U igin [t(u)x,u]m e U olur. Buradan
[x(wx,u], = tW[xu]  +[t(w),t(w)]x=t(w)[x,u] eU
bulunur. Burada [a,U]=(0) oldugundan
0=[tw[xu], a|=tW|[xu],_a|+[xw),a][xu],
olur. Yani
0= [t(u),a][x,u]m, Vxe R, Vue U (5.27)
elde edilir. Burada (5.27) kullanilarak ye R igin x yerine xy yazilirsa
0= [t(u),a][xy,u]_ _ =[c(u)a](x[y,c)]+[x,u] ¥
= [t(u),a]x[y,o(w)]+[t(w),a][x,u]__
= [(w),a]x[y,o(w)]
bulunur. Yani
0=[t(u),a]R[y,c(u)],Yue U, Vye R
olur. R asal oldugundan [t(u),a] = 0 veya [y,o(u)] = 0 elde edilir. 6 otomorfizm
oldugundan [t(u),a] =0 veya Uc Z bulunur. Uc Zise heru € Uigin o (u) + t(u) €Z
olacagindan ispat biter. O halde
[t(u),a] =0, Vue U (5.28)
elde edilir. Ote Yandan U, (o,7) -sol Lie ideal ve [a,U]=(0) oldugundan her xe R, her u
e Uigin
0=[xu], .a|=[xu] a-a[xu]
= (xo(u) - 7(u)x)a —a(xo(u) — 1(u)x)
=xo(u)a —t(u)xa —axo(u) + at(u)x

olur. (5.28) dan at (u) = 1 (u)a oldugundan
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t(u) [x, a] =xo(u)a—axo(u), Vxe R, Vue U (5.29)
bulunur. Burada ve U i¢in x yerine v alirsak T(u)[v,a] =vo(u)a—avo(u) olur. ve U igin
[V,a] =0 oldugundan her u, v € U i¢in

0= vo(u)a—avo(u) = [VG(U), a]

= v[o(u),a]+[v,a]o(u) = v[o(u),a]
olur. Yani her ue U i¢in U [G(u), a] =(0) bulunur. Burada Lemma 5.3.2 geregi
[G(u),a] =0veya Uc Z elde edilir. [G(u),a] =0 1ise (5.29) esitligi

0=[x,a]o(u)+1(u)[a,x],Vxe R, Vue U (5.30)
seklini alir. (5.30) esitliginde ye R icin x yerine xy yazilip (5.30) kullanilirsa

0= [xy,a] c(u)+t(u) [a, Xy]

=x[y.a]o(u)+[x,a]yo(u)+t(u)x[a,y]+t(v)[a,x]y
= —x1(u)[a, y]+[x,a] yo(u) + t(u)x[a, y]-[x,a]o(u)y
= (v(w)x —xt(w))[a, y]+[x,a](yo(u) — o(u)y)

= [t(u),x][a,y]+[x.a][y,o(u)]

bulunur. Buradan

[x,t(u)][y,a]:[a,x][y,c(u)], Vx,ye R, Vue U (5.31)
elde edilir. Simdi R iizerinde her x, y € R ve heru € U i¢in d(x) = [X,r(u)] , g(y) = [y,a] ,
h(x) = [a, X] ve f(y) = [y, G(u)] tirevlerini tanimlayalim. O halde (5.31) ifadesi
d(x)g(y) =h(x)f(y) seklini alir. Buradad =f=0ise heru € U i¢in ue Z olup ispat biter.
O halde d#0 ve f#0 olur. O halde Lemma 5.3.3 geregi her xe R i¢in g(x) = Af(x) ve
h(x) = Ad(x) olacak sekilde A € C vardir. Yani her xe R igin [X,a]zk[x,cs(u)] ve
[a,x]=A[x,7(u)] olan A e C vardir. Yani A[x,0(u)]=[x,a]=A[t(u),x]olur. O zaman
her xe R, herue U i¢in

0= A[x,0(u)]-A[1(u),x] = Mxo(u) —o(u)x — (U)X + xT(1))

= Mx(o(u) +1(u) - (o(u) + T(u)x) = A[x,6(u) +(u)]

olur. Burada A # 0 oldugundan [R, o(u)+ t(u)] = (0) bulunur. O halde heru € U i¢in & (u)

+1(u) € Z elde edilir.

81



BOLUM 5- HALKALARDA TEK YANLI (6.7)-LiE IDEAL  Yasemin BALLIKAYA

Lemma 5.3.6. R bir asal halka, U, (o, 1) -sol Lie ideal ve ae R olmak iizere [a, U]m
=0ve [a,U] =(0) iseherue Uigin t(u) + o(u) € Z veya a= 0 olur.
Ispat : Kabul edelim ki 0#uy € U igin t(up) # o (up) olsun. [a,U]=(0) ve U,
(5,7) -sol Lie ideal oldugundan Lemma 5.3.5 geregi t(u) + o (u) € Z veya ae Z olur. Ilk
durumda ispat biteceginden ae Z olur. [a, U]G,T = 0 oldugundan uy € U i¢in
0= [a,uo]c,T =ac(u,)—1(u,)a=a(c(u,)—1(u,))
bulunur. Burada ae Z oldugundan aR( G (up)- t(up)) = (0) olur. R asal oldugundan a = 0

veya upe U icin T (up) = G (uo) elde edilir. Bu ise kabul ile ¢elisir. O halde a = 0 olur.

Teorem 5.3.2. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka U, (o,t)-sol Lie ideal
olmak iizere [U,U] = (0) ve [U,U] =(0)ise Uc Z olur.

Ispat : Kabul edelim ki Uz Z olsun. [U,U]MZ (0) ve [U,U] = (0) oldugundan
Lemma 5.3.6 geregi t(u) +6(u) € Z olur. Ote yandan her xe R, her u, ve U igin
[xv,u]mz x[v,u]c’T +[x,7(w)]v=[x,7(u)]veU olur. [U,U] = 0 oldugundan her
u, v, we U i¢in

0= I:W x,t(u) V:' x,t(u) [W v +[W X r(u)]]
= [W,[X,r(u)]]v
bulunur. Burada her w, u € U, her xe R igin I:W,[X,’C(u)]:IUZ 0 olur. Bu durumda
Lemma 5.3.2 geregi Uc Z veya her w, ue U, her xe R i¢in [w,[x,r(u)]] =0 elde edilir.
U Z oldugundan [w,[x,t(u)]] =0 bulunur. Burada 1,(x)=[w,x], I ,(x)=[t(u),x]

olarak tanimlanan i¢ tiirevleri diisiiniiliirse ifade I I, =0 halini alir. O halde Teorem

t(u)

3.1.1 geregi I, =0 veya I, =0 bulunur. Yani her we U i¢in we Z veya her ue U i¢in

T(u) € Z olur. Sonugta her iki durumda t otomorfizm oldugundan U < Z bulunur. Bu ise
kabul ile ¢elisir. O halde Uc Z olur.
Lemma 5.3.7. R bir asal halka, U, (o, 1) -sol Lie ideal ve alt halka ise her u € U i¢in

o(u)+1(u) e Z veya U, R nin sifirdan farkli sol ve sag idealini kapsar.

Ispat : Kabul eldim ki u, € U igin o(u,)+1(u,) & Z olsun. Her xe R, her ve U

i¢in [XuO,VLT = X[uo,cs(v)]%r[x,v]mT u, € U ve U alt halka oldugundan [X,V]mT u,e U
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olur. O halde her xe R, her ve U i¢in x[u,,0(v)] € U bulunur. Yani R[u,,c(U)]cU
dir. Her ue U igin R[uO,G(u)] = 0 ise R asal oldugundan [uo,cs(u)] = 0 bulunur. Her u
e Uicin o otomorfizm oldugundan cs([cs_1 (uo),u]) = 0 olarak yazilabilir. Boylece her u
e Uigin [671 (uo),u] =0 olur. U, (o,1)-sol Lie ideal oldugundan Lemma 5.3.5 geregi her
u € U igin o(u)+t(u)eZ veya 6 '(u,) € Z olur. ilk durum kabul ile geliseceginden
u, € Uigin 67'(u,) € Z bulunur. Burada ¢ otomorfizm oldugundan uy € U igin upe Z

elde edilir. Bu ise o(u,)+1t(u,) ¢ Z olmasi ile gelisir. O halde R[uO,G(U)] #0) c U
demektir. Yani U, R nin sifirdan fakli bir sol idealini kapsar. Benzer bi¢imde her xe R ve
her ve U i¢in [uox,v]c,T =[u,,1(v)]x+u, [X,V]mT € U olur. Burada u, [X,V]M e UveU
alt halka oldugundan her ve U ve her xe R i¢in [u,,1(v)]x € U elde edilir. Yani
[uO,T(U)]RCU olur. Burada her ue U igin [uo,r(u)]RZ 0 ve R asal oldugundan
[uo,t(u)] =0 bulunur. Her ue U igin t otomorfizm oldugundan r([t_l(uo),u]) = (0 olarak
yazilabilir. Boylece her ue U igin [rfl(uo),u] = 0 olur. Yine U, (o,7)-sol Lie ideal

oldugundan Lemma 5.3.5 geregi her ue U igin o(u)+1t(u) e Z veya t ' (u,) € Z bulunur.

[Ik durum kabul ile celiseceginden upe U igin upe Z elde edili. Bu durumda
o(uy)+1t(uy)eZ olup o(u,)+1t(u,) ¢ Zile ¢gelisir. O halde O;t[uO,T(U)]RCU olur.

Yani U, R halkasinin sifirdan farkli bir sag idealini kapsar.

Teorem 5.3.3. R bir asal halka, U, (o,t)-sol Lie ideal olmak iizere ve U i¢in
o(v)+t(v)¢Z ise [R,A]__cU ve [R,B] _cU fakat [R,A] & Z ve [R,B] «Z

olacak sekilde R halkasinin sifirdan farkli A sol ideali ve sifirdan farkli B sag ideali vardir.

Ispat : T = {x eR:[R,X]M c U} kiimesini tanimlayalim. T, R nin Uc T olacak

sekilde (o,t)-sol Lie ideali ve alt halkasi oldugu gosterilsin. U, (o,t)-sol Lie ideal
oldugundan [R, U]G,T c U olur. O halde Uc T bulunur. Burada a, be T ve xe R i¢in

[x,a —b]c,T = [X,a]mT —[X,b]mT eU
olur. O halde a - be T bulunur. Ayrica

[x,ab] =[xo(a),b] +[tu(b)x,a] eU

o,T G,T G,T
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olur. Yani abe T bulunur. O halde T, R nin alt halkasidir. T nin tanimi geregi

[R,T]M c U dir. Burada Uc T oldugundan [R,T]M c T bulunur. O halde T, (o,T)-sol

Lie idealdir. Bir ve U i¢in o(v)+t(v) ¢ Z oldugundan U Z olur. Uc T oldugundan T ¢
Z bulunur. Ote yandan ve U igin o(v)+1(v)¢ Z oldugundan Lemma 5.3.7 geregi T, R
nin sifirdan farkli bir A sol idelini ve sifirdan farkli bir B idealini kapsar. Ac Tve Bc

T oldugundan T tanimindan [R, A]M cU ve [R,B]Cy .cu bulunur. Burada [R,A]M cZ
ve [R,B]M ¢ Z oldugunu gosterelim. Eger [R,A]M c Z ise, her xe R, her ae A igin

[‘t(a)x,a]c,T € Z olur. Her xe R ve herae A igin

[t(a)x,a]mT = ‘t(a)[x,a]c,T +[r(a),r(a)] X = ‘l:(a)[x,a]mT e’z
bulunur. Her x € R i¢in [X,a]c,T €Z oldugundan Onerme 2.8 geregi her xe R, her aec A
icin [X,a]MZ 0 veya t(a) € Z elde edilir. T otomorfizm oldugundan ae Z veya her xe R

icin [x,a]m =0 olur. Her xe R, herae A i¢in [x,a] =0 ise ye R olmak iizere x yerine

c,T

Xy yazarsak
0=[xy.a],  =x[y.a] _+[x )]y
= [x.7(a)]y
bulunur. Yani [x,t(a)]R= 0 dir. R asal halka oldugundan her xe R ve her ae A i¢in

[X,’E(a)] = 0 olur. Buradan da t otomorfizm oldugundan her ac A i¢in ae Z bulunur.

Yani Ac Z dir. Bu durumda R degismeli olacagindan kabul yanlis demektir. O halde
[R,A]M ¢ Z elde edilir. Eger [R,B] .cZ ise her xe R, her be B i¢in

S,

[XG(b),b] =X [G(b), G(b)] + [X,b]G,T c(b)

G,T

= [x,b]m cb)ye Z
elde edilir. Her xe R i¢in [X,b]cy . € Z oldugundan Onerme 2.8 geregi her xe R ve her b

€ Bigin [X,b] =0 veya c(b) € Z olur. ¢ otomorfizm oldugundan Bc Z veya [x,b]

= 0 bulunur. Bc Z olmasi R degismeli olmasi1 demektir bu da Uz Z ile ¢elisir. O halde

Bz Z ve her xe R ve her be B icin [x,b] = olur. Burada yeR olmak iizere x yerine xy

G,T

yazarsak

0= Par], =x[sb],_+[s. <)y
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= [X,r(b)]y

bulunur. Yani her xe R, her be B igin [X,’C(b)]R = 0 olur. R asal oldugundan [X,‘E(b)]

= 0 elde edilir.t otomorfizm oldugundan Bc Z olur. Bu ise ¢eligkidir. O halde kabul
yanlistir. Yani [R’B]m ¢ Z bulunur.
Teorem 5.3.4. R bir asal halka, U, (o,71)-sol Lie ideal ve ve U i¢in o(v)+1t(v) ¢ Z

olmak iizere a, be R i¢in aUb = (0) ise a =0 veya b = 0 olur.

Ispat : Kabul edelim ki b#0 olsun. U, (o,7)-sol Lie ideal ve bir ve U igin
6(v)+1(v) & Z oldugundan Teorem 5.3.3 geregi R nin [R,B] < Uve [R,B] & Zolan
(0) # B sag ideali vardir. Her x R, her se B i¢in hipotezden a[x,s] b =0 olur. Burada
ye R olmak iizere x yerine zy yazarsak

0= a[xy,s]m b= a(x[y,s]m + [X,T(S)] y)b
= ax [y, S]G,T b+a [X, ‘t(s)] yb
bulunur. Burada ue U olmak iizere x yerine ub yazarsak
0= aub[y,s]m b+ a[ub,‘t(s)] yb
= a[ub,7(s)]yb
elde edilir. Yani her ue U, her se B icin a[ub,r(s)]RbZ 0 olur. R asal oldugu i¢in b =0

veya a[ub, ’C(S)] = 0 bulunur. Burada b= 0 oldugundana[ub,t(s)] = 0 olur. O zaman her u

e U, her se B i¢in
0= a[ub,t(s)] = a(ubt(s)—(s)ub)
= aubrt(s) —at(s)ub = —at(s)ub

olur. Yani at(B)ub =0 dir. Totomorfizm dolayisiyla t(B) sag ideal ve R asal oldugu i¢in
at(B) = 0 veya Ub = 0 bulunur. Burada b+ 0 ve Uz Z oldugundan Lemma 5.3.2 geregi
Ub # 0 olur. O halde at(B) = 0 elde edilir. a[x,s] b = 0 ifadesinde bunu kullanirsak
her xe R ve her se B icin aR ¢ (s)b = (0) bulunur. R asal oldugundan a = 0 veya G (s)b =
0 olur. a = 0 ise ispat biter. O halde her se B i¢cin c(s)b = 0 elde edilir.
Burada o otomorfizm ve B sag ideal oldugundan b = 0 olur. Bu ise kabul ile celisir. O
halde b = 0 bulunur.

Lemma 5.3.8. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R nin sifirdan farklh
(o,7) -sag Lie ideali olsun. Eger Uc Z ise =1 veya R degismeli bir halkadir.
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Ispat : Kabul eldim ki R degismeli olmasm. U, (o,t)-sag Lie ideal ve UcZ
oldugundan her ue U, her xe R i¢in [u, X]cy . €U olur. Bu yiizden
[u, X]c . =uo(x)—t(x)u=u(o(x)-1u(x)) € Z

olur. Burada U = Z oldugundan Onerme 2.8 geregi her ue U igin u = 0 veya her xe R igin

o(x)—1(x) € Zbulunur. U= (0) oldugundan her xe R i¢in o(x)—1(x)e Z elde edilir. O

halde her x, ye R i¢in
0= [o(x)~7(x).y]=[6(x).y]~[t(x).y] (5.32)
olur. (5.32) esitliginde x yerine x> yazar (5.32) u kullanirsak
0= o0,y ]-[x(x}),y]=[o(x)a(x),y]-[v(x)1(x),y]
= o(x)[a(x). y]+[0(x). y]o(x) — 1) [1(x). y] - [(x), y] 1(x)
= o(x)[0(x), y]+[0(x), y]o(x) ~ 1(x)[0(x), y] ~[0(x). y] 1(x)
=2(0(x) - 1(x)[0(x).]
elde edilir. Burada CharR#2 oldugundan Onerme 2.7 geregi her x, ye R igin

(o(x)-1(x))[o(x),y] = 0 bulunur. Bu durumda o(x)-t(x)eZ oldugundan
(G(X)—’E(X))R[G(X),y] = 0 yazilabilir. R asal oldugundan her x, ye R i¢in
o(x)—-1(x)=0 veya [G(x),y] = 0 olur. Yani her x € R i¢in o(x)=1(x) veya xe Z
bulunur. Burada A = {xeR:o(x)=1(x)} ve B = {xeR:x eZ}kiimeleri tanimlansin.

R = AU B 6z alt gruplarinin birlesimi olarak yazildi. O halde Brauer’s Trick ten R = A
veya R = B olmalidir. R = A ise her x € R i¢in o(x) = t(x) olacagindan ispat biter. o
halde R = B olur. Bu durumda da her xe R i¢in xe Z bulunur. Bu ise R halkasinin
degismeli olmamasi ile ¢elisir. O halde R degismelidir.

Teorem 5.3.5. R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R nin sifirdan farkli bir
(o, 1) Lie ideali olmak tizere Uc C_ _ ise 6 =1 veya R degismeli bir halkadur.

Ispat : U, (o,1) Lie ideal oldugundan hem (o, 1) -sag Lie ideal hem de (o, 1) -sol Lie
idealdir. U, (o,71)- sol Lie ideal olarak diisiiniiliirse Lemma 5.3.1 geregi Uc Z bulunur.
Burada U, ayn1 zamanda (o, 1) -sag Lie ideal oldugundan Lemma 5.3.8 geregi =1 veya

R degismeli bir halkadir.
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