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Bu tez, tiirevli halkalar hakkinda bir genellestirme yapabilmek amaciyla hazirlanmistir. Bu
amagla, Bolim 3 de tiirevli halkalar, Boliim 4 de ise (o, )-tlirevli halkalar ile ilgili genel
ispatlara yer verilmistir. Bu tez igersinde, Bolim 3 ve 4 de elde edilen sonuglar
kullanilarak Bolim 5 ve 6 olusturulmustur. Ciinkii, her genellestirilmis tlirev bir tiirev
yardimiyla ifade edilirken, her genellestirilmis (o, B)-tiirev de bir (o, B)-tlirev yardimiyla
ifade edilmektedir. Ote yandan, genellestirilmis (o, B)-tiirevler; tiirev, (a,)-tiirev ve
genellestirilmig tlirevlerin bir genellestirilmesidir. Boylece, son bolimde elde edilen tim

sonuclar daha dnceki boliimlerde de gegerli olur.

Anahtar sézciikler : Halka, Asal Halka, Ideal, Lie ideal, Tiirev, (o, B)-Tiirev,

Genellestirilmis Tiirev, Genellestirilmis (o, §)-Tiirev
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GENERALIZED («, 8)-DERIVATIONS IN RINGS
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This thesis is prepared to make a generalization about derivations. For this purpose, the

main proofs are done where they are about derivations in Chapter 3 and about

(o, B)-derivations in Chapter 4. Within this thesis, for creating Chapter 5 and Chapter 6 is
benefited from Chapter 3 and Chapter 4. Because, a generalized derivation is expressed
with the help of a derivation, a generalized (o, 3)-derivation is expressed with the help of a
(a, B)-derivation. On the other hand, the generalized («, 3)-derivations are extendend of
derivations, (a, )-derivations and generalized derivations. Thus, all the results of the final

chapter are true for previous each parts.

Keywords : Ring, Prime ring, Ideal, Lie ideal, Derivation, (a, 3)-Derivation,

Generalized Derivation, Generalized (o, [3)-Derivation
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BOLUM 1- GIRiS Selin VURKAC

BOLUM 1

GIRIS

Halkada, tiirev ile ilgili bilinen ilk ¢alisma E. C. Posner (1957) tarafindan yapilmistir.

Daha sonraki zamanlarda halka yerine, ideal, Lie ideal, ve tiirev yerine, o-tiirev,

(o, T)-tlirev, genellestirilmis tiirev, genellestirilmis (o, T)-tlirev alinarak, oncelerde tlirev
icin elde edilen sonuglardan bazilarinin bu yapilar icin de dogrulugu arastirilmustir. Ideal
ve Lie ideal gibi yapilar halkanin daha genel halleridir. Dolayisiyla, her halka bir ideal, bir
Lie ideal oldugundan bu yapilar i¢in elde edilen sonuglar halka i¢in de saglanmaktadir.
Benzer sekilde tiirev, (o, T)-tlirev, genellestirilmis tiirev, genellestirilmis (o, T)-tlirevler,
tirevin daha genel halleridir. Bu amagla, bu c¢aligmada oncelikle tiirev hakkinda genel
bilgilere yer verilmis ve tiirevle baglantili olarak komiitatiflik incelenmistir. Diger
boliimlerde de hemen hemen benzer durumlar incelenmis, bir¢ok ispat ve sonuca yer
verilmigtir. Tiim bunlar goz 6niine alindiginda aslinda birbirini takip eden her boéliimiin
kendinden oOncekinin genellestirilmis hali oldugu goriiliir. Dolayisiyla, son bdliimii
ulagildiginda elde edilen tiim sonuglar aslinda bagtan beri incelenen tim yapilar igin
dogrudur. Bu genellestirmeler sayesinde artik genellestirilmis (o, T)-tlirevler igin elde
edilen her sonucun tiirev, (o, T)-tlirev, genellestirilmis tiirevler igin de dogru oldugu

sOylenebilir.

Ote yandan, Ideal ve Lie ideal gibi yapilar halkanin daha genel halleri oldugundan,
yukarida bahsedilen genellestirmelerin benzeri bu yapilar i¢in de dogrudur. Yani, ideal ve
Lie ideal i¢in elde edilen her sonug¢ halka i¢in saglanacagindan bir genellestirme yapilmis

olur.

Bu tezde amag, bahsedilen genellestirmelerin bir kisminin ispatlarla géz Oniine

serilmesidir.
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BOLUM 2

GENEL BiLGILER

Tanim 2.1. Bos kiimeden farkli bir R kiimesi ilizerinde “+”: R X R > R,
(a, b) = a + b islemi tanimlansin. Buna gore,

R1) Hera,b,ceRigcina+(b+c)=(a+b)+c
R2) Hera€Rigina+ 0 = 0 + a = a olacak bicimde 0 € R var
R3) Hera€Rigina + (—a) = (—a) + a = 0 olacak bicimde — a € R var

kosullar1 saglaniyorsa R kiimesine bir grup denir. Ustelik,
hera,b € Ri¢ina + b = b + a oluyor ise R kiimesine bir degismeli grup denir.

Tamim 2.2. R bir grup ve @ # A < R olsun. Eger A kiimesi, R kiimesi iizerinde

tanimli isleme gore bir grup oluyorsa A kiimesine R grubunun bir alt grubu denir.

Tanimm 2.3. Bir grubun, etkisiz eleman1 ve kendisi disindaki bir alt grubuna 6z alt

grup denir.

Gosterim 2.4. (R, +) gosterimi ile R kiimesinin, lizerinde tanimlanan “ + * islemi ile

bir grup oldugu ifade edilir.

Tanim 2.5. R bir halka, U ve V, R halkasinin alt kiimeleri olsun. Buna gére, u € U ve

v € V olmak iizere uv — vu elemanlar1 tarafindan tiretilen kiime [U, V] dir.

Teorem 2.6. (Brauer’s Trick) Herhangi bir grup, iki 6z alt grubunun birlesimi olarak

yazilamaz.

Ispat: (G, *) bir grup olmak iizere, K ve H 6z alt gruplari i¢in G = HUK olarak
yazilsin. Kabul edelim ki, H & K ve K & H olsun. Bu durumda,a e H\ K ve b € K\ H
olacak bi¢imde a, b € G vardir. G grup oldugu i¢in a*b € G dir. Bu, a*b € H veya a*b € K
olmasi demektir. a*b € H olmasi durumunda, H 6z alt grup oldugu i¢in, a' € H dir. Bu
durumda, b = a'*a*b € H olur. Oysaki, b ¢ H olsun demistik. Bu nedenle, a*b € K dur.

Benzer sekilde, K &6z alt grup oldugu i¢in b’ € K olmasim kullandigimizda

2
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a = a*b*b’ € K olur. Bu ise, a ¢ K olmasi ile celisir. Celiskilerin nedeni kabuldiir. O
halde, K © H veya Hc K dir. Ik olarak, kabul edelim ki, K c H olsun. Bu durumda,

HUKc H olur. Bu, G ¢ H demektir. Bu ifade, H kiimesinin 6z alt grup olmasi ile geligir. O
halde, H c K dir. Bu durumda da, HUKc K olur. Bu, G © K demektir. Bu ifade de, K
kiimesinin 6z alt grup olmasi ile celisir. Bu durumda, tiim bu celigkilerin nedeni

baslangigtaki kabul olur. Boylece, G = HUK olmasi durumunda G = H veya G = K dur.
Tanim 2.7. Bos kiimeden farkli bir R kiimesi iizerinde,

“+”:RXR->R,(a,b)=a+bve“-":RXR-=R,(a b)— a-bislemleri tanimlansin.

Buna gore,

R1) (R, +)birdegismeli grup
R2) Hera, b, c € Rigin a- (b-c) =(a-b) -c
R3) Hera,b,c€Ricina-(b+c)=ab+awc,(a+tb)-c=ac+bc

kosullar1 saglaniyorsa R kiimesine bir halka denir. Ustelik,
hera,b € Ricina-b = b -a oluyor ise R halkasi bir degismeli halka dir.

Tanim 2.8. R bir halka ve @ # A < R olsun. Eger A kiimesi, R kiimesi iizerinde
taniml1 iglemlere gore bir halka oluyorsa A kiimesine R halkasinin bir alt halkasi denir.

Gosterim 2.9. (R, +, - ) gosterimi ile R kiimesinin, iizerinde tanimlanan “ + ” ve “ -
islemleri ile bir halka oldugu ifade edilir.

Tanim 2.10. R bir halka ve A, R halkasinin bos kiimeden farkl1 bir alt kiimesi olsun.

Buna gore,
Cr(A)={a€R|xa=ax,VXEA}
kiimesine A kiimesinin R halkasindaki merkezilestiricisi denir.
Cr(R) kiimesi Z ile gosterilir ve bu kiimeye halkanin merkezi denir.
Uyari 2.11. Bir halkanin merkezi, o halkanin alt halkasidir.
Tamm 2.12. (A, +, - ) ve (B, *, °) iki halka olmak iizere bir f : A — B fonksiyonu

her x, y€ R i¢in f(x + y) = f(x)*(y) ve f(x-y) = f(x)°f(y) ifadelerini sagliyorsa f

fonksiyonuna bir halka homorfizmasi denir.
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Tamm 2.13. (A, +, - ) ve (B,*, °) iki halka olmak iizere bir f : A — B fonksiyonu

her x, y€ R i¢in f(x + y) = f(x)*(y) ve f(x-y) = f(y)°f(x) ifadelerini sagliyorsa f

fonksiyonuna bir anti-halka homorfizmasi denir.
Tamm 2.14. (R, +, - ) bir halka olmak iizere
End (R) = { f|f: R — R, halka homomorfizmasi }
kiimesine R kiimesinin endomorfizimlerinin kiimesi denir.
Tamm 2.15. (R, +, - ) bir halka olmak iizere
Aut (R)={f|f:R — R, I-1 ve orten halka homomorfizmasi}
kiimesine R kiimesinin otomorfizimlerinin kiimesi denir.

Tamm 2.16. R bir halka ve A, R halkasinin bos kiimeden farkli bir toplamsal alt
grubu olmak {izere AR = {ar | a € A, r € R}C A oluyor ise A kiimesine R halkasinin bir
sag ideali, RA = {ra|a € A, r € R}C A oluyorsa A kiimesine R halkasinin bir sol ideali
denir. A kiimesi R halkasinin hem sol hem de sag ideali oluyorsa A kiimesine R halkasinin

bir ideali denir.

Tanim 2.17. L c R toplamsal alt grubu i¢in, [L, R] € L ise L kiimesine R halkasinin

bir Lie ideali denir.

Onerme 2.18. Her ideal bir Lie idealdir.
Tanmm 2.19. R bir halka ve P # R olan R halkasinin bir ideali olsun. A ve B, R
halkasinin herhangi iki ideali olmak iizere AB € P oldugunda A < P veya B € P oluyorsa

P idealine asal ideal denir.
Tanim 2.20. R bir halka olsun.

(i) a€R igin a" = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayisi varsa a elemanina
nilpotent eleman denir. a" = 0 fakat a" ' # 0 ise n tamsayisina nilpotentlik
indeksi denir.

(ii) B, R halkasinin bir ideali olsun. B idealinin her elemani nilpotent ise B idealine
nil ideal denir.

(iii) A, R halkasmnin bir ideali olsun. A" = (0) olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi

varsa A idealine nilpotent ideal denir.
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Uyar 2.21. Her nilpotent ideal nildir. Fakat, tersi her zaman dogru degildir.
Tamm 2.22. (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Uyan 2.23. Bir R halkasinin asal halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a, b € R igin
aRb = 0 oldugunda a = 0 veya b = 0 olmasidir.

Tamm 2.24. Sifirdan farkli nilpotent idealleri olmayan halkaya yari-asal halka

denir.

Uyan 2.25. Bir R halkasinin yar1 asal halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul a € R

olmak iizere aRa = 0 oldugunda a = 0 olmasidir.

Uyan 2.26. Her asal halka bir yari-asal halkadir. Fakat, tersi her zaman dogru
degildir.

Lemma 2.27. Herhangi bir asal halkada sinirli index’ 1 olan sifirdan farkli sol (sag) nil

ideali yoktur.
Lemma 2.28. Asal halkanin merkezinde sifirdan farkl sifir boélen eleman yoktur.

Ispat: R bir asal halka olmak iizere 0 # b € R ve a € Z icin ab = 0 olsun. Bu
durumda, a € Z oldugundan her x € R i¢in axb = 0 dir. Uyar1 2.23 den, a=0 veyab =0
olur. b # 0 olarak secildigi i¢cin a = 0 dur.

Lemma 2.29. Yar asal halkanin merkezinde sifirdan farkli nilpotent eleman yoktur.

Ispat: R, bir yar1 asal halka olmak iizere a, R halkasinin merkezinde bir nilpotent

eleman olsun. Bu durumda, a" = 0 olacak bi¢imde birn € Z" vardir. a € Z oldugundan,

her x € R igin axa™' = 0 olur. Bu, aRa™" = 0 olmas1 demektir. Bu ifadeyi soldan a"* ile

carpar ve bulunan esitlikte Uyar1 2.25 1 kullanirsak a"! = 0 bulunur. Tekrar a € Z olmasini
kullanirsak her x € R igin axa™ = 0 olur. Bu, aRa™ = 0 olmas1 demektir. Bu ifade soldan
a™ ile carpilir ve bulunan esitlikte Uyar1 2.25 kullanilirsa a"? = 0 bulunur. Art arda benzer

islemler tekrarlandiginda a = 0 oldugu goriiliir.

Lemma 2.30. R bir asal halka ve d, R halkasinin bir tiirevi olmak iizere d, R
halkasinin sifirdan farkli bir sol (sag) ideali lizerinde sifirsa, R iizerinde de sifirdir.

Ispat: Kabul edelim ki, U, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali olmak iizere
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d(U) = 0 olsun. U, sol ideal oldugundan her x € R, u € U i¢in xu € U dir. Bu durumda,
d(xu) = 0 olur. Tiirev tanimi1 yardimiyla bu ifadeyi diizenlersek
d(x)u + xd(u) = 0 bulunur. d(u) = 0 oldugundan her x € R, u € U i¢in d(x)u = 0 olur. Bu
ise, her x € R i¢in d(x)U = 0 demektir. U, sol ideal oldugu i¢in RU < U dir. Bu durumda,
d(x)RU c d(x)U = 0 olur. Yani, d(x)RU = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her x € R i¢in d(x) = 0
veya U = 0 elde edilir. U, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali oldugundan
her x € R i¢in d(x) = 0 olur. Bu, d = 0 demektir. Benzer sekilde, sifirdan farkli bir sag ideal
icinde ispatin dogru oldugu goriiliir.

Lemma 2.31. R bir asal halka olmak {izere sifirdan farkli degismeli bir sol (sag) ideali

var ise R degismeli halkadir.

Ispat: Kabul edelim ki, U, R halkasinin sifirdan farkli degismeli bir sag ideali olsun.

Bu durumda, her r, x € R, u € U i¢in [ur, x] =0 olur. Bu ifadeyi diizenlersek
[ur, x] = u[r, x] + [u, x]r = 0 bulunur. U, degismeli oldugu icin [u, x] = 0 dir. Boylece,

her r, x € R, u € U i¢in u[r, x] = 0 elde edilir. Bu, U[r, x] = 0 demektir. U, sag ideal
oldugundan UR[r, x] € UJr, x] = 0 dir. Yani, UR[r, x] =0 olur. Uyar1 2.23 den,

her r, x € R i¢in U = 0 veya [r, x] = 0 dir. U, R halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali
oldugundan her r, x € R i¢in [r, x] = 0 olur. Bu ise, R halkas1 degismeli demektir. Benzer

sekilde, sifirdan farkli bir sol ideal i¢inde ispatin dogru oldugu goriiliir.
Lemma 2.32. R bir asal halka olmak {izere, a € Z ve ab € Zise a=0 veya b € Z dir.
Tanim 2.33. d : R — R bir toplamsal doniisiim olmak {izere her x, y € R i¢in

d(xy) = d(x)y + xd(y) ise d doniisiimiine bir tiirev denir.
Tanmim 2.34. d : R — R bir toplamsal doniisiim olmak iizere her x € R i¢in

d(x) = [a, x] olacak bigimde bir a € R var ise d donlisiimiine a ile belirlenen bir i¢ tiirev

denir.

Tanmm 2.35. R bir halka olmak iizere her a € R i¢in na = 0 olacak bi¢cimde bir n

pozitif tamsayis1 varsa boyle n-lerin en kii¢tigline halkanin karakteristigi denir ve

charR = n ile gosterilir.
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Lemma 2.36. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka olmak {izere a € R i¢in

2a=01sea=0dr.

Lemma 2.37. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka olmak iizere a € R i¢in

2a € Z oluyor ise a € Z dir.

Tanim 2.38. R bir halka ve S, R halkasinin bir alt kiimesi olmak tizere F : R - R
bir doniistim olsun. Her s€ S igin [s, F(s)] = 0 oluyor ise F doniisiimiine, S kiimesi lizerinde

commuting doniisiim denir.

Tanim 2.39. R bir halka ve S, R halkasinin bir alt kiimesi olmak iizere F : R — R
bir doniistim olsun. Her se€ S i¢in [s, F(s)] € Z oluyor ise F doniislimiine, S kiimesi iizerinde

centralizing doniisiim denir.

Tanim 2.40. R bir halka ve S, R halkasinin bir alt kiimesi olmak iizere F : R — R bir
doniigim olsun. Her se S icin F(s)s + sF(s)eZ oluyor ise F doniisiimiine, S kiimesi

tizerinde skew-centralizing doniisiim denir.

Gosterim 2.41. R bir halka olmak iizere x, y € R i¢in [X, y] = Xy — yx ifadesine Lie

komiitatdr, ¢ ve 1, R halkasinin iki doniisiimii olmak iizere x, y € R igin
[X, V]6, = X0(y) — ©(y)x ifadesine (o,t)-Lie komiitatorii denir.

Uyant 2.42. (o,t)-Lie komiitatorii i¢in ¢ ve t doniislimleri yerine 1 : R — R

doniistimii alinirsa
[X, Y1 =xy —yx = [X, ]
olur.

Tamm 2.43. d : R — R bir toplamsal doniisiim ve o, 1, R halkasi tizerinde iki

doniigiimii olmak tizere her x, y € R i¢in d(xy) = d(x)o(y) + 1(x)d(y) oluyorsa

d doniisiimiine bir sag (6,7)-tiirev, her x, y € R i¢in d(xy) = o(x)d(y) + d(x)t(y) oluyorsa d
doniisiimiine bir sol (o,T)-tiirev denir. d, hem sag hem de sol (o, 1)-tlirev ise d doniisiimiine

(0,7)-tiirev denir.
Tanim 2.44. R bir halka ve o, 1, R halkasinin iki doniisiimii olmak iizere

Cor ={c € R|co(x) = 1(x)c, Vx €ER}={c€ R|[c,x]sr =0, vx € R}
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seklinde tanimlanan kiimeye R halkasinin (6,7)-merkezi denir.

Uyarn 2.45. Yukaridaki tanimda, ¢ ve T doniisiimleri yerine 1 : R — R birim doniisiim

aliirsa
Ci1 ={c€ R|cx=xqc VxER} =17
olur.
Lemma 2.46. R bir asal halka olmak tlizere b € C; ve ab € C; r ise b= 0 veya
a € Z dir.
Tanmim 2.47. R bir halka, 6, 1, R halkasinin iki doniisiimii ve a € R olmak t{izere

da : R = R, dy(x) = [a,X] 4+ seklinde tanimli doniisiime a ile belirlenen bir (o,1)-i¢ tiirev

denir.
Tanmim 2.48. R bir halka ve f: R — R bir toplamsal doniisiim olmak {izere

her x, y € R i¢in f(xy) = f(x)y + xd(y) olacak bigimde bir d : R — R tiirevi var ise f
doniigsiimiine d tiirevi ile belirlenen genellestirilmis sag tiirev, f(xy) = d(x)y + xf(y) olacak
bicimde bir d : R — R tiirevi var ise f doniisiimiine d tiirevi ile belirlenen genellestirilmis
sol tiirev denir. f, hem sag hem da sol genellestirilmis tlirev ise f doniisiimiine d tiirevi ile

belirlenen genellestirilmis tiirev denir.

Tamm 2.49. R bir halka ve a, b € R olmak {iizere f, , : R — R toplamsal doniistimii
her x € Ricin f, , (x) = ax + xb saglyorsa f, , donilisiimiine a ve b ile belirlenen

genellestirilmis ic tiirev denir.
fa. b, bir genellestirilmis i¢ tiirev ve dy, i¢ tiirev olmak iizere her x, y € R i¢in
fa. b (Xy) = fo, b (X)y + xdb(y) saglanir.

Tanim 2.50. R bir halka, f : R — R bir toplamsal doniisiim ve o, 1, R halkasinin iki
doniisiimii olmak tizere her x, y € R i¢in f(xy) = f(x)o(y) + ©(x)d(y) olacak bi¢imde bir

d : R — R (o, T)-tiirev var ise f doniisiimiine d, (o, T)-tiirevi ile belirlenen genellestirilmis

(o, T)-tiirev denir.
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Gosterim 2.51. (f, d) gosterimi ile d tiirevi ile belirlenen bir f genellestirilmis tiirevi

ifade edilir.
Tamm 2.52. R bir halka ve a, b € R olmak {izere g, ,: R — R,

2. b (X) = ac(x) + t©(x)b olarak tanimlanan g, 1, doniisiimiine a ve b ile belirlenen bir

genellestirilmis (o, T)-i¢ tiirev denir.

2a. b, bir genellestirilmis (o, T)-i¢ tiirev ve dy, (0,1)-i¢ tiirev olmak iizere her x, y € R

igin gu, b (xy) = b ()5(y) + T(x)ds(y) saglanir.
Tanim 2.53. R bir halka ve M bir toplamsal degismeli grup olmak iizere

a:MXR->M,(mr)->mrvef: RxXxM - M, (r,m) - rm doniisiimleri tanimlansin.

Bu islemler altinda her m, m;, m; € M, a, b € R i¢in

(i) o(m,a+Db)=a(m,a)+ a(m,b)
(ii) a(m; +my, a) = a(my, a) + a(my, a)

(iii) a(m, a(a, b)) = a(a(m, a), b)
oluyorsa M kiimesine bir sag R-modiil,

(iv) B(a+b, m)=B(a, m)+ (b, m)
(v) B(a, m; +my)=P(a, m) + P(a, my)

(vi) B(B(a, b), m) = B(a, B(b, m))

oluyorsa M kiimesine bir sol R-modiil denir. M, hem sag hem de sol R-modiil ise M

kiimesine bir R-bimodiil denir.
Tanim 2.54. A ve B iki sag R-modiil ve f: A — B bir donlisiim olmak iizere

her a;, a, € A igin f(a; + a;) = f(a;) + f(ay) olsun. Her r € R i¢in f(ar) = f(a)r oluyor ise f

doniigsiimiine sag R-modiil homomorfizmi denir.

Tanmm 2.55. R bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Bu

durumda,
M= {(U, ) |f: U - R sag R-modiil homomorfizm}

kiimesi iizerinde asagidaki bicimde tanimlanan " = " bagintis1 bir denklik bagintisidir.
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(U, f) = (V, g) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R halkasinin sifirdan farkh Wc U NV

ideali lizerinde f = g olmasidir.
cl(U, f) = f ve denklik siniflarinin kiimesi Q olsun. Buna gbre,

f+g

cdlUnyV, f+g)
fg=cl(VU,fg)

islemlerine gore Q, R halkasini kapsayan birimli bir asal halkadir. Bu halkaya Martindale
Kesirler halkasi denir. R halkasi {izerinde tanimli1 sa§ Martindale Kesirler Halkas1 Q,.(R)

ile gosterilir ve bu halka asagidaki 6zellikleri saglar:

(i Re< Q:(R)

(ii) q € Q.(R) olmak iizere R halkasinin sifirdan farkli bir I ideali i¢in qIS R dir.

(iii) 9 € Q.(R) olmak iizere R halkasinin sifirdan farkli bir I ideali i¢in ql=0
oluyorsa q = 0 dur.

(iv) I R halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve ¢ : I — R bir sag R-modiil doniistimii

ise her x € R i¢in @(x) = gx olacak bi¢imde bir q € Q.(R) vardir.
Tanim 2.56. Q halkasinin merkezi
C={XeQ|&Xq=0a% V3qeQ}

dir ve bu kiimeye R halkasinin genisletilmis merkezi (extended centroid) denir. Ustelik,

C kiimesi bir cisimdir.

Tanim 2.57. R bir halka ve C, R halkasinin Q i¢indeki genisletilmis merkezi olmak

tizere RC kiimesine merkezi kapams denir ve Rc ile gosterilir.

Lemma 2.58. R bir asal halka ve a, be R olmak iizere her x € R i¢in axb = bxa ve

a # 0 ise b = Aa olacak bigimde bir A € C vardir.

10
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Ozdeslikler:

e [xyl=—1[y,x]

e [x,—yl=—1[xY]

o [Ixylzl=[=1[y,x],z] = = [z, = [yx]] = [z [y, x]]

e [xytz]=[xyl*[x Z]

o [xy,z]=xly, z] + [x, z]y

*  [X,¥z]o.: = WYX, Z]o.: t [X, Y]o,x 0(2) = [U(2)X, Y], + [x5(Y), Z]o,«
o [xy,z]o.c = X[y, Z]o,« T [X, W2)]y = X[y, 0(2)] + [X, Z]o, 2 Y

o [Ix ¥loxszlo,s = [X, [Y; 2]]o,« = [[X, Z]o, 5 Y], = 0

Jacobi Ozdesligi: R bir halka olmak iizere her x, y, z € R igin

[x, [y, zI] *y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

saglanir.

11
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BOLUM 3

HALKALARDA TUREV

Bu boliimde, asal halkada tiirev ile ilgili ¢aligmalara ve d, g, h birer tiirev olmak
tizere, d(x) = ag(x) + h(x)b saglanmasi durumunda bulunan sonuglara yer verilmistir.
Ayrica, asal halkada ve halkanin sifirdan farkli bir Lie ideali ilizerinde komiitatiflik

incelenmistir.

3.1. Asal Halkalarda Tiirev

Posner E.C., 1957.

Lemma 3.1.1. R bir asal halka, a € R ve d : R = R bir tlirev olmak lizere her x € R

icin ad(x) =0 ise a=0 veyad =0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki, d # 0 olsun. Hipotezimizde, y € R olmak iizere, x yerine xy

yazarsak ad(xy) = 0 olur. Bu ifadeyi tiirev tanimini1 kullanarak diizenledigimizde

ad(x)y + axd(y) = 0 bulunur. Hipotezden ad(x) = 0 oldugundan her x, y € R i¢in axd(y) =0
olur. Bu ise, aRd(y) = 0 demektir. Uyar1 2.23 den, her y € R i¢in a = 0 veya d(y) = 0 olur.
Yani, a=0 veya d(R) = 0 dir. d # 0 oldugunu kabul ettigimiz i¢in a = 0 olur.

Lemma 3.1.2. R bir asal halka ve p, q, r € R olsun. Bu durumda, her a € R igin
paqar=0ise p=0veyaq=0 veyar=0 dir.

Ispat: Hipotezden, her a € R igin paqar = 0 dir. Bu ifadede, b € R olmak iizere, a
yerine a + b yazarsak p(a + b)q(a + b)r = 0 bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi halka
tanimi yardimiyla diizenlersek, her a, b € R i¢in paqar + pagbr + pbgar + pbgbr = 0 olur.

Hipotezden ilk ve son terim sifirdir. O halde,

pagbr + pbgar=0,V a,b €R

12
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elde edilir. Kabul edelim ki, pa = 0 olsun. Bu kabul altinda yukaridaki ifadeyi
diizenledigimizde her b € R i¢in pbgar = 0 olur. Bu ise, pRqar = 0 demektir. Uyar1 2.23

kullanilarak
pa=0=p=0veyaqgar=0

oldugu bulunur. pa = 0 olmasi durumunda her t € R i¢in pat = 0 oldugundan, yukaridaki
ifade yardimiyla, her t € R i¢in p = 0 veya qatr = 0 elde edilir. Bu ise, p = 0 veya qaRr =0
demektir. Uyar1 2.23 den, p = 0 veya ga = 0 veya r = 0 olur. Sonug olarak, pa = 0 kabulii
altinda p = 0 veya qa =0 veya r = 0 oldugu bulunur. O halde,

pagar=0 = p=0veyar=0 veya qaqar=0

dir. Hipotezde, her a € R i¢in pagar = 0 oldugundan her a € R i¢in p =0 veya r = 0 veya
gaqgar = 0 olur. Simdi, kabul edelim ki her a € R i¢in qagar = 0 olsun. Bu ifadede, a yerine

a + b yazar ve bulunan ifadeyi halka tanim1 yardimiyla diizenlersek

g(a+ b)q(a + b)r = qagar + qagbr + gbqgar + gbgbr = 0 bulunur. Kabulden ilk ve son terim
sifirdir. O halde, her a, b € R i¢in qagbr + gbqar = 0 dir. Kabul edelim ki, ar = 0 olsun. Bu
durumda, her b € R i¢in qagbr = 0 dir. Bu ise, gagRr = 0 demektir. Uyar1 2.23 den, qaq =0

veya r =0 olur. Yani,
ar=0=>qaq=0veyar=0

dir. Ote yandan, ar = 0 olmas1 durumunda her t € R igin tar = 0 dir. Bu durumda,
yukaridaki ifade yardimiyla, her t € R i¢in r = 0 veya qtaq = 0 oldugu bulunur. Bu ise, r =0
veya qRaq = 0 demektir. Uyar1 2.23 den, r =0 veya q =0 veya aq = 0 olur. O halde,

gaqar =0 =r=0 veya q= 0 veya qgaqaq =0

dir. Kabulde, her a € R i¢in qagar = 0 oldugundan her a € R i¢in r =0 veya q = 0 veya
gagaq = 0 olur. Simdi de, kabul edelim ki her a € R i¢in gaqaq = 0 olsun. Bu ifadede, a
yerine a + b yazar ve diizenlersek q(a + b)q(a + b)q = qaqaq + qagbq + gbqaq + gbgbq =0

bulunur. Kabulden, ilk ve son terim sifirdir. O halde,
gagbq + gbqaq=0,V a,b €R

olur. Yukaridaki ifadede, b yerine agb yazar ve diizenlersek gaq(agb)q + q(agb)qaq = 0
bulunur. Kabulden, ilk terim sifirdir. Boylece, her a, b € R i¢in q(agb)qaq = 0 elde edilir.

13
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Bu ise, her a € R i¢in qagRqaq = 0 demektir. Uyar1 2.23 den, her a € R i¢in qaq = 0 olur.
Yani, qRq = 0 dir. Tekrar Uyar1 2.23 den, q = 0 oldugu bulunur. Sonug olarak, her a € R

i¢in paqar = 0 olmasi durumunda p = 0 veya q =0 veya r = 0 dir.

Teorem 3.1.3. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d;, d, : R = R iki

tliirev olsun. Bu durumda, d;d, bir tiirev ise d; ve d, den en az biri sifirdir.
ispat: d,d, bir tiirev oldugundan her x, y € R i¢in
dida(xy) = di1d2(x)y + xdida(y)
olur. Ote yandan, d; ve d, nin birer tlirev olmasini kullanirsak, her x, y € R i¢in
didz (xy) = d 1(da(xy)) = di(da(x)y + xdx(y)) = di(da(x)y) + di(xx(¥))
= did(x)y + da(x)di(y) + di(x)da(y) + xdida(y)
dir. Bu iki 6zdeslikten her x, y € R i¢in
didx(x)y + xdida(y) = dida(x)y + da(x)di(y) + di(x)da(y) + xd1da(y)
elde edilir. Bu ifadeyi diizenledigimizde
da(x)di(y) + di(x)d2(y) =0, V X, y ER 3.1

bulunur. Yukaridaki 6zdeslikte, c € R olmak {lizere, x yerine xd;(c) yazar ve bulunan

ifadeyi tiirev tanimi yardimuyla diizenlersek, her x, y, ¢ € R igin
0 = dx(xdi(c))di(y) + di(xdi(c))da(y)

= dy(x)di(©)di(y) + xdadi(€)di (y) + di(x)di(C)da(y) + xdi*(c)da(y)

= dy(x)di(©)di(y) + di(x)di(c)da(y) + x(dadi(€)di(y) + di*(c)da(y))

elde edilir. Yukaridaki ifadenin son terimi, (3.1) nolu ifadede x yerine d;(c) yazilmis hali

verdigi i¢in sifirdir. Bu nedenle,
dx(x)di(c)di(y) + di(x)di(c)da(y) =0, VX,y,c ER (3.2)
olur. (3.1) nolu 6zdeslikte x yerine ¢ yazarsak d,(c)d;(y) + di(c)d2(y) = 0 bulunur. Yani,

her y, ¢ € R i¢in

14
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di(c)dz(y) = — da(c)di(y)
dir. Yukaridaki ifadeyi (3.2) nolu dzdeslikte yerine yazarsak, her x, y, ¢ € R igin,
0 = dx(x)di(c)di(y) + di(x)di(c)da(y) = d2(x)di1(c)di(y) + di(x)(— da(c)di(y))
= dy(x)di(c)di(y) — di(x)d2(c)di(y) = (da(x)di(c) — di(x)d2(c))di(y)
elde edilir. Boylece,
(d2(x)di(c) = di(x)d2(c))di(y) =0,V X, y,c ER
olur. Bu ise, her x, ¢ € R igin (dx(x)di(c) — di(x)dx(c))d;(R) = 0 olmast demektir.

Lemma 3.1.1 den, her x, ¢ € R i¢in dy(x)d;(c) — di(x)d2(c) = 0 veya d; = 0 olur. Kabul
edelim ki, her x, ¢ € R igin da(x)d;(c) — di(x)da(c) = 0 olsun. Ote yandan, (3.1) nolu
0zdeslikte y yerine ¢ yazarsak, her x, ¢ € R i¢in dy(x)d,(c) + d;(x)dz(c) = O elde edilir. Bu
iki esitligi taraf tarafa toplarsak her x, c € R i¢in 2dy(x)d;(c) = O olur. charR # 2
oldugundan, Lemma 2.36 dan, her x, ¢ € R i¢in d,(x)d;(c) = 0 dir. Bu durumda, her x € R
i¢in dy(x)d;(R) = 0 olur.

Lemma 3.1.1 den, her x € R i¢in dy(x) = 0 veya d; = 0 dir. Bu ise, d; = 0 veya d, = 0 olmasi

demektir.

3.2. Asal Halkalarda d(x) = ag(x) + h(x)b olmasi durumu

Bresar M., 1993.
Lemma 3.2.1. R bir asal halka, d ve g, R halkasinin tiirevleri ve her x, yeR i¢in
d(0g(y) = g)d(y) (3.3)

olsun. d, sifirdan farkli bir tiirev ise her xe R i¢in g(x) = Ad(x) olacak bigimde bir A € C

vardir.
Ispat: (3.3) nolu 6zdeslikte, ze R olmak iizere, y yerine yz yazilirsa

d(x)g(yz) = g(x)d(yz) bulunur. Bulunan ifade tiirev tanimi1 kullanilarak diizenlendiginde

15
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d(x)g(y)z + d(x)yg(z) = g(x)d(y)z + d(x)yd(z) olur. (3.3) nolu 6zdeslik kullanildiginda

dx)yg(z) = gx)yd(z), V x,y,z € R (3.4)
elde edilir. (3.4) nolu 6zdeslikte, z yerine x yazarsak d(x)yg(x) = g(x)yd(x) bulunur.

Ote yandan, d # 0 oldugu i¢in d(x¢) # 0 olacak bi¢imde bir xoe R vardir. Lemma 2.58 den,
d(x0) # 0 olarak secilen her xo€ R igin

g(x0) = Mx0)d(x0)

olacak bicimde bir A(xg) €C vardir. d(xg) # 0 ve d(zp) # 0 olacak sekilde xo ve zope R

secilir ve (3.4) nolu 6zdeslik bu elemanlar i¢in diizenlenirse

d(x0)yMz0)d(zo) = (x0)d(X0)yd(zo) bulunur. Bu, her y € R icin A(xg) — M2z0))d(Xo)yd(zp) =0

olmasi demektir. Yani,
(MX0) — M2z0))d(x0)Rd(z0) = 0

dir. Uyar1 2.23 den, (MXo) — M2z0))d(x0) = 0 veya d(zg) = 0 olur. d(zo) # 0 secildigi igin
(Mx0) — Mz0))d(x0) = 0 elde edilir. d(x¢) # 0 oldugu da kullanilirsa A(x¢) = A(zo) bulunur.
Bu ise, A temsilcilerden bagimsiz olarak segilir demektir. O halde, d(x) # 0 olacak bigimde
secilen her x e R i¢in g(x) = A(x)d(x) olacak sekilde bir Ae C vardir. Simdi d(x¢) = 0 olacak

bicimde bir xpe€ R secelim ve (3.4) ifadesi bu eleman i¢in diizenleyelim. Bu durumda,
g(xo)yd(z) =0, Vy,zeR
bulunur. Uyar1 2.23 den, her ze R i¢in g(x) = 0 veya d(z) = 0 dir. Hipotezde,

d # 0 oldugu igin g(x¢) = 0 elde edilir. O halde, g(xo) = 0 = L0 = Ad(x¢) biciminde
yazilabildiginden d(x) = 0 olan her x € R i¢in g(x) = Ad(x) oldugu goriiliir.

Boylece, her x € R i¢in g(x) = Ad(x) olacak bi¢cimde bir A € C vardir.
Lemma 3.2.2. R bir asal halka, f, d, g, h, R halkasinin tiirevleri ve her x, ye R igin
d(x)g(y) = h(x)f(y) 3.5)

olsun. d ve f, sifirdan farkl: tiirevler ise her xeR i¢in g(x) = Af(x) ve h(x) = Ad(x) olacak
bicimde bir A € C vardir.

Ispat: (3.5) nolu 6zdeslikte, ze R olmak iizere, y yerine zy yazilirsa
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d(x)g(zy) = h(x)f(zy) bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi tlirev tanimi yardimiyla
diizenlersek d(x)g(2)y + d(x)zg(y) = h(x)f(z)y + h(x)zf(y) olur. Hipotezden,

d(x)g(z) = h(x)f(z) dir. O halde,
d(x)zg(y) = h(x)zf(y) , V x,y, zeR (3.6)
elde edilir. (3.6) nolu 6zdeslikte, w € R olmak iizere, z yerine zf(w) yazilirsa

d(x)zf(w)g(y) = h(x)zf(w)f(y) bulunur. Bulunan bu ifadede (3.6) nolu 6zdeslik kullanilirsa
d(x)zf(w)g(y) = d(x)zg(w)f(y) olur. Yani, d(x)z(f(w)g(y) — g(w)f(y)) = 0 dir. Bu ise,

dX)R(fwW)g(y) — gwW)f(y)) =0, ¥ x,y, we R

demektir. Yukaridaki ifadeye Uyar1 2.23 uygulandiginda, her x, y, we R i¢in d(x) = 0 veya
fiw)g(y) — g(w)f(y) = 0 olur. Hipotezde d # 0 oldugu i¢in,

fiw)g(y) = gw)f(y), Vy, weR

elde edilir. Lemma 3.2.1 den, her yeR i¢in g(y) = M(y) olacak bigimde bir Ae C oldugu
goriiliir. (3.6) nolu 6zdeslik bu esitlik kullanarak diizenlenirse d(x)zAf(y) = h(x)zf(y) olur.
Yani, her x, y, z e R icin (Ad(x) — h(x))zf(y) = 0 dir. Bu ise,

(M(x) — h(x))Rf(y) =0, Vx,yeR
demektir. Uyar1 2.23 den, her x, ye R i¢in Ad(x) — h(x) = 0 veya f(y) = 0 olur. Hipotezde,
f# 0 oldugu i¢in
h(x) =Ad(x), VxeR,AeC
elde edilir.

Teorem 3.2.3. R bir asal halka, d, g, h, R halkasinin tiirevleri ve a, be R olmak {izere

her xeR i¢in
d(x) = ag(x) + h(x)b (3.7)
olsun. O zaman, ag Z ve b ¢ Z olmas1 durumunda her x € R i¢in d(x) = [Aab,x],
g(x) = [Ab,x], h(x) = [Aa,x] olacak bicimde bir A€ C vardir.
Ispat: (3.7) nolu ifadede, y € R olmak iizere, x yerine xy yazilirsa
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d(xy) = ag(xy) + h(xy)b bulunur. Bu ifade tiirev tanimi kullanilarak diizenlenirse

d(x)y + xd(y) = ag(x)y + axg(y) + h(x)yb + xh(y)b olur. Ote yandan, (3.7) nolu ifade
kullanilarak d(xy) = d(x)y + xd(y) = ag(x)y + h(x)by + xag(y) + xh(y)b oldugu bulunur. Bu
iki ifade taraf tarafa ¢ikarilarak axg(y) + h(x)yb = h(x)by + xag(y) elde edilir. I, : R - R,

X = ax —xave I, : R = R, x = bx — xb olarak tanimlanan i¢ tiirevler olmak {izere son

ifadeyi diizenlersek

L(x)g(y) =h(x)I(y), Vx,yeR

elde edilir. ag Z ve be Z oldugu i¢in, I,(x¢) # 0, Ip(yo) # 0 olacak bigimde xy, yo€ R vardir.
O halde, Lemma 3.2.2 den, her x, ye R i¢in g(y) = A[b, y] = [Ab, y] ve

h(x) = Ma, x] = [Aa, x] olacak bi¢imde bir Ae C oldugu gériiliir. Ustelik,
[Aab, x] = A[ab, x] = Aa[b, x] + A[a, x]b = a[Ab, x] + [Aa, x]b = ag(x) + h(x)b
olur. Hipotezden, d(x) = ag(x) + h(x)b dir. Boylece
d(x) =[Aab, x], VxeR
elde edilir.

Sonu¢ 3.2.4. R bir asal halka, g ve h, R halkasinin tiirevleri ve a, be R olmak iizere

her x e R i¢in ag(x) + h(x)b = 0 olsun. ag¢ Z ve b¢ Z olmasi durumunda, her xe R i¢in
g(x) = [Ab, x], h(x) = [Aa, x] olacak bicimde bir L€ C vardir. Ustelik, g # 0 ise abe Z dir.
Ispat: Teorem 3.2.3 uygulandiginda her x € R igin g(x) = [Ab, x], h(x) = [Aa, x],

[Aab, x] = 0 olacak bi¢imde A C vardir. Kabul edelim ki, g # 0 olsun. Bu durumda, A # 0
dir. [Aab, x] = 0 ifadesi diizenlenirse [Aab, x] = A[ab, X] = 0 olur. Bu durumda, her ke R
icin kA[ab, x] = 0 dir. Ae C olmasin1 kullanarak bu esitligi diizenledigimizde her ke R i¢in
Ak[ab, x] = 0 oldugu bulunur. Yani, AR[ab, x] = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her xeR i¢in A = 0
veya [ab, x] =0 olur. A # 0 oldugu i¢in,

[ab, x] =0, VxeR

dir. Bu ise, ab € Z demektir.
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3.3. Asal Halkalarda Komiitatiflik

Herstein 1. N., 1979.

Teorem 3.3.1. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, d, R halkasinin

stfirdan farkli bir tiirevi ve a€ R olmak iizere her x € R i¢in [a, d(x)] = 0 ise ae Z dir.

Ispat: Kabul edelim ki, a € Z olsun. Hipotezden, her x, yeR i¢in [a, d(xy)] = 0 olur.

Bu ifadeyi tiirev tanimi yardimiyla diizenledigimizde
0=[a, d(xy)] = [a, dX)y + xd(y)] = [a, d(x)y] + [a, xd(y)]
=d(x)[a, y] * [, dx)]y + x[a, d(y)] + [a, x]d(y)
bulunur. Hipotezden, [a, d(x)] = [a, d(y)] = 0 olmasin1 yukaridaki ifadede kullanirsak
d(x)[a, y] +[a, x]d(y) =0,V x,yeR (3.8)
elde edilir. Farz edelim ki, [a, y] = 0 olsun. Bu durumda (3.8) nolu ifadeyi diizenlersek
[a, x]d(y) =0,V xeR
oldugu bulunur. Yukaridaki ifadede, z € R olmak {izere, x yerine xz yazarsak

[a, xz]d(y) = O bulunur. Bu esitligi diizenlersek x[a, z]d(y) + [a, x]zd(y) = 0 elde edilir.
Yukaridaki ifadeden [a, z]d(y) = 0 oldugu i¢in [a, x]zd(y) = O olur. Bu ise, [a, x]Rd(y) =0
olmasi demektir. Uyar1 2.23 den, her x € R i¢in [a, x] = 0 veya d(y) = 0 dir. d(y) # 0

olmasi durumunda
aeZ dir. Buise, a € Z olmasi ile ¢elisir. O halde, d(y) = 0 dir. Boylece,
[a,y]=0=d(y)=0

oldugu bulunur. Hipotezden, her xeR i¢in [a, d(x)] = 0 oldugundan yukaridaki ifade
yardimiyla d(d(x)) = 0 oldugu bulunur. Yani, her xeR i¢in d*(x) = 0 dir. Bu ise, d* = 0
olmas1 demektir. [Herstein I. N., 1976., Lemma 1.1.9] dan, d # 0 olmasi durumunda d?#0
olmas1 gerekir. Bu nedenle, d* = 0 oldugunu buldugumuz i¢in ¢eliski elde edilir. Celiskinin

nedeni kabuldiir. O halde, ac Z dir.
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Lee P. H. ve Lee T. K., 1981.

Teorem 3.3.2. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, d, R halkasinin

stfirdan farkli bir tiirevi ve a€ R olmak iizere [a, d(R)] € Z ise ac Z dir.
ispat: Hipotezden, [a, d(a®)] € Z dir. Tiirev tanimi yardimiyla bu ifadeyi diizenlersek
[a, d(a®)] =[a, d(a)a + ad(a)] = d(a)[a, a] + [a, d(a)]a + a[a, d(a)] + [a, a]d(a)
=[a, d(a)]a + a[a, d(a)]eZ

bulunur. Hipotezden, [a, d(a)]€Z oldugu icin yukaridaki ifadeden 2a[a, d(a)]eZ oldugu
bulunur. charR # 2 oldugundan, Lemma 2.37 den

a[a, d(a)]eZ
elde edilir. Yukaridaki ifade ve [a, d(a)] € Z olmasin1 beraber diisiindiigiimiizde,
Lemma 2.32 den, [a, d(a)] = 0 veya ae Z olur. a € Z olmas1 durumunda [a, d(a)] = 0 dur.
a € Z olmasi durumunda da [a, d(a)] = 0 dir. O halde,
[a, d(a)] =0 (3.9)

dir. Ote yandan, hipotezden, her x € R i¢in [a, d([a, x])] € Z dir. Tiirev tanim1 yardimiyla bu

ifadeyi diizenledigimizde

[a, d([a, x])] = [a, [d(a), x] + [a, d(x)] ] = [a, [d(a), x] ] * [a, [a, d(x)] ] € Z

bulunur. Hipotezden [a, d(x)] € Z oldugu ig¢in [a, [a, d(x)]] = 0 dir. Bunu yukaridaki ifadede

kullanirsak, her x e R i¢in
[a, [d(a), x]]eZ (3.10)
olur. Bu ifadede, a€ R olmak iizere, x yerine ax yazar diizenlersek
[a, [d(a), ax]] = [a, a[d(a), x] + [d(a), a]x] € Z
elde edilir. (3.9) nolu ifadeyi kullanirsak
[a, [d(a), ax]] = [a, a[d(a), x] = a[a, [d(a), X]] + [a, a][d(a), x] = a[a, [d(a), X]]€ Z

oldugu bulunur. (3.10) nolu ifadeyi yukaridaki ifade ile beraber diisiindiiglimiizde,
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Lemma 2.32 den, ae Z veya [a, [d(a), x]] = 0 oldugu bulunur. a € Z olmasi durumunda
[a, [d(a), x]] =0 dir. a € Z olmas1 durumunda da [a, [d(a), Xx]] =0 dir. O halde,

her x eR icin [a, [d(a), x]] =0 dir. I, : R &> R, x = [a, x] ve Iy : R = R, x = [d(a), x]
olarak tanimlanan ig¢ tiirevler olmak {izere, son bulmus oldugumuz esitligi diizenlersek her
x€R i¢in I,(Ig@)(x)) = 0 olur. Bu ise, ll4a) = 0 olmas1 demektir. Teorem 3.1.3 den, I, = 0
veya lya) = 0 olur. Bu ise, aeZ veya d(a)e Z demektir. Kabul edelim ki, a€ Z olsun. Bu
durumda, her xeR i¢in ax = xa dir ve d(ax) = d(xa) olur. Bu esitligi tiirev tanimi
yardimiyla diizenlersek d(a)x + ad(x) = d(x)a + xd(a) bulunur. a € Z olmasini kullanarak bu
ifadeyi diizenledigimizde d(a)x = xd(a) elde edilir. Yani, her xe R i¢in [d(a), x] = 0 dir. Bu
ise, d(a)eZ demektir. Boylece, acZ olmasi durumda d(a)eZ olur. a €Z olmasi

durumunda da d(a) € Z dir. O halde,
d(a)eZ
olur. Ote yandan, hipotezden, her x e R i¢in [a, d(ax)] € Z dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde
[a, d(ax)] = [a, d(a)x + ad(x)] = [a, d(a)x] + [a, ad(x)]

=d(a)[a, x] + [a, d(a)]x + [a, a]d(x) + a[a, d(x)]

=d(a)[a, x] + [a, d(a)]x + a[a, d(x)] e Z
oldugu bulunur. d(a) € Z oldugundan, her xR i¢in

d(a)[a, x] + a[a, d(x)]eZ (3.11)

elde edilir. Bu durumda, her teR i¢in [t, d(a)[a, x] + a[a, d(x)]] = O dir. Bu ifadeyi

diizenlersek
0=1t, d(a)[a, x]] + [t, a[a, d(x)]]
=d(a)[t, [a, x]] +[t, d(a)][a, x] + a[t, [a, d(x)]] + [t, a][a, d(x)]

bulunur. Hipotezden dolayi [t, [a, d(x)]] = 0 dir. d(a) e Z oldugu i¢in [t, d(a)] = O olur. Bu

bilgiler yardimiyla tistteki esitligi diizenledigimizde, her x, te R igin

d(a)t, [a, x]] + [t, a][a, d(x)] = 0

elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede t yerine a yazarsak
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d(a)[a, [a, x]] + [a, a][a, d(x)] = d(a)[a, [a, x]] = 0 bulunur. Her ke R icin

kd(a)[a, [a, x]] = 0 dir. d(a) € Z oldugundan, her ke R i¢in d(a)k[a, [a, x]] = 0 olur.

Bu ise, d(a)R[a, [a, x]] = 0 olmas1 demektir. Uyar1 2.23 den, her xe R i¢in d(a) = 0 veya
[a, [a, x]] = 0 dir. Kabul edelim ki, d(a) # 0 olsun. Bu durumda, her x € R i¢in

[a, [a, x]] = 0 dir. Bu ise, [,I,(R) = 0 demektir. Teorem 3.1.3 den, I, = 0 olur. Yani, d(a) # 0
iken aeZ dir. Simdi de, kabul edelim ki, d(a) = 0 olsun. (3.11) nolu ifadeyi bu kabul
altinda diizenlersek her x € R i¢in a[a, d(x)] € Z olur. Hipotezden [a, d(x)] € Z dir. O halde,

Lemma 2.32 den, her xeR i¢in ae Z veya [a, d(x)] =0 olur. ae Z ise [a, d(x)]| =0 dir. a € Z
olmasi durumunda da [a, d(x)] = 0 dir. Boylece, [a, d(R)] = 0 olur. Teorem 3.3.1 den, acZ
dir. Ispat biter.

Teorem 3.3.3. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin
stfirdan farkli bir tiirevi olmak tizere [d(R), d(R)] € Z ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: Hipotez ve Teorem 3.3.2 den d(R) € Z olur. Bu durumda, her x, y € R i¢in
[x, d(xy)] = 0 dir. Bu ifadeyi tiirev tanimi1 yardimiyla diizenledigimizde
0 =[x, dxy)] = [x, d®)y + xd(y)] = [x, dx)y] + [x, xd(y)]
=dX)[x, y] + [x, d(x)]y * [x, x]d(y) + x[x, d(y)]
= dX)[x, y] + [x, dx)]y + x[x, d(y)]

bulunur. d(x), d(y) € Z oldugu i¢in [x, d(x)]y = x[x, d(y)] = 0 dir. Béylece, her x, ye R i¢in

d(x)[x, y] = 0 olur. te R olmak iizere bu ifadeyi soldan t ile ¢carpar ve olusan ifadeyi
d(x) € Z olmasini kullanarak diizenlersek td(x)[x, y] = d(x)t[x, y] = 0 bulunur. Bu islem
her te R icin yapilabileceginden d(x)R[x, y] = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her x, yeR i¢in
d(x)=0veya [x,y] =0olur. A= {x € R |d(x) =0} ve

B={x€R|[x,y]=0, Vy € R}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir.
Boylece, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. R = A olmasi durumunda, her x € R i¢in
d(x) = 0 dir. Bu, d = 0 olmas1 demektir. Oysaki, hipotezde, d # 0 olmasi ile celisir. O
halde, R = B dir. Bu durumda, her x, y € R igin
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[X, y] = 0 dir. Yani, her x € R i¢in [x, R] = 0 dir. Bdylece, R halkas1 degismeli olur.

Teorem 3.3.4. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir tiirevi olmak iizere d*(R) € Z ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: Hipotezden, her x, yeR igin d*([x, y])eZ dir. Tiirev tanim1 yardimiyla bu

ifadeyi diizenlersek
d([x, y]) = d(d([x, yD) = d([d(x), y] + [x, d()]) = d([d(x), y]) + d([x, d(y)])
= [d°(). Y] + [dx). d(y)] + [dR), dW)] + [x, d*()]
= [d°(x), y] + 2[d(x). d(y)] + [x, ()] € Z
bulunur. Hipotez yardimiyla yukaridaki ifadeyi diizenlersek, her x, ye R i¢in
2[d(x), d(y)] € Z olur. Lemma 2.37 den,
[d(x),d(y)]€Z,V x,yeR
dir. Bu ise, [d(R), d(R)] € Z demektir. Teorem 3.3.3 den, R degismeli bir halkadir.

Teorem 3.3.5. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

stfirdan farkli bir tiirevi olmak tizere her x € R i¢in [x, d(x)] € Z ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: Hipotezden, her x, yeR icin [x, d(x)] € Z dir. Bu ifadede, ye R olmak iizere, x

yerine X + y yazar ve olusan ifadeyi tiirev tanimini kullanarak diizenlersek
[x+y, dx+y)]=[x+y,dx)+dy)] =[x, dx)] +[x, dy)] + [y, dX)] + [y, d(y)] € Z
elde edilir. Yukaridaki ifadede hipotezi kullanirsak, her x, yeR i¢in
[x, d(y)] *+ [y, d(x)] € Z oldugu bulunur. Bu ifadede y yerine [x ,y] yazarsak
[x, d([x, Y]] + [[X, y], d(x)] € Z olur. Tiirev tanim1 yardimiyla bu ifadeyi diizenledigimizde
[x, d([x, yDI + [[x, y1], d)] = [x, [d(x), y]] + [x, [x, dW)]] + [[x, y], dx)]€ Z
bulunur. Elde etmis oldugumuz bu ifadeyi diizenlersek

[x, [d(x), y]] + [X, [X, d(¥)]] + [d(X), [y, X]] € Z oldugu bulunur. Jacobi 6zdesliginden,
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[x, [dx), y]] + [dX), [y, x]] = — [y, [X, d(x)]] dir. Bu esitligi yukaridaki 6zdeslikte
uygularsak, [x, [x, d(¥)]] — [y, [X, d(X)]] € Z elde edilir. Hipotezimizi kullandigimizda

[y, [X, d(x)]] = O olur. Boylece, her x, ye R i¢in

[x, [x,d(y)]]€eZ (3.12)

oldugu bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadede, x yerine x + d(y) yazar ve olusan ifadeyi

tirev tanimini kullanarak diizenlersek

[x+d(y), [x +d(y), d]] = [x +d(y), [x, d(¥)] +d(y), d(¥)]]
=[x, [x, dWI] * [d(y), [x, d(¥)]]€ Z

bulunur. (3.12) nolu ifade kullanildiginda, [d(y), [x, d(y)]]€ Z dir. Bu ise, her x, ye R i¢in
[d(y), [d(y), x]] € Z olmas1 demektir. Igy) : R = R, x = [d(y), x] olarak tanimlanan bir i¢

tiirev olmak iizere son bulunan ifadeyi diizenlersek, her x e R i¢in

L) ([d(¥), X)) = Liy(Lay)(X)) = Pay(X) € Z olur. Yani, Py(R) € Z dir. Teorem 3.3.4 den,
her yeR i¢in R € Z ya da I4y) = 0 olur. R halkasiin degismeli olmas1 durumunda ispat

biter. O halde, her yeR i¢in Iy = 0 olmas1 durumunu inceleyelim. Bu,

her xeR i¢in I4y)(x) = 0 olmast demektir. Yani, [d(y), x] = 0 dir. Bu ise, [d(y), R] =0
demektir. Yani, d(y) € Z dir. Bu islemler her y € R i¢in yapilabileceginden d(R) € Z dir. Bu
durumda, her x, yeR i¢in d(x), d(y)eZ ve [x, d(xy)] = O olur. Bu ifadeyi tiirev tanimi

yardimtyla diizenledigimizde
0 =[x, d(xy)] =[x, d(x)y + xd(y)] = [x, d(x)y] + [x, xd(y)]
=dX)[x, y] + [x, dX)]y * [x, x]d(y) + x[x, d(y)]
= dx)[x, y] * [x, dX)]y + x[x, d(y)]

bulunur. d(x), d(y) € Z oldugu i¢in [x, d(x)]y = x[x, d(y)] = 0 dir. Béylece, her x, y €R i¢in

d(x)[x, y] = 0 olur. te R olmak iizere bu ifadeyi soldan t ile ¢arpar ve bulunan ifadeyi
d(x) € Z olmasin kullanarak diizenlersek td(x)[x, y] = d(x)t[x, y] = 0 bulunur. Bu islem
her te R icin yapilabileceginden, d(x)R[x, y] = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her x, yeR i¢in

d(x) = 0 veya [x, y] = 0 olur. Bu durumda, A = {x € R | d(x) =0} ve
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B={x€R|[x,y]=0,Vy € R}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir.

Boylece, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. R = A olmasi durumunda, her x € R i¢in
d(x) =0 dir. Yani, d =0 dir. Bu, d # 0 olmasi ile ¢elisir. O halde, R = B dir. Bu durumda,
her x, y € R i¢in [X, y] = 0 dir. Yani, her x € R i¢in [x, R] = 0 dir. Bu ise, her x € R i¢in

x € Z olmas1 demektir. Boylece, R halkasi degismeli olur.

Bresar M., 1993.

Lemma 3.3.6. R degismeli olmayan bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkl
bir sol ideali olsun. d, R halkasinin bir tiirevi olmak tizere d : U — Z(R) tanimli bir

doniisiim ise d = 0 dur.

Ispat: Hipotezden her u, veU icin d(u), d(v) € Z dir. U, R halkasinimn sol ideali
oldugu icin vue U dir. Bdylece, hipotezden, d(vu) € Z dir. Bu durumda, [d(vu), u] = 0 olur.

Bu ifadeyi tiirev tanim1 yardimiyla diizenlersek
0 = [d(vu), u] = [d(v)u + vd(u), u] = [d(V)u, u] + [vd(u), u]
= d(v)[u, u] + [d(v), u]u + v[d(w), u] + [v, u]ld(w) = [v, u]d(u)

bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi sagdan keR ile carpar ve d(u)eZ olmasini

kullanarak diizenlersek
[v,ulkd(u) =0, VkeR, Vu,velU

elde edilir. Bu ise, [v, u]Rd(u) = 0 demektir. Uyart 2.23 den, her u, ve U ig¢in, [v, u] =0
veya d(u) =0 olur. A={ueU |[v,u] =0, VveU}ve B={ueU |d(u) =0}, U sol idealinin
alt gruplandir ve U = AU B olarak yazilir. Boylece, Teorem 2.6 dan, U = A veya U =B
dir. Kabul edelim ki, U = A olsun. Bu, her u, ve U i¢in [v, u] = 0 olmast demektir. Yani,
her veU i¢in [v, U] =0 dir. I,y : R - R, x — [vy, X] olarak tanimlanan i¢ tiirev olmak
lizere son ifadeyi diizenledigimizde I,o(U) = 0 olur. Lemma 2.30 dan, I, = 0 dir. Bu ise,
her xeR i¢in L,o(x) = 0 demektir. Boylece, her xeR i¢in [vy, x] = 0 oldugundan v, e Z dir.
Bu da, U sol ideali degismeli demektir. Bu durumda, Lemma 2.31 den, R halkasi da
degismelidir. Oysaki, kabuliimiizde R degismeli olmayan bir halka idi. O halde, U = A

olamaz. Yani, U = B dir. Bu, her ue U i¢in d(u) = 0 olmas1 demektir. Bu durumda,
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Lemma 2.30 dan, d = 0 oldugu bulunur.

Bell H. E. ve Martindale W. S., 1987.

Lemma 3.3.7. R yar1 asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali olsun.

d, R nin tiirevi olmak iizere U iizerinde centralizing ise U iizerinde commuting dir.

ispat: Hipotezden, her x € U i¢in [x?, d(x%)] €Z dir. Tiirev tanimi yardimyla bu
ifadeyi diizenledigimizde [x% d(x*)] = [x*, d(x)x + xd(x)] € Z bulunur.

2xd(x) — [x, d(x)] = xd(x) + d(x)x olmasin1 yukaridaki ifadede kullanirsak

[x%, d(x)x +xd(x)] = [x*, 2xd(x) — [x, d(x)]] € Z elde edilir. Hipotezde, [x, d(x)] € Z oldugu
icin [x% 2xd(x)] € Z oldugu bulunur. Bu ifadeyi diizenledigimizde

[x% 2xd(x)] = 2[x%, xd(x)] = 2x[x*, d(x)] + 2[x*, x]d(x) € Z olur.
[x% x] = [xx, X] = x[x, X] + [X, X]x = 0 olmasin1 yukaridaki ifadede kullanirsak
2x[x%, d(x)] € Z elde edilir. Bu ifadeyi diizenlersek

2x[x%, d(x)] = 2xx[x, d(x)] + 2x[x, d(x)]x = 2x°[x, d(x)] + 2x[x, d(x)]xe Z

bulunur. Hipotezden, [x, d(x)] € Z olmasin1 yukaridaki ifadede kullanirsak 4x7[x, d(x)] € Z
olur. Bu durumda, 4[x’[x, d(x)], d(x)] = 0 olur. Bu ifadeyi diizenlersek

4[x7[x, d(x)], d(x)] = 4x°[[x, d(x)], d(x)] + 4[x*, d(x)][x, d(x)] = 0 bulunur. Hipotezde

[x, d(x)] € Z oldugu i¢in [[x, d(x)], d(x)] = 0 dir. Boylece, 4[x%, dX)][x, d(x)] = 0 oldugu
elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadeyi diizenlersek

0 =4[x’, d®)][x, d(x)] = 4[xx, dX)][x, d(x)] = (4x[x, d(x)] + 4[x, dX)]X)[X, d(X)]
=4x[x, dX)][x,d(x)] + 4[x, d(x)]x[x, d(X)]

olur. Hipotezde [x, d(x)] € Z oldugu i¢in yukaridaki ifadeden 8x[x, dx)]*=0 oldugu

bulunur. 8[x, d(x)]’ ifadesini diizenlersek
8[x, d(x)] = 8[x, d(x)]([x, d(x)])* = 8(xd(x) — d(x)x)([x, d(x)])’
= 8xd(x)([x, dx)])* — 8d(x)x([x, d(x)])’
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elde edilir. [x, d(x)]€ Z oldugu icin ([x, d(x)])* € Z olmasini kullanarak yukaridaki ifadeyi

diizenledigimizde
8xd(x)([x, d(x)])* — 8d(x)x([x, d(x)])* = 8xd(x)([x, d(x)])* — d(x)8x([x, d(x)])*= 0

oldugu bulunur. Bu durumda, 8[x, d(x)]’ = 0 olur. Bu ise, her x e U i¢in (2[x, d(x)])’=0
demektir. 2[x, d(x)] € Z oldugundan, Lemma 2.29 dan

2[x, dx)] =0,V x €U (3.13)

olur. [x%, d(x)] ifadesini diizenlersek [x?, d(x)] = x[x, d(x)] + [x, d(x)]x olur. [x, d(x)]€ Z
oldugu i¢in [x%, d(x)] = 2x[x, d(x)] = x2[x, d(x)] = 0 oldugu bulunur. Yani,

[x% d(x)]=0,Vx €U (3.14)
dir. (3.13) nolu 6zdeslikte, y € U olmak iizere, x yerine x + y yazarsak
2[x +y, d(x +y)] = 0 bulunur. Bu ifadeyi tlirev tanim1 yardimiyla diizenlersek
0=2[x+y.dx+y)]=2[x+y,dx) +d(y)]
= 2[x, d(®)] + 2[x, d(y)] + 2[y, d()] + 2[y, d(y)]
elde edilir. (3.13) nolu 6zdeslik yardimiyla bu ifadeyi diizenledigimizde

2([x, d(y)] * [y, d(x)]) = 0 oldugu bulunur. Benzer sekilde, hipotezde, x yerine x +y
yazarsak [x +y, d(x) + d(y)] € Z olur. Bu ifadeyi de tiirev yardimiyla diizenlersek

[x+y, dx +y]=[x+y,dx)+dy)]=[x,dx)]+[x, dy)] + [y, dx)] + [y,d(y)] € Z olur.
Hipotez yardimiyla bu ifadeyi diizenledigimizde [x, d(y)] + [y, d(x)]€ Z bulunur. Elde
etmis oldugumuz bu bilgiler, hipotez ve (3.13) nolu 6zdeslik yardimiyla

[xy + yx, d(x)] + [x% d(y)] ifadesini diizenledigimizde
[xy + yx, dx)] + [x%, d(y)] = [xy, d®)] + [yx, dx)] + [x*, d(y)]
=x[y, dx)] * [x, dX)]y + y[x, dx)] + [y, dx)]x + x[x, d(y)] + [x, d(y)]x
=x([y, dx)] + [x, d(y)D + [x, dx)]y + y[x, dx)] + ([y, d(x)] * [x, d(y)]Dx
=2x([y, dx)] + [x, d(y)]) + 2y[x, d(x)]

=x2([y, dx)] + [x, d(y)D + y2[x, d(x)] = 0
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bulunur. Yani,
[xy + yx, dx)] + [x% d(y)] =0,Vx, y €U (3.15)
dir. (3.15) nolu 6zdeslikte y yerine yx yazar ve diizenlersek
0 = [xyx + yxx, dx)] + [x*, d(yx)] = [xyx, d(x)] + [yxx, d(0)] + [x*, d(y)x + yd(x)]
= xy[x, d(x)] + [xy, d(x)]x + yx[x, d(x)] + [yx, dx)]x + [x*, d(y)x] + [x°, yd(x)]
= (xy + yO[x, de)] + [xy + yx, d)Jx + dy)[x*, x] + [x*, d(y)]x + y[x’, d(x)]
+ [x%, yld(x)

= (xy + y9)[x, d0O] + ([xy + yx, d)] + [, dy)Dx + y[x, d)] + [, yld(x)

bulunur. (3.14) ve (3.15) nolu 6zdeslikleri kullandigimizda, her x, y € U i¢in

(xy + yx)[x, d(x)] + [x7, yld(x) = 0 olur. xy + yx = [X, y] + 2xy olmasini yukaridaki ifadede
kullanirsak ([x, y] + 2xy)[x, d(x)] + [x%, yld(x) = 0 olur. Bu ifadeyi diizenlersek,

[x, Y][x, d(x)] + 2xy[x, d(x)] + [x%, yld(x) = 0 bulunur. 2xy[x, d(x)] = xy2[x, d(x)] ifadesi
(3.13) nolu dzdeslikten dolay: sifirdir. O halde, [x, y][x, d(x)] + [x%, y]d(x) = 0 dir. Bu
ifadede, y yerine d(x)x yazarsak [x, d(x)x][x, d(x)] + [x*, d(x)x]d(x) = O bulunur. Bu

ifadeyi diizenlersek,
0 =[x, d(x)x][x, d(x)] + [x*, dx)x]d(x)
= d(x)[x, X][x, dX)] + [x, dX)]x[x, d(x)] + dX)[x°, x]d(x) + [x°, d(x)]xd(x)
= [x, d@)Ix[x, d()] + [x*, d(x)]xd(x)

elde edilir. (3.14) nolu 6zdesligi kullandigimizda, [x, d(x)]x[x, d(x)] = 0 olur. [x, d(x)]€ Z
oldugu i¢in x([x, d(x)])* = 0 dur. ([x, d(x)])’ ifadesini inceleyecek olursak

([x, d)])’ = [x, dE)I([x, dx)])* = (xd(x) — dx)x)([x, d(x)])*
= xd(x)([x, d(x)])* — dx)x([x, d(x)])’
olur. x([x, d(x)])* = 0 olmasi1 kullandigimizda, ([x, d(x)])’ = xd(x)([x, d(x)])* olur.

[x, d(x)] € Z oldugu i¢in [x, d(x)]* €Z dir. Bu nedenle,
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xd(x)([x, d(x)])* = x([x, d(x)])*d(x) = 0 olur. Bdylece, ([x, d(x)])’ = 0 olur. [x, d(x)]€ Z
oldugundan, Lemma 2.29 dan, her x e U i¢in [x, d(x)] = 0 olur. Bu ise, d nin U {izerinde

commuting doniisiim olmas1 anlamina gelir.

Bresar M., 1993.

Teorem 3.3.8. R bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali, d ve g, R
halkasinin tiirevleri ve her ue U i¢in d(u)u — ug(u) € Z olsun. d # 0 olmas1 durumunda, R

halkas1 degismelidir.

Ispat: Farz edelim ki, R degismeli olmayan bir asal halka olsun. Bu durumda d = 0
oldugunu gosterirsek ispat biter. Hipotezden, her ue U ig¢in d(u)u — ug(u)eZ dir. veU
olmak lizere, u yerine u + v yazarsak d(u + v)(u + v) — (u + v)g(u + v) € Z bulunur. Tiirev

tanimi1 ve kabuliimiizii kullanarak bu ifadeyi diizenledigimizde
d(u)v +d(v)u —ug(v) —vgu) €eZ, Vu,velU (3.16)

elde edilir. Kabul edelim ki, 0 # ¢ € Z(1 U olacak bi¢gimde bir eleman var olsun. (3.16) nolu

ifadede v yerine ¢ yazarsak d(u)c + d(c)u — ug(c) — cg(u) €Z bulunur. ceZ oldugundan
dolayr her ue U i¢in uc = cu dir. g, R halkasinin bir tiirevi oldugu i¢in iyi tanimlidir ve

g(uc) = g(cu) dir. Bu esitligi tiirev tanimini ve ¢ € Z olmasini kullanarak diizenlersek

her ue U igin g(c)u = ug(c) bulunur. Bu ise, g(c)eZ demektir (ce Z olmast durumunda
benzer sekilde d(c)eZ olur). Yukaridaki ifadeyi g(c), d(c)eZ olmasii kullanarak

diizenlersek
c(d(u) — g(u)) + (d(c) — g(c))ueZ, YuelU (3.17)

elde edilir. ¢* = c.ce RU c U oldugu i¢in ¢*e U dir. d(c*) ve g(c?) ifadelerini diizenlersek
d(c?) = d(cc) = d(c)c + cd(c) = 2d(c)c bulunur. ceZ ve d(c)e Z oldugu i¢in d(c?) eZ dir.
Benzer sekilde, g(c’)eZ oldugu bulunur. (3.16) nolu ifadede v yerine ¢* yazar ve

diizenlersek
d(w)e® + d(c*)u — ug(c?) — ’g(w) = c*(d(w) — g(w)) + (d(c*) — g(c*))u

= c*(d(w) — g(w)) +2¢(d(c) — g(e)ue Z
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elde edilir. Yani, ¢*(d(u) — g(u)) + 2c(d(c) — g(c))ue Z dir. (3.17) ifadesini soldan ce Z ile
carparsak ¢*(d(u) — g(u)) + c(d(c) — (c))ue Z bulunur. Yukaridaki iki ifadeden

c(d(c) — g(c))ue Z elde edilir. Bu ise, c¢(d(c) — g(c))U c Z demektir. Lemma 2.32 den,

¢ =0 veya (d(c) — g(c))UcZ olur. ¢ # 0 olarak secildigi i¢in (d(c) — g(c))U < Z bulunur.
Tekrar, Lemma 2.32 den, d(c) — g(c) = 0 veya UcZ olur. UcZ olmast durumunda

Lemma 2.31 den, R degismeli halkadir. Bu ise, R halkasinin degismeli olmayan bir halka
olmasi kabulii ile gelisir. O halde, d(c) = g(c) dir. (3.17) nolu ifadede yukaridaki esitligi

yazar ve diizenlersek c(d(u) — g(u)) € Z elde edilir. Lemma 2.32 den, ¢ = 0 veya
d(u) — g(u) €Z olur. ¢ # 0 olarak se¢ildigi i¢in
d(u) —g(u) €Z, YueU

elde edilir. F : U —» Z, u — d(u) — g(u) olarak tanimlanan, R halkasinin bir tlirevidir.
Lemma 3.3.6 dan, F = 0 olur. Yani, d = g dir. Bu esitligi hipotezde kullanirsak her ue U
icin [d(u), u] €Z olur. Bu durumda, her ue U i¢in [d(u), u] = 0 dir. O halde, 0 #ce Z(U

i¢in
[d(u),u] =0, VueU
elde edilir. Simdi de, Z( U = {0} oldugunu kabul edelim. Hipotezden her ue U i¢in
d(u)u — ug(u) € Z dir. Her re U i¢in
[d(w)u — ug(u), r] =d)ur — ug(u)r — rd(u)u + rug(u) =0

olur. Boylece, rug(u) = ug(u)r + rd(u)u — d(u)ur bulunur. U, R halkasinin bir sol ideali

oldugu i¢in ug(u)r, rd(u)u, d(u)ur € U dir. Yani,
rug(u) €U, Vu, relU
elde edilir. Yukaridaki ifadede, w € U olmak {izere, u yerine u + w yazarsak
r(u+ w)g(u + w) =rug(u) + rug(w) + rwg(u) + rwg(w) € U bulunur. Bu ise,
rug(w) +rwg(u) €U, Vu, r,welU

demektir. Yukaridaki ifadede w yerine ru yazarsak rug(ru) + rrug(u) € U olur. U, R

halkasinin sol ideali oldugu i¢in rrug(u) € U dir. Boylece,
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rug(ru)e U, Vu, r, weU
oldugu elde edilir. Farz edelim ki, UU = 0 olsun. U, R halkasinin sol ideali oldugundan

URU € UU = 0 olur. Uyari 2.23 den, U = 0 oldugu bulunur. Bu, U # 0 olmasi ile ¢eligir. O
halde, UU # 0 dir. Bu durumda, Uuy # 0 olacak bicimde bir 0 # upe U vardir. Uug = W

olsun. W, R nin sol idealidir ve w = ruy € W dir. O halde,
wgw)eU, VweW

olur. Wc U oldugundan her we W i¢in d(w)w — wg(w) e Z dir. U, R nin sol ideali oldugu
i¢in d(w)w € U dur. O halde, d(w)w — wg(w) € U bulunur. Ote yandan, kabulden

d(w)w — wg(w) e Z dir. Boylece, d(w)w — wg(w)e Z( U = {0} dir. Yani,
dw)w =wg(w), Vw e W (3.18)
dir. Bu ifadede, ae W olmak iizere, w yerine a + w yazarsak

d(a + w)(a + w) = (a + w)g(a + w) bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi tiirev tanimini

ve (3.18) numarali 6zdesligi kullanarak diizenlersek
d(a)w + d(w)a=ag(w) + wg(a),Vw,a e W (3.19)

elde edilir. (3.19) nolu ifadede w yerine wa yazarsak d(a)wa + d(wa)a = ag(wa) + wag(a)
bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi tiirev tanimi ve (3.19) nolu 6zdeslik yardimiyla
diizenlersek d(a)wa + d(w)aa + wd(a)a = ag(w)a + awg(a) + wag(a) bulunur. Yukaridaki
0zdeslikte (3.18) nolu ifadeyi kullanirsak (d(a)w + d(w)a — ag(w))a = awg(a) olur. (3.19)

nolu 6zdesligi kullandigimizda
wg(a)a =awg(a),Vw,a e W (3.20)
elde edilir. Elde ettigimiz bu ifadede, v € W olmak iizere, w yerine vw yazarsak
(vwg(a)a) = a(vw)g(a) = v(awg(a)) bulunur. Bu durumda,
(av—va)wg(a)=0, Vw,a,veW

elde edilir. W, R halkasinin sol ideali oldugu icin [a, VIRWg(a) € [a, v]Wg(a) = 0 olur.

Buradan

[a, VIRWg(a) =0, Va,v eW
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oldugu bulunur. Yukaridaki ifadede, Uyar1 2.23 den, her ae W igin [a, W] =0 veya

We(a) =0 olur. A= {acW| [a,v]=0, VveW}ve B={acW| Wg(a)=0}, W sol

idealinin alt gruplaridir ve W = AU B olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, W = A veya W =B
dir. Kabul edelim ki, W = A olsun. Bu durumda, her a, ve W igin [a, v] = 0 dir. Yani,

[a, W] =0olur. I,: R - R, x — [a, x] olarak tanimlanan ig¢ tiirev olmak tizere [,(W) = 0
olur. Lemma 2.30 dan, I,= 0 dir. Bu ise, her x € R i¢in [,(x) = 0 demektir. Her x e R i¢in [a,
x] = 0 oldugundan a€ Z dir. O halde, her ae W i¢in a€ Z dir. Bu da, W sol idealinin
degismeli olmas1 demektir. Bu durumda, Lemma 2.31 den, R halkasi da degismeli olur.

Oysaki, R degismeli olmayan bir halka olsun demistik. O halde, W = A olamaz. Yani,
W = B dir. Bu durumda,
Wg(a)=0, VaeW
olur. (3.18) nolu ifadede yukaridaki 6zdeslik kullanilirsa
d(@)a=0, VaeW (3.21)

elde edilir. Bu ifadede, be W olmak {izere, a yerine a + b yazar, olusan ifadede tiirev tanimi

ve (3.21) nolu 6zdesligi kullanirsak

d(a)b +d(b)a=0, Va,beW (3.22)
bulunur. Bulmus oldugumuz bu 6zdeslikte b yerine d(a)b yazarsak,
d(a)’b + d*(a)ba + d(a)d(b)a = 0 olur. Bu ifadeyi (3.22) nolu 6zdeslik yardimiyla
diizenlendigimizde

d*(a)ba=0, Va beW

elde edilir. Yukaridaki ifadede W, R halkasinin sol ideali olmas1 ve Uyar1 2.23 kullanilirsa
her ae W igin d*(a) =0 veya Wa =0 olur. A= {ae W| d*(a)=0}ve

B={ae W| Wa =0}, W sol idealinin alt gruplaridir ve W = A B olarak yazilr.

Teorem 2.6 dan, W = A veya W = B dir. W = B olsun. Bu durumda, her aec W i¢in Wa = 0
dir. Yani, WW =0 olur.
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W, R halkasinin sol ideali oldugu i¢gin WRW € WW = 0 dir. Bu, WRW = 0 demektir.
Uyari 2.23 den, W = 0 olur. Bu durum, W # 0 olmasi ile gelistigi icin W = B olamaz. O
halde, W = A dir. Yani,

d*(a)=0, VaecW (3.23)

dir. (3.21) nolu 6zdeslikte d(a)a = 0 oldugu icin d(d(a)a) = 0 dir. Bu ifadeyi tiirev tanimini
kullanarak diizenlersek d(d(a)a) = d(d(a))a +d(a)d(a) = d*(a)a + (d(a))* = 0 oldugu bulunur.
(3.23) nolu 6zdesligi uyguladigimizda

(d(a))* =0, VaecW (3.24)

elde edilir. Bulmus oldugumuz bu ifadede, be W olmak iizere, a yerine a + b yazar ve

tiirev tanim1 yardimiyla diizenlersek
0 = (d(a + b))*=d(a + b)d(a + b) = (d(a) + d(b))(d(a) + d(b))
= (d(2))* + d(a)d(b) + d(b)d(a) + (d(b))*
bulunur. (3.24) nolu 6zdeslikten
d(a)d(b) + d(b)d(a) =0, Va,beW (3.25)
elde edilir. Son buldugumuz 6zdeslikte b yerine d(a)b yazarsak

d(a)d(d(a)b) + d(d(a)b)d(a) = 0 bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi tiirev tanimi

yardimiyla diizenledigimizde
d(a)d(d(a)b) + d(d(a)b)d(a) = d(a)d*(a)b + d(a)d(a)d(b) + d*(a)bd(a) + d(a)d(b)d(a) = 0

elde edilir. (3.23) nolu 6zdesligi kullandigimizda d(a)d(a)d(b) + d(a)d(b)d(a) = O olur.
(3.25) nolu 6zdeslik yardimiyla bu ifadeyi diizenledigimizde 2d(a)d(b)d(a) = 0 bulunur.

Lemma 2.36 dan,

d(a)d(b)d(a)=0, Va,be W (3.26)
dir. (3.25) nolu 6zdeslikte, w e W olmak iizere, a yerine d(w)a yazarsak
d(d(w)a)d(b) + d(b)d(d(w)a) = 0 bulunur. Bu ifadeyi tiirev tanim1 yardimiyla diizenlersek

d(d(w)a)d(b) + d(b)d(d(w)a) = d*(w)ad(b) + d(w)d(a)d(b) + d(b)d*(W)a + d(b)d(w)d(a) = 0
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elde edilir. (3.23) nolu 6zdeslik kullanilirsa d(w)d(a)d(b) + d(b)d(w)d(a) = 0 olur.

Bulmus oldugumuz bu 6zdesligi sagdan b ile ¢arparsak d(w)d(a)d(b)b + d(b)d(w)d(a)b = 0

olur. (3.21) nolu 6zdesligi kullanarak diizenlersek
d(b)d(w)d(a)b =0, Va,b,weW (3.27)

elde edilir. (3.26) nolu 6zdeslikte b yerine wb yazarsak d(a)d(wb)d(a) = O bulunur. Bu
ifadeyi tiirev tanimini kullanarak diizenlersek d(a)d(w)bd(a) + d(a)wd(b)d(a) = 0 olur.
Olusan bu ifadeyi sagdan d(w)b ile ¢arparsak

d(a)d(w)bd(a)d(w)b + d(a)wd(b)d(a)d(w)b = 0
elde edilir. Elde edilen bu ifadeyi (3.27) nolu 6zdeslik yardimiyla diizenledigimizde,
her a, w, be W i¢in (d(a)d(w)b)*= 0 oldugu bulunur. Bu ise,
(d(a)d(W)W)*=0, Va,w €W (3.28)

demektir. Ote yandan, W, R halkasmin bir sol ideali oldugu i¢in bos kiimeden farklidir. Bu
nedenle en az bir xe W vardir. Bu durumda xd(a)d(w)e Wd(a)d(w) olur. Bu ise,

Wd(a)d(w) bos kiimeden farkli demektir. x, y € W olmak {izere xd(a)d(w) ve

yd(a)d(w) e Wd(a)d(w) i¢in xd(a)d(w) — yd(a)d(w) = (x — y)d(a)d(w) e Wd(a)d(w) dir. W,
R halkasinin sol ideali oldugu i¢in RW € W dir. Bu durumda, RWd(a)d(w) € Wd(a)d(w)

olur. Boylece, Wd(a)d(w), R halkasinin bir sol ideali olmus olur. Ustelik, (3.28) nolu
0zdeslik yardimiyla

(Wd(a)d(w))’ = (Wd(2)d(w)Wd(a)d(w)Wd(a)d(w) = W(d(a)d(w)W)*d(a)d(w) = 0

oldugu bulunur. O halde, Wd(a)d(w) bir nilpotent sol idealdir. Uyar1 2.21 den, her
nilpotent ideal bir nil ideal oldugu i¢in, Wd(a)d(w) bir sol nil idealdir. Lemma 2.27 den,

Wd(a)dWw) =0, Va,w e W (3.29)

olur. Yukaridaki 6zdeslikte, be W olmak iizere, a yerine ab yazarsak Wd(ab)d(w) = 0 olur.
Bu ifadeyi tiirev tanimi yardimiyla diizenledigimizde Wd(a)bd(w) + Wad(b)d(w) = 0
bulunur. (3.29) nolu 6zdesligi kullanirsak

Wd(a)bd(w) =0, Va,b,weW
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elde edilir. Bu, Wd(a)Wd(w) = 0 demektir. W, R halkasinin sol ideali oldugu igin
Wd(a)RWd(w) € Wd(a)Wd(w) = 0 olur. Bu ise, Wd(a)RWd(w) = 0 demektir. Uyar1 2.23
den, Wd(a) = 0 veya Wd(w) = 0 bulunur. Yani,

Wd(W) =0 (3.30)

dir. (3.22) nolu 6zdeslikte b yerine ab yazarsak d(a)ab + d(ab)a = 0 bulunur. Bu ifadeyi
tiirev tanimi1 yardimiyla diizenlersek d(a)ab + d(a)ba + ad(b)a = 0 olur. (3.21) nolu ifadeyi
kullandigimizda d(a)ba + ad(b)a = 0 elde edilir. Elde edilen bu ifadeyi (3.30) nolu ifade
yardimiyla diizenledigimizde her a, be W icin d(a)ba = 0 olur. Bu ise, d(a)Wa = 0
demektir. W, R halkasinin sol ideali oldugu i¢in d(a)RWa € d(a)Wa = 0 dir. Bu, her ae W
icin d(@)RWa = 0 olmast demektir. Uyart 2.23 den, her ac W i¢in d(a) = 0 veya Wa = 0

olur. A = {ae W| d(a)=0}ve B= {ae W| Wa =0}, W sol idealinin alt gruplaridir ve

W = AU B olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, W = A veya W = B dir. Kabul edelim ki, W =B
olsun. Bu durumda, her a€W i¢in Wa = 0 olur. Bu ise, WW = 0 demektir. W, R sol ideali
oldugu icin WRW € WW = 0 dir. Uyar1 2.23 den,

W = 0 bulunur. Bu, W # 0 olmasi ile gelisir. O halde, W = B dir. Bu durumda her ae W
icin d(a) = 0 dir. Yani, d(W) = 0 olur. Lemma 2.30 dan, d = 0 olur. Bu, d # 0 olmasi ile

gelisir. O halde, celiskilerin nedeni en bastaki kabuldiir. Sonug¢ olarak, R halkasi
degismelidir.

Sonug¢ 3.3.9. R bir asal halka ve U, R halkasiin sifirdan farkli bir sol ideali olsun. R
halkasinin sifirdan farkli bir tlirevinin U iizerinde centralizing veya skew-centralizing

olmasi durumunda R degismeli bir halkadir.

Ispat: d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve R halkasmin U sol ideali iizerinde
centralizing ise Teorem 3.3.8 de, g = d olmas1 durumunda R degismeli bir halkadir. d, R
halkasmin sifirdan farkli bir tiirevi oldugu i¢in — d # 0 dir ve R halkasinin bir tiirevidir.
Teorem 3.3.8 de, g = — d olmas1 durumunda d, U {izerinde skew-centralizing dir ve R

degismeli bir halka olur.
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3.4. Asal Halkalarda Lie idealler Uzerinde Tiirev ve Komiitatiflik

Herstein 1. N., 1969.

Teorem 3.4.1. R, sifirdan farkli nilpotent idealleri olmayan ve 2x = 0 iken x = 0 olan
bir halka olsun. U, R halkasimin sifirdan farkli bir Lie ideali ve alt halkasi olmasi
durumunda U c Z dir veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Ispat : Kabul edelim ki, U degismeli olmayan bir alt halka olsun. O zaman,
xy — yx # 0 olacak bi¢imde x, ye U vardir. Bu durumda, reR i¢in x(yr) — (yr)xe U olur.
Ote yandan, x(yr) — (yr)x = (xy — yx)r + y(xr — rx) € U dir. U, hem Lie idel hem de alt halka
oldugu icin y(xr — rx) € U dir. Boylece, her re R i¢in (xy — yx)re U elde edilir. Bu ise,

(xy—yx)RcU (3.31)
olmasi demektir. U, Lie ideal oldugundan her r, s€e R i¢in
((xy — yx)r)s — s((xy — yx)r) € U olur. R* c R oldugunda (3.31) nolu ifade yardimiyla
(xy — yx)R*c U oldugu bulunur. Béylece, R(xy — yx)Rc U elde edilir. Bu, R halkasmnm
bir idealidir. Kabul edelim ki, R(xy — yx)R = 0 olsun. Bu durumda, (R(xy — yx))2 =(0)
olur. Hipotezden, R halkasinin sifirdan fakli nilpotent ideali olmadig1 i¢in R(xy — yx) =0
dir. Bu ise, xy — yx = 0 olmas1 demektir. Bu, xy — yx # 0 olmasi ile ¢elisir. O halde,
R(xy — yx)R # (0) olur. Bdylece, U degismeli olmayan bir alt halka olmas1 durumunda R
halkasinin sifirdan farkli bir idelini kapsar. Simdi de, kabul edelim ki, U degismeli bir alt
halka olsun. Bu durumda, her ae U, x, yeR i¢in ax — xae U dir ve U degismeli alt halka
oldugundan a(a(xy) — (xy)a) = (a(xy) — (xy)a)a olur. U degismeli alt halka oldugundan
axay — axya = axya — xaya dir. Buradan, ax(ay — ya) — xa(ay — ya) = (ax — xa)(ay —ya) = 0
elde edilir. Elde ettigimiz bu ifadede, y yerine x yazarsak (ax — xa)R(ax —xa) = 0 olur.
Buradan, R(ax —xa)’> = 0 elde edilir. R, halkasiun sifirdan farkli nilpotent ideali
olmadigindan her x €R i¢in ax — xa = 0 elde edilir. Yani, her a€ U i¢in ae Z olur. O halde,

UcZ dir.

Herstein 1. N., 1969.
Lemma 3.4.2. R, karakteristigi ikiden farkli bir yar1 asal halka ve U, R halkasinin bir
Lie ideali olmak iizere [U, U] € Z ise U € Z dir.

ispat: Kabul edelim ki, [U, U] = 0 olsun. U, Lie ideal oldugundan, u € U olmak

tizere, her x € R i¢in ux — xu € U dir. Bu durumda, [u, ux — xu] ifadesini diizenledigimizde
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[u, ux —xu] = [u, ux] — [u, xu] = [u, u]x + ufu, x] —x[u, u] — [u, xJu
=ufu, x] — [u, x]Ju=[u, [u, x]]

bulunur. [u, x] € [U, U] oldugu igin [u, [u, x]] = 0 dir. I, : R=>R, x = [u, x] seklinde
tanimli bir i¢ tiirev olmak iizere, son ifadeyi diizenlersek I.>(R) = 0 olur. Teorem 3.1.3 den,
I, = 0 dir. Yani, her u € U i¢in u € Z dir. Boylece, [U, U] = 0 olmas1 durumu i¢in ispat
biter. Simi de, kabul edelim ki, 0 # [U, U] € Z olsun. Bu durumda, s, t € U olmak iizere,

a =st—ts # 0 olan a € Z vardir. x € R olmak kosulu ile d(x) = xt — tx tanimlandiginda

d(s) = a olur. Bu bilgiler ve d(t) = 0 olmas1 yardimiyla d*(x) ifadesini diizenlersek

d*(x) = d([x, t]) = [d(x), t] + [x, d(t)] = [[X, ], t] bulunur. U, Lie ideal oldugundan [x, t] € U
dir. Boylece, [[Xx, t], t] € [U, U] olur. Kabulde, [U, U] € Z oldugundan,

d*(x)€EZ, VX ER

olur. Yukaridaki ifadede x yerine sx yazarsak d*(sx) € Z bulunur. Bulmus oldugumuz bu

ifadeyi diizenledigimizde
d*(sx) = d(d(sx)) = d([sx, t]) = d(s[x, ] + [s, t]x)
= d(s)[x, t] + sd([x, t]) + d([s, thx + [s, t]d(x)
= d(s)d(x) + sd*(x) + d*(s)x + d(s)d(x)
= sd*(x) + d*(s)x + 2d(s)d(x) € Z

elde edilir. d(s) = a oldugundan d*(s) = d(a) =[a, t] olur. & € Z oldugu i¢in d*(s)=0dir. O
halde, yukaridaki ifadeden sd*(x) + 2d(s)d(x) € Z oldugu bulunur. = d*(x) € Z olsun
dersek s + 2 ad(x) € Z olur. Bu durumda, [sp + 2 ad(x), s] = 0 dir. a« € Z olmasi

yardimiyla bu ifadeyi diizenlersek
[sB + 2 ad(x), s] =s[B, s] + [s, sIB + 2a[d(x), s] =s[B, s] + 2a[d(x), s] =0

bulunur. 3 € Z oldugu igin s[f, s] = 0 dir. Boylece, 2a[d(x), s] = 0 oldugu elde edilir. Elde

etmis oldugumuz bu ifadede x yerine st yazarsak 2a[d(st), s] = 0 bulunur. Ote yandan,

d(st) = d(s)t + sd(t) dir. d(t) = 0 olmasim kullandigimizda d(st) = d(s)t =at olur. Bu
durumda, 2a[s, d(st)] = 2a[s, at] = 2a?[s, t] + 2a[s, a]t = 0 dir. « € Z oldugu i¢in
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2a[s, t] = 0 olur. Son olarak [s, t] = d(s) = « olmasin1 kullandigimizda 2a3= 0 elde edilir.
Lemma 2.36 dan, a® = 0 dir. a € Z dir ve nilpotent elemandir. Lemma 2.29 dan, a = 0

olur. Buise, a # 0 olmasi ile ¢eligir. Boylece, ispat tamamlanmis olur.

Bergen J., Herstein 1. N. ve Kerr J. W., 1981.

Lemma 3.4.3. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U¢& Z olan U, R

halkasinin bir Lie ideali olmak iizere [M, R] € U olacak bi¢imde bir M ideali var ise
[M, R] & Z dir.

Ispat: T(U) = {x € R|[x,R] < U}kiimesi, R halkasinin bir Lie ideali ve alt halkasidir.

Oncelikle bu durumlari inceleyelim. Her ue U icin [u,R] c U oldugundan (0) #Uc T(U)

olur. Her a, be T(U), reR igin[a + b,r] = [a,r] + [b,r] € Udir. Bu ise,
a+be T(U) demektir. Ote yandan, T(U) kiimesinin tanimindan [T(U),R] c U dir. U, Lie
ideal oldugu igin [T(U),R] c UcT(U) olur. Boylece, [T(U), R] < T(U) elde edilir.
O halde, T(U), R halkasinin bir Lie idealidir. Ayrica, her a, be T(U), re R i¢in
[a,br]+[b,ra]=[a,b]r+b[a,r|+r[b,a]+[b,r]a
= abr — bar + bar — bra + rba — rab + bra — rba

= abr —rab = [ab,1]

dir. Boylece, [ab,r] e U oldugundan abe T(U) olur. O halde, T(U), R halkasinin bir alt

halkasidir. Teorem 3.4.1 den, T(U)c Z veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir M idealini
kapsar. Ilk olarak, kabul edelim ki, T(U)cZ olsun. Bu durumda, UcT(U)cZ
oldugundan U c Z dir. Bu ise, U & Z olmast ile ¢gelisir. O halde, T(U), R halkasinin sifirdan
farkli bir M idealini kapsar. Yani, M c T(U) olur. Boylece, T(U) kiimesinin tanimindan

[M,R] < U elde edilir. Kabul edelim ki, [M,R] < Z olsun. Bu durumda,
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her x, yeR, meM i¢in [m,xy]=[m,x]y+x[m,y]€ Zolur. O halde, acR olmak iizere,

[[m, x]y + x[m, y], a] = 0 dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde
0= [[m.x]y+x[myl.a]=[[mx]y.a]+[x[my].a]
= [m.x][y.a]+[[m.x].a]y+x[[m.y].a]+[x.a][m.y]
bulunur. Yukaridaki ifadede [M,R | = Z olmasini kullandigimizda
[m,x][y.a]+[x.a][m,y]=0, ¥x,yeR,VmeM (3.32)

elde edilir. Yukandaki ifadede, y yerine x yazar ve kabulii kullanirsak 2[m,x][x,a]=0

bulunur. Lemma 2.36 dan, [m,x][x,a]zO olur. Kabul yardimiyla bu ifadeyi

diizenledigimizde

[m,x]R[x,a]z 0, VmeM ,Va x €ER
elde edilir. Uyar1 2.23 den, herm € M, a, x € R igin[m,x] =0 veya [x,a] =0 bulunur. Bu
ise, [m, x] =0 veya x € Z demektir. x € Z olmasi durumunda [rn, X] =0 oldugundan

her me M, xeR igin [m,x] =0 elde edilir. Bu ise, Mc Z demektir. Bu da, Lemma 2.31

den, R halkasinin degismeli olmasi anlamina gelir. Bu durum, hipotezde, U & Z olmasi ile

celisir. Celiskinin nedeni kabuldiir. O halde, [M,R] & Zdir.

Lemma 3.4.4. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin bir Lie
ideali olmak tizere U € Z ise Cr(U) = Z dir.

Ispat: Oncelikle, Cr(U) = {ueU | [u, x] =0,V x € R} kiimesinin R halkasinin bir
Lie ideali ve alt halkas1 olmasinit inceleyelim. U, sifirdan farkli bir Lie ideal oldugu i¢in

Cr(U) sifirdan farkli olur. O halde, her a, be Cr(U), ue U igin

[a+b,u]=[a,u]+[b,u] =0 oldugundan a + be Cx(U) olur. Ote yandan,

[ab,u]=[a,u]b+a[b,u] =0 oldugu i¢in abe Cr(U) dir. Bdylece, Cr(U), R halkasinin bir

alt halkasi olur. Her ae Cr(U), re R, ue U igin jacobi 6zdesliginden,
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[[a,r],u]+[[u,a],r]+[[r,u],a}:O olur. Her aeCr(U) igin [[u,a],r]:o ve

[[r, ul, a} = 0 olmasimi kullandigimizda
[[a,r],u] =0,VreR,VueU,VaeC(C,(U)

oldugu elde edilir. Boylece, her ae Cr(U), reR igin [a,r] € Cr(U) olur. O halde, Cg(U)
ayn1 zamanda bir Lie ideal olur. Ote yandan, her ae Z igin [a, U] c [a,R] =(0) olur ve

boylelikle ae Cgr(U) olur. Bu ise, Z < Cr(U) olmasi demektir. Eger, Cr(U) # Z ise

Lemma 3.4.3 den,[M,R] = Cr(U) ve [M,R] & Z olacak sekilde R halkasinin bir M ideali

vardir. Cr(U), R halkasinin Lie ideali ve alt halkas1 oldugundan, Teorem 3.4.1 den,

M c Cr(U) veya Cr(U) = Z olur. Eger, M c Cr(U) ise [M, U] =(0) olur. M, R halkasinin
bir ideali oldugundan [MR, U] [M, U]= (0) dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde,

MI[R, U] + [M, U]R = (0) oldugu bulunur. [M,U] = (0) oldugundan, M[R, U] = 0 olur. Bu
durumda, MR[R, U] =0 dir. Uyar1 2.23 den, her m € M, r € R, u € U i¢in m = 0 veya

[r, u] = 0 olur. M, sifirdan farkl bir ideal oldugundan, her r € R, u € U igin [r, u] = 0 dur.
Yani, UcZ elde edilir. Bu ise, Uz Z olmasi ile gelisir. O halde, M & Cg(U) olur. Bu,
Cr(U) c Z demektir. Boylelikle, Cr(U) = Z oldugu elde edilir.

Lemma 3.4.5. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin bir Lie
ideali olmak tizere Cgr([U, U]) = Cr(U) dr.

Ispat: 1k olarak, CR([U, U])CCR(U) olmasi durumunu inceleyelim. Kabul edelim
ki, [U, U] & Z olsun. [U, U] , bir Lie ideal oldugu i¢in Lemma 3.4.4 den, CR([U, U]) =7
dir. Bu durumda, her ae CR([U,U]) icin [a,U] - [a,R] =(0) olup ae Cr(U) oldugu elde

edilir. Bdylece, Cr([U, U]) = Cr(U) olur. Aksine, [U,U] =Z olursa, her ue U, xe R igin

a= [u,[u,x]] e [U,U] =Z olur ve [u,[u,ux]] € Z oldugu igin

[u,[u,ux]] = [u,[u,u]x] + [u,u[u, x]] = u[u,[u,x]] =uae”Z
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bulunur. ae Z ve uaeZ oldugundan, Lemma 2.32 den, a = 0 veya her ue U i¢in ue Z dir.
Kabul edelim ki, a = 0 olsun. Bu durumda, I, : R— R ig¢ tiirev olmak iizere Iﬁ =0olur.
Teorem 3.1.3 den, I, = 0 bulunur. Boylece, her ue U i¢in ue Z dir. Bu nedenle, [a, U] =0
olur. Yani, a€ Cg(U) dir. O halde, CR([U, U])C Cr(U) elde edilir. Simdi de,

CR(U)CCR([U,U]) oldugunu gosterelim. Her ae Cr(U) i¢in [a,u]:Odlr. [U,U] cU
oldugundan her ue [U, U] i¢cin de [a,u] =0 olur. Boylece, [a,[U,U]] =0 elde edilir. Bu
ise, ae Cg( [U, U]) olmas1 demektir. Buradan Cr(U)c Cg( [U, U]) oldugu elde edilir.

Boylece, Cr(U) = CR([U, U]) olur.

Shuliang H., 2007.
Lemma 3.4.6. R bir asal halka ve U, R halkasinin bir Lie ideali olmak tizere bir
V={u€ U|d(u) € U} kiimesi tanmimlayalim. Bu durumda, U € Z ise V € Z dir.

Ispat: Kabul edelim ki, U & Z iken V € Z olsun. Bu durumda, [U, U] € U oldugu
icin d([U, U]) € U dir. Ote yandan, tamimladigimiz V kiimesi i¢in [U, U] € V dir.
Hipotezimizden, V € Z olmasini kullanirsak [U, U] € V € Z olur. Yani, [U, U] € Z dir.
Bu durumda, her x € R i¢in [x, [U, U]] = 0 olur. Bu ise, Cr([U, U]) = R olmasi demektir.
Lemma 3.4.5 den, Cgr([U, U]) = Cr(U) dir. Lemma 3.4.4 den, Cr([U, U]) = Z olur. O
halde, R = Z dir. Bu ise, R degismeli bir halka demektir. Bu durum, U € Z olmasi ile
celisir. Celigkinin nedeni kabuldiir. Boylece, V € Z oldugu bulunur.

Bergen J., Herstein I. N. ve Kerr J. W., 1981.

Lemma 3.4.7. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan

farkl bir Lie ideali olmak tizere U € Z ise aUb = 0 olmasi1 durumunda a = 0 veya
b =0 dur.

Ispat: Lemma 3.4.3 den, [M, R] c U fakat [M, R] ¢ Z olan bir M ideali vardir. Bu
durumda, u € U, m € M ve y € R i¢in [mau, y] € [M, R] € U olur. Bu ifadeyi diizenlersek
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a[mau, y]b = a|ma, yJub + ama[u, y]b = a(may — yma)ub + ama[u, y]b = 0 bulunur. aub =0

ve a[u, y]b = 0 olmasin1 kullanarak bulmus oldugumuz ifadeyi diizenledigimizde,
heru € U, m € M ve y € R i¢in amayub = 0 olur. Bu ise, aMaRUDb = 0 demektir.

Uyari1 2.23 den, aMa = 0 veya Ub = 0 olur. Kabul edelim ki, aMa = 0 olsun. Bu durumda,
M, R halkasinin bir ideali oldugu i¢cin aRMa c aMa = 0 olur. Yani, aRMa = 0 dur.

Uyart 2.23 den, a = 0 veya Ma = 0 olur. Benzer islemler tekrar yapildiginda M, R
halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugu i¢in a = 0 oldugu elde edilir. Bdylece, ispat

sonlanir. Simdi de, kabul edelim ki, Ub = 0 olsun. Bu durumda, her x € R, u € U igin
(ux —xu)b = 0 olur. ub = 0 oldugundan her x € R, u € U i¢in uxb = 0 dir. Bu ise,
uRb = 0 demektir. Uyar1 2.23 den, her u € U i¢inu= 0 veya b =0 olur. Yani, U =0 veya

b = 0 dir. U, R halkasinin sifirdan farkli bir Lie ideali oldugundan b = 0 olur. Boylece,
ispat biter.

Lemma 3.4.8. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan

farkl bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak tizere d(U) = 0 ise
U c Zdir.

Ispat: a € U, x € R olmak iizere, hipotezden, d(a) = 0 ve d([a, x]) = 0 dir. Bu
durumda, d([a, x]) = [d(a), x] + [a, d(x)] = 0 olur. d(a) = 0 olmasin kullandigimizda,

her x € R i¢in [a, d(x)] = 0 olur. Yani, her a € U i¢in [a, d(R)] = 0 dir. Teorem 3.3.1 den,
her a € U i¢in a € Z olur. Boylece, U € Z oldugu elde edilir.

Lemma 3.4.9. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin sifirdan

farkl bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak tizere d(U) € Z ise
U € Z dir.

Ispat: U & Z olmasi durumunda, Lemma 3.4.2 den, V = [U, U] € Z dir. a, b € U
olmak tizere d([a, b]) ifadesini diizenlersek d([a, b]) = [d(a), b] + [a, d(b)] bulunur. Bu
durumda, hipotezimizi kullandigimizda her a, b € U i¢in d([a, b]) = 0 olur. Bu ise, d(V) =0
demektir. Lemma 3.4.8 den, [U, U] € Z olur. Lemma 3.4.2 den de U € Z dir. Bu durum,
kabul ile ¢elisir. Boylece, U € Z olur.
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Lemma 3.4.10. R, karakteristigi sifirdan farkli olan bir asal halka, Uz Z olan U, R
halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak tizere td(U) = (0)

ise t=0 dir (veya d(U)t =0 ise t =0).

Ispat: Her xeR, ueU igin [u, Xu] = (uxu—xuu) = (Ux —xXu)u = [u, X]u eU dir.

Hipotezden, her xe R, ue U igin
td([u, X]u) = td([u, X])u +t [u, X]d(u) = t[u, X] d(u)=0

bulunur. Yukaridaki ifadede, ve U, y €R olmak {izere, x yerine d(v)y yazar ve diizenlersek
t[u, d(V)y] d(u) = t[u, d(V)] yd(u) +td(v) [u, y] d(u)= t[u, d(V)] yd(u)=0

bulunur. Bu durumda her u, ve U i¢in t[u, d(V)] Rd(u)=(0) olur. Uyar1 2.23 den,

her u, ve U i¢in d(u) = 0 veya t[u,d(v)] =0 bulunur. d(U) =0 ise Lemma 3.4.8 den,

U c Z olur. Bu, hipotezde U & Z olmasi ile ¢elisir. O halde, her u, ve U i¢in t[u,d(v)] =0

olur. Bu ifadeyi diizenlersek
t[u, d(V)] = t(ud(v) — d(v)u) = tud(v)

bulunur. O halde, her ve U i¢in tUd(v) = (0) olur. Uz Z oldugundan Lemma 3.4.7 den,
her veU i¢in t = 0 veya d(v) = 0 olur. Kabul edelim ki, d(U) = 0 olsun. Bu durumda,
Lemma 3.4.8 den, Uc Z bulunur. Bu, U & Z olmasi ile ¢elisir. O halde, t =0 dir.

Benzer sekilde, d(U)t= 0 ise her ue U ve her xeR i¢in u[u,x] €U oldugundan
d(u[u,x])t = 0 olur. Bu durumda, d(u[u,x])t = d(u)[u,x]t+ud([u,x])t =d(u) [u,x]t =0
dir. ye R, ve U olmak iizere, x yerine yd(v) yazip diizenleme yaparsak d(u)y[u, d(V)]t =0

elde edilir. Bu ise, her u, ve U i¢in d(u)R[u, d(v)]t = 0 olmas1 demektir. Uyar1 2.23 den,
d(U) =0 veya [u,d(v)]t =0 olur. d(U) =0 ise Lemma 3.4.8 den, Uc Z bulunur. Bu,

Uz Z olmast ile ¢elisir. O halde, her u, veU igin [u,d(v)]tzo dir. Bu durumda,

[u,d(v)]t= ud(v)t — d(v)ut = — d(v)ut = 0 elde edilir. Yani, her ve U i¢in d(v)Ut = 0 olur.
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Lemma 3.4.7 den, d(U) = 0 veya t = 0 bulunur. d(U) = 0 olmas1 durumunda Lemma 3.4.8
den, Uc Z bulunur. Bu, U & Z olmasi ile ¢elisir. Boylece, t =0 olur.

Teorem 3.4.11. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin bir Lie

ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak iizere d*(U) = (0) ise U c Z dir.

Ispat: Kabul edelim ki, Uz Z olsun. Lemma 3.4.3 den, [M,R] cU ve [M,R] zZ
olacak bicimde R halkasinin bir M ideali vardir. me [M,R] cMnU ve ue[U, U] olmak
iizere w = d(u) € d([U,U])cU dir ve d(w) = d(d(u)) = d*(u) dur. Hipotezden, d(w) = 0
olur. Bu durumda, mweM igin [mw,y] € [M,R] c U dir ve hipotezden dz([mw,y]) =0

olur. Bu ifadeyi diizenlersek
d*(mw,y]) =[ d*(mw),y |+ 2[d(mw),d(y)]+| mw,d*(y) |
= [ d*(m)w +2d(m)d(w) +md’ (), y | +[d(m)w + md(w), y]+[ mw,d*(y)]

bulunur. d*(m) = dz([w,y])Z dz([m,y])Z d(w) = d*(w) = 0 olmasmi kullanarak

yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde

2d(m)d([w, y]) =0,vmeM,Vwe U, VyeR

elde edilir. Lemma 2.36 dan, d(rn)d([w,y]) =0 olur. Boylece, her ue [U, U], xeR i¢in

d(M,R]d([d(u),x]) =0 olur. [M,R] & Z oldugu i¢in, Lemma 3.4.10 dan,
herue [U, U] ve her xeR i¢in d([d(u), X]) =0 olur. Bu ise,

d([d(u),x]) = [dz (u),x] +[d(u),d(x)]= [d(u),d(x)]= 0 olmasi demektir. Hipotezimizi
kullanirsak, her ue [U, U] igin [d(u),d(R)]= (0) olur. Teorem 3.3.2 den, her ue [U, U]
i¢in d(u) € Z olur. Bu ise, d([U, U] )< Z olmasi demektir. Bu durumda, Lemma 3.4.9 dan,
[U, U] c Z olur. Bu kez, Lemma 3.4.2 den, U c Z elde edilir. Bu ise, kabuliimiiz ile ¢elisir.
O halde, U Z dir.

Sonuc 3.4.12. R karakteristigi ikiden farkli yar1 asal bir halka ve U, R halkasinin bir
Lie ideali olmak iizere ac R icin [a,[a, U]] =0 ise [a, U] =0olur.
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Teorem 3.4.13. R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin Uz Z
olan bir Lie ideali, d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ise Cr(d(U)) = Z dir.

Ispat: Oncelikle Cr(d(U))cZ oldugu gosterelim. Kabul edelim ki, Cr(d(U))zZ
olsun. Bu durumda, a¢ Z olacak bi¢cimde bir a€ Cr(d(U)) vardir. Uz Z oldugu i¢in

Lemma 3.4.2 den, [U, U] ¢ Z dir. ae Cr(d(U)) oldugundan, her x e U i¢in [a, d(x)] =0
olur. Ote yandan, d([U, U] )< U oldugundan her ue [U, U] icin [a, d? (u)] =0 ve

[U, U] c U oldugundan, heru € [U, U] igin[a,d(u)] =0 olur. Bu durumda, d([a, d(u)]) =0
dir. Bu esitligi diizenlersek d([a,d(u)]) = [d(a),d(u)] + [a,d2 (u)] = [d(a),d(u)]= 0 bulunur.
Yani, [d(a),d(U,U]) = (0)olur. O halde, a ve d(a)e Cr(d([U,U])) dir. Her ue [U, U]

icin [a,u] € [U, U] oldugundan d([a,u])ed([U, U]) dir. Béylece,

d([a,u]) =[d(a),u]+[a,d(u)] = [d(a).,u] €d([U, U]) dir. Bu, her u & [U, U] igin
[d(a),[d(a),u]]=0 demektir. Sonug 3.4.12 den, [ d(a),[U,U]]= (0) olur. Bu,
d(a)e Cr([U,U]) olmast anlamna gelir. [U, U] & Z oldugundan, Lemma 3.4.4 den,

Cr([U,U]) = Z dir. O halde, d(a) € Z olur. Bdylece, ae Cr(d(U)) olmast durumunda

d(a)eZ oldugu bulunur. [a%, d(u)] ifadesini diizenledigimizde
[2”,d(u) |=[a,d(u)]a+a[a,d(u)] =0 oldugu igin a’€ Cr(d(U)) dir. O halde, d(a*)e Z dir.
Bu ifadeyi diizenlersek, d(a”) = ad(a) + d(a)a = 2ad(a) € Z bulunur. Lemma 2.37 den,

ad(a) e Z oldugu elde edilir. d(a) € Z oldugunu kullanirsak, Lemma 2.32 den, d(a) = 0 veya
aeZ olur. ag Z olarak sectigimiz den, her ae Cr(d(U)) i¢in d(a) = 0 bulunur.

W = {x € R|d(x) =0} olmak iizere, her ae Cg(d(U)) i¢in d(a) = 0 oldugundan ae W olur.
Yani, Cgr(d(U))cW dir. Ote yandan, her aeCr(d(U)), ueU icin
d(a,u]) =[d(a),u]+[a,d(u)]=0 oldugundan [a,u]eW dir. Yani, [a,U]cW olur.

Lemma 3.4.3 den, [M,R] cU ve [M,R] & Z olacak sekilde R halkasmnimn bir M ideali
vardir. me [M,R] ve ue U olmak iizere [ma,u] € U oldugundan

45



BOLUM 3- HALKALARDA TUREV Selin VURKAC

[a,d([ma,u])} = [a,d(m[a,u] + [m,u]a)}
= [a, d(m)[a,u]+ md([a,u])] + [a, d([m,u])a+[m,u] d(a)] =0

elde edilir. Yukandaki ifadede, d([a,u]) = d(a) = [a,d(m)]=[a,d((m,u]) |= 0 olmas:

kullanilirsa

d(m) [a,[a,un =0, Vme[M,R],Vue U

bulunur. Yani, her ue U i¢in d([M,R]) [a,[a,u]] = (0) olur. [M,R] & Z ve [M,R] bir Lie
ideal oldugundan, Lemma 3.4.10 dan, her ue U i¢in [a,[a,u]]Z 0 elde edilir. O halde,

Sonu¢ 3.4.12 den, her ue U i¢in [a,u] = 0 olur. Yani, ae Cg(U) olur. Lemma 3.4.4 den,

Cr(U) = Z dir ve boylece, acZ olur. Bu ise, a¢Z olmasiyla celisir. Celiskinin nedeni
baslangictaki kabuldiir. O halde, Cr(d(U)) = Z olur. ae Z olmast durumunda ise her ue U

icin [a,d(u)] =0dir. Yani, aeCgr(d(U)) olur. O halde, Zc Cgr(d(U)) dir. Boylelikle,
Cr(d(U)) = Z elde edilir.

Lee P. H. ve Lee T. K., 1983.

Lemma 3.4.14. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka,U, R halkasinin bir

Lie ideali, d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve d(Z)=0 olmak iizere, ac R ve

[2,d(U)] = Z ise ac Z veya U Z dir.

Ispat: d(Z) = 0 oldugu i¢in d(c) # 0 olacak bigimde bir ae Z vardir. Bu durumda,
her x e R i¢in [a, x] = 0 olur. Tiirev tanimin kullandigimizda
d([a, x]) = [d(@), x] + [a, d(x)] = [d(ax), X]

olur. Bu ifade, her xeR i¢in saglandigindan d(a)eZ oldugu bulunur. U, bir Lie ideal

oldugundan her ue U, xeR i¢in a[u, X] = [u, ax] € U olur. O halde, hipotezi kullanirsak

[a, d(afu, x])] € Z olur. Bu ifadeyi diizenlersek

[a, d(afu, x])] = [a, d(e)[u, x] + ad([u, x])]
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=d(®)[a, [u,x]] + [a, d()][u, x] + a([a, d([u, x])])
bulunur. Hipotezden, yukaridaki ifadenin son terimi sifirdir. Ote yandan, d(a) € Z oldugu
i¢in de ikinci terim sifir olur. Boylece,

d((x)[a, [u,X]] =0, Vxe R,ue U

elde edilir. d(a) € Z oldugu i¢in, Lemma 2.32 den, d(a) = 0 veya [a, [u, x]] € Z olur.

d(x)#0 oldugundan her xeR, ueU igin [a,[u,x]] eZ dir. Bu, [a,[U,RH cZ olmasi
demektir. Bu durumda, [a,[a, [U, R]]] =0 olur. I, : R— R, x— ax — xa olarak tanimlanan

bir ig tiirev olmak {izere son esitligi diizenlersek 12 ([U,R]) = 0 elde edilir. Teorem 3.4.8

den, I, = 0 veya [U,R] cZolur. Buise, ae Z veya [U,R] < Z olmasi demektir.

[U,R] < Z olmast durumunda [U, [U, R]] = 0 olur. Bu ise, x € U i¢in L(R) = 0 demektir.
Teorem 3.1.3 den, Iy = 0 olur. Yani, x € Z dir. Bu, her x € U i¢in yapilabileceginden

Uc Z oldugu bulunur. O halde, aeZ veya Uc Z dir.

Teorem 3.4.15. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin bir

Lie ideli ve d, R asal halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak iizere d*(U) c Z ise
Uc Zdir.

Ispat: U, Lie ideal oldugu igin [U, U] c U kiimesi de R halkasinin bir Lie idealidir.
Her u, ve U i¢in d([u, v]) = [d(u), v] + [u, d(v)] € U olmasin1 kullanirsak d*([U, U]) c d(U)
bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifade ve d*(U) < Z olmasi kullandigimizda, her u, ve U

i¢in

d*(u,v]) =] d*(w), v |+ 2[d(w),d(V)]+[ u,d*(v) | = 2[d(w), d(v)] € Z
olur. Lemma 2.37 ve d*(U) < Z olmasini kullanarak yukaridaki ifadeyi diizenlersek
her u, ve U igin [d(u),d(v)] € Z oldugu bulunur. Yani,

[d(U), d(U)] = Z
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dir. Kabul edelim ki, d(Z)= 0 olsun. Bu durumda, Lemma 3.4.14 den, her d(u) € d(U) i¢in
d(u) € Z veya Uc Z dir. Bu, d(U)c Z veya U c Z demektir. d(U)c Z olmast durumunda,
Lemma 3.4.9 dan, U Z oldugu bulunur. Her iki durumda da U c Z olur. Boylece,

d(Z) # 0 olmas1 durumu i¢in ispat biter. Simdi de, kabul edelim ki, d(Z) = 0 olsun. Bu

durumda, d’(U)=d(d*(U)) = d(Z) =0 oldugu goriiliir. Bu,d* (R) = 0 demektir. d?(u) = 0

olan bir ue U segelim. O zaman, ue U, her ve U igin

u[u,d(v)] = u(ud(v)) — ud(v)u = [u,ud(v)] e U

olur. O halde, hipotezden, d([u,ud(v)])eZ dir. Bu ifadeyi kabul ve hipotez yardimiyla

diizenlersek

d*(u[u,d(v)]) = d*(u)[u,d(v)]+2d(w)d([u, d(v) ]+ ud*([u,d(v)])
=2d(u)([d(w),d(W)]+[ u.d* () )+

u(( d*(u).d(v) [+ 2[ d(u),d’(v) |+ [ u,d*(V) )
=2d(w)[d(u), d(v)]eZ
bulunur. Bdylece, Lemma 2.37 den, d(u)[d(u),d(v)] €Z olur. Burada, her veU icin

[d(u),d(v)]eZ olmas1 kullanilirsa, Lemma 2.32 den, her veU i¢in d(u)eZ veya

[d(u),d(v)] = 0 bulunur. d(u) € Z olmasi durumunda [d(u),d(v)] = 0 saglandigindan
her veU igin[d(u),d(v)] = 0 olur. Bu durumda_ d(u) € Cr(d(U)) olur. Teorem 3.4.13 den,
Cr(d(U)) = Z dir. Boylece,

d*(u)=0=d(u) € Z (3.33)
olur. Ote yandan, her x e R i¢in

d*([u, d*x)]) = [d*(v), &*x)] + 2[d(u), )] + [u, d*x)] dir. & = 0 olmasi
kullanirsak yukaridaki ifadenin ikinci ve son terimi sifir olur. Hipotezden, d*(u) = o

oldugu i¢in de ilk terim sifirdir. Boylece, d*([u, d*(R)]) = 0 oldugu bulunur. U, Lie ideal
oldugu i¢in [u, d*(R)] < U dir. O halde, (3.33) nolu ifadeyi kullandigimizda,
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d([u, d*(R)]) = Z olur. Bu ifadeyi diizenlersek
d([u, *R))) = [d(u), d(R)] + [u, (R)] =Z

bulunur. Bu durumda, d([u, ¢*(R)]) € Z olur. Bu ifadeyi, ud(x) i¢in diizenlersek, her xe R

icin
[ d(u),d* (ud(x)) | = d(u),d’ (W)d(x)+2d(w)d* (x) +ud*(x) ]
= d*(w)[d(u),d(x)]+2d(w)[ d(u),d*(x) | € Z
bulunur. Bu durumda,
& (W) [d(u).d(x)]+ 2d(w)[ d(u).d’(x) | € Z, VueU, v xeR

elde edilir. Yukaridaki ifadeyi d(u) ile degismeli yapar ve d(u), [d(u), d*(x)] € Z olmasin

kullanarak diizenlersek
[ d(u),d’ (u)[d(u),d(x)]]+[d(u),zd(u)[d(u),dz(x)ﬂ = &’ (W[ d(w),[d(w),d(x)]]

bulunur. d*(u) = 0 oldugundan, yukaridaki ifade sifira esittir. Lemma 2.23 den, her xeR
icin d*(u)=0 veya [d(u),[d(u),d(x)]]= 0 dir. (3.33) nolu ifadeden d*(u)=0olmasi

durumunda, d(u) € Z oldugundan her ue U i¢in [d(u),[d(u),d(x)]] = 0 olur. O halde,

her ueU, xeR igin [d(u),[d(u),d(x)]] = (0 dir. Bu ifadede, x yerine d(u)x yazar ve

diizenlersek
[d(u),[d(u),d(d(w)x)]]= [d(u), [d(w), dz(u)xﬂ +[d(w),[d(u),d(w)d(x)]]

= d*(u)[ d(u),[d(u),x]|=0

bulunur. d*(u) =0 € Z oldugundan, Lemma 2.23 den, d*(u)=0 veya [d(u), [d(u), x]] = 0

olur. d*(u) = 0 olmas1 durumunda (3.33) nolu ifadeden d(u) € Z dir. Bu durumda,

[d(u), [d(u), x]] = 0 olur. O halde, her ue U, xe R i¢in [d(u), [d(u), x]] = 0 dir. Igw) : R—>R,
Liyw(x) = d(u)x — xd(u) seklinde tanimlanan bir i¢ tiirev olmak iizere son ifadeyi

diizenledigimizde, I*4.,(x) = 0 olur. Bu ise, Teorem 3.1.3 den, Is) = 0 olmas1 demektir. Bu
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durumda, her ue U i¢in d(u) € Z olur. Yani, d(U) c Z dir. O halde, Lemma 3.4.9 dan, Uc Z

olur ve ispat biter.

Teorem 3.4.16. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin

sifirdan farkli bir Lie ideali ve d, R halkasinda sifirdan farkl: bir tiirev ve ae R olmak tizere

[a,d(U)] cZ iseaeZveyaUcZ dir.

Ispat: ilk olarak, kabul edelim ki, d(Z)+ 0 olsun. Bu durumda, Lemma 3.4.14 den,

aeZ veya UcZ olur. Boylece, d(Z)# 0 durumu i¢in ispat biter. Simdi de, kabul edelim ki,
d(Z) = 0 ve Uz Z olsun. Hipotezden, her u € U igin

[a, d([a, u])] = [a, [d(a),u]] + [a, [a, d(u)]] Z[a,[d(a),un
olur. [a,[d(a),un e Z ve d(Z) = 0 olmasi1 kullanildiginda

[d(a),[d(a),u]] eZ,VueU

elde edilir. Ijw) : R—>R, Iye) (x) = d(a)x — xd(a) olacak bicimde tanimlanan bir i¢ tiirev

olmak iizere yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde, Ij(a) (U) < Z olur. Bu durumda,

Teorem 3.4.15 den, 1,,,= 0 veya UcZ olur. Uz Z oldugu i¢in d(a)eZ dir. Ote yandan,

hipotezden, her ue U i¢in [a,d([az,u])] eZ dir. d(a®) = d(a)a + ad(a) = 2ad(a) olmasini

kullanarak son ifadeyi diizenlersek
[a,d([az,u})] = [a,[d(az),uﬂ+[a,[a2,d(u)ﬂ = [a,[2ad(a),un =2[a,[a,u]d(a)}
= Z[a,[a,uﬂ d(a)eZ

bulunur. Lemma 2.37 den, her ueU igin [a,[a,u]]d(a)ez olur. d(a)eZ olmasini

kullanirsak, Lemma 2.32 den, d(a) = 0 veya [a, [a, u]]e Z elde edilir. [, : R >R,

I,(x) = ax — xa seklinde tanimlanan bir i¢ tiirev olmak lizere, son esitligi diizenlersek

d(a) = 0 veya I’ (U)c Z olur. Kabul edelim ki, I (U)  Z olsun. Bu durumda,

Teorem 3.4.15 den, I,= 0 veya Uc Z olur. Bu ise, ae Z veya U c Z demektir. Uz Z oldugu
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icin ae Z olur. Bu durumda, ispat biter. Simdi de, d(a) = 0 olmasi1 durumunu inceleyelim.

d(a) = 0 olmasim kullanarak d([a, d(u)]) ifadesini diizenlersek d([a,d(u)]) :[a,d2 (u)]
oldugu gdriilir. V = [U, U], R halkasmnmn bir Lie idealidir ve her ve V i¢in d(v)e U dur.
Ote yandan, [d(v),u],[d(v),au]eU ve [a,d([d(v),u])}, [a,d([d(v),au])} €Z olmasini
kullanarak a[a,[d2 (V),uﬂ ifadesini diizenlersek [d(V),au] € U oldugundan, hipotezden,

[a, d([d(v), au])] € Z dir. Bu ifadeyi diizenlersek

[a, d([d(v), au])] = [a, [d*(v), au] + [d(v), d(au)]] = [a, a[d*(v), u]] + [a, [d*(v), a]u]
= a[a, [d*(v), u]] + [a, [d*(v), a]Ju + [d*(v), a][a, u]

bulunur. Bu durumda,
a[a,[dz(v),uﬂ eZ,VuelU, VveV
elde edilir. Her ue U, ve V i¢in [d(Vv), u] € U oldugundan, hipotezden,

[a,d([d(v),u])] = [a,[d2 (V),u]] € Z olur. Yukaridaki ifadede, bu esitligi kullandigimizda

aeZ veya [a,[d2 (V),uﬂ =0 elde edilir. ae Z iken [a,[d2 (V),u]] = (0 dir. O halde,

:R—>R, I, (x)=d*v)x —xd*(v) olarak

d*(v) > Td(v)

herueU, veV i¢in [a,[dz(v),uﬂ =0dir. |

tanimlanan bir i¢ tiirev olmak iizere yukaridaki esitligi diizenlersek |a, Idz(v)(U)] =0 elde
edilir. Bu durumda, a € CR(Idz(V)(U)) olur. U ¢ Z oldugundan, Teorem 3.4.13 den,
CR(Idz(v)(U)) =Z veya Idz(v)(U) = 0 dir. Boylece, a € Z veya Idz(v)(U) =0 olur. a € Z olmasi
durumunda ispat biter. O halde, kabul edelim ki, Idz(v)(U) =0 olsun. Teorem 3.4.8 den,

I’ = 0 veya Uc Z dir. U ¢ Z oldugunu kabul ettigimiz igin I,*) = 0 dir. Bu ise,

her v € V igin d*(v) € Z demektir. Yani, d*([U, U])c Z dir. O halde, Teorem 3.4.15 den,
[U, UlcZ olur. Lemma 3.4.2 den de Uc Z dir. Oysaki, U & Z oldugu kabul edilmisti.
Celiskinin nedeni kabuldiir. O halde, U c Z dir.

Teorem 3.4.17. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin

sifirdan farkli bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak {iizere
[d(U),d(U)] cZ ise Uc Z dir.
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Ispat: Hipotezden, her x eR igin [d(x),d(U)] c Z dir. Teorem 3.4.16 dan,

her xeR i¢in d(x)e Z veya Uc Z olur. U< Z olmasi durumunda ispat biter. O halde,
d(U)c Z olmasini inceleyelim. Bu durumda, Lemma 3.4.9 dan, U — Z olur ve ispat biter.

Teorem 3.4.18. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli bir Lie ideali ve d,0 R asal halkasinin sifirdan farkl: iki tiirevi olmak iizere

do(U)c Z ise Uc Z dir.

Ispat: Kabul edelim ki, U Z olsun. Bu durumda, herue U, ve [U, U] i¢cin

do( [u, o (V)] )€ Z dir.Hipotezi kullanarak bu ifadeyi diizenlersek, herue U, ve [U, U] icin

d&([u,6]) = d([5(u),6(W)]+[u.8*(V) )= [d(w),8°(v) | eZ

bulunur. Bu, [d(U), §%([U,U])]€Z olmas1 demektir. Teorem 3.4.16 dan, 52([U,U]) cZ
veya Uc Z olur. Uz Z oldugu i¢in 5” ([U,U]) c Z olur. Teorem 3.4.15 den, 6 = 0 veya

[U,U] c Z olur. § # 0 oldugu i¢in, [U,U] c Z dir. Bu durumda, Lemma 3.4.2 den,

Uc Z olur. Bu, Uz Z olmast ile ¢gelisir. Celiskilerin nedeni kabuldiir. Béylece, U Z olur.

Teorem 3.4.19. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin

sifirdan farkli bir Lie ideali ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olmak tizere

herue U igin [u, d(u)] e Z ise Uc Z dir.

Ispat: Hipotezde, ve U olmak iizere, u yerine u + v yazarsak [u,d(v)]+[v,d(u)]e Z

bulunur. Bulmus oldugumuz ifadede v yerine [u, v] yazarsak
[w,d(u,v]) [+[[u,v].d(w) | = [u,[d(w),v]+[u,dW)]]+[[u,v].d(w)]
elde edilir. Jacobi 6zdesliginden,

[w]u,d)]]€Z,Vu,veU (3.34)

bulunur. Yukaridaki ifadede, ve [U, U] olmak {izere, u yerine u + d(v) yazarsak
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[u+d),[u+d(v),dW)]] = [w[u,dW)]]+[d(V).[u,d(V)]] €Z
olur. Yukaridaki ifadede (3.34) nolu 6zdesligi kullandigimizda
[d(v),[d(v),un eZ,VuelU,ve [U,U]

oldugu gorulir. I, : R>R, I, (x) = d(v)x — xd(v) olarak tanimlanan bir i¢ tiirev olmak

d(v)
lizere yukaridaki ifadeyi diizenlersek, I? svy (U)=Z olur. Bu durumda, Lemma 3.4.15 den,
L) = 0 veya UcZ olur. Bu ise, her ve [U,U] i¢in d(v)eZ veya Uc Z demektir. UcZ
olmasi durumunda ispat biter. d([U, U])C Z ise Lemma 3.4.9 dan, [U, U] cZ olur. Bu

durumda, Lemma 3.4.2 den, U c Z dir.
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BOLUM 4

HALKALARDA (o, T)-TUREVLER

Bu boliimde, daha 6nce tiirevli halkalar i¢in bulunmus olan bazi sonuglarin

(o, T)-tlirevli halkalar i¢in ispatlar1 incelenmistir. Bunlara ek olarak, halka ve idealleri

tizerinde komiitatiflik ile ilgili sonuclara yer verilistir.

4.1. Asal Halkalar ve Idealleri Uzerinde (o, T)-Tiirevler

Aydin N. ve Kaya K., 1992.

Lemma 4.1.1. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve t, R halkasinin

iki otomorfizmi, U, R halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali ve d, R halkasinin bir
(o,7)-tlirevi olmak tizere d(U) =0 ise d = 0 dir.

Ispat: U, R halkasinin sag ideali oldugu icin her a€ U, x € R icin ax € U dur.
Hipotezimizden, d(ax) = 0 olur. (o,7)-tlirev tanimim kullanarak bu ifadeyi
diizenledigimizde d(ax) = d(a)o(x) + t(a)d(x) = 0 bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadede
d(a) = 0 olmasin1 kullandigimizda her a € U, x € R i¢in 1(a)d(x) = 0 olur. Bu ise,

1(U)d(R) = 0 (4.1)

olmas1 demektir. U, R halkasinin bir sag ideali oldugu i¢in U # @ dir. Bu ise, bir ag € U var
demektir. Bu durumda t(ag) € ©(U) olur. Yani, ©(U) # @ dir. Ote yandan, a, b € U igin

1(a), 1(b) € ©(U) dir. Boylece, her 1(a), 1(b) € 1(U) i¢in t(a) — 1(b) = 1(a — b) € t(U) olur.
Bu durumda, t(U) kiimesi ‘+’ islemine gore kapali oldugu i¢in (t(U), +) degismeli gruptur.
Diger taraftan da, U, R halkasinin bir sag ideali oldugu i¢in UR € U dur. T : R—R bir
otomorfizm oldugu i¢in t(UR) € t(U) olur. 1, bir halka homomorfizmasi oldugu i¢in islemi

korur ve t(U)t(R) € t©(U) olur. Son olarak, t 6rten oldugu i¢in 1(R) = R olmasi kullanilirsa
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T(U)R € 1(U) oldugu bulunur. O halde, t(U), R halkasinin bir sag idealidir. Kabul edelim
ki, ©(U) = 0 olsun. Bu durumda, her x € U i¢in t(x) = 0 olur. 7, 1-1 oldugundan her x € U

icin x = 0 dir. Bu ise, U = 0 olmasi anlamina gelir. Bu durum, hipotezimizde, U # 0 olmasi
ile celisir. O halde, ©(U) # 0 dir. Boylece, 1(U), R halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali
olmus olur. Bu durumda, ©(U)Rd(R) S t(U)d(R) dir. Bu ifadede (4.1) nolu 6zdesligi
kullanirsak t(U)Rd(R) = 0 oldugu bulunur. Uyar1 2.23 den, her x € U, r € R i¢in 1(x) = 0
veya d(r) = 0 olur. Yani, t(U) = 0 veya d(R) = 0 dir. ©(U), R halkasinin sifirdan farkl bir
sag ideali oldugu i¢in d(R) = 0 olur ki, bu d = 0 demektir.

Lemma 4.1.2. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve T, R halkasinin
iki otomorfizmi, d, R halkasinin bir (o,t)-tiirevi ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali

olmak iizere a € R i¢in ad(U) =0 (d(U)a=0) ise a=0 veyad =0 dur.

Ispat: U, R halkasinin bir ideali oldugundan, her b € U, x € R i¢in bx € U dir. O

halde, ad(bx) = 0 dir. Bu ifadeyi (o,7)-tlirev tanimini1 kullanarak diizenlersek

ad(bx) = a(d(b)o(x) + t(b)d(x)) = ad(b)o(x) + at(b)d(x) = 0 bulunur. Bu ifadede,
hipotezden, ad(b) = 0 olmasin1 kullandigimizda her b € U, x € R i¢in at(b)d(x) = 0 elde
edilir. Yani, her x € R i¢in at(U)d(x) = 0 dir. Lemma 4.1.1 de, U sag ideal iken 1(U) nun
bir sag ideal oldugu goriildii. Benzer sekilde, U sol ideal iken de t(U) sol idealdir. O halde,
U ideal iken 1(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in at(U)Rd(x) € at(U)d(x) = 0 olur. Bu
ise, at(U)Rd(x) = 0 olmas1 demektir. Bu ifadede, Uyar1 2.23 kullanirsa, her b € U, x €R
icin at(b) = 0 veya d(x) = 0 olur. Bu ise, at(U) = 0 veya d = 0 olmas1 anlamina gelir. d =0
olmasi durumunda ispat biter. Kabul edelim ki, at(U) = 0 olsun. ©(U), R halkasinin bir
ideali oldugu icin aRt(U) € at(U) = 0 dir. Yani, aRt(U) = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her b € U
icin a = 0 veya t©(b) = 0 bulunur. Boylece, a = 0 veya ©(U) = 0 olur. 1(U), R halkasinin

stfirdan farkli bir ideali oldugu i¢in a = 0 dir.

Lemma 4.1.3. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve T, R halkasinin
iki otomorfizmi, d;: R—R tanimh bir (o,7)-tlirev ve d, : R—R taniml bir tiirev olmak

tizere d;d,(R) =0 ise d; =0 veya d, = 0 dur.

Ispat: Kabul edelim ki, d; # 0 olsun. Hipotezden, her x, y € R i¢in d;d(xy) = 0 olur.

Bu ifadeyi (o,1)-tlirev ve tlirev tanimlarini kullanarak diizenlersek,

0= dida(xy) = di(da(x)y + xda(y)) = di(d2(x)y) + di(xda(y))
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=di(da(x))a(y) + (d2(x))di(y) + di(x)o(dx(y)) + t(x)di(dx(y))

bulunur. Kabuliimiizden dolay1, d;(dx(x)) = di(d2(y)) = O olmasini1 kullanarak yukaridaki

ifadeyi diizenledigimizde

1(d2(x))di(y) + di(x)o(d2(y)) =0, Vx ER 4.2)
elde edilir. Bu ise,

W(d2(x))di(y) = —di(x)a(dx(y)), V x, y ER (4.3)

olmast demektir. (4.2) nolu ifadede x yerine dy(x) yazar ve kabuliimiizii kullanarak

diizenlersek, t(dx(d2(x)))d1(y) + di(da(x))o(da(¥)) = ©(da(da(x)))d1 (y) = 1(d2*(x))di(y) = 0

bulunur. Yani, her x, y €R igin T(dzz(X))dl(y) = 0 olur. Bu ise, her x €R igin
1(d>*(x))d;(R) = 0 olmas1 demektir. Lemma 4.1.2 den, d; # 0 oldugundan dolay1 her x € R
icin 1(d,%(x)) = 0 elde edilir. Bu durumda, t, 1-1 oldugundan her x € R i¢in d>*(x) = 0 olur.

Yani,
d2(R) =0 (4.4)

dir. (4.2) nolu ifadede, z € R olmak iizere, x yerine xd,(z) yazar ve tiirev ve (c,1)-tlirev

tanimlarini kullanirsak
0 = 1(d2(xd2(2)))di(y) + di(xdx(2))5(da(y))
= 1(d2(x)da(2) + xd2(d2(2)))di(y) + di(x)o(d2(2))o(dx(y)) + 1(x)di(d2(2))o(da(y))
= 1(d2(0))1(d2(2))di(y) + (X)d2*(2)di (y) + di(x)0(da(2))o(da(y)) +
©(x)di(d2(2))o(dx(y))

bulunur. (4.3) ve (4.4) nolu ifadeler ve d;(dx(z)) = 0 olmasii kullanarak son ifadeyi
diizenledigimizde, her x, y, z € R i¢in —1(dx(x))d;(z)o(da2(y)) + di1(x)o(d2(z))o(d2(y)) = 0

elde edilir. Yukaridaki ifadeyi (4.3) nolu 6zdeslik yardimiyla diizenlersek,
0 = di(x)o(d2(2))o(da(y))+ di(x)o(d2(2))o(d(y))
=2 di(x)o(d2(2))o(da(y))

bulunur. Lemma 2.36 dan, her x, y, z € R i¢in d;(x)o(d2(z))o(d2(y)) = 0 olur. Yani,
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her y, z € R i¢in d;(R)o(d2(z))o(da(y)) = 0 dir. Lemma 4.1.2 den, d; # 0 oldugundan dolay1
her y, z € R i¢in o(d2(z))o(d2(y)) = 0 elde edilir. 6, otomorfizm olmasi1 kullanildiginda ise
her y, z € R i¢in dy(z)dx(y) = 0 olur. Yani, her y, z € R i¢in d»(z)dx2(y) = 0 oldugu bulunur.
Bu ise, dy(R)dx(y) = 0 olmas1 demektir. Lemma 4.1.2 den, her y € R i¢in d, =0 veya

dx(y) = 0 olur. Yani, d; = 0 dir. Boylece, d; # 0 olmasi durumunda d, = 0 oldugu bulunmus

olur.

Teorem 4.1.4. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve T, R halkasinin
iki otomorfizmi, d, R halkasinin sifirdan farkli bir (o,7)-tlirevi ve U, R halkasinin bir ideali

olmak {izere a € R i¢in [d(U), a],, .= 0 ise a € Z dir.

Ispat: Hipotezden, her x, y € R igin [d(Xy), a],, - = O olur. Bu ifadeyi (c,7)-tiirev

tantmuni kullanarak diizenledigimizde
0 = (d(x)o(y) + 1(x)d(y))o(a) — t(a)(d(x)o(y) + 1(x)d(y))
= d(x)o(y)o(a) + u(x)d(y)o(a) — w(a)d(x)o(y) + w(a)u(x)d(y)
= d(x)o(ya) + 1(x)d(y)o(a) — t(a)d(x)o(y) + t(ax)d(y) bulunur. Bdylece,
her x, y € R igin
d(x)o(ya) + t(x)d(y)o(a) — t(a)d(x)o(y) + t(ax)d(y) =0 (4.5)
oldugu bulunur. Ote yandan, hipotezden, her x € U igin

[d(x), a]s, . = d(x)o(a) — ©(a)d(x) = 0 olur. Bu ise, her x € R i¢in d(x)o(a) = t(a)d(x) olmasi
demektir. (4.5) nolu ifadeyi buldugumuz ifade ve o, t nun halka homomorfizmasi

olmalarini kullanarak diizenlersek,
0 =d(x)o(ya) + 1(x)t()d(y) — d(x)o(ay) + t(ax)d(y)
=d(x)(a(ya) — o(ay)) + tu(xa)d(y) — t(ax)d(y)
= d(x)(a([y, a]) + ©([x, a])d(y)
bulunur. Yani,

d(x)o([y, a]) + 1([x, a])d(y) =0, Vx,yER (4.6)
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olur. Yukaridaki ifadede y yerine ya yazar ve diizenlersek,
0 =d(x)a([ya, a]) + T([x, a])d(ya)
= d(x)o(y[a, a] + [y, a]a) + 1([x, a])(d(y)o(a) + (y)d(a))
=d(x) o([y, a]a) + 1([x, a])d(y)o(a) + ©([x, a])r(y)d(a)
= d(x)o([y, a])o(a) + ©([x, a])d(y)o(a) + 1([x, a])x(y)d(a)
= (dx)o([y, a]) + ©([x, a])d(y))a(a) + 1([x, a])=(y)d(a)

olur. Yukaridaki ifadenin ilk terimi (4.6) nolu 6zdeslikten sifirdir. Boylece, her x, y € U
icin 1([x, a])t(y)d(a) = 0 oldugu bulunur. Bu ise, her x, y € U i¢in 1([x, a])t(U)d(a) = 0

olmasi demektir. ©(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in
1([x, a])t(U)Rd(a) € 1([x, a])r(U)d(a) = 0 dir. Bu durumda, her x € U igin

1([x, a])r(U)Rd(a) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her x, y € U i¢in 1([X, a])t(y) = 0 veya d(a) = 0
oldugu elde edilir. T(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in t([x,a])R1(y) € 1([x,a])t(y) =0
dir. Bu durumda, her x € U igin t([x,a])Rt(y) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her x, y € U i¢in
1([x, a]) = 0 veya t(y) = 0 elde edilir. 1, 1-1 oldugundan, her x € U i¢in [x, a] =0 veya

©(U) =0 veya d(a) = 0 olur. ©(U), R halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugu igin

her x €U i¢in [x, a] = 0 veya d(a) = 0 dir. Bu ise, [U, a] = 0 veya d(a) = 0 olmasi
demektir. 11k olarak, kabul edelim ki, [U, a] = 0 olsun. U, R halkasinin bir ideali oldugu
icin [UR, a] € [U, a] = 0 dir. Bu, [UR, a] = 0 demektir. Bu esitligi diizenledigimizde,

her x € R, y € U i¢in [yx, a] = y[x, a] + [y, a]x = 0 olur. Kabuliimiizii kullandigimizda,

her x € R, y € U i¢in y[x, a] = 0 oldugu bulunur. Bu ise, her x € R i¢in U[x, a] = 0 olmasi
demektir. U, R halkasinin bir ideali oldugu i¢in UR € U dir. Bu durumda,

UR[x, a] € U[x, a] = 0 olur. Yani, her x € R i¢in UR[x, a] = 0 dir. O halde, her t € U i¢in
tR[x, a] = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her x € R, y € U i¢in t = 0 veya [x, a] = 0 oldugu bulunur.
Bu durumda, U = 0 veya [R, a] = 0 dir. U, R halkasinin sifirdan farkl bir ideali oldugu i¢in
[R, a] = 0 dir. Bu ise, a € Z olmas1 demektir. Boylece, [U, a] = 0 olmasi1 durumunda a € Z
oldugu bulunur. Ik durum i¢in ispat bitmis olur. Simdi de, kabul edelim ki, d(a) = 0 olsun.

Bu durumda, her u € U igin
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d([u, a]) = d(ua — au) = d(ua) — d(au) = d(u)o(a) + t(u)d(a) — (d(a)o(u) + t(a)d(u))

dir. Kabuliimiizii kullanirsak d([u, a]) = d(u)o(a) — t(a)d(u) = [d(u), a], - oldugu bulunur.
Bu ifadeyi hipotezimiz yardimiyla diizenledigimizde, her u € U i¢in d([u, a]) = 0 olur.

Yani,
d([U, a]) =0 4.7)
dir. (4.6) nolu ifadede, w € U olmak iizere, y yerine yw yazar ve diizenlersek
0 =dx)o([yw, a]) + u([x, a])d(yw)

= d(x)o(y[w, a] + [y, a]w) + 1([x, a])(d(y)o(w) + 1(y)d(W))

= d(x)o(y)o([w, a]) + d(x)a([y, a])o(w) + 1([x, a])d(y)o(w) + ([, a])r(y)d(w)

= d(x)o(y)o([w, a]) + ©([x, a])r(y)d(w) + {d(x)o([y, a]) + ©([x, a])d(y)}o(W)
olur. (4.6) nolu ézdeslikten yukaridaki ifadenin son terimi sifirdir. Bu durumda,

her x, y, w € U i¢in d(x)o(y)o([w, a]) + t©([x, a])t(y)d(w) = 0 bulunur. Bulmus oldugumuz
bu ifadede w yerine [w, a] yazarsak d(x)o(y)o([[w, a], a]) + t©([x, a])t(y)d([w, a]) = O olur.
Bu ifadede (4.7) nolu 6zdeslik kullanildiginda, her x, y, w € U i¢in

d(x)o(y)o([[w, a], a]) = O elde edilir. Bu ise, her y, w € U i¢in d(U)o(y)o([[w, a], a]) =0

olmas1 demektir. Bu ifadede Lemma 4.1.2 uygulanirsa, her y, w € U i¢in

o(y)o([[w, a], a]) = 0 veya d = O olur. Hipotezde, d # 0 oldugundan hery, w € U igin
o(y)o([[w,a],a]) = O dir. Bu ise, her w € U i¢in o(U)o([[w, a], a]) = 0 olmast demektir.
Lemma 4.1.1 de U, sag ideal oldugu i¢in o(U) nun sag ideal oldugunu gordiik. Benzer
sekilde U, sol ideal iken o(U) sol idealdir. O halde, o(U), R halkasinin bir idealidir. Bu
nedenle, 6(U)Ro([[w,a],a]) € o(U)o([[w,a],a]) = 0 dir. Bu durumda,

o(U)Ro([[w, a], a]) = 0 olur. O halde, her k € U i¢in o(k)Ro([[w, a], a]) =0 dur.

Uyar1 2.23 den, her k, w € U i¢in o(k) = 0 veya o([[w, a], a]) = 0 dir. Bu ise, her w € U i¢in
o(U) = 0 veya o([[w, a], a]) = 0 olmasi demektir. 6(U), R halkasinin sifirdan farkli bir
ideali oldugundan, her w € U i¢in o([[w, a], a]) = 0 dir. o, 1-1 oldugundan her w € U i¢in

[[w, a], a] = 0 oldugu bulunur. [[w, a], a] = [a, [a, W]] olmas1 kullanildiginda, her w € U

59



BOLUM 4- HALKALARDA (0, 1)-TUREVLER Selin VURKAC

i¢in [a, [a, w]] = 0 olur. I, : R—>R, x—ax — xa = [a, x] olarak tanimlanan bir ig¢ tiirev olmak

tizere son buldugumuz ifadeyi diizenledigimizde, her x € U ig¢in I,(I,(x)) = 0 olur. Yani,

her x € U i¢in I,(x) = 0 dur. Bu ise, I,>(U) = 0 olmasi demektir. Lemma 4.1.3 den, I, =0
elde edilir. Bu durumda, her x € R i¢in [a, X ] = 0 olur. Yani, [a, R] =0 dir. Buise, a € Z

demektir. Boylece, d(a) = 0 olmasi durumunda da, a € Z oldugu bulunur.

Lemma 4.1.5. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve t, R halkasinin
iki otomorfizmi ve d, R halkasinin sifirdan farkli bir (o, 1)-tlirevi olmak iizere a € R igin

[d(R),a]sr € Co,rise a € Z dir.

ispat: Kabul edelim ki, a € Z olsun. Hipotezden, [d(a®), a]s.: € Cs.. dir. Bu ifadeyi

diizenledigimizde
[d(a), alo, < = [d(aa), alo, < = [d(a)o(a) + 2(a)d(a), alo,«
= (d(a)o(a) + 1(a)d(a))o(a) — t(a)(d(a)o(a) + t(a)d(a))
= d(a)o(a)o(a) — t(a)r(a)d(a)
= d(a)o(a’) — t1(a?)d(a)
= [d(a), a'Jo.
= [d(a), aa]s, = [d(a), a]o,c 0(a) + (a)[d(a), a]s,< € Co,x

bulunur. Hipotezden, [d(a), a]s,: € Co, . olmasimi kullanirsak [[d(a),als, . a]s, - = 0 olur.
Boylece, [d(a), als, - o(a) = t(a)[d(a), als, - oldugu bulunur. Elde ettigimiz bu esitligi
yukaridaki ifadeyi diizenlemek i¢in kullandigimizda [d(a2), als, - = 2t(a)[d(a), a]s, . elde
edilir. Yani, 2t(a)[d(a), a]s, : € C,, . dir. charR # 2 oldugundan t(a)[d(a), a]s, : € Cs, ; olur.
Hipotezden, [d(a), als, : € Cs, - olmasini kullandigimizda, Lemma 2.46 dan, t(a) € Z veya
[d(a), a]s, - = 0 elde edilir. Kabul edelim ki, t(a) € Z olsun. Bu durumda, t, 1-1 oldugu i¢in
a € Z dir. Basta, a € Z oldugunu kabul ettigimiz i¢in ¢eliski elde edilir. O halde,

[d(a), a]s,c =0 (4.8)

dir. Bu durumda, hipotezden, her x € R i¢in [d([a, x]), a]s, : € Cs, : olur. Bu ifadeyi

diizenledigimizde

[d([a, x]), a]s, = [d(ax) — d(xa), a]s, «
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= [d(@)o(x) + 1(a)d(x) — d(x)o(a) — 1(x)d(a), als,

= [d(2)o(x) — 1(x)d(a) — (d(x)o(a) — 1(a)d(x)), a]e.«

=[[d(a), X]o,x — [d(x), alo,< , a]o.x

= [d(a), x], < 0(a) — [d(x), a]s.z0(a) — ©(@)[d(a), X]s,« + T(@)[d(X), 2], «
= [[d(a), x]o, <, alo,« — [[d(x), a6, 1, alo,« € Co,

bulunur. Hipotezden, her x € R i¢in [d(x), a]s, : € Cs,  olmasin1 yukaridaki ifadede

kullandigimizda

[[d(a), X]s, 7, als,: €Cosr, VXER (4.9)
bulunur. Yukaridaki ifadede x yerine ax yazar ve diizenlersek,

[[d(a), ax]s,, a]o,« =[t(a)[d(a), X]o,x + [d(a), als,x 5(a) , Ao«
= [t(@)[d(a), X, , alo, + [[d(a), alo.x (a) , a]s,: € Co.

bulunur. (4.8) nolu ifadeden faydalanarak yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde,

[t(a)[d(a), X]s, <, ], €ECs,:, VX ER (4.10)
elde edilir. Yukaridaki ifadeyi diizenlersek
t(@)[[d(a), X]o, » alo < + [(a), 7@)][d(a), X]o,« € Co,0lur. Bu ise,

t(a)[[d(a), X]s, 1 » als, - € Co, + demektir. (4.9) nolu ifadeyi kullandigimizda, Lemma 2.46
dan, her x € R icin 1(a) € Z veya [[d(a), X]s, < , a]s,« = 0 elde edilir. Kabul edelim ki,

1(a)€ Z olsun. Bu durumda, a € Z olur. Bu, en basta a € Z olarak se¢ilmesi ile ¢eligir. O

halde, her x €R i¢in

[[d(a), X]G,‘C 5 a]cs,r =0 (41 1)
dir. Yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde,

[[d(a), X]s, ©» als, - = [d(a), [X, a]ls, < + [[d(a), a]s, « , X]s, - = O elde edilir. (4.8) nolu ifadeyi
kullandigimizda, her x € R igin [d(a), [X, a]]s, ;= 0 bulunur. I, : R—R, x—ax — xa = [a, X]
ve lym) : R—R, x—d(a)o(x) — ©(x)d(a) = [d(a), X]s, - olarak tanimlanan i¢ tiirev ve (o,1)-i¢
tiirev olmak iizere son buldugumuz 6zdesligi diizenledigimizde, her x € R i¢in
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[d(a), [X, a]lo.« = Lu([X, a]) = Liw(Ta(x)) = 0 elde edilir. Yani, Ijs(I(R)) = 0 olur.

Lemma 4.1.3 den, lja) = 0 veya I, = 0 oldugu bulunur. Kabul edelim ki, I, = 0 olsun. Bu
durumda, her b €R i¢in [a, b] = 0 olur. Yani, a € Z dir. Baglangicta a € Z olarak sectigimiz
icin geliski elde edilir. O halde, her x € R i¢in [d(a), X]s, = 0 dir. Bu durumda, d(a) € Cs,;
olur. Hipotezden, her x €R i¢in [d(ax), a]s, : € Cs, . dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde

[d(ax), a]e,« = [d(a)o(x) + ©(a)d(x), a]s,«
=d(a)o(x)o(a) + 1(a)d(x)o(a) — t(a)d(a)o(x) — t(a)t(a)d(x)

bulunur. d(a) € Cs,;oldugu i¢in [d(a), a]s, . = 0 dir. Yani, d(a)o(a) = t(a)d(a) dir. Bu esitligi

kullanirsak
[d(ax), a]s,» = d(a)o(x)o(a) + t(a)d(x)o(a) — d(a)o(a)o(x) — t(a)r(a)d(x)
= d(a)o(xa) — d(a)o(ax) + 1(a)(d(x)o(a) — 1(a)d(x))
= d(a)o([x, a]) + (@)[d(x), a,
bulunur. Yani,
d(2)o([x, a]) + (a)[d(x), alo,« € Cs ., VX ER (4.12)
olur. Bu durumda
0 =[d(a)o([x, a]) + H(a)[d(x), a]s,, a]o,x
= d(a)o([x, a])o(a) + ©(a)[d(x), a]o,: 6(a) — (a)d(a)o([x, a]) — t(a)r(a)[d(x), a]o,+
olur. t(a)d(a) = d(a)o(a) ve hipotezden [d(x), a]q, ¢ € Co,« olmasini kullanirsak
0 =d(a)o([x, a])o(a) + 1(a)[d(x), a]s, - o(a) - d(a)o(a)o([x, a]) - (@)[d(x), a]s, 6(a)
=d(a)o([x, a]a) - d(a)o(a[x, a]) + w(a)[[d(X), a]s, < alo, <
=d(a)o([[x, a], a])

bulunur. Yani, her x € R i¢in d(a)o([[x, a], a]) = 0 elde edilir. Bu durumda, her t € R i¢in
o(t)d(a)o([[x, a], a]) = 0 olur. Bu ifadeyi, d(a) € C,; olmasini kullanarak diizenledigimizde
her x, t € R i¢in d(a)t(t)o([[X, a], a]) = 0 olur. Bu ise, her x €R i¢in

d(a)r(R)o([[x, a], a]) = 0 olmas1 demektir. T(R), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in
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d(a)Rt(R)o([[x, a], a]) € d(a)t(R)o([[X, a], a]) = 0 olur. Bu durumda,
d(@)Rt(R)o([[x, a], a]) = 0 olur. Uyari, 2.23 den, her x € R i¢in d(a) =0 veya
©(R)o([[x, a], a]) = 0 olur. Tekrar, ©(R) nin R halkasinin bir ideali olmasini kullandigimizda

her x € R i¢in d(a) = 0 veya o([[x, a], a]) = 0 veya t(R) = 0 oldugu bulunur. 1(R), R
halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugundan her x €R i¢in d(a) = 0 veya

o([[x, a], a]) = 0 dir. Kabul edelim ki, her x € R i¢in o([[x, a], a]) = 0 olsun. Bu durumda,

o, 1-1 oldugundan her x € R i¢in [a, [a, x]] = 0 olur. Bu ise, her x €R i¢in

[a, [a, x]] = L([a, x]) = L(.(x)) = L,*(x) = 0 olmas1 demektir. Bu durumda, I,(R) = 0 olur.

Yani, I, = 0 dir. Lemma 4.1.3 den, I,= 0 oldugu bulunur. Bu durumda, her x € R i¢in

[a, x] = 0 olur. Bu ise, [a, R] = 0 demektir. Yani, a € Z dir. Baglangicta, a € Z oldugunu
kabul ettigimiz i¢in ¢eliski elde edilmis olur. O halde, d(a) = 0 dir. (4.12) nolu ifadeyi

d(a) = 0 olmasini kullanarak diizenlersek t(a)[d(x), a]s, : € Cs,  olur. [d(X), a]s: € Co, -
olmasini son ifadede kullandigimizda, her x € R i¢in t(a) € Z veya [d(x), a]s, - = O olur.

1(a) € Z olmast durumunda a € Z olur. Ciinkii 1, 1-1 dir. Boylece ¢eliski elde edilir. Bu

nedenle her x € R i¢in [d(x), a]s, - = 0 olur. Teorem 4.1.4 den, a € Z oldugu bulunur. Tekrar

celiski elde edilir. O halde, ¢eliski baslangictaki kabulden kaynaklanir. Yani, a € Z dir.

4.2. Asal Halkalar ve idealleri Uzerinde Komiitatiflik

Aydin N. ve Kaya K., 1992.

Lemma 4.2.1. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve T, R halkasinin
iki otomorfizmi, d R halkasinin sifirdan farkli bir (o,7)-tiirevi ve U, R halkasinin bir sag

ideali olmak {izere d(U) c Z ise R degismelidir.
Ispat: Hipotezden, a, b € R i¢in d(a), d(b) € Z dir. Bu durumda, her x € R i¢in
[x, d(ab)] = 0 olur. Bu ifadeyi (c,1)-tlirev tanimin1 kullanarak diizenlersek

0 =[x, d(ab)] = [x, d(a)a(b) + t(a)d(b)] = [x, d(a)a(b)] + [X, ©(a)d(b)]
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=d(a)[x, o(b)] + [x, d(a)]o(b) + ©(a)[x, d(b)] + [x, 7(a)]d(b)
bulunur. Yukaridaki ifadede d(a), d(b) € Z olmas1 kullanilirsa,
d(a)[x, o(b)] + d(b)[x, t(a)] =0,Va,beU,Vx ER (4.13)

elde edilir. (4.13) nolu 6zdeslikte, x yerine xo(b) yazar ve (o,7)-tlirev tanimini kullanarak

diizenlersek
0 =d(a)[ xo(b), o(b)] + d(b)[ xo(b), 7(a)]
= d(a)x[a(b), a(b)] + d(a)[x, o(b)]o(b) + d(b)x[a(b), (a)] + d(b)[x, ©(a)]o(b)
= (d(a)[x, o(b)] + d(b)[x, w(a)])a(b) + d(b)x[a(b), 7(a)]

bulunur. (4.13) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. Boylece, her x € R
icin d(b)x[o(b), 1(a)] = 0 oldugu bulunur. Bu ise, her a, b € U i¢in

d(b)R[o(b), 1(a)] = 0 olmas1 demektir. Uyar1 2.23 den, her a, b € U i¢in d(b) = 0 veya
[6(b), (a)] =0 olur. A={b € U |d(b)=0} ve B={b €U |[o(b), 1(a)] =0,V a €U}, Usag
idealinin alt gruplaridir ve U = AUB olarak yazilir. Béylece, Teorem 2.6 dan, U = A veya
U = B dir. Kabul edelim ki, U = A olsun. Bu durumda, her b € U i¢in d(b) = 0 olur. Yani,
her a € U, r €R i¢in d(ar) = 0 dir. (o,7)-tiirev tanimin1 kullanarak bu ifadeyi diizenlersek
d(a)o(r) + t(a)d(r) = 0 olur. d(U) = 0 olmasmi kullandigimizda, her a € U, r €R igin
t(a)d(r) = 0 olur. Bu ise, 1(U)d(R) = 0 demektir. Lemma 4.1.1 den, 1(U) =0 veyad =0
dir. d # 0 ve 1(U), R halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali oldugundan U = A olamaz. O
halde, U = B dir. Bu durumda,

[o(b), 7(a)] =0,Va,be U (4.14)
olur. (4.14) nolu ifadede, w € U olmak iizere, b yerine bo™ (t(w)) yazar ve diizenlersek,
0 = [o(bo” (x(W)), 7(a)] = [6(b)o(c™ (x(W))), ©(2)] = [a(b)r(W), T(a)]
= o(b)[t(w), ©(a)] + [o(b), ©(a)]t(W)
bulunur. (4.14) nolu ifadeden yukaridaki ifadenin son terimi sifirdir. Boylece,

her a, b, w € U i¢in o(b)[t(W), t(a)] = 0 oldugu bulunur. t, otomorfizm oldugundan
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[t1(w), ©(a)] = t(w)t(a) — 1(a)t(w) = ©(Wa) — 1(aw) = t(wa — aw) = t([w, a]) olur. Bu
ifadeyi son 0zdeslikte yerine yazdigimizda, her a, b, w € U i¢in o(b)t([w,a]) = 0 oldugu
bulunur. Bu ise, her a, b, w € U i¢in o(U)t([w,a]) = 0 olmasi demektir. Yukaridaki ifadede,

6(U) nun R halkasinin bir sag ideali olmasin1 kullandigimizda

o(U)R1([w,a]) € o(U)t([w,a]) =0 olur. Bu durumda, her a, w € U i¢in o(U)R1([w, a]) =0
dir. Uyar1 2.23 den, her a, x, w € U i¢in o(x) = 0 veya ©([w, a]) = 0 bulunur. Yani,

her a, w € U i¢in o(U) = 0 veya 1([w, a]) = 0 olur. o(U), R halkasinin sifirdan farkli bir sag
ideali oldugundan, her a, w € U i¢in 1([w, a]) = 0 dir. 1, 1-1 oldugundan her a, w € U i¢in
[w,a] = 0 olur. I, : U-U, x— ax — xa = [a, x] = [,(x) olarak tanimlanan i¢ tiirev olmak
tizere son esitligi diizenledigimizde, her w € U i¢in [a, w] = [(w) = 0 olur. Yani, [,(U) =0

dir. Lemma 4.1.1 den I, = 0 olur. Bu ise, her x € R i¢in [a, x] = 0 olmas1 demektir. Yani,

a € Z dir. Bu islemler her a € U i¢in yapilabildiginden U c Z olur. Lemma 2.31 den, R

halkas1 degismeli olur.

Teorem 4.2.2. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve T, R halkasinin
iki otomorfizmi, d, R halkasinin sifirdan farkli bir (o,7)-tlirevi ve U, R halkasinin bir ideali

olmak tizere [d(U), d(U)]s, .= 0 ise R degismelidir.

Ispat: Teorem 4.1.4 den d(U) c Z olur. Lemma 4.2.1den de R halkasinin degismeli

oldugu goriiliir.

Lemma 4.2.3. R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve 1, R halkasinin
iki otomorfizmi, d, R halkasinin sifirdan farkli bir (c,7)-tiirevi ve U, R halkasinin bir ideali

olmak iizere a € R ve ad(U) c C; ; ise a =0 veya R degismelidir.

ispat: Kabul edelim ki, 0 # a ¢ Z olsun ve b = 1'(a) segelim. U, R halkasmin bir
ideali oldugundan, her x € U i¢in xb € U olur. Hipotezden,

[ad(xb), b]s. - = a[d(xb), bls. : + [a, ©(b)]d(xb) = 0 dir. Bu ifadede ©(b) = 1(t'(a)) = a

olmasin1 kullandigimizda
0 = a[d(xb), bls, « = a[d(x)o(b) + T(x)d(b), bls. <
= a{(d(x)o(b) + ©(x)d(b))o(b) — t(b)(d(x)o(b) + ©(x)d(b))}
= ad(x)o(b)a(b) + at(x)d(b)s(b) — at(b)d(x)a(b) — at(b)r(x)d(b)
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bulunur. Hipotezden, [ad(x), b]s, : = 0 olmasin1 kullanirsak ad(x)o(b) = t(b)ad(x) bulunur.
Bu esitligi yukaridaki ifadede kullandigimizda

0 = 1(b)ad(x)a(b) + at(x)d(b)o(b) — at(b)d(x)c(b) — at(b)t(x)d(b)
= {1(b)a — at(b)}d(x)o(b) + at(x)d(b)c(b) — at(b)t(x)d(b)
bulunur. t(b) = a olmasin1 kullanarak diizenledigimizde ise,

at(x)d(b)o(b) — at(b)t(x)d(b) = at(x)d(b)o(b) — t(b)ar(x)d(b) = [at(x)d(b), b]s, . oldugu
bulunur. Bu ifadeyi yukaridaki esitlikte kullandigimizda

[1(b), a]d(x)a(b) + [at(x)d(b), bls,: = 0 elde edilir. ©(b) = a oldugu i¢in [t(b), a] = 0 dir. O
halde,

[at(x)d(b), blox=0, ¥ x €U (4.15)

elde edilir. (4.15) nolu ifadede, y € U olmak iizere, x yerine 7' (d(y))x yazar ve t nun halka

homomorfizmast olmasimi kullanirsak
[ar(r"(d(y))x)d(b), bls, - = [at(" (d(y))T(x)d(b), bs, « = [ad(y)t(x)d(b), bls,c =0
bulunur. Yani,
[ad(y)t(x)d(b), bls - =0,V x,y €U (4.16)

dir. (4.15) nolu esitlikte, w € U olmak iizere, x yerine XT'I(ad(y))w yazar ve T nun halka

homomorfizmasi olmasini kullanirsak
0 = [at(xt" (ad(y))w)d(b), bls, - = [at(x)ad(y)t(w)d(b),b]oc
= at(x)[ad(y)t(w)d(b),b]s + [at(x),7(b)]ad(y)t(w)d(b)

bulunur. (4.16) nolu ifadeden yukaridaki  esitligin ilk terimi sifirdir. Boylece,
[at(x),t(b)]ad(y)t(W)d(b) = 0 olur. 1(b) = a olmasin1 kullanirsak

[at(x), T(b)]ad(y)t(W)d(b) = [at(x), a]ad(y)t(w)d(b) = 0 bulunur. Yani, her x, y € U i¢in
[at1(x), a]ad(y)T(U)d(b) = 0 dir. ©(U), R halkasinin bir ideali oldugundan

[a1(x), a]ad(y)T(U)Rd(b) S [at(x), a]Jad(y)t(U)d(b) =0 dir. Bu durumda, her x, y € U igin
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[at(x),a]ad(y)t(U)Rd(b) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her x, y, t € U i¢in [at(x), a]ad(y)t(t) = 0
veya d(b) = 0 olur. Bu ise, her x, y € U i¢in [at(x), a]Jad(y)t(U) = 0 veya d(b) = 0 olmast
demektir. 1(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in

[a1(x), a]ad(y)Rt(U) € [at(x), a]Jad(y)t(U) = 0 dir. Bu durumda, [at(x), a]Jad(y)Rt(U) = 0
olur. Yani, her x, y, t € U i¢in [at(x), a]Jad(y)R1(t) = 0 veya d(b) = 0 dir. Uyar1 2.23 den,
her x, y, t € U i¢in [at(x), a]Jad(y) = 0 veya t(t) = 0 veya d(b) = 0 bulunur. Bu ise,

her x, y € U i¢in [a1(x), a]ad(y) = 0 veya 1(U) = 0 veya d(b) = 0 olmas1 demektir. 1(U), R

halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugundan, her x, y € U i¢in [at(x), aJad(y) = 0 veya
d(b) = 0 dir. Hipotezden, ad(y) € C;. oldugundan, her x, y, t € U i¢in

[a1(x), a]ad(y)T(t) = [at(X), a]t(t)ad(y) = O bulunur. Bu ise, her x, y € U i¢in

[at1(x), a]t(U)ad(y) = 0 veya d(b) = 0 olmas1 demektir. 7(U), R halkasinin bir ideali oldugu
icin [at(x), a]t(U)Rad(y) € [a1(x), a]t(U)ad(y) = 0 dir. Bu durumda,

[a1(x), a]t(U)Rad(y) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her x, y, k € U igin [at1(X), a]t(k) = 0 veya
ad(y) = 0 veya d(b) = 0 elde edilir. Bu ise, her x, y € U i¢in [at(x), a]t(U) = 0 veya

ad(y) = 0 veya d(b) = 0 olmas1 demektir. ©(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in

[a1(x), a]RT(U) € [a1(x), a]t(U) = 0 dir. Bu durumda, [at(x), a]Rt(U) = 0 olur. Uyar1 2.23
den, her x, y, k € U i¢in [at1(x), a] = 0 veya t(k) = 0 veya ad(y) = 0 veya d(b) = 0 elde
edilir. Bu ise, her x, y € U i¢in [at(x), a] = 0 veya ©(U) = 0 veya ad(y) = 0 veya d(b) =0
demektir. 1(U), R halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugundan, her x, y € U i¢in

[at(x), a] = 0 veya ad(y) = 0 veya d(b) = 0 olur. ilk olarak, kabul edelim ki, her x € U i¢in

[a1(x), a] = 0 olsun. Bu durumda, s € U olmak lizere, x yerine xs yazar ve diizenlersek

[at(xs), a] = [at(x)T(s), a] = at(X)[T(s), a] + [at(x), a]t(s) = at(X)[1(s), a] = O bulunur. Yani,

her s € U i¢in at(U)[t(s), a] = 0 dir. 7(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in

aRt(U)[1(s), a] € at(U)[t(s), a] = 0 dir. Bu durumda, her s € U i¢in aRt(U)[t(s), a] = 0
olur. Uyar1 2.23 den, her s € U i¢in a = 0 veya 1(U)[1(s), a] = 0 bulunur. t(U), R halkasinin
bir ideali oldugu i¢in T(U)R[1(s), a] € t©(U)[1(s), a] = 0 dir. Bu durumda, her s € U i¢in
©(U)R[1(s), a] = 0 olur. Bu ifadeye Uyar1 2.23 uygulanirsa, her s € U i¢in a = 0 veya
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©(U) = 0 veya [1(s), a] = 0 elde edilir. En basta a # 0 olarak sectigimiz ve t(U), R

halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugundan her s € U i¢in [t(s), a] = 0 dir. Bu ise,
[t(U), a] = 0 olmas1 demektir. 7(U), R halkasinin bir ideali oldugu i¢in
[t(U)R, a] € [t(U), a] = 0 dir. Bu durumda, [t(U)R, a] = 0 oldugu bulunur. O halde,

her x € t(U), t €R i¢in [xt, a] = x[t, a] + [x, a]t = x[t, a] = 0 olur. Yani, her t €R i¢gin
t(U)[t, a] = 0 dir. 1(U), R halkasinin bir ideali oldugu icin t(U)R[t, a] € t(U)[t, a] = 0 dir.
Bu durumda, 1(U)R[t, a] = 0 olur. Uyar1 2.23 uygulanirsa, her t € R i¢in t(U) = 0 veya

[t, a] = 0 elde edilir. ©(U), R halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugundan, her t € R i¢in
[t, a] = 0 dir. Bu ise, [R, a] = 0 demektir. Yani, a € Z dir. 0 # a € Z oldugunu kabul
ettigimiz i¢in celiski elde edilir. O halde, kabul edelim ki, her y € U i¢in ad(y) = 0 olsun.
Bu, ad(U) = 0 olmas1 demektir. Lemma 4.1.2 den, a = 0 veya d = 0 elde edilir. Bu durum,

a # 0 ve d # 0 olmasi ile gelisir. O halde, son olarak d(b) = 0 oldugunu kabul edelim.

b = 17(a) olmak iizere d(b) = 0 olsun. 7(b) = a olmasini g0z Oniine alarak, x € U i¢in d(bx)
ifadesini diizenledigimizde d(bx) = d(b)o(x) + ©(b)d(x) = ad(x) € C;, ; olur. Yani, her x € U
i¢in d(bx) € Cy,, dir. Ote yandan, hipotezden, her x € U igin ad(bx) € C,, . dir. Bdylece,
her x €U i¢in a € Z veya d(bx) = 0 oldugu bulunur. En basta 0 # a € Z kabul
ettigimizden, her x € U i¢in d(bx) = 0 dir. d(bx) = ad(x) oldugunu kullandigimizda

her x € U i¢in ad(x) = 0 olur. Bu ise, ad(U) = 0 olmas1 demektir. Son ifadede, Lemma 4.1.2
uygulandiginda a = 0 veya d = 0 veya U = 0 bulunur. Hipotezden, d # 0, U # 0 ve
kabulden de a # 0 oldugu icin celiski elde edilir. Yani, d(b) = 0 olmasi durumunda da
celiski elde edilmis olur. O halde, tiim bu ¢eliskilerin nedeni en basta 0 # a € Z kabuliidiir.
Boylece, a € Z oldugu bulunur. Hipotezden, her u € U i¢in ad(u) € C;, . dir. Bu durumda,
her x € R i¢in, [ad(u), x], = 0 dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde ad(u)o(x) = t(x)ad(u)
olur. a € Z oldugu i¢in 1(x)a = at(x) dir. Boylece, her x € R i¢in a(d(u)o(x) — t(x)d(u)) =0
olur. Yani, her x € R, u € U i¢in a[d(u), X],, . = 0 dir. a € Z oldugundan her k, x ER,u €U
i¢in ak[d(u), x]s, = 0 dir. Bu ise, her x € R, u € U i¢in aR[d(u), x],, = 0 olmas1 demektir.
Son esitlikte Uyar1 2.23 uygulandiginda, her x €R, u € U i¢in a = 0 veya [d(u), X], .= 0
elde edilir. a # 0 olarak segtigimizden, her x €R, u € U i¢in [d(u), x]s, = 0 dir. Bu
durumda, her x €R i¢in [d(U), x]s, : = 0 olur. Teorem 4.1.4 den, her x ER i¢in x € Z
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oldugu bulunur. Bu ise, R halkasinin degismeli olmasi demektir. Bdylece, 0 # a € Z olmasi

durumunda R halkasinin degismeli oldugu bulunur.

Ashraf M. ve Rehman N., 2002.

Lemma 4.2.4. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve T, R halkasinin

iki otomorfizmi ve I, R halkasiin sifirdan farkli bir ideali olsun. d : R — R tanimli bir

(o, 7)-tiirev olmak iizere d*( 1) = 0 ve d, o ve T otomorfizimlerinin ikisi ile de degismeli ise

d=0 dir.

ispat: Hipotezden, her x € R i¢in d*(x) = 0 olur. Bu durumda, y € I olmak iizere, x

yerine Xy yazarsak
d*(xy) = d(d(xy)) = d(d(x)o(y) + 1(x)d(y)) = d(dX)(y)) + d(x(x)d(y))

= (05 (y) + 1(d(x))d(a(y)) + d(x(x))s(d(y)) + T (x)d*(y)

bulunur. Hipotezden, d*( 1) = 0 olmasini kullanarak yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde
her x, y € I i¢in t(d(x))d(o(y)) + d(t(x))o(d(y)) = 0 elde edilir. Elde etmis oldugumuz
Ozdeslikte, d nin o, T otomorfizimlerinin ikisi ile de degismeli olmasini kullanarak son
ifadeyi diizenledigimizde her x, y € I i¢in t(d(x))o(d(y)) + 1(d(x))o(d(y)) = 0 oldugu
bulunur. Bu ise, her x, y € I i¢in 21(d(x))o(d(y)) = 0 olmas1 demektir. Lemma 2.36 dan, her
X, y € L i¢gin 1(d(x))o(d(y)) = 0 elde edilir. 5, otomorfizm oldugu igin tersi vardir. O halde,

son elde ettigimiz 6zdeslikte soldan ¢ uyguladigimizda, her x, y € Iigin
o (t(d(x))o(d(y))) = 6™ ( ©(d(x))d(y) = 0 bulunur. Bu durumda, her x € I i¢in

o (1(d(x)))d(I) = 0 elde edilir. Lemma 4.1.2 den, her x € Ii¢in 6™ ( ©(d(x))) = 0 veya d = 0
oldugu bulunur. o, 1-1 oldugundan, her x € I i¢in 1(d(x)) = 0 veya d = 0 olur. Tekrar, ¢ nun
1-1 olmasinin kullanirsa her x € I i¢in d(x) = 0 veya d = 0 olur. Yani, d(I) =0 veyad =0
dir. Her iki durumda da d(I) = 0 olur. Bu durumda, I, R halkasinin bir ideali oldugu i¢in,

r € R ve x € I olmak iizere xr € I olur ve d(xr) = 0 dir. (o,7)-tiirev tanimin1 kullanirsak
d(xr) = d(x)o(r) + t©(x)d(r) = 0 olur. Hipotezden, x € I i¢in d(x) = 0 olmasini kullanarak bu

ifadeyi diizenledigimizde, her x € I, r € R i¢in ©(x)d(r) = 0 oldugu bulunur. t nun tersi var
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oldugundan son elde ettigimiz 6zdeslikte soldan t ' uyguladigimizda, her x € I, r € R igin
7 (1(x)d(r)) = xt'(d(r)) = 0 olur. Bu ise, her r € R igin It (d(r)) = 0 olmasi demektir. I, R
halkasinin bir ideali oldugu i¢in her r € R i¢in IRt (d(r)) € It'(d(r)) = 0 dir. Buradan,

IRT'(d(r)) = 0 olur. Bu ise, her r € R i¢in IRt'(d(r)) = 0 olmas1 demektir. Uyan 2.23
kullanilirsa, her r € R igin [ =0 veya T(d(r) =0 oldugu bulunur. I, R halkasinin sifirdan
farkli bir ideali oldugundan, her r € R i¢in (d(r)) = 0 dur. 1, 1-1 oldugundan, her r € R
icin d(r) = 0 oldugu bulunur. Bu ise, d = 0 olmas1 demektir.

Teorem 4.2.5. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve t, R halkasinin

iki otomorfizmi ve I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olmak tizere d : R — R,

her x, y € I i¢in [d(x), d(y)] = 0 olan bir (o, t)-tiirev ve d, o ve 7 ile degismeli ise d = 0
veya R degismelidir.

Ispat: Hipotezden,
[d(x), d(y)] =0,V X,y EI (4.17)
dir. Yukaridaki 6zdeslikte, y yerine xy yazar ve (o, 1)-tiirev tanimuni kullanirsak
[d(x), d(xy)] = [d(x), d(x)o(y) + ©u(x)d(y)] = [d(x), d(x)o(y)] + [d(x), T(x)d(y)]
= d(x)[d(x), o(y)] + [d(x), d(x)]o(y) + 1(x)[d(x), d(y)] + [d(x), T(x)]d(y)
bulunur. (4.17) nolu 6zdeslik yardimiyla yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde
d(x)[d(x), o(y)] + [d(x), ux)]d(y) =0, Vx,y €I (4.18)
elde edilir. (4.18) nolu ifadede, r € R olmak iizere, y yerine yr yazarsak
d(x)[d(x), o(yr)] + [d(X), T(x)]d(yr) = 0 bulunur. ¢ nun homomorfizma olmas1 ve
(o, T)-tiirev tanimi kullanildiginda
0 = dX)[d(x), a(y)a(r)] + [d(x), T(x)](d(y)o(r) + (y)d(r))
= d(x)o(y)[d(x), o(1)] + d(x)[d(x), 5(y)]a(r) + [d(x), ©(x)]d(y)o(r) + [d(x),
©(x)]t(y)d(r)
= ([d(x), T(x)]d(y) + d(x)[d(x), o(y)Da(r) + [d(x), ©(x)]e(y)d(r) + d(x)s(y)[d(x), o(r)]
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elde edilir. (4.18) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. Boylece,

her x, y € I, r € R i¢in [d(X), ©(x)]t(y)d(r) + d(X)o(y)[d(x), o(r)] = 0 oldugu bulunur.

Bulmus oldugumuz bu ifadede, z € I olmak iizere r yerine o(d(2)) yazilirsa

[d(x), 1(x)]t(y)d(c'(d(z))) + dx)o(y)[d(x), o(c"(d(z)))] = 0 bulunur. d, o ile degismeli
oldugundan her x,y, z € I igin [d(x), 1(x)]u(y)s (d*(2))) + d(x)o(y)[d(x), d(z)] = O olur.
(4.17) nolu 6zdeslik kullanildiginda, her x, y, z € I i¢in [d(x), ©(x)]t(y)o™ (d*(z))) = 0 elde
edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede, s € R olmak iizere, y yerine yt™' (s) yazarsak,

herx,y, z € I, s € R i¢in [d(x), 1(X)]1(yt " (3))o ™ (d*(2))) = [d(x), ©(x)]t(y)so ' (d*(z)) = 0

bulunur. Bu durumda, herx, y, z € I igin [d(x), ©(x)]t(y)Rc™ (d*(z)) = 0 olur. Uyar 2.23
den, her x, y, z € Ligin [d(x), 7(x)]t(y) = 0 veya o '(d*(z)) =0 bulunur. o, 1-1 oldugundan,
her x, y, z € Ligin [d(x), ©(x)]t(y) =0 veya d*(z) = 0 dir. Bu ise, her x, y € Ligin

[d(x), T(x)]t(y) = 0 veya d*(I) =0 olmasi demektir. Kabul edelim ki, d*(T) = 0 olsun.
Lemma 4.2.4 den d = 0 olur. Bdylece, bu durum i¢in ispat biter. Simdi de kabul eldim ki,
her x, y € I i¢in [d(x), ©(x)]t(y) = 0 olsun. Bu durumda, T otomorfizm oldugu i¢in tersi

vardir. O halde, kabuliimiize soldan v uyguladigimizda, her x, y € I igin

T ([d(x), 1(x)]t(y)) = T ([d(x), T(x)])y = 0 olur. Yani, her x € I i¢in t'([d(x), ©(x)]) I = 0
dir. I, R halkasiin bir ideali oldugu i¢in ' ([d(x), T(X)])RI € v ([d(x), T(x)])] = 0 dir. Bu
ise, T ([d(x), ©(x)])RI = 0 olmas1 demektir. Uyar1 2.23 den, her x € li¢in

T([d(x), 1x)]) =0 veya I = 0 olur. I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugundan
her x € Tigin ' ([d(x), ©(x)]) = 0 dir. 7, 1-1 oldugundan,

[d(x), 1(x)] =0,V x €] (4.19)
dir. Bu ifadede x yerine x + y yazarsak

0=[dx +y), t(x + y)] = [d(x) + d(y), 1(x) + 1(y)]
= [d(x), T()] + [d(x), T(¥)] + [d(y), T()] + [d(y), ©(y)]

bulunur. (4.19) nolu ifade kullanildiginda

[d(x), t(W] + [d(¥), ()] =0, Vx,y €T (4.20)

elde edilir. Elde ettigimiz bu ifadede y yerine xy yazarsak
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0 =[d(x), u(xy)] + [d(xy), ©(x)] = [d(x), T(x)t(y)] + [d(x)o(y) + ©(x)d(y), ©(x)]
= 1(X)[d(x), 7(y)] + [d(x), T(x)]e(y) + [d(x)o(y), ©(x)] + [2(x)d(y), 7(x)]
= [d(x), T(x)]e(y) + dx)[o(y), ©(x)] + [d(x), T(x)]o(y) + [t(x), 7(x)]d(y) +
t(x)([d(x), ()] + [d(y), ©(x)])
olur. (4.19) ve (4.20) nolu 8zdeglikler yardimyla yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde
dX)[o(y), )] =0, Vx,y €1 (4.21)

elde edilir. (4.21) nolu 6zdeslikte, r € R olmak lizere, y yerine yc'l(r) yazar ve (o, 1)-tlirev

tanim1 yardimiyla diizenlersek

d[o(ys™ (1)), 1] = dX)[o(y)r, ©x)] = dX)o(y)Ir, 1] + d(x)[o(y), T(x)]r =0

bulunur. Yukaridaki ifadeyi (4.21) nolu 6zdeslik yardimiyla diizenledigimizde, her x, y € I,
r € R i¢in d(x)o(y)[r, 1(x)] = 0 elde edilir. o, otomorfizm oldugundan tersi vardir.

Yukaridaki 6zdeslikte, soldan ¢ ™' uygulandiginda, her x, y € I, r € R igin

o (dX)o(y)[r, ©1(x)]) = 6 (d(x))yo " ([r, T(x)]) = 0 elde edilir. Bu ise, her x € I, r € R i¢in
o ' (d(x)Io™([r, 1(x)]) = 0 olmasi demektir. I, R halkasinin bir ideali oldugu icin

o ' (dx))RIs™([r, ©(x)]) € 6" (d(x)Io™'([r, 1(x)]) = O dur. Boylece, her x € I, r € R i¢in

o (d(x))RIo™'([r, 1(x)]) = 0 elde edilir. Uyar1 2.23 den, her x € I, r € R i¢gin 6 '(d(x)) =0
veya Io”'([r, 1(x)]) = 0 oldugu bulunur. IRo™([r, ©(x)]) € Io”([r, ©(x)]) = 0 olmasin1
kullandigimizda her x € I, r € R i¢in IRo™([r, 1(x)]) = 0 olur. R halkas: asal ve o, 1-1
oldugundan her x € I, r € R i¢in d(x) = 0 veya I = 0 veya [r, 1(x)] = 0 dir. I, R halkasinin
stfirdan farkli bir ideali oldugu icin her x € I, r € R i¢in d(x) = 0 veya [r, 1(x)] = 0 oldugu

bulunur. Bu ise, her x € I i¢in d(x) = 0 veya [R, 1(x)] = 0 olmas1 demektir.

A={x€l|dx)=0}ve B={x €I]|[R, 1(x)] =0}, I idealinin alt gruplaridir ve I = AUB
olarak yazilir. Bu durumda, Teorem 2.6 dan, I = A veya [ = B dir. Kabul edelim ki, [ = A
olsun. Bu durumda, her x € I i¢in d(x) = 0 olur. Kabuliimiizde, s € R olmak iizere, x yerine

xs yazar ve (o, 1)-tlirev tanim1 ve kabulii kullanarak diizenleme yaparsak
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d(xs) = d(x)o(s) + 1(x)d(s) = ©(x)d(s) = 0 olur. Yani, her x € I, s € R i¢in ©(x)d(s) = 0 dur. 7,

1-1 ve brten oldugu igin tersi vardir. Son ifadeye soldan v uyguladigimizda
her x € I, s € R i¢in v (t(x)d(s)) = xt(d(s)) = 0 elde edilir. Bu ise, her s € R i¢in
It (d(s)) = 0 olmas1 demektir. I, R halkasmnin bir ideli oldugu i¢in

IRt(d(s)) € Ir"'(d(s)) = 0 olur. Yani, her s € R icin IRT"(d(s)) = 0 dir. R halkasinin asal
olmasi kullanilirsa her s € R igin [ = 0 veya 7'(d(s)) = 0 bulunur. I, R halkasinn sifirdan
farkli bir ideali oldugundan her s € R igin 7'(d(s)) = 0 elde edilir. Bu ise, 1, 1-1
oldugundan, her s € R i¢in d(s) = 0 olmas1 demektir. Yani, d = 0 dir. Boylece, [ = A olmasi
durumunda ispat biter. Simdi de, kabul edelim ki, I = B olsun. Bu durumda, her x € I i¢in
[R, 1(x)] = 0 olur. Bu ise, her x € I i¢in 1(x) € Z(R) olmas1 demektir. Buradan, her x € |
icin x € Z(R) olur. Yani, I € Z(R) dir. Lemma 2.31 den, R halkas1 degismelidir.

Aydin N., 2008.

Lemma 4.2.6. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve t, R halkasinin
iki otomorfizmi, d : R — R sifirdan farkli bir (o, 1t)-tiirev ve h : R = R sifirdan farkli bir

tiirev olmak tizere dh(R) c C;; ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: Hipotezden, her x, y € R i¢in dh([x, y]) € Cy,; dir. Bu ifadeyi, tiirev ve
(o, ©)-tlirev tamimlar1 yardimiyla diizenlersek

dh([x, y]) = d([h(x), y] + [x, h(y)]) = d([h(x), y]) + d([x, h(y)])

=[dh(x)), ¥ls, - = [d(¥), h(®)]s, ¢+ [d(X), h(V)]s, - = [d(h(F)), X], 1 € Co;
bulunur. Hipotezden, dh(x), dh(y) € C, . olmasmi kullandigimizda
[d(x), h(¥]6, - = [d¥), h(®)]s, - + € Cor, VX, Yy ER

elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede y yerine h(y) yazarsak

[d(x), h(h(y)]s, « = [d(h(¥)), h(X)]s, « € Co bulunur.  Hipotezden, —d(h(y)) € Cs,
oldugundan her x, y € R i¢in [d(x), h?(y)]s, ¢ € Cq, olur. Bu ise, her y € R i¢in

[d(R), h?(Y)]s, « € Coy (4.22)
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olmasi demektir. Lemma 4.1.5 den, her y € R i¢in h?(y) € Z olur. Yani, h*(R) c Z dir.
Teorem 3.3.4 den, R halkasi degismelidir.

Teorem 4.2.7. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve ovet, R
halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere her x € R i¢in [d(X), X]s 1 € C4 . olacak bigimde

d : R —» R bir (o, T)-tiirev var ise d = 0 veya R degismelidir.

Ispat: Kabul edelim ki, d # 0 olan bir (o, T)-tiirev olsun. Hipotezden, her x € R igin

[d(%X), X]s, t € Cgr dir. Buifadede, y € R olmak lizere, x yerine x +y yazarsak

[d(x +y), x+¥ls ¢ € Csr olur. Buifadeyi (o, T)-tiirev tanimini kullanarak diizenlersek

[dx+y), x+Yls «= [dEX) +d¥), x+yls « = [dX), Xl « + [dX), y]s, « +
[d(y), x|, « + [d(¥), ¥]s, < € Coz

oldugu bulunur. Hipotezden, [d(x), x]s,  , [d(y), Vls, + € Csr olmasini kullanarak
yukaridaki ifadeyi diizenlersek

[d(), Vlo, < + [d(¥), X]6, c € Cor, VX, yER (4.23)

elde edilir. Ote yandan, [d(x), [y, X]ls, <= [d(), Vs, <+ Xlo, © — [[d(), X]cr, ¥l <
dir. [d(x), x]s . € Cs 1 olmasini yukaridaki 6zdeslikte kullandigimizda

[dX), [y, X]ls, <= [[d(x), Vs, v» Xls, =, VX YER (4.24)
elde edilir. (4.23) nolu 6zdeslikte y yerine [y, x| yazarsak

[dX), [y, X]]s, < + [A([y, X]), X]s, t € C5x  bulunur.  (424) nolu  dzdesligi

kullandigimizda

[[d(X), [Yr X]]O‘, «t [d([y’ X]), X]O', T [[d(X), Y]G, T X]O', Tt [d([y’ X]), X]O', T

olur. Yukaridaki ifadeyi diizenlersek

[[d(), Y]cr, T X]cr, « + [d([y, xD), X]cr, = [[dX), Y]cr, T X]cr, T
[[d(Y): X]O‘, T~ [d(X)r Y]G, T X]o, T

=[[d®), ylo, « +[d(¥), Xl <~ [dXx), V]o, = » Xlo, =

= [[d(y), X]cr, T X]cr, t € Core
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bulunur. (4.23) nolu &zdeslikten [[d(x), yls, + [d(y¥), Xls, +, X]s, t =0 olur. Bu

ifadeyi diizenlersek

0= [[d(X), Y]c, tt+ [d(Y); X]cr, T X]cr, T = [[d(X), Y]G, T X]cr, tt

[[d(y), X]s, <, X]

o, T

bulunur. [[d(y), X]s, <, Xlo, « € Cor olmasimu kullanrsak  [[d(x), ylg, <, X] =0

o, T

oldugu bulunmus olur. Bu durumda, her x, y € R i¢in [[d(x), Vo, © X] € Cs ¢ olur.

o, T

Ote yandan, [[d(X), Y]G, T X]cr, T = [[d(X), X]o, T Y]G, r t [d(X); [Yﬂ X]] dir.

o, T

[[d(X), X]O', T € CO‘,‘E Oldugundan [[d(X), Y]G, T X]O‘, T = [d(X), [Y; X]]o, T € CO‘,‘[

olur. Yani, her x, y € R i¢in [d(x), [y, x]] . ECordir Iyy: R =R,

o,

x = [d(x), yls, + = dx)o(y) — t(y)d(x) olarak tanimlanan bir (o, T)-i¢ tiirev olmak

lizere son ifadeyi diizenledigimizde her x, y € R i¢in Iyx([y, X]) € C4 1 oldugu bulunur.

Ii:R->R,y = [X, y] =Xy — yx olarak tanimlanan bir i¢ tiirev olmak {izere her y € R i¢in
Licy(Ix(y)) € Cq ¢ olur. Bu, Ijx(I«(R)) € C;; olmas1 demektir. Lemma 4.2.6 den, her x € R
icin Iy = 0 veya Iy = 0 olur. Bu durumda, A = {x E R | Iy=0} ve B= {x€R |k=0},R
halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B
dir. Farz edelim ki, R = A olsun. Bu durumda, her x € R i¢gin Ijx)= 0 dir. Bu, her x € R i¢in
d(x) € Cy, olmasi demektir. Yani, d(R) c C,, dir. Bu durumda, [d(R),d(R)]s =0 dir.
Teorem 4.2.2 den, d # 0 oldugunu kabul ettigimiz i¢in R € Z dir. Boylece bu durum i¢in
ispat biter. Simdi de, farz edelim ki, R = B olsun. Bu, her x € R i¢in x € Z demektir.
Boylece, R € Z olur.

Teorem 4.2.8. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, o ve t, R halkasinin
iki otomorfizmi ve U, R halkasinin sifirdan farkl bir ideali olmak iizere her x, y € U igin

d(xy) = d(yx) olacak bigimde d, sifirdan farkli bir (o, T)-tiirev ise R degismelidir.
Ispat: Hipotezden, her x, y € U i¢in d(xy) = d(yx) dir. Bu durumda,
d(xy) — d(yx) = 0 olur. Bu, her x, y € U igin,

d([x,y)=0 (4.25)
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olmast demektir. Bulmus oldugumuz bu ifadede, z € U olmak {iizere, y yerine [y, z]

yazarsak d([x, [y, z]]) = 0 bulunur. Bu ifadeyi diizenledigimizde

d([x [y,z]]) = [d®), [y, zlls, < — [d([y, z]), X]s, - = O bulunur. (4.25) nolu dzdesligi

kullanarak diizenledigimizde, her x, y € U i¢in
[d(x), [y, Z]]O‘, =0
elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede, r € R olmak {izere, x yerine xr yazarsak

[d(xr), [y, z]]s, t =0 Dbulunur. Bu ifadeyi, (o, T)-tirev tanimi yardimiyla

diizenledigimizde

T

0=[dCam), [y, zl], ,=[d@o® + T, [y, 2],
=[dCYo(@), [y, zl], + [0, [y, zlo,

=d[o(@), o(ly, zD] +[d®), [y, zl] | o)+ t@®[d®), [y, 2]+

o, T
[t(), t(ly, zD]d(r)
bulunur. [d(x), ly, Z]]G = 0 ve 0, T nun otomorfizm olmalar1 kullanildiginda

dx)o([r, ly, z]]) +T(X)[d(r), ly, Z]]G, T T([X, ly, Z]])d(r) = 0 bulunur. Bulmus

oldugumuz bu ifadede, u, v € U olmak iizere, r yerine [u, v] yazarsak

dwo([w v, [y, ) +t@[dqu D), Iy, 2l], + t(x [y, 2Dduv]) = 0 olur

(4.25) nolu 6zdeslikten d([u, v]) = 0 dir. Bu ifadeyi yukaridaki 6zdeslikte kullandigimizda
her x, y, z, u, v € U i¢in d(x)o([[u, v], [y, z]]) = 0 elde edilir. Bu durumda,

d(U)o([[u,v], [y, z]]) = 0 olur. Lemma 4.1.2 den, her y, z, u, v € U i¢in d = 0 veya
o([[u,v], [y, z]]) = 0 dir. d, sifirdan farkli bir (o, T)-tiirev oldugundan her y, z, u, v € U
icin o([[u,v], [y, z]]) =0 olur. o, 1-1 oldugundan hery, z, u, v € U i¢in

[[u,v], [y, z]] =0 dir. Bu ifadede y yerine [u, v] yazarsak [[u, V], [[u, V], z]] =0 olur.

Iy, : R=> R, y = [[u, v], y] olarak tanimlanan bir i¢ tiirev olmak iizere son bulmus

oldugumuz 6zdesligi diizenlersek, her z € U i¢in Iz[u7 v] (z) = 0 olur. Bu, Iz[u7 vqU) =0
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olmas1 demektir. Lemma 4.2.4 den, I, vj= 0 dir. Bu ise, [u, v] € Z demektir. Bu islemler
her v € U igin yapilabileceginden, her u € U i¢in [u, U] € Z olur. [, : R = R, x = [u, X]
olarak tanimlanan bir i¢ tiirev olmak tizere, I,(U) € Z olur. Lemma 4.2.1 den, [, =0 veya
R degismelidir. I, = 0 olmast durumunda u € Z dir. Boylece, her u €U igin u € Z
oldugundan Uc Z olur. Lemma 2.31 den, R degismelidir. Boylece, iki durum i¢in de ispat
biter.
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BOLUM 5

HALKALARDA GENELLESTIRILMIiS TUREVLER

Bu boliimde, Bojan Hvala tarafindan Genellestirilmis Tiirevli halkalar icin yapilan

calisma incelenmistir. Daha sonra ise, Genellestirilmis Tiirevli halkalarin Lie idealleri

tizerinde komiitatiflikle ilgili yapilan c¢aligma arastirilmigtir.
5.1. Halkalarda Genellestirilmis Tiirevler

Hvala B., 1998.

Lemma 5.1.1. [Bresar M., 1995, Lemma 1] a;, bje A olmak {izere her xeR i¢in

Z a,xb, =0 olmasi durumunda her a; = 0 veya b; = 0 degil ise ai’ ler kendi arasinda,

1

b;’ ler kendi arasinda C- bagimlidir.

Proposition 5.1.2. Farzedelimki a;, ¢; eR ve f;: R — R, h;: R — R herhangi iki

doniisiim olmak {izere

n k
D f(z)xa,+ Y czh(x)=0, Vx, yeR
i=1

j=1
saglansin. {aj, ..., ay} ve {cy, ..., ¢k} kiimeleri C-bagimsiz kiimelerisei=1, ..., k,

j=1,...,nolmak ilizere g;; €Q; (R¢)i¢in, V x, zeR, i=1, ..., k, j=1, ..., n
k n
fj (z) = _zcizqija h(x) = Zqijxaj
-1 j=1

olur.
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Not 5.1.3. Yukaridaki ifadede, R halkasinin birim eleman1 olmasa bile a; veya c;

lerden birinin 1’ e esit olmas1 durumunda Proposition 5.1.2 nin sonucu dogrudur.

Lemma 5.1.4. R bir halka ve f : R — R¢ tanimliher x, y €R i¢in f(xy) = f(x)y
saglayan bir toplamsal doniisiim ise her x € R i¢in f(x) = gx olacak bicimde bir q € Q«(R¢)

vardir.

ispat: f: R — R¢tanimli doniisiim yardimiyla x; € R, 0 #A; € C olmak iizere

f£( inki) = Zf (x,)A, ) saglayan f: Rc — R¢ tanimlayalim. Oncelikle verilen bu
ifadenin 1yi tanimli oldugunu gosterelim. inki =0 olsun. 0 #A; € C oldugundan I, R

halkasinin sifirdan farkli bir ideali olmak tizere 0 # A, IR dir. ae alalim.
0= (inki Ja = Z(Xixi Ja= in (Ma) eR olur. f, iyi tamml oldugu i¢in

f( in (Ma)) =0 dir. Bu ifadeyi, f nin toplamayi korumasi ve kabuliimiizii kullanarak
diizenlersek Zf (x;,)(A,a)= 0 olur. Buradan, her ac I igin (Zf (x)\)a = f( inki )a=0

oldugu bulunur. Boylece, f£( inki )= 0 olur. I, R halkasinin bir ideali oldugundan
f(ZXiKi )RI f(ZXiXi )I =0 bulunur. Yani, f(ZXiKi )RI=0 dir. R* cR ve

Uyar1 2.23 kullanilarak son ifade diizenlendiginde f ( ZXiki JR=0veyal=0olur. I, R

halkasinin sifirdan farkli bir ideali oldugu igin f ( inki )R =0 dir. Bu ise,

f(ZXiKi ) = 0 demektir. Boylece f, iyl tamiml olur. Simdi de, X, y; €R, A, Bj €C

olmak lizere x = ZXiXi vey = Zijj eRc alalim. t=1,...,ni¢in z, = x; ve ¢, = A; ve

i1 j=1

t=n+1,...,n+migin z = y; ve ¢, = Pjolmak lizere

Py =T xd+ 2y =TT 200= X0,
= D Y18
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= F (X Ty =Tw+ T

olur. Son ifade her x, ye R i¢in saglanacagindan f, bir toplamsal doniisiimdiir. Ote

yandan, £ (xy) = £ (x)y oldugunu gostererek f’nmn sag Rc-modiil homomorfizmasi

oldugunu ispatlamis olacagiz. x;, y; €R, A;, B; € C olmak lizere x = ZXiki ve
i=1

y = Zyjﬁ i €Rc alalim. Bu ifadeyi f *nin toplamsal olmasi, genellestirilmis tiirev tanimi
j=1

ve kabuliimiiz yardimiyla diizenlersek
Fo) = FI )y B = F(EExh B = LA xy,(48,)
=20 LRy DAB)= D0 QL)Y B = (L EG )Y B) = f )y

bulunur. Yani, f sag Rc-modiill homomorfizmasidir. Re, R halkasinin sifirdan farkli bir

ideali ve f : Rc —Rc, sag Re-modiil homomorfizmasi oldugundan her x € R¢ igin

f (x) = gx olacak bi¢imde en az bir qe Q,(R¢) vardir. Her xe R i¢in

— - 1 _
f(x)=f(Q x;)= D f(x,) =f(x;) =f(x) dir. Bylece, f, f toplamsal doniisiimiiniin
i=1 i=1

genisletilmesi olur.

Lemma 5.1.5. R degismeli olmayan bir halka ve F : R — C bir genellestirilmis tiirev

olmasi1 durumunda F = 0 dir.

Ispat: D bir tiirev olmak iizere F, D ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev olsun.

Kabuliimiizden her x, y € R i¢in F(x) € C dir. Genellestirilmis tiirev tanimindan
F(xy) =F(x)y + xD(y), V x,y eR (5.1)

olur. (5.1) nolu ifadeyi sirastyla sagdan ve soldan y ile ¢arparsak F(xy)y = F(x)yy + xD(y)y
ve yF(xy) = yF(x)y + yxD(y) bulunur. Kabuliimiizii kullanir ve bu iki ifadeyi taraf tarafa

cikarirsak
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yxD(y) -xD(y)y =0, V x,yeR
elde edilir. Yukaridaki ifadede, z € R olmak iizere, x yerine xz yazarsak

(yx)zD(y) —xz(D(y)y) =0, V x,y,ze R
bulunur. Bu ifadeye Lemma 5.1.1° i uygularsak her x, ye R i¢in A, A, € C olmak {izere
yx = Ai(—x) ve D(y)y = D(y) A, olur. Bu ifadeleri diizenledigimizde (y + A;)R =0 ve

D(y)(y — A2) = 0 bulunur. 1k ifadeden y € C oldugu bulunur. Ikinci ifade, y e C olmasi
kullanilarak diizenlenirse D(y) =0 veyayeC olur. A={y € R|y € C} ve

B = {y € R|D(y) = 0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = A U B olarak yazilir. Bu
durumda, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. R = A olmasi durumunda her ye R i¢in

ye C olur. Yani, R degismelidir. Bu, R nin degismeli olmayan bir halka olmasiyla ¢elisir.
O halde, R = B dir. Yani, her ye R i¢in D(y) = 0 dir. Bu ise, D = 0 demektir. (5.1) nolu
ifadeyi D = 0 olmasin1 kullanarak diizenlersek her x, ye R i¢in F(xy) = F(x)y olur.
Kabuliimiizii kullanirsak, Lemma 2.32 den, F(x) =0 veya ye C olur. Her yeR i¢in ye C
olmasi durumu R nin degismeli olmayan bir halka olmasiyla ¢elisir. O halde, her x e R i¢in

F(x) = 0 dir. Boylece, F = 0 olur.

5.1.1. iki Genellestirilmis Tiirevin Carpim

Hvala B., 1998.
Bu boliimde, A : R, R¢, Rc+ C, Q«(R), Qs(R), Q«(Rc), Qs(Rc) halkalarindan biridir.

Lemma 5.1.1.1. R bir halka, a, b € A olmak iizere f: R — A, f(x) = axb seklinde

tanimlanan bir genellestirilmis tiirev ise ae C veya be C dir.
Ispat: f, d ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev olmak iizere her x, y € R i¢in

f(xy) = f(x)y + xd(y) dir. Genellestirilmis tiirev tanimindan yaralanarak bu ifadeyi
diizenledigimizde a(xy)b = (axb)y + xd(y) bulunur. Yani,
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ax[y, b] —xd(y) =0, V x,yeR (5.2)
dir. Yukaridaki ifadede, z € R olmak iizere, x yerine xz yazarsak
axz[y, b] —xzd(y) =0, V x,y,ze R

bulunur. Bu ifadede Lemma 5.1.1° i uygularsak A; A, € C olmak iizere ax = (—x) A; ve

d(y) = Aaly, b] olur. Bu ifadeleri diizenledigimizde (a + A;)R = 0 ve d(y) = A,[y, b] elde
edilir. ilk ifadeden ae C oldugu bulunur. (5.2) nolu ifadeyi a€ C olmasin1 kullanarak

diizenlersek her x, ye R i¢in x(a[y, b] — d(y)) = 0 bulunur. Yani, R(a[y, b] — d(y)) = 0 dur.

Uyari 2.23 den, a[y, b] — d(y) = 0 elde edilir. Bu ifadeyi d(y) = X[y, b] olmasin1 kullanarak

diizenlersek (a — Ay)[y, b] = 0 olur. ae C olmasi ve Uyar1 2.23 kullanirsa ae C veya
her ye R i¢in [y, b] = 0 oldugu bulunur. Bdylece, ac C veya be C olur.

Teorem 5.1.1.2. R, charR # 2 olan bir asal halka ve f, f, : R — R genellestirilmis
tiirevler olmak iizere, f, = f/f, carpimi ancak ve ancak asagidaki 6zelliklerden biri

saglanmas1 durumunda bir genellestirilmis tiirevdir.

(i) f (x)=1vx veyaf,(x)=17yx olacak bicimde en azbiry € C vardir.
(i) f,(x)=xa vef,(x)=xb olacak bicimde a, b € Q,(Rc¢) vardur.
(iii) f(x)=ax ve f,(x) = bx olacak bicimde a,b € Q;(R¢) vardr.
(iv) f(x)=ax+xb vef,(x)=Ax+p(ax —xb) olacak bigimde A,n e C ve a,b € Q:(Rc)
vardir.

Ispat (=): Kabul edelim ki f, = ff, genellestirilmis tiirev olsun. Bu durumda, d, ,
d,, d,, R halkasinin tiirevleri olmak iizere, (f,,d,),(f,,d,),(f;,d;) genellestirilmis tiirevleri
i¢in
fi(xy)=f,(x)y+xd,(y), Vx,yeR,i=1,2,3
saglanir. Yukaridaki ifadeyi kullanirsak, f, (xy) = f, (x)y + xd, (y) olur. Ote yandan,
f;(xy) = £f,(xy) = f, (f, (xy)) = f, (f, ®)y + xd, (y))

= f,(¥)y +f,®)d, (y) +f, (x)d, (y) + xd,d, (y)
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dir. Bu iki ifadeyi birlikte kullandigimizda
f,(x)d,(y) +f, (x)d,(y) +x(d, d, = d;)(y) =0, Vx,y eR

elde edilir. Yukaridaki ifadede, z € R olmak {izere, x yerine zx yazar ve genellestirilmis

tiirev tanimin1 kullanarak diizenlersek her x, y, z € R i¢in
£, (@xd, () + £, @xd, (¥) + 2 d, (0 d, (0) + 4, (0 d, 1)+ x(d, d, — d)W]=0 (5.3)
elde edilir. Yukaridaki ifadede y elemanini sabit tutar ve
Fi:R—R, Fi(z)=f (2),
F,:R— R, Fi(z)=1,(2),
Hi: R — R, Hi(x) = d,(x)d, (y) + d, (x)d, (y) + x(d, d, — d;)(y),

a; = d, (y), a2 = d, (y), c1 = 1 olarak tanimlar, sonrasinda da (5.3) nolu ifadeyi diizenlersek
2
Z:Fi(z)xai + czH,(x) =0, Vx,z eR

i=1

elde edilir. Bu durumda, {d, (y),d, (y) } kiimesinin C-bagiml1 olup olmamasina gore iki

durum s6z konusudur. Eger, C- bagimsiz bir kiime ise Proposition 5.1.2 uygulanir. O

halde,

(I) Hery e Rigin, {d,(y),d, (y) } C-bagimhdur.
(2) Herz e Rigin, F, (z) = —zq,, F,(z) = —zq, olacak bi¢imdeq,, q, € Q«(R¢)
vardir.

(2) durumunda a= —q, ve b= —q, olsun dersek f, (z) = za ve f, (z) = zb olacak bigimde

a, be Q(Rc) var oldugu goriiliir. Boylece, (i1) durumu igin ispat bitmis olur. Simdi de (1)

durumunu inceleyelim. Bu durumda, her ye R ve A e C i¢ind, (y) = Ad, (y) olur. Yani,
her yeR i¢in [d, (y), d, (y)] =[Ad, (y), d,(y)]=A[d,(y),d,(y)] =0 dir. Buise, d, ved,
C-bagimli demektir. Yani, en az biri sifirdan farkl olan o, a, € C i¢in,

o,d, +a,d, =0 (5.4)
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dir. Yukaridaki ifadede dncelikle d, = 0 olmas1 durumunu inceleyelim. f| genellestirilmis
tiirev oldugundan her x, ye R i¢in f, (xy) = f, (x)y olur. Lemma 5.1.4 den, f, (x) =qx

olacak bi¢cimde en az bir q e Q/(Rc¢) vardir. Benzer sekilde, d,=0ise f, (x) = q‘x olacak
bicimde en az bir q‘ € Q«(Rc) vardir. O halde,d, = 0 ve d,= 0 olmas: durumunda,

fx)=gxvef,(x)= q‘X olacak bicimde q, q' € Q(R¢) vardir. Bu ise, (iii) ifadesinin

ispatidir. Simdi de, d, = 0 olmas1 durumunda her x e R igin f, (x) = gx olacak bigimde bir

q € Q«(Rc) var olmasini kullanarak (5.3) nolu ifadeyi diizenlersek

qz(xd, (y)) - z(xd;(y)) =0, V x,y,z €R
elde edilir. Farz edelim ki, yukaridaki ifadede d,# 0 olsun. Bu durumda, xd, (y) #0

olacak bi¢imde x, y € R secebiliriz. Boyle bir se¢imden sonra Lemma 5.1.1° 1 uygularsak

A, B € C olmak tizere q = (-1)A ve xd,(y) = xd,(y)B oldugu bulunur. Buradan, qe C
oldugu elde edilir. O halde, f, (x) = qx olacak bi¢imde en az bir q € C vardir. Benzer
sekilde, d,= 0 olmasi durumunda f, (x) = qx olacak bi¢gimde bir qe Q«(R¢) vardir. Bu

esitligi kullanarak (5.3) nolu ifadeyi diizenlersek

qz(xd, (y)) — zxd,(y) =0, Vx,y,z €R

elde edilir. Kabul edelim ki d, # 0 olsun. xd, (y) # 0 olacak bi¢cimde x, y € R segebiliriz.

Bu durumda, Lemma 5.1.1” 1 uygularsak q e C oldugu bulunur. O halde, bu iki durum bize

(1) ifadesinin ispatin1 verir. Son olarak d, # 0 ve d,# 0 olmas1 durumunu inceleyelim.
Kabul edelim ki (5.4) nolu ifadede o, # 0 olsun. C, cisim oldugu i¢in 0 # o, € Cdir. (5.4)

nolu ifadeyi soldan o, ile ¢arparsak d,= —a,”' o, d, bulunur. 0 # T= —a,' o, dersek,
d,= 7 d, elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu bilgiden yararlanarak F : R — Rc,

F(x)=f,(x) — T f, (x) olan ve her x, ye R i¢in F(xy) = F(x)y saglayan bir tanim verelim.
Bu durumda, F, iyi tanimlidir ve toplamay1 korur. O halde, Lemma 5.1.4 den, her xe R

icin F(x) = gx olacak bi¢cimde en az bir qe Q«R¢) vardir. F nin tanimin1 yeniden diizenler

f,x)=qx+ 7f (x), VxeR (5.5)
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elde edilir. Yukaridaki ifadeyi ve her ye R i¢in d, (y) = T d, (y) olmasim kullanarak (5.3)

nolu ifadeyi diizenlersek
211 (2) +a92)xd, (y) + 2[d, ()27 d, (y)) + x(d, d, =d;)(y) ] =0

bulunur. F(z) = 27 f, (z) + qz ve H(x) = d,(x)(27d, (y)) + x(d, d, —d;)(y) olsun dersek

yukaridaki ifadeden
F(z)xd,(y) +zH(x) =0, V x,y,z €R
elde edilir. d,(y) # 0 olacak bi¢cimde bir yeR secersek {d,(y) } ve {l} C-bagimsiz

kiimeler oldugu i¢in, Proposition 5.1.2 den, her x, ze R i¢in F(z) = —zq' ve H(x) = qx d, (y)

olur. Bu durumda, q, q' € Q((R¢) olmak iizere, 2 T f, (z) + qz = —zq' dir.

a=—21)"'q, b= —(21)’1q| € Q(Rc) olsun dersek f| (x) = ax + xb olur. Buldugumuz
esitligi (5.5) nolu ifadede yerine yazarsak f,(x) = (Tat+ q)x + aTb bulunur. f, =ff,

ifadesini diizenlersek
f,(x)=(ta’ +aq)x +(2ta+q)xb+x1b’, ¥ x e R

elde edilir. x — (ta” +aq)x +xtb” bir genellestirilmis tiirevdir. f,, genellestirilmis tiirev
oldugundan x — (271a + q)xb de genellestirilmis tiirevdir. O halde, Lemma 5.1.1.1 den,

2ta+qeC veyab € Cdir. 2ta+q € C olmasi durumunda p = —T € C dersek,

q=A+ 2 pa olur. Bu durumda, f, (x)=Ax + p(ax — xb) olur. Bu ise, (iv) ifadesinin

ispatidir.

(<) (i) ifadesi saglansin. Bu durumda,

fif, (xy) = £, (£, (xy)) = v(£, (xy)) = v(f, (®)y +xd, (y)) = £;(x) +xvd, (y) olur. O halde,
vd, :R — R tiirev oldugu i¢in f, =f f, genellestirilmis tiirevdir. Benzer sekilde, her xe R

icinf, (x) = yx olacak bi¢imde en az biry € C varolsun. Bu durumda,
f;(xy) = £if,(xy) =1,(f,(xy)) =, (v(xy)) = f, (vx)y + vxd, (y) = £;(X)y + xvd, (y) olur.
O halde, vd,(y) : R — R tiirev oldugu i¢in f, = f, genellestirilmis tiirevdir. (ii) ifadesi
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saglansin. Bu durumda,
£,(xy) = £, (£, (xy)) = £, (xyb) = (xyb)a = xyba + xbay - xbay = f,(x)y + x[y, ba]

olur. [y, ba], ba ile belirlenen ig tiirev oldugundan f,, genellestirilmis tiirevdir. (iii) ifadesi
saglansin. Bu durumda, f;(xy) = f| (f,(xy)) = f, (bxy) = (abx)y = f,(x)y olur. ‘0’ bir tlirev
oldugu i¢in f,, genellestirilmis tiirevdir. (iv) ifadesi saglansin. Bu durumda,

f,(xy) = f, (Axy + p(axy —xyb)) = f,(x)y + x(A[y,b]+ u[b*, y]) olur. Iki tiirevin toplam1 yine

bir tiirev oldugundan A[y,b]+pu[b’,y] bir tiirevdir. O halde, f,, genellestirilmis tiirevdir.

Sonug 5.1.1.3. R bir halka, f,f, : R — R genellestirilmis tiirevler olmak {izere ancak

ve ancak asagidaki 6zelliklerden biri saglanmasi durumunda f/f, = 0dur.

(i f =0veyaf,=0dir.
(i) f,(x)=xa,f,(x)=xb ve ba= 0 olacak bi¢imde a, b e Q,(R¢) vardur.
(iii) f,(x) =ax,f,(x)=bx ve ab =0 olacak bigimde a, b e Q,(R¢) vardur.
(iv) f,(x)=ax+xb, f,(x)=Ax+p(ax —xb) ve Aat+ua’ = ub’> —Ab € C olacak bigimde A,u e C
ve a,b € Q; (R¢) vardir.

Ispat (=): Kabul edelim ki, (i) ifadesi saglansin. Oncelikle, f, = 0 olsun. Bu
durumda her x, y € Rigin f/f,(xy) =0 olur. Buise, f|f, =0 demektir. $imdi de, f,=0
olsun. Bu durumda da ff, (xy) = £, (0) = 0 olur. Béylece her iki durumda da f,f, =0 oldugu
bulunur. (ii) ifadesi saglansin. Bu durumda, her x, ye R i¢cin
f.f,(xy) =1 (f,(xy)) = f,(f,(xyb)) = xyba = 0 olur. Yani, f f, =0 dir. (iii) ifadesi saglansin.
Bu durumda, her x, yeR i¢in f/f,(xy) =f,(f,(xy)) = f,(bxy) = abxy =0 olur. Yani, f,f, =0

dir. (iv) ifadesi saglansin. Bu durumda, her x, ye R i¢in
f,(f,(xy)) = f,(Axy + pu(axy — xyb)) = aAxy + apaxy — apxyb + Axyb + paxyb — puxyb*

= (ha+pa’)xy+xy(Ab—pb’) = (ha+pa’ +Ab—pb’)xy

olur. Yani, fif, =0dur.
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(<) Kabul edelim ki, f,f, = 0olsun. “0” bir genellestirilmis tiirev oldugu i¢in

Teorem 5.1.1.2 in tiim ifadeleri saglanir. (i) ifadesini uygulandiginda f;(x) = yx veya

f5(x) = yx olacak bigimde bir ¥ € C oldugu goriiliir. Ilk olarak f,(x) = yx olsun. Bu
durumda f/f,(x) =1, (f,(x)) = yf,(x) = 0 olur. Uyar1 2.23 ve y € C olmas1 kullanildiginda

vy =0 veya £, (x) = 0 bulunur. Y= 0 olmas: durumunda f, =0 olur. O halde, f, =0 veya

f, =0 dir. Simdi de, f,(x) = yx olsun. Bu durumda f £, (x) =f,(f,(x)) =f,(yx) =0 olur. Bu
ifadeyi, ye R olmak lizere, x yerine xy yazarak genellestirilmis tiirev tanimini kullanip

diizenledigimizde 0=f, ((yx)y)=f, (yx)y+7yxd,(y) = yxd,(y) bulunur. Uyar1 2.23 den,
yY=0veya d,=0 olur. Y= 0 olmas: durumunda f,= 0 olur. Y # 0 olmas: durumunda ise
f, (xy) = f, X)y + xd, (y) = {f, (X)y olur. Lemma 5.1.4 den, f, (x) = qx olacak bi¢cimde bir

qe Qr(Rc) vardir. Bu durumda, f, (yx) =qyx = qxy olur. Buise,q=0 veya y=0
demektir. y # 0 oldugu i¢in q = 0 olur. Yani, f, =0 dir. Boylece, (i) ifadesi ispatlanmis

olur. Teorem 5.1.1.2” in (i1) ifadesini uygulandiginda fi(x) = xa veya f,(x) = xb olacak
bicimde a, b € Q;(R¢) var oldugunu bulunur. Bu durumda, her xR i¢in

f.f,(x) =1, (xb) =xba= 0 olur. Uyar1 2.23 den, ba = 0 oldugu bulunur. Béylece (ii) ifadesi

ispatlanmis olur. Benzer sekilde, Teorem 5.1.1.2 nin (iii) ifadesi yardimiyla her x €R i¢in

f.f,(x) =f,(bx) = abx = 0 oldugu bulunur. Uyar1 2.23 den, ab = 0 oldugu elde edilir. Bu
ise, (iii) ifadesinin ispatidir. Son olarak Teorem 5.1.1.2 nin (iv) ifadesi, f,, f, nin
genellestirilmis tlirevler olmasini ve A, p € C olmasini kullanarak her xe R i¢in fif,(x)=0

ifadesini diizenlersek
0= f (f,(x)) =f,(Ax + p(ax — xb)) = aAx + Axb + ap(ax — xb) + p(ax —xb)b
=)ax +pa’x —paxb + xAb + paxb — xpub® = Lax + pa’x + xAb — xub’
= (ha+pa’)x +x(Ab—pub?)

bulunur. Lemma 5.1.1 den, Aa+pa’ € C ve Ab—ub” e C olur. Yukaridaki ifadeyi

diizenledigimizde her x € R i¢in x(Aa +pa’ +Ab—pub*) = 0 olur. Bu ise,
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La+pa’ +Ab—pub*= 0 demektir. Yani, Aa+pa’ =pb> —Ab e C dir. Bdylece (iv) ifadesi

de ispatlanmis olur.

Sonugc 5.1.1.4. R bir halka, f: R — R bir genellestirilmis tiirev ve ¢, de R olmak

tizere her x € R i¢in cf(x) + f(x)d = 0 ise asagidaki 6zelliklerden biri saglanir.

@i) ¢, de C olmak tizere ¢ + d =0 dir.
(ii) ce C olmak tizere f(x) = xb ve b(c + d) = 0 olacak bi¢imde bir
be Q; (R¢) vardir.

(iii) deC olmak lizere f(x) = bx ve (c + d)b = 0 olacak bigimde bir
be Q; (R¢) vardir.

(iv) f(x)=Ax+ p(cx—xd) ve Ac + pc? = ud? — Ad € C olacak bi¢imde bir
A 1 € Cvardir.

Ispat: g: R — R, g(x) = cx + xd olan bir doniisiim tanimlayalim. Tanimladigimiz bu
doniigiim bir genellestirilmis i¢ tiirevdir ve her x € R i¢in gf(x) = c¢f(x) + f(x)d = 0 olur. O

halde, f, g genellestirilmis tlirevleri i¢in Sonug 5.1.1.3 iin tiim ifadeleri saglanir.

Sonug 5.1.1.3 iin (i) ifadesinden g = 0 veya f= 0 dir. g = 0 olmas1 durumunda her x e R i¢in

cx + xd = 0 olur. Bu ifadede, z € R olmak iizere, x yerine zx yazarsak
czx +zxd =0, Vx,zeR

bulunur. Yukaridaki ifadeye Proposition 5.1.2° i uygularsak c, d € C oldugu bulunur. Bu
durumda, g(x) = x(c + d) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, ¢ + d = 0 elde edilir. Boylece, (i) ifadesi
ispatlanmig olur. Sonug 5.1.1.3 {in (ii) ifadesinden g(x) = xa, f(x) = xb ve ba = 0 olacak

bicimde a, b € Q; (R¢) vardir. Bu durumda, g(x) = xa = c¢x + xd olur. Yani,
cx +x(d—a)=0, VxeR

dir. Yukaridaki ifadeye Lemma 5.1.1 uygulanirsa ¢ =a—d e C elde edilir. ba=0

olmasindan yararlanirsak b(c + d) = 0 olur. Boylece, (ii) ifadesi ispatlanmig olur.
Sonug 5.1.1.3 iin (iii) ifadesinden g(x) = ax, f(x) = bx ve ab = 0 olacak bi¢cimde
a, be Q; (Rc) vardir. Bu durumda, g(x) = ax = cx + xd olur. Yani,

(c —a)x+xd=0, VxeR
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dir. Yukaridaki ifadeye Lemma 5.1.1 uygulanirsa d =a— ce C elde edilir. ab=0

olmasindan yararlanirsak (d + c)b = 0 olur. Boylece, (iii) ifadesi ispatlanmis olur. Son
olarak, Sonug 5.1.1.3 iin (iv) ifadesinden f(x) = Ax + p(cx —xd) ve Ac+uc’ =pd* —AdeC

olacak bigimde A, peC ve a, b € Q;(Rc) vardir. Boylece (iv) ifadesi de ispatlanmis olur.

Sonug 5.1.1.5. R bir halka, f : R — R bir genellestirilmis tiirev ve ¢ € R — C olmak
iizere her x € R i¢in f(x)c = cf(x) oluyor ise f(x) =Ax + p( cx + xc) ve Ac + pc® € C olacak

bicimde bir A, p € C vardir.
Ispat: Sonug 5.1.1.4 de, cf(x) + f(x)d = 0 ifadesinde d = — ¢ oldugunu diisiiniirsek
her x € R i¢in cf(x) = f(x)c olur. ¢ € C olmas1 durumunda esitlik saglanir. O halde,
¢ € C olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda, Sonug 5.1.1.4 {in (iv) ifadesinden
f(x) = Ax + p( cx — x(—c)) ve Ac + pc® = pc® — Ac € C olacak bigimde bir A, p € C vardir.

Sonug 5.1.1.6. R bir halka, f: R — R bir genellestirilmis tiirev ve ¢ € R — {0} olmak
{izere her x € R igin f(x)c + cf(x) = 0 olmas! durumunda f(x) = p( cx — xc) ve puc” € C

olacak bi¢imde bir p € C vardir.

Ispat: Sonug 5.1.1.4 de cf(x) + f(x)d = 0 ifadesinde d = ¢ oldugunu diisiiniirsek
her x € R i¢in cf(x) + f(x)c = 0 olur. ¢ = 0 olmas1 durumunda esitlik saglanir. O halde,
¢ # 0 olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda, Sonug 5.1.1.4 {in (iv) ifadesinden,
f(x) =Ax + pu( cx —xc ) ve Ac + pc’ = pc® — Ac € C olacak bigimde bir A, p € C vardur.

Ac+ pc® = pc® — Ac ifadesini diizenlersek 2Ac = 0 olur. Lemma 2.36 dan, Ac = 0 oldugu
bulunur. A € C olmasi kullandigimizda A = 0 veya ¢ = 0 olur. ¢ # 0 oldugunu kabul

ettigimiz i¢in A = 0 elde edilir. Bu durumda, f(x) = p( cx —xc ) ve ].ch € C olur.

Proposition 5.1.1.7. R bir halka, f: R — R bir genellestirilmis tiirev ve f(R) ile
degismeli olan a, b € R i¢in {a, b, 1 } C-bagimsiz bir kiime ise f= 0 dur.

Ispat: a ve b, f(R) ile degismeli oldugundan af(R) = f(R)a, bf(R) = f(R)b oldugu

goriiliir. a € C ve b € C olmasi durumunda, Sonug 5.1.1.5 den,
f(x) = Aax + p(ax +xa) ve Apa + p_a* € C
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f(x) = Apx + p, (bx + xb) ve Apb + ubbz eC
olacak bigimde bir A5, w_, Ay, py, € C vardir. Yukaridaki iki ifadeyi taraf tarafa gikarirsak
(A2 =)+ (ma—pb)x+x(pa—pb)=0,vxeR
bulunur. Bu ifadede Lemma 5.1.1” 1 uygularsak, ( 4; — 4y ) + (n,a —p,b) € Cve
p,a — ppb € Celde edilir. {a, b, 1} kiimesinin C-bagimsiz olmasi kullanildiginda

1, = w, = 0 oldugu bulunur. Bu durumda, X,a € C ve A,b € C olur. Kabuliimiizde, a ¢ C

ve b & C oldugu i¢in A, € C ve A, € C olur. Bu ise, her x € R i¢in f(x) = 0 olmast

demektir. Boylece f = 0 olur.

Sonuc 5.1.1.8. R bir halka, f: R — R bir genellestirilmis tiirev olmak iizere f* bir

genellestirilmis tiirev ise her x € R i¢in f(x) = ax veya f(x) = xa olacak bi¢imde bir
a € Q(R¢) vardir. Ustelik, f* = 0 olmas1 durumunda f, yukaridakilerden birini saglar ve
a’ =0 dur.

ispat: £ genellestirilmis tiirev oldugu i¢in Teorem 5.1.1.2 nin (iv) ifadesinde

fi =f, =fdir ve f(x) =ax + xb =Ax + p(ax — xb) olacak bi¢imde bir A, pn € C vardir. Bu

ifadeyi diizenlersek,
(un—Da+ MNx—x(u+1)b=0, Vx €ER

bulunur. Yukaridaki ifadeye Lemma 5.1.1° i uygularsak, (. — 1)a+ A= (u+ 1)b € C
olur. Buradan,p—1= p+1=0veyaa,b € Celdeedilir. p—1 = p+ 1 = 0 ifadesi

taraf tarafa toplanirsa 2 p = 0 olur. Lemma 2.36 dan, p = 0 dir. Bu bir ¢elisgkidir. O halde,

a, b € C dir. Bu durumda, her x € R i¢in f(x)=ax + xb =(a+b)x =x(a + b) olur.

Simdi de f* = 0 olmasini inceleyelim. Sonug 5.1.1.3 iin (iii) ifadesinde f = f; = f, olmasi

kullanilarak f(x) = ax ve a® = 0 oldugu bulunur.

Proposition 5.1.1.9. R degismeli olmayan bir halka ve f: R — R sifirdan farkli bir

genellestirilmis tiirev olmak iizere her x, y € R i¢in [f(x), f(y)] = 0 olmas1 durumunda
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c ERc—-Cvevy,0: R — Ctoplamsal doniisiimler olmak iizere her x € R i¢in f(x) = xc + cx

ve f(x) = y(x)c + 0(x) dir. Ustelik, ¢* € C dir.

Ispat: R degismeli olmayan bir halka ve f # 0 bir genellestirilmis tiirev oldugu icin
Lemma 5.1.5 den, f: R » Z dir. Bu durumda, f(yo) = ¢y € Z olacak bi¢imde bir y, € R
vardir. Kabuliimiizden her X€ R i¢in f(x)co = cof(x) olur. ¢y € Z olmasi durumunda bu

esitlik saglanir. ¢y € R — C olmast durumunda ise Sonug 5.1.1.5 den,
f(x) = Ax + ( cox + xcp) ve Acp + MC02 € C olacak bicimde bir A, p € C vardir. ¢y € C
oldugu icin

C=uco+ % A
olacak bigimde bir eleman segilebilir. ¢ € C oldugu i¢in bu, p # 0 olmasini zorunlu kilar.
Yukaridaki ifadeyi ayr1 ayr1 sagdan ve soldan x € R ile ¢arpar ve taraf tarafa toplarsak
cx + x¢ = u(xcp + cox) + x A = f(x) oldugu bulunur. Ote yandan, ¢* ifadesini diizenlersek
¢ = (oo + > M)(neo + = 1) = p(uc +Aco) + § € C bulunur. Yani, ¢ = peg + 2 A & C
olarak secilmesi durumunda, f(x) = cx + xc ve ¢ — pco, ¢o> € C dir. Ote yandan,
[co, f(R) ] = 0 olmas1 durumunda [c, f(R)] =0 esitligini diizenlersek

[e. f(R)] = [uco + 3 & f(R)] = [£(R), ueo ] + [£(R), 3 ] = p[f(R), co] = 0

oldugu bulunur. O halde, {1, c} kiimesi f(R) ile degismeli ve kabuliimiizden dolay1 f # 0

oldugu i¢in, Proposition 5.1.1.7 den, f(R) ile degismeli her eleman {1, ¢} kiimesinin bir

C-kombinasyonu olarak yazilir. Bu durumda, her x € R i¢in f(x) = y(x)c + 0(x) olacak

bicimde v,0 : R = C toplamsal doniigiimleri vardir.
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5.1.2. [fi(x), f2(x)] = 0 olmas1 durumu

Bresar M., 1993.

Teorem 5.1.2.1. R bir asal halka ve F: R—R bir toplamsal doniisiim ve her x € R i¢in

[F(x), x] = 0 oluyorsa & R—C toplamsal doniisiim olmak iizere her x e R i¢in
F(x) = Ax + §(x) olacak bigimde bir A€ C vardir.
Ispat: Kabuliimiizden her x € R i¢in [F(x), x] = 0 dir. ye U olmak iizere, X yerine
x +y yazar ve kabul yardimiyla diizenlersek
[F(), y] =[x, F(y)]

bulunur. Bu ifadede, zeR olmak iizere, y yerine yz yazar, yukaridaki ifadeden

yararlanarak diizenlersek
[x, F(yz)] = [F(x), yz] = y[F(x), z] + [F(x), y]z = y[x, F(2)] + [x, F(y)]z
bulunur. Yani,
[x, F(y2)] = y[x, F(2)] + [x, F(y)]z, Vx,y,zeR

elde edilir. Simdi yp ¢ Z olacak bicimde bir ype R secelim. Yukaridaki 6zdeslikte z yerine
yo yazarsak [X, F(yoz)] =vo[x, F(yo)] + [X, F(y0)]yo olur. Yani,

Lo (%) = Yolrgo) (%) + Loy (X) Yo, V xR
bulunur. yy ¢ Z oldugu i¢in Teorem 3.2.3 den, her xeR i¢in
Iry0)(X) = [MY0)Yo, X] ve IF(yoz)(x) = [X(yo)yoz, x] olur. Boylece yo ¢ Z iken her xe R i¢in

[x, F(yo)] = [MYo)yo, x] bulunur. Simdi de y; € Z olacak bi¢cimde bir y; R segelim. Bu
durumda her x € R i¢in [x, F(y;)] = [F(x), y1] = 0 olur. Yani, F(y,) € Z bulunur. Bu ise,

y € Z olmast durumunda her x e R i¢in [x, F(y)] = 0 = [A(y)y, x] olmas1 demektir. O halde,
[x, F¥)] = [MY)y, X], VX, yeR

dir.
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Simdi yapmamiz gereken A’nin temsilciden bagimsiz oldugunu gostermektir.

[x, F(yz)] = y[x, F(z)] + [X, F(y)]z 6zdesligini yukaridaki ifadeyi kullanarak diizenlersek
[Myz)yz, X] = y[M2z)z, X] + [My)y, x]z olur. Bu ifadeyi de diizenledigimizde

y[Myz)z, x] + [My2)y, x]z = y[M2z)z, X] + [MY)y, X]z bulunur. Yani,
YI(Myz) — M2))z, x] + [(Myz) — My))y, x]z=0, Vx,y,z €R

elde edilir. yogZ ve zo¢ Z olacak bicimdeki yy, zo€R secelim. Sectigimiz bu elemanlar
icin t = Myozo) — M2zo) ve k = Myozo) — Myo) olsun. Yukaridaki esitligi yo, zo elemanlari

icin diizenlersek 0 = yo[tz,x] + [Kyo,X]zo olur. Yani,
0 =yo Izo(x) + Ikyo(X)zo , V xeR

elde edilir. Teorem 3.2.3 den, her xeR i¢in [tzy, x] = [uzo, x] ve [kyo, x] = [lyo, x] olacak
bicimde en az bir pu elemani vardir. t[zy, X] = p[zo, x] olur. (t — pw)[zo,x] = 0 dir. zogZ
olarak secildigi i¢in t = p bulunur. Benzer sekilde, k[yo, X] = u[yo, x] dir ve yo& Z olarak
secildigi i¢cin k = p bulunur. p = AM(yozo) — M2zo) ve p = Myozo) — M(Yo) diir. Bu ifadeler taraf
tarafa c¢ikarilirsa, M(yo) = Mzo) bulunur. Bu ise A’'nin temsilcilerden bagimsiz olmasi
demektir. Yani, yogZ ve zogZ iken Myo) = Mzo) = A olacak bigimde bir Ae C vardir. O
halde yeZ,

z¢ Z iken her x e R i¢in

[x, F(y)] = [Ay, x]
olacak bi¢gimde bir A€ C vardir.

Yukaridaki ifadeden [x,F(y) + Ay] = 0 oldugu bulunur. Bu ise, her y ¢ Z i¢in

F(y) + AyeZ demektir. Ote yandan, yeZ iken F(y)eZ oldugu i¢in F(y) + AyeZ olur.
Yani, her yeR i¢in F(y) + Ay €Z elde edilir. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi kullanarak

&:R—>C,&(y)=F(y)+Ay tanimlayalim. x =y olmasi durumunda

&(x) = F(x) + Ax = F(y) + Ay = &(y) dir. Buna ek olarak,

F(x +y) = F(x +y) + Mx + y) = F(x) + F(y) + Ax + Ay = §(x) + &(y) olur. O halde, bu

sekilde tanimlanan &, toplamsal doniistimdiir.
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Teorem 5.1.2.2. R, karakteristigi ikiden farkli olacak bigimde degismeli olmayan bir

halka olmak iizere fj, f, : R — R sifirdan farkli genellestirilmis tiirevleri her x € R i¢in
[fi(x), L(x)] =0 (5.6)
sagliyor ise her x € R i¢in fj(x) = Afy(x) olacak bigimde bir A € C vardir.

Ispat: Y = {y e R | fi(y), fa(y) ve 1, C-bagimsizdir }ve X =R —Y olsun. Bu

durumda, her x € R i¢in
0lq (X)fl (X) + Oy (X)fz (X) + Oy = 0 (57)
olacak bi¢imde en az biri sifirdan farkli olan o, (x), a,(x), a3(x) € C vardir.

Bu bilgiler dogrultusunda ispatimizi dért adimda gergeklestirecegiz.

Adim 1. Kabul edelim ki, f;(xo) — AMf2(x0) € C olacak bigimde bir xg € X, A € C var
olsun. O zaman, her x € R i¢in f;(x) — AMf2(x) € C veya [f2(x), £2(x¢)] = 0 dur.

Ispat: [f5(x), f2(x0)] # 0 olacak bigimde bir x € X secelim. Bu durumda, fx(x) & C
dir. Se¢mis oldugumuz bu eleman i¢in (5.7) nolu ifadeyi diizenledigimizde o, (x) # 0

olur. C bir cisim oldugu i¢in aj1(x) # 0 dir. (5.7) nolu ifadeyi soldan a;(x) ile carparsak
fi () + a7 (X0 (Nf(x) € C

oldugu bulunur. 8= — ay 1(x)a,(x) € C olsun dersek f; (x) — B, f2(x) € Colur.

Hipotezden, her x € R igin [f;(x), f2(x)] = 0 dir. Bu ifadede, y € R olmak iizere, x yerine
x +y yazar ve genellestirilmis tiirev tanimin1 kullanarak ifadeyi diizenlersek
[f:(x), ()] = [£(x), fi(y)], VX y €R (5.8)
bulunur. Kabuliimiizde, f;(x¢) — Af>(X¢) € C oldugundan her t € R igin
[f1(x0) — Af2(X0), t] = O dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde
[fi(x), t] - B, [2(x),t] =0, Vt € R (5.9)

bulunur. Benzer sekilde, f; (x) — B, f,(x) € C oldugundan her k € R igin
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[f1(X0) — Afa(X0), k] = 0 dur.
[fi(x0), k] — A [f2(X0), k] =0,Vk ER (5.10)
elde edilir. (5.9) nolu ifadede t yerine f,(x¢) yazar ve diizenlersek
[£1(x), f2(x0)] = By [f2(%), f2(x0)]
bulunur. (5.10) nolu ifadede k yerine f,(x) yazar ve diizenlersek
[f1(x0), £2(x)] =4 [fa(x0), £2(x)]
bulunur. (5.8) nolu ifadede y yerine x¢ yazar ve diizenlersek
[£1(x), f2(x0)] = [f2(%), f1(x0)]
olur. Yukaridaki {i¢ ifadeyi bir arada kullanirsak
[£1(x), f2(x0)] = [f2(x), f1(x0)] = B, [2(%), f2(x0)] = A [f2(x), f2(x0)]
elde edilir. Yani,
By [f2(%), f2(x0)] = A [f2(x), £2(x0)]
dir. Buradan, B = A € C veya [f3(x), f2(x0)] = 0 olugu bulunur. Baslangicta,

[f2(x), fa(x0)] # 0 kabul ettigimiz i¢in B, = A € C dir. Bu durumda, f; (x) — AMf,(x) € C

olur. Boylece ispat biter.

Adim 2. Teorem 5.1.2.2, her x, y € R i¢in [f1(x), f1(y)] = 0 ve [f2(x), f2(y)] = 0 kabulii

altinda ayn1 sonucu saglar.
Ispat: [fi(x), fi(y)] = 0 ve [f:(x), f2(y)] = 0 oldugu i¢in Proposition 5.1.1.9 dan,
1=1,21¢in,c; ERc—C ve i 0; : R = C olmak iizere
fi(x) = x¢; + cix = y,(x)¢; + 0;(x), VXxER (5.11)
olur. Her x € R i¢in [fj(x), f2(x)] = 0 olmasini ve (5.11) nolu ifadeyi kullanirsak
0 =[fi(x), L&) = [y, ®)c1 + 0:(x), v, (X ¢z + 0, ()] =y, (X)[c1, v,(X)e2]

=7 (X)YZ (X) [Cla C2]
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bulunur. y, (%), v,(x) € C olmasmi kullanirsak her x € Rigin
1,0 = 0 veyay, (x) = 0 veya [cic2] =0

elde edilir. A= {x €R| y,(x) =0} ve B= {x € R| v,(X) = 0 }, R halkasimn alt
gruplaridir ve R = A U B olarak yazilir. O halde, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir.

R = A olmas1 durumunu incelersek, her x € Rigin y, (x) = 0 olur. Yani, y, = 0 dir. Bu

durumda, her x € R i¢in

f1(x) =v,X)c; +0,(x) = 0,(x) € Cdir. Bu, f; : R » C olmast ile gelisir. O halde, R = A
olamaz. R = B dir. Yani, her x € R i¢in v, (x) = 0 olur. Bu durumda, her x € R igin
fo(x) =7,y +0,(x) = 0,(x) € Cdir. Bu, f; : R » C olmast ile gelisir. O halde, R = B

olamaz. Bu durumda,
[c1,c2] =0 (5.12)
dir. Bu esitligi kullanarak [f;(x), f(x)] = 0 ifadesini diizenlersek her x € R i¢in
[fi(x), L(x)] = [xe1 +eix, 7,(x)c; + 02(x)] =7, () [xc1 +eix, 2] =0
olur. v, (x) € C olmasim kullanirsak her x € Rigin, v,(x) = 0 veya [xc; + ¢1X, ¢2] =0

olur, A= {x €R|y,(x) =0} ve B= {x € R|[xc| + ciX, c2] = 0}, R halkasinin alt
gruplaridir ve R = A U B olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, R = A veyaR=B dir. R=A
olmas1 durumunu incelersek, her x € Rigin v, (x) = 0 olur. Yani, y, = 0 dir. Bu durumda,
her x € Riigin f5(x) = 7,(x)c; + 0,(x) = 0,(x) € Cdir. By, f; : R # C olmast ile gelisir.

O halde, her x € R i¢in [xc; + ¢1X, ¢;] = 0 dir. Buradan, her x € R igin
XC1Cy + C1XCy — CoXCp —Coc1x =0 (5.13)
olur. Lemma 5.1.1 uygulanir ve {1, cy, ¢, ¢ic2}, C-lineer bagimlidir.
cic2=acyt Pcy + ¢

olacak bigimde a, B, ¢ € C vardir. (5.12) nolu ifade diizenlenerek ¢ c, = c,c; elde edilir.

Yukaridaki ifadeyi sirasiyla soldan ve sagdan x ile ¢arparsak

XCiCy = axCp + Bxc; + ox CICoX = 0c X+ BCyx + ¢X
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elde edilir. Yukaridaki ifadeleri kullanarak (5.13) nolu ifadeyi diizenlersek
(a4 c)xcr + (B —cy)xc; —(ocy +Pcy)x =0, VXER

bulunur. ¢; € C oldugu i¢in, B — c, # 0 dir. Bu durumda, Lemma 5.1.1 den, {1, ¢y, ¢3}
kiimesi C-bagimlidir. Yani, ¢, = mtc; + p olacak bicimde m, p € C vardir. f5(X) = xc; + ¢x

ifadesini diizenlersek
f(x) = x(mcq + p) + (mcy + p )x =w(xCq + ¢1X) + 2px =7 f1(x) + 2px

oldugu bulunur. Teorem 5.1.2.2 nin dogrulugunu kanitlamak i¢in 2p = 0 oldugunu

gostermeliyiz. [f)(x), £>(x)] = 0 ifadesini yukaridaki esitlikten faydalanarak diizenlersek
[fi(x), £(x)] = [fi(x), w fi(x) + 2 px] =2 p[f; (x), x]=0
bulunur. Bu ifadede, fi(x) =y, (x)c; + 01(x) olmasimi kullanirsak
2p[ v, (X +0,(x), x] = 2py,(X)[cy, x] =0

elde edilir. p y, (x) € C olmasini kullamirsak, Lemma 2.32 den, her x € R igin 2p = 0 veya

v, (x) = 0 veya [c4, x] = 0 oldugu bulunur. A= {x ER[y,(Xx) =0} ve

B = {x € R|[c, x] =0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = A U B olarak yazilir. Bu

durumda, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. R = A olmasi durumunu incelersek,

her x € Rigin y, (x) = 0 olur. Yani, y, = 0 dir. Bu durumda, her x € R igin

f1(x) =7y,(®c; +0,(x) =0,(x) € Cdir. Bu, f; : R » C olmast ile geligir. O halde, R =B
dir. Yani, her x € R i¢in [¢;, x] = 0 dir. ¢; € C dir. Boylece, ¢eliski elde edilir. O halde,
2p = 0 dir. (5.13) ifadesini yeniden diizenlersek f>(x) = @ f2(x) olacak bi¢cimde bir & € C

vardir. Boylece ispat biter.

Adim 3. Teorem 5.1.2.2, X = R sart1 altinda ayn1 sonucu saglar (Y = @ olmast

durumu).

Ispat: Kabuliimiizde f # 0 olacak bi¢imde bir genellestirilmis tiirev ve R degismeli

olmayan halka oldugundan f: R » C dir. Bu durumda en az bir X € R i¢in f(x¢) & C dir.

R = X oldugu i¢in (5.7) nolu ifade x¢ elemani i¢in saglanir. O halde,
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a3 (Xo)f1 (Xo) + 02 (X0)f2(Xo) € C
dir. f(x¢) € C oldugu i¢in o;(%o) # 0 dir. A = — a;(X) ™! 0,(X,) olarak secersek
f;(x9) — M, (x0) € C
olur. Bu durumda, Adim 1 den, her x € R i¢in fj(x) — AM2(x) € C veya [fa(x), f2(x0)] = 0 dur.

A={x€eER|fix)-A(x)€EC} ve B={x€R| [fi(x), f2(x0)] =0 }, R halkasinin alt
gruplaridir ve R = A U B olarak yazilir. O halde, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir.

R = A olmas1 durumunu incelersek, her x € R igin f;(x) — AMfr(x) € C dir.

F(x) = f1(x) — Afx(x) olsun dersek, her x € R i¢in F(x) = f1(x) — AMfy(x) € C bir
genellestirilmis tiirev oldugundan, Lemma 5.1.5 den, F = 0 olur. Yani, f; = Af; elde edilir.
Bdylece, R = A olmasi durumunda ispat bitmis olur. Simdi de R = B olmasi durumunu
inceleyelim. Bu durumda, her x € R i¢in [f2(x), f2(Xo)] = 0 dir. Se¢mis oldugumuz x
elemant i¢in o4 (Xy) # 0 oldugunu biliyoruz. Eger, a, (x,) = 0 olmus olsaydi f(x() € C
olurdu. Bu durumda da [f(x), f2(x¢)] = 0 oldugu bulunurdu. Bu ise,

[f5(x), f2(x0)] = 0 olmasinin a; (Xo) 1n seciminden bagimsiz oldugunu gosterir. O halde,
[f2(X)a fZ(XO)] = O, v X, XO ER

bulunur. Bu durumda da, Adim 2 den ispat biter. Bdylece, her durumda sonuca ulasildig:

i¢in ispat sonlanir.
Adim 4. X = R olmasi durumu
Ispat: Kabul edelim ki, Y # @ olsun. Bu durumda en az bir yo € Y vardir. a = f(yo),

b = f3(yo) olmak {izere {a, b, 1}, C-bagimsizdir ve (5.6 ) nolu ifade saglanir. Yani, ab = ba

dir. f}, f; genellestirilmis tiirevler oldugundan, i =1, 2 ve her x, z € R igin

fi (xz) = fi(x)z + xdi(z) (5.14)
dir. (5.8) nolu ifadede y yerine y, ve sonrasinda x yerine xz yazar ve diizenlersek

(af,(x) — bf; (x))z — f,(X)za + f;(x)zb +

x(d;(z)b — d,(z)a) + axd,(z) —bxd;(z) =0 (5.15)
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bulunur. F(x) = f,(x) — bf; (x), F2(x) = —f,(x), F3(x) = f; (X), Hi(z) = d; (z)b — d,(2)a,

Hy(z) = d,(z), H3y(x) = —d;(z), ¢c; =1, ¢, = a, ¢3 = b olsun dersek (5.15) nolu ifade

3 3
Z F;(x)zc; + Z c;xH;(z) = 0, Vxz €R
i=1 i=1

seklini alir. {a, b, 1}, C-bagimsiz bir kiime oldugu i¢in, Proposition 5.1.2 den, 1,j =1, 2, 3
i¢in

3 3
Fi(x) = — Z cixqjj ve Hi(z) = Z gjjxa; olacak bigimde bir q;; € Q.(R¢)vardir.

i=1 j=1

Bu durumda,

fi(x) = —xq13 — axqz3 — bxqss (5.16)
fr(x) =xqq + axq,, + bxqs, (5.17)
af)(x)—bf; (x) = —xq1; — axq,; — bxqs; (5.18)
di(z) = q31Z — g32za — q33zb (5.19)
dx(z) = q21Z + qz2za + qp3zb (5.20)
di(z)b—d,(z)a = q11Z + q12za + q13zb (5.21)

olur. i =1 i¢in (5.14) nolu ifadeyi diizenlersek f; (xz) = f(x)z + xd;(z) bulunur. (5.16) ve

(5.19) nolu ifadeler kullanilarak bu ifade diizenlenirse her x, z € R i¢in
—x[(d13 *+ 931)Z + q322a + q332b — 2q13] — ax(q23z — 2q33) — bx(q33z — 2q33) = 0
elde edilir. {a, b, 1}, C-bagimsiz bir kiime oldugundan, Lemma 5.1.1 den,
(d13 + d31)Z + qz0za + q33zb — 2933 =0, Vz €R (5.22)

dz23,q33 €C

oldugu bulunur. Benzer sekilde, i = 2 i¢in (5.17) ve (5.20) nolu ifadeler yardimiyla (5.14)

nolu ifadeyi diizenlersek, her x, z € R i¢in

—X[(q12 + 921)Z T 922za + q23zb — 2q;,] — ax(q22z — 2q3;) — bx(g3,z — zq3;) = 0
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elde edilir. {a, b, 1}, C-bagimsiz bir kiime oldugundan, Lemma 5.1.1 den,
(12 +921)Z + qz2za + qz3zb —2q1, =0, Vz €R (5.23)

dz22,q32 €C

oldugu bulunur. d,, tiirev oldugundan, her x, z € R i¢in d,(xz) = d(x)z + xd;(z) dir. (5.19)

nolu ifade yardimiyla bu ifade diizenlenirse
—(q31XZ — (32XZa — (33XZb = —(q31XZ — (3,Xaz — q33XDZ — Xq3; — X(q3,2a — X(332b
bulunur. q3,, q33 € C olmasini kullanarak yukaridaki ifadeyi diizenlersek
her x, z € Rigin (q3,xa + q33xXb + xq37)z = 0 elde edilir. Bu ise,
gszXa + q33xb +xq3; =0, VX€ER
demektir. Tekrar q3;, q33 € C olmasini kullanarak yukaridaki ifadeyi diizenlersek
her x, z € Ri¢in x(q32a + q33b + q31) = 0 olur. Buradan,
a+qssb+q3=0 (5.24)

elde edilir. Simdi de, (5.20) nolu ifade ve d, nin genellestirilmis tiirev olmasini kullanacak

olursak
q21XZ + q22XZa + qp3Xzb = q1XZ + q;,Xaz + q,3XbZ + Xq,1Z + Xq,32a + Xq,3zb
elde edilir. Bu ifadeyi diizenledigimizde, her x, z € Rigin q,,xaz + q,3Xbz +xq,,2 =0

bulunur. Bu ise, her x € R igin (q,,%a + q23%Xb +xXq57 )R = 0 olmasi demektir. Uyar1 2.23

den, her x € Ri¢in q;,%a + q23xb +xq; =0 olur. q,,, q,; € C oldugunu kullanirsak,

R(qy,a +q,;b +q,,) =0 olur. Yani,
d,atqyub+q, =0 (5.25)

dir. q;,a + q,,b + q,,= 0 ifadesini soldan z € R ile ¢arparsak, zq,,a + zq,,b = —zq;,
bulunur. g3, ve q,, € C olmasini kullanirsak q,,za + q,,zb = —zq,, olur. Bu ifadeyi (5.22)

nolu esitlikte kullanirsak

(q13 + q31)z —2z(q;,+9q,;) =0, Vz€eR
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bulunur. Bu ise, q,, + q,, € C olmasi demektir. Simdi de, q,,a + q,,b + q,, = 0 ifadesini
soldan z € R ile garparsak, zq,,a + zq,,b + zq,, = 0 bulunur. Bu ifadede, q,,ve q,; € C
olmasini kullanirsak, q,,za + q,,7zb = — zq,, olur. Yukaridaki ifadeyi (5.23) nolu esitlikte

yazar ve diizenlersek

elde edilir. Bu ise, q,, + q,, € C olmasi demektir. (5.18) nolu ifadeyi, (5.16) ve (5.17) nolu

ifadelerden yararlanarak diizenlersek
xq,, +[(a), + a5 )a+ (a5, + 9,3)b + q,52° + (a5, + 95 )ab + b2q33]x =0, Vx€R
bulunur. Lemma 5.1.1 den, q,, € C ve
(a, +dy)a+ (a5, +a;5)b + ay,a” + (a5, + qy5)ab + b2q33 =74,
oldugu bulunur. ab = ba ve q,, € C olmasini kullanarak

(q12 T qat qu)a + (q31 Tqa+t q33b)b tqp,a + q;3b=—q,

elde edilir. Bulmus oldugumuz bu ifadeyi, (18) ve (19) nolu ifadeleri kullanarak

diizenlersek
q; t9q,2 + q;;6=0 (5.26)
elde edilir. Su ana kadar,
Qi1 920 D3r 932 933 i3 T d3ppdyp + Ay EC
q, +tq,a+q;b=0 1=123 (5.27)

oldugunu elde ettik. (5.27) nolu ifadeyi, i =3 icin yazar ve soldan x elemani ile ¢arparsak

Xdy, +Xq3,a + Xq;;b = 0 bulunur. (5.16) nolu ifadeyi q,,, q;; € C olmasi ve yukaridaki

ifadeyi kullanarak diizenlersek fi(x) = —xq,; — axq,; — bxq;; — (xq;, + xq;,a + xq;;b)
bulunur. Yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde ise, her x € R igin,
fi(x) = —x(q;; +q5,) — x(q;,2 + q3;b) — (q23a + q;;b)x (5.28)

elde edilir. Simdi de, (5.25) nolu ifadeyi, soldan x elemani ile ¢carparsak
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XQ,,a +Xxq,;b +xq,, = 0

bulunur. (5.17) nolu ifadeyi q,,,q,; € C olmasi ve yukaridaki ifadeyi kullanarak
diizenlersek f2(x) = xq,, + q,,ax + q;,bx — (xq,,a +Xq,;b +xq,,) bulunur. Bu ifadeyi

diizenledigimizde ise her x € R igin
H(x) =x (q12 + qzl) + X(qzza + q23b) + ( q,,a + q23b )X (5.29)

elde edilir. ¢ = _%(qw + q31),§ = %(qu + q21),(x = =0y B =337 = dppy @ = Q3
olarak secersek her birisi C nin elemani olur. Se¢gmis oldugumuz bu elemanlar yardimiyla
yeni elemanlar tanimlayallm: u =¢+aa— Bb, t=¢+ooa— Bb, v=E+ya—ob,

s =&+ ya—ab. Tanimlamis oldugumuz bu elemanlar R¢ nin elemanlar1 olup bu

elemanlar yardimiyla ve q,, + q,, € C olmasini kullanarak
fi(x) =ux +xt , fr(x) =vx + xs (5.30)

oldugunu buluruz. Yukarida se¢mis oldugumuz elemanlar y, € Y i¢in secilmisti. O halde,
sececegimiz her yeni eleman i¢in o elemana bagli yukaridaki sabitleri bulabiliriz. Boylece,

herhangi bir y € Y ve her x € R igin

fi(x) = ux + xt = u(y)x + xt(y)

f(x) =vx + x5 = v(y)x + xs(y)
olur. Lemma 5.1.1 den, u(y) — u, t(y) — t,v(y) — v,s(y) —s € C oldugu bulunur. Béylece,
u(y) —u—t(y) +teC,v(y) —v— s(y) +s € Colur. u(y) —u —t(y) + t ifadesini
u(y) =¢(y) +ay)a(y) = B(y)b(y) ve t(y) = ¢(y) + ¢(y)a(y) — B(y) b(y) olmasim
kullanarak diizenlersek

(a(y) —o(y)a(y) —(a—@laeC (5.31)

bulunur. v(y) — v = s(y) +s ifadesini v(y) = &(y) +v(y)a(y) — ¢(y)b(y) ve

s(y) = &(y) + v(y)a(y) — a(y)b(y) olmasini kullanarak diizenlersek

(aly) —o(y))b(y) —(a—@)bEC (5.32)
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bulunur. Kabul edelim ki, o = ¢ olsun. a(y) € C oldugu i¢in her y € Y i¢in a(y) = ¢(y)
dir. Hery € Y i¢in a(y) # ¢(y) olmasi durumunda, 0 # a(y) — ¢(y) € C oldugu i¢in

0 # (a(y) — @(y))~! € C vardir. Bu elemanla (5.31) ve (5.32) nolu ifadeleri soldan
carparsak, her y € Y igin

filyyeCa+C, fiH(y)eECb+C (5.33)
bulunur. o = ¢ sart1 altinda devam edersek, u =t ve v = s olur. Bu durumda,
fi(x) = ux + xu =u(y)x + xu(y)
f(x) = vx + xv = v(y)x + xv(y)

oldugu bulunur. Lemma 5.1.1 den, u(y) —u € C ve v(y) — v € C olur. Bu ifadeleri

diizenlersek, sirastyla

a(y)a(y) — B(y) b(y) € C+Ca+Cb (5.34)

y(y)a(y) — a(y)b(y) € C + Ca+Cb

olur. Yukaridaki ifadelerden birincisi ifadeyi soldan a(y), ikinci ifadeyi ise soldan —B(y)
ile carpar ve taraf tarafa toplarsak a(y)?a(y) — B(y)y(y)a(y) € C + Ca +Cb bulunur.
Simdi de, (5.34) nolu ifadelerden birinci ifadeyi soldan y(y) , ikinci ifadeyi soldan — a(y)
ile carpar ve taraf tarafa toplarsak a(y)?b(y) — y(y)B(y)b(y) € C + Ca +Cb bulunur. Elde
edilen yukaridaki iki ifadeden, her y € Y i¢in

(a(y)* = BMYY)fi(y) EC+Ca+Cb, i=1,2

elde edilir. Kabul edelim ki, bir y € Y icin, a(y)? — B(y)y(y) = 0 oldugunu kabul edelim.
Bu durumda, y(y)u(y) — a(y)v(y) ifadesini diizenleyelim.

YU = a@vE) =vG)(sG) + aly)aly) — B)bE))
—a(EW) +v(a(y) = o(y)b(y))
=Y(1)s(y) — a(y)*b(y) — a(EE) + a(y)’b(y)
=v(Me(y) — a(y)E)

bulunur. Yani, y(y)u(y) — a(y)v(y) =v(y)s(y) — a(y)&(y) =p € C dir.
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fi(x) =u(y)x + xu(y) ve f2(x)=v(y)x + xv(y) olmasini kullanarak y(y)f; (x) — a(y)f;(x)

ifadesini diizenlersek,

Y ) — aMHE) = (Yu@y) = ay)vy))x + x(yuly) — a(m)v(y))
=px + xp = 2px
olur. Yani, her x € R i¢in

YW (x) — a(H ) =2px (5.35)

elde edilir. p = 0 olmasi durumunda,

YW (x) — a(y)f(x) =0 ve y(y)s(y) — aly)é(y) =0

olur. y(y)f; (x) — a(y)f;(x) = 0 olmasi durumunda Y # @ oldugu i¢in y(y) = a(y) = 0
dir. Bu durumda, f,(x) = v(y)x + xv(y) ifadesini diizenledigimizde, f,(x) = 2§(y)x elde
edilir. f,(x) # 0 oldugu igin E(y) # 0 dir. [f5(x), x] = [2E(y)x, x] = 0 olur. Benzer sekilde,

[fi(x), x] = 0 oldugundan, f; ve f; doniisiimleri commuting map dir. Bu durumda,
Teorem 5.1.2.1 den, 1 =1, 2 ve y;: R—C toplamsal doniisiim olmak iizere her x € R igin

fi(x) = Aix + py(x) olacak bigimde bir A; € C vardir. Bu durumda, A»f; — Aif, : R—C bir
dontisiim olur. Bu durumda, Y # @ oldugu i¢in A, = X, = 0 olur. Boylece, f,(x) = p,(x) € C
dir. By, f,(x) = 2§(y)x € C olmasi anlamina gelir. {(y) € C oldugundan, her x € R i¢in

&(y) = 0veyax € C olur. {(y) # 0 oldugundan her x €R igin x € C dir. Boylece, R
degismeli halka olur. Oysaki, R degismeli olmayan bir halka idi. O halde, ¢eliskinin nedeni
kabuldiir ve p = 0 olamaz. Yani, p # 0 dir. Bu durumda da, f; ve f, commuting mapdir ve
gene ayn1 nedenlerle celiski elde edilir. Celiskinin nedeni a(y)? — B(y)y(y) = 0 olmasi
kabuliidiir. O halde, a(y)? — B(y)y(y) # 0 olur. Béylece, a = ¢ olmas1 durumunda

fi(y), fa(y) e C+ Ca+ Cb (5.36)
dir.

Simdi, amacimiz F(x) = pifi(x) + p2fa(x) doniislimiiniin tiim C-kombinasyonlarinin R

halkasindan C + Ca + Cb i¢ine oldugunu gostermektir. Bu amagla,
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fi(x) = ux + xt ve f5(x) = vx + xs olmasini kullanirsak F(x) = (pju + pav)x + x(pit + p2s)
oldugu bulunur. Boylece, F : Rc = Rc bir genellestirilmis i¢ tiirev olmus olur. R ve R¢
halkalarmin extended centroidleri ayni kiimedir. F: Rc — C + Ca + Cb bir doniisiim
oldugundan her x € Rc¢ icin a ve b ile degismelidir. Ote yandan,{a, b, 1} C-bagimsiz bir
kiime oldugu i¢in Proposition 5.1.1.7 den, F = 0 olur. Y # @ oldugu i¢in p; = p, = 0 dur.

Bdylece, f; ve f; doniisiimlerinin C + Ca + Cb kiimesine diisen sifirdan farkli
C-kombinasyonlar1 yoktur.

Artik, tim bu bulunanlari1 X kiimesine tasiyalim. f; : X — C bir donilisiim

olmadigindan f5(x¢) € C olacak bicimde bir x¢ € X vardir. Bu durumda, (5.7) nolu ifadeden

o4 (Xg) # 0 dir ve fi(xo) — Afx(x¢) € C dir. Adim 1 den, her x € X i¢in ya fj(x) — Afy(x) € C
ya da [f2(x), f2(x0)] = 0 dir. (5.36) nolu ifadeden her y € Y i¢in fi(y) — Afy(y) € C+ Ca+Cb
dir. Bu nedenle, her x € R i¢in fj(x) — Af,(x) € C + Ca + Cb veya [f5(x), £2(Xo)] = 0 dur.
A={x € R | fi(x) — Afz(x) € C + Ca+ Cb} ve

B ={x € R| [fx(x), f2(Xx0)] = 0, 01 (Xg) # 0, X0 € X}, R halkasinin alt gruplaridir ve

R = AUB olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. Kabul edelim ki, R = A
olsun. Bu durumda, her x € R i¢in fj(x) — Af;(x) € C + Ca + Cb olur. Oysaki, yukarida f; ve
f, fonksiyonlarinin sadece sifir kombinasyonlarinin bu sekilde olabilecegini sdylemistik. O
halde, ¢eliski elde edilir. Yani, R = A olamaz. R = B dir. Bu durumda, o, (x,) # 0 olan her
X0 € X ve her x € R igin [f5(x), f5(X0)] = 0 olur. a;(Xy) = 0 olmasi f5(x¢) € C olmasi
demektir. Bu durumda, [f(x), f2(x0)] = 0 olur. O halde,

[f2(x), 22(x0)] =0, VX ER, x0 € X

dir. Bunun anlami, elemanlardan birinin X kiimesinden olmast durumunda yukaridaki
esitlik saglanir. Eger, her iki eleman birden Y kiimesinden segilirse de (5.36) nolu ifadeden

yukaridaki esitlik saglanir. O halde,
[>(x), f2(x0)] =0, VX, y ER

olur. Boylece, Adim 2 den ispat sonlanir.
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5.2. Asal Halkalarda Lie idealler Uzerinde Genellestirilmis Tiirevler ve

Komiitatiflik

Shuliang H., 2007.
Bu boliimde, x o y = xy + yx olarak alinmustir.
Lemma 5.2.1. R bir asal halka, U, R halkasinin bir Lie ideali olmak tizere
her u € U igin u? € U ise her u, v € U i¢cin 2uv € U dur.
ispat: Hipotezden, her u, v € U i¢in (u + v)* € U dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde

(u+v):=(u+v)(u+v)=u’+uv+vu+v> €U bulunur. Hipotezden, u’, v* € U oldugu

i¢in uv + vu € U olur. Yani,

uwvtvueUVuvelU (5.37)
dir. Ote yandan, U bir Lie idel oldugu i¢in

uv-vu€eU,Vu,velU (5.38)

dir. (5.37) ve (5.38) nolu ifadeleri taraf tarafa topladigimizda, her u, v € U i¢in 2uv € U

olur.

Teorem 5.2.2. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin bir
Lie ideali, F, sifirdan farkli d tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev ve her u € U

icin u® € U olmak iizere her x, y € Uigin d(x) o F(y)=01ise U € Z dir.
ispat: Kabul edelim ki, U € Z olsun. Bu durumda, Lemma 3.4.6 dan,
V= {u € U|d(u) € U} € Z olur. Hipotezden, her x, y € U igin d(x) o F(y) =0 dur.

Her y, z € U i¢in y*, z* € U oldugu i¢in, Lemma 5.2.1 den, 2yz € U olur. d(x) e F(y) = 0
ifadesinde y yerine 2yz yazarsak d(x)e F(2yz) = 0 bulunur. Bu ifadeyi genellestirilmis

tiirev tanimi1 yardimiyla diizenledigimizde
0=d(x) e F(2yz) = d(x) e F(yz + yz) =d(x) F(yz + yz) + F(yz + yz)d(x)

= d(x)F(yz) + d(x)F(yz) + F(yz)d(x) + F(yz)d(x)
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= 2(d(X)F(yz) + F(yz)d(x))
= 2(d(x) © F(y2))

bulunur. Lemma 2.36 dan, her x, y, z € U igin (d(x) o F(yz)) = 0 elde edilir. Bu ifadeyi

genellestirilmis tiirev tanimi yardimyla diizenledigimizde
0 =d(x)F(yz) + F(y2)d(x) = dx)(F(y)z + yd(z)) + (F(y)z + yd(2))d(x)
= d(F(y)z + d(x)yd(2) + F(y)zd(x) + yd@)d(x)
bulunur. Yukaridaki ifadeye F(y)d(x)z ekler ve gikarirsak
0 = d(X)F(y)z + d(x)yd(z) + F(y)zd(x) + yd(z)d(x)
= dX)F(y)z + d(x)yd(z) + F(y)zd(x) + yd(z)d(x) + F(y)d(x)z — F(y)d(x)z
= (dX)F(y) + F(y)d(x))z + F(y)(zd(x) — d(x)z) + d(x)yd(z) + yd(2)d(x)
= (d(x) e F(y))z + F(y)[z, d(x)] + d(x)yd(2) + yd(2)d(x)
elde edilir. Simdi de, yukaridaki ifadeye yd(x)d(z) ekler ve gikarirsak
0= (d(x) e F(y))z + F(y)[z, d(x)] + d(x)yd(z) + yd(z)d(x) + yd(x)d(z) — yd(x)d(z)
= (d(x) e F(y))z + F(y)[z, dx)] + (d(x)y + yd(x))d(z) + y(d(z)d(x) — d(x)d(z))
= (d(x) e F(y))z + F(y)[z, d(x)] + (d(x) e y)d(2) + y([d(2), d(x)])
oldugu bulunur. Hipotezden, d(x) ° F(y) = 0 oldugu igin
F(y)[z, dx)] + (d(x) o y)d(z) + y([d(2), dx)]) =0,V X, y,z€ U
olur. Yukaridaki ifadede, x € V olmak iizere, z yerine d(x) yazar ve diizenlersek
0 =F(y)[d(x), d(x)] + (d(x) o y)d(d(x)) + y([d(d(x)), d(x)])
= (d(x) ° y)d*(x) + y([d*(x), d(x)])
bulunur. Yani,
(d(x) ° )d*(x) + y([d*(x), dx)]) =0,V x,y € U (5.39)

dir. Her y, z € U igin y*, z* € U oldugu i¢in, Lemma 5.2.1 den, 2yz € U olur
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Yukaridaki ifadede, z € U olmak iizere 2yz yazar ve diizenlersek
0 = (d(x) o 2zy)d*(x) + 2zy([d*(x), d(x)])
= d(x)2zyd*(x) + 2zyd(x)d*(x) + 2zy([d*(x), d(x)])
= 2(d(x)zy + zyd(x))d*(x) + 2zy([d*(x), d(x)])
=2(d(x) o zy)d*(x) +zy([d*(x), d(X)]))
bulunur. Yani, 2(d(x) o zy)d*(x) + zy([d*(x), d(x)])) = 0 olur. Lemma 2.36 dan,
(d(x) © zy)d*(x) +zy([d*(x), dx)]) =0, Vx,y€U
dir. Bu ifadeyi diizenlersek
0 = (d(x) ° zy)d*(x) + zy([d*(x), d(x)])
= d(x)zyd*(x) + zyd(x)d*(x) + zy(d*(x)d(x) — d(x)d*(x))
= d(x)zyd*(x) + zyd(x)d*(x) + zyd*(x)d(x) — zyd(x)d*(x)
= d(x)zyd*(x) + zyd*(x)d(x)
bulunur. Yukaridaki ifadeye zd(x)yd*(x) ekler ve ¢ikarirsak

d(x)zyd’(x) — zd(x)ydi(x) + zyd*(x)d(x)+ zd(x)yd’(x) = 0 elde edilir. Bu seferde
zyd(x)d*(x) ekler ve gikarirsak

0 = d(x)zyd*(x) — zd(x)yd*(x) + zyd*(x)d(x) + zd(x)yd*(x) + zyd(x)d*(x) —
zyd(x)d*(x)
= [d(x), z]yd*(x) +z((d(x) e y)d*(x) + y[d*(x), d(x)])

bulunmus olur. Yukaridaki ifadenin son terimi (5.39) nolu 6zdeslikten sifirdir. Boylece,
her x, y, z € U i¢in [d(X), z]ydz(x) = 0 olur. Yani, her x, z € U i¢in [d(x), z]Ud*(x) = 0 dur.
U £ Z oldugundan, Lemma 3.4.7 den, her x € V, z € U igin [d(x), z] = 0 veya d*(x)=0
olur. V € U oldugundan, her x € V i¢in [d(x), x] = 0 veya d*(x) = 0 oldugu goriilir.

A={x€V|[dx),x]=0} veB={x€ V| d*(x) =0}, V h kiimesinin alt gruplardir ve
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V = AUB olarak yazilir. Bu durumda, Teorem 2.6 dan, V = A veya V = B dir. Kabul
edelim ki, V = A olsun. Bu durumda, her x € V i¢in [d(x), x] = 0 dir. Teorem 3.4.19 dan,

d # 0 oldugundan V € Z dir. Bu ise, VZ Z olmasi ile ¢elisir. Bunun anlami1 V = A
olamayacagidir. Yani, V = B dir. Bu durumda, her x € V igin d*(x) = 0 dir. Teorem 3.4.18
den, d # 0 oldugundan V € Z dir. Yukaridakine benzer gerekcelerle celigki elde edilir. O

halde, tiim bu ¢eliskilerin nedeni kabuldiir. Boylece, U € Z olur.

Teorem 5.2.3. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin bir
Lie ideali, F, sifirdan farkli d tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirev ve her u € U

icin u” € U olmak iizere her x, y € U i¢in [d(x), F(y)] =01ise U € Z dir.
Ispat: Kabul edelim ki, U & Z olsun. Bu durumda, Lemma 3.4.6 dan,
V= {u € U|d(u) € U} € Z olur. Hipotezden, her x, y € U igin [d(x), F(y)] =0 dir.

Her y, z € U igin y?, z* € U oldugundan, Lemma 5.2.1 den, 2yz € U olur. [d(x), F(y)] = 0
ifadesinde y yerine 2yz yazarsak [d(x), F(2yz)] = 0 bulunur. Bu ifadeyi diizenledigimizde

[d(x), F(2y2)] = [d(x), F(yz) + F(yz)] = 2[d(x), F(yz)] = 0 bulunur. Yani, 2[d(x), F(yz)] = 0
dir. Lemma 2.36 dan, her x, y, z € U i¢in [d(x), F(yz)] = 0 olur. Bu ifadeyi genellestirilmis

tiirev tanim yardimuyla diizenledigimizde
0 =[d(x), F(y2)] = [d(x), F(y)z + yd(2)] = [d(x), F(y)z] + [d(x), yd(z)]
=F(y)[d(x), z] + [d(x), F(y)]z + y[d(x), d(z)] + [d(x), y]d(2)
bulunur. Hipotezden, [d(x), F(y)] = 0 olmasin1 kullanirsak
F(y)[d(x), z] + y[d(x), d(2)] + [d(x), Y]d(z) =0,V x,y, z € U (5.40)

elde edilir. (5.40) nolu 6zdeslikte, Lemma 5.2.1 den, x € V olmak iizere, z yerine 2zd(x)

yazar ve diizenlersek
0 =F(y)[d(x), 2zd(x)] + y[d(x), d(2zd(x))] + [d(x), y]d(2zd(x))
=F(y)[d(x), zd(x) + zd(x)] + y[d(x), d(zd(x)) + d(zd(x))] + [d(x), y]d(zd(x) + zd(x))
= 2F(y)[d(x), zd(x)] + 2y[d(x), d(zd(x))] + 2[d(x), y]d(zd(x))
=2(F(y)[d(x), zd(x)] + y[d(x), d(zd(x))] + [d(x), y]d(zd(x)))
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bulunur. Lemma 2.36 dan, her x, y, z € U igin

F(y)[d(x), zd(x)] + y[d(x), d(zd(x))] + [d(x), yld(zd(x)) = 0dir. Bu ifadeyi

diizenledigimizde
0 = F(y)z[d(x), d()] +F(Y[A(x), Z]d(x) + y[d(x), d(z)d(x) + zd*(x)] +
[d(x), yI(d(@)d(x) + zd*(x))
= F(y)[d(x), z]d(x) + yd(2)[d(x), d(x)] + y[d(x), d(2)]d(x) + yz[d(x), d*(x)] +
yld(x), ZJd*(x) + [d(x), y]d(z)d(x) + [d(x), ylzd*(x)
= F(y)[d(x), z]d(x) + y[d(x), d(#)]d(x) + yz[d(x), d*(0)] + y[d(x), z]d*(x) +
[d(x), yd(z)d(x) + [d(x), ylzd*(x)
= (F(y)[d(x), 2] + y[d(x), d(2)] + [d(x), y]d(2))d(x) + yz[d(x), d*(x)] +
yld(x), ZJd*(x) + [d(x), ylzd*(x)
bulunur. (5.40) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. Boylece,
yz[d(x), d*(x)] + y[d(x), z]d*(x) + [d(x), y]zd*(x) =0,V X €V, V y, z € U (5.41)
elde edilir. (5.41) nolu 6zdeslikte, t € U olmak iizere, y yerine 2ty yazar ve diizenlersek
0 = 2tyz[d(x), d*(x)] + 2ty[d(x), z]d*(x) + [d(x), 2ty]zd*(x)
= 2(tyz[d(x), &*(0)] + ty[d(x), z]d*(x) + [d(x), ty]zd*(x))
olur. Lemma 2.36 dan, her x € V, y, t, z € U igin
yz[d(x), d*(x)] + ty[d(x), z]d*(x) + [d(x), ty]zd*(x) = 0 dir. Bu ifadeyi diizenledigimizde
0 = tyz[d(x), d°(x)] + ty[d(x), Z]d*(x) + [d(x), ty]zd*(x)
= tyz[d(x), *()] + ty[d(x), 2]d*(x) + t{d(x), ylzd*(x) + [d(x), tlyzd*(x)
= t(yz[d(x), d*(x)] + y[d(x), z]d*(x) + [d(x), y]zd*(x)) + [d(x), t]yzd(x)

bulunur. Yukaridaki ifadede (5.41) nolu 6zdesligi kullandigimizda, her x €V, y, t, z € U
icin [d(x), t]yzd*(x) = 0 elde edilir. Elde ettigimiz bu ifadede t yerine x yazarsak,
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her x €V, y, z € U igin [d(x), x]yzd*(x) = 0 bulunur. Yani, her x € V, z € U igin
[d(x), x]Uzd*(x) = 0 olur. Bu durumda, U & Z oldugu i¢in, Lemma 3.4.7 den,

her x € V, z € U i¢in [d(x), x] = 0 veya zd*(x) = 0 oldugu goriiliir. Bu ise, her x € V i¢in
[d(x), x] = 0 veya Ud*(x) = 0 olmas1 demektir. A = {x € V| [d(x), x] =0} ve

B = {x €V | Ud*(x) = 0}, V kiimesinin alt gruplaridir ve V = AUB olarak yazilir. Bu
durumda, Teorem 2.6 dan, V = A veya V = B dir. Kabul edelim ki, V = A olsun. Bu
durumda, her x € V i¢in [d(x), x] = 0 dir. Teorem 3.4.19 dan, d # 0 oldugu i¢in V € Z dir.
Bu ise, V& Z olmasi ile geligir. Bunun anlam1 V = A olamayacagidir. O halde, V = B
olsun. Bu durumda, her x € V igin Ud*(x) = 0 olur. Bu ifadeyi soldan d*(x) ile ¢arparsak
d*(x)Ud*(x) = 0 bulunur. U & Z oldugu i¢in Lemma 3.4.7 den, her x € V i¢in d*(x) = 0
olur. Teorem 3.4.15 den, d # 0 oldugu i¢in V € Z dir. Bu ise, V € Z olmasi ile gelisir.
Celiskilerin nedeni kabuldiir. O halde, U € Z dir.
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BOLUM 6

HALKALARDA GENELLESTIRILMIS (6, T)-TUREVLER

Bu béliimde, Genellestirilmis (o, T)-tlirevler icin verilen bazi sonuglar ve halka ve

Lie ideal lizerinde komiitatiflikle ilgili verilen bazi ispatlar incelenmistir.

6.1. Asal Halkalarda Genellestirilmis (o, T)-Tiirevler

Golbasi O. ve Koc E., 2009.

Lemma 6.1.1. R bir asal halka, 6 ve t, R halkasmin iki otomorfizmi ve d, R

halkasinin bir endomorfizmi olmak iizere R halkasinin bir (o, t)-tiirevi ise d = 0 dir.
Ispat: d, R halkasi iizerinde bir homorfizma oldugundan, her x, y € R igin
d(xy) =d(x)o(y) + t(x)d(y) = dx)d(y) (6.1)
olur. Bu ifadede, r € R olmak iizere x yerine xr yazarsak

d(xr)o(y) + t(xr)d(y) = d(xr)d(y) bulunur. d nin, R {izerinde bir homorfizm ve T nun, R
tizerinde bir otomorfizm olmasini kullanarak bulmus oldugumuz ifadeyi diizenlersek
dx)d(r)o(y) + tx)t(r)d(y) = d(x)d(r)d(y) elde edilir. (6.1) nolu ifadede x yerine r

yazar ve son elde ettigimiz esitlikte kullanirsak
dx)d(r)o(y) + t(x)t(r)d(y) = d(x)d(r)o(y) + d(x)T(r)d(y) bulunur. Bu ise,

her x, r, y €R i¢inTt(x)t(r)d(y) = d(x)t(r)d(y) olmasi demektir. Bu ifadeyi
diizenledigimizde her x, r, y €R igin (t(X) —dXx))t(r)d(y) =0 elde edilir. T,
otomorfizm oldugundan her x, y € R i¢in(t(x) — d(x))Rd(y) = 0 dir. Uyar1 2.23 den,

her x, y € Rigin 1(x) — d(x) = 0 veya d(y) = 0 olur. Yani, her x € R i¢in

112



BOLUM 6- HALKALARDA GENELLESTIRILMIS (0, T)-TUREV Selin VURKAC

T(x) —d(x) =0veyad =0 dir. d = 0 olmasi durumunda ispat biter. O halde, kabul

edelim ki, her x € R i¢in T(x) — d(x) = 0 olsun. Kabulde, x yerine xy yazarsak
d(xy) = 1(xy) = ©(x)T(y) bulunur. Ote yandan, d bir (o, T)-tiirev oldugundan
d(xy) =d(x)o(y) + 1(x)d(y) = 1(x)t(y) olur. Kabulden, t(y) = d(y) olmasini

kullandigimizda d(x)o(y) + ©(x)d(y) = t(x)d(y) oldugu elde edilir. Bu ise, her x, y € R
icin d(x)o(y) = 0 demektir. o, otomorfizm oldugundan d(x)R = 0 olur. Bu esitligi sagdan
d(x) ile ¢arpilir ve Uyar1 2.23 kullanilirsa, her x € R i¢in d(x) = 0 olur. Yani, d = 0 dir.

Teorem 6.1.2. (f, d), R asal halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R

halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere (f, d), R halkasi iizerinde bir homomorfizma ise
d=0dr.
Ispat: Kabul edelim ki, f : R— R bir homomorfizma olsun. Homomorfizma ve

genellestirilmis (o, T)-tiirev tanimlarin1 beraber kullandigimizda, her x, y € R i¢in
fixy) = f(x)o(y) + t(x)d(y) = f(x)f(y) bulunur. Bu 06zdeslikte, r € R olmak {izere, y
yerine yr yazarsak f(x)f(yr) = f(x)o(yr) 4+ t(x)d(yr) bulunur. Buldugumuz ifadeyi
genellestirilmis (o, T)-tlirev tanimi ve f nin homomorfizma olmasim1 kullanarak

diizenlersek
ff(y)a(r) + f{)T()d(r) = f(x)a(y)o(r) + 1(x)d(y)o(r) + t(x)t(y)d(r) (6.2)
= (f)o(y) + t()d(¥))o () + () T(y)d ()
= f(xy)o(r) + T(x)t(y)d(r)
= f(Of(y)o(r) + T(x)t(y)d(r)

elde edilir. Bu ise, her x, y, r € Rigin (T(X) — f(x))r(y)d(r) = 0 olmas1 demektir. T,
orten oldugundan, Uyar1 2.23 den, her x, r € Rigin t(x) = f(x) veya d(r) = 0 bulunur.
Yani, T =f veya d = 0 dir. d = 0 olmas1 durumunda ispat biter. O halde, T = f olmasi

durumunu inceleyelim. (6.2) nolu ifadeyi T = f olmasin1 kullanarak diizenlersek,
her x, y, r € Rigin
T(X)t(y)o(r) + t(x)t(y)d(r) = 1(x)o(y)o(r) + t(x)d(y)o(r) + t(x)t(y)d(r)
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bulunur. Bu ifadeyi diizenledigimizde, her x, y, r € R i¢in

T(x)(t (y) —o(y) —d(y))o(r) = 0 elde edilir. T(R) = R ve 6(R) = R olmasi yardimiyla
son 6zdeslikte Uyar1 2.23 i kullanirsak, her y € R i¢in ©(y ) — o(y) — d(y) = 0 elde edilir.
Bu durumda, d = T — o olur. Bu ise, d, R halkasinin bir otomorfizmas1 demektir. Boylece,

Lemma 6.1.1 den, d = 0 oldugu bulunur.

Teorem 6.1.3. (f, d), R asal halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R

halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere (f, d), R halkasi {izerinde bir anti-homomorfizm ise

d =0 dur.

Ispat: Kabul edelim ki, f : R— R bir anti-homomorfizma olsun. f(R) € Z olmasi

durumunda, her x, y € R i¢in f(xy) = f(y)f(x) = f(x)f(y) dir. Boylece, Lemma 6.1.1 den,

d = 0 oldugu bulunur. Boylece, f(R) € Z durumu i¢in ispat biter. Simdi de f(R) € Z olmasi
durumunu inceleyelim. Anti-homomorfizma ve genellestirilmis (o, T)-tiirev tanimlari

beraber kullanildiginda, her x,y € R i¢in

fixy) = f(x)o(y) + t(x)d(y) = f(y)f(x)

bulunur. Yukaridaki ifadede x yerine xy yazarsak f(xy)o(y) + t(xy)d(y) = f(y)f(xy) olur.
Bu ifadeyi yukaridaki 6zdesligi kullanarak diizenlersek

fiy)f(x)o(y) + t(xy)d(y) = f(y)f(x)o(y) + f(y)T(x) bulunur. Bu ise,

T(xy)d(y) = f(y)t(x)d(y), Vx, yER (6.3)

olmasi demektir. Yukaridaki 6zdeslikte, r € R olmak iizere, x yerine rx yazar ve bulunan
ifadeyi  (6.3) nolu 0zdesligi kullanarak diizenlersek, her X, y, r €R i¢cin
[t(r), f(y)]t(x)d(y) = 0 oldugu bulunur. Bulmus oldugumuz ifadede T(R) = R olmasini
kullandigimizda, Uyar1 2.23 den, her y, r € Rigin [t(r), f(y)] = 0 veya d(y) = 0 elde
edilir. Tlk ifadede T(R) = R olmasi kullamildiginda, her y € Rigin f(y) € Z veya d(y) = 0
oldugu bulunur. A = {y€R | f(y) € Z} ve B = {y€ R | d(y) = 0}, R halkasinin alt
gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir. Boylece, Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B olur.
Kabul edelim ki, R = A olsun. Bu durumda, her y € R i¢in f(y) € Z dir. Yani, f(R) c Z
olur. Bu durum kabuliimiizle ¢elisir. O halde, R = B dir. Yani, her y € R i¢in d(y) = 0 dur.
Bu ise, d = 0 demektir.
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Golbasi O. ve Koc E., Baskida.

Lemma 6.1.4. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R halkasinin

bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve ¢ ve T, R halkasinin iki otomorfizmi olmak tizere
her x € R i¢in af(x) =0 ise a=0 veya d = 0 dir.

Ispat: Hipotezden, her x € R i¢gin af(x) = 0 dir. Bu ifadede, y € R olmak iizere, x

yerine Xy yazarsak af(xy) = 0 bulunur. (o, T)-tiirev tanimin1 kullanirsak

af(x)o(y) + at(x)d(y) = 0 elde edilir. Hipotezden, af(x) = 0 olmasmi kullanirsak
at(x)d(y) =0 olur. Yani, her x, y €R iginat(x)d(y)=0 dir. Bu,
hery € Rigin at(R)d(y) = 0 olmas1 demektir. T, Orten oldugundan, her y €R
icin aRd(y) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her y € R igin a = 0 veya d(y) = 0 dir. Yani, a =0
veya d =0 dir.

Teorem 6.1.5. R, karakteristigi ikiden farkli olan degismeli olmayan bir asal halka
ve (f, d), R halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve 6 ve t, R halkasmin iki

otomorfizmi olmak {izere her x, y € R i¢in [d(x), f(y)] =0 ise d = 0 dir.
Ispat: f=0 olmasi durumunda higbir sey ispatlanamaz. O halde, kabul edelim ki,

f # 0 olsun. Hipotezden, her x, y €R i¢in [d(x), f(y)] = 0 dir. Bu ifadede, z € R olmak
lizere, y yerine yz yazarsak [d(x), f(yz)] = 0 bulunur. (o, T)- tlirev tanim1 yardimiyla bu

ifadeyi diizenlersek
0=[d(x), f(y)a(2) + 1(y)d(z)] = f{y)[d(x), 6(2)] + [d(x), f(y)]o(z) +
WA, d@)] + [dx), t(¥)]d(z)

elde edilir. Hipotezi kullanarak bu ifadeyi diizenlersek, her x, y, z € R i¢in

f(y)ld(x), o(2)] + t(¥)[d(x), d(z)] + [d(x), ©(y)]d(z)=0 (6.4)

bulunur. Yukaridaki dzdeslikte, z yerine zo~1(d(x)) yazarsak

fY[dx), o(zo™* (dE))N] +TWM[AE), d(zo™(d(x)))] + [d(X), T()]d(zo™*(d(x))) =0

olur. Yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde

0 = f(y)[d(x). o(z)dX®)] + T(y) [d(x), d(Z)o(o7 (d))) +1(2)d (67 (d®) )] +
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[4(), TNIA@ o0 ([d®)) + t(@)d (67 (dx)))
= f(y)o(@)[d(x), ()] + f)[dE). o()]dx) + T[AE), d@o(o™ [dE)] +
) [d®), t@d (67 (d®))] + [4E), T(Id@o(c™ ([d®)) +
[4G0, t]@d (7 (d®))
~ f)[d). 0] + TA@D[A®, dx)] + ), d@D]dE) +
@A), d (o7 (d())]+ T, T@]d (o7 (d0) )+
[dG), T + [d®), t()]t@d (07 (d)))
~ (f(y)[dX). o(2)] + TR, d@]+ [dE), TN +
@A), (o7 (d))] + T, T@]d (o7 (d)) +
[4G0, ]t (7 (d®))
elde edilir. ilk terim (6.4) nolu 6zdeslikten sifirdir. O halde,
@A), d (o7 (d®))] + 1WA, 1@1d (o7 (d)) +
[d@), T]t@d (o7 (d(x))) =0,V .y, z€R (6.5)

olur. Yukaridaki 6zdeslikte, r € R olmak {izere, y yerine ry yazarsak

YT@AE,  d(07(dE))]  + A, 1@ld(o7H(d))  +

[d(x), t(ry)]t(z)d (0_1(d(x))) = 0 oldugu bulunur. Bu ifadeyi diizenledigimizde
0= @A, d(07(d())] + T, T@]d (07 (dx)) +
[dG), Tyt MIT@d (o7 (dx))

=)@, d(o7(d())] + @A, T@)]d (071 (dX)) +
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A, @@d(07(dw)) + [, tWlE)t@d (67 (d))
= MW@, d(c7(d®))] + WA, 1@]d (o7 (dx)) +

[400, W@ (67(d))) + [, TMm)T@d (07(d))
olur. Ilk terim (6.5) nolu o6zdeslikten sifir olur. O halde, her x, y, z €R icin
[d(x), T(r)]r(yz)d(c"l(d(x))) = 0 elde edilir. Bu oOzdeslikte, T nun Ortenligini
kullandigimizda [d(x), T(r)] Rd( 1(d(x))) = 0 olur. Uyar1 2.23 den, her x €R
icin [d(x), T(R)] =0 veya d(o"l(d(x))) = 0 dir. T, Orten oldugundan, her x €R igin

d(x) € Zveyad (0_1(d(x))) =0olur. A= {x€R| d(x) € Z} ve

B={x€eR| d (0_1(d(x))) = 0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir.

Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. Kabul edelim ki, R = A olsun. Bu durumda,

her x € R i¢in d(x) € Z olur. Yani, d(R) € Z dir. Lemma 4.2.1den, R halkasi degismelidir.
Bu, kabuliimiiz ile ¢elisir. O halde, R = A olamaz. O halde, R = B dir. Bu durumda,

her x €R i¢in d (0‘1(d(x))) =0 olur. (6.4) nolu 6zdeslikte z yerine 6~ 1(d(z)) yazarsak

f(y)[d(x), o(c™*(d(@))] + T(W[dX), d(c™*(d(@))] + [dx), T(]d(c™'(d(2))) =0
bulunur. Yukaridaki ifadede d (0"1(d(x))) = 0 olmasim kullanirsak f(y)[d(x), d(z)] =

elde edilir. Bu, her x, y, z €R i¢in f(y)d(x)d(z) — f(y)d(z)d(x) = 0 olmast demektir.
Hipotezden, her x, y €R i¢in d(x)f(y) = f(y)d(x) olur. Son buldugumuz ifadeyi hipotez

yardimtyla diizenledigimizde, her x, y, z € R igin
f(y)d(x)d(2) - f(y)d(z)d(x) = d(x)f(y)d(z) — d(2)f(y)d(x)
= d(x)d(2)f(y) — d(z)d(x)f(y)
= (d(x)d(2) - d(z)d(x))f(y)
= [d(x), d(2)]f(y) =0

bulunur. Lemma 6.1.4 den, her x, z € R i¢in [d(x), d(z)] = 0 veya d = 0 olur. O halde, kabul
edelim ki, her x, z € R i¢in [d(x), d(z)] = 0 olsun. Bu durum, her x, z € R i¢in
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[d(x), d(z)] = 0 olmas1 [d(R), d(R)] = 0 demektir. Lemma 4.1.5 den d(R) € Z dir.
Lemma 4.2.1 den, R degismelidir. Celiski elde edilir. O halde, d = 0 dur.
Sonugc 6.1.6. R, karakteristigi ikiden farkli olan degismeli olmayan bir asal halka ve
d, R halkasinin bir (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere
her x, y € R i¢in [d(x), d(y)] = 0 ise d = 0 dur.
Teorem 6.1.7. R, karakteristigi ikiden farkli olan degismeli olmayan bir asal halka ve

(f, d), R halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tlirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi

olmak iizere her x, y € R igin [d(x), f(y)] = £[x, yls, ise d =0 dur.

Ispat: f = 0 olmasi durumunda, hipotezden, her x, y €R igin [x, y]s =0 dir. Bu

ifadede, z € R olmak {izere, x yerine xz yazar ve diizenlersek
[xz, yls, « =x[z,0(y)] + [x ¥ls 2z=0bulunur. [x, y]s =0 oldugundan

her x, y, z € R i¢in X[z, o(y)] = 0 elde edilir. Bu durumda, her z € R i¢in R[z, 6(R)] =0
olur. o, orten oldugundan, her z € R i¢in R[z, R] = 0 dir. Bu ifadeyi soldan [z, R] ile
carpilir ve Uyar1 2.23 kullanilirsa her z € R igin [z, R] = 0 olur. Bu da, R halkasinin
degismeli olmast demektir. Bu ise, hipotezde R halkasinin degismeli olmayan bir halka
olmasi ile gelisir. O halde, f # 0 olmalidir. Bu durumda, hipotezden, her x, y €R igin
[d(x), f(y)] = £[%X, yls, « dir. Bu ifadede y yerine yz yazarsak [d(x), f(yz)] = £[x, yz]s -+

bulunur. Bu ifadeyi diizenledigimizde
[d(0). f(y)o(2) + T(y)d(2)] = +(TW[%, 2o, <+ [%, 2], ) bulunur. Bu ise,

f(y)[d(x), 0(2)] + [d(x), f(y)]o(2) + t(y)[d(x), d(2)] + [d(x), T(y)]d(z) = £()[x, z]s, <
+ [X, ¥ls, 1 0(2)) olmasi demektir. Bu ifadeyi [d(x), f(y)] = %[X yls « olmasmm

kullanarak diizenlersek

fly) [dx), o(2)] + (£[x ¥ls 0(2) + t(MdX), d@)] + [dx), t(W]d(=z) =
T(t[x zls, + T [X Yl 1 0(z))bulunur. Yani,

f(y)[d(x), 0(2)] + T(Y)[d(x), d(z)] + [d(x), T()]d(z) = () [x z]s, = (6.6)
elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede, z yerine zc‘l(d(x)) yazarsak
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fy)[d(x), 6(zo~(d()))] + T([A(x), d(zo™* (d(x)))] + [d(x), T()]d(zo~(d(x))) =

+t(y)[x 207 (dX®)]s,

bulunur. Bu ise,

fy)ldx), o@d®] + X)), dzo™ (dX)] + [dx), T(WIdzo(d®)) =
+T([x 207 (dX)]s, «

demektir. Bu ifadeyi diizenlersek,

f(y)o(2)[d(®), d)] + f(y)[d(®), 0(2)]d®) + T(AX), d@)o (o7 (d®)) +
1(2)d(0™* (d))] + [dx). TI(A@o (07 (d(®)) + 1@ d(0(d®))) =
£1)@[x% o ([dW)], | +T@Ix 2o, 0 (07(d®))

olur. Yani,

f)[A(), 6()]dE) + (), dZ)dx) +T1(2)d (o7 (dx) )] +
460, TG +1(d (67 (de0)) ) =

W@x o ([d)], |+ 2o AR
dir. Buradan,
f(y)[d(x), o(z)]dx) +t(y)d(z)[d(x), d(x)] + T(¥)[d(x), d(z)]d(x) +

@A), de(dE)]+ @A), 1@)]d(e™(dX)) +

[dX), TMIA@AE) + [dE), T d (07(d(X)) = £r»)@[x o~ (d®)], , +
X 2o, A

elde edilir. Bu ise,
(fM[AX), o()] + t(M[d(x), d(z)] + [d(x), T(y)]d(z))d(x) +
T(NT@[d(x), d(o™*(dED] + 1 [dX), ©(2)]d(c™*(dX)))
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+[d(9, TWIT@d (671(d®) ) = TrMT@[x, 01 (dX)], + T 7o, (X))

olmas1 demektir. (6.6) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi t(y)[x, z]s [d(x)

ifadesine esittir. O halde,

(@A), de(deON]+ M), t(2]d(c™(dX)) +

[dG), TWIT@d (671(d() ) = r(T@[x, o7H(d®)], .. ¥xy,2ER (6.7)
elde edilir. Elde etmis oldugumuz son ifadede, r € R olmak iizere y yerine yr yazarsak
Wy t@[AX), de™(dE))] +(yN[dX), t(2)]d(e™*(d(x))) +

[d), tyD)]t(@d (071 (d®)) = £1on@[x, o71(dX)],

bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek

(N T@T@[AX), d(e™(dEN]+ T TMAX), T(@)]d(e(dX)) +

[4(), T (071 (d(®)) = 2y T@T@[x, o7 (dX)], |

olur. Biraz daha diizenlenmesi durumunda

TOT@[A), d(e(dEN]+ T TM[AX), T(@)]d(e(d())) +
T, TO]@)d (67 (d()) + [d(X), T T T(R)d (072 (d(x)) ) =
+MTO@[x o7 (dW)], |

elde edilir. Daha da diizenlendiginde ise,

() @T@[AX), d(e(dEON]+ (@) [dX), t(2)]d(e*(d(x)))
+d(), Tt @d (671 (d) ) + [dE), TI@@d (67 (d(0) ) =
+MT@[x o7 (dW)], .

oldugu bulunur. (6.7) nolu ifadeden dolayr yukaridaki ifadenin ilk terimi
W@ o ([d)], |

120



BOLUM 6- HALKALARDA GENELLESTIRILMIS (0, T)-TUREV Selin VURKAC

ifadesine esittir. O halde, her x, y, z, r € R igin [d(x), T)]T(M)T(@d (67 (d(x))) = 0
olur. Yani, her x, y, z, r € R i¢in [d(x), t(y)]t(rz)d (0‘1(d(x))) = 0 dir. Uyar1 2.23 den,

her x, y € R i¢in [d(x), T(y)] = 0 veyad (0_1(d(x))) = 0 dir. T, 6rten oldugundan,

her x € Ri¢in [d(x),R] =0 veyad (0_1(d(x))) = 0 olur. Yani, her x € R i¢in d(x) € Z

veya d (0_1(d(x))) =0dir. A= {xER|d(x) EZ} ve

B={xeR|d (0_1(d(x))) = 0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir.

Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. Kabul edelim ki, R = A olsun. Bu durumda,

her x € R i¢in d(x) € Z dir. Yani, d(R) € Z olur. R halkast degismeli olmayan bir halka

oldugunda, Lemma 4.2.1den, d = 0 dir. Boylece, R = A olmast durumunda ispat biter.
Simdi de, kabul edelim ki, R = B olsun. Bu durumda da, her x € R i¢in d (0"1(d(x))) =0

dir. (6.6) nolu 6zdeslikte, x yerine 6~ 1(d(x)) yazarsak

f(y)[d(c™*(d(®))), o(z)] + T([d(c™*(dX))), d(@)] + [d(c™"(d(X)), T(W]d(z) =
iT(Y)[G_l(d(X))J Z]O‘, T

bulunur. Bu ifadeyi kabuliimiizii kullanarak diizenlersek
()| (dX)), Z]G . =0VxyzER

elde edilir. Bu durumda, her x, z € Rigin T(R)[O'_l(d(x)), Z]G = 0 olur. T, Orten
oldugundan her x, z € Ri¢in R[G_l(d(x)), z]c .= 0 dir. Bu ifade soldan
[67(d(x)), Z]G . ile carpilir ve Uyari 2.23 uygulanisa her x, z €Rigin

[0_1(d(x)), Z]G L= 0 olur. Bulmus oldugumuz bu ifadede x yerine xy yazarsak

[ (d(xy)), Z]G, . = 0 bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek
0=[o"1(d(xy)), Z]G‘ L= [0 (dx)o(y) + T(x)d(y)), Z]G, .

= [ (d®)o(y)), 7] - [~ (x(x)d(y)), Z]G' .

o,

=[o7(d(X))y, Z]G' & [0 (x(x))o™1(d(¥)), Z]G, .
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=07 (d()ly, 0@+ [67H(dX®), zlg, <+ 07 @D AF)), zlo, <+
[0 (x(), t@]o (d())
bulunur. [62(d(x)), 7] 5 - = 0 olmasmi kullanarak yukaridaki ifadeyi diizenledigimizde
o7 (d®)[y, o(@)]+[07(1(x), 1(x)]o*(d(y)) =0,V x,y,ZER
oldugu elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede, z yerine 6~1(y) yazarsak
6™1(d()ly, o(c (¥ + [0 (1)), T(c7 ()]0 (d(y)) = 0 olur. Bu ise,
o 1(d)[y, yl+[o7(t(x), T(671(y))]o~*(d(y)) = 0 olmas1 demektir. Yani,
(07 (x)), T(67'®)1e7'(d(y)) =0,V x,y €R
dir. Yukaridaki ifadede x yerine xz yazar ve diizenlersek
=07} (t(x2)), (o™ (y))]o"1(d(¥))
=07 (x@)o™ (@), (067 ¥)Io7 (d(¥)
=07 (x() [0} (@), o ))]o7H(d(y) +
[671(t(®), T(o™ (y))]o™ (1(2))o "1 (d(y))

bulunur. [671(t(x)), t(c71(y))]o~1(d(y)) = 0 olmasini kullanarak yukaridaki ifadeyi
diizenlersek, her x, y, z € R i¢in [671(t(x)), ©(6™(y) )]o~(x(2))o~*(d(y)) = 0 oldugu

elde edilir. Bu, her x, y € R i¢in [67(1(x)), T(671(y) )]o~(x(R))o~(d(y)) = 0 olmast

demektir. T, 6rten oldugundan her x, y € R i¢in

o 1(1(x), T(67(y))]o"*(R)o~(d(y)) = 0 olur. o, érten olduundan , her x, y € R
icin [07(1(x)), T(671(y) )]JRo~(d(y)) = 0 olur. Uyart 2.23 den, her x, y € R icin
[671(t(x)), T(c™1(y) )] = 0veya o~ %(d(y)) =0 dir. Yaptigimz islemlere benzer
islemler yaparak o, T nun ortenligini kullanirsak, her x, y € R i¢in [X, y] = 0 veya d(y) =0
oldugu elde edilir. Yani, her y € R i¢in y € Z veya d(y) = 0 dur.
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K={yeR|y€eZ} veL={y€R|d(y) =0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = KUL
olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, R = K veya R = L dir. Kabul edelim ki, R = K olsun. Bu
durumda, her y € R i¢in y € Z dir. Yani, R halkas1 degismelidir. Bu, R halkasinin
degismeli olmayan bir halka olmasi durumu ile ¢elisir. O halde, R = L dir. Bu durumda da,

her y € R i¢in d(y) = 0 dir. Yani, d =0 dir.

Sonug¢ 6.1.8. R, karakteristigi ikiden farkli olan degismeli olmayan bir asal halka ve

d, R halkasinin bir (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere

her x, y € R i¢in [d(x), d(y)] = £[x, y]s, ise d=0 dur.

6.2. Asal Halkalarda Genellestirilmis (o, T)-Tiirevler icin Sonug¢lar

Lemma 6.2.1. [Chaudhry M. A. ve Thaheem A. B., 2002., Lemma 2.1] R bir

yart asal halka, f : R = R bir toplamsal doniisiim ve g, R halkasinin bir endomorfizmi
olmak lizere x — [f(x), g(x)] doniisiimii merkezilestirici ise her x € R i¢in 2[f(x), g(x)] =0

dir.

Golbasi O. ve Koc E., 2009.

Teorem 6.2.2. (f, d), R asal halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tlirevi, ¢ ve 1, R
halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere d sifirdan farkli ve her x, y € R i¢in f(x)y = xf(y)

ise her x € R i¢in f(x) = gx olacak bi¢imde bir q € Q, (R¢) vardir.
Ispat: Kabul edelim ki, d # 0 ve
fx)y=xf(y), Vx, y €R (6.8)

olsun. (6.8) nolu ifadede, z € R olmak iizere, x yerine zx yazar ve hipotezden dolay1

f(z)o(x) = zf(o(x)) olmasini kullanirsak her x, y, z € R igin
(zf(o(x)) + 1(z2)d(x) — zf(x))y = 0 oldugu bulunur. Uyar1 2.23 den,
z(flo(x)) — f(x)) = —1(z)d(x), Vx z€R (6.9)

123



BOLUM 6- HALKALARDA GENELLESTIRILMIS (0, T)-TUREV Selin VURKAC

elde edilir. Yukaridaki ifadede z yerine yz yazar ve bulunan ifadeyi yukaridaki 6zdeslik

yardimiyla diizenlersek

y—t(y))t(2)d(x) =0, Vx, y, zER (6.10)

elde edilir. T, R halkasimin bir otomorfizmi oldugu igin 6rtendir ve t(R) = Rdir. Bu
durumda, (6.10) nolu ifadeyi diizenlersek her x, y € R igin (y — t(y))Rd(x) = 0 olur.
Uyar1 2.23 den, her y € Rigin y — t(y) = 0 veyad = 0 elde edilir. Kabuliimiizde d # 0
oldugundan, her y € R i¢in y = t(y) oldugu bulunur. (6.8) nolu ifadede y yerine yz
yazarsak f(x)yz = xf(yz) bulunur. (6.8) nolu ifade kullanildiginda f(x)yz = xf(y)z = xf(yz)

olur. fnin genellestirilmis (o, T)-tiirev olmasini kullandigimizda

f(x)yz = xf(y)z = xf(y)o(z) + xt(y)d(z) bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadede y = t(y)
olmasin1 kullanirsak xf(y)z = xf(y)o(z) + xyd(z) elde edilir. Tekrar (6.8) nolu ifadeyi
kullandigimizda xyf(z) = xf(y)o(z) + xyd(z) olur. Yani, her x, y, z € Rigin

x(yf(z) — f(y)o(z) — yd(z)) = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her y, z € R igin

yf(z) = f(y)o(z) + yd(z) bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadede y = t(y) olmasim
kullanirsak yf(z) = f(y)o(z) + yd(z) = f(y)o(z) + t(y)(z) = f(yz) elde edilir. Bu ise,

flyz)=yf(z), Vy, z€R

olmas1 demektir. Bu durumda, Lemma 5.1.4 den, her x € R igin f(x) = gx olacak bi¢cimde

bir q € Q; (R¢) vardir.

Teorem 6.2.3. (f, d), R asal halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R
halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere d sifirdan farkli ve her x € R igin [f(x), x] = 0 ise

her x € R i¢in f(x) = gx olacak bi¢gimde bir q € Q, (R¢) vardir.

Teorem 6.2.4. (f, d), R asal halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R

halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere f(R) € Z ve d sifirdan farkli ise her x € R i¢in
f(x) = gx olacak bigimde bir q € Q; (R¢) vardir.

Ispat: Kabul edelim ki, f(R) € Z ve d # 0 olsun. Bu durumda, her x € R i¢in
[f(x), x] = 0 dir. Boylece, Teorem 6.2.3 den, her x € R i¢in f(x) = gqx olacak bi¢gimde bir

q € Q; (R¢) vardur.
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Sonu¢ 6.2.5. d, R asal halkasmin sifirdan farkli bir (o, T)-tlirevi ve ¢ ve 1, R
halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere her x, y € R i¢in d(x)y = xd(y) ise her x € R i¢in

d(x) = gx olacak bigimde bir q € Q; (R¢) vardir.

Sonu¢ 6.2.6. d, R asal halkasinin sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R

halkasinin iki otomorfizmi olmak tizere her x € R i¢in [d(x), x] = 0 ise her x € R igin
d(x) = gx olacak bi¢imde bir q € Q; (R¢) vardir.

Sonug¢ 6.2.7. d, karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin sifirdan farkli bir
(o, T)-tlirevi ve ¢ ve T, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere d(R) € Z ise her x € R

i¢in d(x) = gx olacak bi¢gimde bir q € Q; (R¢) vardir.

Teorem 6.2.8. (f, d), karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir
genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve ¢ ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere d
sifirdan farkl ve her x € R i¢in [f(X), X] € Z ise her x € R igin f(x) = qx olacak bigimde bir
q € Q:(R¢) vardir.

Ispat: g = 1 olmas1 durumunda Lemma 6.2.1 den, her x € R i¢in 2[f(x), x] = 0 dr.
Lemma 2.36 dan, her x € R i¢in [f(X), x] = 0 olur. Bu durumda, Teorem 6.2.3 den,

her x € R i¢in f(x) = gx olacak bi¢gimde bir q € Q; (R¢) vardir.

6.3. Asal Halkalar Uzerinde Genellestirilmis (o, T)-Tiirevler ve Komiitatiflik

Golbasi O. ve Koc E., Baskida.

Teorem 6.3.1. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R halkasinin

bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere
her x, y € R i¢in d(x)f(y) — xo(y) € Cs . ve d # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: Kabul edelim ki, f = 0 olsun. Hipotezden, her x, y € R i¢in xo(y) € Cg ¢ Olur.
Bu durumda, [x0(y), yls =0 dir. Bu ifadeyi diizenlersek, her x, y € R i¢in
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[x0(¥), ¥lo, « = x[0(y), o]+ [ ¥lo, « () = [X Yo, « 0(y) = 0 elde edilir. Elde
edilen ifadede, z € R olmak {izere, x yerine xz yazarsak [xz, y]s  o(y) = O bulunur.

Bulmus oldugumuz bu ifadeyi diizenlersek
[xz, Yo, < o(y) = (x[z, Vs, <+ [x, T(y)]z)o(y) = 0 olur. Yani,

X[z, yls, <0(y) + [x, ©(y)]zo(y) = 0 dir. Her x, y €Ricin [x yls « o(y) = 0
oldugundan [x, t(y)]zo(y) = 0 olur. Bu durumda, her x, y € Ri¢in [x, T(y)]Ro(y) =0 dir.

Uyar1 2.23 den, her x, y € Rigin [x, T(y)] = 0 veya o(y) = 0 olur. Yani, her y € Rig¢in
[R, t(y)] = 0veya o(y) = 0 dir. Buradan, her y € Ri¢in t(y) € Z veya y = 0 oldugu
sonucuna varilir. ©(y) € Z olmasi durumunda y € Z dir. O halde, her y € Ri¢iny € Z veya
y = 0 dir. y = 0 olmasi durumunda y € Z oldugu icin her y € Ri¢in y € Z dir. Bu ise, R
halkasinin degismeli olmasi anlamina gelir. Boylece, f = 0 olmas1 durumunda ispat biter.
Simdi de, f # 0 olmas1 durumunu inceleyelim. Bu durumda, hipotezden, her x, y € R i¢in

d(x)f(y) —xo(y) € Cq dir. Bu ifadede, z € R olmak lizere, y yerine yz yazarsak

dx)f(yz) — xo(yz) € Cs; bulunur. Genellestirilmis (o, T)-tlirev tamimi yardimiyla bu

ifadeyi diizenledigimizde,
dx)(f(y)o(2) +t(y)d(2)) - xo(y)o(2)
= d®f(y)o(z) +dx)1(y)d(z) —xo(y)o(2)
= (dXf(y) —xo(y))o(2z) + d(x)1(y)d(z) € Cor

oldugu bulunur. Bu durumda, her x, y, z € R igin

[(d(x)f(y) - xo(y)) o(z) + dx)t(y)d(z), z], =0 olur. Bu 6zdesligi diizenlersek,
0=[(dEf(y) - x0(y)) 0(2) + X T()A(), 7o, -
= [(def) - x0()) 0(2), 7, ¢ + [AETFA@), 7o, -

= (dGOfy) - x0() ) 06(2), 0(2)] +[dX()- x0(y), 2] o) +
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[d@™WMd@), 25, . = [dXG)- x0(), z] 0@ + [dX)T()d(@), zl,, . elde
edilir. Hipotezden, d(x)f(y) — xo(y) € C5r olmasim kullanarak yukaridaki ifadeyi

diizenlersek
[d(x)t(y)d(2), z],, ;=0,VX,y,zER
oldugu bulunur. Yukaridaki 6zdesligi diizenledigimizde
[dE)T()d(2), z]s, - = dX)[t(Y)d(2), z]s,  + [dX),T(@D)]T(y)d(z) =0  (6.11)

elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu ifadede, t € R olmak iizere, y yerine T™1(d(t))y
yazarsak d(x)[t(t™(d(v))y )d(2), Z]cr .t [dX), (2] t(t7(d()y )d(z) = 0 bulunur.

Bu ifadeyi diizenledigimizde
d[e(t(d®)y )d(@), 2], |+ [d6), T @] t(x(d(®))y )d(2)
= dx)[d®Ot(y)d(2), z]s, .+ [dX), 1(2)]d(DT(y)d(2)
=dx)d®[t(y)d(2), zls, .+ d)[dQ), T(2)]t(y)d(2) +
[d(x), t(2)]d(D)t(y)d(2)
= dEOE)AR), 2y,  + A0, T@IHAD) + [d60, T @A)
=0
elde edilir. (6.11) nolu dzdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. O halde,
[dx), t(2)]d(D)t(y)d(z) =0,V x,t,y,zER

elde edilir. Yani, x, t, z € R iin [d(x), T(z)]d()T(R)d(z) = 0 dir. T, érten oldugundan

her x, t, z €R i¢in [d(x),T(z)]d(t)Rd(z) = O olur. Uyar1 2.23 den, her x, t, z ER
icin [d(x), t(z)]d(t) = 0 veya d(z) = 0 olur. A = {z € R | [d(X), T(z)]d(t) = 0} ve

B = {z€R |d(z) =0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir. Teorem 2.6
dan, R = A veya R = B dir. Kabul edelim ki, R = B olsun. Bu durumda, her z € R i¢in

d(z) = 0 olur. Bu, d = 0 olmast demektir. d # 0 oldugunu kabul ettigimiz i¢in R = B
olamaz. O halde, R = A dir. Bu durumda,
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her x, y, t, z€ R i¢in [d(x),T(z)]d(t) = O olur. r € R olmak iizere, z yerine rz yazar ve

diizenlersek

[d(x), T(rz)]d(t) = [d(x), t(r)T(2)]d(t) =T(r)[d(x), T(2)]d(®) + [d(x), T()]T(2)d(t) = O
olur. [d(x), T(z)]d(t) = 0 olmasini kullandigimizda her x, r, z, t € R i¢in

[d(x), T(r)]t(z)d(t) = 0 oldugu elde edilir. Bu durumda, her x, t € R i¢in

[d(x), T(R)]T(R)d(t) = 0 olur. T, 6rten oldugundan, her x, t € R igin [d(x), R]Rd(t) = 0 dir.
Uyar1 2.23 den, her x, t € R i¢in [d(x), R] = 0 veya d(t) = 0 olur. Bu, d(R) € Z veyad =0
demektir. Her iki durumda da, d(R) € Z olur. Lemma 4.2.1 den, R degismelidir.

Sonu¢ 6.3.2. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

stfirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere
her x, y € R i¢in d(x)d(y) — xo(y) € Cq ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.3. R, karakteristigi ikiden farli olan bir asal halka ve (f, d), R halkasinin

bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere
her x, y € R i¢in d(x)f(y) + xo(y) € Cs, ve d # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Sonuc¢ 6.3.4 : R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak tizere
her x, y € R i¢in d(x)d(y) + xo(y) € Cs ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.5 : R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R
halkasinin bir genellestirilmis (o, T)- tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak

lizere her x, y € R i¢in f(xy) — xo(y) € Cs . ve d # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: f = 0 olmas1 durumundaki ispat Teorem 6.3.1 de yapilmistir. Kabul edelim ki,
f # 0 olsun. Hipotezden, her x, y €R i¢in f(xy) — xo(y) € C;, olur. Bu ifadeyi

diizenlersek
fx)o(y) + 1(x)d(y) € Cor (6.12)
bulunur. Yukaridaki 6zdeslikte, z € R olmak iizere, y yerine yz yazarsak
f(x)o(yz) + 1(x)d(yz) = f(x)o(y)o(z) + 1(x)(d(y)o(2) + 1(y)d(z))
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=f(x)o(y)o(z) + 1(x)d(y)a(z) + t1(x)t(y)d(2)

= (fx)o(y) + t(x)d(y))o(z) + 1) Tt(y)d(z) € Cop
bulunur. (6.12) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifir olur. O halde,
her x, y, z € R i¢in t1(x)t(y)d(z) € Cs, dir. Bu durumda,

[t)t(y)d(z), z]s =0, VX,y,Zz€ER (6.13)
olur. Bulmus oldugumuz bu ifadede, t € R olmak iizere, y yerine ty yazarsak
0= [tX)t(ty)d(2), z]s, = [tE)T®OT(Y)d(2), z],, -
=1 [t(ty)d(2), z]s,  +[t(X), T(2)]t(ty)d(2)

bulunur. (6.13) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. O halde,
her x, t, y, z € R i¢in [t(x), T(z)]t(ty)d(z) = 0 olur. T, 6rten oldugu igin

[t(x), ©(z)]JRd(z) = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her x, z € R i¢in [t(x), T©(z)] =0 veyad(z) =0
olur. Yani, her x, z € R i¢in t([x, z]) = 0 veya d(z) = 0 dir. T, 1-1 oldugundan her z € R
icin [R, z] = 0 veya d =0 dir. Bu, her z € R i¢in z € Z veya d(z) = 0 olmas1 demektir.

A={z€eR|z€Z} ve B={z€R |d(z) =0}, R halkasinin alt gruplaridir ve R = AUB
olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B dir. Kabul edelim ki, R = B olsun. Bu
durumda, her z € R i¢in d(z) = 0 olur. Yani, d = 0 dir. Bu, d # 0 olmasi ile gelisir. O halde,
R = A dir. Bu durumda, her z € R i¢in z € Z olur. Yani, R halkas1 degismelidir.

Sonu¢ 6.3.6. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere
her x, y € R i¢in d(xy) — xo(y) € Cs ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.7. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R halkasinin

bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve 6 ve T, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere

her x, y € R i¢in f(xy) + x0(y) € C5. ve d # 0 ise R halkas1 degismelidir.
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Ispat: f, her x, y €R igin f(xy) + xo(y) € Cq olan bir genellestirilmis (o, T)-tiirev
oldugu i¢in (— f), her x, y € R i¢in (— f)(xy) + xo(y) € C; . saglayan bir genellestirilmis

(o, T)-tiirevdir. Boylece, Teorem 6.3.5 den, R halkasinin degismeli oldugu goriiliir.

Sonuc¢ 6.3.8. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere
her x, y € R i¢in d(xy) + xo(y) € Cs ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.9. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R halkasinin

bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve 6 ve T, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere
her x, y € R i¢in f(xy) — yo(x) € C;, ve d # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Ispat: f = 0 olmasi durumundaki ispat Teorem 6.3.1 in baslangi¢c kisminda

yapilmustir. O halde, f # 0 olmas1 durumunu inceleyelim. Bu durumda, her x, y € R i¢in

flxy) — yo(x) € C5, dir. Bu ifadeyi genellestirilmis (o, T)-tiirev tanimi yardimiyla

diizenledigimizde,

fGJo(y) +1(x)d(y) —yo(x) € Cor, VX, yER
elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu 6zdeslikte, x yerine xy yazar ve diizenlersek
fixy)o(y) +t(xy)d(y) —yo(xy) = f(xy)o(y) + t(x)t(y)d(y) = yo(x)o(y) € Cor

bulunur. Bu durumda, [f(xy)o(y) + t(x)T(y)d(y) — yo(x)o(y), ¥ls, - =0 olur. Bu

ifadeyi diizenlersek
0= [f&xy)o(y) + T t(y)d(y) —yo(x)o(y), yls, «
= [(f&xy) = yo(x))o(¥), ¥lo, « + [TGITAEY), Yo, «
= (fixy) — yo(x))[0(y), o]+ [(f(xy) = yo(x)), yls, - 0(y) +
[t (A, vlo, -

bulunur. Hipotezden, f(xy) — yo(x) € Cy, olmasim kullanirsak yukaridaki ifadenin ikinci
terimi sifir olur. Bu durumda, her x, y € R i¢in [t(x)T(y)d(y), yls, = O olur. Bulmus

oldugumuz bu ifadeyi diizenlersek
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@ [t(d(y), o]+ [t(x), yls, 1(d(y) =0,V x,yER (6.14)
elde edilir. Yukaridaki 6zdeslikte, r € R olmak iizere, x yerine xr yazar ve diizenlersek
0=1&n[t()dy), o] + [t(xr), yls TA(Y)
=txn)[t(dy), o]+ [TE)T(), yls, (L)
=)t [t@AE), o]+ tI[t(), ylo, «
(@A) + [t(x), Tt T(y)d(y)
=1 Mt(dl), o]+ [t(), ylo, « T(dE)) +
[t), t(MIt®)T(d(y)
bulunur. Yukaridaki ifadenin ilk terimi (6.14) nolu 6zdeslikten sifirdir. O halde,

[t(x), T(y)]t(r)t(y)d(y) = 0 dir. Bu ise, her x, r, y €R i¢in t([x, y])t(ry)d(y) =0
olmasi demektir. O halde, her x, y €R i¢in T([x, y])T(R)T(y)d(y) = 0 olur. T, oOrten
oldugundan her x, y € R i¢in T([x, y])Rt(y)d(y) = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her x, y € R igin
©([%, y]) = 0 veya t(y)d(y) = 0 olur. 1, 1-1 oldugundan her y € R i¢in [R, y] = 0 veya
T(y)d(y) = 0 olur. Bu, her y € R i¢in y € Z veya t(y)d(y) = 0 olmasi demektir. Kabul

edelim ki, yy € Z olsun. Hipotezden, her x, z € R i¢in

[fx)a(yo) +1(x)d(¥o) = ¥e0(x), z]s, = 0 olur. 6(yo), d(¥o), ¥o € Z olmasini

kullanarak son esitligi diizenlersek
0=[f(x)o(yo) +T(X)d(yo) —yo0(x), zls, ¢
=[fx)o(yo), z]o, « + [t1(X)d(Yo), 2z]5, + = [yoo(X), Z]s, <
=fx)[0(yo), 0(2)] + [f(x), zl5, z0(y0) + T(X)[d(¥o), 0(2)] +o, +d(yo) —
[T, zlyolo(%), zls,  + [yo, T(@)]o(x)
=[f(x), zls, 10(yo) + [T(X), zl5, <d(¥o) — yo[o (%), Zls, +

bulunur. Bulmus oldugumuz bu ifadede x yerine xy, yazar ve diizenlersek
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[f(XYO)l Z]O‘, ‘EG(YO) + [T(XYO); Z]O‘, ‘td(YO) - yO[O-(XYO)l Z]O‘, T 0 olur. Bu ifadeyi de

diizenledigimizde
0=[f(xyo), zls, :0(¥0) *+ [t(xy0), zls, +d(¥o) — yolo(xyo), zls, «
= [f(x)a(yo) + t(X)d (o), zlo, :0(¥0) + [T(xy0), zl6, +d(yo) —
yolo(xyo), zl, «
= [fx)a(yo), zlo, :0(y0) + [t(X)d(¥o), zl6, x0(y0) + [T(X)T(¥o), zl6, +d(¥o) —
Yolo(x)o(yo), zls, <
={x)[0(yo), 0(2)]s, 0(yo) + [f(X), zls 0(yo)o(yo) +
T(®)[d(yo), 0(2)]o(yo) + [t(X), zl6, <d(yo)o(ye) + T(X)[T(yo), 0(2)]d(yo) +
[T, zls, +T(¥0)d(yo) — yoo(X)[o(yo), 0(2)] —yolo(X), zls, +0(y0)
elde edilir. 6(y,), T(¥o), d(¥o), Yo € Z olmasini kullanarak son esitligi diizenlersek
[t(x), z]o, <T(¥6)d(yo) = O oldugu bulunur. Bu sayede, her x, z € R igin
T(yo)d(yo)o(yo) =0 (6.15)
olur. Yukaridaki esitlikte, t € R olmak iizere, x yerine tx yazar ve diizenlersek
0=[t(tx), zls, T(¥0)d(yo)o(yo) = [T(OTX), zls T(¥o)d(yo)o(yo)
=1, zls, «t(yo)d(yo)o(yo) + [t(D), t(D)]T(X)T(ye)d(¥o)o(¥o)
bulunur. (6.15) nolu esitlikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. O halde,

[t(t), T(2)]t(x)T(ye)d(yo)o(yo) = 0 oldugu elde edilir. Elde etmis oldugumuz bu esitligi
biraz daha diizenledigimizde, her x, t, z € R i¢in T([t, z])T(x)T(y,)d(yo)0(y,) = 0

oldugu gorilir. Bu durumda, her t, z€ R i¢in t([t, z])T(R)t(y,)d(yo)o(ye) = 0 dur.
T, orten oldugundan her t, z € R igin T([t, z])Rt(y,)d(y,)o(ye) = 0 dir. Uyar1 2.23 den,
her t, z € R igin T([t, z]) = 0 veya t(y,)d(yy)o(ys) = 0 olur. T, 1-1 oldugundan

her t, z€ R igin [t, z] = 0veyat(yy,)d(ys)o(yy) =0 dir. Buradan, R S Z veya
1(yo)d(ye)o(y,) = 0 elde edilir. ik durum igin ispat biter. O halde, t(y,)d(y,)o(y,) = 0
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olmasi durumunda ispata devam edersek, o(y,) € Z oldugundan her k € R igin
©(y0)d(yg)ko(yy) =0 olur. Yani, 1t(yy)d(yo)Ro(yy,) =0 dir. Uyarn 2.23 den,
T(y0)d(y,) = 0 veya o(y,) = 0 olur. Bu ise, o, 1-1 oldugundan, t(y,)d(y,) = 0 veya

Vo = 0 demektir. y, = 0 olmasi durumunda t(y,)d(y,) = 0 oldugundan her y € R igin

T(y)d(y) =0 (6.16)

oldugu goriiliir. Elde etmis oldugumuz bu 6zdeslikte, y yerine x + y yazar ve diizenlersek,

x+ y)dE+y) = t(x)dx) + t(x)d(y) + t(y)d(x) + t(y)d(y) = 0 bulunur. (6.16)
nolu ifadeyi kullanirsak her x, y € R i¢gin

T(¥)d(y) + 1(y)d(x) =0 (6.17)
olur. Bu ifadede, y yerine yt yazar ve diizenlersek
0=1t(x)d(yt) + t(ytd(x) = t(x)(dy)o(t) + t(y)d(D) + T(y)T(Dd(x)
=1(x)d(y)o(t) + 1) t(y)d(® + T(y)T(Dd(x)

bulunur. Yukaridaki ifadenin son teriminde, (6.17) nolu 6zdeslikten, her x, y € R igin

t(x)d(y) = — T(y)d(x) olmasim kullandigimizda
0= 1(x)d(y)o(®) + t(x)t(y)d(t) — t(y)T(x)d(t)
=1(x)dy)o(®) + (t)t(y) — (¥ T(x))d(t) = Tx)d(y)o(®) + t([x, yDd(t)
oldugu bulunur. Yani,
T(X)d(y)o(®) + t([x, yDd(t) =0 (6.18)
dir. Bulmus oldugumuz bu ifadede, t yerine tz yazar ve diizenlersek
0=t(x)d(y)o(tz) + t([x, y]Dd(tz)
=1(x)d(y)o(t)a(z) + t([x, yD(d()o(z) + 1(1)d(2))
=1(x)d(y)o(t)o(z) + t([x, yDd(Do(z) + t([x, yDt(t)d(2)
= (x)d(y)o® + t([x, yDd(t)o(2) + t([x, yDt(t)d(2)
bulunur. (6.18) nolu ézdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. Bdylece,
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her x,y, z, t € Ri¢in t([x, y])t(t)d(z) =0 olur. Yani, her x, y, z € R igin

([, yDT(R)d(z) = 0 dir. T, orten oldugundan her x, y, z € R i¢in t([x, y])Rd(z) = 0
olur. Uyar1 2.23 den, her x, y, z €R igin t([x, y]) =0veyad(z) = 0 dir. T, 1-1
oldugundan, her x, y, z € R igin [x, y] = 0 veya d(z) = 0 dir. Bu, R halkas1 degismeli veya
d = 0 demektir. d # 0 oldugu i¢in R halkasi degismelidir.

Sonuc¢ 6.3.10. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak tizere
her x, y € R i¢in d(xy) — yo(x) € Cs; . ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.11. R, karakteristigi ikiden farli olan bir asal halka ve (f, d), R halkasinin

bir genellestirilmis (o, T)-tiirevi ve 6 ve T, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere
her x, y € R i¢in f(xy) + yo(x) € C; ve d # 0 ise R halkas1 degismelidir.

Sonu¢ 6.3.12. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

stfirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere
her x, y € R i¢in d(xy) + yo(x) € Cq . ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.13. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R
halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tlirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak

tizere her x, y € R i¢in f(x)f(y) — xo(y) € C5. ve d # 0 ise R halkasi degismelidir.

Ispat: f = 0 olmasi durumundaki ispat Teorem 6.3.1 in baslangi¢c kisminda

yapilmustir. O halde, f # 0 olmas1 durumunu inceleyelim. Bu durumda, her x, y € R i¢in
f(x)f(y) — xo(y) € C, dir. Bu ifadede, z € R olmak iizere, y yerine yz yazarsak
f(x)f(yz) — x0(yz) € Cs . bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek
f)f(yz) — xa(yz) = f(x)(f(y)o(2) +1(y)d(2)) — xa(y)a(z)
= f(x)f(y)o(z) + {(x)t(y)d(z) — xo(y)o(2)
= (fOf(y) = xa(y))o(z) + f(x)1(y)d(z) € Cor

bulunur. Hipotezi kullandigimizda, f(x)t(y)d(z) € C, . elde edilir. Bu durumda,
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[fx)t(y)d(z), z],, - =0, VX,y,z €ER (6.19)
olur. Yukaridaki dzdeslikte, t € R olmak iizere, y yerine T~ (f(t))y yazar ve diizenlersek
0= [fCOT (EDIYd(@), z],, - = [fCOFOT(A(@), zl,, -
= [f(DT()d(2), z]s, ¢+ [f(x), T(2)]f(D)T(y)d(2)
bulunur. (6.19) nolu 6zdeslikten, yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. O halde,
herx, y, z, t € R i¢in [f(x), T(z)]f(t)t(y)d(z) = 0 dir. Bu, herx, z, t € R i¢in
[f(x), T(2)]f(t)T(R)d(z) = 0 olmas1 demektir. T, orten oldugundan her x, t, z € R igin

[f(x), T(2)]f(t)Rd(z) = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her x, t, z € R i¢in [f(x), T(2)]f(t) = 0 veya
d(z) =0 olur. A = {z € R | [f(x), T(2)]f(t) =0,V x,t ER} ve B={z € R|d(z) =0}, R
halkasmin alt gruplaridir ve R = AUB olarak yazilir. Teorem 2.6 dan, R = A veya R = B
dir. Kabul edelim ki, R = B olsun. Bu durumda, her z € R igin d(z) = 0 dir. Yani, d = 0 dir.
Bu durum, d # 0 olmas ile gelisir. Boylece, R = A olamaz. O halde, R = B dir. Bu
durumda, her x, z, t € R igin [f(x), T(z)]f(t) = 0 olur. Kabuliimiizde, z yerine yz yazar ve

diizenlersek

[{(x), T(y2)]f(t) = [f(x), T(y)t(@)]f(V) = t(V[X), T + [f), t(W]@)f(t) =0
bulunur. [f(x), T(z)]f(t) = 0 oldugu i¢in yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. O halde,

her x, y, z, t € R i¢in [f(x), t(y)]t(2)f(t) = 0 olur. Bu, her x, y, t € R igin

[f(x), T(y)]t(R)f(t) = 0 olmasi demektir. T, orten oldugundan [f(x), T(y)]Rf(t) = 0 duir.
Uyar1 2.23 den, her x, y, t € R i¢in [f(x), T(y)] = 0 veya f(t) = 0 olur. Bu durumda,

her x € R i¢in [f(x), T(R)]=0veyaf=0 olur. Tekrar, Tnunorten olmasini

kullandigimizda her x € R igin [f(x), R] = 0 veya f = 0 olur. Baslangicta, f # 0 olsun

dedigimizden her x € R igin [f(x), R] = 0 dir. Yani, f(R) c Z dir. Bu sart altinda (6.19)

nolu 6zdesligi diizenledigimizde
[(fG)Td(2),  zlo - = [O[EA@), 2z -+ [f(x), @]t(y)d(z) =0

bulunur. f(x) € Z oldugu i¢in yukaridaki ifadenin son terimi sifirdir. O halde,
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her x, y, z € R i¢in f(x)[t(y)d(z), z], . = 0 olur. f(x) € Z oldugundan her x, y, z, k € R
i¢in f{(x)k[t(y)d(z), z],s, ; = 0 dir. Bu durumda, her x, y, z € R i¢in

f(x)R[t(y)d(z), z]s, =0 olur. Uyar1 2.23 den, her x, y, z€ R i¢in f(x) = 0 veya
[t(y)d(z), z], =0 dir. Yani, hery, z € R i¢in f = 0 veya [t(y)d(z), z], =0 dir.
Baslangicta, f # 0 olsun dedigimizden her y, z € R i¢in [t(y)d(z), z];, ; = 0 olur. Bu

ifadeyi diizenlersek

™[d(2), z]s «+[t(), 1(@)]d(z) =0, Vy, z €R (6.20)

elde edilir. Bulmus oldugumuz bu ifadede, r € R olmak {izere, y yerine yr yazar ve

diizenlersek
0 = t(d@), zlo,  + [t)T(r), T(2)]d(2)
=t(TMI[d(@), zls, + +T(W[T), ©(2]d(@) + [t(y), T(D)]T()d(z)
=t MId(2), zls,  + [t(0), ©(2)]d(@) + [t(y), T(@)]t(r)d(2)
bulunur. (6.20) nolu 6zdeslikten yukaridaki ifadenin ilk terimi sifirdir. O halde,

[t(y), t(2)]t(r)d(z) = 0 dir. Bu ise, her y, z, r € R i¢in t([y, z])t(r)d(z) = 0 olmasi
demektir. Yani, her y, z € Ri¢in ©([y, z])t(R)d(z) = 0 olur. T, 6rten oldugundan

her y, z € R i¢in t([y, z])Rd(z) = 0 dir. Uyar1 2.23 den, t([y, z]) = 0 veya d(z) =0
olur. T, 1-1 oldugundan her y, z € R i¢in [y, z] = 0 veya d(z) = 0 dir. Yani, R halkasi
degismelidir veya d = 0 dir. d # 0 oldugu i¢in R halkas1 degismelidir.

Sonuc¢ 6.3.14. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak tizere
her x, y € R i¢in d(x)d(y) — x0(y) € Cs ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.15. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), R
halkasinin bir genellestirilmis (o, T)-tlirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak

tizere her x, y € R i¢in f(x)f(y) + xo(y) € C;, ve d # 0 ise R halkasi degismelidir.

Sonuc¢ 6.3.16. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R halkasinin

sifirdan farkli bir (o, T)-tiirevi ve 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere
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her x, y € R i¢in d(x)d(y) + xo(y) € Cq; ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 6.3.17. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve (f, d), (g, h) R
halkasinin genellestirilmis (o, T)-tiirevleri ve ¢ ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak

tizere her x, y € R i¢in f(x)o(y) = t(x)g(y) ise R halkasi degismelidir.
Ispat: Kabul edelim ki, f = 0 olsun. Bu durumda, hipotezden, her x, y € R i¢in

t(x)g(y) = 0 olur. Bu 6zdeslikte, z € R olmak iizere, y yerine yz yazarsak t(x)g(yz) = 0

bulunur. Bu ifadeyi genellestirilmis (o, T)-tiirev tanimi1 yardimiyla diizenlersek

T(x)g(yz) = 1(x)(g(y)o(2) + t(y)h(z) = t(x)g(y)o(z) + T(x)t(y)h(z) = 0 elde edilir.
T(x)g(y) = 0 olmasini kullandigimizda, her x, y, z € R i¢in 1(x)t(y)h(z) = 0 olur. Bu,

t(xy)h(z) = 0 demektir. T, 6rten oldugu igin her z € R i¢in Rh(z) = 0 olur. Bu ifadeyi
soldan h(z) ile garpilir ve Uyar1 2.23 kullanilirsa her z € R i¢in h(z) = 0 olur. Yani, h =0
olur. Lemma 4.2.1 den, R halkasi degismeli olur. Boylece, f = 0 olmas1 durumunda ispat
biter. Simdi de, kabul edelim ki, g = 0 olsun. Bu durumda, hipotezden, her x, y € R igin
f(x)o(y) = 0 olur. Bu 6zdeslikte, z € R olmak {izere, x yerine xz yazarsak f(xz)o(y) = 0

bulunur. Bu ifadeyi genellestirilmis (o, T)-tlirev tanimi1 yardimiyla diizenlersek

f(xz)o(y) = (f(x)o(z) + T(Z)d(x))c(y) = f(x)o(z)o(y) + t(z)d(x)o(y) = 0 elde edilir.
f(x)o(y) = 0 olmasimmi kullandigimizda, her x, y, z €R i¢in t(z)d(x)o(y) = 0 olur.
Bu, herx, y € Rigin t(R)d(x)o(y) = 0 olmasi demektir. T, 6rten oldugu igin

her x, y € R i¢in Rd(x)ca(y) = 0 olur. Bu ifadeyi soldan d(x)o(y) ile garpar ve Uyar1 2.23
i kullanirsak her x, y €R igind(x)o(y) =0 oldugu elde edilir. Yani, her x €R
icind(x)o(R) = 0 dir. o, 6rten oldugundan her x €R i¢ind(x)R = 0 olur. Bu ifadeyi
sagdan d(x)ile ¢arpar ve Uyari1 2.23 i kullanirsak her x € R i¢in d(x) = 0 olur. Bu ise,

d = 0 demektir. Bu, d # 0 olmasi ile ¢elisir. Boylece, g = 0 olamaz. Son olarak, kabul
edelim ki, f # 0 ve g # 0 olsun. Hipotezde, x yerine xz yazarsak f(xz)o(y) = t1(xz)g(y)
bulunur. Yani, f(xz)o(y) — t(xz)g(y) = 0 dir. Bu ifadeyi genellestirilmis (o, T)-tiirev

tanimi1 yardimiyla diizenlersek
0=(f(x)a(z) + 1(x)d(2))a(y) — 1(x)t(2)g(y)

=1{(x)o(z)o(y) + t(x)d(2)o(y) — t(x)t(z)g(y)
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elde edilir. Hipotezden, f(x)o(y) = t(x)g(y) olmasimi yukaridaki ifadenin ilk teriminde
kullanirsak t(x)g(z)o(y) + t1(x)d(z)o(y) — t(x)t(2)g(y) = O olur. Bu, her x, y, zER
icin T(x)(g(z)o(y) + d(z)o(y) — 1(z)g(y)) = 0 demektir. Yani, her y, z € R igin

T(R)(g(z)o(y) + d(z)o(y) — t1(z)g(y)) = 0 olur. T, 6rten oldugu igin

R(g(z)c(y) + d(z)o(y) — t(z) g(y)) = 0 dir. Bu ifadeyi soldan
g(z)o(y) + d(z)o(y) — 1(z)g(y) ile carpar ve Uyari 2.23 ii kullanirsak,
her y, z € R i¢in
g(z)o(y) + d(z)a(y) — 1(2)gy) =0 (6.21)
oldugu elde edilir. Yukaridaki 6zdeslikte, r € R olmak iizere, y yerine yr yazarsak
g(z)o(yr) + d(z)o(yr) — t(z)g(yr) = 0 bulunur. Bu ifadeyi diizenlersek
0=g(z)a(yr) + d(2)o(yr) — t(2)g(yr)

= g(z)o(y)o(r) + d(z)o(y)o(r) — t(2)g(y)o(r) + t(z)T(y)h(r)

= (8(2)o(y) + d(2)o(y) — 1(2)g(y))o(r) + t(z)t(y)h(r)
elde edilir. Ik terim (6.21) nolu 6zdeslikten dolay1 sifirdir. O halde, T(z)t(y)h(r) = 0
olur. Bu, her r, y, z €R i¢in t(zy)h(r) = 0 demektir. Yani, T(R)h(r) = 0 dir. T, 6rten

oldugundan, her r € R i¢in Rh(r) = 0 olur. Bu ifadeyi soldan h(r) ile garparsak her r € R
icin h(r) = 0 olur. Yani, h = 0 dir. Lemma 4.2.1den, R halkas1 degismelidir.

6.4. Asal Halkalarda Lie idealler Uzerinde Genellestirilmis (o, T)-Tiirevler ve

Komiitatiflik

Kandamar H. ve Kaya K., 1992.

Lemma 6.4.1. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli bir Lie ideali, o ve t, R halkasmnin iki otomorfizmi ve d, R halkasinin

stfirdan farkli bir (o, T)-tiirevi olmak iizere d(U) =0 ise U c Z dir.

Ispat: Hipotezden, her ue U, xeR igin [u, X] € U i¢in d([u, x]) = 0 dir. Bu durumda,
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d(u.x])=[d(w).x], ,~[d(x).u], =-[d(x).u], =0

olur. O halde, [d(R),U]__=(0) elde edilir. Teorem 4.1.4 den, Uc Z olur.

c,T

Lemma 6.4.2. R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, U, R halkasinin
sifirdan farkli bir Lie ideali, o ve T, R halkasmnin iki otomorfizmi ve d, R halkasinin
stfirdan farkli bir (o, t)-tiirevi olmak iizere t € R olacak bicimde td(U) =0 (veya d(U)t=0)
iset=0veyaU c Z dir.

Ispat: Farz edelim ki, U ¢ Z olsun. Bu durumda, Lemma 6.4.1 den, d(U)= (0) olur.
O halde, hipotezden, her ue U, xeR i¢in td([u,x]u) = td([u,x])c(u)+tt([u,x])d(u)z 0

olur. Bu,

tr((u,x])d(w)=0, VueU, VxeR (6.22)

olmas1 demektir. Yukaridaki ifadede, veU, yeR olmak iizere, x yerine v '(d(v)y)

yazarsak
tl'([u, T (d(V)y)])d(U) = tt(u)d(v)yd(uw) — td(v)ytr(u)d(u) =tr(u)d(v)yd(u)=0
elde edilir. Bu durumda,
tt(u)d(v)Rd(u)=0, Vu,veU
olur. Uyar1 2.23 den, her ue U i¢in tt(u)d(v) =0 veya d(u) =0 olur. K= {ue U | d(u) = 0}
ve L = {ueU | tr(u)d(v)=0, VveU}, U Lie idealinin alt gruplaridir ve U = KUL
olarak yazilir. Boylece, Teorem 2.6 dan, U = K veya U = L olur. Kabul edelim ki, U = K

olsun. Bu durumda, Lemma 6.4.1 den, U — Z olur. Oysaki, U Z demistik. O halde, U =L

dir. Bu ise, her u, ve U i¢in tt(u)d(v) =0 olmas1 demektir. 1, 6rten oldugundan,

Lemma 3.4.7 den, her ve U i¢in, t = 0 veya d(v) = 0 olur. d(U)# 0 oldugu i¢in t = 0 duir.
Ote yandan, (6.22) esitlikte x yerine 7 '(yd(v)) yazar ve benzer islemleri yaparak

diizenlemeler yapilirsa d(U)t = 0 olmasi durumunda t = 0 oldugu bulunur.
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Golbasi O. ve Koc E., 2009.

Teorem 6.4.3. d, karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir (o, T)-tlirevi, o
ve 1T, R halkasinin iki otomorfizmi ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir Lie ideali olmak

tizere d, U tlizerinde bir homomorfizm ise d = 0 veya U c Z dir.
Ispat: Hipotezden,
d(ab) = d(a)d(b) = d(a)o(b) + t(a)d(b), Va,be U
olur. Yukaridaki 6zdeslikte, x € R olmak {izere, a yerine a[x, a] yazarsak

d(a[x, a])d(b) = d(a[x, a])o(b) + t(a[x, a] )d(b) = d(a)d([x, a])a(b) + t(a[x,a])d(b)

bulunur.Yani,
d(a[x, a])d(b) = d(a)d([x, a])a(b) + t(a[x,a])d(b) (6.23)

elde edilir. Yukaridaki ifadede esitligin sol kismi, d nin homomorfizma ve (o, T)-tiirev

olmasi kullanilarak diizenlenirse

d(a)d([x, a])d(b) = d(a)d([x, a]b) = d(a)d([x, a])a(b) + d(a)t([x,a])d(b) ) bulunur. Bu
ifadeyi (6.23) nolu  ifadede  kullanirsak, her a,b€U, x ER  i¢in
(d(a) — t(a))t([x,a])d(b) =0 elde edilir. Yani, hera€e U, x €R icin
(d(a) — t(a))t([x,a])d(U) = 0 olur. Boylece, Lemma 6.4.2 den, hera € U, x € Ricin
(d(a) — t(a))t([x,a]) = 0 veya U c Z veya d = 0 elde edilir. Kabul edelim ki, her a € U,
X € Rigin (d(a) — t(a))t([x,a]) = 0 olsun. Kabulde, y € R olmak iizere, X yerine Xy yazar
ve bulunan ifadeyi kabulii kullanarak diizenlersek, hera € U, x, y ER i¢in
(d(a) — t(a))t(x[y,a]) = 0 oldugu bulunur. Tnun otomorfizm olmasim kullanarak bu
ifadeyi diizenledigimizde, hera € U, x, y € R i¢in (d(a) — t(a))t(x)t([y, a]) = 0 olur.
T nun otomorfizm ve Uyart 2.23 art arda kullanildiginda, her a € U i¢in d(a) = t(a) veya
[R,a] = 0eclde edilir.r A={a€U|a€Z} ve B={a€ U|d(a)=1(a)}, U Lie idealinin alt
gruplaridir ve U = AUB olarak yazilir. Boylece, Teorem 2.6 dan, U = A veya U = B dir.
Kabul edelim ki, U = A olsun. Bu durumda, her a € U i¢in a € Z dir. Yani, U € Z olur.

Boylece, ispat biter. Simdi de, U = B olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda,

her a € U i¢in d(a) = t(a) dir. Bu durumda, her a, b € U i¢in d([a, b]) = t©([a, b]) olur. Bu
ifadeyi diizenledigimizde d(ab) — d(ba) = t(ab) — t(ba) olur. d, homomorfizm
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oldugundan d(ab) = d(a)d(b) dir. Boylece, d(ba) = t(ab) = t(a)t(b) elde edilir. Yani,
her a,b € U igin d(ba) = t(b)t(a) olur. d, (o, T)-tiirev oldugundan, her a,b € U igin

d(b)o(a) + t(b)d(a) = t(b)t(a) dir. Her a € U i¢in d(a) = t(a) oldugundan,

her a, b € U igin d(b)a(a) = 0 olur. Boylece, Lemma 6.4.2 den, hera € Uigind = 0 veya
o(a) = 0 veya U c Z olur. Her a € U igin 6(a) = 0 olmasi durumunda, ¢ 1-1 oldugundan

U =0 olur. Bu da, U # 0 olmasi ile ¢elisir. Boylece, ispat bitmis olur.

Lemma 6.4.4. R, bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir Lie ideali olmak
tizere a € R olacak bicimde Ua = (0) ( veya aU = (0) ) ise a= 0 dur.

Ispat: Kabul edelim ki, Ua = 0 olsun. Bu durumda, her u € U, x € R i¢in [u, x]Ja =0

olur. Bu ifadeyi diizenledigimizde, her x € R i¢in uxa - xua = uxa = 0 bulunur. Yani,

uRa = 0 dir. Uyar1 2.23 den, her u € U i¢in u =0 veya a = 0 oldugu bulunur. U # 0 oldugu

icina =0 dur.

Teorem 6.4.5. (f, d), karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir
genellestirilmis (o, T)-tlirevi, 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi ve U, R halkasinin
sifirdan farkli bir Lie ideali olmak iizere (f, d), U {izerinde bir homomorfizm ise d = 0 veya

U c Z dir.
Ispat: Hipotezden,
f(ab) = f(a)f(b) = f(a)o(b) + t(a)d(b) , Va,b € U (6.24)
olur. Yukaridaki ifadede, x € R olmak iizere, a yerine a[x, a] yazarsak
fa[x, a])f(b) = f(a[x, a])o(b) + T(a[x, a] )d(b) = fa)f([x, a])o(b) + T(a[x,a])d(b) (6.25)

bulunur. Yukaridaki 6zdeslikte esitligin sol kism1 d nin homomorfizma olmasi kullanilarak
diizenlenirse f(a)f([x, a])f(b) = f(a)f([x, a]b) = f(a)f([x, a])a(b) + f(a)T([x,a])d(b)) oldugu
bulunur. Bu ifadeyi (6.25) nolu o6zdeslikte kullanirsak, her a,b € U, x € Rigin
(f(a) — t(a))t([x,a])d(b) = 0 elde edilir. Bu durumda, Lemma 6.4.2 den,

hera € U, x € Ri¢in (f(a) — t(a))t([x,a]) =0 veya U c Z veya d = 0 olur. Kabul
edelim ki, hera € U, x € Rigin (f(a) — t(a))t([x,a]) = 0 olsun. Kabulde, y € R olmak

lizere, X yerine Xy yazar ve bulunan ifadeyi kabulii kullanarak diizenlersek,

141



BOLUM 6- HALKALARDA GENELLESTIRILMIS (0, T)-TUREV Selin VURKAC

hera € U, x, y € Ricin (fla) — t(a))t(x[y,a]) = 0 bulunur. tTnun otomorfizm ve R

halkasinin asal olmasini kullanarak buldugumuz ifadeyi diizenledigimizde, her a € U i¢in

fla) = t(a) veya [R,a] =0 olur. A={a€U|a€Z} ve B={a€eU]|f(a)=t(a)}, U Lie
idealinin alt gruplaridir ve U = AUB olarak yazilir. Boylece, Teorem 2.6 dan, U = A veya
U = B dir. Kabul edelim ki, U = A olsun. Bu durumda, her a € U i¢in a € Z dir. Yani,

U c Z olur. Boylece ispat biter. Simdi de, U = B olmasi durumun inceleyelim. Bu
durumda, her a € U igin f(a) = t(a) dir. Bu bilgi ile (6.24) nolu 6zdesligi diizenledigimizde
her a, b€ U igin t(a)t(b) = t(a)a(b) + t(a)d(b) bulunur. Bu ise, her a, b € U i¢in
t(a)(t(b) — o(b) — d(b)) = 0 olmas1 demektir. Son ifadeye soldan T~* uygularsak

at 1(t(b) — o(b) — d(b)) = 0 olur. Yani, Ut 1(t(b) — o(b) — d(b)) = 0 dir. Bdylece,
Lemma 6.4.4 den, her b € U igin d(b) = (t — 0)(b) veya U c Z olur. Kabul edelim ki,

her b € U igin d(b) = (t — o)(b) olsun. Bu durumda, d, U {izerinde bir otomorfizm

oldugu i¢in U iizerinde bir homomorfizmdir. Teorem 6.4.3 den, d = 0 olur.

Teorem 6.4.6. (f, d) ve (g, h), karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin iki
genellestirilmis (o, T)-tlirevi, 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi ve U, R halkasinin
sifirdan farkli bir Lie ideali olmak tizere her u, v € U igin, f(u)o(v) = t(u)g(v) ise Uc Z
dir.

Ispat: Hipotezden,
f(a) o(b) = t(a)g(b), Va,beU (6.26)

dir. Yukaridaki ifadede, x € R olmak iizere, b yerine [x, b]b yazarsak, her a, b € U igin
f(a)o([x, b]b) = t(a)g([x, b]b) bulunur. Bu 6zdesligi diizenledigimizde

f(a) o([x, b])a(b) = t(a)g([x, b])a(b) +t(a)t ([x, b])h(b) elde edilir. Elde etmis
oldugumuz bu ifadeyi, (6.26) nolu 6zdeslikte kullandigimizda t(a)t ([x, b])h(b) = 0 olur.
Bu ise, T(a[x, b])h(b) = 0 olmas1 demektir. Bu 6zdeslige soldan T~1 uygularsak

hera, b € U, x € Rigin a[x, b]t~1(h(b)) = 0 bulunur. Béylece, Lemma 6.4.4 den,

hera, b€ U, herx € Ricin U = 0 veya [x, bJt™1(h(b)) = 0 olur. U # 0 oldugundan,
herb € U, x € Ricin [x, bJt™1(h(b)) = 0 bulunur. Buldugumuz bu o6zdeslikte, y € R
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olmak lizere, x yerine Xy yazar ve bulunan ifadeyi ayn1 6zdesligi kullanarak diizenlersek,

herb € U, x, y € Rigin [x, blyt~2(h(b)) = 0 elde edilir. Elde ettigimiz bu ifadede R

halkasinin asal olmasini kullanirsak, her b € U i¢in [R, b] = 0 veya T~ (h(b)) = 0 olur. Bu
ise, T 1-1 oldugundan, her b € U icin b € Z veya h(b) = 0 olmas1 demektir.

A={beU|beZ} ve B={be U|h(b)=0}, U Lie idealinin alt gruplaridir ve U = AUB
olarak yazilir. Boylece, Teorem 2.6 dan, U = A veya U = B dir. Kabul edelim ki, U= A
olsun. Bu durumda, her b € U icin b € Z dir. Yani, U C Z olur. Bdylece ispat biter. Simdi
de, U = B olmasi durumun inceleyelim. Bu durumda, her b € U i¢in h(b) = 0 olur. Bu ise,
h(U) = 0 olmas1 anlamina gelir. Bdylece, Lemma 6.4.1 den, U C Z olur. Bdylece ispat

biter.

Sonu¢ 6.4.7. (f, d) ve (g, h), karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin iki
genellestirilmis (o, T)-tlirevi, 6 ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi ve U, R halkasinin

sifirdan farkli bir Lie ideali olmak iizere her u € U i¢in f(u)o(u) = t(u)g(u) ise U c Z dir.

Sonu¢ 6.4.8. (f, d), karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir
genellestirilmis (o, T)-tiirevi, o ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak tizere her u € U

i¢in [f(u), u] 5 =01ise U c Z dir.

Sonu¢ 6.4.9. (f, d), karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir
genellestirilmis (o, T)-tlirevi, o ve 1, R halkasmin iki otomorfizmi olmak iizere f(U) € C

ise U c Z dir.

Sonug¢ 6.4.10. d, karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir (o, T)-tiirevi, 6
ve 7, R halkasinin iki otomorfizmi olmak {izere her u € U i¢in [d(u),u] s =0ise U C Z

dir.

Sonuc 6.4.11. d, karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir (o, T)-tlirevi, o

ve 1, R halkasinin iki otomorfizmi olmak iizere d(U) € C 5 ise U C Z dir.
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