T.C.
CANAKKALE ONSEKiZ MART UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
YUKSEK LiSANS TEZi

ASAL HALKALARDA GENELLESTIRILMIS
LiE IDEALLER VE TUREVLER

Salih SERGIN

Matematik Anabilim Dal
Tezin Sunuldugu Tarih: 18/06/2010

Tez Damismanai:

Prof. Dr. Neset AYDIN

CANAKKALE



YUKSEK LiSANS TEZi SINAV SONUC FORMU

SALIH SERGIN tarafindan PROF. DR. NESET AYDIN yonetiminde hazirlanan
“ASAL HALKALARDA GENELLESTIRILMIS LIE IDEALLER VE TUREVLER”
baslikli tez tarafimizdan okunmus, kapsami ve niteligi agisindan bir Yiiksek Lisans tezi

olarak kabul edilmistir.

Prof. Dr. Neset AYDIN

Danigsman
Prof. Dr. Serhat OZDER Yrd. Dog. Dr. Hasan DALGIN
Jiiri Uyesi Jiiri Uyesi
Sira No:.........
Tez Savunma Tarihi: 18/06/2010 Prof. Dr. Ismail TARHAN

Miidiir

Fen Bilimleri Enstitiisu



INTIHAL (ASIRMA) BEYAN SAYFASI

Bu tezde gorsel, isitsel ve yazih bicimde sunulan tiim bilgi ve sonuglarin akademik ve
etik kurallara uyularak tarafimdan elde edildigini, tez i¢cinde yer alan ancak bu
calismaya 6zgii olmayan tiim sonug ve bilgileri tezde kaynak gostererek belirttigimi

beyan ederim.

Salih SERGIN



TESEKKUR
Ogrenim hayatim boyunca ve tez calismamda her zaman bilgisini ve destegini
esirgemeyen sayin hocam ve danismanim Prof. Dr. Neset AYDIN’ a tesekkiirlerimi

sunarim.

Salih SERGIN



OZET

ASAL HALKALARDA GENELLESTIRILMIS LiE iDEALLER
VE TUREVLER

Salih SERGIN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Neset AYDIN
18/06/2010, 78

Halka Teoride, bir halkanin degismeli olup olmadigina onun bir alt kiimesi, tiirev
veya polinom 6zdesligi yardimi ile karar verebilmek olduk¢a 6nemli bir problem olarak
karsimiza ¢ikmaktadir.

Bir halkanin degismeli olup olmadigini arastirmak icin ¢esitli 6zdeslikler ele
alinmistir. Bunlardan bazilar tiirevli halkalarda yapilan ¢alismalardir.

Halkalardaki Genellestirilmis Lie Idealler yardimi ile halkanin degismeli olup
olmadigina karar vermek, bir halkanin ideali, tek-yanli idealleri veya Lie idealleri ile
yapilan calismalarda genellestirmeler yapilmaya devam etmektedir.

Bunun yani sira halkalarin degismeli olup olmadigina tiirev yardimiyla karar
verebilmek i¢in ¢alismalar da devam etmektedir. Tiirev yerine, yari-tiirev ve (o, 7 )-tiirev
yardimiyla genellestirmeler yapilmaya devam edilmektedir. Genellestirilmis tiirev ile bir
halkanin degismeliligine karar vermek, tlirevler yardimiyla yapilan biitiin c¢alismalarin

genellestirmesi oldugundan halka teori ag¢isindan oldukga onemlidir.

Anahtar sozciikler : Asal Halka, Tiirev, Genellestirilmis Tiirev



ABSTRACT

GENERALIZED LIE IDEALS AND DERIVATIONS IN PRIME RINGS

Salih SERGIN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Mathematics Thesis of Master of Science
Advisor : Prof. Dr. Neset AYDIN
18/06/2010, 78

In the ring theory, it is a very big problem to decide wheather the ring is
commutative or not, wth the help of its subset, derivation or polynomial identities.

Various identities are studied to decide wheather the ring is commutative or not.
Some of these are the studies on derivative rings.

With the help of generalized Lie ideals on rings, it has been continuing to decide
wheather the ring is commutative or not, generalizing the studies done with a ring’s ideal,
its one-sided ideals or Lie ideals.

On the other hand, studies have been continuing to decide with the help of derivation
wheather rings are commutative or not. Generalizing have been continuing with the help
of semi-derivation and (oc,t)-derivation instead of derivation. Because of deciding the
commutativity of a ring with generalized derivation is generalizing of all studies done with

the help of derivations, it is very important in terms of ring theory.

Keywords: Prime Ring, Derivation, Generalized Derivation
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BOLUM 1- GIiRiS Salih SERGIN

I. BOLUM
GIRIS

Tiirevli halkalarda ilk ¢alisma 1957 yilinda Posner, E. C. tarafindan baslatilmistir.
Posner bu galismasinda; d; ve dy karakteristigi 2 den farkli olan R asal halkasinin iki
tiirevi olmak tizere d;d; tiirev ise d; = 0 veya d, = 0 oldugunu;

Ayrica, R bir asal halka d, R nin bir tiirevi olmak iizere [a,d(a)] = 0 ise R halkasinin
komiitatif veya d = 0 oldugunu kanitlamistir.

Daha sonra Herstein, 1. N. bir R asal halkasinda, her xe R ve aeR i¢in [a,d(x)] =0
oldugunda charR # 2 ise acZ ve charR = 2 ise a’ e Z oldugunu kamtlamistir.

1981 yilinda Lee P.H. ve Lee T.K. bunlar1 daha da genellestirerek karakteristigi 2
den farkli olan bir asal halkada;

(i) aeR igin [a,d(R)] <Z oldugunda ae Z oldugunu ve
(i) [d(R),d(R)] =Z
(i) d*(R) cZ
(iv) dy ve d; tiirev olmak {izere d1d,(R) < Z
(V) VxeRi¢in [x,d(x)] €Z
durumlarinda, R halkasinin komiitatif oldugunu kanitlamislardir.

Karakteristigi 2 den farkli olan tiirevli asal halkalarda bazi degismelilik kosullarini
inceleyen makalelerin bir arada 6zetlenmesi ve genellestirilmis Lie idealler i¢in verilen
bazi sonuglarin bir araya getirilmesini amaglayan bu ¢alismada asagidaki yol izlenmistir.

Halkalarla ilgili baz1 temel bilgiler I. Béliimde verilmistir.

I1. Boliimde, tlirevli asal halkalarda degismelilik kosullarini inceleyen bazi makaleler
incelenmistir.

I1l. Bolimde, bazi degismelilik kosullar1 (o, 7)) tiirevli asal halkalar i¢in incelenmis
ve (o, 7) tiirevli asal halkalar ilizerine yazilan makaleler incelenmistir.

IV. Boliimde ise asal halka ile onun bir U, Lie ve genellestirilmis Lie idealinin, Z
halkanin merkezini ve C & ¢ halkanin (o, 7 )-merkezini ifade etmek iizere, UcZ veya
UcCgqo,r kosullart ve buna bagl olarak asal halkanin hangi durumlarda degismeli

oldugunu inceleyen makaleler arastirilmistir.
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Genel Bilgiler

Bu béliimde tezde kullanilan temel tanim ve kavramlar verilmistir.
Tamm 1.1 : R bos olmayan bir kiime ve “+”, “.” R iizerinde taniml iki ikili islem
olsun. Eger R kiimesi i¢in;

(i) (R,+) degismeli bir grup

(i) Her a, b, ce R i¢in, (a.b).c = a.(b.c)

(i)  Hera, b,ceRigin, a.(b+c) =a.b+a.cve(a+b).c=ac+hb.c
kosullar1 saglaniyor ise R kiimesine bu ikili islemlere gore bir halka denir ve (R, + ,.) ile
gosterilir.

Tanmm 1.2 : R bir halka ve @ # S < R olsun. R halkasindaki islemlere gore S,
kiimesi bir halka ise S kiimesine R halkasinin bir alt halkas: denir.

{0r} ve R, R halkasinin alt halkalaridir. Bunlara R halkasinin asikdr alt halkalart
denir. Bunlardan farkli olan alt halkalarina R halkasinin éz alt halkalar: denir.

Tamm 1.3 : R bir halka ve @ # IcR olsun. Eger

Q) Hera, b € ligin,a—bel
(i) HeraelvereR i¢in, racl (veyaarel)
kosullart saglaniyor ise I kiimesine R halkasinin bir sol (veya sag) ideali denir.
Hem sol, hem de sag ideal olan bir ideale iki yanl: ideal veya kisaca ideal denir.

Tamim 1.4 : R bir halka ve A, B, P onun idealleri olsun. ABc P oldugunda AcP
veya B P oluyorsa P idealine R halkasinin bir asal ideali denir.

Tammm 1.5 : Bir R halkasinin (0) ideali asal ideal ise bu halkaya asal halka denir.

Onerme 1.6 : R bir halka olsun. Buna gore asagidakiler denktir.

(i) R bir asal halkadr.

(i) a, beR i¢in, aRb = (0) ise a= 0 veya b =0 dur.

(iii) R halkasinin sifirdan farkli olan her sag idealinin sag sifirlayani sifirdir.

(iv) R halkasimin sifirdan farkli olan her sol idealinin sol sifirlayani sifirdir.

Tammim 1.7 : R bir halka ve d : R—R bir doniisiim olsun. Asagidaki kosullart
saglayan d doniisiimiine R de bir tiirev denir. Her X, ye R igin,

(i) d(x +y) = d(x) + d(y)
(if) d(xy) = d(x)y + xd(y)
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Tanmm 1.8 : Her acR i¢gin, na = 0 olacak bigimde ki neZ" tamsayilarinin en
kiiciigine R halkasinin karakteristigi denir ve charR = n ile gosterilir. Eger boyle bir
pozitif tamsay1 yoksa halkanin karakteristigi sifirdir denir.

Tanm 1.9: Z={ceR|cx=xc, VXeR }={ceR|[c,x] =0, VxeR } seklinde
tanimlanan kiimeye R halkasinin merkezi denir.

Gosterim 1.10 : Bir R halkasinda X,y eR igin, Xy — yx elemanini [X,y] ve Xy + yx
elemanini (x,y) seklinde ifade edilir.

Tanmm 1.11 : R bir halka ve a, R nin sabit bir eleman1 olmak iizere I, : R—>R
doniisimii her xeR i¢in Iy(x) = [a,x] olarak tanimlansin. Bu I, doniisiimiine, R nin a
elemani tarafindan belirlenmis bir i¢ tiirevi denir.

Tamm 1.12 : (G,0) ve (H,*) iki grup ve f : G—H bir grup homomorfizmi olsun.
kerf = {ae G | f(a) = ey} seklinde tanimlanan kiimeyi f homomorfizminin ¢ekirdegi denir.

Onerme 1.13 : R, charR = 2 olan bir halka olsun. Her a€R igin, be Z oldugunda
[a,b] = 0 dir.

Ispat : [a,b] = ab — ba ve beZ oldugundan ab — ab = 0 olur. Buradan [a,b] = 0
bulunur.

Onerme 1.14 : R, charR # 2 olan bir halka olsun. acR i¢in, 2ac Z ise ac Z dir.

Ispat : 2acZ oldugundan xR igin, (2a)x = x(2a) yani (a + a)x = x(a + a) dir.
Buradan ax + ax = xa + xa yani ax + ax — xa — xa = 0 olur. Boylece 0 = ax — xa + ax — xa =
[a,x] + [a,X] = 2[a,X] olur.charR # 2 oldugundan [a,x] = 0 olur. Dolayisiyla ae Z bulunur.

Onerme 1.15 : R, charR # 2 olan bir asal halka olsun. b, ab eZ isea e Z veya b =
0 dir.

Ispat : abeZ oldugundan (ab)x = x(ab), V xeR dir. be Z oldugundan axb = xab
yani axb — xab = 0 olur. Dolayisiyla 0 = (ax - xa)b = [a,x]b elde edilir. re R i¢in [a,x]br =0
olur. Burada b e Z oldugundan [a,x]rb =0, V reR, yani [a,X]Rb = 0 olur. R halkasinin asal
olmasi kullanildiginda [a,x] = 0 veya b = 0 bulunur. Dolayisiyla ae€ Z veya b = 0 olur.

Onerme 1.16 : ( Brauer Trick ) Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubun birlesimi
olarak yazilamaz.

Ispat : A ve B, G nin iki 6z alt grubu olsun. G = AUB olsun. G = A veya G = B
oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki G # A olsun. O zaman G = B oldugunu
gostermeliyiz. G # A oldugundan x € G ve X ¢ A olacak bi¢imde x eleman1 vardir. G =
AUB oldugundan xeB dir. B, G nin alt grubu oldugundan B <G vardir. Acaba G B
midir? G« B olsun. ye G ve y¢ B olacak sekilde y eleman1 vardir. G = AU B oldugundan
ye A dir. x + ye B dir. Eger x + yg B olsaydi G=AUB, x + ye A ve A toplamsal grup
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oldugundan x € A olurdu. Ancak x¢ A oldugu i¢in x + ye B olur. Dolayisiyla xe B ve B
toplamsal oldugundan y € B dir. Bu ise y ¢ B olmasiyla ¢elisir. O halde G ¢ B olamaz. Yani
GcB dir. Buradan B <G ve G B oldugundan G = B bulunur.

Tamm 1.17: R bir halka olsun. 0 # a€R igin, ab = 0 olacak bigimde 0 # beR varsa
a, elemanina sol stfir bélen denir. ba = 0 olacak bi¢imde 0 # beR varsa a elemanina sag
stfir bélen denir. Hem sag sifir hem sol sifir bolen olan elemana sifir bolen denir.

Tamim 1.18 : Sifir bolensiz, birimli ve degismeli bir halkaya tamlik bolgesi denir.

Tamim 1.19 : R bir halka ve A onun bir ideali olsun. A idealinin keyfi olarak alinan
ai, az, ..., ap elemanlari igin a;a,...a, = 0 oluyorsa A ya R halkasinin nilpotent ideali denir.

Tanim 1.20 : U, R halkasinin bir toplamsal alt grubu olsun. Her a,b e U ig¢in,
[a,b]e U ise U ya Lie halkas: denir.

Tamim 1.21 : R bir halka ve U, R nin bir toplamsal alt grubu olsun. Herre R, ue U
icin, [u,r]e U ise U ya R nin bir Lie ideali denir.

Gosterim 1.22 : o ve 7, R halkasi lizerinde tanimlanan iki doniisiim olsun. X,y e R
icin [x,y] o,z =Xo (y) — 7 (y)x ifadesine (o, 7 )-Lie komiitator ve (X,y) o,r =X o (y) +
7 (y)x ifadesine ise (o, 7 )-Jordan komiitator seklinde ifade edilir.

Tamm 1.23 : U, R halkasinin bir toplamsal alt grubu ve o, 7 : R—R iki doniisiim
olsun.

() [URlo,r cUiseUya(o,r)-sag Lie ideal denir

(i) [RU]lo,r cUiseUya(o,7)-sol Lie ideal denir.

(ili) U hem sag ve hem de sol (o, 7 )- Lie ideal ise U ya (o, 7 )- Lie ideal denir.

Tamim 1.24 : R bir halka ve U, R nin bir toplamsal alt grubu olsun. HerreR, ue U
i¢in, (u,r) e U ise U ya R nin bir Jordan ideali denir.

Tamm 1.25 : R bir halka ve m # 0 bir tam say1 olsun. x € R i¢in, mx = 0 oldugunda
x = 0 oluyorsa R halkasina m-torsion free halka denir.

Tammm 1.26 : Co 7 ={ceR|co (X) = 7 (X)c, V XxeR }seklinde tanimlanan
kiimeye R halkasinin bir (o, 7 ) merkezi denir.

Tanmm 1.27 : R ve S iki halka olsun. f: R—S fonksiyonu her a, be R i¢in,

(i) f(a + b) =f(a) + f(b)

(it) f(ab) = f(a)f(b)
kosullarini sagliyor ise f, fonksiyonuna bir halka homorfizmi denir.
Eger f, fonksiyonu 1-1 ve orten ise f, fonksiyonuna bir halka izomorfizmi denir.

Eger f : R—R izomorfizm ise f, fonksiyonuna R halkasinin bir halka otomorfizmi denir.
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Tamim 1.28 : R bir halka ve d : R—R toplamsal bir doniisiim ve o ve 7, R
halkasinin iki otomorfizmasi olsun. Her X, y e R igin, d(xy) = d(X) o (y) + 7 (x)d(y) sart1
saglaniyorsa d ye (o, 7 ) —tiirev denir.

Tamim 1.29 : R bir halka ve d : R—R toplamsal bir doniisiim ve «, R nin bir
endomorfizmi olsun. Her X, ye R igin, d(xy) = d(X) & (y) + « (X)d(y) sart1 saglaniyorsa d
ye (a , a)-tiirev denir.

Tamm 1.30 : R bir halka ve U, R nin bir toplamsal alt grubu olsun. o, 7 : R—R iki
doniisiim olsun.

1) (UR)g rcUiseU, (o,7)-sag Jordan ideal denir.
@) (RU)g . r cUiseU, (o, )-sol Jordan ideal denir.
(iii) U, hem (o ,7)-sag Jordan ideal ve hem de (o, 7 )-sol Jordan ideal ise ise U ya

(o, 7)-Jordan ideal denir.
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Sik Kullamlan Ozdeslikler

VX, Y, ZeR i¢in,

(i)
(i)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
()
(xi)
(xii)

[x,y] = xy — yx

[xy + 2] =[xyl + [y.Z]

[x+y.z] = [x,z] + [y.Z]

[xy.z] = [x.zly + x[y.,z]

[x.yz] = [x,ylz + y[x,z]

[X,[y,2]] + [v,[2z,x]] + [2,[x,y]] = O esitligine Jacobi esitligi denir.
[x.y]=-ly.x]

[xy.zlo .z =xIV.Zlo,r + [X,7 @)y =Xly,0c @]+ [Xz]lo ,rY
[XY]lo.z.2o ¢ =[XZlo.c Ylo.r +XIY.2llo .«
XYzlo.z =7 (Y) [X2zlo.z + [XY]lo .z 0(2)

xy2)o.,r =t (Y)X2) o,z +[XYlo,r 0(2)

Xy.2)o .z =X(y.2) o .7 — X7 (2)]y



BOLUM 2-ASAL HALKALARDA TUREVLER Salih SERGIN

II. BOLUM
ASAL HALKALARDA TUREVLER

Bu bolimde tiirevli asal halkalarda halkanin hangi durumlarda komiitatif oldugu
incelenmistir.

2.1 Edward C. Posner, Derivations in Prime Rings

Bu makalede, R bir asal halka, d bir tiirev ve charR # 2 olarak alinmuistir.

Lemma 2.1.1 : R bir asal halka, d bir tiirev ve ae R olsun. Her xeR i¢in ad(x) = 0
oldugunda a=0 veyad =0 dur.

Ispat: Hipotezden her xR igin, ad(x) = 0 oldugundan x yerine y e R igin xy almirsa

0 = ad(xy) = a(d(x)y + xd(y)) = ad(x)y + axd(y)
olur. Hipotezden ad(x) = 0 oldugundan her X, yeR ig¢in, axd(y) = 0 bulunur. Buradan her
yeR i¢in aRd(y) = (0) elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda a = 0 veya her
yeR igin, d(y) = 0 olur. Dolayisiyla a =0 veya d = 0 bulunur.

Lemma 2.1.2 : R bir asal halka ve p, g, r e R olsun. Her ae R igin, pagar = 0 ise p, q,
r den en az biri sifirdir.

Ispat: Hipotezden a, beR icin a + beR ve buradan p(a + b)q(a + b)r = 0 olur.
Dolayisiyla

0=p(a+b)g(a+b)r =p(aq + bg)(ar + br)

= p(agar + agbr + bgar + babr)
= pagar + pagbr + pbgar + pbgbr

oldugundan ilk ve son terim hipotezden sifir olacagindan dolayi her a,beR igin,
pagbr + pbgar = 0 elde edilir.

pa = 0 ise, pagbr = 0 ve buradan her beR igin, pbgar = 0 yani pRgar = 0 olur. R
halkasinin asal olmasi1 kullanildiginda her ae R igin, p = 0 veya gar = 0 elde edilir.

pa = 0 ise, her teR i¢in, pat = 0 dir. Buradan her teR i¢in, p = 0 veya gatr = 0 yani
p = 0 veya gaRr = 0 olur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her aeR igin, p = 0
veya ga = 0 veya r = 0 elde edilir.

pa = 0 da a yerine aqar alinirsa p(aqgar) = 0 bulunur. Buradan her aeR igin, p = 0
veyar = 0 veya qaqar = 0 olur. qa = 0 da a yerine aqaq alinirsa a€R i¢in, p=0veyar =0
veya gagaq = 0 elde edilir. Kabul edelim kip = 0 ver = 0 olsun. gagaq = 0 da a yerine

a + b alinirsa;
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0=q(a + b)a(a + b)q = g(aq + ba)(aq + ba)
= q(agaq + aghq + bgaq + bgbq)
= gagaq + qagbq + gbgaq + gbghbg
bulunur. Burada ilk ve son terim hipotezden sifir olacagindan dolay1 her a, beR igin,
gagbq + gbgaqg = 0 elde edilir. Burada b yerine aqb alinirsa
0 = gagbqg + gbgaq = gaq(aqb)q + a(agb)gaq
= (gagaq)bg + gagbgaq
olur. Burada ilk terim hipotezden sifir olacagindan her a, beR igin, gaghgagq = 0 elde
edilir. Buradan her aeR icin (gaq)R(gag) = O bulunur. R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda her ae R i¢in, gaq = 0 yani gRq = 0 bulunur. Dolayisiyla g = 0 elde edilir .
Teorem 2.1.3 : R, charR # 2 olan bir asal halka ve dj, d; R nin tiirevi olsun. d;d;
turev ise d; ve d, den en az birisi sifirdir.
ispat : didy tiirev oldugundan her a, beR i¢in, d;dy(ab) = did,(a)b + a didy(b) dir.
Bununla birlikte d; ve d; tiirev oldugundan her a,beR i¢in
didx(ab) = di(dx(ab))
= dy(d2(a)b + ad,(b))
= dy(d2(a)b) + da(adz(b))
= d;dz(a)b + dz(a)di(b) + di(a)dz(b) + ad;d(b)

elde edilir. Birlikte diistiniiliirse

do(2)ds(b) + di(2)da(b) = 0, Va, beR 2.1)

bulunur. (2.1) esitliginde a yerine ce R i¢in, ad;(c) alinirsa
0 = dz(ad:(c))d1(b) + di(ad(c))dz(b)
= (da(@)di(c) + adyds())ch(b) + (di(a)da(c) + adi*(c))da(b)
= da(a)ds1(c)ds(b) + adod1(c)ds(b) + da(a)di(c)dz(b) + adi?(c)dz(b)
= dy(a)di(C)d(b) + da(a)da(c)da(b) + a(dzda(c)da(b) + di*(c)da(b))
elde edilir. Burada figiincii terim (2.1) esitliginde a yerine di(c) alindiginda sifira esit

olacagindan

d2(a)d1(c)di(b) + dy(a)d(C)d2(b) =0, Va, b, ceR (2.2)

olur. Tekrar (2.1) esitliginde a yerine ¢ alinirsa, dp(c)dy(b) + di(c)d2(b) = 0 yani her b, ceR
icin, di(c)da(b) =—dy(c)d1(b) bulunur.
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Bu esitligi (2.2) esitliginde yerine yazilirsa her a, b, ceR igin, dy(a)di(c)di(b) —
di(a)dz(c)di(b) = O olur. Bulunan esitlik sagdan beR igin di(b) parantezine alinirsa her a,
b, ceR igin, (dx(a)di(c) — di(a)dz(c))d1(b) = 0 elde edilir. Burada Lemma 2.1.1 kullanilirsa
d; = 0 veya dy(a)di(c) — di(a)dz(c) =0, Va, ceR bulunur. Kabul edelim ki her a, ceR
i¢in, dx(a)di(c) — di(a)dz(c) = 0 olsun. (2.1) esitliginde b yerine ¢ alinirsa her a, ceR igin,
dz(a)di(c) + di(@)da(c) = 0 olur. Bu iki esitlik toplanirsa 2d,(a)di(c) = 0 ve charR # 2
oldugu kullanilirsa d»(a)d;(c) = 0, V a, ceR elde edilir. Tekrar Lemma 2.1.1 kullanilarak a
yerine da(a) alinirsa d; = 0 veya her aeR igin, dy(a) = 0 bulunur. Buradan d; = 0 veya
dz = 0 elde edilir.
Lemma 2.1.4 : R bir asal halka ve d bir tiirev olsun. Her aeR igin, ad(a) — d(a)a = 0
ise R halkas1 komiitatif veya d = 0 dur.
Ispat : beR icin, hipotezde a yerine a + b alinirsa
0=(a+b)d(a+b)—d(a+b)a+hb)
= (a+b)(d(a) +d(b)) - (d(a) + d(b))(a + b)
=ad(a) + ad(b) + bd(a) + bd(b) — d(a)a —d(a)b — d(b)a — d(b)b
=ad(a) —d(a)a + bd(b) - d(b)b + ad(b) + bd(a) — d(a)b — d(b)a
olur. Hipotezden ad(a) — d(@)a = 0 ve bd(b) - d(b)b = 0 olacagindan her a, beR igin,
ad(b) — d(a)b = d(b)a — bd(a) bulunur. d bir tirev oldugundan her a, beR ig¢in,
d(ab) = ad(b) + d(a)b oldugundan bir 6nceki esitlikte kullanilirsa

2ad(b) = d(b)a — bd(a) + d(ab), V a, beR (2.3)

elde edilir. (2.3) esitliginde b yerine XeR igin, ax alinirsa 2ad(ax) = d(ax)a — (ax)d(a) +
d(a®x) veya 2a(d(a)x + ad(x)) = (d(a)x + ad(x))a — axd(a) + d(@a*)x + a’d(x) ve buradan

a’d(x) = d(a)xa + ad(x)a — axd(a), V a, xeR (2.4)

bulunur. (2.3) esitliginde b yerine XeR igin, xa alimirsa 2ad(xa) = d(xa)a — (xa)d(a) +

d(axa) ve buradan
d(x)a = ad(x)a + axd(a) — d(a)xa, V a, xeR (2.5)

olur. (2.4) ve (2.5) esitlikleri toplanirsa
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a’d(x) + d(x)a? = 2ad(x)a, V a, xeR (2.6)
bulunur. (2.6) esitligi yeniden diizenlenirse
a(d(x)a—ad(x)) = (d(x)a—ad(x))a, Va, xeR (2.7)

olur. (2.7) esitliginde a yerine a + d(x) alinirsa, her a, xeR i¢in, d(x)(d(x)a — ad(x)) =
(d(x)a — ad(x))d(x) elde edilir. d(x) ile belirlenen i¢ tiirevi Igx = [d(x),a] seklinde
tanimlanirsa her a, X e R ig¢in, |2d(x)(a) =0 bulunur.

Kabul edelim ki charR = 2 olsun. Teorem 2.1.3 kullanilarak her a, XeR igin,
lawy(a) = 0 olacagindan 0 = [d(x),a] = d(x)a — ad(x), V a, XxeR bulunur. Buradan her xeR
icin, d(x) € Z elde edilir.

A, a ile belirlenen i¢ tiirevi A = [a,x] ifade etsin. Her xeR igin, ad(x) — d(x)a = 0
oldugundan Ad(x) = 0 dir. Teorem 2.1.3 kullanilarak d = 0 veya A = 0 bulunur. Yanid =0
veya her xe R i¢in, ax — xa = 0 ve buradan d = 0 veya R halkas1 komiitatiftir.

Eger charR = 2 ise (2.6) kullanilarak a’d(x) + d(x)a® = 2ad(x)a ve buradan her a,xe R
icin, a’d(x) = d(x)a® bulunur. Yani d(x), R nin her elemaninin karesi ile komiitatiftir.

R, charR = 2 olan bir asal halka ve e R, R nin her elemaninin Karesi ile komiitatif

olsun.
a’e=ed’, VaeR (2.8)
olur. (2.8) esitliginde a yerine a + b alinirsa (a + b)%e = e(a + b)® ve buradan
(ab + ba)e =e(ab + ba), Va, beR (2.9)
elde edilir. (2.9) esitliginde b yerine e € R icin, ae alinir ve (2.8) esitligi kullanilirsa
aeae = eaea, VaeR (2.10)
olur. (2.9) esitliginde b yerine e alinirsa

ae’ = ¢e’a, VaeR (2.11)

10
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bulunur. Boylece her aeR igin,

(ae + ea)® = (ae + ea)(ae + €a)
= aeae + ae’a + ea’a + eaea
= aeae + eaea + ae’a + ea’a
olur. charR = 2 oldugu ve (2.10) esitligi kullanilarak
(ae + ea)’ = ae’a + ea’a
bulunur. (2.11) ve (2.8) esitlikleri kullanilarak

(ae +ea)’ =0, VaeR (2.12)

elde edilir. Kabul edelim ki x,yeR igin, xy = 0 olsun. (2.9) esitliginden
(xy + yx)e = e(xy + yx) ve kabuliimiizden

yxe = eyx (2.13)

bulunur. xy = 0 ise 0 = xxy = x%y oldugundan (2.13) esitliginden yx’e = yex? olur. (2.8)
esitliginden yx?e = yex® elde edilir. xy = 0 ise

(ye + ey)x? = yex® + eyx’
= yxe + ey
— eyX2 + eyX2
= 2eyx’

ve charR = 2 oldugu kullanilarak
(ve +ey)x’=0 (2.14)

elde edilir. Ayn1 sekilde xy = 0 ise her aeR igin, (ax)y = 0 dir. (2.14) de x yerine ax
alinirsa (ye + ey)(ax)2 =0 ve Lemma 2.1.2 kullanilarak ye + ey = 0 veya x = 0 bulunur.
ye + ey = 0 ise charR = 2 oldugundan ye = ey olur. (ye + ey)(ax)? = 0 esitliginde y yerine
yv alinirsa
0 = (yve + eyv)(ax)’
= (yve + eyv)(ax)(ax)
Lemma 2.1.2 kullanilarak yve + eyv = 0 veya x = 0 elde edilir.

yve + eyv = 0 ise ye = ey oldugu kullanilir ve yeniden diizenlenirse

11
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y(ve + ev) = 0 bulunur. Lemma 2.1.1 kullanilarak y = 0 veya ve + ev =0 dir. ve + ev =0
ise charR = 2 oldugundan her veR i¢in, ve = ev elde edilir. Yanix =0,y =0 veyaeeZ
olur. (2.12) esitliginde 0 = (ae + ea)® = (ae + ea)(ae + ea) dir. x yerine, her acR icin, ae +
ea, y yerine ae + ea alinirsa ac + ea = 0 veya e Z olur. Eger e, R deki her elemanin karesi
ile komiitatif ise her ae R igin, ae + ea = 0 veya e Z dir. (2.8) esitligi kullanilarak her a,
x e R i¢in, ad(x) = d(x)a® ve buradan her xe R i¢in d(x) € Z elde edilir.

Kabul edelim ki beR igin, d(b) = 0 olsun. Kabuliimiizden d(ab) = d(a)b + ad(b) ve
d(ab) € Z oldugundan d(a)b € Z bulunur.

d #0 olsun. Kabuliimiizden d(a) # O olacak bi¢imde 3 a € R vardir. d(a)b € Z
oldugundan her x e R i¢in, d(a)bx = xd(a)b dir. Buradan her xe R igin,

d(a)(bx + xb) = d(a)bx + d(a)xb
= xd(a)b + d(a)xb
= xd(a)b + xd(a)b
= 2xd(a)b
ve charR = 2 oldugundan her xR igin, d(a)(bx + xb) = 0 dir. Eger d(b) = 0 ise her xeR
igin, d(@)(bx + xb) = 0 bulunur. d(@) # 0 oldugunda d(a)eZ ve d(b)= 0 oldugunda beZ
elde edilir.

Her ceR igin, d(c?) = d(c)c + cd(c) dir. d(c)eZ oldugundan her ceR i¢in, d(c?) =
2d(c)c ve charR = 2 oldugundan d(c® = 0 dur. Bir énceki paragraf kullanilarak her ce R
icin, c>e Z elde edilir. > Z ise her ¢, xe R igin, ¢ = xc? dir. Buradan her xe R i¢in, xe Z
olur. Dolayisiyla R halkas1 komiitatiftir.

Lemma 2.1.5 : A bir Lie halkas1 ve I, A nin bir ideali olsun. de A ve her xe1 i¢in
dx.x =0 olsun. O zaman her aeR ve xe I igin, (da.x)x = 0 dir.

ispat : R,, a tarfindan sag arpmayi gostersin. Her ac A ve xel igin d(R;R%) = 0
oldugunu gosterecegiz. Lie halkasi igin Jacobi 6zdesligini Ry = RaRx — RyRa olarak
yazilabilir. I’ nin ideal olmasi kullanilarak her ae A igin, axel ve x + axel bulunur.
dx.x =0 ise (dax)ax = 0 ve (d(x + ax))(x + ax) = 0 dir. Buradan

0 =d(x + ax)(x + ax) = (dx + dax)(x + ax) = (dx)x + (dx)(ax) + (dax)x + d(ax)ax
yani (dx)(ax) + (dax)x = 0 ve buradan her ac A ve xel igin, d(RxRax + RaxRx) = 0
bulunur. Bu ifade yeniden diizenlenecek olursa
0 = d(RyRax + RaxRy) = d(Ry(RaRy — RyRa) + (RaRy — RyR2)Ry) = d(RyRaRy — R34 R4 + RaR%,
— RyRaRy ) yani her acA ve xel i¢in, d(R:R% — R4R,) = 0 ve d(R%) = 0 oldugu

kullanilacak olursa her a€ A ve X e1 igin, d(RaRZX) = 0 bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

12
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Teorem 2.1.6 : R bir asal halka ve d bir tiirev olsun. Her aeR i¢in, ad(a) — d(a)ae Z
olsun. d bir sifir tiirev degil ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : A , R nin tiirevlerinin bir Lie halkas1 olsun ve I, A nin bir ideali olsun ve acR
icin, l; = [a,x] seklinde tanimlanan ig tiirevi igersin. dj, dy€ A igin [d1,d2], A da bir tiirev
carpimini ifade etsin. Kabul edelim ki [(d,1,),ls] = (0) olsun. Lemma 2.1.5 kullanilarak her
xeR, Ixel, aeR igin, [[[d,Ix]la]la] = (0) ve buradan he x,aeR igin, a(ad(x) — d(x)a) —
(ad(x) — d(x)a)a = a’d(x) — ad(x)a — ad(x)a + d(x)a’e Z yani

a’d(x) + d(x)a’— 2ad(x)ac Z, Va, xeR (2.15)

elde edilir. aeR igin (2.15) esitligi kullanilirsa
a(a’d(x) + d(x)a® — 2ad(x)a) = (a’d(x) + d(x)a* — 2ad(x)a)a elde edilir. Bu ifade acilacak
olursa a*d(x) + ad(x)a? — 2a?d(x)a = a’d(x)a + d(x)a® — 2ad(x)a® ve buradan

3ad(x)a® + a’d(x) = 3a%d(x)a + d(x)a®, vV a, xeR (2.16)

elde edilir. Kabul edelim ki charR = 3 olsun. Her aeR igin, (2.16) esitligi a’d(x) = d(x)a’
yani a®d(x) — d(x)a®> = 0 ve buradan 1,°d = (0) olur. Teorem 2.1.3 kullamlarak d = 0 veya
her aeR i¢in, a’eZ elde edilir. Eger her aeR igin, a’eZise hera beR igin, (a + b)3 _as
—b*eZ olur. Bu ifade acilirsa (a + b)* —a®> —b*=(a+b)(a+b)@a+b)—a> —b®=(a®+ab
+ba+b?)@+b)—a® —b*=a®+a’h +aba+ab® + ba’ + bab + b’a+ b*—a® —b?

ve buradan
a’h + aba + ab’® + ba® + bab + b’ac Z, VaeR (2.17)

elde edilir. (2.17) de aeR igin, a yerine —a alinirsa
(-a)’b + (-a)b(-a) + (-a)b? + b(-a)? + b(-a)b + b2 (-a) yani

a’b + aba + ba’— (b%a + bab + ab®), Va, beR (2.18)

elde edilir. (2.17) ve (2.18) esitlikleri toplanirsa her a, beR igin, a’b + aba + ba? e Z elde
edilir. Bu ifadede b yerine ab alnirsa a’b + a’ba + aba’ = a(a’b + aba + ba®) e Z bulunur.
Kabul edelim ki her a, beR i¢in, a’b + aba + ba? = 0 olsun. charR = 3 oldugu kullanilirsa
a(ab — ba) — (ab — ba)a =a’b — aba — aba + ba® = a’h + ba® — 2ab = -ab — 2ab = -3ab = 0

13
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bulunur. Yani her beR icin, 1> = (0) dir. Teorem 2.1.3 kullanilarak R halkasi komiitatif
bulunur. Bu ise ispati tamamlar. Simdi de charR # 3 olsun. (2.16) esitliginde x yerine
acRalinir ve acR icina’eZ oldugu kullanilirsa
3ad(a)a’ + a’d(a) = 3a°d(a)a + d(a)a’® ve buradan
a’d(a) — d(a)a’® = 3a°d(a)a — 3ad(a)a

= 3a(d(a)a —ad(a))a

= 3ad(a)a’ — 3a°d(a)a

= 3ad(a)a’— 3d(a)a’

= 3(ad(a) — d(a)a)a’

yani

a’d(a) — d(a)a®= 3(ad(a) — d(a)a)a’, VaeR (2.19)
elde edilir. Ayrica

(ad(a) - d(a)a)a = ad(a)a - d(a)a’ (2.20)
ve ad(a) — d(a)ae Z oldugundan (ad(a) — d(a)a)a = a(ad(a) — d(a)a)

(ad(2) - d(a)a)a =a’d(a) - ad(a)a (2.21)
olur. (2.20) ve (2.21) esitlikleri toplanirsa

2(ad(a) — d(2)a)a = a’d(a) — ad(a)a (2.22)

elde edilir. (2.16) esitliginde x yerine ad(x) alinirsa
0 = 3ad(ad(x))a? + a*d(ad(x)) — 3a’d(ad(x))a — d(ad(x))a>

=3a(d(a)d(x) + ad(d(x)))a® + a’(d(a)d(x) + ad(d(x))) — 3a%(d(a)d(x) + ad(d(x)))a —
(d(a)d(x) + ad(d(x)))a’

= 3ad(a)d(x)a® + 3a%d*(x)a* + a’d(a)d(x) + a*d?(x) — 3a’d(a)d(x)a — 3a°d*(x)a — d(a)d(x)a’
— ad’(x)a®

= 3a%d?(x)a% + a*d?(x) — 3a°d?(x)a — ad’(x)a® + 3ad(a)d(x)a? + a’d(a)d(x) — 3a’d(a)d(x)a —
d(a)d(x)a®

olur. (2.16) esitliginden 3a’d®(x)a? + a*d*(x) — 3a°d*(x)a — ad®(x)a® = 0 olacagindan

14
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3ad(a)d(x)a? + a’d(a)d(x) — 3a’d(a)d(x)a — d(a)d(x)a®= 0, V a, xeR (2.23)
elde edilir. (2.16) esitligi soldan ac R igin d(a) ile garpilirsa
3d(a)ad(x)a? + d(a)a’d(x) — 3d(a)a’d(x)a—d(a)d(x)a*= 0, V a, xeR (2.24)
elde edilir. (2.23) esitliginde (2.24) esitligi c¢ikartilirsa ve (2.19) ve (2.22) esitlikleri
kullanilirsa her a,xeR i¢in, (ad(a) —d(a)a)(d(x)a® + a’d(x) — 2ad(a)a) = 0 bulunur. Eger
ae R i¢in, ad(a) —d(a)a # O ise asal halkanin merkezi tamlik bolgesi oldugundan
d(x)a + a’d(x) — 2ad(a)a =0, V a, xeR (2.25)
elde edilir. (2.25) esitliginde a€ R i¢in, x yerine ax alinir ve (2.25) esitligi kullanilirsa
0 = d(ax)a’ + a’d(ax) — 2ad(a)a
= (d(a)x + ad(x))a® + a*(d(a)x + ad(x)) — 2a(d(a)x + ad(x))a
= d(a)xa? + ad(x)a® + ad(a)x + a’d(x) — 2ad(a)xa — 2a’d(x)a
= ad(x)a? + a’d(x) — 2a’d(X)a
= a(d(x)a? + a?d(x) — 2ad(a)a)
yani

d(a)xa® + a?d(a)x — 2ad(a)xa = 0, V¥ xeR (2.26)

bulunur. Simdi de (2.25) esitliginde ae R i¢in, X yerine a alimirsa d(a)a’ + a’d(a) — 2ad(a)a

= 0 elde edilir. Bu ifade sagdan x ile ¢arpilirsa

d(a)a® + a’d(a)x — 2ad(a)ax = 0, VxeR (2.27)
bulunur. (2.26) esitliginden (2.27) esitligi ¢ikartilirsa

d(a)(xa® — a’x) — 2ad(a)(xa—ax) =0, VxeR (2.28)

elde edilir. (2.28) esitliginde ae R i¢in, x yerine ax alinirsa

15
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d(a)a(xa® — a’x) — 2ad(a)a(xa—ax) = 0, V xeR (2.29)
bulunur. (2.28) esitligini ae R igin, soldan a ile garparsak
ad(a)(xa® — a’x) — 2a°d(a)(xa—ax) = 0, V¥ xeR (2.30)

elde edilir. (2.30) esitliginden (2.29) esitligi ¢ikartilir ve ad(a) — d(a)aeZ oldugu
kullanilirsa

ad(a) — d(a)a(xa® — a®x — 2a(xa — ax)) = 0 bulunur. ad(a) — d(a)a = O ise
xa’ —a’x —2a(xa—ax) =0, V xeR (2.31)

elde edilir. Boylece 0 = xa® — a®x — 2a(xa — ax) = xa’ — a®X — 2axa + 2a’x = xa? + a’x — axa
— axa bulunur. Yani a(ax — xa) = (ax — xa)a ve buradan I,> = (0) bulunur. Teorem 2.1.3
kullanilarak a€Z veya charR #2 oldugundan ad(a) = d(a)a elde edilir. Sonug olarak
charR # 2 oldugunda da her aeR igin, ad(a) = d(a)a ve Lemma 2.1.4 kullanilarak ispat
tamamlanir.

Simdi de charR = 2 olsun. (2.31) esitliginden her aeR igin, ad(a) = d(a)a veya a’c Z
dir. Eger acR icin, ad(a) = d(a)a ise a’cZ veya a° = 0 dir. Eger a®> = 0 ise 0 = d(@?) =
d(aa) = d(a)a + ad(a) bu ise ad(a) # d(a)a olmasi ¢elisir. Kabul edelim ki x e R olsun. ad(a)
nin x° ile komiitatif oldugunu gosterelim. a’e Z oldugundan (2.21) den (axa)’eZ veya
(axa)d(axa) = d(axa)axa dir. Eger (axa)’eZ ise (axa)(axa) = axa’xa = a’(ax’a)eZ ve
buradan ax?ae Z dir. a® = 0 ise a’ax’a = a’x’a’e Z olur. Eger x*¢ Z ise xd(x) = d(x)x ve
(axa)d(axa) = d(axa)(axa) dir. Sonra (axa)d(axa) = (axa)(d(a)xa + ad(xa)) = (axa)(d(a)xa +
ad(x)a + axd(a)) olur. O halde (axa)(d(a)xa + ad(x)a + axd(a)) = (d(a)xa + ad(x)a +
axd(a))axa ve buradan axad(a)xa + axa’d(x)a + axa’xd(a) = d(a)xa’xa + ad(x)a’xa +
axd(a)axa bulur. a?e Z ve xd(x) + d(x)x = 0 ve ad(a) + d(a)ae Z oldugu kullanilirsa
0 = ax(ad(a) + d(a)a)xa + (a(xd(x) + d(x)x)a + ax’d(a) + d(a)x*a)a’ = (ad(a) + d(a)a)ax’a +
(ax’d(a) + d(a)x’a)a® olur. Eger a, sag sifir bolen degil ise ve ad(a) + d(a)aeZ oldugu
kullanilirsa
0 = ((ad(a) + d(a)a)ax® + (ax’d(a) + d(a)x?a)a)a = ax*(ad(a) + d(a)a) + (ax’d(a) + d(a)x%a)a
= ax’ad(a) + ax’d(a)a + ax’d(a)a + d(a)x?a® = ax®ad(a) + d(a)x’a® + 2ax’d(a)a elde edilir.
charR = 2 oldugu kullamlirsa ax’ad(a) + d(a)x’a® = 0 olur. a’e Z ve a, sol sifir bélen degil
ise
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0 = ax?ad(a) + d(a)x’a® = ax®ad(a) + a’d(a)x* = a(x?ad(a) + ad(a)x?) ve buradan xR icin,
x?ad(a) + ad(a)x® = 0 bulunur. Bdylece her xeR icin, ad(a) = d(a)a olur. Lemma 2.1.4
kullanilarak a*>e Z ve ad(a) e Z veya ad(a) = d(a)a bulunur. a, sifir bolen olmadigindan her

aeR i¢in Lemma 2.1.4 kullanilarak R halkas1 komiitatif bulunur.
2.2 1. N. Herstein, A Note on Derivations

Teorem 2.2.1 : R bir halka, d® # 0 olacak sekilde d, R nin bir tiirevi olsun. Bu
durumda A, her reR igin, d(r) tarafindan iiretilen R nin alt halkasi, R nin sifirdan farkli bir
idealini kapsar.

ispat : d(R) = {d(r) | reR} dir. d®* # 0 ve d(R)cA oldugundan d*(A) # 0 dur.
Ciinkii her aeR i¢in, d*(a) = 0 almirsa d*(a) = d(d’(a)) = d(0) = 0 olmasiyla celisir.

Kabul edelim ki ye A i¢in, d*(y) = 0 olsun. d(xy) e A ise d(xy) = d(x)y + xd(y) ve y,
d(x) € A olduklar1 kullanilirsa, A alt halka oldugundan her x € R i¢in, xd(y) € A olur. Yani
Rd(y) c A bulunur. Benzer sekilde d(yx) € A oldugundan her xeR i¢in d(y)xe A dir. Yani
d(y)R c A elde edilir.

rseR i¢in d(rd(y)s) € A dur.

d(rd(y)s) = d(r)d(y)s + rd(d(y)s)
= d(nd(y)s + r(d(d(y))s + d(y)d(s))
= d(r)d(y)s + rd*(y)s + rd(y)d(s)
rd(y), d(y)se A oldugundan her r,seR icin rd*(y)seA elde edilir. Yani Rd*(y)RcA
bulunur.reR i¢in, rd(y) € R dir. Buradan d(rd(y)) € A olur.

d(rd(y)) = d(r)d(y) + rd(y) ve buradan d(r)d(y) € A ve A nin alt halka olmasindan her
reR i¢in rd’(y) € A bulunur. Yani Rd?(y) c A elde edilir. Benzer sekilde d*(y)R < A olur.

Rd*(yY)RcA, diy)RcA ve Rd’(y)cA oldugundan R nin ideali A da d*(y)
tarafindan tiretilir. Bu ise teoremin ispatin1 tamamlar.

Teorem 2.2.2 : R bir asal halka , 0 # d tiirev ve charR # 2 olsun. Her X, yeR i¢in,
d(x)d(y) = d(y)d(x) ise R halkas1 komditatifitr.

Ispat : Her xeR igin, A, d(x) ile iiretilen R, nin alt halkas: olsun. Her x, yeR igin
d(x)d(y) = d(y)d(x) oldugundan A halkas1 komiitatiftir. ac A ve XeR icin, axeR
oldugundan d(ax) € A olur. Dolayisiyla d(ax) = d(a)x + ad(x) oldugundan d(a)x + ad(x) e A
bulunur. be A igin, 0 = bd(ax) — d(ax)b = d(a)(bx — x b) = d(a)[b,x] olur. Eger Az Z ise
d(A) = (0) ve her xeR icin, d(x)eA ise d(R)cA bulunur. O halde d*(R)=d(A) = (0)
oldugundan her x € R i¢in d*(x) = 0 elde edilir.
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Bu ifadede yeR igin x yerine xy almir ve her xeR i¢in, d%(x) = 0 oldugu kullanilirsa
0 = d*(xy) = d(d(xy)) = d(d(x)y + xd(y)) = d(d(x)y) + d(xd(y)) = d*(x) + 2d(x)d(y) + d*(y)
= 2d(x)d(y) bulunur. charR # 2 oldugundan her x,y € R i¢in d(x)d(y) = 0 elde edilir. Her
x e R igin, d(x)d(R) = (0) oldugundan Lemma 2.1.1 den her XxeR i¢in, d(x) =0veyad =0
olur. Dolayisiyla d = 0 elde edilir. Fakat bu d # 0 olmasi ile geligir. O halde A cZ dir.
AcZve d(R) cA oldugundan d(R) = Z oldugundan R halkas1 komiitatiftir.

2.3 1. N. Herstein, A Note on Derivations |1

Teorem 2.3.1 : R bir asal halka ve 0 # d, R nin tiirevi ve her Xxe R, ae R i¢in,
ad(x) = d(x)a olsun. Eger charR # 2 ise ac Z dir.
Ispat : Kabul edelim ki a¢Z olsun. Hipotezden her x,yeR icin, ad(xy) = d(xy)a
olur. Buradan ad(xy) — d(xy)a = 0 yani her x,yeR i¢in, [a,d(xy)] = 0 elde edilir. d(xy) =
d(x)y + xd(y) oldugu kullanilirsa [a,d(xy)] = [a, d(X)y + xd(y)] = 0 bulunur. Buradan
0 =a(d(x)y + xd(y)) — (d(x)y + xd(y))a
=ad(x)y + axd(y) — d(x)ya — xd(y)a
= d(x)ay — d(x)ya + axd(y) — xad(y)
= d(x)(ay - ya) + (ax - xa)d(y)

yani

d(x)[a,y] + [a,x]d(y) =0, VXx,yeR (2.32)

elde edilir. yeR igin, ay = ya ve buradan ay — ya = 0 yani [a,y] = 0 olur. [a,y] = 0
oldugundan (2.32) esitliginden her X e R i¢in, [a,x]d(y) = 0 olur. Dolayisiyla re R igin
[a,xr]d(y) = 0 bulunur.

0 = [a,xr]d(y) = x[a,r]d(y) + [a.x]rd(y)
ve buradan [a,r] = 0 oldugundan her X, reR i¢in, [a,x]rd(y) = O yani her xeR ig¢in,
[a,X]Rd(y) = O bulunur. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda her xeR igin, [a,x] = 0
veya yeR igin, d(y) = 0 ve buradan acZ veya yeR i¢in d(y) = 0 elde edilir. agZ
oldugundan d(y) = O bulunur. Yani yeR i¢in ay = ya ise d(y) = 0 bulunur.
Cr(a) = {yeR | ya =ay } olsun. Her xeR i¢in ad(x) = d(x)a oldugundan d(x) € Cr(a) dur.
Buradan her xeR i¢in ad(x) = d(x)a oldugundan d(d(x)) = O dir. Yani her xeR i¢in
d?(x) = 0 ve buradan d? = 0 elde edilir. Teorem 2.1.3 kullanilarak d = 0 bulunur. Bu ise

d # 0 olmasiyla gelisir. Buradan a € Z elde edilir.
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24 P.H. LeeveT. K. Lee, On Derivations of Prime Rings

Bu makalede R, charR#2 olan bir halka olmak lizere d bir tirev ve halkanin
merkezi Z olarak ifade edilmistir.
Teorem 2.4.1 : d #(0), R asal halkasinin bir tiirevi ve charR # 2 olsun. Buna gore
aeRi¢in, [a,d(R)]c Z ise ae Z dir.
ispat : acR icin, @® eR dir. Dolaysiyla hipotezden [a,d(a®)]€Z olur. Bu ifade
diizenlenirse
[2,d(2")] = [a,d(a)a + ad(a)]
= [a,d(a)a] + [a,ad(a)]
= d(a)[a,a] + [a,d(a)]a + a[a,d(a)] + [a,a]d(a)
= [a,d(a)]a + a[a,d(a)]
bulunur. Hipotezden [a,d(a)] € Z oldugu i¢in [a,d(a)]a + a[a,d(a)] = a[a,d(a)] + a[a,d(a)] =
2a[a,d(a)] € Z olur. Onerme 1.14 kullamilarak a[a,d(a)]€Z bulunur. Ote yandan Onerme
1.15 kullanilirsa [a,d(a)] = 0 veya a< Z elde edilir.
Eger acZ ise [a,d(a)] = ad(a) — d(a)a = ad(a) — ad(a) = 0 olur. Yani her iki
durumda da [a,d(a)] = 0 bulunur.
[a,X] € R oldugu i¢in hipotez kullanilacak olursa [a,d([a,x])] € Z elde edilir. O halde
[a,d([a,x])] = [a,d(ax) — d(xa)] = [a,d(a)x + ad(x) — d(x)a — xd(a)]
= [a,d(a)x — xd(a) + ad(x) — d(x)a]
= [a,[d(a).x] + [a,d(x)]]
= [a,[d(a).x]] + [a,[a,d(x)]]
olur. Hipotezden her xeR i¢in [a,d(x)]€Z dir. Dolayisiyla Onerme 1.13 kullanilarak
[a,[a,d(x)]] = O bulunur. Yani her xR i¢in [a,[d(a),x]] € Z dolayisiyla [a,[d(a),R]] = Z olur.
aeR i¢in, x yerine ax alinir ve [a,d(a)] = 0 oldugu kullanilirsa,
[a,[d(a),ax]] = [a, ([d(a),a]x + a[d(a) x])]
= [a [d(@).a]x] + [a, a[d(a),x] ]
=[aald(a),x]]
= [aa][d(a).x] + a[a,[d(a) x]]
= a[a,[d(a).x]]
bulunur. Buradan a[a,[d(a),x]] € Z bulunur. Oneme 1.15 kullanilarak [a,[d(a),x]] = 0 veya

ae Z elde edilir.
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Eger ac Z ise Onerme 1.13 den [a,[d(a),x]] = 0 olur. Dolayisiyla her iki kosulda da
[a,[d(a),x]] = O bulunur. Yani her xeR i¢in [a,[d(a),x]] = 0 olur. Buradan [a,[d(a),R]] = 0
olur.

a tarafindan belirlenen i¢ tiirev I3(x) = [a,x] ve d(a) tarafindan belirlenen i¢ tiirev
la@)(x) = [d(a),x] seklinde tanimlanirsa [a,[d(a),x]] = Ia(la@)(X)) = (0) olur. Buradan

lald@a) = O bulunur. Teorem 2.1.3 den I, = 0 veya lq@ = 0 olur.

Eger I, = 0 ise her xe R i¢in, 0 = [a,Xx] = ax — xa ve buradan ax = xa olur. Buradan
her x e R i¢in a€ Z bulunur. Bdylece ispat biter.

Eger Iy = 0 ise her xeR i¢in 0 = [d(a),x] = d(a)x —xd(a) ve buradan her xeR
icin d(@)x = xd(a) yani d(a) e Z bulunur. xeR i¢in, axe R ve hipotezden [a,d(ax)] e Z dir.
Bu ifade acilir ve d(a) € Z oldugu kullanilirsa

[a,d(a)x + ad(x)] = [a,d(a)x] + [a,ad(x)]

= d(a)[ax] + [a,d(a)]x + a[a,d(x)] + [a,a]d(x)

olur. Onerme 1.13 den

d(@)[a,x] +a[a,d(x)] € Z (2.33)

bulunur. Yani,
a(d(a)[a.x] + a[a,d(x)]) = (d(a)[a,x] + a[a,d(x)])a

= ad(a)[a,x] + a’[a,d(x)]

=d(a)[a,x]a + a[a,d(x)]a
olur. [a,d(X)]eZ oldugundan ad(a)[a.x] + a’[a,d(x)] = d(a)[a,x]a + a’[a,d(x)] buradan
ad(a)[a,x] = d(a)[a,x]a olur. [a,d(a)] = 0 oldugundan dolay1 0 = ad(a) — d(a)a ve buradan
ad(a) = d(a)a bulunur. Yani d(a)a[a,x] = d(a)[a,x]a = d(a)a[a,x] — d(a)[a,x]a = O olur.
Buradan d(a)(a[a,x] - [a,x]a) = d(a)[a,[a,x]] = O elde edilir.

Eger d(a) = O ise, her xe R igin, [a,[a,X]] = O bulunur. Yani I,(la(x)) = 0
oldugundan I;l, = 0 olur. Teorem 2.1.3 den I, = 0 veya I, = 0 dir. O halde 1, = 0 bulunur.
Buradan her xeR igin [a,x] = 0 olur. Dolayisiyla ae Z elde edilir. Boylece ispat biter.

Eger d(a) = 0 ise d(a)[a,x] + a[a,d(x)]eZ esitliginde ilk terim sifira esit olur.
Buradan a[a,d(x)] € Z bulunur. Onerme 1.15 den ae Z veya her xeR igin, [a,d(x)] = 0 olur.

Eger ac Z ise ispat biter.

Eger her xeR igin, [a,d(X)] = 0 ise Teorem 2.3.1 den aeZ olur. Bu ise ispati

tamamlar.
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Teorem 2.4.2 :d # (0), R asal halkasinin bir tiirevi ve charR # 2 olsun. Buna gore
[d(R),d(R) ] < Zise R halkasi komutatiftir.

Ispat : [d(R),d(R) ] < Z olsun. Teorem 2.4.1 den d(R) < Z bulunur. O halde
X,y €R igin, d(xy) = d(X)y + xd(y) € Z olur. Yani x(d(x)y + xd(y)) = (d(x)y + xd(y))x olur.
Dolayistyla xd(x)y + x%d(y) = d(X)yx + xd(y)x bulunur.

d(x), d(y)eZ oldugundan d(x)xy + x°d(y) = d(x)yx + x?d(y) buradan d(x)xy =
d(x)yx olur. Yani 0 = d(x)xy — d(X)yx = d(X)(xy - yx) = d(x)[x,y] bulunur. Her x,yeR ve
reR igin, rd(X)[x,y] = 0 olur.

d(x) e Z oldugundan her reR i¢in, 0 = d(x)r[x,y] = d(X)R[X,y], R halkasinin asal
olmasi kullanildiginda d(x) = 0 veya her ye R i¢in [X,y] = 0 bulunur.

Eger x e R i¢in, d(x) = 0 ise x e kerd bulunur.

Eger [x,y] =0 ise xe Z olur.

Yani xekerd veya xeZ elde edilir. Dolayisiyla x e kerd\u Z bulunur. Yani R < kerduZ
olur.

Ote yandan kerd ve Z, R nin alt grubu oldugundan dolay1 kerd  Z< R bulunur.
Buradan R = kerdu Z olur. Brauer’s Trick den R = kerd veya R = Z olur.

Eger R =kerd ise d(R) = (0) ve buradan d = 0 bulunur. Bu ise d # 0 olmasi ile
celisir. O zaman R # kerd olmalidir. Yani R = Z olur. Buradan R halkas1 komiitatif
bulunur.

Teorem 2.4.3 : d # 0, R asal halkasinin bir tiirevi ve charR# 2 olsun. Buna gore,
d*(R) < Z ise R halkasi komiitatiftir.
ispat : x,y € Rigin, [x,y] €R ve hipotezden d*([x,y])  Z dir. O halde
d*(Ix.y]) = d*(xy) — d*(yx)
= d(d(xy)) — d(d(yx))
= d(d(x)y + xd(y)) — d(d(y)x + yd(x))
= d(d(x)y) + d(xd(y)) — d(d(y)x) — d(yd(x))
= dX(x)y +d()d(y) + d(d(y) + xd(y) — d*(y)x — d(y)d(x) - d(y)d(x) - yd*(x)
olur. X, y € R igin, d*(x), d*(y) €Z oldugu icin 2(d(x)d(y) — d(y)d(x)) = 2[d(x),d(y)] € Z
bulunur.
Onerme 1.14 den [d(x),d(y)] € Z olur. Yani her X, yeR i¢in [d(R),d(R)] < Z bulunur.
charR # 2 ve Teorem 2.4.2 kullanildiginda R halkas1 komiitatif bulunur.
Teorem 244 : 0 # di, 0 # d, R asal halkasinin birer tiirevleri ve charR # 2

olsun. Buna gore d;d>(R) < Z ise R halkasi komiitatiftir.
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Ispat : x, yeR icin, [x,y] € R dir. Hipotezden d1d,([x,y]) € R olur. O halde
dada([x,y]) = d1d2(Xy - yX)
= d1da(xy) — d1d2(yX)
= di(d2(X)y + xdz(y)) — da(d2(y)x + yda(x))
= di(d2(x)y) + di(Xxda(y)) — di(d2(y)x) — di(yd2(x))
= didx(X)y + da(xX)di(y) + di(X)d2(y) + Xdida(y) — dida(y)x — da(y)di(X) —
di1(y)d2(X) — ydid2(X)
= dida(X)y — ydida(x) + da(x)di(y) — di(y)da(x) + di(x)d2(y) — da(y)di(x) +
xdida(y) - dida(y)x
= [did2(X) , y] + [d2(X) , di(y)] + [di(X) , d2(y)] + [X,d1d2(Y)]
olur. Hipotez ve Onerme 1.13 kullanilarak her X, y e R icin [da(X), d1(y)] + [d1(x),d2(y)] € Z
bulunur. y yerine da(y) alinirsa [da(x), di(d2(y))] + [di(x), d2*(y)] € Z elde edilir. Hipotezde
d1d2(R) = Z oldugundan dolay1 birinci terim Onerme 1.13 den sifira esit olur ve her X, yeR
icin [dy(X) , d2?(y)] €Z bulunur. Yani [di(R) , d-?(R)] = Z elde edilir. Dolayisiyla
—[d22(R) , di(R)]<Z olur. Yani [d-*(R) , di(R)]=Z bulunur. Teorem 2.4.1 kullanilarak
dzz(R) c Z ve Teorem 2.4.3 kullanilarak R halkasi komiitatif bulunur.
Teorem 2.4.5: d # 0, R asal halkasinin bir tiirevi ve charR # 2 olsun. Buna gére
her xeR igin, [x,d(X)] € Z ise R halkas1 komiitatiftir.
Ispat : Hipotezden [x,d(x)]€Z oldugundan her X, yeR igin, [x+y,d(x+y)]eZ
bulunur. Yani
[X +y,d(x) +d(y)] = (x + y)(d(x) +d(y)) - (d(x) + d(y)(x +y)
= xd(x) + xd(y) + yd(x) + yd(y) — d(x)x — d(x)y — d(y)x — d(y)y
= xd(x) — d(x)x + yd(y) — d(y)y + xd(y) — d(y)x + yd(x) — d(x)y
= [x,d0] + [y.d(y)] + [x,d(y)] + [y,d(x)]
bulunur. Hipotezden [x,d(X)]€Z ve [y,d(y)] € Z oldugundan [x,d(x)] + [y,d(y)] €Z olur.
Buradan her x, ye R ig¢in, [X,d(y)] + [y,d(x)] € Z bulunur.
y yerine [X,y] alinirsa,
[, d(Dx.yDI + [[x.y1,d()1 = [x,d(xy-yx)] + [[x,y].d(x)]
= [x,d(xy) — d(yx)] + [[x,y].d(x)]
= [x,d(x)y + xd(y) — d(y)x — yd(x)] + [[x,y].d(x)]
= [x,d(x)y — yd(x)] + [x,xd(y) — d(y)x] — [d(x),[x.y]]

= [x,d(x)y — yd(x)] + [x.xd(y) — d(y)x] + [d(x).[y.x]] Z
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olur. Yani,

[x,d(x)y — yd(x)] + [x.xd(y) — d(y)x] + [d(x).[y.x]]€ Z (2.34)

olarak bulunur
Ote yandan Jacobi esitliginden [x,[d(x),y]] + [d(x),[y.x]] + [y,[x,d(x)]] = O dir. O
halde

[x.[d0). 1T + [d(x), [y x1] = Ly, [x,d(x)]] (2.35)

(2.34) esitligini [x,[d(X),y]] + [X,[x,d(¥)]] + [d(X),[y.X]] € Z seklinde yazip (2.18) esitligi
kullanilarak [x,[x,d(y)]] — [y.[x,d(X)]]1 € Z elde edilir. Ote yandan [x,d(x)] € Z oldugu i¢in
Onerme 1.13 kullamlarak [y,[x,d(x)]] = 0 bulunur. Yani [x,[x,d(y)]] € Z elde edilir.

x yerine X + d(y) alinirsa [x + d(y),[x + d(y),d(y)]] € Z olur. Dolayistyla,

[x +d(y),[x + d(y),d(y)]] = [ x + d(y), [ x,d(y)] + [d(y).d(y)] ]
=[x, IxdW)I] + [d(y).[x,d(V)]] € Z bulunur.

[X,[x,d(Y)]] € Z oldugundan [d(y),[x,d(y)]] € Z olur. Dolayisiyla —[d(y),[d(y),X]]€ Z ve
buradan [d(y),[d(y).X]] € Z bulunur. d(y) tarafindan belirlenen i¢ tiirevi Iyy)(X) = [d(y).X]
seklinde tanimlanirsa [d(y),[d(y),x]] = law)(lay)(X)) € Z dir. Yani her X € R igin Id(y)z(x) eZ
bulunur. O halde her yeR igin lyy’(R) < Z elde edilir. Teorem 2.4.3 kullanilarak R

halkas1 komiitatif bulunur.
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III. BOLUM
ASAL HALKALARDA (o ,7) TUREVLER

Bu boliimde (o, 7 ) tiirevli asal halkalarda halkaninin hangi sartlar altinda komditatif

oldugu incelenmistir.

3.1 N. Aydin ve K. Kaya, Some Generalizations in Prime Rings With (o ,7)-

Derivation

Bu makalede , R bir asal halka, (0) = U bir ideal, charR=2ve0 # d:R—>R
(o, 7)-tiirev olarak alinmistir.

Lemma 3.1.1 : U, R nin sag ideali ve d(U) = (0) ise d = 0 dur.

Ispat : Hipotezden her ue U, xeR igin, d(ux) = 0 dur.

0 =d(ux) =d(u) o (x) + 7 (u)d(x) dir. Hipotezden ue U i¢in d(u) = 0 oldugundan her
ue U, xeR igin 7 (u)d(x) = 0 elde edilir. Lemma 2.1.1 den 7z (U) = (0) veya d = 0 bulunur.
7 (U) # (0) ideal oldugundan d = 0 olur.

Lemma3.1.2:0-d, (o,7)-tirev ve U sag ideal olmak tizere d(U) — Z ise R halkasi
komiuitatiftir.

Ispat : Her u, ve U ve xeR igin d(uv) € Z ve hipotezden d(U) = Z oldugundan
[x,d(uv)] = 0 olur. Bu ifadeyi agar ve d(U) — Z oldugu kullanilarak
0 = [x,d(uv)] = [x,d(u) o (u) + 7 ()d(v)] = [x,d(u) o (U)] + [X, 7 (W)d(V)] = [x,d(W)] o (V) +
d(u)x,o ()] + [x,7 (U)]d(V) + 7 (U)[x,d(v)]

ve buradan

du)[x,o (V)] +d(V)[X,7 (u)] =0, VXxeR, YuveU (3.1)

elde edilir. (3.1) esitliginde v e U igin x yerine x ¢ (v) alinirsa

0=d(u)xo (v),o (V] +d(V)[xo (v),z ()] =du)x,o (v), o (V)] +dV)X[o(v) 7 (u)] +
[x, 7 (W)]o (V)

elde edilir. (3.1) esitligi kullanilirsa her xe R ve her u, ve U igin d(v)x[ o (V),7 (u)] =0
yani her u, ve U i¢in d(v)R[ o (V), 7 (u)] = (0) bulunur. R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda her ue U i¢in d(v) = 0 veya her u, ve U i¢in [ o (V), 7 (u)] = O elde edilir.
K={veU|d(v)=0}veL={veU| o (v), 7 (U)] =0, VueU} kiimelerini tanimlayalim.
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U = KuL dir. Brauer Trick ten U = K veya U = L elde dilir. Eger U = K ise buradan d =0

bulunur. Ancak d # 0 oldugundan U = K ve buradan U = L bulunur. Yani

[0(v),z()]=0, Vuveu (3.2)

elde edilir. (3.2) esitliginde we U icin v yerine v o (7 (w)) alinir ve (3.2) esitligi
kullanilirsa her u,v,w € U i¢in
0=[o(vo™(z W),z W]=[o WMz W),7W]=[oMz W)z W]+ oMW,z
= oMWz W),z W] = o)z (wu])
bulunur. (0) # o (U), R nin ideali oldugundan her u, v, we U i¢in 7 ([w,u]) =0 ve
buradan U ideali komiitatif bulunur. Herstein (1976)’ den R halkas1 komiitatiftir. Bu ise
ispat1 tamamlar.

Lemma 3.1.3 : (0) = U, R nin bir ideali ve ae R olsun. ad(U) = 0 veya (d(U)a = 0)
isea=0veyad=0 dir.

Ispat : Hipotezden ue U, xeR i¢in ad(ux) = 0 dir

0 = ad(ux) = ad(u) o (x) + az (u)d(x)
Hipotezden ad(u) = 0 olacagindan her ue U, xe R igin az (u)d(x) = 0 olur. Yani her xeR
icin az (U)d(x) = 0 bulunur. (0) # 7 (U), R nin bir ideali ve R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda a = 0 veya d = 0 elde edilir.

Lemma3.1l4:d;: R—>R (o,7)-tiirev ve d; : R—R bir tiirev olsun. d;d»(R) =0 ise
d; =0veyad, =0 dir.

Ispat : Kabul edelim ki d; # 0 olsun. Hipotezden her x, ye R igin d;d,(xy) = 0 dir.

0 = d1d2(xy) = du(d2(y) + xd2(Yy))

= dida(x) o (y) + 7 (d2(X))da(y) + du(X) o (da(y)) + 7 (x)d1da(y)

burada birinci ve dordiincii terimler hipotezden sifira esit olacagindan

7 (d2(x))da(y) +d1 (x) o (d2(y)) = 0 yani
7 (d2(x))da(y) == di (X) o (d(y)), VX, yeR (3.3)
elde edilir. (3.3) esitliginde x yerine X € R i¢in, dy(X) alinirsa

7 (d2(d2(x)))d1(y) = —d1 (d1(X)) o (d2(y)) olur. Burada esitligin sag tarafi hipotezden
sifira esit olacagindan her X, yeR igin 7 (d2%(x))d1(y) = 0 bulunur.
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Lemma 3.1.3 den her xe R igin 7 (d2%(x)) = 0 veya d; = 0 dir. Kabuliimiizden d; # 0
oldugundan her x e R i¢in, 7 (d2%(x)) = 0 olur. Buradan

d,?(x) =0, VxeR (3.4)

elde edilir. (3.3) esitliginde x yerine Z € R i¢in, Xdy(z) alinirsa
0 = 7 (d2(x))d1(y) + d1 (x) o (d2(y))
= 7 (da(xd2(2)))d1(y) + di (Xd2(2)) o (d2(y))
= 7 (d2(X)d2(z) + xd2(d2(2)))d1(y) + (di(x) o (d2(2)) + 7 (x)d2(d2(2))) o (da(y))
burada (3.4) esitligi ve hipotezden 7 (d2(X)) 7 (d2(2))d1(y) + di(X) o (d2(2)) o (d2(y)) =0
olur. (3.3) esitliginden — 7 (d2(X))d1(z) o (d2(y)) + di(X) o (d2(2)) o (d2(y)) =0
ve yine (3.3) esitliginden her x, yeR igin
0 = day(x) o (d2(2)) o (da(y)) + di(x) o (d2(2)) o (d2(y)) = 2 di(X) o (d2(2)) o (d2(y)) elde
edilir. charR # 2 oldugundan her X, yeR i¢in di(X) o (d2(2)) o (d2(y)) = 0 olur. Lemma
3.1.3dend; =0 veya hery, zeR i¢in dy(z) d(y) = 0 elde edilir. d; # 0 olmasindan hery,
zeR igin dy(z) da(y) = 0 olur. Tekrar Lemma 3.1.3 kullanilarak d, = 0 bulunur.
Teorem 3.1.5:0 = d, (o, 7)-tiirev, U bir ideal ve aeR olsun. [d(U),a] & .+ =0 ise
aeZdir.
Ispat : u, ve U i¢in hipotezden [d(uv),a] & 7 = 0 dur.
0=[duv)ale,r =[du)o (v) + z (Wd(V)alo.7
= (d(W) o (v) + 7 (u)d(v))o (@) —7 (@)(d(u)o (v) + 7 (u)d(v))
=d(u)o (V)o (a) + 7 (u)d(v) o (a) —7 (@)d(u) o (v) — 7 (a) 7 (u)d(V)
hipotezden d(u) o (a) = 7 (a)d(u) oldugundan
0=du)( o()o@-o@ao(v)+(r(u)z(@)- 7 (@)z (u))dv)

ve buradan

d(u)(o ([v,a])) + (7 ([u,a])d(v) =0, Yu,veU (3.5)

elde edilir. (3.5) esitliginde v yerine va alinirsa

0=d(u)(o ([va.al)) + (7 ([u.al)d(va)
=d(u)o([v.ala+v[aa]) + 7 ([ua])(d(v) o (a) + 7 (v)d(a))

= (d(u) o ([v.a]) + 7 ([u,a)d(v)) o () + 7 ([u,a]) = (v)d(a)
(3.6) esitliginden
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0= 7 ([ua])r (v)d(a), Vu,veU
= 7 ([u,a])r (V)d(a), YueU

elde edilir. (0)# 7 (U), R nin bir ideali ve R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her
ueU, aeR igin, 7 ([u,a]) = 0 veya aeR i¢in d(a) = 0 dir. 7, 1-1 oldugundan her ue U,
aeR i¢in [u,a] = 0 veya aeR i¢in d(a) = 0 dir. Eger her ue U ig¢in, [u,a] = O ise Herstein
(1976)’ den a€ Z bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar. Eger d(a) = 0 ise her ue U igin
d([u,a]) = d(ua —au) = d(ua) —d(au) = d(u) o (8)+ 7 (u)d(a) — d(a) o (u) — 7 (a)d(u)

= d(u) o (a) —7 (a)d(u) — (d(a) o (u) — 7 (u)d(a))

=[dW)alo,r —[d@)u]o, 7
elde edilir. Burada ilk terim hipotezden ve ikinci terim kabuliimiizden sifira esit

olacagindan her ue U igin, [d(u),a] & 7 =0 yani

[d(U).al o,z =(0) (3.6)

bulunur. (3.5) esitliginde we U igin, v yerine vw alinirsa

0 =d(u)(o (lvw.a])) + (z ([u.al)d(vw)
=d(u) o ([v.alw+viw,a]) + 7 ([ua])(d(v) o (W)+z (v)d(w))
=do([val)o W) +du)o([v.al) o ([w.a]) + z ([u.al)d(v) o (W) + 7 ([u,a]) 7 (v)d(w)
=duo (V) o ([wa]) + 7 ([ual]) z (Vdw) +{d(u) o ([v.a]) + 7 ([u.a])d(V)} o (W)

elde edilir. Burada son terim (3.5) esitliginden sifira esit olacagindan

diu)o (v)o ([w,a]) + 7 ([u,a]) z (v)d(w) =0, Yu,vweU (3.7)

olur. (3.7) esitliginde weR ig¢in, w yerine [w,a] aliir ve (3.6) esitligi kullanilirsa her
u,veU i¢in,
0=d(u)o(v)o ([[w.al.a]) + 7 ([ua]) z (vV)d([w,a])

=d(u)o (v) o ([[w.al.a])

=d(u) o (U)o ([[w.al.a])
elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her ue U i¢in, d(u)=0 veya her we U
icin, [a,Ja,w]] = O olur. d(u) # O oldugundan [a,[a,U]] = (0) bulunur. aeR igin,
la(X) = [a,x], a tarafindan belirlenen bir i¢ tiirev olsun. [a,[a,U]] = (0) ise buradan
1.>(U) = (0) bulunur. Teorem 2.1.3 den I, = (0) yani [a,U] = (0) ve buradan ae Z elde edilir.

Bu ise ispat1 tamamlar.
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Teorem 3.16 : 0 # d, (o,7)-tirev ve (0) = U, R nin bir ideali olsun.
[d(U),d(U)] 5.7 = (0) ise R halkas1 komiitatiftir.
Ispat : Teorem 3.1.5 kullanilarak d(U)cZ ve Lemma 3.1.2 kullanilarak R halkasi
komiitatif bulunur.
Lemma 3.1.7 : 0 # d, (o, 7 )-tirev ve (0) # U, R nin bir ideali olsun. aeR igin
ad(U)cC s 7 ise a =0 veya R halkasi1 komiitatiftir.
Ispat : Kabul edelim ki a= 0 olsun. ac Z oldugunu gosterelim. Yine kabul edelim ki
agZ veb=7(a) olsun. Her ue U, a, beR i¢in ad(ub)eC s 7 oldugundan
0 = [ad(ub).b] &, = [ad(u) o' (b) + az (u)d(b).b] & .=
= (ad(u) o (b) + az (u)d(b)) o (b) — 7 (b)(ad(u) o (b) + az (u)d(b))
=ad(u) o (b) o (b) +az (u)d(b) o (b) — 7 (b)ad(u) o (b) — 7 (b)ar (u)d(b)
=ar (u)d(b) o (b) — 7 (b)ad(u) o (b)

ve buradan
[az (u)d(b),b] 5.7 =0, YueU (3.8)

elde edilir. (3.8) esitliginde ve U i¢in, u yerine 7 (d(v))u alinirsa
[az (7 (d(v))u)d(b),b] & 7 =0 ve buradan

[ad(V) 7 (U)d(b),b] & 7 =0, VuveU (3.9)

olur. (3.8) esitliginde we U igin, u yerine uz “(ad(v))w alinir ve (3.9) esitligi kullamlacak
olursa
0=[ar (ur *(ad(v))w)d(b),b] & . 7

= [az (u)ad(v) 7 (W)d(b).b] &

=ar (u)ad(v) r (w)d(b) o (b) — 7 (b)az (u)ad(v) z (w)d(b)
elde edilir. Bu esitlige arz (u)z (b)ad(v) z (w)d(b) eklenip ¢ikartilir ve (3.9) esitligi
kullanilarak
0=ar (u)(ad(v) r (w)d(b) o (b) — 7 (b)ad(v) z (w)d(b)) + [az (u), 7 (b)]ad(v) z (w)d(b)

=ar (u)[ad(v) 7 (W)d(b),b] o,z +[az (u), 7 (b)]Jad(v) 7 (w)d(b)
ve boylece [az (u), 7 (b)]ad(v)z (w)d(b) = 0 elde edilir. b = 7 "}(a) olmasindan her u, ve U
i¢in, [a7 (u),a]ad(v) = (U)d(b) = (0) bulunur. (0) # z (U), R nin bir ideali oldugundan ve
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R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her u, ve U igin, [az (u),a]ad(v) = 0 veya d(b) =0
ve buradan ad(v)e C s ¢ veya d(b) = 0 elde edilir. Buradan her ueU i¢in [a7 (u),a] = 0
veya her ve U igin ad(v) = 0 veya d(b) = 0 olur. Eger her ve U i¢in [a7 (u),a] =0 ise ve U
i¢in u yerine uv alinir ve [a7 (u),a] = 0 oldugu kullanilirsa

O=[ar (u)z (v),a] =[ar (u),a]z (v) +az (u)[z (v),a] =az (u)[ 7 (v),a]

buradan her veU i¢in, ar (U)[7 (v),a] = (0) elde edilir. R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda a = 0 veya her ve U igin, [7 (v),a] = 0 bulunur. a # 0 oldugu kullanilirsa
her ve U igin, [z (v),a] = 0 yani [z (U),a] = (0) ve Herstein (1976)’ den ac Z elde edilir.
Ancak bu ag¢ Z olmasi ile gelisir. Eger her ve U igin, ad(v)e U ise Lemma 3.1.3 den a=0
veya d=0 olur. a# 0 oldugundan d = 0 bulunur. Fakat d # 0 olmasindan d(b) = O elde
edilir. b = 7 %(a) oldugundan esitligin her iki tarafina r uygulanir ve z nun 1-1 oldugu
kullanilirsa 7 (b) = a bulunur. Buradan her ue U igin,

d(bu) = d(b) o (u) + 7 (b)d(u) = ad(u)
elde edilir. ad(u) e C 5, r oldugundan her ue U i¢in, d(bu) e C & 7 elde edilir.

Bir diger taraftan hipotezden her ue U i¢in, ad(bu) e C 5 ¢ olacagindan Lee ve Lee
(1981)’ den d(bu) = 0 ve buradan her ueU igin, 0 = d(bu) = ad(u) elde edilir. Lemma
3.1.3dena=0veyad=0olur. Buisea # 0ved # 0 olmasi ile gelisir. O halde ac Z dir.
Buradan ae Z ve ad(u) e C 5 7 bulunur. Her xe R ve ue U igin, ad(u) o (X) = 7 (x)ad(u) ve
buradan 0 # a€Z oldugundan her ue U, xeR igin, [d(u),X] & . = 0 ve Teorem 3.1.5 den
R halkas1 komiitatif bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 3.1.8 : 0 # d, R’nin (o, 7 )-tiirevi olsun. aeR i¢in, [d(R),alc r cCo ¢
ise ae Z dir.

ispat : Kabul edelim ki agZ olsun. Hipotezden acR icin, [d(a).alc .z € Co .z
olur. Buradan

[d@).ale 7 =[d@) o @) + 7 (@d@.al o,
=d(@)o(a)o (a) + 7 (a)d(@) o (a) — 7 (a)d(a) o (a) + 7 (a) 7 (a)d(a)
7 (a)(d(a) o (a) - 7 (a)d(a))+(d(a) o (a) — 7 (a)d(a)) o (a)
r(@[d@).alo,r +[d(@).a]o .7z o (a)
elde edilir. Hipotezden aeR i¢in, [d(a),a] &, € C 5,7 oldugundan
[d@)a]o.r = r@[d@).alo 7 + 7 (A[d@).8] o,z =27 ()[d(@).a] o,
bulunur. CharR # 2 oldugundan 7 (a)[d(a),a] s, €Co ¢ olur. Buradan aeR igin,

7 (a)e ZveyaaeR igin, [d(a),a] o 7 = 0 elde edilir. ag Z oldugundan
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[d(@).a],z =0 (3.10)

bulunur. Bir diger taraftan hipotezden aeR i¢in, [d(R),a]l .7 <Co,r oldugundan xeR
i¢in, [d([a,X]),a] o,z € Co, 7z olur. Buradan
[d(fax]).al o, = [d(ax) —d(xa).a] o, 7

=[d@x).alo,r —[d(xa).a] o 7

=[d@ o (x) + z (@d(x).al o,z —[d(X) o (a) + 7 (X)d(a).a] o,

= [d@o(x) + r@dx)o(@) - r@d@ox) + z@dX)] -
[([d(x) o (a) + 7 (X)d(a)) o (a) — 7 (a)(d(X) o (a)+ 7 (X)d(@))]

= ({d@ocXx)-r(xd@)o(@ - r@UW@ocK) -7(x)d@) -
(d(x) o (@) o (a) - 7 (a)d(x) o (a) —7 (a)d(X) o (a) + 7 (a) 7 (a)d(X))

=[[d@.x] o .z alo.r —[[dX).alo .z .al o ¢

elde edilir. [d(xX),a] &, € Co ¢ oldugundan [[d(X),a] 5,7 ,a] o, = 0 olacagindan

[[d@X] 6.7 aloc.r €Co.r,VXeR (3.12)

elde edilir. (3.11) esitliginde x yerine ax alinir ve (3.8) esitligi kullanilacak olursa
[[d@).ax] 0.7 alo,z = [z (@)[d(@)X] o,z +[d(@).a] o,z o (X) alo, 7
=[z@[d@)X] o,z alo,r +[[d@).a] .,z o(X) alo, 7
elde edilir. Burada ikinci ifade (3.10) esitliginden sifira esit olacagindan her x e R igin,

[z (8)[d(a),X] .7 @]l o .7 = 0 elde edilir. Bu ifade diizenlenecek olursa
[z @[d@).X] 0.7 alo.z = r(@I[d@)X] 0.7 alc.7 +[7(a),7 (@)]d@)X] o7
yani

t@[d@X] o.ralo,r €Co 7, VXeR (3.12)

bulunur. Lee ve Lee (1981)’ den 7 (a)eZ veya [[d(d),X] o .7 @l .z = 0 elde edilir. agZ

oldugundan

[[d@).X] .7 alc.r =0, VXeR (3.13)

elde edilir. (3.13) esitliginde
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x[y.zll o,z +[[X2] o.zY] 0.z —[[XY] o.7.2] o,z =0 ve (11) esitligi uygulanacak
olursa [d(a).[x,a]] o,z *+ [[d@)a] o,z X] o,z — [[d@)X] o,z 2] o,z = 0 bulunur.
Burada ikinci ifade (3.10) esitliginden ve figiincii terim (3.13) esitliginden sifira esit

olacagindan

[d(@).[ax]] 6,z =0, VxeR (3.14)

elde edilir. a tarafindan belirlenen i¢ tiirevi I3(X) = [a,x] ve d(a) tarafindan (o, 7 )-tlirevi
la@)(X) = [d(@),X] o,z seklinde tanimlansin. (3.14) esitliginden her XxeR igin, lgg)la(X) =
(0) elde edilir. Lemma 3.1.4 den lg@m) = (0) veya her xeR igin, l5(x) = (0) bulunur. Buradan
d(@)eC o 7 veyaaeZelde edilir. ag Z oldugundan d(a)e C & 7 bulunur.
Bir diger taraftan hipotezden [d(R),a] 5 + ©C o ¢ oldugundan xR i¢in,
[d(@x),a] .7 €Co.,r olur. Bu ifade diizenlenecek olursa ve d(a)eCqs ¢ oldugu
kullanilarak
[d(ax).al o,z = [d(a) o (x) + 7 (8)d(X).al o, 7
=d@) o (X)o (x) + 7 (a)d(x)o (a) — 7 (a)d(a) o (x) — 7 (a) 7 (a)d(x)
= d(@)(o (xa) — o (ax)) + 7 (a)(d(x) o (a) - 7 (a)d(x))

ve buradan

[d@x).alo .z =d@ o ([xa]) + 7 @[d(x).a]l 0.z €Co 7, ¥VXeR (3.15)

elde edilir. aeR igin, (3.15) esitligi ve d(@)eCqs 7 Ve [d(X),a] o.7r €Co ¢ oldugu
kullanilarak
0=[d@o([xa])+ 7 @[d(x)al o7 .8l o7
= (d(@) o ([x,a]) + 7 (a)[d(x),a] o,7)o (a) - 7 (@)(d(a) o ([x.a]) + 7 (@)[d(X).a] &,7)
=d(@) o ([xa]o(a) +7 ([d(x),a]o,7) o (a) — 7 (a)d(a) o ([x.a]) - 7 (8) 7 (A)[d(X).a]l &, 7
=d(@) o ([x.a]a) + 7 ([d(x).a] o,r o (a) —d(a) o (a[x,a]) - 7 ()[d(X).a] o,z
= d(a)(o ([x.ala—a[x,a]))
=d(@)(o ([x.ala)
bulunur. Lee ve Lee (1981)” den d(a) = 0 veya her xe R i¢in, [a,[a,x]] = O elde edilir. Eger
her xeR ig¢in, [a,[a,X]] = O ise Herstein (1976)’ den acZ olur. Bu ise ag Z olmasi ile
celisir. O halde d(a) = 0 dir. d(a) = 0 oldugundan (3.15) esitliginden her xeR igin

7 (a)[d(x),a] & 7 €C o rolur.
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[d(xX),a] o .7 €Co 7 oldugundan Lee ve Lee (1981)’ den 7 (a)eZ veya [d(X),a] .7 =0
olur. Yine ag¢ Z oldugundan [d(x),a] o, = 0 ve Teorem 3.1.5 den aeZ bu da yine ag Z
olmasi ile gelisir. O halde a€ Z bulunur.

Teorem 3.1.9: 0 # d, R’nin (o, 7 )-tlirevi olsun. Eger [d(R),dR)] 6.7 <cCos .1
ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : Lemma 3.1.8 kullanilarak d(R)cZ ve Lemma 3.1.2 kullanilarak R halkasi

komiitatif bulunur.

3.2 M. Ashraf, N. Rehman, On (o, 7 )-Derivations in Prime Rings

Bu makalede R, 2-torsion free asal halka ve o, 7 : R—R otomorfizm olarak
alinmistir.
Lemma 3.2.1 : R, 2-torsion free asal halka ve (0) = I, R nin bir ideali olsun. d*(1) =
(0) ve d, o ve 7 ile komiitatif ise d = 0 dur.
ispat : Her x eI i¢in, kabiiliimiizden d’(x) = 0 dur. x yerine y € R i¢in xy alinir, d*(l) =
(0) ve d nin o ve 7 ile komiitatif oldugu kullanilirsa
0 = d*(xy) = d(d(xy)) = d(d(x) o (y) + 7 (X)d(y)) = d(d(x) o (¥)) + d(7 (x)d(y)) =
d* () o X(y) + 7 (d())d( () + d(7 () & (d(y)) + 7 *(x)d*(y) = 27 (d(x)) o (d(y)
elde edilir. R, 2-torsion free asal halka oldugundan her x, ye I i¢in, 7 (d(X)) o (d(y)) =0
bulunur. Esitligin her iki tarafina & ™ uygulanir ve & nun 1-1 oldugu kullanilirsa her x,
yeligin o (7 (d(x)))d(y) = 0 ve Lemma 3.1.3 kullamlarak d = 0 veya o (7 (d(x))) = 0
bulunur. Eger d = 0 ise ispat biter. Eger her x eI i¢in, o (7 (d(x))) = 0 ise her xe I i¢in,
d(x) = 0 olur. reR igin x yerine xr alinir ve d(x) = 0 oldugu kullanilirsa 0 = d(xr) =
d(x) o (r) + 7 (X)d(r) ve buradan 7 (x)d(r) = 0 olur. Esitligin her iki tarafina 7 ! uygulamr
ve 7 nun 1-1 oldugu kullanilirsa her x e I, re R icin, 17 (d(r)) = (0) elde edilir. R
halkasinin asal olmasi kullanildiginda her re R i¢in 7 *(d(r)) = 0 ve buradan d = 0 bulunur.
Bu ise ispatt tamamlar.
Teorem 3.2.2 : R, 2-torsion free asal halka olsun. Her xe R i¢in d: R—R, (o,7)
tirev ve [d(X),X] o,z =0 olsun. d = 0 veya R halkas1 komiitatiftir.
Ispat: B(.,.) : RxR — R
xy) — [dX)ylo.r + [dY)Xlo.z, VxyeR olsun. B
simetriktir. Yani;
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Bx,y) =[d(X).y] o,z +[dY)X] 5.7
=[dW)X] o,z +[dX)Y] o .«
=B(y.x)
olur. X,y,zeR i¢in
B(xy,z) =[d(xy).y] o,z +[d@).xy] &7
=[dX)o(y) + 7 ()dy).z] o,z + 7 (X) [d@).Y] 0.z — [d@2).X] o,z o (Y)
=(dX)o(y) + = (Xd(y)) o (2) - 7 ()dX)o (y) + 7 (X)d(y)) +
r(X)(d@) o (y) - 7 (¥)d(2)) + (d(z) o () — 7 (x)d(2)) o (y)
= dX)oy)o(2) + t(X)dy)o(2) - (@dX)o(y) - 7(@)7(X)dly) +
r(X)d(@) o (y) - 7 (X) 7 (y)d(2) +d(z) o (X) o (y) — = (X)d(y) o (¥)
olur. Bu denkleme d(x) o (z) o (y) ve 7 (X) 7 (z)d(y) eklenip ¢ikartilirsa
B(xy.z) =d(X)o(y)o(2) + 7 X)d(y)o (2) - 7(2)d(X)o(y) - 7(2)z (x)d(y) +
t(X)d@)o(y) - ()7 (@) + dZ)o(x) o(y) - £ (X)dy) o(y) + dX)o(@)o(y) -
dX)o(2) o(y) + 7 (X)7 (2)d(y) - 7 (x) 7 (2)d(y)
=([dX¥)o (@) - 7(2)d(x) +d(2)o(x)- 7(X)d@)o(y) + 7 (X)(d(y)o(2) -
7(2)d(y) +d(z)o (y) — (V@) +dX)o(Y)o(2) - dX)o(2)o(y) + 7 (X)7 (2)d(y) -
7 (2) 7 (x)d(y)

B(xy.z) =B(x,2) o (y) + z(X)B(y.2) +d(x) o (Iy.z]) + z ([x.z])d(y) , VXxy.z eR  (3.16)

elde edilir. Her x e R igin f(x) = B(x,x) olsun.
f(x) = B(xx) =[d(X).X] o,z +[d(X).X] .7
= 2[d(X).X] .7 , VXeR bulunur. Bu esitlikte yeR igin x yerine x + y
alinirsa
Bx+y)=2[dx+y)x+y] 0.7

=2[d(x) +d(y). x+V¥] 0.7

=2[dX¥)X] o,z +2[dy).X] .z + 2[d(X).Y] o,z +2[d(Y)Y] o,z
olur. B(x,y) = [d(X),Y] & .z +[d(Y)X] o, 7 Ve f(X) = 2[d(X),X] & 7 oldugu kullanilirsa

f(x +y) =f(x) + f(y) + 2B(Xx,y), VX,y €R (3.17)

bulunur. Hipotezden [d(x),X] &,z = 0 oldugundan
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f(x) =0, VxeR (3.18)

elde edilir. (3.17) esitliginde (3.18) esitligi distiniiliirse 2B(x,y) = 0 bulunur. R, 2-torsion
free asal halka oldugundan her X, y € R i¢in B(x,y) = 0 olur. y yerine Xe R i¢in, xy alinirsa
0=B(xxy) =[d(X).xy] o,z +[d(xy)X] o.7
=t (AX)Ylo.r - [dX)X]lo.z o(y) + [dX)o (y) +  (X)dY)X] o, 7
=7z ()[dX).Ylo .- [dX) Xl o,z o (Y)+ [dX) o (Y) X]o,z + [z (X)dY) Xl o, 7
= (X Ylo.z - [dX)X]lo.z a(y) + 7(MAW).Ylo.z + dX)[o(y),
o]+ [dX)Xlo .z o(y) + r(X)dY)XIo .z + [z (X), 7 (X)]d(y)
elde edilir. Hipotezden her xeR igin, [d(X),X] 5,7 oldugu kullanlirsa
0=7)dX)Ylo .z +dX)[o(y), o ()] + z(X)dy)X]o. 7
=z (([dX).Yl o,z + [dY)X]o,7) +dX)[o (y), o (X)]
bulunur. ([d(X),Ylo .z + [d(Y).X]&.z) = 0 oldugu kullanilirsa son denklemde ilk ifade
sifira esit olacagindan
0=d(X)[o(y), o (X)]
=dX)[o [xyD], Vxy eR

elde edilir. Son esitlikte o™ uygulanir ve ¢ nun otomorfizma oldugu kullanlirsa

0= o (d()[o [xyD])
= oM d(x))[x,y], ¥X, yeR bulunur. Bu denklemde y yerine yz
alinirsa
0= o (d(x)xyz]
= o H(d())([x.Y]z + y[x.2])
= o H(dx)[xylz + o H(d(X)yIx.Z]
= o Hd(X)y[x,z], Vx,y,z €R
= o Hd(X)R[x,z], Y x,y €R
olur. R halkasmin asal olmasi kullanildiginda xe R i¢in, o *(d(x)) = 0 veya her ze R igin,
[X,z] = 0 bulunur. R toplamsal grubu iki toplamsal alt grup ile olusur.
A={xeR| o *(d(x)) =0} ve B ={ xeR|[x,z] =0, ¥ zeR} olur. Brauer Trick’den R = A
veya R = B bulunur.
Eger R = A ise her xeR i¢in o *(d(x)) = 0 dur. Her iki tarafa o uygulanir ve o nun
otomorfizma oldugu kullanilirsa d(x) = 0, V xeR ve buradan d = 0 elde edilir. Boylece

ispat tamamlanur.
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Eger R =B ise [x,z] =0, V zeR ve buradan R halkasinin komiitatif oldugu bulunur.
Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 3.2.3 : R, 2-torsion free asal halka ve (0) = I, R nin bir ideali olsun. d, her X,
yeligin [d(x),d(y)] = 0 sartin1 saglayan ve o, 7 ile komiitatif olan (o, 7 )-tlirev olsun. O
zaman d = 0 veya R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : Hipotezden

[d(X).d(y)] =0, Vx,yel (3.19)

(3.19) esitliginde y yerine xy alinirsa
0 = [d(x),d(xy)]
= [d(x).d(x) o (y) + 7 (x)d(¥)]
=d(x)(d(x) o (y) + 7 (x)d(y)) - (d(x) o (y) + 7 (x)d(y))d(x)
=d(Xx)(d(x) o (y) - o (y)d(x)) + (d(x) 7 (x) - = (x)d(y))d(y)
=d()[d(x), o (Y] + [d(x), 7 (x)]d(y), Vx,yel
elde edilir. reR igin y yerine yr alinirsa
0 =d(X)[d(x), o (y) o (] +[d(x), 7 (x)]d(yr)
=dX)[d(x), o W]o () + o (YId(X), o (O] +[d(x), 7 ()](d(y) o () +7 (y)d())
= dX)[d(x), oW]o(r) + dx)o (YIdx),o (] + [d(x),7 ()]d(y) o () + [d(x),
7 (x)] 7 (y)d(r)
= ([dX)[d(x), o (] + [d(x), 7 (X¥)]d(y)) o (1) + d(x) o (N[A(X), o (N] + [d(x), 7 (X)]
7 (y)d()
ve buradan

d(x) o (Y)[d(X),o (N] + [d(X),z (X)] = (Y)d(r) =0, VXx,yel, reR (3.20)

bulunur. (3.20) esitliginde r yerine o (d(z)), zeI almur ve d ve o nun komiitatif oldugu
kullanilirsa
0=d(x)o [ dX), o (o ([d@)N] + [d(x),z ()] 7 ()d(o ([d2)))
=d(¥) o (Y)[ d(x), d(2)] + [d(x), z (¥)] 7 (Y)d(o *([d(@)))
= [d(x),z ()] 7 () o (d*(2), Vx.y.zel
elde edilir. seR i¢in y yerine y z "*(s) alinirsa
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0=[d(X),7 (917 (yz (s)) o (d*(2))
=[d(X), 7 ()] (y)so Y(d*(2)), Vx,y,zel, VseR
= [d(X), 7 ()] 7 ()R o (d*(2))
bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda X, yel i¢in, [d(X),7 (X)] 7 (y) = O veya
zelicin o (d%(z)) =0 olur.

Eger her zeR icin, o™ (d%z)) = 0 ise her iki tarafa o uygulanir ve o nun
otomorfizma oldugu kullanilirsa her zel i¢in, d*(z) bulunur. Lemma 3.2.1 kullanilarak
d = 0 bulunur. Boylece ispat tamamlanir.

Eger [d(x),7 (X)]7 (y) = 0, VX, yel ise esitligin her iki tarafina 7 * uygulanir ve
7’ nun otomorfizma oldugu kullanilirsa

0= 7([d(x), 7 (] 7 (¥)
7 H[d(X), 7 ()Y, ¥ Xx.ye
7 ([, 7 (N

bulunur. I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her

xeligin 7 *([d(X),7 (X)] = 0 veya I = 0 elde edilir. I sifirdan farkli oldugundan dolay: her
xel i¢in 7 ([d(X), 7 (x)] = 0 bulunur. Bu esitlikte her iki tarafa 7 uygulanir ve 7 nun

otomorfizma oldugu kullanilirsa

[d(x), 7 ()] =0, ¥ xel (3.21)

elde edilir.
(3.21) esitliginde x yerine x + y alinirsa
0=[d(x+y),z (x+Y)]
= [d(x) + d(y), 7 (x) +7 (¥)]
= [d(x), 7 (x) +7 ()] + [d(y), 7 (x) +7 (¥)]
= [d(x), 7 ()] + [d(x), 7 (V)] + [d(y), z ()] +[d(y), 7 (V)]
elde edilir. (3.21) esitligi kullanilarak

[d(),z (V] + [d(y). 7 ()] =0, Vxyel (3.22)

bulunur. (3.22) esitliginde y yerine xy alinir ve (3.22) esitligi kullanilirsa
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0 =[d(x), 7 (xy)] + [d(xy), z (x)]

=[d(x),z ()7 (V)] + [d(X) o (y), 7 (X)d(y), 7 (x)]

=[d(x),z ()7 (V)] + [d(x) o (y), 7 (¥)] + [z (x)d(y), 7 (X)]

= [d(x), 7 ()] 7 (y) + 7 ()[A(X), 7 (Y)] + [d(x), 7 (X)] o (y) +dX)[o(y),
()] + [z (%), 7 (¥)]d(y) + 7 ([d(y), 7 (X)]

= 7 ()([d(x), 7 (W] + [d(y), = ()] +dX)[o (y). 7 (X)]

=d(X)[o (y).7 ()], Vxyel
elde edilir. Bazi rieR igin y yerine yo (1) almr ve d(X)[o (y),7 (x)] = 0 oldugu

kullanilirsa

0=d)[o (yo (), z (X)]
=dX)[o (Y 7 (X)]
=dX)[o (y).7 (IrL + o (Y)[r. 7 (X)]
=dX)[o (y), 7 ()IrL + d(x) o (Y)[r1, 7 (X)]
=d(x)o (Y)[r1, 7 (X)], Vxyel, rneR
bulunur. Esitligin her iki tarafina o 1 uygulanir ve o nun otomorfizma oldugu kullanilirsa
0= o (dX) o (y)lr,7 (1)
ot [dX)yo ™ ([rnz (D), ¥xyel, reR
o ([d)le™ ([r, 7z (¥)]), Vxel, rneR

elde edilir. (0) # I, R nin ideali oldugundan her bir x €I i¢in, d(X) = 0 veya her r;eR igin,

[r1, 7 ()] =0, bulunur.

R toplamsal grubu iki toplamsal alt grup ile olusur. A = {x €| d(x) = 0} ve
B={xel|[r,z (X)] =0, VrieR} olur. . Brauer Trick’den R = A veya R = B bulunur.
Eger I = A ise her xe T i¢in d(x) = 0 bulunur. s; eR i¢in x yerine xs; alinirsa
0 = d(xs1) = d(X) o (s1) +7 (X)d(s1) bulunur. d(x) = 0 oldugu kullanilirsa her xel igin,
7 (X)d(s1) = 0 elde edilir. Esitligin her iki tarafina 7 * uygulanir ve ¢ nun otomorfizma
oldugu kullanilirsa 0 = x 7 (d(s1)) = I 7 }(d(s1)), ¥V xeR
bulunur. (0) # I, R nin ideali oldugundan her s;eR igin, 7 (d(s1)) = 0 ve buradan d = 0
elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar

Eger I = B ise her xel i¢in 7 (X)eZ(R) ve buradan her xel i¢in xeZ(R) yani
IcZ(R) elde edilir. (0) # I, R nin ideali ve IcZ(R) oldugundan Lemma 3.1.2 den R

halkas1 komiitatiftir. Bu ise ispati tamamlar.
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Teorem 3.2.4 : R, 2-torsion free asal halka ve (0) # I, R nin bir ideali olsun, Her
X,y €ligin, R, 0#d, (o,7) tirevini igersin. d, 7 ile komiitatif ve d(xy) = d(yx) sart1
saglansin. O zaman R halkas1 komiitatiftir.
Ispat : celigin, d(c) = 0 ve zeI olsun. Kabuliimiizden d(cz) = d(zc) bulunur. Bu
ifade yeniden diizenlenirse d(c) o (z) + 7 (c)d(z) = d(z) o (c) + 7 (z)d(c) bulunur. d(c) =0
oldugu kullanilirsa her cel i¢in, 7 (c)d(z) = d(z) o (c) elde edilir. Her bir x,yel igin,

[X,y] € I oldugundan son ifadede ¢ yerine [x,y] alinirsa

7 ([X,yDd(z) =d(z) o ([x,y]), VXy,zel (3.23)

bulunur.  Her bir x,yel igin, d(xy) = d(yX) oldugu kullanilir ve bu ifade yeniden
diizenlenirse

d(x)o (y) + 7 (X)d(y) =d(y) o (x) + 7 (y)d(x)

d(x) o (y) — 7 (y)d(x) = d(y) o (x) - 7 (x)d(y)
ve buradan

[dX).Y] o,z =[d(Y).X] .7 . VXyel (3.24)

elde edilir. (3.24) esitliginde x €I i¢in, X yerine x? alinir ve (9) esitligi kullanilirsa
[dO6AY] o7 =[dW).X] o 7
[d(X) o () + 7 (0dX).Y] o,z = [dY)X] o 7
dXx)o(x)o(y) + z(x)d(x)o(y) - z(NdX) o (x) — 7 ()7 (X)dXx) = 7 (X)[d(y).x]o 7 +
[dY)X]lo .z o (X)

dx)o (x) o (y) + 7 (x)d(x) o (y) - 7 (Y)dX) o (x) = 7 (y) 7 (x)d(x) = 7 (x)(d(y) o (X)
— 7 (d(y)) + (d(y) o (x) - 7 (x)d(y)) o (X)

dx)o (x)o(y) + 7 (x)dXx)o (y) - 7 (y)d(x)o (x) — 7 (y) 7 (x)d(x) = 7 (x)d(y) o (X)
— 7 (X) 7 (X)d(y) +d(y) o (x)o (x) - 7 (x)d(y) o (X)
yanl

d(x) o ([x,y]) + = ([x,yDd(x) =0, Vx,yel (3.25)

elde edilir. (3.25) esitliginde (3.23) esitligi kullanilirsa her X,y el igin, 27 ([X,y])d(x) = 0

elde edilir. R halkasinin 2-torsion free asal halka olmas1 kullanildiginda
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7 ([x,yDd(x) =0, Vx,yel (3.26)

bulunur. (3.26) esitliginde y yerine yz aliir, (3.26) esitligi ve hipotezden d ile 7 nun
komiitatif oldugu kullanilirsa
0= 7 ([x,yz])d(x)

= 7 ([xyD) 7 (2)d(x) + 7 (y) 7 ([x,z])d(x)

= 7 ([xyDd(x) 7 (2) + 7 (y) 7 ([x.z])d(x)
()7 ([X,z])d(x) = 0 ve 7 ([x,yDd(X)7 (z) = O elde edilir. Son esitlikte d ve 7z nun
komiitatif oldugu kullanilirsa 7 ([X,y])d(X) 7 (z) = 0 bulunur. Bu esitligin her iki tarafina
vt uygulanir ve 7 nun otomorfizma oldugu kullanilirsa

0=[xylzz 1 (d(x)), Vxy,zeR
=[xyl 1 ([d(X), VxyeR
bulunur. (0) = I, R nin bir ideali oldugundan ve R halkasinin asal halka olmasi
kullanildiginda [x,y]l = 0 veya 7 ™ (d(x)) = 0 elde edilir. | toplamsal grubu iki toplamsal alt
grup ile olusur. A = { xel|[xy]l =0, Vyel }ve B={xel| 1 (d(x)) =0, ¥xel }olur.
Brauer Trick’den I = A veya I = B bulunur.
Eger I = B ise her xel igin, 7 * (d(x)) = 0 olur. Esitligin her iki tarafina z uygulanir

ve 7 nun otomorfizma oldugu kullanilirsa her X el i¢in d(X) = O bulunur. Son esitlikte x
yerine xr almir ve d(x) = 0 oldugu kullanilirsa her xel igin, 0 = d(xr) = d(X)o () +
7 (X)d(r) = 7 (x)d(r) bulunur. Bulunan bu son esitligin her iki tarafina = * uygulanir ve 7
nun otomorfizma oldugu kullanilirsa her xeTigin, 0= x7z (d(r)) = Iz *(d(r)) elde edilir.
(0) # I, R nin bir ideali ve R halkasinin asal olmasindan 7 *(d(r)) = 0 bulunur. Her reR
icin yapilabileceginden d = 0 bulunur. Kabuliimiizden d # 0 olmasindan | = A bulunur.
Yani her x,y el i¢in, [X,y]l = 0 olur. 1, R nin sifirdan farkl: bir ideali ve R halkasinin asal
olmasindan her Xx,yel igin, [X,y] = 0 bulunur. Herstein (1976)’ den R halkasi komiitatif
olur.

Teorem 3.2.5 : R, 2-torsion free asal halka ve o ve 7, R nin otomorfizmi olsun.
di ve dy, R nin iki (o,7) tirevi ve dijo = ody , diz = 7dy, oo = ody, dor =7d;
olmak tizere d;d»(R) = 0 ise d; = 0 veya d;, = 0 olur.

Ispat : Kabul edelim ki d; # 0 olsun. Kabuliimiizden

dido(x) =0, VxR (3.27)
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olur. (3.27) esitliginde x yerine xy alinir, (3.27) esitligi ve d; ile over nun komiitatif
oldugu kullanilirsa her X,y € R igin,
0 = dida(xy) = dy(d2(x) o (y) + 7 (X)d2(Y))
= dy(d2(X) o (y)) + da(7 (x)da(Y))
= dida(x) o *(y) + 7 (d2(x))chi (o (¥)) + da(7 (X)) & (da(¥)) +7 *(x)acla(y)
= 7 (d2(x)) o (du(y)) + 7 (do(X)) o (d2 (y))
elde edilir. Son esitlikte x yerine 7 *(dy(x)) alnr ve (3.27) esitligi kullamlirsa her x,yeR
icin
0= 7 (do(7 (d2(¥)))) o (du(y)) + 7 (ci(7 *(da(x)))) & (d2 ()
= d*(x) o (da(y)) + duda(x) o (da(y))
=d*(x) o (da(y))
bulunur. Esitligin her iki tarafina o 1 uygulanir ve o nun otomorfizma oldugu kullanilirsa
her x,yeR igin, o (d’(x))di(y) = O elde edilir. Lemma 3.1.3 den her xeR igin,
o 1(d2*(x)) = 0 veya d; = 0 elde edilir. Her xeR igin, o ™*(d;’(x)) = 0 ise esitligin her iki
tarafina o uygulanir ve o nun otomorfizma oldugu kullanilirsa her xeR igin, d2*(x) = 0
elde edilir. Son esitlikte x yerine xy alinir, dzz(R) =0 ved, ile o ve v nun komiitatif
oldugu kullanilirsa her X,y R i¢in,
0 = dy*(xy) = da(da(xy))
= dy(da(x) o (y) +7 (X)da(y))
= da(da(x) o (y) +d2(7 (X)da(y))
d2*(x) & *(y) + 7 (d2(x))dz( o (¥)) + da(7 (X)) & (da(¥)) + 7 *(X)c2*(Y)
7 (d2(x))d2(0 (¥)) + 7 (d2(X)) o (d(y))
=27 (d2(x)) o (d(y))
bulunur. R asal halkasinin 2-torsion free olmasi kullanildiginda her X,yeR igin,

7 (d2(X)) o (da(y)) = 0 elde edilir. Son esitlikte y yerine o (y) alinirsa
0= 7 (d2(X)) o (do( o (¥)))
= 7 (d2(x))d2(y), VX, yeR
bulunur. Lemma 3.1.3 kullanilarak her xeR igin, 7 (dz(x)) = 0 veya d; = 0 elde edilir.
Eger d, = 0 ise ispat tamamlanur.
Eger her xeR igin, 7 (d(x)) = 0 ise 7 nun otomorfizma olmasi kullanilarak d; = 0

bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.
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3.3 N. Aydin, A Note on (o, 7 )- Derivations in Prime Rings

Bu makalede R, 2-torsion free asal halka ve o, 7 : R—R otomorfizm olarak
alimustir.

Lemma 3.3.1 : R, 2-torsion free asal halka ve d : R—R sifirdan farkli R nin bir
(o,7) tirevi ve h : R—R sifirdan farkli bir tirev olsun. dh(R)cC s 7 ise R halkasi
komiitatiftir.

Ispat : x,yeR i¢in, dh([x,y]) e C & ¢ olur.
dh([x,y]) = d(h(xy-yx)) = d(h(xy) — h(yx))

= d(h(x)y + xh(y) — h(y)x - yh(x))

= d([h(x).y] + [x;.h(y)])

= d([h(x).y]) + d([x.h(y)])

= d(h(x)y — yh(x)) + d(xh(y) — h(y)x)

= d(h(x)y) — d(yh(x)) + d(xh(y)) — d(h(y)x)

= d(h(x)) o (y) + 7 (h(x))d(y) — d(y) o (h(x)) — 7 (y)d(h(x)) + d(x)
o (h(y)) + 7 (x)d(h(y)) — d(h(y)) o (x) — = (h(y))d(x)
ve buradan

[dh(X).yl &,z - [d(Y).h(X)] o,z +[d(X).h(Y)] o .7 —[dh(y)X] s,z € Co, 7,V XYyeR (3.28)

(3.28) esitliginde y yerine h(y) alinir ve dh(R) cC & 7 oldugu kullanilirsa her x,y € R igin,
= [dh(x).hW] o,z — [dY)).hX)] o 7 + [dX).N W] o .z - [d°Y).X] o
= [d(X).h* ()] . € Co .z elde edilir. Lemma 3.1.8 kullanilarak h’(R) = Z ve
Teorem 2.4.3 kullanilarak ispat tamamlanur.
Teorem 3.3.2 : R, 2-torsion free asal halka, 0 # d : R—R, R nin bir (o, 7) tiirevi
ve her xe R i¢in, [d(X),X] o,7 € Co 7z olsun. O zaman d = 0 veya R halkasi komiitatiftir.
Ispat : Hipotezden her x eR icin, [d(X),X] o 7 € Co 7 dir. Bunu lineerlestirirsek
[dx +y)x+YVY] .7 € Co ¢ bulunur.
[dx+y)x+y] o,z =[d(X) +d(y)X+Y] o,z
= (d(x) +d(¥))(o () + o (¥)) - (7 (x) + 7 (y))(d(x) +d(y))
= dx) o (x) + dx)o(y) +d(y)o(x) +dly)o(y)- 7z (x)d(x) -
7 (x)d(y) — 7 (y)d(x) — z (y)d(y)
=[dX¥)X] o,z +[dX).¥] o,z + [d(Y).X] &,z + [d(y).Y]
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ede edilir. [d(X),X] .7 € Co.r Ve [d(Y),Y] o r € Co 7 oldugundan

[dX)Yl o,z +[dY).X] 6.7 € Co.z, VXYyeR (3.29)

bulunur. Ote yandan
[dX).[y.xIl o,z =[d(X).yx - XYl o,z
=[d(X).yx] o,z [dX).xyl &, 7
=z WMAX)X] o,z + [dX)Y] 0.z o(X) - XAX)Y] o,z -
[d(X)X] o,z o (Y)
=[dX).¥l 0.7 o (X) - 7 (Q[AX).Y] o .7
=[[dX).Ylo .z Xlo .,z

sonu¢ olarak

[dX).[yxIl o,z =[[dX).Y]lo .z Xlo.z, VXYeR (3.30)

elde edilir.
d([y.x]) = d(yx - xy) =d(yx) — d(xy)
=d(y) o (x) + 7 (y)d(x) - d(x) o (y) — 7 (x)d(y)
=d(y) o (x) - 7 (x)d(y) — (d(x) o (y) — 7 (y)d(x))
=[dy)Xl o,z - [dX)Y] o .«
bulunur.
(3.29) esitliginde y yerine [y,x] alinir, (3.30) esitligi kullanilarak
[dX).lyxllo.z + [dyxDX] o.z = [[dX)Ylo.z Xlo.z + [[dy)Xlo.r - [d(X)Y]

ocrXl ot

[[dX)Ylo .z Xlo. o+ [[dY)Xlo,z X] o7 -
[[dX)Ylo.r Xl 0.7
buradan her x,yeR i¢in, [[d(Y)X]o ,7.X] 0.7 €Cqo ¢ elde edilir. (3.29) esitligi
kullanilarak [[d(X),Y]o .z Xl .z + [[dY)X]lo.r.X]o.r = O elde edilir. Buradan her
x,yeR i¢in, [[d(X),Y] .7 Xl 5. ¢ €C o ¢ olur. Buifade yeniden diizenlenecek olursa
[[dX)Ylo .z Xlo,r=[dX)o (y) -7 (V)dX) Xl o, 7

= (d(x) o (y) -7 (y)d(x)) o (x) = 7 (X)(d(x) o (y) -7 (y)d(X))

=d(x) o (y) o (x) = 7 (y)d(x) o (x) -7 (x)d(x) o (y) +7 (X) 7 (y)d(X)
elde edilir. Bu esitligin sag tarafina d(x) o (X) o (y)+ 7 (y) 7 (X)d(X) eklenip ¢ikartilirsa
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[[dX)Ylo.z Xlo, = [dX),[yXllo,z + [[dX)X]o,z Yo,z
ve hipotez kullanildiginda

[dX),[yXl]loc.r € Co.r, VXYyeR (3.31)

elde edilir. xeR igin, d(x) ile belirlenen (o ,7)-i¢ tirevi lyn(Y)=[d(X).Ylo,r Ve X
tarafindan i¢ tirevi I(y)=[y,x] seklinde tanimlanirsa (3.31) esitligini her yeR i¢in,
laIx(Y) e C o, ¢ seklinde ifade edilebilir. Buradan lgx)lx(R)cCqo 7 olur. Lemma 3.3.1
kullanilarak 14x=(0) veya I,=(0) yani xeR i¢in, d(X)eCqs,r veya xeZ(R) olur.
A={xeR|d(x) eCs ¢ }veB={xeR| xeZ(R)} kiimeleri tanimlansin. A ve B, R nin
toplamsal alt grubudur. Yani R = AU B dir. Brauer Trick’ten R = A veya R = B bulunur.
Eger R = B ise R halkas1 komiitatiftir. Eger R = A ise d(R)cZ(R) ve Lemma 3.1.8 ve
Lemma 3.1.2 kullanilarak R halkasinin komiitatif oldugu bulunur. Bdylece ispat
tamamlanir.

Teorem 3.3.3 : R, 2-torsion free asal halka ve (0) = U, R nin bir ideali olsun. R, her
x,yeU i¢in, d(xy) = d(yx) sartiz1 saglayan (o ,7 )-tiirevini igeriyor ise R halkasi
komuitatiftir.

Ispat : Her x,yeU icin, hipotezden d(xy) = d(yx) oldugundan bu ifade yeniden
diizenlenirse
0 = d(xy) — d(yx) = d(xy — yx) = d([x,y])
elde edilir. Bu esitlikte ze U i¢in y yerine [y,z] alinirsa
0 = d(Ix[y.z]) = d([xyz — zx]) = d(x(yz — zx) — (yz — zx)x) = [d(X).[y.zllo.z -
[d(ly.zZD).xlo .z
elde edilir. Kabuliimiizden d([y,z])=0 oldugundan

[d(x).[y.z]l .7 =0, VXy,zeU (3.32)

bulunur. (3.32) esitliginde r€ R igin, x yerine xr alinir ve (3.32) esitligi kullanilirsa
0=[d(xn).[y.zll o .7
=[dx)o )+ z(x)d).ly.zll 0.7
=[dXx)o (.ly.zll o,z + [z (d(r).[v.z]]l o7
=dX)o ([r.ly.z]]) + [d(X).[y.2]] o,z o () + 7 ([A().[y.2]] o,z + 7 ([x,[y,z]])d(r)
=dx)o ([nly.zlD) + = ()dn).[y.2]] o,z + 7 ([x.[y.z]])d(r)
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elde edilir. Her u,v,y,z € U igin, r yerine [u,v] alinir ve d([u,v]) = 0 oldugu kullailirsa
0=d(X)o ([[uVvlly.zl]) + = )Md([uVvD).ly.zll .7 + 7 (x.Ly.zZIDd([u.v])

=d(x) o ([[uvl.ly.z]])
bulunur. Lemma 3.1.3 kullanilarak her xeR igin, d(x) = 0 veya her u,v,y,ze U igin,
o ([[u,v].[y,z]]) = 0 yani [[u,v],[y,z]] = O elde edilir. d # 0 oldugundan her u,v,y,ze U i¢in,
[[u,v],[y,z]] = 0O elde edilir. Bu esitlikte u,ve U i¢in, y yerine [u,v] alinirsa [[u,v],[[u,v],z]]
=0 yani her ze U i¢in Iz[u,\,](z) = (0) bulunur. Buradan IZ[U,V](U) = (0) ve Ashraf ve Rehman
(2002)’ dan her u,ve U igin, [u,v]e Z(R) elde edilir. v yerine reR igin [u,[u,r]] = 0 yani
I,>(R) = (0) bulunur. Teorem 2.4.3 kullamilarak R halkasi komiitatif bulunur. Bu ise ispati
tamamlar.
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IV. BOLUM
GENELLESTIRILMIS LIE IDEALLER

Bu boliimde asal halkalarda onun bir U, Lie ve( o, 7 )-Lie idealinin hangi durumlarda
UcZ veya UcCqy,r olma kosullar1 ve buna bagli olarak R asal halkasinin hangi

durumlarda komiitatif oldugu incelenmistir.

4.1 K. Kaya, (o, 7 )-Lie Ideals in Prime Rings

Bu makalede R, charR # 2 olan bir asal halka ve o, 7 : R—R otomorfizm olarak
alinmustir.

Lemma 4.1.1 : d; : R—>R, (o,7) tirev, d; : R—R, (a,a) tirev ve dya = ady,
dia = ad; ve a, R nin bir homomorfizmi olsun. Eger (0) = U, R nin bir ideali olmak
tizere dy(U) U ve d;dy(U) = (0) oldugunda d; = 0 veya d, = 0 dur.

Ispat : u,veU oldugunda uve U olur ve kabuliimiizden did(uv) = O bulunur. Bu
ifade yeniden diizenlenir ve d;d>(U) =0 oldugu kullanilirsa

0 = d1d2(uv)
= dy(d2(u) a (v) + a (u)d2(V))
= dy(d2(u) a (v)) + di(er (U)d2(V))
= didz(u) o (a (V) + 7 (d2(u))do(ex (V) + da(e (U)) o (d2(V)) + 7 (& (u))dad2(v)
ve buradan

7 (do(U))di( e (v)) + di( e (U)) o (da(v)) =0, VuveU (4.1)

elde edilir. (4.1) esitliginde u yerine dy(u) alinir ve « ile d; ve d; nin komiitatif oldugu ve
d1d>(U) = 0 oldugu kullanilirsa

7 (d2(u))di(e (v)) =0, YuveU (4.2)

bulunur. Lemma 3.1.3 kullanilarak her ue U igin, 7 (d,%(u)) = 0 veya d; = O ve buradan
d,?(U) = 0 veya d; = 0 elde edilir.
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Kabul edelim ki d; # 0 olsun. O zaman d; = 0 oldugunu gdstermeliyiz.
d,= 0 ise d,*(U) = (0) olur. u,ve U igin

0 = dz’(uv) = da(d2(uv))

= da(dz(u) e (V) + o (u)d2(v))

= da(dz(u) & (v)) + dz(ax (u)d2(V))

= d’(U) @ (V) + & (da(u))da( & (V) + da( e (U)) @ (da(V)) + e *(u)d2*(v)

= a (da(u))dz( & (v)) + do( (U)) e (d2(V))

=2 dx(a (u)) a (d2(v))
charR # 2 oldugundan her u,veU i¢in, d,(« (u)) @ (d2(v)) = O elde edilir. Lemma 3.1.3
kullanilarak d; = 0 bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Sonu¢ 4.1.2 : (0) # U, R nin bir ideali ve abeU olsun. Her xeU i¢in
[a[bX]]o 7 =0 iseacCqy ¢ veyabeZ dir.

Ispat : d; : R>R (o,7) tiirev ve d, : R—R tiirev olsun. dp(U)cU dur. Ciinkii
d2(U) = [a,U] = aU — UaeU elde edilir ve buradan d;d>(U) = (0) bulunur. Ciinkii
[a,[b.X]]l(o,7) = 0 ve Lemma 4.1.1 kullanilarak d; = 0 veya d, = 0 yani acCo 7 veya
beZ bulunur.

Lemma 4.1.3: 0 # d, R nin bir (o,7) tirevi ve (0) = U, R nin bir ideali olsun.
aeUi¢in [d(U),alg . r cCqo ¢ iseaeZdir.

ispat : ac U oldugunda a?< U olur.

[d@)a] oz =[d@)o (@) + 7 (a)d(a).a] o 7
=(d@) o (a) + 7 (a)d(a)) o (a) —7 (a)(d(a) o (a) + 7 (a)d(a))
=d@)o(a)o(a)+ r(a)d(@)o (a) — 7 (@)d(a) o (a) — 7 (a) z (a)d(a)
=[d@.al o7
=[d(@).aa] o ¢
=r(@[d@alo.r +[d@.alo.r o(@)
=r@[d@.alo.r + r@d@.ao.z
=27 (3[d@)alo,r €Co.7

bulunur. charR # 2 oldugu kullanilarak

r(@[d@).a]lo.r €Co 7 (4.3)

elde edilir. Kaya (1988)’ dan 7 (a) e Z veya [d(a),a] &z = 0 bulunur.
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Eger [d(a),a] s 7 =0ise
[d([a,u]).al o,z = [d(au - ua),a] o, 7

=[d(au).a] o,z —[d(ua).a] o, 7

=[d@) o (u) +7 (a)d(u) .a] o,z —[d(u)o (a) +7 (U)d(a).al o, 7

= (d@o(u) +r@du)o(@ - z@d@ou) + z(@du) -
(d(u) o (a) +7z (u)d(@)) o (a) + 7 (a)(d(u) o (a) +7 (u)d(a))

= d@o (U)o (a) +z (a)d(u)o (a) - 7 (a)d(a)o (u) — 7 (a)7 (a)d(u) —
d(u)o (a) o (a) —z (u)d(@) o (a) + 7 (a)d(u) o (a) + 7 (a) 7 (u)d(a)

=[[d@ulc,z —[dWal o,7z.al 0.z

=[[d@.\] o,z alo,z —[[du).alo.7.8] o7

[du)alo .7 €Co ¢ oldugundan [[d(u),a] & .7.8] o,z =0 ve buradan

[[d@).u] &,z .alo,z =0, vueU (4.4)

elde edilir. (4.4) esitliginde u yerine au alinir ve [d(a),a] o, = 0 oldugu kullanilirsa
0=[[d@.au]o.,7 alo .z
=[z @@l o .r.alo,r +[d@)al o,z o(u)a] 0.7
=[r@[d@ulo,r.alo .«
=r@[d@ulo,r.alo.c +[7 (), 7 @]d@) Uo7
=r@[d@)ulo,ralo.r €Co,r)VUeU
bulunur. Kaya (1988)’ dan

aeZveya[[d(@)u](o,ryalo,r =0, vueU (4.5)

elde edilir.
Eger aeZ ise ispat biter. [[d(@),u]l o, 7.alc,z = 0 ise [d(a),a] &,z = 0 oldugu
kullanilirsa
0=[ld@.ulo,z.alo,7
=[d@).[uallo,z +[[d@).alo,z .Ul 0.7
=[d(@).[uallo 7
Ote yandan dg@)(X) = [d(@),X] 5.7 , (o, 7 )-tiirev ve da(x) = [a,x], R nin tiirevi olmak {izere
do(V) = [a,U] < U ve dady(e)(U) = do([d(@).a] o7, 7 ) = [a, [d(a).u] o7 7 ]
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bulunur. [d(@),X]og . r €Co.r oldugundan [a,[d(a),ulsz 7] = 0 ve dolayisiyla
dada@)(U) = (0) elde edilir. Lemma 4.1.1 kullanilarak dga = O veya d, = 0 olur. Yani
ds €eCo ¢ veya a, R nin sifirdan farkli idealini merkez yapar. Herstein (1976)’ den
d(@)eC o 7 veyaaeZ bulunur.
Eger acZ ise ispat biter. d(a)eC o ¢ ise kabulimiizden [d(au),a]ls 7 €Co .7
olur. Bu ifade yeniden diizenlenecek olursa
[d(au).a] o,z = [d(a) o (u), 7 (a)d(u).a] & =
=d@o U)o (@) + 7 (a)d(u)o (a)—7 (a)d(a) o (u) — 7 (a) z (a)d(u)
= d(@)(o (ua) - o (au)) + 7 (a)(d(u) o (a) — 7 (a)d(u))

ve buradan

d@)(o (lual) + 7 ()[d(u).alo,7r €Co 7, VueU (4.6)

elde edilir. (4.6) esitligini a ile komiitatif yapar ve d(a) eCqos 7 ve [d(u)alog .7 €Co. ¢
oldugu kullanilirsa

0 = d@(o(ualo(@ + z@du)alo r)o@) - 7r@d@o(ua]) - 7@z ()
[d(u).a](o.7) = d(@)o ([[u.a].a])

bulunur. d(@eCqs r ve R halkasinin asal olmasi kullanildiginda d(a) = 0 veya
[a,[a,U]] = (0) bulunur.

Eger [a,[a,U]] = (0) ise 1.X(U) = (0) ve Lemma 4.1.1 kullamlarak aeZ bulunur.
Boylece ispat tamamlanir.

Eger d(a) = 0 ise (4.6) esitliginden ilk terim sifir olacagindan her ueU igin,
r(@)[d(u),alc.r €eCo . r ve Kaya (1988)’ dan r(a)eZ ve buradan aeZ veya
[d(u),a] &,z = 0 elde edilir.

Eger ae Z ispat tamamlanir

Eger [d(u),a]l]o .7 = 0 ise Aydin ve Kaya (1992)’ dan a€Z bulunur. Bu ise ispati
tamamlar.

Lemma4.1.4:d: R—R (o, 7 )-tirev ve (0) # M, R nin bir ideali ve d(U) c U olsun.
[d(U),d(U)] 5.7 = Co ¢ ise R halkasi komiitatiftir.

Ispat : Lemma 4.1.3 kullanilarak d(U)cZ ve Lemma 3.1.2 kullanilarak R halkas1
komiitatif bulunur.

Teorem 4.1.5 : d; : R—R (o, 7)-tlirev, do: R—R tiirev ve (0) = U, R nin bir ideali
ve d2(U) < U olsun. Eger d1d2(U)cC s 7 ise R halkasi komiitatiftir.
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Ispat : u,veU igin [u,d2(v)] € U ve hipotezden d;dz([u,d2(v)])e C o 7 olur. Buradan
her u,ve U i¢in
dida([u,d2(v)]) = da(da(uda(v)) — da(da(v)u)) = di(da(u)da(v) + udz*(v) — do*(v)u — da(v)da(u))
= dy([da(u),da(v)] — [d2°(v),u]) = da([da(u),da(v)]) — dy([d2°(v),u])
= di(da(u)) o (da(v)) + 7 (dx(u))di(da(v)) —  di(da(v)) o (d2(u)) -
7 (d2(v))d1(d2(u)) — da(d2*(v)) o (u) = 7 (d2°(V))da(u) + di(u) o (d2*(V)) + 7 (U)da(d*(v))
= [di(u),d2*(V)] &,

ve boylece

[dy(U).d*(U)] 6.7 = Co .z 4.7

elde edilir. Lemma 4.1.3 ve (4.7) esitligi kullanilarak d,?(U)cZ bulunur. u,veU igin,
[u,v] € U oldugundan d,*([u,v]) € Z olur. Buradan her u,ve U igin,

d2?([uv]) = da([da(u),v] — [da(v),ul) = da(da(U)V — vda(u) — da(v)u + udz(V))= -
[d2(v),d2(u)] + [d2(u),d2(V)] = 2[da(u),d2(V)]
yani her u,veU igin, 2[d(u),d2(v)]<=Z ve buradan [dy(U),d2(U)]cZ ve Lemma 4.1.4
kullanilarak R halkas1 komiitatif bulunur. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 4.1.6 : U, R nin bir (o,7)-sag Lie ideali olsun. [U,U]lg r <cCqg ¢ ise
UcZveyaUcCgs ¢ dur.

Ispat : Kabul edelim ki UzZ ve Uz C s 7 olsun. Bu durumda agCo 7 ve bgZ
olacak bigimde a,be U vardir. d; : R—R, di(X) = [aX] 5.7 (o,7) tirev ve dy : R—R,
dp(X) = [b,x] tlirev olsun. XeR i¢in U, (o, 7 )-sag Lie ideali oldugundan [a,x] o 7 €U ve

dolayisiyla kabuliimiizden
[[aX]lo.z.blo.r €Co,r,VXeR (4.8)

elde edilir.

Sonu¢ 4.1.7 : (0) # M, R nin bir ideali ve [M\R]s r « Cos 7z ise R halkasi
komiuitatiftir.

Ispat : [M\R]o .7 cCo .7 ise M, R nin bir (o, 7 )-sag Lie idealidir. ac M, x,yeR
i¢cin

0=[yaxlo.r = ylaxlo,z +[z(y), r(X)]a=z[yx]a, vXxyeR, vaeM
Yani 7 [R,R]M = (0) elde edilir. Buradan [R,R] = (0) ve boylece R halkasi komiitatiftir.
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Sonu¢ 4.1.8 : Her x,y,zeR i¢in, [[X,Y] 6.7 ,Z] 6,7 =0 ise R halkas1 komiitatiftir.

Teorem 4.1.9 : (0)= U, R nin bir (o, 7 )-sag Lie ideali ise asagidakilerden bir tanesi
saglanir.

(i) UcZz

(i) UcCio,r)

(ili) U, R nin sifirdan farkl bir idealini kapsar.

Ispat : UzZ ve UzCqs 7 olsun. Teorem 4.1.6 kullamlarak [U,U]o 7 = (0)
bulunur. Kabul edelim ki u,ve U ve yeR olsun. U, (o, 7 )-sag ideal oldugundan

[u.z *(V)yl o,z €U olur ve buradan [u, 7 *(Vylo .z =V[uylo 7 + U7 *Wlo .7 oY)
elde edilir. v[u,y]l(o,7) €U oldugundan [u, 7 "Y(v)] €U bulunur. UR<U oldugundan, her
uveU veyeR igin, [U,7 (U)] &,z RcU olur. Her x,ye R ve u,ve U igin,

[uz V]le rxo () - () [ur(V)]e.r o(y)eU ve buradan R[U, 7 *(U)] g . RcU
elde edilir. Eger R[U,7 Y(U)] &,z R = (0) ise [U,7 (U)] .7 = (0) ve bdylece her u,ve U
ve xeR igin, 0 = [[uXl(o,7) 7 " Wlo .7z = U7 " Wlo.r X o.r + WX Wo.r
ve buradan her u,ve U ve xeR igin, [[u,7 *(V)].X].z =0 bulunur.

di: R>R, du(X) = [uXlo .z . (o,7) tirev ve d7 ) : R=>R, dz "»(x) = [z }(v),x], R
nin tiirevi olsun. O halde dyd 7 )(R) = (0) ve Lemma 4.1.1 kullamlarak d, = 0 veya
dr '1(\,) = 0 yani UcCqs 7 veya UcZ bulunur. Bu ise bastaki kabuliimiiz ile gelisir. O

halde UcC s, 7 veya U Z olur. Bu ise ispati tamamlar.
4.2 K. Kaya, H. Kandamar, N. Aydin, Generalized Jordan Structure of Prime Rings

Bu makalede R, charR = 2 olan bir halka, U, R nin bir (o, 7 )-sag Jordan ideali,
o, 7 : R—R otomorfizm ve M, R nin bir ideali olarak alinmistir.

Lemma 4.2.1 : R bir halka olmak tizere a,beR ve b,abeCqs 7 isSeacZveyab=0
dir.

Ispat : Kabul edelim ki b, abe C 7 olsun. Her xeR i¢in 0 = abo (X) — 7 (X)ab =
ar(X)b — z(x)ab = [a,z (X)]b ve buradan her yeR i¢in, 0 = [a,7 (X)]bo(y) =
[a,7 (X)] 7 (y)b elde edilir. R halkasinin asal olmasi1 kullanildiginda [a,7 (X)] =0 veyab =0
yani ae Z veya b = 0 bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 4.2.2 : R bir halka ve (0) # U, R nin bir (o,7)-sag Jordan ideali ise
27 [R,R]JUcUve 2U o [R,R]c U dur.
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Ispat : x,yeR ve ue U olsun.
UXxyDo.r —(UX)o.7) Yo, o)t (UY)o,7)X)o.r)=uc(X)o(y)-uo(y)o(x)+
r(X)ru - 7 ()rXu - uoc(X)o(y) - t(Xuo(y) - c(Yuo(x) - z(y)z(u +
Uuoc(Y)o(X) + t(Yuo (x) + t(X)uc(y) + t(X)r(Y)u = 2(z (X)z (Y)u — 7 (y)7 (X)u) =
27 [x,y]u
elde edilir. Kabuliimiizden her x,yeR ve ueU igin, 27 [X,yJueU yani 27 [R,R]JUcU
bulunur. Benzer sekilde 2U o [R,R] — U elde edilir.
Lemma4.2.3: (i) UcCg 7 ise R halkasi komiitatiftir.
(if) Uc Z ise R halkas1 komiitatiftir.
(iii) ae R ve aU=0 (Ua=0) ise a=0 dur.

Ispat : (i)
Lemma 4.2.2 den 27 [R,R]JUc U bulunmustu. UcC s oldugundan

2T[R,R]UCCJ,‘[ (49)

elde edilir. Lemma 4.2.1 ve (4.9) esitlikleri kullanilarak U = (0) veya [R,R]<Z bulunur.
U= (0) oldugundan [R,R]cZ elde edilir. Herstein (1969)’ den R halkasi komiitatif
bulunur.

(i) (1) kullanilarak 27 [R,R]JU cU c Z oldugundan R halkas1 komiitatiftir.

(iii) Her xeR ve ueU igin, U, (o, 7) sag-Jordan ideal oldugundan (u,x)s 7 €U
olur. Kabuliimiizden

0=auX)g.r =a(luc(X)+ r(X)u)=auo (X) +ar (X)u=ar (X)u

elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda a = 0 veya U = (0) bulunur. U = (0)
oldugundan a = 0 olur. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.4 : Eger U ideali komiitatif ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : x,yeR ve ueU igin, 27 [x,yJueU ve U ideali komiitatif oldugundan
[27 [x,y]u,v] = 0 olur. Buradan

0=[27 [xyluVv] =2[7 [x,y]lu,Vv] = 27 [x,y][u,v] + 2[ 7 [X,y].V]u
elde edilir. Tekrar ueU igin, U idealinin komiitatif olmasi kullanildiginda [u,v] = O

oldugundan 2[ 7 [x,y],v]u = 0 ve charR # 2 oldugundan

[7 [Xy],v]u=0, VX,yeR, YueU (4.10)
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bulunur. 7’ nun otomorfizma oldugu kullanildiginda
[v, [Xy]lu=0, V x,yeR, V ueU (4.11)

elde edilir. Bu ise U = Z demektir. Lemma 4.2.3 kullanilarak R halkas1 komiitatif bulunur.
Lemma4.2.5:abeR olsun. aUb = (0) isea=0veyab =0 dir.
Ispat : Lemma 4.2.2 den 27 [R,R]JUCU idi. x,yeR, ueU igin, a2z [x,ylJub=0

olur. charR # 2 oldugundan
ar [xylub=0, VXyeR, VueU (4.12)

elde edilir. (4.12) esitliginde y yerine y 7 (a) alinirsa
0=ar[xyr *(@]Jub=ar (y)z [x,7 *(@]Jub+ar [x,yJaub
aub = 0 oldugundan her x,ye R, ue U i¢in, a7 (y) 7 [X, 7 *(a)]ub = 0 bulunur. Yani

aRz [x,7 1(a)Jub = (0), VxeR (4.13)

elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda a = 0 veya 7 [x,z *(@)]Ub = (0)
bulunur. Eger a = 0 ise ispat biter. Eger 7 [x,7 *(a)]Ub = (0) ise ue U igin,
0=z [x,7 *(a)]ub = 7 (x)aub —arz (x)ub
bulunur. aub = 0 oldugundan her xeR, ueU igin, —ar (X)ub = 0 yani aRUb = (0) elde
edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda a = 0 veya Ub = (0) bulunur. Eger a = 0 ise
ispat biter. Eger Ub = (0) ise Lemma 4.2.3 kullanilarak b = 0 oldugundan ispat tamamlanur.
Lemma 4.2.6 : acR olsun.
M U,a) o,z =(0) ise aeZdir.
(i) (@R)o,r=(0)iseacCqy ¢ dir.
(i)  (aU)o,r =(0)iseacZveyaacCqg 7 dur.
Ispat : (i) xeR ve ueU olsun. [u[axlle.r = (Ua)e,r.X)o,7—

((U,X) o,T ,a) o,T dir. (U,a) o, T = (0) oldugundan
[U,[a,X]]o"z' =0, VxeR, YueU (414)

elde edilir. dy(X) = [u,X] &, R nin bir (o, 7) tiirevi ve da(X) = [a,X], R nin bir tiirevi olsun.
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O halde (4.14) esitligi dyda(R) = (0) seklinde yazilir ve Lemma 4.1.1 kullanilarak
UcCgs . r veya aeZ elde edilir. Eger acZ ise ispat biter. Eger UcCqs ¢ Ise
Lemma 4.2.3 kullanilarak a e Z bulunur. Bu ise ispat1 tamamlar.

(ii) Kabul edelim ki X,y € R olsun.
0=(@xy)o,r =7(X) @Yo,z t[ax]o,r o(y)
bulunur. yeR icin kabulimiizden (a,y)o,7 = 0 oldugundan her x,yeR igin,
[aX]o,ro(y) = 0 yani [aR]o,zR = (0) elde edilir. R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda [a,R] &,z = (0) ve buradan ae C &,z bulunur.

(iii) Kabul edelim ki agCs ¢ olsun. yeR i¢in, [a,y]Jue U oldugundan
kabuliimiizden
0=(@2laylu)o,r =27 [ayl@u) o,z +2[afayllo.z o ()
elde edilir. (a,u) o,z = 0 oldugundan 2[a,[a,y]] &,z o (u) = 0 ve charR # 2 oldugundan her

ueU igin, [a,[aY]] 6.7 o (U) = (0) bulunur. Lemma 4.2.3 kullanilarak acC s  veya
aeZ elde edilir. ag C 5 7 oldugundan ae Z bulunur.
Sonu¢ 4.2.7 : (U,U) &,z = (0) ise R halkas1 komiitatiftir.

Ispat : Lemma 4.2.6 dan (U,U)s,r = (0) oldugundan UcZ ve Lemma 4.2.3

kullanilarak U — Z oldugundan R halkas1 komiitatiftir.
Teorem 4.2.8 : (UU) 5,7 cCo, 7 ise R halkasi komiitatiftir.

Ispat : uvwteU ve xeR olsun. (UV)g,r€U ve w[tx]eU oldugundan
kabuliimiizden ((u,v) &,z ,2W[t,X]) 5,7 < C &7 olur.
(uV)o,r.2wW[tXD) o,z = 7 (W)((uV) o, 7.2[tX]) o, 7 + 2[(U,V) 5,7 W] 5,7 O [t.X]
uv)o,r€Co.r oldugundan [(wV) o, 7 W] o, 7 = 0 olacagindan
7 (W)((uV) o, 7,2[tX]) 6,7 €C o, ¢ bulunur. Lemma 4.2.2 den 2w[t,x] € U ve buradan her
xeR ve teR igin, 7 (U)((U,U) 5,7 .2[tX]) 0,7 =Co,r elde edilir. Her yeR igin x yerine

[x,y] alinirsa

T (U)((U V) o,z .2[tX])o,r =Co ¢ (4.15)

bulunur. 2[t,[x,y]] = 2t[x,y] — 2[x,ylteU oldugundan ((U,U)q, 7., 2[tL[XY]]) o,z <
(UU)o,r =Co,r elde edilir. Lemma 4.2.1 ve (4.15) esitligi kullanilarak
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7 (U)cZ veya (U U) o, 7 .2[t[X.Y]]) o,z = 0 elde edilir. Eger 7 (U)cZ ise Lemma 4.2.3
den R halkas1 komiitatif olur. Boylece ispat tamamlanir. Eger her teU, X, yeR igin,
(U)o, 2ILIxYID) o,z = 0 ise 2((UU) o 7 .[tIxy])o,r =0 olur. charR = 2 ve
(UU) 5,7 =cCo 7 oldugundan u,veU igin

0=(uV)o,z.ltIxylDo,r = (UV)o,r otIxYI] + 7 [LIXYIIUV) 5,7

=(uVv) o,z o [tLIxVY]]

elde edilirr (UV)o,r€Co,r oldugundan her uviteU ve XxyeR icin,
uVv)o,zRo[t[xyll = (0) bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda
(UU)o,r = (0) veya her teU ve x,yeR icin, o [t,[x,y]] = (0) olur. & nun 1-1 oldugu
kullanilirsa (U,U) &,z = (0) veya [t,[x,y]] = O elde edilir. Eger (U,U)g,z = (0) ise
Sonu¢ 4.2.7 den R halkasi komiitatiftir. Eger her teU ve x,yeR igin, [t,[x,y]] = O ise

Herstein (1976)’ den U Z ve Lemma 4.2.3 den R halkas1 komiitatiftir.
Lemma 4.2.9 : (0) # M, R nin bir sol ideali olsun. (M,R) &, cC o, ise R halkasi

komiitatiftir.
Ispat : Kabul edelim ki (M,R) &,z = (0) olsun. a,oe M ve reR igin,

0=(r@bno,r=7@bN)o,zr—[7(@)7(MN]b
elde edilir. Kabuliimiizden (b,r) o,z = 0 olacagindan her a,be M ve re R igin, [7 (a),7 (r)]b
= 0 yaniz [M,R]M = (0) bulunur. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda [M,R] = (0) ve
buradan McZ bulunur. Herstein (1976)’ den R halkasi komiitatiftir. BOylece ispat
tamamlanir. Simdi de (M,R) &,z # (0) olsun. r,zeR i¢in, (7 (r)m,r) &, € M oldugundan
0=[z(OmnNo,7.2lo,r

=[(z(MN o,z -[z(N.7@)IMz]o,7

=[(z (DM o,7z.2]lo,7

=z (NIMNo,r.2] 0,0 +[7 (), 7 @DI(MN) o,z
elde edilir. (m,r) o,7 € Co,r oldugundan [(m,r) 5,7 ,Z] o,z = 0 olacagindan her r,ze R

icin, [7 (1), 7 (2)](M,r) o,z =0 yani

r[r,z](mnNeo,r =0, V rzeR (4.16)

elde edilir. Bir diger taraftan (M,R) o,z # (0) oldugundan (m,r) 5,7 # O olacak sekilde

meM ve reR vardir.
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O halde (4.16) esitliginden her r,ze R igin [r,z] = 0 yani R halkasi komiitatif bulunur.
Teorem 4.2.10 : U, R nin iki yanh (o,7)-Jordan ideali ve Uz Z olsun. U, R nin

(M,R) &,z cU fakat (M,R) &, «C o, sartin saglayan bir M idealini kapsar.

Ispat : xeR ve u,ve U olsun. M ideal oldugundan 2z (x)ve M ve buradan U, (o,7)-
Jordan ideal oldugundan (2 7 (X)v,u) &,z € U bulunur. O halde
(27 (VW) 0,7 =27 (VL) a7 - 27 (0,7 @IV = 27 (VW) 0,7 - 27 UV
elde edilir. (M,R) &, U oldugundan (v,u) &, €U oldugundan ve U nun ideal olmasi
kullanildiginda her xeR ve uyveU i¢in, 27 (X)(V,u)o,7z €U yani 2R(U,U) o,z cU
bulunur. x,yeR ve uveU igin, 2R(U,U)s,7 cU oldugundan 2x(v,u)o,z o (y) +
7 (Y)2X(V,u) o,z €U olur. Buradan 2R(U,U) 5,z RcU elde edilir. Kabul edelim ki
2R(U,U) 5,7 R = (0) olsun. R halkasimnin asal olmasi kullanildiginda (U,U) s,z = (0)

bulunur. Sonug 4.2.7 kullanilarak R halkas1 komiitatif yani U Z bulunur. Buise Uz Z ile
celisir. O halde 2R(U,U) &,z R # (0) dir. (M,R) 5,7z —U oldugundan U, R nin sifirdan

farkli bir M = R(U,U) 5,7 R idealini kapsar. Eger (M,R) 5,7 —cCqo ¢ ise Lemma 4.2.9
kullanilarak R halkas1 komiitatif yani UcZ bulunur. Bu ise U& Z olmasi ile gelisir. O

halde (M,R) 5,7 ¢ Co 7 dir. Buise ispati tamamlar.
Lemma 4.2.11 : aeR olsun. [U,a] &,z = (0) ise ae Z dir.
Ispat : ue U ve xeR olsun. U-sag Jordan ideal oldugundan (u,x) &,z € U bulunur.

[(U,X) o, T ,a] o,T— ([u,a] o, T ,X) o,T + (u,[x,a]) o, T = 0ve (U,X) o,T € U oldugundan

(uxal)e,r =0, VueU, VxeR (4.17)

elde edilir. Her xe R, ue U igin,

0=[uxyDo,z7alo,r —[uxYllo,r.alo,z +[2uo ([XY]).a] o,z
= -luxyll o,z al o,z =[[ua] o,7.[xY1] o,z —[ullxylal o,z
= [ullxylal o,z

yani

[ullx,ylall o, =0, YueU, VxyeR (4.18)
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elde edilir. (4.17) ve (4.18) esitlikleri kullanilarak uo [[x,y].a] + 7 [[X,y].aJu = O ve
uo [[x,yl.a] — 7 [[x,y].aJu = 0 elde edilir. Bu iki esitlik taraf tarafa toplanir ve charR # 2
oldugu kullanilirsa her x,yeR i¢in, Uo ([[X,y].a]) = (0) elde edilir. Lemma 4.2.3
kullanilarak X,y € R i¢in, [[X,y],a] = 0 ve Herstein (1976) den ae Z bulunur.

Teorem 4.2.12 : U, (o,7 )-sag Jordan ideal ve R nin alt grubu olsun. Uz Z ise U, R’
nin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Ispat : yeR ve uveU igin, U, (o,7)-sag Jordan ideal oldugundan
(u, 7 1(v)y) o,7 €U olur. Bu ifade yeniden diizenlenirse (u, 7 1(v)y) or =Vvuy)o,r +
[u,7 *(V)] o,z o (y) yani her uveU ve yeR icin, 7 (N[u,z *(v)] o,z o (y)eU bulunur.
Buradan her y,reR ve u,veU icin, [u, 7 *(V)]o,z o (y) o (1) +7 (N[u,z *(V)] 0,7 o (y)eU
olur. Son denklem kullanilarak R[U, 7 *(U)] &,z R< U bulunur. Eger [U, 7 *(U)] o,z = (0)

ise Lemma 4.2.11 kullanilarak U< Z bulunur. Bu ise Uz Z olmas ile gelisir. O halde
R[U, 7 (U)] o, 7 R, R nin stfirdan farkl: bir idealini kapsar.

4.3 N. Aydin, H. Kandamar, (o, 7 )-Lie Ideals in Prime Rings

Bu makalede R, charR # 2 olan asal bir halka, U, R nin bir (o, 7 )-Lie ideali, o, 7:
R—R otomorfizm ve M, R nin bir ideali olarak alinmistir.
Lemma4.3.1: U, (o,7)-sag Lie ideal olsun. acR i¢in, [U,a]g . <cCqo 7 iSe acZ
veyaUcCqs 7 olur.
Ispat:agZve Uz Co 7 olsun. Bu durumda ug C o 7 olacak bigimde ue U vardir.
Her xeR i¢in [U,a]l 7 = Co .7 oldugundan [u,a] s 7 €[U,alo,r €Co . Ve buradan
[[uale .7 .X]o. r =0eCqo ¢ elde edilir. Buradan
0=[luale .z Xlo.r =lulaxllo.r +[[UX]lo, 7r.alc, ¢ bulunur.
[[uUX]o.r.alo.r €Co.r oldugundan her xeR, ueU i¢in, [u]aX]loc.r€Co ¢
bulunur. Bir diger taraftan her xeR i¢in, dy(X) = [u,X] 5,7, R nin bir (o, 7 )-tiirevi ve
da(x) = [a,x], R nin bir i¢ tiirevi olsun. Her xeR ve ueU i¢in, [u,[aX]]oc. 7 €Co .1
oldugundan d,;da(R)cC s 7 olur. Uz Cs ¢ oldugundan d, # 0 ve ag Z oldugundan
da # 0 olur. Teorem 4.1.5 kulllanilarak R halkas1 komiitatif yani ae Z elde edilir. Bu ise
ag¢ Z olmasi ile ¢elisir. O halde ae Z veya Uc C & ¢ bulunur.
Lemma4.3.2 : aeR ve aU = (0) (veya Ua = (0)) olsun.
M U, (o,7)-sol Lie ideal issa=0veyaUcZ
(i) U, (o,7)-sag Lie ideal isca =0veyaUcC s 7 oOlur.
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Ispat : (i) U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan [R,U] & 7 — U olur. Kabuliimiizden
au = (0) oldugundan her x,ye R , ue U igin, a[xy,u] ¢,z =0 olur. Buradan
0=alxyulo,z =alxly,o (U] + [Xulo,zy) =ax[y,o (U] +alx,u] o,z y =ax[y, o (u)]
elde edilir. Yani aR[y, o (u)] = (0) ve R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda her yeR ve
ueU i¢in, a = 0 veya [y, o (u)] = 0 ve buradan a = 0 veya U — Z bulunur. Benzer bigimde
U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan her x,yeR ve ueU igin, [xy,u]lg ra = 0 olur.
Buradan 0 = [xyulo.ra = X[yulo.ra + [x,z(u)]ya elde edilir. [yulgc ra = 0
olacagindan her x,ye R ve ue U igin, [X, 7 (u)]ya = 0 yani [X, 7 (u)]Ra = (0) bulunur. R
halkasinin asal olmasi kullanildiginda her xeR ve ue U igin, [X,7 (u)] = 0 veya a = 0 elde
edilir. Yani UcZ veya a = 0 bulunur.
(i) U, (o,7r)-sag Lie ideal oldugundan [U,R]s 7 <U olur. Kabuliimiizden
aU = (0) oldugundan her x,ye R, ue U i¢in, a[u,Xy] ¢, =0 elde edilir. Yani her x, ye R,
ueU igin, 0 = afuxylo 7= ar(XUYlo.r + aluxXle.r o(y) = ar(X)[uylo.r ve
buradan aR[u,y]s,z = (0) olur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda a = 0 veya
[uyle .z =0yania=0veyaUcCq ¢ bulunur.
Teorem 4.3.3 : U, (o,7)-sag Lie ideal ve acR olsun. [U,a] = (0) ise aeZ veya
UcCg 7 olur.
Ispat : [U,a] = (0) ise her ue U, acR igin, 0 = [u,a] = ua—au
ve buradan ua = au elde edilir. [U,a] = (0) oldugundan her x e R ve ue U igin,
[[uX] & 7,a] =0 olur. Yani
0=[[uxlo, r.a] =[uc(X)- r (x)u,a]
=uo(X)a—7r (X)ua—auo (x) +ar (x)u
=uo(X)a—uao (X)—(—ar (X)u + 7 (x)au)
=u[o (x),a] —[a 7 (X)]u

Buradan
ulo(®),al =[7r (X),aJu, YueU, VxeR (4.19)
elde edilir. (4.19) esitliginde yeR igin, x yerine xy almir ve (4.19) esitligi kullanilirsa

ufo (xy).a] = [z (xy).a]u
yani
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0=u[o (xy).a] - [z (xy).a]u =u[o (x) o (y).a] - [z (x) 7 (y).a]u
=u(fo (x),alo(y) + o(X)[o(y).a]) — ([ (X).alz (y) + = (X)[7 (y).a])u
=ufo (x),a]o (y) +uo (X)[o (y).a] - [ (x),a]z (Y)u— 7 (x)[7 (y).a]u
=uo (¥[o(y).a] +u[o(x).alo (y) - 7 (X)[7 (y).a]Ju—[7 (x).a] 7 (y)u
=(Uo(X)—z(Xu)lo(y).a] + [z (x).aluo (y) - 7 (y)u)
=[uxlo .z [oy).a] + [z (x).a]uylo.r

yani

[UxXle .z [o(y).a]t[7 (X),a]l[uy] & =0, YueU, VxeR (4.20)

elde edilir. (4.20) esitliginde y yerine o "(a) alinirsa
0=[uXlo.z[o(c™@).al + [z (X).allu,o '@]o,r
olur. Her ue U, xeR icin, [7 (x),a][u,0 *(@)] o .7 = 0 bulunur. Bu esitlikte x yerine xy

alinirsa

0=[z(xy).alluo @lo,z

=[r ()7 (y)alluo*@]o.r

=([z ().l 7 () + 7 [z (y)aDlu. o @l o .z

= ()[r (.allu.o @] o,z + [z (X).al7 Yo @)]o,z
r ()[7 (y),al[u, o (@] .7 = 0 oldugundan [z (X),a] 7 (Y)[u,o *(a)] & = O elde edilir. R
halkasinin asal olmasi1 kullanildiginda her x e R i¢in, [ 7 (X),a] = 0 veya her ue U igin,
uoc'@locz = 0 vyani acZ veya [U,c'@]oc = (0 bulunur.
(0) = [U,0@)]o.r =cCo .7 ise Lemma 4.3.1 kullanilarak o *(a)eZ veya UcCy 7
olur. YaniaeZveyaUcC s ¢ elde edilir.

Sonu¢ 4.3.4 : U, (o,7)-sag Lie ideal olsun. U ideali komiitatif ise UcZ veya
UcCgs 7 olur.

Ispat : U ideali komiitatif oldugundan [U,U] = (0) olur. Her ue U igin, [U,u] = (0)
oldugundan Teorem 4.3.3 kullanilarak her ueU igin, ueZ veya UcCqs  yani UcZ
veyaUc Cqs ¢ elde edilir.

Lemma 4.35 : R bir halka, (0) # U, (o,r)-sol Lie ideal, T(U) =
{aeR|[R,a] &7 cU} olsun. R[T(U), o (T(U))] = T(U) ve [T(U), z (T(U))]R < T(U) dur.

Ispat : 1lk 6nce T(U) = {aeRl [R,a] 5,7 < U} kiimesinin alt halka ve (o, 7 )-sol

Lie ideal oldugunu gosterelim. a,b € T(U) ve her xe R i¢in,
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[x,ab]ls . r =[X,al .z —[X,b] &, 7 ve buradan U, (o, 7 )-sol Lie ideal oldugundan
[x,ab] 5 7 €U yani a — beT(U) elde edilir. a,beT(U), ve her xeR igin, [x,ab]ls 7 =
[xo(@),blc. r + [r(b)x,a] .7 €U oldugundan abeT(U) bulunur. O halde T(U) alt
halkadir. T(U) = {aeRl [R,a]5 7 < U} oldugundan [R,T(U)]g r<cU ve UcT(U)
oldugundan [R,T(U)] 5,z < T(U) yani T(U), (o, 7 )-sol Lie ideal dir. T(U), (o, 7 )-sol Lie
ideal ve alt halka oldugundan her u,v e T(U), XeR ig¢in, [u,[X,V] o, ]cUc=T(U) yani
[uXVle 1€ T(U) olur. [u[xVle.z] = [uxo (V) — z(V)X] = uxo (V) — uz (V)X —
Xo (V)u + 7 (v)xue T(U) bulunur. Bir diger taraftan T(U), (o, 7 )-sol Lie ideal oldugundan
her xeR, uveTU) ig¢in, [xuV]s.r €T(U) elde edilir. [u[xV]o, r]1eT(U) ve
[xuVv]os 7 €eT(U) oldugundan [u[x,v]lg.z] + [XuV]o .z €T(U) bulunur. Buradan
[uxVle ]+ [XuV]le .z =uxo (V) —uzr (V)X —Xo (V)u + 7 (V)Xu + Xuo (V) —7 (V)XU =

uxo (V) — uz (V)X — Xo(V)u + xuo (V) = ulx,Vlg ,r—X[o (v),ule T(U) elde edilir.

ulx,vle . r € T(U) oldugundan —X[ o (v),u] e T(U) bulunur. @) halde
R[T(U),o (T(U))]<T(U) elde edilir. T(U), (o,r)-sol Lie ideal oldugundan her
uveT(U), xeR i¢in, [uxX,V]g. r€T(U) ve buradan [xuV]go.r = UXVlg.r +

[u,z (V)]xeT(U) bulunur. u[x,v]s 7 € T(U) oldugundan [u,z (vV)]xeT(U) ve boylece
[T(V), 7 (T(U))]R<T(U) elde edilir.
Lemma 4.3.6 : (0) # U, (o,7)-sol Lie ideal, UzZ ve Uz Cs ¢ olsun. a, beR
i¢in, aT(U)b = (0) ise a= 0 veya b = 0 dir.
Ispat : T(U), (o,7)-sol Lie ideal oldugundan her ueU, ve T(U) ve yeR igin,
[ubyV] & 7 € T(U) olur. aT(U)b = (0) oldugundan a[uby,v] & 7 b = 0 elde edilir. Buradan
0=afuby,v]ls ¢ b
=a(ubly,vlo,r + [ub,z (V)]y)b = aub[y,v] o,z b + a[ub, z (V)]yb
=afub, 7 (v)]yb
=a(ubz (v) — 7 (v)ub)yb
=aubr (v)yb —ar (v)ubyb
=-ar (v)ubyb
bulunur. Buradan her veT(U), ueU igin, az (T(U))UbRb = (0) ve R halkasinin asal
olmasi kullanildiginda a7 (T(U))Ub = (0) ve b = 0 bulunur. Eger b = 0 ise ispat biter. Eger

az (T(U))Ub = (0), ¥ xeR, ueU, ve T(U) (4.21)

ise
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O=ar(V[uX]lg rb=ar (V)uo (x)b—arz (v)r (X)ub

elde edilir. Bu ifadede x yerine o "(bx) alinir ve (4.21) esitligi kullanilirsa
0=ar (V)uo (o (bx))b—ar (v)7 (o *(bx))ub

=ar (Vubxb—ar (V)7 (o (b)) 7 (o (X))ub

=—ar (V)7 (o} (b)) 7 (o (X))ub
bulunur. az (T(U))Ub = (0) oldugundan her ve T(U) ve ueU i¢in, az (V)ub = 0 ve her
xeR icin, az (V)7 (o (b)) 7 (o™ (X))ub = 0 oldugundan a7 (V)7 (o (b)) z (o * (R))ub =
(0) ve burada o ve 7 nun értenligi kullanilirsa az (v) 7 (o (b))RUb = (0) elde edilir. R

halkasinin asal olmasi kullanildiginda
ar (V)7 (o (b)) = 0 veya Ub = (0) (4.22)

bulunur. Eger Ub = (0) ise Uz Z ve Uz Cs ¢ oldugundan Lemma 4.3.2 kullanilarak

b = 0 bulunur. Bu ise ispati tamamlar. Eger
ar (V)7 (o (b)) =0, V veT(U) (4.23)

ise Lemma 4.3.5 den U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan [U,7 (T(U))]JRcT(U) yani
[RJU,z (TU)IR]ls .z c[R,T(U)]o,r cUcT(U) ve buradan her x\yeR, ueU ve
veT(U) i¢in, [7 (X).,[u,z MIYlo .z = 7 () o ([u,z (V]Iy) - 7 ([u,z (V]y) 7 (X)eUc=T(V)
elde edilir. aT(U)b = (0) oldugundan

0=a[z (X).[u,zYlo,zb=ar (x)o([u,z (VIy)b—az ([u,z (V)]y)z (X)b
bulunur. Bu ifadede x yerine x o (b)z alinirsa

0=ar (xo (b)2) o ([u,z (V)]y)b—az ([u,z (V)]y) 7 (xo *(b)z)b

=ar ()7 (o7 (b)r (@) o ([u,r MIY)b—az ([u,z (V)Iy)z (X)7 (o (b)z (2)b

elde edilir. [u,z(V)]yxe[U,z (T(U))JRcT(U) ve (4.23) esitligi kullanilarak
ar ([u,r (VM]yx)z (o (b)e ar (T(U))z (o™ (b)) = (0) bulunur. Buradan her x,y,zeR,
ueU ve veT(U) i¢in, az (X)7 (o *(b) 7 (z) o ([u, = (V)] o (y)b = 0 elde edilir. o nun érten
olmasi kullamldiginda az (X)7 (o *(b)7 (z) o ([u,7 (v)JRb = (0) ve R halkasimn asal
olmasi kullamldiginda az (X)7 (o (b) z (z) o ([u,7 (V)] = O veya b = 0 bulunur. Buradan
ar (X)7 (o (b))Ro ([u,7 (v)] = (0) elde edilir. R halkasmnin asal olmasi kullamldiginda
ar (x)z (o (b)) = 0 veya o ([u,z (v)] = 0 veya b = 0 elde edilir. 7, 6rten oldugundan
aR 7 (o (b)) = (0) veya o ([u,7 (v)]) =0 veya b =0 bulunur. Buradan a = 0 veya

60



BOLUM 4-GENELLESTIRILMIS LiE IDEALLER Salih SERGIN

7 (o™ (b)) = 0 veya o ([u,z (v)] = 0 veya b = 0 olur. Eger 7 (o (b)) = 0 ise b = 0 elde
edilir. Eger o ([u,7 (v)]) =0 ise her ue U i¢in, [u, 7 (v)] = 0 yani [U, z (v)] = (0) olur.
Teorem 4.3.3 kullanilarak UcZ veya UcC s 7 olur. Buise UzZ ve Uz C s ¢ olmasi
ile gelisir. Yani [U, 7 (U)] # (0) olmalidir. Buradan a = 0 veya b = 0 elde edilir.

Teorem 4.3.7 : U, (o,7)-Lieideal, UzZve Uz Cqs 7 ise [R,M] s r U fakat
[R.M]s r ¢Cos ¢ olacak sekilde R nin (0) # M ideali vardir.

Ispat : U, (o, 7)-Lie ideal oldugundan Lemma 4.3.5 den [T(U), 7 (T(U))]R<=T(U)
ve R[T(V), o (T(U))] = T(U) olur. Bir diger taraftan T(U), R nin alt grubu oldugundan her
yeR, w,zeT(U) i¢in, y[w, o (2)]eR[T(U), o (T(U))]=T(U) ve her xeR, u,veT(U) igin
[u,z (V)]xe[TU), 7 (T(U)IR<T(V) buradan ylw, o (2)][u, 7 (V)]xe T(V) yani
R[T(V), o (TUD][T), 7 (T(U)JR<=T(U) elde edilir. Eger
R[T(VU), o (TUD][TU), 7 (T(U)JR = (0) ise R halkasinin asal olmasi kullanildiginda
[T(U), o (TAUNILT(V), z (T(U))] = (0) yani,

[u,oc V]T)[L, 7 (2)] = (0), Yu,v,w,zeT(U) (4.24)

olur. Lemma 4.3.6 dan [T(U), o (T(U))] = (0) veya €[T(U),z (T(U))] = (0) olur. UcT(U)
oldugundan [U, o (U)] = (0) veya [U,z (U)] = (0) olur. a,beU igin, [U,o (a)] = (0) veya
[U, 7 (b)] = (0) oldugundan Lemma 4.3.3 den o (a)eZ veya 7 (b)e ZveyaUcCs 7 oOlur.
Buradan acZ veya beZ veya UcCqs ¢ olur. buise UzZ ve UzCqs ¢ olmast ile
celisir. Bu yiizden T(U), 0) # M idealini kapsar. Yani
M = R[T(U), o (TUUN]IT), 7 (T(U))]IR # (0) olur. Yani McT(U) elde edilir. T(U) nun
tanimindan [R,T(U)] &, 7 <U ve buradan [R,M] s 7 < [R,T(U)] . <U bulunur. Yani
[RM] o r < T(U) elde edilir. [R,M] s .+ cCqs ¢ olsun. R, (o,7)-Lie ideal oldugundan
Lemma 4.3.1 den McZ veya RcCqg 7 olur. Yani R komiitatif veya RcCqo 7 elde
edilir. R komiitatif ise UcZve RcCqs 7 iISeUcCqs 7 Olur.BuiseUgzZve Uz Cqo 1
olmasi ile ¢elisir. O halde [R,M] s 7+ «Cs ¢ elde edilir.

Sonu¢ 4.38 : (0) # U, (o,r)-Lie ideal, UzZ ve UgzCqs 7 Ve abeR i¢in
aUb = (0)isea=0veyab =0 dir.

Ispat : (0) # U, (o,7)-Lie ideal, UzZ ve Uz C s ¢ oldugundan Teorem 4.3.7
den R’ nin [RM]s.r cUve [RM]s r «Cqo ¢ olacak sekilde (0) # M ideali vardir.
Bu yiizden [RM]g 7 cU oldugundan her xeR, ueU ve meM igin, [x,7 (u)7"
Y(b)m] & .z €U olur. aUb = (0) oldugundan a[x, 7 *(u) 7 *(b)m] & b = 0 olur. Yani

61



BOLUM 4-GENELLESTIRILMIS LiE IDEALLER Salih SERGIN

0=a[x,z }(u)r *(b)m] & .z b=axo (zr (u)z *(b)mb—ar (z *(u)z *(b)m)xb
=axo (7 U)o (z 1) o (mb-ar (z )z (z (b)) r (m)xb
=axo (7 1(u)) o (7 (b)) o (M)b — aub 7 (M)xb
=axo (7 Hu)) o (z (b)) o (m)b
elde edilir. Buradan

aRo (7 (U)o (z (b)) o (M)b = (0), V xeR,ueUvemeM (4.25)

bulunur. R halkasmnin asal olmasindan a = 0 veya o (7 (u)) o (z (b)) o (m)b = 0 elde
edilir. Eger o (7 *(u)) o (7 (b)) o (M)b = 0 ise

0= o (z U)o (z (b)) oMb = o(r*ub))o(mb=0c(r *(ub))moc (b)) olur.
o, 1-1 oldugundan 7 *(ub))mo *(b) = 0 yani 7 *(ub))M o (b) = (0) elde edilir. M ideal
ve R asal oldugundan 7 *(ub) = 0 veya o (b) = 0 olur. 7 ve o, 1-1 oldugundan her
ueU igin ub = 0 veya b = 0 bulunur. Buradan Ub = (0) veya b = 0 elde edilir. Eger
Ub=(0)ise UzZve Uz Cqs 7 oldugundan Lemma 4.3.2 den b = 0 bulunur. Bu ise ispati

tamamlar.
4.4 N. Aydin, M. Soyturk, (o, 7 )-Lie Ideals in Prime Rings With Derivation

Bu makalede R, charR # 2 olan asal bir halka, U, R nin bir (o,7)-Lie ideali,
o, 7: R—R otomorfizm ve d, bir tiirev olarak alinmistir.
Lemma4.4.1:(0) # U, Rnin UcCq 7 sartini saglayan (o, 7 )-sol Lie ideali ise
UcZdir.

Ispat : U, (o,r)-sol Lie ideal oldugundan her xeR ve ueU igin

[z (WX,u] & 7z €U olur. Buradan
[z (Uxulo,r =7 WIXUo,r +[7 ()7 U]X
[7 (u), 7 (u)] = 0 olacagindan
T(W[XUlo r€Cos.r VXeR, VueU (4.26)
elde edilir. Lemma 4.2.1 den

t(UeZveya[xulg r =0, vXeR (4.27)
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bulunur.
Eger her xeR igin, [X,u] & .7 = 0ise yeR i¢in x yerine xy alinirsa
0=[xyulo .z =xlyulo,r +[x 7 (U)ly
elde edilir. Kabuliimiizden [y,u] 5, = 0 oldugundan her x,yeR igin, [x,7 (U)]y = 0 ve
buradan her xeR i¢in, [X,7 (U)]R = (0) olur. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda her
xeR i¢in, [X,7 (U)] = 0 yani [R,z (u)] = (0) yani her ueR i¢in, 7 (u) e Z bulunur Herstein
(1976)’ den U c Z elde edilir.

Teorem 4.4.2 : (0) # U, R nin bir (o, 7 )-sag Lie ideali olsun. d(U)cCqs 7 ise R
halkas1 komiitatif veya U C & ¢ olur.

Ispat : U, (o, 7)-sag Lie ideal oldugundan her xe R ve her ue U igin, [uX] oz €U
olur. Hipotezden

0=[d([uxlo.z)Ylo .z

=[duo(x)- z(u)ylo .«

=[d(uo (x)) —d(z u).ylo .z

= [du) o (x) + ud(o (x)) —d(z ()u) - 7 (X)d(u).Ylo .«

=[d(u) o (x) - 7 ()du),yl o,z + [ud(o (X)) —d(z X)uylo, 7

= [[dW).Xlo.z.y] + [[udX)] o .7 Y]
bulunur. Burada ilk terim [d(u),X]o .7 €eCo ¢ oldugundan sifira esit olacagindan her
x,yeR, ueU ig¢in, [[udX)]o .yl = 0 vyani [[ud(X)]c.r Rl = (0) ve buradan
[udX)]o r €Co ¢ elde edilir. [Ud(X)]oc,r <cCo r oldugundan Lemma 4.3.1 den
UcCqs .7 veya her xeR igin, d(x) e Z olur. Eger UcC s 7 ise ispat biter. Eger her xeR
icin, d(X)eZ ise d(R)c=Z ve Herstein (1979) den R halkas1 komiitatiftir. Bu ise ispati
tamamlar.

Sonu¢ 4.4.3: (0) # U, (o, )-Lie ideal olmak iizere d(U)cC s ¢ ise UcZ olur.

Ispat: d(lU)cC o 7 ise Teorem 4.4.2 den R halkasi komiitatif veya UcC & 7 olur.
UcCqs ¢ ise Lemma4.4.1 den UcZ elde edilir.

Lemma 4.4.4 : (0) # U (o,7)-Lie ideal olmak iizere acR i¢in, d(U)a = (0) (veya
ad(U) = (0)) ise a=0veya UcZdir.

Ispat : Kabul edelim ki Uz Z olsun. Sonuc 4.4.3 den d(U)zCqs 7 oldugundan
dU) # (0) olur. U, (o,r)-Lie ideal oldugundan her xeR ve ueU igin,
[z (WX,u] & 7z €U olur. Buradan

[z (UWXUle.r = tUW[XUlg.r + [7),7zW]Xx = 7U)[XU o reU elde edilir.

Hipotezden
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0=d(z (uxulo 7)a
=d(z (W)xule.rat r (Ud(xulo,r)a=d(zr (U)xulo ra
bulunur. Her xeR i¢in, d(7 (u))[X,u] &, 7 a = 0 olacagindan x yerine v € U i¢in, xd(v) alinir
ve hipotez kullanilirsa
0=d(z (u)xd(v)ulo,ra
= d(z (W)x[d(v).ul o,z a+d(z (u))[x, 7 (u)]d(v)a
=d(z (W)x[d(v),u]ls.ra ¥YXeR
=d(z (U)R[A(V),u]lo 72

elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanilarak d(z (u)) = 0 veya [d(v),u]lg. ra =0
bulunur. her ueU i¢in, d(z (u)) = 0 ise 7 (d(u)) = 0 olur ve 7z, 1-1 oldugundan d(u) = 0
bulunur. Sonug olarak d(u) = 0 veya [d(v),u](o,r)a = 0 elde edilir. L = {ueU | d(u) = 0}
ve K = {ueU | [dv),u]lg ra =0, vueU } kiimelerini tanimlayalim. L ve K, U’ nun
toplamsal alt grubudur. Yani U = KU L dir. Brauer Trick’ten L = U veya K = U bulunur.
Eger L = U ise d(U) = (0) olur. Bu ise d # 0 olmasi ile geligir. O halde K = U dur. Yani
her u,ve U i¢in, [d(V),u] &, 7 a = 0 olur. Buradan

0=[d(V)u]ls . ra=d(Vv)o(uwa — 7z (ud(v)a

olur. Hipotezden d(v)a = 0 olacagindan d(v) o (u)a = 0 elde edilir. Bu esitligin her iki
tarafina o ! uygulanir ve o * in homomorfizma oldugu kullanilirsa her u,ve U igin,

o (d(v))uo (@) = 0 ve buradan her veU icin, o (d(v))Uc *(a) = (0) elde edilir.
Lemma 4.3.6 dan o (d(v)) =0 veya o *(a) =0, o homomorfizma oldugu i¢in  d(v)
=0veyaa=0hbulunur.d # 0 oldugundan d(v) # 0 olacagindan a = 0 elde edilir.

Lemma4.4.5: (0) # U, Rnin (o, 7 )-Lie ideali olsun. Eger d*(U) = (0) ise d(U) = Z
dir.
Ispat : U, (o, 7)- Lie ideal oldugundan, her xeR ve her ue U igin,
7 (U)[xU] & .z €U ve d*(U) = (0) oldugu kullanilirsa
0=d*(z (WxUle,r)=dd(r WXulo,7))
=d(d(z (Wxulo,r + 7 (Ud([xUlo,7))
= d*(r (U)Ixulo .z +d(z )d(IxUlo,7) +
d(r (U)d(xulo 7))+ 7 (Wd(Xulo )
= d*(r (U)IXUl o,z +2d(7 (U))d([xUl o, 7 )+
r (Wd*([xulo 7)
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olur. d*U) = (0) oldugundan d*(z (u)) = z(d*(u)) = 0 ve 7z (U)d*(x,uls 7) = O
oldugundan 2d(z (u))d([X,u] &,z ) =0 olur. charR # 2 oldugundan

d(z (W)d([x,u]ls.7)=0, vxeR, vueU (4.28)

elde edilir. (4.28) esitliginde her ue U i¢in, u yerine u + d(v) alinir, d ile 7 nun komiitatif
ve d?(U) = (0) oldugu kullanilirsa
0=d(z (u+dv)d(lx,u+dV)]o.7)

=d(z () +d(z (d(v)))dIx,ulo,r +d([x.dV)]o 7)

=d(z (W)A([xulo,7) +d([x,dWV)] o, 7))

=d(z ()(d(xulo,z) +d(z (W)A([X,dV)] o 7)
bulunur. Burada ilk terim (4.28) esitliginden dolayr sifir  olacagindan
7 (d(u)d([x,d(V)] &,z ) = 0 elde edilir. Esitligin her iki tarafina 7 * uygulanir ve 7’ nun

1-1 oldugu kullanilirsa
d(u) z Yd([x,dV)]o.7) =0, vXxeR, vuveU (4.29)

bulunur. Lemma 4.4.4 den her ueU igin, ueZ veya 7 (d([x,d(v)]&.z) = O bulunur.

Buradan
UcZveyad([x,dV)]o.7)=0, vXeR, vueU (4.30)

elde edilir.
Eger UcZise d(U) cZ olacagindan ispat biter.
Eger her xe R ve ue U i¢in, d([x,d(V)]& .z ) =0 ise
0 = d([x,dW)]o.z) = d(xo (d(v)) — 7 (d(v))x) = d(xo (d(v))) — d(z (d(v))x) =
d(x) o (d(v)) + xd((o (d(v))) —d(z (d(v)))x — 7 (d(v))d(x)

bulunur. Buradad ile o ve 7’ nun komiitatif oldugu ve d?(U) = (0) oldugu kullanilirsa

[d(x),dV)]o.r =0, vXeR, vueU (4.31)

elde edilir. (4.31) esitliginde ueU i¢in, x yerine xd(u) alinir, d*(U) = (0) ve (4.31)

esitlikleri kullanilirsa

65



BOLUM 4-GENELLESTIRILMIS LiE IDEALLER Salih SERGIN

0 = [d(xd(u).dW)] &, 7 = [d()d(u) + xd*(U),dW)] o, 7 = [d()d(u).dW)] o 7
= d)[d(u),dV)] o,z + [d(x), 7 (d(v))]d(u) = [d(x), 7 (d(v))]d(u)
ve buradan her xeR igin, [d(X),z (d(v))]d(U) = (0) bulunur. Lemma 4.4.4 den her xeR
her veU igin, [d(X), 7 (d(v))] =0 veya UcZ olur.
Eger UcZise d(U) c Z olacagindan ispat biter.
Eger her veU ig¢in, [d(R), 7 (d(v))] = (0) ise Herstein (1976) den her veU igin,
7 (d(v)) € Z olur. Buradan her ve U i¢in d(v) € Z yani d(U) — Z olur. Bu ise ispati tamamlar.
Teorem 4.4.6 : (0) # U, R nin (o, 7 )-Lie ideali olsun. Eger d*(U) = (0) ise UcZ
olur.
Ispat : Kabul edelim ki Uz Z olsun. (4.28) esitliginde u yerine ve U igin, u + v
alinir ve (4.28) esitligi kullanilirsa
0=d(z (u+v))d(xu+vlo.7)
=d(z (u) + z (V)d(xulo .z + XVl .7)
=d(z (W)d(xulo,z +d(z W)d([xVlo,z +d(z (V))d(Xulo 7z +d(z (U)d(xulo, 7
=d(z (W)d(xVlo,z +d(z (V))d([xulo, 7
bulunur. Bulunan bu ifade ue U igin, soldan d( 7 (u)) ile ¢arpilirsa
d(z (W) d([x,V] o,z + d(z (V))d(z (v))d([x,u] & 7 = 0 elde edilir. d*(U) = (0)
oldugundan d*(z (U)) = 7 (d*(U)) = 7 (0) = (0) olur ve Lemma 4.4.5 den d(7 (U))cZ
bulunur. d(7 (U)) = Z ve (4.28) esitligi kullanilacak olursa

d(z (W)?d([x,Vle r =0, VXeR, vu,veU (4.32)

elde edilir. Her xeR, ve U i¢in, [Xo (V),Vls 7 €[R,U] 5 . oldugundan [xo (V),V]o 7 =
X[o(V),oc)]o.r +[XVle r (V) =[XV]o .7 o(V)e[R,U] s ¢ bulunur. (4.32) esitligi
kullanilarak (d(z (u)))?d([x,V] &.z o (v) = 0 olur. (d(z (U)))?d([x,V] & .7 ) o (V)+ (d(z (u)))?
[X,V] o,z d(o (v)) = 0 bulunur. Tekrar (4.32) esitligi kullanilarak

d(z (U))*[XV] .7 d(o (v))=0, vu,veU, vxeR (4.33)

bulunur. we U igin, v yerine v + w alinirsa

0= d(z (W)’ [xu+ Vo rd(o+V) =dz W)’ (xMo.r + xWo zd(oV) +
o (W)=d(z W))’([xVM o,z d(o W))+d(7 (W))*[xV] o,z d(o (W) +d(z (W)*(xW] o, 7 d(
o (V)+ d(z (U))* (xW] o, 7 d(o (W)
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elde edilir. (4.32) esitigi kullamlarak d(z (U)))’[X,V]e .z d(o (v)) = (0) ve d(z (u)))?
[X,w] 5.7 d(o (v)) = (0) oldugundan
d(z ()4([x,V] o .z d(o (W) + d(z W)*([XW] & . 7 d(o (V)) =0,V u,v,we U, vV xe R(4.34)

bulunur. (4.34) esitligi sagdan d( o (v)) ile ¢arpilarak
0 = d(z WNA(xVlo,zd(o W)d(o (V) + d(z W)[xWlo,zd(o (v))d(o (V) elde
edilir. d*(o (U)) = (0) oldugundan Lemma 4.4.5 kullamlarak d(o (U))<=Z bulunur. Her
we U i¢in, d( o (W)) € Z oldugundan (4.33) esitliginden
0=d(z W)XVl 7 d(o W)d(o (V) + d(z (W) (XW] o,z d(o (V)d(o (V)

=d(z (U))Y(xVl o,z d(o (V)d(o (W) + d(z U))*([xW] &, 7 (d(o (v)))°

ve buradan
d(z ()’ ([xW] o . 7 (d(o (V)))*=0, vu,v,weU, vxeR (4.35)

elde edilir. (4.35) esitliginde ac U, yeR igin, X yerine d([X,a] o, 7 )y alinirsa
0 =d(z (W))*([d([x.a o,7)y.Wl( o, 7 )(d( o (V)))°

= ([d(7 (W)*([d(xal o7 )y o (W) — z (W)d(z (U)*([d([x.a] o, 7 )y)(d( o (V)))*

= d(z ))([d([x.al 0,7 )y o (W)d(o (V))* —d(z ())*7 (W)([d([x.a] o, 7 )Y)(d( & (v)))?
bulunur. (4.32) esitliginde d( 7 (u)))*([d([x,v] &, 7 ) = 0 oldugu kullanilirsa
d(z (u))z (W)([d([x.a] o, 7)y(d(o (V)))> = O, vuvweU,vxyeR ve buradan
(7 ()’ 7 (W)([d([x,a] o, 7 )R(d( o (v)))? = (0), Vu,v,weU,V xeR olur. R halkasinin asal
olmasi kullanildiginda her u,v,we U, her xeR igin, (d(z (u))*z (w)([d([x,a] o,z ) = O veya
(d(o (v)))?>=0 elde edilir. Yani (d(z (U))*z (U)([d([R,U] o,7) = 0 veya (d(o (U)))*=0 ve
buradan (7 (d(U))*z (U)([d([R,U] o,7) = 0 veya (o (d(U)))? = 0 bulunur. Burada birinci
esitlige 7 " ve ikinci esitlige ot uygulanir ve 7 ve o nun 1-1 oldugu kullanilirsa
d*(U)U 7 ([d([R,U] o,7) = 0 veya d*(U) = 0 ve Lemma 4.3.6 kullamlarak d*(U) = (0)
veya d([R,U] o,7) =0 elde edilir.

Eger (d(U))*= (0) ise her u,ve U i¢in
0 = (d(u +v))* = (d(u) + d(v))* = (d(u))* + 2d(u)d(v) + (d(v))?

(d(U))?= (0) ve charR # 2 oldugu kullanilirsa d(U)d(U) = (0) olur. Lemma 4.4.4 den d(U)
= (0) veya U cZ olur. Kabuliimiizden U ¢ Z oldugundan d(U) = (0) bulunur. Sonug 4.4.3
kullanilarak d = 0 veya U — Z elde edilir. Buise d # 0 ve Uz Z olmasi ile gelisir. O halde
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(d(U))? # (0) dir. d([R,U] &,7) = (0) ise [x,u] 0,7 o (u) e [R,U] o, 7 igin d([x,u] o, 7)o (u)
+ [x,u]o,7d(o (u)) =0 ve d([R,U] 0,7 )= (0) oldugu kullanilirsa

[x,u]o,7d(o (U))=0, vueU, vxeR (4.36)

elde edilir. (4.36) esitliginde y e R igin, x yerine xy alinir ve (4.36) esitligi kullanilirsa
0=[xyu]lo,zd(o (u))

=xlyulo,zd(o () + [x, 7 ()]yd(o (u))

=[x,z (u)lyd(o (u), vyeR

=[x,z (WIRd(o (u))
bulunur. R halkasiin asal olmasi kullanildiginda [x,z (u)] = 0 veya d(o (u)) = 0 elde
edilir. Her ueU ig¢in, d(o (u)) = 0 ise 0 = d(o (u)) = o (d(u)) olur. o, 1-1 oldugundan
d(u) = 0 elde edilir. O halde her ue U igin, ue Z veya d(u) = 0 bulunur. K = {ue U | ue Z}
ve L = {ueU|d(u) = 0} kiimeleri tanimlansin. Brauer Trick’ten K = U veya L = U elde
edilir. Uz Z oldugundan U # K ve buradan U = L bulunur. Yani ueU igin d(u) = 0
buradan d(U) = (0) elde edilir. Bu ifade her xeR igin, soldan d(x) ile garpilirsa
d(x)d(U) = (0) bulunur. Lemma 4.4.4 kullanilarak her x e R igin, d(x) = 0 veya U< Z elde
edilir. Bu ise d= 0 ve Uz Z olmasi ile gelisir. O halde U< Z bulunur.

4.5 M. Soyturk, (o, 7 )-Lie Ideals in Prime Rings With Derivation

Bu makalede R, charR # 2,3 olan asal bir halka, U, R nin bir (o,7)-Lie ideali,
o, 7 : R—R otomorfizma ve d, bir tiirev olarak alinmistir.

Lemma 4.5.1: R bir asal halka ve (0) # U, R nin bir (o ,7)-sol Lie ideali olsun.
Eger [R,U]g,r cZise UcZ dir.

Ispat : U, (o,7)- sol Lie ideal oldugundan her xeR ve ueU igin, [X,u]lo,r €Z
olur. x yerine Xo(u) almirsa [xo (u),ulo,z = X[o(),c ()] + [xuU]lo,z o) =
[x,u]o,7 o (u)eZ olur. [X,u]o,7 €Z oldugundan her xeR ve ueU igin, [X,u]lo,z =0
veya o (U)eZ olur.

Eger o (u)eZise her ueU i¢in, ueZ olur. Bu ise ispati tamamlar.

Eger her xeR ve ue U igin, [X,u] o,7 =0 ise X yerine y € R i¢in xy alinirsa
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0 =[xy,ulo,z =X[y,o (U)] + [x,u]lo,zy = X[y, o (u)] elde edilir. Yani R[y, o (u)]= (0) ve
R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her yeR, ue U i¢in, [y, o (u)] olacagindan UcZ
bulunur. Béylece ispat tamamlanir.

Lemma 4.5.2 : R, charR # 2 olan bir asal halka ve (0) # U, (o,7)-Lie ideal ve
0 = d, R nin bir tiirevi olsun. d(U)c Z ise Uc Z dir.

Ispat : Her xeR ve ue U igin, d(U) c Z oldugundan d([x,u] &,7 ) € Z olur. Yani

d([x,u] o,7) = [d(X),u] o,z + [x,d(U)] 0,7 €Z, VXeR, VvueU (4.37)

elde edilir. (4.37) esitliginde veU igin, x yerine xd(v) alimirsa [d(xd(Vv)),u]o,z +
[xd(v),d(u)] o,z €Z olur. Buradan [d(X)d(v) + xd’(v)ulo,z + [xd(v)dW)]o,z =
[de)dW) il o7 + xd* W)Ul o,7 + [xd(v)u] o,z = d)[d(v), o (W)] + [d(X).u] o7 d(v) +
X[d*(v),o ()] + [xu]o,zd’(v) + Xx[d(v),o @du)] + [x,du)]o,zd(v)eZ elde edilir.
d(U)c=Z ise her xeR, uveU icin, [x,u] o,z d*(v)eZ bulunur. Her xeR, uveU igin,
d?(v) = 0 veya [x,u] o,z €Z olur. Yani d*(U) = (0) veya [R,U]o,7 =Z bulunur. Eger
d?(U) = (0) ise Aydin ve Soytiirk (1995)’ den U =Z bulunur. Bu ise ispati tamamlar. Eger
[R,U]o,r = Zise Lemma 4.5.1 kullanilarak U — Z bulunur. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 4.5.3 : R bir asal halka, charR=2,3, (0) # U, R nin (o,7)- Lie ideali,
0 = d, d(U) U, d*(U) = Z sartim saglayan bir tiirev olsun. d*(U) = (0) ise U = Z dir,
Ispat : Kabul edelim ki Uz Z olsun. U, (o, 7 )-Lie ideal oldugundan her ue U, xeR

igin, [x,u] o,z €U olur. x yerine 7 (u)x alinirsa
[z (Wxu]lo,r = 7 (U[XuU]o,z + [z (u),z (W]x bulunur. [z (u),z (u)] = 0 oldugundan
7 (W)[x,u]l o,z €U elde edilir. d*(U) = (0) oldugundan d*(z (u)[x,u]o,7) = 0 olur. Her
xeR, ueU i¢in,
0=d*(z (u)[x,u]o,7)

= d*(d(z (ux.ulo,7))

= d*(d(7 (u))[x,u]l o, + 7 U)d([x.u]o,7))

= d(d*(r (W)Ul o,z +d(z (U)d([X.U] o,7) + d(r W)X U] o,7) + 7 WX U] o, 7)

= d(d*(z (U)Xl o,z +2d(7 (U)d(x U] o,7) +7 (Wd*([xU o,7)

= d(rWxulo,r  +E(r@d(xUlor)  + 2d(z (ud(xule,r)  +
2d(7 (u)d*(xul o,7) + d(z (U)d(xu]o,7) + 7 (WX U] o,7)
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bulunur. Her xeR, ueU igin, d*(z (u)) = 7 (d*(u)) =7 (0) = 0 yani d*([x,u] &, z) = 0 olur.
O halde
0 =3d*(z (U))d([x.ul &, 7) + 3d(z (W) (XUl &, 7
= 3(d*(z (W)d(x.U] o,7) + d(z (W)d*(Ix.ul 5, 7)
elde edilir. charR=3 oldugundan d*(z (U))d([x,u]o,z) + d(z (U))d*([x,u]l &,z = O olur.

7 d=dz oldugundan
r (d2)d(x.ulo,7) + 7 ([dW)d*(x.ul o,z =0, ¥xeR, VueU (4.38)

bulunur. (4.38) esitliginde u yerine d(u) alinirsa
0= 7 (d*(d))d(x.dW] o) + 7 (d(dW))d*(xdW)] o,

= 7 (dU)d(x,dW)] 5,7) + 7 [@(U)d*([x.dW)] o,z
elde edilir. d*(U) = (0) oldugundan 7 (d*(u)) = z (0) = 0 olur. Buradan her ue U, xeR icin
7 (d%(u))d*([x,d(u)] &, 7 = 0 olur. d*(U) = Z oldugundan her ue U igin, d*(u) € Z olur.
Her acR icin, ar (d*(u))d*([x,d(W)]o,z = O bulunur. 7 (d*u)) e€Z oldugundan
7 (d*(u))ad’([x,d(u)] o,z = O elde edilir. Yani 7 (d*(u))Rd*([x,d(u)] &,z = (0) bulunur. R
halkasinin asal olmasi kullamldiginda her xeR ve ueU icin, 7 (d’(u)) = 0 veya
d([x,d(u)] &,z = 0 bulunur. 7, 1-1 oldugundan

d*(u) = 0 veya d*([x,d(u)] &,z =0, VXeR, VueU (4.39)

elde edilir. Her xe R, ue U i¢in, d*([x,d(u)] o,r = 0 ise x yerine X o (d(u)) alinirsa
0 =d*([xo (d().dW)] o,

= d*([x[ o (d(u)), o [dU))] o,z + Xd(W)] 5,7 & (d(u))

= d*([x,d(u)] o,z o (d(u)))

= d*([x,d(W)] 5,7 ) o (d(U)) + 2d([x,d(W)] &, 7 )d(o (d(W)) + [x,dU)] &, 7 I*( o (d(u)))
bulunur. Her xe R, ue U igin, d*([x,d(u)] &,z = 0 oldugundan 2d([x,d(w)] &,z )d( o (d(u)) +
XdW)] o,z (o (W) = 2d([x.dW)]e, 7)o (W) + [XdW]o,z o (d*())) = 0 elde
edilir. d®(U) = (0) oldugundan her ue U i¢in, d*(u) = 0 oldugundan o (d*(u)) =o (0) = 0
bulunur. O halde her xeR, ue U i¢in, 2d([x,d(u)] &, 7 ) o (d*(u)) = O elde edilir. CharR =2
oldugu kullamhirsa d([x,d(u)] &, 7 ) & (d*(u)) = 0 olur. d*(U) = Z oldugundan, her ue U igin,
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o (d*u)eZ bulunur. Her aeR igin, d([x,dW)]es,z)o (du)a = 0, o(d*(u)eZ
oldugundan d([x,d(u)] &, 7 )Jac (d*(u)) ve buradan d([x,d(u)] &, 7 )R & (d(u)) = (0)
elde edilir. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her xe R, ue U i¢in, d([X,d(U)] &,7) =
0 veya o (d*(u)) = 0 bulunur. &, 1-1 oldugundan d([x,d(u)]o,z) = O veya d*(u) = 0
bulunur. Eger her xe R, ue U i¢in, d([x,d(u)] &,z ) = 0 ise x yerine X o (d(u)) alinirsa
0 =d([xo (d(u).dW)]o,z)

= d(x[o (d(u)), o (d()]) + [x.dW)] o,z o (d(u))

= d([x,dW)] o,z o (d(u)))

=d(x,dW] o,z o (d(u) + [x,d(u)] o,z d(o (d(u)))
elde edilir. d([x,d(u)] &,z = 0 oldugundan, her xe R, ue U i¢in, [X,d(U)] &,z d(o (d(u))) =0
olur. od =do oldugundan
0 = [xdUlo,zd(o W) = XdW]e, o @) ve o(d*u))eZ oldugundan
[x,d(u)] &, z R o (d*(u)) = (0) elde edilir. R halkasmnn asal olmas: kullanildiginda her xeR,
ueU igin, [x,d(U)] o,z = 0 veya o (d*(u)) = 0 olur. &, 1-1 oldugundan [x,d(u)] &,z = 0
veya d(u) = 0 bulunur. Her xeR, ueU igin, [x,d(U)] &,z = 0 ise yeR igin, x yerine xy
alinirsa
0= [xy.dulo,z = X[y, o (d)] + [xdu)lo,zy = X[y, o (d(u))] olur. Yani R[y, o (d(u))]
= (0) ve R halkasmin asal olmasi1 kullanildiginda her yeR, ueU igin, [y,o (d(u))] = 0
bulunur. Buradan o (d(u))eZ yani her ueU igin, d(u)eZ elde edilir. (4.39) esitliginde
d*(u) = 0 veya d*([x,d(u)] &,z = 0 idi. Buradan her ueU igin d*(u) = 0 veya d(u)eZ
bulunur. K={ueU | d*(u)=0}veL={ueU | d(u) €Z} kiimeleri tanimlansin. K ve L, U
nun toplamsal alt grubudur. U = KU L dir. Brauer Trick’ten U = K veya U = L olur. Eger
U = K ise her ue U i¢in d*(u) = 0 yani d’(U) = (0) dir. Aydin ve Soytiirk (1995)’ den UcZ
bulunur. Bu ise U & Z olmasiyla ¢elisir. Yani U= L dir. O halde U = K bulunur. Her ue U
icin d(u)e Z olur. Bu ise d(U) c Z demektir. Lemma 4.5.2 kullanilarak U < Z bulunur. Bu
da U ¢ Z olmastyla gelisir. O halde U < Z bulunur.

4.6 K. Kaya, N. Aydin, Some Results on Generalized Lie ideals

Bu makalede R bir asal halka, U, (o, 7 )-sol Lie ideal ve charR # 2 olarak alinmistir.
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Lemma 4.6.1: a,beR olsun.
(i) di, R iizerinde di(X) = [X,b] &,z seklinde bir doniisim ve adi(R) = (0)
(veya di(R)a=(0)) isea=0veyabeZdir.
(i) a[R,blo,z=(0) ([R,b]o,zb=(0))ise a=0veyabeZdir.
(i)  Ua=(0) (veyaaU =(0)) ise a=0veya ucZdir.
Ispat :
() Her x,y € R i¢in, di(xy) = [Xy,b] &,z = X[y, o (b)] + [X,b] 5,7 Y

Buradan

di(xy) = di(x)y + x[y,o (b)], Vx,yeR) (4.40)

(4.40) esitligini soldan a ile ¢arpar ve ad;(R)=(0) oldugu kullanilirsa
adi(xy) = adi(x)y + ax[y, o (b)] olur. Her x,y € R igin, ax[y, o (b)] = 0 ve buradan
aR[y, o (b)] = (0) elde edilir. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda a = 0 veya her ye R
icin, [y, o (b)] =0 yani a =0 veya [R, o (b)] = 0 ve buradan a = 0 veya b e Z elde edilir.
Benzer bigimde her x,y € R i¢in, di(Xy) = [Xy,b] o,z = X[y,b]l &,z + [X, 7 (b)]y = xd1(y) +
[x,7 (b)]y olur. Her X,y € R i¢in, di(xy) = xdi(y) + [X, 7 (b)]y ifadesini sagdan a ile garpar
ve di(R)a = (0) oldugu kullanilirsa d;(xy)a = xdi(y)a + [x, 7 (b)]ya ve buradan her x,yeR
icin [x,7 (b)]ya = 0 elde edilir. R halkasinin asal olmas1 kullanildiginda, her xeR igin
[X,7 (b)] =0 veya a =0 bulunur. O halde be Z veya a = 0 elde edilir.
(i)  a[R,b]o,z =(0) ise ad1(R) = (0) oldugundan (i) kullanilarak a = 0 veya be Z olur.
@) (@© = U, (o,r)sol Lie ideal oldugundan [R,U]g,7z U olur.
a[R,U] &,z <aU=(0)
oldugundan a[R,U] o,z = (0) olur. (ii) kullanilarak a = 0 veya U — Z elde edilir.
Lemma 4.6.2 : 0 # d, R nin bir tiirevi olsun. d(U) = (0) ise [U, o (U)] = (0) ve
[0 (U), 7 (U)] =(0)olur.
Ispat : d(U) = (0) oldugundan her u,v,we U igin, d([wv,u] ,7) = 0 olur. Bunu
acarsak d(U) = (0) oldugu kullanilirsa
0 =d(wlv,o (W] +[w,u]l o,z V) = dW[v,o (U)]) + d([w,u] o, 7 V)
=dW)Lv, o (u)] + wd([v, o (U)]) + d([w.u] o,z )V + [W,u] 5,7 d(V)
elde edilir. Her u,v,we U igin, d(w) = d([w,u] &,7) = d(v) = 0 olacagindan wd([v, o (u)]) =

0 olur. Her ueU igin, d(u) = 0 oldugu kullanilirsa
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0 =wd([v, o (u)]) = w([d(v), o ()] + [v.d(o (u))]) = w[v,d(o (u))]
elde edilir.Her uyveU igin, U[U,d(o (U))] = (0) oldugundan Lemma 4.6.1 (iii)
kullanilarak [U,d(o (U))] = 0 veya U < Z bulunur. Yani

[Ud(oU))]=0 (4.41)

elde edilir. d(U) = (0) ve U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan, her reR, u,veU ig¢in,
d([rv,u] &, 7) = 0 olur. Buradan
0=d(r[v,o (W] + [rulo,zV)

=d(rfv,o (W]) +d([r.u]l o,z V)

=d(N[v,o (W] +rd([v,o (U)]) + d(rulo,7)v + [nul o,z d(V)
bulunur. (4.41) esitligi kullanilarak [u,d(o (u))] = 0 oldugundan her u,veU igin,
d([v,o (W)]) = [d(v),o (U)] + [v,d(o (u))] = 0 olur. Her u, veU ig¢in, d([v,oc(u)]) = 0
oldugundan d(r)[v,o (u)] = 0 yani d(R)[U,o (U)] = (0) bulunur. Teorem 2.1.3 den
[U,o (U)] = (0) veya d = 0 bulunur. d # 0 oldugundan [U,o (U)] = (0) elde edilir. U,
(o, 7)-sol Lie ideal oldugu kullanilirsa her se R, u,ve U i¢in,
0=[[zWsulo,z.cW]=7zUIsulo,z,cM]+[zU).,cWVIlsulo,z

ve [U, o (U)] = (0) oldugu kullanilarak

[z(u),cW][su]lo,r =0, VuveU,seR (4.42)

bulunur. (4.42) esitliginde s yerine re R igin, sr alinirsa,
0 = [z oMlsrule,z = [z (u),oW)slro W] + [z (u),cWI[ sulo,z bulunur.
(4.42) esitligi kullanildiginda her seR igin, [7 (u),o (V)]s[r,o (u)] = 0 vyani
[7 (u),o (V]R[r,o ()] = (0) bulunur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda her u, ve U
igin, [z (u), o (V)] = 0 veya her ue U, reR igin, [r,o (u)] = 0 ve buradan her u, ve U igin,
[z(u),oc()] =0 veya oc(ueZ vyani ueZ bulunur. Dolayisiyla [z (U),o (U)] = (0)
bulunur.

Lemma 4.6.3 : 0 # d, R nin bir tirevi olsun. d(U) = (0) ise her ueU igin,

o(u)+ z(ueZolur.
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Ispat : d(U) = (0) oldugundan Lemma 4.6.2 kullanilarak [U, o (U)] = [z (U), o (U)] = (0)
olur. Eger [U,o (U)] =0 ise, heruv,weU vereR i¢in, [[rw,V] &, 7,0 (u)] = 0 olur. Yani
0=[rwV]o,z.o )]+ [[rz W)]w,o ()]
=rwVlo,z,o W] +[roWIwVlo,z + [z (V]w, o U] +[[r,7 (v)], o (u)]w

bulunur. [U, o (U)] = (0) oldugundan [w, o (u)] = [[W,V] &, 7, o (u)] = 0 ve buradan

[r,o (WIwV] o,z +[[r,7 (V)],o (U)]w=0, vuvweU, vreR (4.43)

elde edilir. (4.43) esitligi kullanilarak
0=(ro(u)— ocnNWwao (V) -z (V)W)+[rz (V) — 7 (V)r,o (u)]w

= ro(UWwo(v) — rcuWrvViw - oWwo (V)+to((Wrz V)w+rz (V)o (Uw —
t(Vro(uw- o urz (v)w+ o (u)z (V)rw
olur. Her u,v\weU ve reR igin, [7(U),c(U)] = (0) ise 7 (V)o(u) = o)z (v) ve
[U,o(U)]=(0)ise wo (u) = o (u)w oldugu kullanilirsa
0 =rouwo(v) — cWwo(v) — t(VroUwtou)r (VMrw = roUwo (v) —
ocWwo (V) - z(Vrwo (u) + oc(u)z(rw=(ro(u) — ocUnNwo (V) — [z (V)rw, o (u)]
=[rnoWlwo (v) - [z (Vw,o )] =[r.oWlwo (V) - 7 (V[w, o (U)] - [7 (v), o (u)]rw
=[rnolwo (v) - = (WIw, o )] =[r.oWlwo (V) - z (Vrw, o (U)] - 7 (V)[r, o (u)]w
=[rnolwo (v) - z (I o Wlw = [[r, o WlwV] o,z
elde edilir. Buradan her u,v,we U ve her reR i¢in,

0=1[r,o (UW]lw, o (U] + [[r, o (U)],v] &,z w ve buradan

[[r,oc(W]V] ,zWw=0, YuvweU, vreR (4.44)

bulunur. Her u,ve U ve her reR i¢in, [[r,o (u)],V] &,z U = (0) olacagindan Lemma 4.6.1

(i) ve (4.44) esitligi kullanilarak [[r, o (U)],v] o,z = 0 veya U — Z elde edilir. O halde

[[r,oW]V] 6,z =0, vuveU,reR (4.45)

bulunur. (4.45) esitliginde r yerine se R igin, rs alinirsa
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0 = [Irs,oWlVle,r = [rMso)] + [no(lsvle,r = [fs,olvle,r +
[[roWlsvVle,z = r [[socWlvVle,r + [nzMlso] + [roW]s o V)]+
[[r.o (W]V] 5,75
elde edilir. (4.45) esitligi kullanilarak her u,veU, r, seR igin, [r,7 (V)][s,o (U)] +
[r,oW][s,o (V)] = 0 yani [r,o(u) + 7 (U)][s,o(v)] = 0 ve R halkasinin asal olmasi
kullanildiginda her ue U igin, o (u) + 7 (u) € Z elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Lemma 4.6.4 : aeR igin [a,U] = (0) ise acZ veya her ue U igin, o (u) + 7 (U)eZ
olur.

Ispat : Her xeR igin, d(X) = [ax] i¢ tiirevi ifade etsin. [a,U] = (0) oldugu
kullanilarak d(U) = (0) bulunur. Lemma 4.6.3 kullanilarak her ue U i¢in, o (u) + 7 (u)eZ
veyad =0 olur. Yani herue U i¢in, o (u) + 7 (u)e Z veya ae Z bulunur.

Sonug 4.6.5 : Eger [U,U] = (0) ise her ue U igin, o (u) + 7 (u)e Z olur.

Ispat : UcZ oldugundan her ue U i¢in, Lemma 4.6.4 kullanilarak o (u) + 7 (u)eZ
bulunur. EgerueZise o (u), 7 (u)e Z yani her ue U igin. o (u) + 7 (u) e Z elde edilir.

Lemma 4.6.6 : Uz Z ve U, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka olsun. O zaman U, R’
nin sifirdan farkli bir sag idealini kapsar veya her ue U i¢in, o (u) + 7 (u) e Z olur

Ispat : U, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka oldugundan her u,veU ve yeR igin,
vlyul o,z €U ve [vyu]o,r €U olur. Boylece [v,z (U)]ly = [vy,u]l o,z — VIY.U]lo,r €U
elde edilir. Yani [U,z (U)JRcU olur. Kabul edelim ki [U,z (U)JR = (0) olsun. R
halkasimnin asal olmasi kullanildiginda [U,7 (U)] = (0) elde edilir. Lemma 4.6.4
kullanilarak her ue U igin, o (u) + 7 (u)e Z olur. Eger M = [U, 7z (U)]R # (0) ise U, R nin
sifirdan farkli bir M idealini kapsar. Bu ise ispati tamamlar.

Lemma 4.6.7 : Uz Z, (o,7)-sol Lie ideal ve R nin bir alt halkasi olsun. a, beR
icin, aUb = (0) isea=0veya b =0 veya her ue U igin, o (u) + 7 (u)e Z olur.

Ispat: Uz Z, U, (0,7 )-sol Lie ideal ve alt halka oldugundan Lemma 4.6.6 dan U,
R nin (0) # M sag idealini kapsar ve [R.M]o,7 [R,U] o,z —U veya her ueU igin,
o (u) + 7 (u)eZ bulunur. U, (o,7)-sol Lie ideal oldugundan [R,U] 5,7 cU ve McU
oldugundan [R,M] &,z <[R,U] &,z <U olur. Hipotezden aUb = (0) ve [R,M] 5,7z cU
oldugundan a[r,m o "(b)] o,rb=0o0lur. Her re R, me M igin,
0=a[rmo™*(0)]o,rb=arm)ro™ (0)lo,cb +a[rmle,cb elde edilir. a[r,m] &, 7 b=0

oldugundan
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ar (M)[r,o *(b)] 5,70 =0, YVreR, YymeM (4.46)

bulunur. (4.46) esitliginde se R i¢in, m yerine ms alinirsa

0=ar (ms)[r,c *(O)]o,zb=ar(m)z ©)ro ()]s, rb
elde edilir. Yani az (m)R[r, a'l(b)] o, 7 b bulunur. R halkasinin asal olmasi1 kullanildiginda
ar (m) = 0 veya [r,o (b)] &,z b = 0 ve buradan az (m) = 0 veya [R,o *(b)] &,z b = (0)
elde edilir. Eger [R,07(b)]o,zb = (0) Lemma 4.6.1 (ii) kullanilarak b = 0 veya
o }(b) €Z bulunur. Yani b = 0 veya be Z bulunur. be Z ise aUb = (0) oldugundan aURb =
(0) olur. R halkasinin asal olmasi kullanildiginda aU = (0) veya b = 0 bulunur. aU = (0) ise
Lemma 4.6.1 (iii) den a = 0 veya U Z elde dilir. Hipotezden Uz Z oldugundan a = 0
bulunur. Yania=0veyab =0 olur. Her meM i¢inaz (m) = 0 ise 7 (z *(a)m) =0 ve

r, 1-1 oldugundan 7z7*@m = 0 ve buradan 77@M = (0) elde edilir.
O+ K ={reR|rM = (0)}kiimesi sol idealdir. Kabul edelim ki K= (0) olsun. M sag ideal ve
K sol ideal oldugundan MKcM ve MKcK olur. O halde MKcMnK olur.
MK = (0) ise MK = (0) olur. M sag ideal oldugundan K = (0) olur. Bu ise K = (0)
olmasi ile gelisir. Buradan MK = (0) dir. O halde 0 # m' e MK olur. Yani m' e M,

1

m' €K olur. meK ise K’ nin tanimindan dolayt m'M = (0) olur.
0= L={m'eM | m'M = (0)} kiimesi tanimlansin. ae R, be L ve meM igin abm = 0 oldugu
icin abe L yani L sol idealdir. Eger L = M ise M? = (0) olur. R asal halkanin merkezinde
nilpotent ideal olmadigindan M = (0) elde edilir. Bu ise M # (0) olmasi ile gelisir. O
halde LM ve buradan LN M = L bulunur. Bir diger taraftan LnMc Lve LnMcM
ve oldugundan (L "M)(L M) LM olur. LcM oldugundan L kiimesinin &zelliginden
LM = (0) ve LM = L oldugundan L? = (0) ve buradan (L~ M)(L A M)=LM = (0) elde
edilir. Asal halkanin merkezinde nilpotent ideal olmadigindan L = (0) bulunur. Bu ise
L = (0) olmast ile celisir. O halde K = (0) olmalidir. 7 * (a)eK oldugundan K = (0) ve
buradan a = 0 elde edilir. Bu ise ispat1 tamamlar.

Teorem 4.6.8 : Uz Z, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka olsun. O zaman U, R
halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar veya her ue U igin, o (u) + 7 (u) e Z olur.

Ispat : Lemma 4.6.6 nim ispatinda [U, 7 (U)]R = U bulmustuk. Bir diger taraftan

her uveU ve yeR igin, U alt halka ve (o ,7)-sol Lie ideal oldugundan [y,u] o, 7V,
[yv,u] 5,7 €U elde edilir. Boylece her u,veU ve yeR i¢in, y[u,o (U)] = [yulo,z —
[y,u] &,z v oldugundan her u,veU ve yeR igin, y[u,o (u)]eU yani R[U,o (U)] cU
bulunur. [U, 7 (U)]JRcU ve U alt halka oldugundan M = R[U, o (U)][U, 7 (U)]JRc U elde
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edilir. Eger M # (0) ise U, R nin sifirdan farkli bir idealini kapsar. Eger M = (0) ise
R[U, o (U)][U, z (U)]R = (0) ve R halkasinin asal olmasi kullanilirsa [U, o (U)][U, 7 (U)] =
(0) elde edilir. w, w'e U igin, U, alt halka oldugundan ww'e U elde edilir. O halde her w,
u, v, w, teU i¢in 0 = [u,o (V)][ww', 7 (t)] = [u, o (U)]w[W',z ()] + [u,o (V)][w, 7 ()W
yani [U,o (U)JU[U, 7 (U)] = (0) elde edilir. Lemma 4.6.7 kullanilarak [U, o (U)] = (0)
veya [U, o (U)] = (0) veya her ueU i¢in, o (u) + 7 (u)eZ ve Lemma 4.6.4 kullanilarak
her ue U i¢in, o (u) + 7 (u) € Z elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Teorem 4.6.9 : Uz Z, (o,7)-sol Lie ideal olsun. O zaman R nin [R,M] 5,7 cU
ve [RM] g,z 2Co,r sartin1 saglayan M idealini kapsar veya her ueU igin, o (u) +
7 (Uu)eZolur.

Ispat : Kabul edelim ki K = {XERl [Rx] o,z U} olsun. U, (o,7)-sol Lie ideal
oldugundan [R,U] &,z cU yani UcK oldugundan K # @ dir. Bir diger taraftan Uc K
oldugundan [R,K]g,7 cU ve buradan K, (o,7)-sol Lie ideal olur. UcK ve UzZ
oldugundan Kz Z olur. [R,K] 5,7 —U oldugundan her x,ye K ve reR i¢in, [F,XY] 5,7 =
[re(X)Ylo,r + [z (Y)rX]o,r ve buradan [r,xy] o,z €U bulunur. O halde K, R nin alt

halkasidir. Teorem 4.6.8 den K, R nin sifirdan farkli bir idealini kapsar veya her k € K i¢in,
o (k) + 7(k)eZ olur. Eger her keK igin, o (k) + 7 (Kk)eZ ise UcK oldugundan her
ueU i¢in, o (u) + 7 (u)eZ olur. Bu ise ispati tamamlar. Eger K, R nin sifirdan farkli bir

idealini  kapsarsa UcK oldugundan [RM]g,7r <[R,Klg,r cU ve buradan
[R,M] &,z <U bulunur. [R,M] 5,7 Cqo,7 dir. Eger [RM] 5,7 «Co,r olsaydi a, be M,
reR icin,

0 = [[ra]lo,z, blo,z = [Irblo,ralo,r + [r[able,z]e,z olur. [RM]o,z cCo,r
oldugundan re R, beM i¢in, [r,b] &,7 € C &,z ve buradan [[r,b] &, 7 &l o,z = 0 dolayisiyla
her a, beM, reR i¢in, [r,[ab]lo,r]o,z= 0 elde edilir. Her reR ve a, beM igin,
di(xX) = [rX] o,z (o,7) i¢ tiirevi ve da(x) = [a,X] i¢ tiirevi tanimlayalim. d,d,(M) = (0) ve
da(M) <=M dir. Posner (1957)’ dan d; = 0 veya d, = 0 yani Mc Z veya Rc C &,z bulunur.
Eger RcCq,7r ise her r, s, xeR i¢in, 0 = [rsX]o,7= r[S,o(X)] + [rX]o,zs olur.
RcCq,7 oldugundan her r, xeR i¢in, [rX] 5,7 = 0 oldugundan her r, s, xeR igin,
r[s,o (x)] = 0 dolayisiyla R[R,R] = (0) ve boylece R halkasi komiitatif bulunur. Eger
Mc Z ise R asal bir halka ve (0) # M, R nin ideali oldugundan R halkasi komiitatiftir.
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McZ veya RcC g, 7 her iki durumda da Uc Z bulduk. Bu ise Uz Z olmasi ile gelisir. O

halde [R,M] &, ¢ C &, 7 bulunur. Bu ise ispati tamamlar.
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