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Bu tezde karakterigti 2 den farkli olan halkalarda bazi komutatiflik
kosullarini inceleyen makaleler bir arada 6zetlegimi
1. Bolumde tezin Ozeti verilgtir.
2. Bolumde halkalarla ilgili genel bilgiler srenistir.
3. Bo6limde, asal halkalarda komutatifliksitbarini inceleyen bazi
makaleler verilmgtir.

4. Bolimde asal halkada bir U Lie ide@in yapilan cakmalari

halkanin  genelkgiriimis (o,7)-Lie idealine genellgiren makaleler

Ozetlenmgtir.
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The plan followed in this work, which aims at titedy of some papers which
investigated commutativity conditions in rings waharacteristic not 2 have been

summarized.

Some general information about rings hawnlggven in chapter 1.

In chapter lll., some papers that searchroatativity conditions of rings with have

been given.

In chapter IV., articles were sumarized tieneralize the studies carried out for U Lie

ideal to the ¢,7)-Lie ideal of the ring in a prime ring
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BOLUM 1- GIiRIS Miijde DEMIR

BOLUM
[ )

R bir halka ve d, R halkasi Uzerinde tanimli toygal donglim olsun. Her x, MR igin,
d(xy)=d(x)y+xd(y) kaulu sgslaniyor ise d dériiimine R halkasinin Wiirevi denir. x ve y,
R halkasinin iki elemani olmak Uzere xy-yx elem&omuitatér carpimi olarak
adlandinlir ve [x,y] ile gosterilir. Benzer bicga X ve Y, R halkasinin iki alt kimesi ise her
xOX ve yll Y icin, xy-yx=[x,y] elemanlar tarafindan Ure toplamsal alt grup [X, Y]
ile gosterilir. R halkasinin her 3R elemani icin, [x, y]=0 kqlu sa&layan x
elemanlarinin olgturdugu kilmeye R halkasinmerkezi denir ve Z ile gosterilir.

U, R halkasinin toplamsal alt grubu i¢in [U, RJU oluyorsa U 'ya R halkasinin bir
Lie ideali denir.og,7 :R - R iki donzum olmak tzere x, MR i¢in, xo (y)-7 (y)x elemani
[X, Ylo, ¢ ile gosterilsin. [U, R} JU kosulu sa&laniyorsa U alt grubuna R halkasinin bir
(o,1)-s& Lie ideali, [R, UL U kosulu sglaniyorsa U alt grubuna R halkasinin iy )-
sol Lie ideali, U, R halkasinin hera, (1)-sol ve hem ded| 1)-s& Lie ideali ise U'ya R nin

bir genellatiriimi s (o,1)-Lie ideali denir.

Yukaridaki gosterimler altinda ;&~{cURCc, X]s, =0, O xUR} kimesine R

halkasinino,1)-merkezi denir.

Cssitli kosullar altinda halkalarin komutatgi konusu bir cok matematikci tarafindan

incelenmgtir. Bu ¢calsmada, belirli kgullar sa&layanlar bir araya getirilrgiir.
2. Bolumde genel bilgiler verilmive tez icin gerekli tanim ve teoremler toparkdmi

3. Bolimde ise T otomorfizim veya T turev ikensithe kosullar altinda halkanin
komutatifligini inceleyen makaleler incelengtir. Bu bolimde daha ¢ok d, R halkasinin bir
turevi olmak tzere, her3R icin, [x, T(xX)] O Z kosulunu s&layan bir halkanin dgsmeli
oldugunu inceleyen makaleler ele aligtm. Bunlara ek olarak R halkasi yerine halkanin
bir U Lie ideali ve d tlirevi yerine halkanin birootorfizmasi olmasi durumunda R

halkasinin dgismeli olduzunu gosteren makaleler ele aligtm

Son bélumde ise karakterigt den farkli bir asal halka, U bir Lie ideal &R ve d,
R halkasinin bir tirevi olmak tzere

1.[a,U]=0 ise &alZ veya U 1Z
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2.U0Zicin, [R,M]UU ve [R,M]0Z olacak bicimde R halkasinin bir M ideali vardir.
3.U0Zicin, aUb=0 ise a=0 veya b=0
4.d(U) UZise UL Z
5.ad(U)=0 ise a=0 veyaUZ
6. d’(U)=0 ise d=0 veya U1 Z
kosullar s&layan bir halkada, U Lie ideali yerine gengtielmis (o, 1)-Lie ideali ve tek
yanl genellgtirilmi s (o,1)-Lie idealleri icin sglanmasi durumunda halkaningdamelili gini

inceleyen makalelere yer verilgtir.
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BOLUM 2
GENEL BiLGILER

Tanim 2.1: Bos kiimeden farkli bir R kimesi Gzerinde, “+": R x-RR, (a,b)-» atb
ve“.”:RXR - R, (a, b)- abislemleri tanimlansin. Buna gorgagidaki kasullar s&lanirsa
R kiimesine bihalka denir.

() (R, +) bir dgismeli grup

(i) Hera, b, dIRigin, a(bc)=(ab)c

(i) Hera, b, clRicin,a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+hbc

Tanim 2.2: R bir halka ved # A O R olsun. er A kiimesi, R kiimesi Uzerinde
tanimh slemlere gore bir halka 6zelliklerini gayor ise A kiimesine R halkasinin lalt
halkasi denir.

Tanim 2.3: R bir halka olsun. @ alJR ic¢in ab = 0 olacak bicimdeblR varsa a
elemaninaol sifir bélen ba = 0 olacak bicimde®bUR varsa a elemanisag sifir bdlen
denir. Bir eleman hem gasifir hem de sol sifir bolen eleman ise bu elensahabdlen
elemandenir.

Tanim 2.4: R bir halka ve |, R halkasinin sifirdan farkli toplamsal alt grubu olsun.
Her rOR, all i¢in, ar, rall, ise I’ ya R nin biideali denir.

Tanim 2.5: R bir halka, A, B ve P, R halkasinin idealleriwlgar. ABLP = AUP

veya B J P kaulu sa&laniyorsa, P idealinasal idealidenir.

Teorem 2.6:R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Bunaey@wagidakiler denktir.

() P asal idealdir.

(i) Her a, i1 R icin aRbLJ P ise &l P veya P dir.

(i) Hera, bORigin (a)(b)U Pise dl P veya il P dir.

(iv)  UveV, R halkasinin iki sol(grideali olmak tzere UVIP ise UJP veya
VvV UP dir.

Tanim 2.7: Bir R halkasinin (0) ideali asal ideal ise R halka asal halkadenir.

Uyar 2.8: Yukarida verilen tanima denk olarak; amicin,

aRb=(®> a=0veyab=0

kosulu s&laniyorsa R bir asal halkadir.

Tanim 2.9 Her all R elemant i¢in, na = 0 olan n pozitif tamsayilaamkucigine R
halkasinirkarakteristi gi denir ve char R = n ile goésterir.

Tanim 2.10: R bir halka olmak tzere Z={@R | ax = xa,[0 xR} kiimesineR
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halkasinin merkezidenir.

Teorem 2.11 : (Brauer's Trick) Bir toplamsal grup iki 6z alt grubun bigieni
olarak yazilamaz.

Ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak iizere GER oldugunu kabul
edelim. Ayni zamanda #A olsun. Bu durumda €A oldugundan XJG ve XJA olacak
sekilde en az bir x eleman vardir. Ote yandan G®8Aoldugundan XIB dir. Bu
durumda G=B oldgunu gérmeliyizilk olarak alt gup tanimindan[@ dir. Simdi GOB
gostermemiz yeterlidir.

GOB oldusunu kabul edelim. Kabulimderil$ ve y 1B olacaksekilde en az bir
y elemani vardir. G=AB oldugundan YA olur.

x+y OB olsun.Bu durumda G=AB oldugundan x + {1 A dir. Burada {/JA ve A
toplamsal alt grup oldiundan XJA dir.Bu ise XJA ile ¢elisir. O halde x+y¥1B bulunur.
x[B ve B toplamsal alt grup olgundan y1B olur ki bu da y¥IB ile ¢elsir. Bu durumda
x+y (B dir. Béylece GIB olur. O halde G = B dir.

Teorem 2.12: Bir R asal halkasinda x, X)Z ise x = 0 veya i Z dir.

Ispat: x, yOR icin hipotezimi uygulayacak olursak, hé&iR icin, [xy, ] = 0 olur.
Bu ifade X1Z g6z 6nline alinarak acilir ve diizenlenirse,

Oy, =[xy +xy, =xy,1
elde edilir. Bu ifadede r yerinefR igin rp alinirsa,
0 =[x, rpl =Xy, p + xfy, p| = xr[y, pl
bulunur. Bu eitlik her R igin s&ladigindan, xRy, p| = (0) elde edilir. R asal halka
oldugundan x = 0 veya her[p R icin [y, p] =0 olur. Yani,
x =0 veyayZ
olur.

Teorem 2.13: Bir asal halkanin merkezi sifir bélensizdir.

Lemma 2.14: Bir R asal halkasi merkezi sifirdan farkli bir kidtatif s& ideal
kapsiyorsa R komutatiftir.

Lemma 2.15 :R bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli biteali ve d:R- R,

sifirdan farkl bir tlrev ise d, | ideali Uzerinddirdan farklidir.

Gosterim 2.16: x,y LI R i¢in [X,y] = xy - yx ile gésterelim.
Tanim 2.17: A, R halkasinin bir toplamsal alt grubu olmak ézéer a, bl A

icin, [a, b]U A ise A yaLie halkasi denir.



BOLUM 2- GENEL BiLGILER Miljde DEMIR

Gosterim 2.18:R bir halka, x, ¥IR olsun.ave 3, R Uzerinde tanimli iki déryiim

olmak tzere [X, y¥] § = Xa(y)-B(Y)x ve (X, y), p = xa(y)-B(y)x ile gosterelim.

Tanim 2.19:R bir halka, U ve V, R halkasinin alt kiimeleriwis Buna gore, U
ve v JV olmak lzere, uv — vu elemanlar tarafindan (eattioplamsal alt grup [U, V] ile
gosterilir.

Tanim 2.20:R bir halka ve U, R nin bir toplamsal alt grubuwisHer 1 R, uJU
icin, [u, r] DU ise U’ ya R nin bilLie ideal denir.

Tanim 2.21: U, R halkasinin bir toplamsal alt grubu v@T:R — R iki donUsiim
olsun. Buna gore, [U, B;OU ise U’ yasag (o,1)-Lie ideal, [R,U]s:0U ise U’ yasol
(o,1)-Lie ideal denir. U hem gave hem de solg(t) Lie idealise U’ ya(o,1)-Lie ideal
denir.

R halkasinin 6zdék (birim) donGsimuni 1 ile gdsterilirse her (1,1)-Lie ideal bir

Lie ideal oldgu aciktir.

d(xy) = d(x)y +xd(y),0x, yUR
ise d ye R halkasinitirevi denir.

Tanim 2.23:alIR sabit bir eleman olmak tzetg: R - R dongum,
d,(x)=[a,x], Ox, yUR
olarak tanimlansind,donsimine R halkasinima elemani tarafindan belirlengic
tlrevi denir.
Tanim 2.24R bir halka v& , # R halkasinin otomorfizmleri olsur@ :R - R ye
toplamsal déngiimii icin  (xy) = d (X)a (y) + B (xX)d (y) sarti s&laniyorsad ya, (a,p)-
tlrev denir.

Tanim 2.25: &R sabit bir eleman olmak tzerglRl — R dongumi her XIR igin,

da (X) = [a, X]s, 1 Olarak tanimlansind/a (©,1)-i¢ tlrev denir.

Tanim 2.26:R bir halka olsun.@R i¢in & = 0 olacak bicimde bir n tamsayisi varsa
a elemaninanilpotent eleman denir. & = 0 fakat & 0 ise n tamsayisinailpotentlik
indeksi denir.

Tanim 2.27: R bir halka olsun. B, R halkasinin bir ideali aisB idealinin her
elemani nilpotent eleman ise B idealmmikideal denir.

Tanim 2.28 : Sifirdan farkh nilpotent idealleri olmayan hajleayari-asal halka
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denir.

Tanim 2.29: (A, +, ) ve (B, *, ) iki halka olmak tzere bir A = B fonksiyonu her
X, YOR icin f(x+y)=f(x)*f(y) ifadelerini sa&liyorsa f fonksiyonuna birhalka
homorfizmasi denir

Tanim 2.30: (R, +,- ) bir halka olmak lzere,

Aut (R) ={f|f: R- R, 1-1 ve 6rten halka homomorfizmasi}

kimesine R kiimesiniotomorfizimlerinin kiimesi denir

Tanim 2.31: R bir halka olmak Uzere

Cup={cOR | au(r) =p(r)c, OrOR}

={cJR|[c, rl= 0, OrtR}

kiimesine R halkasinia,f)-merkezi denir.

Yukaridaki tanimdao. ve p donumleri yerine halkanin 6zelé(birim) dénisimu
alinmasi durumunda,& = Z olduzu aciktir.

Onerme 2.32: R halkasi sifirdan farkli nilpotent idealleri olnaayve 2x = 0 iken
x = 0 olan bir halka olsun. Kabul edelim ki ¢6)J, R halkasinin bir Lie ideali ve alt halkasi
olsun. O zaman U Z veya U, R halkasinin sifirdan farkli bir ideakapsar.

Tanim 2.33: x, yOR icin

[[x ¥l zI1 + [ly, zK]l + [[z, X], ]| = O

0zdsli gine Jacobi 6zdaligi denir.

Onerme 2.34: R yari-asal halka olsun. a elemani R halkasnfuran farkli bir sg
idealini merkezlgtirsin. Bu takdirde & Z dir.

Onerme 2.35: R, 2 torsion free ve yari-asal halka olmak izeféR icin,
[a, [a,R]] = (0) ise @ Z dir.

Onerme 2.36:R bir asal halka ve abR olsun. Bu durumda b, @Cg,7 ise dl

Zveya b=0dir.
Tanim 2.37 :K bir toplamsal abelian grup ve R bir halka olmalei,
KxR - K, (k,r) - kr RxK- K, (r,k) - rk

islemleri tanimlansin. ger [k, k ,k, OK ve  Or,r,r, OR igin,
(i) k(r +r,)=kr +Kkr,
(i) (k+k)r=kr+kr
(i) k(rr,) =kr)r,

Ozellikleri s&lanirsa K ya bisag R-modil,
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(i) (rp+r)k=rk+rk
(i) r(k +k,) =rk +rk,
(i) (rr)k =r(r,k)
Ozellikleri sa&lanirsa K ya birsol R-modul denir. Her ikiside s#aniyorsa K yaR-
bimodul denir.
Tanim 2.38 :R ve S iki halka ve f:R»> S toplamsal doniim olsun.
f(xy) = f)f(y) , Ox,yUR ise f dongimiinehalka homomorfizmasy
f(xy) = f(y)f(x) , Ox,yUR ise f dongimuneters- homomorfizmadenir.
Tanim 2.39 : R halka, A ve B iki R-modul olsun. f:A B donimd, R,
a,a;,a, JAIcIn
i) fla, +a,)="f(a)+f(a,)
(i) f(ar)=f(a)r
i)y f(ra)=rf(a)
kosullarini sgliyorsa f dongimine birR-modul homomorfizmasidenir.
Tanim 2.40 :R bir asal halka ve U, R halkasinin sifirdan fabktiideali olsun. U

dan R icine olan tim gaR-modil homomorfizmalarinin kiimesikediyelim.
M={ U,f) | f:U- R sgR-modil homomorfizmasi }

M Uzerinde bir “ ~ " denklik bantisini @agidaki gibi tanimlayalim:
“U,f)~V,g9) = Rninsifirdan farkli bir WI U n V ideali Uzerindef = gdir”
M kiimesinin bir (U, f) elemaninin denklik sinifin(U, f) ile gdsterelim.M nin

denklik siniflarinin kimesin®(R) diyelim. Q(R) kiimesi aagidaki islemler altinda R i

kapsayan bir asal halkadir.
U.f)+V,9) =UnV,f+9g)

U.f)(V.9) = (U, fg)
Q(R) halkasinaMartindale kesirler halkasi denir. Burada f:U- R s& R-modul

homomorfizmasi (sol R-modul homomorfizmasi) ise (U, f) denklik smiflarinin
kiimesinesag (sol)Martindale kesirler halkasi denir veQ,(R) (Q (R)) ile gosterilir.

Q(R) nin merkezine R asal halkasirgensletiimis merkezi (extended centroid)
denir veC ile gosterilir. Ustelik bir R asal halkasinin ggeiilmis merkezi bir cisimdir.
R asal halkasinin gaMartindale kesirler halkasiQ (R) asagidaki oOzellikler

yardimiyla karakterize edilebilir:
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() RUQ(R)

(i) g Q (R) icin qULI R olacak bicimde R halkasinin sifirdan farkli Giideali
vardir.

(i) g Q (R)ve R halkasinin sifirdan farkl herhangi bir U illégin qU=0 ise o

zaman g=0 dir.

(iv) R halkasinin sifirdan farkh bir ideali U w:U - R s& R-modul don§imu
ise 0 zamarixJU igin ¢(x) = gx olacaksekilde ¢ Q (R) vardir.

Tanim 2.41 : R. = RC halkasina R nimerkezi kapanis! (central closure) denir.
R. bir asal halkadr.

Tanim 2.42 : q,,0,,...,q, 0 Q. (R) ve A,4,,...,A, OC olmak Uzere

A+ A0, +..+4,q,=0
oldugunda 0i O{1,...,n} i¢cin A =0 oluyorsa g elemanlarinaC-bagimsiz, en az bir
i 0{1,...,n}icin A # 0 olmak Utzere yukaridaks#lik gercekleniyorsag, elemanlarinaC-

bagimhdir denir.

Onerme 2.43: R asal halka olsun. R halkasinin d, f, g ve h tigrevher x,yJ R
icin d(X)g(x) = h(x)f(x) olsun. Eger d# 0, f #0 ise o zaman g(x) A( x) ve h(x) =Ad(x)
olacaksekilde bir ALJ C vardir.

Onerme 2.44R asal halkanin, karakterigti ikiden farkli ve d sifirdan farkl tirev
olsun. [d(R), d(R)[J Z ise R halkas! dgsmelidir.
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Sik Kullanilan Ozdsslikler :

Her X, y, 21 Z igin,

(i)
(i1)
(iii)
(iv)
v)
(vi)
(vii)
(viii)
(ix)
(x)
(xi)

[x, y+ 2] =[x, y]+[X, 2]

[xy, z]=[x, z]y+x [y, 2]

[, Y] z] =[x, [y, z] +[[x, z], y ]

(xy,z) = X[y, z]+(x,2)y = X(y,2) - [x,z]y

(%, yz) = y(x, z)*[x,y]z

(Ix, Y12) = [x.(y, 2)] - ([x, z], )

X, yzl o,r =7(y) [X,Z]o,r +[X, Y]l 0,1 O(2)

Xy, z] o, 7=Xly.z] 0,7+ [X, T (2)ly

X, y2)o,r =T()(X2)o,r *[xY] 0,7 0(2)

Xy, 2) g,r =(X)(.2) o, -[X. T @)ly=Xly, 0 (D)]+(x,2) 0,7 ¥

X, ¥l o,r .Zlo,r=[x .2l o,r X 2lo,r . Ylo,1



BOLUM 3- ASAL HALKALAR DA KOMUTAT iFLiK Miljde DEMR

BOLUM 3
ASAL HALKALARDA KOMUTAT iFLiK

Bu boélimde, aksi belirtimedikce R bir asal halke karakterisgii ikiden farkl
olarak alinmgtir. Halkalarinin dgismeliligi bir cok argtirmaci tarafindan incelenstir.
Burada Dbelirtilecek olan kaollar Gzerinde hangi genejl&ilmelerin  yapildgi
O0zetlenmgtir. Bu kosullardan bazilari @gida verilmitir.

d: R— R tanimh sifirdan farkli bir tirev olmak tzere,

a) ad(R)=(0)isea=0dir.

b) did,tirevise d=0 veya d= 0 dir.

c) dlRicin, [a, d(a)] = 0ise R @emelidir.

d) alRicin, [a, d(a)]d Z ise R dgismelidir.

T: R— R tanimlh 6zdgik donisumden farkli bir otomorfizim olmak tzere,

e) dlRicin, [a, T(a)] = 0ise R ggesmelidir.

f) alRicin, [a, T(a)[IZ ise R dgismelidir.

R halkasinin U sifirdan farkh bir ideali, T dilik donGstimden farkh bir
otomorfizim veya tlrev olmak tzere,

g) alUicin, [a, T(a)]d Z ise R dgismelidir.

R halkasinin U sifirdan farkli biri Lie idealsan. T 6zdgik donisimden
farkh bir otomorfizim olmak tzere,

h) alu icin, [a, T(a)]0Z ise R dgismelidir.
kosullarini ele alan makalele bir araya getirgtii

Posner, E.C., 1957

Bu makalede aksi belirtimedikce, R asal halka firdan farkli bir tirevi ve
karakteristgi sifirdan farkl alinmytir.

Lemma 3.1:R bir asal halka, @R ve d: R- R bir tlrev olsun. Her XR ad(x) =0
ise a=0veyad=0dir.

Ispat : d# 0 olsun. Hipotezden hei xR icin ad(x) = 0 olur. Bu ifadede x yerinély
R icin xy alinir ve hipoteze gore dizenlenirse,

0 = ad(xy) = ad(x)y + axd(y) = axd(y)
olur. Bu durum her XIR icin sa&landgindan aRd(y) = (0) bulunur. R nin asal halka
oldugundan a =0 veya hef)R icin d(y) = 0 elde edilir. Yani,

a=0 veya d=0

10
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olur. Kabulimden & O oldyundan a = 0 dir.
Lemma 3.2: R bir asal halka ve p,q)R olsun. Buna gore, her [&R i¢in
pagar =0 ise p=0 veyaq=0veyar=20dir.
Ispat: Her &R icin hipotezden pagar = 0 olur. Bu son ifadedézarinde a+b
lineerlestirme yapilir ve hipoteze gore dizenlenirse,
0 =p(a + b)g(a + b)r
=paqar + paqbr + pbgar + pbqgbr
=paqbr + pbqgar
olur. O halde her a,lb R i¢cin, pagbr + pbgar =0 bulunur.

pa = 0 ise, sonitsizlikte yerine yazilirsa herllh R icin, pbgar = 0 yani,
pRqgar= (0) olur. R asal halka ogltndan p = 0 veya gar =0 dir.

Ayni zamanda pa = 0 ofglundan herliIR igin, pat = adir. Oyleyse,

p = 0 veya herlfiR i¢cin gqatr =0, yani p = 0 veya gaRr = (0) olur. R asal halka
oldugundan, p=0 veya ga =0 veya r =0 bulunur.

Bu durumda pa =0 ise p =0 veya qaveya r = 0 elde edilir. O halde hipotezden
pagar = 0ise p =0 veyar =0 veya gaqgar = 0 olur.

Her aR icin gagar = 0 olsun. Kabulimde a Uzerinden &&-brinerletirme yapilir
ve duzenlenirse, 0 = q(a + b)g(a +b)r = gagbr +agbygani, her a, AR qgagbr + gbgar =
0, bulunur.

ar = 0 ise her R icin, gagbr = 0 bulunur. Yani gagRb = (0) diraRal halaka
oldugundan gaq = 0 veya r = O olur.

Yine ar = 0 ise hertR icin tar = 0 dir. O halde r = 0 veya hétR qtaq = 0 yani,
r = 0 veya gRaq = (0) dir. Bu durumda R asal haldagundan, r = 0 veya q = 0 veya
ag = 0 bulunur,

Sonucgta ar =0 ise r = 0 veya q = 0 vaya= 0 elde edilir. O halde hellaR icin,
gagar =0iser=0veyaq =0 veyaqgagaqg =0 dir.

Her &R icin gagaq = 0 ise a Uzerinden a+b ile linagérl@e yapilir ve kabule gére
diizenlenirse, her a/ IR igin,

0=qg(a + b)q(a + b)q
=gaqaq + qagbq + gbgaq + gbqgbqg
=gaqgbq + gbgaq
olur. Bu son ifadede b yerine agb alinirsa, qaun@a g(agb)gaq = O olur. Bu durumda
her a,kIR icin, gagbgaq = 0 bulunur. Yani her @R icin, gagRgaq = (0), dir. R asal

11
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halka oldgundan her &R i¢in, gaq = 0 olur. Bu da gRq = (0) demektirn&iR nin asal
halka olmasindan g = 0 elde edilir.

Sonug olarak heif &R i¢in, pagar =0 ise p =0 veya q = 0 veya rbulunur.

Teorem .3.3: R bir asal halka, karakterigiin ikiden farkli ve ¢: R - R iki tlirev
olsun. Buna gore,;d; tirev ise @ ve ¢ den en az birisi sifirdir.

Ispat: d; d; tiirev ise her ajb R icin, dd, (ab) = dd, (a)b + add, (b) dir.

Ote yandan, her a[bR icin, dd, (ab) = d(dz(a)b) + d(ad(b)) = didx(a)b + d(a)d(b) +
di(a)ck(b) + addy(b) dir.ilk bulunan gitlikle bu son gitlik karsilastirilirsa,
th(a)di(b) + di(a)ck(b) = 0,0 a,blIR (3.1)
olur. (3.1) aitli ginde a yerine R icin ad(c) alinir ve diizenlenirse, her a, b]R icin,
O=dadi(c))ch(b) + di(a di(c)) d(b)
=ffa)ch(c)ch(b)+adsch(c)d(b)+d(a)ch(c)da(b)+ad*(c)dx(b)
=ffa)ch(c) ch(b)+di(a)h(c)dx(b)+a(chch(c)du(b)+ch?(c)da(b))
bulunur. Burada (3.1) kullanilirsa,
& (a)d(c)d1(b) + di(@)di(c)ck(b)= 0, O a, b, cO R (3.2)
dir. Benzer olarak (3.1) de a yerine c alinir veatilenirse, her b, ldR igin,
dx(c) di(b) + di(c)dx(b) = O olur. Yani
d(c)d(b) = - &(c)dy(b), Db,clIR
bulunur. Bu ifade (3.2) de yerine yazilirsa, heb,ad IR igin,
d(a)ch(c)dh(b) — du(a)c(c)ch(b) = 0
olur. Bu aitligi (dx(a)di(c)-di(a)d(c))di(b) = O seklinde yazabiliriz. Burada Lemma 3.1
kullanilirsa her a, €] R igin, d(a)di(c)-di(a)d (c) =0 veya g O bulunur.

O halde her &R icin, d(a) d(c) - d(a)k(c) = 0 olsun. (3.1) de b yerine c
alinirsa, d(a)di(c)+dy(a)ck(c) = 0 olur.iki esitlik toplanirsa, charR 2 oldusundan her a, ¢
LR igin, d(a)di(c) = 0 bulunur. Lemma 3.1 den d 0 veya her &l R i¢in d(a) = 0
elde edilir. Sonug olarak,

g=0veyad =0
bulunur.

Lemma 3.4: R bir asal halka ve d: R R bir tlirev olsun. Her [@ R icin
ad(a) - d(a)a = 0 ise R komutatif veya d =0 dir.

Ispat: Her d1R icin hipotezden ad(a)-d(a)a = 0 olur. Bu ifadézarinde BIR ile
lineerlestirme yapilirsa,

O=(at+b)d(a+b) - d(a+b)(a+b)

12
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=ad(a)+ad(b)+bd(a)+bd(b)-d(a)a-d(a)byaktb)b

olur. Hipotez kullanilirsa her alb R igin,

ad(b) - d(a)b = d(b)a - bd(a),
bulunur.

Ote yandan, d tirev oldu icin her a,biR igin, d(ab) = d(a)b + ad(b) dir. Bu
esitli gin sg tarafindaki ifadeyi bir dncekis#likte her iki tarafa eklersek,

2ad(b) = d(b)a - bd(a) + d(ab)) a, b0 R (3.3)
elde edilir. (3.3) de b yerindXR icin ax alinirsa,

& d(x) = d(@)xa + ad(x)a - axd(a), a, x0 R (3.4)
elde edilir. Aynisekilde (3.3) gitli ginde b yerine kIR icin xa alinirsa, her a[3R i¢in,
2ad(x)a+2axd(a)=d(¥ad(a)a-xad(a)+d(a)xa+ad(x)a+axd(a)
olur. Bu ifade de hipotez kullanilirsa, her &xR icin, xad(a)-xd(a)a = 0 olur. O halde bu

esitsizlik (3.4) ifadesinde yerine yazilacak olursa

d(x)& = ad(x)a + axd(a) - d(a)xa a, xR (3.5
bulunur. (3.4) ve (3.5)sdlikleri toplanirsa,
& d(x) + d(x)& = 2ad(x)a,0 a, x R (3.6)

elde edilir. (3.6) stli ginde gerekli dizenlemeler yapilirsa,

a(d(x)a - ad(x)) = (d(x)a - ad(x))a a, xJ R (3.7)
olur. (3.7) de a vyerine a+d(x) alwer gerekli dizenlemeler yapilirsa, hefa,x
R icin d(x)(d(x)a - ad(x)) = (d(x)a - ad(x))d(x) lomur. Burada d(x) ile belirlenengk) :R
- R i¢ threvi dgunulirse yukaridakisglikten hera,x[ IR igin Dzd(x) (a) =0 elde edilir.

charRt2 olsun. Teorem 3.3 den herldR icin, Dyx(a) = O olacgindan d(x)a -
ad(x) = 0 olur. Yani her alXR i¢in, d(x)a = ad(x) dir. O halde herIR icin d(x)1Z dir.

T, a ile belirlenen i¢ tirev olmak tGzere RerR icin, ad(x) - d(x)a = 0 oldiundan
Td(x) = O dir. Teorem 3.3 den T =(0) veya hétR icin d (X) = 0 bulunur. Yani, T=(0)
veya d=0 dir. Oyleyse T=(0) ise hell)R igin ax - xa = Odir. Bu durumda her x,a R
icin ax = xa olur. Yani, d = 0 veya R halkas! Kaatiftir.

charR = 2 ise (3.6) ningstarafi sifir olacgindan her a xR icin & d(x) = d(x)&
dir. Yani d(x), R halkasindaki her elemanin karkesgesismelidir.

R asal halkasinin, charR = 2 vellRe R halkasindaki her elemanin karesiyle
degismeli olsun.

de=ed, DalR (3.8)

(3.8) de a Uzerinden (ab + ba) ile linegtene yapilir ve (3.8) kullanilirsa,
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(ab + ba)e = e(ab + ba), a, b0 R (3.9)
bulunur. Bu gitlikte b yerine ae alinip yine (3.8) kullanilirsa,

aeae = eaed) al IR (3.10)
elde edilir. Benzerekilde (3.9) da b yerine e alinirsa,

a€ =¢‘a, DallR (3.11)
olur. Her aJR icin (ae + ed)= aeae + &a + ede + eaea dir. Bu ifadede (3.1Q)tkgi,
(3.11) ve (3.8) gtlikleri kullanilirsa, her &R icin (ae + ed)= 2€a” bulunur. charR =2
oldugundan,

(ae + ed)=0, DalR (3.12)
elde edilir.

Simdi x,ylIR icin Xy = 0 olsun. (3.9) da a, b yerine x, yiega (xy + yx)e=
e(xy + yx) dir.Bu ifade kabil g6z éniunde bulundarak acilirsa,

yxe = eyx (3.13)
bulunur. xy = 0 ise % = 0 oldgundan (3.13) den y& = eyX olur. (3.8) kullanilirsa,
yext = eyX elde edilir. charR = 2 ise yéx eyX = 0, yani

(ye + ey)X =0 (3.14)
dir. xy = 0 ise her@R i¢in (ax)y = 0 olur. (3.14) de x yerine ax atiracilirsa
0 = (ye + ey)(aX) = (ye + ey)(axax) bulunur. Bu ise Lemma 3.2 kulkzrak,

ye+ey=0veyax=0

bulunur.

Benzesekilde, her VIR icin x(yv) = 0 oldgundan (3.14) de y yerine yv alinirsa,
yve + eyv= 0 veya x = 0 elde edilir. Yani,

x=0 veya y(ve-ev)=0
olur. Lemma 3.1.1 den x = 0 veya y = 0 veya HeRvicin ev = ve bulunur. Oyleyse xy =
Oise x=0veyay =0 veyale Z dir. (3.12) dgunullurse, her @R i¢cin ae + ea=0 veya
elJZ olacgindan é1Z elde edilir. Buna gére her a, bR icin, &d(x) = d(X)&,
ifadesinden, XIR igin,

d(x)Jz

bulunur.

d(b) = 0 olsun. Her a[ IR i¢in d(ab)JZ dir. Bu ifade acilir ve diizenlenirse,
d(ab)=d(a)b + ad(b)=d(a)b bulunur. O halde d(@)B dir.

d# O olsun. d(a)~ 0 olacak bicimde_alIR vardir. Her XIR icin,
d(a)bx = xd(a)b = d(a)xb dir. Oyleyse bu dizenkmjher XI R icin, d(a)(bx - xb) = 0,
dir. Bu durumda b ile belirlenen i¢ tirey dimak tzere d(apR) = (0) olur. Lemma 3.1
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den d(a) = 0 veyapd= 0 dir. d(a)#0 olduzundan ¢ = 0, yani her XIR icin bx - xb=0
bulunur. O halde B Z dir. Yani d(b) = 0 ise b Z dir.
Fakat herdR icin d(¢) = d(c)c + cd(c) dir. Her@R icin d(c)JZ oldugundan
d(c® = 2d(c)c olur. Burada charR= 2 ise hetR 2d(c)c = 0 dir. Oyleyse heblR icin,
d(c® = 0 bulunur. Bu durumda bir énceki elde edemuctan herdR LJZ dir. Yani,
her XOR icin & = x¢ dir. O halde herXR icin, xJZ dir. Yani R halkasi komutatif
olur.
Sonug olarak her[ER icin, ad(a)-d(a)a = 0 ise d= 0 veya R halkas! &iatif
bulunur.
P.H. Lee and T.K. Lee, 1981
Bu makalede aksi belirtiimedikge, R asal halkafoidan farkli bir tirevi ve karakterigii
sifirdan farkh alinmytir.
Lemma3.5: R asal halkasinin d sifirdan farkli bir tirev, dderistgi sifirdan farkl
ve d (R)D Z ise R dgismelidir.
ispat: Herhangi bir x, ¥R icin hipotezden d([x, y])0Z dir. Bu ifade agclilir ise,
d* (I, yD=d(d[x, y)=d([d(x), yl*+[x, dyD)=[F(x), YI+[d(), d)+[dex), dy)+x, &
(W]=[dAX), y]+2[d(X), d(y)]+[x, F (y)]OZ olur. F(x), & (y) OZ oldugundan ilk ve son
terim sifirdir. Sifir merkezde olgdundan ve merkezin toplamaya kapgindan 2[d(x),
d(y)]OJZ bulunur. Her x, ¥R ve char®2 oldusundan [d(R), d(R)[J Z dir. Onerme 2.44
den R halkasi dgsmelidir.
Teorem 3.6:R asal halkasinin d sifirdan farkl bir tirev, rétderistgi sifirdan farkl
ve her XIR i¢in [x, d(X)]JZ icin R degismelidir.
Ispat: Burada hipotezden hefdR icin x Uzerinden x+y ile linerigirme yapilir ise
[x+y, d(x+y)] OZ olur. Bu ifade aclilir ve dizenlenir ise,
[x+y, d(x+y)]=[x+y, d(x)+d(y)I=[x, G)]+[x, d(y)]+[y, d(x)]+]y, d(y)] OZ
dir. Bu ifadede ilk ve son terim hipotezden dolayerkezdedir. Ayrica merkezin
toplamaya kapalgndan her x, YR icin, [x, d(y)]+[y, d(x)] OZ bulunur. Bu ifadede y
yerine [x, y] alinir ise, [x, d([x, YDI* [X, y]ld(x)] OZ elde edilir. Benzer olarak ifade acilir
ise, [x, d([x, yDI*[ [x, y], d()]= [x, [d(x), yI4ix, dW]I+[x, y], d(x)]= [x, [d(x), yI+[X, [X,
dWI+IX, yl, dX)]= [x, [d(x), Y]]+, [x, d(y)]]+[d(x), [y,x]] OZ olur. Bu ifadede Jacobi
Ozdsligi kullanildiginda her x, ¥R icin, [x, [d(X), Y]]*[X, [X, dW]I+LY, [X, dO)+[X,
[d(X), Y]I=[X, [x, d(y)]] OZ bulunur. Yani, her x, ¥R icin,
[x, [x, d(y)IPZ

15



BOLUM 3- ASAL HALKALAR DA KOMUTAT iFLiK Miljde DEMR

elde edilir. Bu ifadede x yerine x+d(y) alinir ige+d(y), [x+d(y), d(y)]] OZ dir. Bu acilir
ve dizenlenir ise, [x+d(y), [x+d(y), d(y)I=[x*+d{y)[x, d(y)]+[d(y), dWII=[x, [x,
dW)]]+[d(y), [x, d(y)]] OZ bulunur. Burada [x, [X, d(y)]JZ oldugundan ve merkezin
toplamaya kapalgndan her x, ¥R icin, [d(y), [X, d(y)]] OZ elde edilir. Burada d(y) ile
belirtilen ic tirev dglndlir ise her KR icin, ky)ldy) (X) OZ yazilabilir. Yani f 440 Z
olur. Bu ise Lemma 3.5 den helR icin, d(y) JZ elde edilir. Bu durumda d(R) Z dir.
O halde R halkasi gemelidir.

J. H. Mayne, 1976
Bu makalede aksi belirtimedik¢e, R asal halkasihifzdglik doniGsimlerinden farkh
bir otomorfizimi ve karakteristi sifirdan farkl alinmgtir.

Lemma 3.7: R bir asal halka, T R’nin 6zglék donlsiminden farkli bir
otomorfizim olsun. Her XIR i¢in [X, T(x)] = 0 ise R d@smelidir.

Ispat: Her xR icin hipotezden [x, T(x)])Z dir. Bu ifadede x lizerinden x+y ile
linnerlestirme yapilir ise, [x+y, T(X+y)]=[x+y, TX)+T(y)]=k T(X)] + [X, T(Y)]+Y, T(X)] +
[y, T(y)]UZ olur. ilk ve son terimler hipotezden dolay! sifirdir. Burumda merkezin
toplamaya kapal@ndan her x,yIR icin, [x, T(y)] + [y, T(X)]JZ dir. Yani,

X, T(Y)] = [T(x), yIo x, yUR (3.15)
bulunur. (3.15) ifadesinden y yerine xy alinir iser x, VIR icin,
[X, T(xy)] = [T(x), xy] elde edilir. [x, T(xy)] ve[T(x), xy] ifadelerini ayri ayri incelenirse,

X, TGxy)] =[x, TEYT(Y)] = [x, TOOITE) + T, T(Y)] = T(X)[x, T(Y)]

dir. Benzersekilde [T(x), xy] = [T(X), X]y + X[T(X), y] = X[T(X, y] bulunur. Bu durumda
(3.15) ifadesini de kullanilirsa, her X,)fR icin, x[X, T(y)] = T(X)[X, T(y)] dir. Yani,

(x-TG)IX, T =0
olur. Elde edilen gtsizlikte T bir otomorfizm oldgundan 6rtendir. Bu durumda herliR
icin T (y) = ZLIR olacaksekilde Z1R vardir. O halde her x,Z R igin,

X-TX)[x,z]=0

dir. Burada z yerine yz alinir ise, her X,JR icin,

0 = (x-TDIX, yz] = (x-TX)ylx, z] + (KFX)[X, Yz = (x-T(X)y[X, Z]
bulunur. Bu son ifade heryR i¢in s&landgindan (x-T(x))R[x, z]=(0) olur. R asal halka
oldugundan her XIR icin, (x-T(x))=0 veya herZR i¢in [x, z]=0 dir.

Burada A = R | (x = T(x))=0} ve B={}XJR | [X, z]=0,0zLR } kiimeleri digunultrse,

Brauer’'s Trick'den A = R veya B = R olmalidir.
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A=R olsun. Her XR icin, x-T(x)=0 ise x=T(x) dir. Bu ise T’'nin birim
donisumunden farkli olmasi ile ¢eir.

O halde B=R dir. Her[zR icin, [R, z]=(0) dir. Yani, R1Z olur. Bu durumda R
desismelidir.

Lemma 3.8:x, YLIR i¢cin xy = 0, x sifirdan farkli veXZ i¢in y= 0 dir.

Ispat: x, yLIR icin hipotezden xy = 0 dir. Bu ifadeyi soldanR ile ¢arpildginda
txy = 0 bulunur. Burada XZ oldugu kullanilir ise, xty = O elde edilir. Bu elde esil
esitsizlik her 1R icin s&landgindan, xRy = (0) bulunur. R bir asal halka @dndan

x=0 veya y=0
dir. Hipotezde % 0 oldusundan y=0 dir.

Teorem 3.9: R bir asal halka , T R'nin O6zgldk donisimunden farkli bir
otomorfizim olsun. Her KIR icin, [x, T(X)]JZ ise R dgismeli integral bélgesidir.

Ispat: xOR icin, [x, T(X)]=00Z olsun. Bu durumda Lemma 3.7'den R halkasi
degismelidir.

XIR icin, [x, T(X)]#200LZ olsun. Bu ifade de x UzerinderIR icin x+y ile
linnerlestirilirse,
[x+y, T(x+y)] = [x+y, T(X)+T(y)]
=[x, TEIHIF OQI+[x, T+, T(y)] UZ
dir. Hipotezden dolayr ilk ve son terimler merkedile Merkezin toplamaya

kapalilgindan,

X, T+, T)HZ, Ox, yOR (3.16)
bulunur. (3.16) ifadesi merkezde ofdumdan XIR icin,

XX, T+ [y, T()I = 0.0 x, yUR (3.17)
elde edilir.

R asal halkasinin chatR olsun. (3.17) ifadesinde y yerine x2 alinir ise,
0 =[x, [x, TCA)I+[x?, T(x)]]

=[x, X, TOOTEI+[xx, T(X)]]

=[x, X, TOITO)+TOX, TOHHIX, TO)IX+X[X, T(X)]]

=2[[x, TOAIX, TEIHTOAX, X, TOO+X, X][x, TOOI+X[X, [X, T(X)]]
bulunur.ikinci , tglincti ve dordiinct terim sifirdir. Bu duda®[x, T(X)][x, T(X)] = O dir.
charR# 2 oldysundan, her KIR igin,

[x, TCAIX, T()] =0

dir. kJR icin ifadeyi sgdan carpar ve hipotez kullanilirsa, [x, T(x)] k [Kx)] = O dir.
Bu sitlik her kOR icin sa&landgindan [x, T(X)]R[x, T(x)]=(0) dir. R asal halka
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oldugundan [x, T(x)]=0 dir. Bu durumda hefIR icin [x, T(x)]=0 ise Lemma 3.7 den R
halkasi dgismelidir.
Ote yandan R asal halkasinin charRs@no xR igin [x2, T(x)] ifadesi hipotez
g6z 6nunde bulundurularak acilir ise, hér& icin, [x2, T(X)]=[xx, T(X)] = [x, T(X)]x +
X[X, T(X)] = 2x[x, T(x)] bulunur. charR =2 olgundan her XIR i¢in,
[x2, T(x)] = 0
dir. Benzer bicimde, XR icin [T(x)?, x] incelendiinde [T(x)?, x] = [T(X)T(x), X] = [T(X),
X]T(X)+T(X)[T(x), X]= 2T(X)[T(X), X] bulunur. charR= 2 oldyundan ifade sifirdir. Yani,
her xR igin,
[T(x)? x]=0
dir. (3.16) ifadesinde y yerine T(x) alinir iser xR icin, [x, T(T(x))] + [T(X), T(x)] O
Z dir. Son terim sifir ve sifirrn merkezin elemasimasi ayrica merkezin toplamaya
kapallgindan , her XIR igin,
[x, T2()HZ
dir. Ayrica (3.17) ifadede Jacobi 6zdgi kullanilirsa,
[, [x, T + [x, [TCy), xT1 + [T(y) [x, XI] + [x, [y, TOOI] + Iy, [T(x), xI] + [T(x),

[X, y]I=0
bulunur. Bu ifade diizenlenirse,

[X, [T(y), X]] + [T(x), [x, yIl = 0,00 x, yUR (3.19)
elde edilir. (3.19) ifadesinde y yerine x3T(x) atiise, her XIR icin,

[X, [T(x3T(x)), X]]+[T(X), [x, x3T(x)]] =0, 0 x, yLUIR (3.20)

Bu ifadeyi ayri ayri inceleyelimilk olarak [x, [T(x3T(x)), x]] ifadesini kabullere dye
inceleyecek olursak hef3R icin,
[X, [TOST(X)), X]] =[x, TOCT(X))x + T (X3T(x))]
=XT (DX + X2T(X3T (X)) + T(XST(X))x? + XT(X3T(X))x
=X2T (XKPY+2XT (X3T(X))X+T(X3T(X))x3
=X2T(XK)Y + TORT(X))x?
=[x, FiX))]
elde edilir. Benzegekilde ifade acilir ise herxR igin,
X2, TOCTEO)] =x[x, TOETX))]+HX, TOSTK))IX
=X[x, TOATA) [ T(x®)T2(X)]x
=XTOR) X, T2 TOAITA(X)+[X, TOSITA(X)x + T(x3)[X, T(x)]x
=[x, TOIX, TAAk+ XT(x2)[x, T)IT?(x) + T(A)[x, T TA(X)x
Yani, her xJR igin,
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[X, [TOST(X)), X]J=[x, TG, T2 )]+ T(x3)[x, T, T>(X)]
=2[x, THR T2(X)]= 0
bulunur. Ote yandan [XR i¢in charR=2 ise,
[x, TOA] =[x, TE)T(X)]
=[x, TOIT(x) + TOx, T(X)]
=2T(X)[X, T(x)] =0
dir. Yani her XIR igin,
X, T(x?)] =0
olur. Yani, bu sonug bir 6ncekgitsizlikte yerine yazilir ise herlxR igin,
[X, [T(x®T(x)), x] =0
dir. Bu elde edilen sonucu (3.20) ifadesinde yeyiazilirsa,
[T(),[x, x3T(x)]] = 0K xUR (3.21)
olur. Elde edilen son ifadeyi acar ve dizenlenjrse
0 =[T(x), [x, ] T(x) + Xx3[x, T(x)]
=[TC0), 31X, T + X3[T(x), [x, TX)]
=[T(), x3[x, T(x)]
elde edilir. Ayrica her XIR ve charR=2 oldgundan, [T(x), x2=[T(x), X]x + X[T(X), X] =
2X[T(x), X]=0 olur. Yani, her XIR igin,
[T(x),x?]=0
dir. Bu sonucu bir dnceki ifadede yerine yazilirsa
0=[T(x), x¥[x, T(x)]
=X[T(X), X2][x, TO)IH[T(X), X]x?[x,T(X)]
=[T(x), X] 2 [x, T(X)] = x2[x, T(x}]
elde edilir. Yani,
x?[x, T(x)]? =00 xR (3.22)
(3.22) ifadesinde Lemma 3.8 kullanilirsa,
[X, T(X)¥ 0 ve x2[x, T(x)]>=0 ise x3=0
dir. Buna gore T(x)2 = T(x?) = 0 ve (T3(x))? = X3 = T(T(0)) = T(0) = 0 olur. Ayrica,
(TOOX)(XT(X)) = T(X)XXT(x) = 0 dir. Ayrica XIR icin, [x, T(X)] =xT(X) + T(X)x = z
olacaksekilde Z1Z olsun. XJIR ve Z1Z icin, (XT(X) + z)(XT(x)) = XT(X) XT(X) + zXT(x)
= (XT(x))? + zxT(x) elde edilir.Yani,
(XT(X))? = zxT(x)
bulunur.(xT(x))2 = 0 olsun. Bu ise[#Z ve XUIR i¢in, zxT(x) = 0 olur. Bu elde effimiz
ifadede KIR icin s&dan carpar velZZ oldugu kullanilir ise, 0 = kzxT(x) = zkxT(x) olur.
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Bu ise her kIR i¢in s&landginda zRxT(x) = (0) dir. R asal halka ofdundan z=0 veya
XT(x) =0 dir. Yani, XIR ve Z21Z igin,
z=[x, T(X)]=0veyaxT(x)=0
olur. Simdi xR i¢in XT(x) = 0 olsun. O halde [x, T(x)]x = XxT&}M* T(x)xx= 0 olur. Bu
durumda [IR icin [x,T(x)] UZ oldugu kullanilir ise, [x, T(X)]rx = 0 bulunur. Hef IR
icin sglandgindan [x,T(X)]Rx = (0) dir. R asal halka ofglitndan XIR,
[X, T(X)]=0veyax=0
dir. Burada XIR icin xT(X)Z0 olsun. (3.22) ifadesinde x yerine XxT(x) alinge,i
(XT(X))XT(x), T(XT(x))]? = 0 olur. Lemma 3.8'denxT(x), T(XT(x))] = 0 dir.Yani xJR
icin, 0 = [XT(x), T(XT(x))] = X[T(x), T(X)T2(x)] +[x, TX)T2(X)]T(X) = O olur. Bu son
ifadeyi x ile sgdan carpar ve kallar kullanilacak olursa ,
0=x(X[T(x), T)T2()]+[x, TE)T2(X)T (X))
=XP[T(x), TO)T2(X)] + X[x, T(X)T3)] T(x)
=X[X, TE)T2(X)]T(x)
bulunur. Bu ifadeyi acar ve diizenlenirse, h@iRxicin,
0 =x[x, T(X)T2(X)]T(x)
=X[X, TOIT2)T)+XT(X)[X, TA(X)]T(Y
bulunur. Bu ise XIR ve charR=2 oldgundan  x [x, T(x)] T2(X)T(x) = xT(X)[X, T3(X)]
T(x) oldugundan bu son ifadede kullanilirsa Xx[x, T(X)] TA&) = XT(X)T(X)[x, T3(xX)] =
X(T(X))3[X, T2(x)] = 0 bulunur. O halde XR igin,
X[X, T(X)] T2(x) T(x) = xT(X)[x, T¥)] T(x)=0
olur. Ayrica IR igin, X [x, T(x)] T2(x) T(x) = O ifadesi ayrilarak incelenirse, [x, T(x)]
[JZ oldugu kullanilirsa [x, T(x)] XT2(x) T(x) = 0 olur. Bud Lemma 3.8 uygulanirsa,
[x, T(X)] #00UZ ve [x, T(X)]xT?(x) T(x)=0 ise xT?(x) T(x) = Olar. Bu durumda IR igin
[X, T2(x)] T(x) ifadesini inceleyelim. [x, T2(X)])=xT?(x) T(x)+T3(x) T(X)=T3(x)T(x) dir.
Bu ssitlik T2(X)[x, T?(X)]T(x) ifadesinde yerine yazrive kabullerimi gbz 6ntne alacak
olursak, T2(x)[x, T2(X)]T(x) =T3(x) T2(X)XT(x)
=TT (x) =0
olur. O halde, XIR i¢in,
T2(x)[x, T2(X)]T(x) =0
bulunur. Her XIR ve [x, T2(X)[JZ ise T2(x)T(X)[X, T?(x)]=0 dir. Lemma 3.8’den
[X, T2(X)]#0 ise T2(x)T(x)=0 olur. Yani T otomorfizim olgundan 1-1 dir. Bu durumda
T2(x) T(x) = T(T(X)x) = 0 dir. O halde her3R igin,
[X, TA(X)lE0 ise T(x)x=0
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bulunur. Her XIR igin,

XT(xX)=0vex=0iken[x, T(xX)] =0
olur. [X, T3(X)]#0 olsun. (3.17) ifadesinde y yerine xT(x) yaziler kabulim uygulanacak
olursa,

0=[x, [x, TXT(X))]+[XT(x), T(X]]
=[x, [x, TOOT2)]+[XT(x), T(H]
=[x, TOYX, TOHT)X, T2 [x, T(x)] T2(X)]
=[x, TOI[X, TI+2[x, T)1x T(x)]
=[x, TP
elde edilir. Bu ise herlXR igin,
[X, TX)]?=0ise [x(X)] =0
olur. O halde Lemma 3.8 den heiR icin [x, T(x)] = 0 iken R halkasi gemelidir.
Bu durumda charR=2 ve cha&R oldusunda R halkasi ggsmelidir.
Teoremin geri kalanini ispatlamak igin sifir boliense birimli olmasi incelenir.
0#£xOR , YOIR icin xy = 0 olsun. @R icin ifade sgdan (soldan) carpilir ve R’nin
desismeli oldyzu kullanilirsa , xty = 0 olur. HefiR icin sglandigindan xRy = (0) dir. R
asal halka oldgundan
x=0veyay=0
dir. Hipotezden x£ 0 oldygundan y = 0 dir. O halde ZAX[IR ve xy =0 ikeny =0 dir.
Bu durumda R halkasi sifir bélensizdir.

Birim eleman var ve e olsun. HétR igin ke = ek = k olur. ke =k ise ke—k =0
dir. Sifir bélensiz oldgundan k(e-1) = 0 olur. HerlkR i¢in klJZ oldugundan Lemma
3.8 den kO dir. O halde e —1 =20 dir. Yani e = 1 dir. nBer bicimde ek = k
oldugundan e = 1 dir. Bu durumda birimi vardir. O haRlbalkasi integral bolgesidir.

J. H. Mayne, 1982

Bu makalede aksi belirtiimedikce, R asal halkani@z@iglik donistimlerinden farkh
bir otomorfizimi, U sifirdan farkl ideali, karaddistigi sifirdan farkli alinmgtir.

Lemma 3.10R bir asal halka a,[bR ve her IR i¢in, b[a, r] =0 ise b=0 veya
allZ dir.

Ispat: Hipotezden her R icin b[a, r] =0 olur. Bu ifadede r yerineyx,]R icin
xy alinir ve hipoteze goére duzenlenirse,

0 =Dbla, xy] = b[a, x]y + bx[a, y] [, y]
bulunur. Herx[IR icin bx[a, y]=0 olur. Yani, bR[a, y] = (0) diR asal halka
oldugundan b=0 veya her(3R icin [a, y] = 0 bulunur. Bu durumda,
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b=0 veyaldz
dir.
Lemma 3.11:R bir asal halka, d R’'nin bir tirevi ve U isérslan farkli R’ nin bir
sgs ideali olsun. Her WU icin d(U) = (0) ise her IR icin d(r) = O dur.
Ispat: ulJU, xR ve uxJU oldugundan hipotezden, d(ux)=0 dir. Bu ifade acilir ve
hipoteze gore dizenlenirse,
0=d(ux)=d(u)x+ud(x)=ud(x)
bulunur. Her XIR i¢in, ud(x) =0 olur. Bu ifadede x yerine §]R icin rs alinir ise,
ud(rs) =d(r)s+urd(s)=urd(s)
elde edilir. Bu durum her [IR igin sa&ladigindan uRd(s)=(0) dir. R asal halka
oldugundan,
u=0 veya hef &R icin d(s)=0
olur. Her WU i¢in u=0 oldgundan U = (0) olur. Bu ise hipotezimle geli O halde her s
R icin d(s)=0 olur.
Lemma 3.12:R bir asal halka, T R’ nin bir homomonfizmi ve B’ nin sifirdan
farkli sgz ideali olsun. Her uU icin T(u)=u ise her XIR i¢in T(r)=r dir.
Ispat: uOU r, sOR ve us, udflU oldugundan hipotezden, T(usr)=usr dir. Bu ifade
acilir ve duzenlenirse,
T(usr) = usr = T(us)T(r) = usT(r)
elde edilir. O halde her 4,JR ve her WU igin usr = usT(r) dir. O halde,
usr- usT(r) =0
olur. Bu durumda her[3$R icin us(r-T(r)) = 0 dir. O halde u R(r-T(r)) =)(@dir.R asal
halka oldgundan her WU igin, u=0 veya herldR i¢in r-T(r)=0 dir. Yani,
U=(0) veya heffR icin T(r) =r
dir. U# 0 oldyzsundan herfIR igin T(r) = r dir.
Lemma 3.13: R asal halkasinin sifirdan farkliglgneli bir ideali var ise R halkasi
degismelidir.
ispat: ulJU icin *#0 olsun. [Herstein I. N., 1969, Lemma JL.1den R asal
halkasinin sifirdan farkli nilpotent elemani yoktuirani her WU icin 1?=0 olur ise
UU=(0) bulunur. Bu ise URWUU olur. Bu durumda kapsamadan dolayi,
URUI UU = (0)
olur. Bu ise URU=(0) oldgunu gosterir. Ote yandan bu ifadede R asal halkagondan
U=0 bulunur. Bu ise hipotezimle ¢gli O halde her WU icin t*#0 dir.
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Her r, iR, ulJU icin ur, us]U olur. Burada tsr ifadesini U idealinin dgsmeli
oldugu kullanilarak agilacak olursa,

Gsr = u(us)r=us(ur)=ur(us) =u (ur)s=ts
elde edilir. Yani WU ve hers, IR igin,
Usr- frs =0
bulunur. Bu durumda her s/ iR igin,
U(sr-rs)= G [s,r] = 0

elde edilir. Buradan Lemma 3.10 icin gereklsldbar saladigindan sonucu uygalayacak

olursak, her U U, rR igin,
©=0 veya her SRicin [s,/] =0
olur. Yani ,## 0 oldusundan her £JR icin r JZ dir. O halde R d#smelidir.

Teorem 3.14: R asal halka U R’ nin sifirdan farkh bir idedson. T R’ nin
0zdselik donisimden farkl bir otomorfizm veya tirev olsun . H&tU icin [u, T(u)]JZ
ve T(uXlU ise R dgismelidir.

Ispat: U R’nin sifirdan farkli bir ideali ise ayni zamantir asal halkadir. T R’nin
sifirdan ve birimden farkh dégum oldgundan Lemma 3.11 ve Lemma 3.12 den U
otomorfizim old@gu icin Teorem 3.9 dan her W alindgindan [u, T(u)]UZ ise U
degismelidir. Bu ise Lemma 3.13 den R nin gdgneli oldusunu ispatlanir.

Ayni zamanda T bir tirev olglundan U bir asal halka ise hetlU igin, [u, T(u)] U
Z ise Teorem 3.6 dan U’ nun gemeli oldusu bulunur. Benzegekilde Lemma 3.13
kosullarini sgladigindan R nin d@smeli olduysu ispatlanir.
J. H. Mayne, 1991
Bu makalede aksi belirtiimedik¢e, R asal halkani@z@iglik donistimlerinden farkh
bir otomorfizimi, U sifirdan farkli Lie ideali, kakteristgi sifirdan farkh alinnmgtir.
Lemma 3.15: R asal halkasinin U sifirdan farkll bir Lie ideak T 6zdslik

donlgimuinden farkli bir otomorfizmi olsun. Hetf dJ igin, xT(x)-T(x) XZ ise T(x)
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LZ dir.
Ispat: Her XJU icin hipotezden, [x, T(x)]Z ifadesinde x UzerindendR igin,

x+y ile linnerlgtirme yapilir ve dizenlenirse her X,J{ icin,
[xty, T(x+y)] =[x+y, T(X)+T(y)]
=[x, T+ X, MI+ly, TOI+y, T(y)] DZ

bulunur. Kitligin ilk ve son terimi hipotezden dolayr merkezdacagindan ve merkezin

toplamaya kapali oldiundan her x, MU icin,
[x, T] + [y, TOOHZ

olur. Bu son ifadede y yerindIR ic¢in [x,r]JU alinir ise, her XU, r LJR igin,

[, T(x, /D] + [Ix, 1], TLZ
bulunur. Burada Jacobi 6zdi€gi uygulanirsa, her XU, rlJR igin,

[x, [T(), TMIF [x, [T(x), 1] OZ
dir. Yani,

X, [ TX), £ T(r) ]]U0Z, OxOU, r OR (3.23)

bulunur. (3.23) ifadesinde r yerine xT(x)x afljymipotez kullanilir ve dizenlenirse, her x
LU igin,

[, [T(), XTO)X =TXTOX)I=[X, [T(),XTOOX]] =[x, [T(x), TXTEX)I=[x, X[T(X),
TOXIHT(), XITC)X] =[x, TO)[T(X), TTG)TONI=IX, XTR)T(X), XI+[T(x), XIT)xX] — [
X, TOOTOIIT), TTENI=[X, XTEOIT(X), x]+HT(X), x]x, TEX]=[x, TOQTEIT(X),
TTONI=x[x,  TEIIT(X),  X]+[T(X), X]ix, TEYX -T)x, TEIT(X), TTENI-[x,
TEIIT(), [T(), TTE)I=2x[x, TRIT(X), X] =2T ()X, TOIT(X), T(T(x)] U Z

olur. Bu ifade her XU igin,

O=[T(x), 2x[x, TCIT(X), *2TX)x, TEN=2[T(x), x][x, TOIT(x), x]-
2[T(x), TOJIX, TE=2[T(x), X][x, TEIT(x), X]
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bulunur. Bu durumda chatR2 oldysunda her xIU igin,

[x, TGO, TOIIT(x), x]=0
bulunur. Bu songtsizlik sLIR ile ¢arpar ve hipoteze gore dizenlenirse, HetJ xcin,
X, TOOIS[X, T(X)][T(X),x]=0 bulunur. Bu kgul her $1R i¢in s&ladigindan [x, T(X)]R[X,

T(X)] [T(x), X] = (0) olur. R asal halka ol@gundan [x, T(x)] = 0 veya [x, T(X)][T(x), x] =0
olur. Aynisekilde [x, T(X)][T(x), X] = O icinde uygulanirsagh XU igin,

[x, T(x)]=0
bulunur. O halde herxU igin,
T(x)JZ
dir.
Lemma 3.16: Her x(JU ve 1R icin (X, T(X)) [T(x), [X, r]] = O dir.

Ispat: Lemma 3.15 den her U igin [x, T(x)] = 0 dir. Bu ifade x tizerinden x-g

linnerlestirme yapilirsa her x,yU igin,
0=[x+y, T(x+y)]=[x+y, TO)+TWI=XTO)I+[X, TWI+y, T+, T(Y)]
olur. Hipotezden gtli gin ilk ve son terimi sifir oldgundan her x, U icin,
[x, TI+ly, T(x)]=0
dir. Bu ifadede y yerind1R icin [x, r]llJU yazilir ve (3.23) ifadesi kullanilir ise,
[X,[T(x), r-T(n]]=0,0x0U, rOR (3.24)
bulunur. Son gtsizlikte r yerine xr alinir ise, hertxU verlR igin,

0=[x, [T(), x¥T(xN]I=[x, [T(X), xr=TC)TMI=[X, [T(x), xr1-[T(x), TE)T()]]
=[x, x[T(x), 1= TO)IT(X), TON=x[x, [T(x), =T, [T(x), TN)]]

bulunur. Ote yandan (3.24) oztigini T(x)R ile s&dan carpilir ise herxU ve IR

icin,
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T, [T(x), -T(N]]=0

elde edilir. Bu ifade acilir ise T(X)[X, [T(X), rf TX)[x, [T(xX), T(r)]] = 0 olur. Yani, her x
LU ve iR igin,

T, [T, M1I=x[x, [T(x), 1

dir. Her XU ve IR icin (X-T(X))[X, [T(x), r]] = O dir. Bu son ifagde Jacobi 6zdkgi

kullanilirsa,

0=(x-TONX, [T), AI+T), [rx]+r, [x, TOI=X-TC))X, [T(x), rll+(x-
TENITX), [r, XII+O-TOEIF, [x, T)]]

elde edilir, Hipotezden ilk ve son terim sifir ofgundan her kU ve IR igin,
(X-TEIT(X), [x, 1]] =0
bulunur.

Lemma 3.17: Her xJU ve IR igin (X-T(X))[X, r](x-T(x)) = 0 ve (x-T(X))[T(x) r]
(X-T(x)) =0 dr.

Ispat: Lemma 3.16 dan herXU ve IR icin (x-T(X))[T(x), [x, I]] = 0 dir. Bu

ifadede r yerinelsSR igin rs alinir ve diizenlenir ise,

0=(x-TEPIT(X), [x, rs[I=(x-TEP[TX), rlx, s]+x, rs]=x-TEIONRT(X), [x,
S|I+HT(X), r[x, s+[T(x), [x, fls+[x, r[T(x), s]}

elde edilir. Bu ifadede Lemma 3.16 kullanacdlnarsa, her XIU ve r, 1R igin,
0=(-TORIT(X), [x, SIHIT(X), Hx, s]*+[x, rI[T(x), s]}
elde edilir. Bu ifadede s yerine (x-T(x))s alsar

O=(x-TONrIT(X), [x, (x-TE)SHXTENITX), rlx, (x-T(x))s]+[x, r[T(x), (x-
T(X))s]}, O xUJU ver, $1R &)

elde edilir. Aynisekilde s yerine [x, s] alinir ve Lemma 3.16 kullasa her xJU ve r, §1

R icin,
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(x - TO)TE), N-TX)[X, [x, § =0, OxOU ver, £IR (26)

elde edilir. (3.26) ifadesinde r yerin&lR igin rt alinir ve diizenlenirse,
0=(x-TONIT(X), t] (X-TGN[X, [XS]+X-TENIT(X), 1]t (X-T))IX, [X, S]]

bulunur. Elde etiimiz son ifadede r yerine r(x-T(x)) alalim. Hefl ve r, SIR igin ,

0= (-TONrO-TONIT(X),  X-TOYX,  [X, SIHE-TEPITK),  r(x-T(x))]t(x-
TEYX, [, slI=C-TE)r (x-TEPIT(X), O-TX)IX, [X, S]I+HX-TE)T(X), Ix-TE)H(x-
T, X, SII+HX-TENAT(X), X-TEYIX-TE))X, [X, S]]

olur. Bsitli gin son iki terimi bir 6nceki ifadeden dolayr sifilacagindan, her KU  igin,
(X-TENITX), IG-TONUX-THX, [x, s]] =0

bulunur. Bu gitlik her tOR igin s&landgindan,
(X-TONIT(X), 1I(x-TE)RX-TRIX, [x, s]]=(0)

olur. R asal halka oldmndan, her KU ve r,€1R igin,
(X-TET(X), rI(x-T(x)) = 0 vey (x-T(X))[x, [X, s]] = 0

bulunur. A={ x OR | X-T(X))[T(x), r](x-T(x)) = 0, OrR} ve B = { x OR | (X-T(X))[X, [X,
s]] = 0, OsCOR} kumelerini alalim. A ve B kimeleri R nin alt kalsi R=AIB ve
oldugundan Brauer’s Trick den R = A veya R = B dir.

R = A olsun. Yani herOR icin (X-T(x))[T(x), r](x-T(x)) = 0 olur. (3.25)ifadesinde

r yerine r(x-T(x)) alinirsa,

(X-TOOHrX-TONITIIX, SII+T(X), rx-TODIX, s]+[x, rx-TENIT(X), s]y=(x-
TENr-TONITX), [X,S]I+X-TONDITX), rx-T)X, s]+x-TX)[x, x-TX)IT(x), s]=
(X-TONIT (), FI-TEIX, s]+x-TX))X, rI(x-T(X))[T(x), s]=0

bulunur. Son ifadede kabulimiz kullanilirsa hieitkve r, $1R icgin,
(X-TOIX, rx-T))IT(x), s] =0

elde edilir. Yani (x-TG))[T(X), (x-T(x)) = 0 ika (x-TK)[x, Jx-T(x)) = 0 dir. Bu
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durumdaispat biter.

R = B olsun. Bu durumda hérR icin, (X-T(x))[X, [X, S]] = 0 olsun. Bu son ifade s

yerine £1R icin rs alinir ise,
OTOENIX, X, rsII=0-TEDIX, 1ix, s+ rs]=(x-TE{rX, [x, sll+2[x, r1[x, s]}=0
bulunur.Benzesekilde r yerine r (x-T(x)) alinir ve diizenlenirse,
(X-TENX, rI(x-T(X))x, s] =0
bulurnur. O halde herxU ve r, 1R igin,
(X-TENIX, M(x-T(x)) =0
dirispatim biter.
Lemma 3.18: xOU ve (x-T(X)f# 0 ise xJZ dir.

Ispat: Her xJU icin Lemma 3.17 den (x-T(X))[X, r](x-T(x)) = @ir.Bu ifadede r

yerine §IR icin rs alinir ise,
0 = (x-TEIX, rs](x-T(x)=(x-T))X, BX-T(x)) + (X-T)r[X, s](x-T(x))

bulunur. Elde etfiimiz esitsizlikte r yerine [T(x), r] alinir ve Lemmal¥ kullanilir ise
her XJU ver, $1R igin,

0=(x-T)x, [T(x), mlIsC-TX)+X-TROT(X), rI[x, sI(x-T(x)=(x-TX)[T(x),
rix, u] (x-T(x))

bulunur.Yani,
(X-TX)[T(x), r[x, s](x-T(x)) =0gx0U r, IR (3.27)

olur. Olwturdusumuz (3.27) ifadesinde s yerine [T(x), s] alirse,iher xJU ve r, $IR

icin,
(X-TX)[X, r][T(x), s](x-T(x)) = 0,0 xUU ve r, $IR (3.27)

olur. Simdi (3.27)’ ifadesinde r yerin@IR icin rt alinir ise, herXU ve r, §1R icin,
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0= (x-TO)x, r[T(x), s] (x-T(x)) AX-TX))[x, 1] + [T(x), s|(x-T(x)) + (x-T(x))
rx, [T (x), s](x-T(x))

elde edilir. Bulunan sonsisizlikte r yerine [x, r] alinir ve Lemma 3.15ulkanilir ise,
(X-T))[x, r[T(X), t][x, sK-T(x))=0, OxUU t, s, IR (3.28)
bulunur.

Ayrica (X-T(X))[X, r][T(x), t][x, s](XT(x)) ifadesini acip Lemma 3.15 ve (3.28)

kullanilacak olursa,
(=T, rlx, tIx, s](x-T(Y =0,0x0U t, s, rOR (3.29)
(3.27) ifadesinde s yerine ts alinirsa,

0=(x-TCPIT(X), Mix, S]X-TXHE-TEDITX), X, ts(x-T(x))+(x-T(x))
[T(), rItlx, s](x-T(x))

bulunur. Son elde egiimiz ifadede s yerine [T(x), s] alinir ise, hefl¥ ve r, s, IR

icin,
(X-TENITX), rIIx, qIT(x), -T(x)) = 0

elde edilir. Bu ifadeyi (3.29) iles@tlenir ve dizenlenir ise, heidUJ ve r, s, fIR icin,

0=(x-T()IX-T) I, BIx-T(X), ST(¢-T(R)F{(X-T (X)) *r—=(x-T(x))r(x-T (<)X, tH{ (x-
T())S(X-T(X))-s(x-T(X)Y}

bulunur. Elde etfiimiz ifadede r yerine [T(x), r] alinir (3.27) veeinma 3.15 kullanilir ise
her X1U vet, s, IR igin,

(X-TOATX), r[x, t]s(x-T(x))* =0

elde edilir. Her §R icin sa&landgindan, (x-T()H[T(), r][x, IR(x-T(x))>=(0) olur. Bu
ise R asal halka olgundan her XIU ve t, £IR igin,

(x-TOHT (), r][x, t]=0 veya (x-T(x)f=0
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dir. Hipotezden dolayl herl}J ve r, tIR igin, (x-T()YT(X), r][x, t]=0 olur. Burada t

yerine $1R igin, ts alinir ise,

0=(x-TOIT(), X, ts]=(x-T)T(x), rlx, Gs+(x-TTT(X), rltx, s]=(x-T(x))?
[T(x), rt[x, s]

bulunur. Son gtsizlik her £ R icin sglandgindan, (x-T(X)J[T(x), r]R[x, s]=(0) olur.
R asal halka oldiundan her KU ve r, $IR icin, (x-T(X)F[T(x), r] = 0 veya [x, s]=0

dir. Yani,
(x-TOPT(X), 1] =0 veyaxiZ

bulunur. O halde A={ & U | (x-T(x))AT(X),]=0,0rOR}ve B={xOU |xOZ}
kimelerini tanimlayalim. A ve B kimeleri U nunu &lalkasi ve U=AIR oldusundan

Brauer’'s Trick den A = U veya B = U olmalidir.

A =U olsun. Bu durumda hertx ve ] R igin (x-T(X)¥[T(x), r]=0 olur. Bu

ifadede r yerinelil R igin rt alinir ve duizenlenirse,
0 = (x-TORT(), HI=(-T)) T, Mt+-TE) AT (X), J=(x-T(x))*r{T(x), 1]

olur. Buldgumuz son gtsizlik her J R icin s&landgindan, (x-T(X)JR[T(x), t]=(0)
olur. R asal halka oldwndan, (x-T(x)j =0 veya herdl R icin [T(x), t]=(0)

olur. Yani,
(x-T(x})=0 veya T(x}J Z

dir. Hipotezden dolayr (x-T(>J)# 0 oldusundan, T(x)JZ olur. Bu durumda buldiumuz

ifadeyi kullanarak T otomorfizimi x,yU icin,
TXY)=TO)T(Y)=T(Y)T(X)=T(yx)

elde edilir. Bu ifade duzenlenirse, X,y icin, T(xy)= T(yx) dir. Yani, T(Xy}T(yx)=T
(xy=yx)=0 olur. Bu durumda T otomorfiziminin 1-1 olglundan xyyx=0 dir. O halde
,her xdu igin,

TN Zise X1Z
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dir.
B = U oldysunda da herXU icin, x(1Z dir.Bu durumda her XU icin, x(1Z elde edilir.
Lemma 3.19 :x[J U ve (X-T(x))z0 ise x1Z dir.

ispat: Her xJU ve iken (x-T(x)§ 20 olsun. Bu durumda Lemma 3.18'deR X
dir. Ispat biter.

O halde (x-T(x)} =0 olsun. (3.23)stli ginde x UizerindenyR icin x+y ile linnerlgtirme

yapilir ve diizenlenir ise,

0=[T(x+y), [x+y, -TOI=[TX)+T(y), [x, FTOI+y, r-TOI=[T(X), [x, -TO]+[T(X),
by, r=TMOIHTCY), [, =-TOIHTCY), [y, r-T(D] ]

bulunur. Bu ifadede (3.23) den ilk ve son terimrofdugundan,
[T, by, -TONIT(Y), [x, r-TOII = 0
dir. Son ifadede r yerine x alinir ve diizenlerey; is
0=[T(x), [y, x-TO)JI=[T(x), y(x- T(X))tx- T(x))y]

bulunur. Yani,

(- TONIT(X), YI=[T(X), YI(x- T(x), Ox, yOU (3.30)
Lemma 3.17°de herXU ve IR igin,

(- TONIT(X), rl(x- T(x))=0
dir. Bulunan songisizlikte r yerine yz alinir ve diizenlenirse,

0=(x- TOPIT(X), yzl(x- Tx)=(x- TONT(X), ylz(x- T(x))+(x- TONYT(X), Z](x-
T(x))

elde edilir. Bu son ifadede (3.30) ifadesini knaak olunur ise,

[T(), YI-T)Z(x-Tx)+X-TX)Y)YXx-TE)[T(x), z]=0

bulunur. Burada MU vyerine [y, r]UJU alinir acilir ve diizenlenir ise her x, yi,14J, rR
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[T, [y, rI(x- T(x))z(x- T())+(x- TO)Ly: rI(x- TEOIT(x), z]=0 (31)
Ayni zamanda her x, ¥ U icin [T(x), [y, r(x-T(x))]]=0 ifadesini acar velizenlenir ise
her x ,y{IU , rR igin,

[T, [y, r(x-TEAN=IT(X), rIly, X-TO)+[ T(x), [y, 1(x-T(x)) (32)
Ote yandan (3.31) ifadesinde r yerine r(x-T@dzar ve hipotez kullanilirsa her x[y
U ve IR igin,

0=[T(x), [y, r(x-TO)II(X-T(x))z(X-T)NEX-TOYLY, r(x-TO)(X-T)[T(x), ]

=[T(), rlly, x-TONX-TEIT(x), z]0
veya

[T(X), r(x-T)Y-T))Z(x=TE)r(XT (x))y(x — T(X)[T(x), z] =0
dir. Bulunan songsizlikte y yerine [y, r] alinir ve (3.30) ifadgsullanilirsa,
0=(x =TCNITX), [y, yx=TC)Iz(x=T ()3 (x=TENIy, Ix=T)yx=TX)IT(x), I,
ox,y, zdU, OrtdR (3.33)
Lemma 3.17 kullanilcak olunursa, her x, I ve IR i¢in, (x =T(X))[T(X), [y, rlyl(x
—T(x)) =0 dir.Yani,
0= (x =TOENITX), [y, rlyl(x — T(x))
= (X =TENITX), [y, 1y x=DO)+(x =Ty, rI[T(X), yI(x =T(x))
bulunur. Burada (3.33) ifadesi kullanilir ise ke, z[JU ve IR igin,
~(x-TODLY, rI(T(x), yIx =T(x)) z (x=T(x)) +y =TIy, rlx =T(x))y(x =T(x))
[T(x),z] =0
bulunur. Bu ifadede (3.30) 6zdiggi kullanilir ve dizenlenir ise,
(X=TOLy, rl(x =TONIT(X), YIz=Y[T(x), ZDX=T)LY, rix=TENYIT(X), z](x-T(x)) =0
bulunur. Bu son ifadede y tUzerinden W icin y+w ile linerlstirilirse,
(X=TONIW, rIx=TE)YIT(X), ZJ(x=T (X)) +x=TE)Iy, Ix-T)W[T(x), Z](x-T(x))=0
olur. Burada w yerine [x, s] alinir ve (3.2@pre diizenlenir ise, ikinci terim
sifir olur. Yani,

(X =TOI[[X, s], Nx-TX)Y[T(X), z](x =T(x))=0,0x, y, ZOdU ver, $1U  (3.34)
bulunur. Bu son @tizlik her yl1U icin sglandgindan (x—T(x))[[X, s], r](x=T(X))U[T(x),
z](y =T(x))=(0) olur. Bu ise Lemma 4.4 den dolay!,

(X=TO)IX, s], rI(x=T(x)) = Q] x, zZLlU ve s, £IR (3.35)
veya
[T(x), zZ](x=T(x)) =0, x,zL1U (3.36)

(3.36) ifadesinde z yerine [y, r(x-T(x))] alirve diizenlenir ise, herlZU igin,
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[T(X), [y, rl(x=T(x))(xT(x)) = 0
bulunur. (3.32) ifadesini gaaraftan (x—T(x)) ile ¢arpar ve elde edilen s@ué ile
esitlenir ise her yJU ve IR igin,
0 =[T(x), rlly, (x = T(x)I(x=T(x))
= [T(), Ty (x =T())(x = T(X)) [T(x), 11(x = T(x)) y (x=T(x))
== [T(x), I(x=T(x)) y (x=T(x))
elde edilir. Yani her y1U ve rUR igin,
[T(X), rl(x =T(x)) y (x=T(x) ) =0
dir. Burada r yerine rt alinir ise,
0 =[T(x), M](x=T(x)) y (x=T(x))
= 1T(X), §(x=T(x)) y (x=T(x)) +T(x), rT t (x =T(x)) y (X =T(x))
=[T(), Mt (x=T(x)) y (x =T(x))
bulunur. Her tIR igin s&landgindan [T(x), I R (x = T(x)) y (x — T(x) ) = (0) of. R asal
halka oldgundan her y1U ve r IR icin s&landgindan,
[T(x), r]=0 veya (x -T(x)) y (x —=X)) = 0
dir. A={ xOR | [T(x), r]=0, O rOR} ve B = { xOR | (X =T(X)) y (X — T(x)) = 0,00 rOR}
kimelerini digunelim. A ve B kiimeleri R nin alt grubu ve RES oldugundan Brauer’'s
Trick den R = A veya R = B olmalidir.

R = A olsun. Bu durumda herR icin, [T(x), r] = 0 olur. Bu keul altinda her 1R
icin sgglandgindan [T(x)[JZ dir. Bu ise xJZ olur. Bu durumda ispat biter.

O halde R = B olur. Bu ise hellR igin, (x=T(x))y(x—T(x))=0 olur. Bu gtsizlik
her y U i¢in sa&landgindan, (x —=T(x))U(x=T(x))=(0) dir. Bu ise Lemma 4én her kI
Uicin, (x=T(x))=0 veya (x—T(x))=0 bulunur. Yarier xJU igin,

(x=T(x)) =0
dir. Bu ise x(1Z oldugunu gosterir ispat biter .
Ote yandan (3.35) 6zgigsinde ise s yerine st alinir ve diizenlenir ise,
0 =(x =TGIIx, st], rl(x =T(x))
=(x =T())[s[x, t+[x, s]t, r(xHXx))
=(x=TO)NIs, rIx, t]+s[[x, t], i, s]it, r]+[[x, s], rlt}x —T(x))
elde edilir. Son ifadede s yerine s(x —T(x)) alini@®.35) ve Lemma 3.17
kullanilir ise, her XIU ve s, F1R igin,

(x =TON[s(x =T(x)), rIlx, t+[[x, s(x FX))], =T X)=(x =TOIAs[(x — T(x),

rIx, s(x =T(X)], rlt}(x-T(x)) = 0
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veya
(X =TOs(x =TO)r[x, tHXx, sJr(x—T(x))tH(x—T(x)) =0 8’
olur. Lemma 3.17 den hef®J ve s, [1R igin,
(x=T))Ix, 1(x-T(x)) =0
bulunur. Bu son ifadede r yerine sr alinir ise,XietJ ve s, f1 R icin,
0=(x =T(X))[X, sr(x—T(x))
= (x=T))s[x, Nx=TE))+(x=TW slr(x-T(x))
bulunur. Bulunan ifade (3.36)sisizliginde yerine yazilirsa,
0=(x=TO)Ns(x=T))rLx, fJ+s[x, reeT (X)) Hx—T(x))
=(x=T))s{(x=TONrIX, f+[x, rIeT(x))tHx-T(x))
elde edilir. Her 8IR icin s&landgindan (x—T(X))R{(x=T(X)r[x, t]+[x, r](x =T(x)) t}& —
T(x)) = 0 olur. Burada R asal halka ogdundan,
(x =T(x))=0 veya (x=T(X))r[x, t](x-TF+[x, r](x =T(x))t(x —=T(x))=0
olur. Bu kaul altinda hipotezden (x — T(x})0 olur.Ohalde her KU, rJ R igin,
(X =TONX, T =T(X)+X, rIx-T)x-T(x)) =0 3.86)
dir. Ote yandan Lemma 3.17 kullanilirsa, helx rCJ R igin,
(X =TE))[X, rt](x=T(x)) =0
olur. Bu ifade acilir ve duzenlenirse, 0 = (X)X, rt](x=T(x))=(x-T(X))[x, r]t(x=T(x))
+ (X=T(X)) r [X, t]j(x =T(x)) bulunur. Yani,
(X=TOEr[x, (x=T(x)) ==(x=T(X))[X, rlt(x —T(x))
dir. Bulunan bu gtlik (3.36) ifadesinde yerine yazilirsa,J, t, R icin,

0=(x=TONIX, MtX=T))*[X, rI(x-TE)tx-T(x))

=TI, 11+[X, rix=TX))}H((x —T(x))
bulunur. Her tIR igin s&landgindan {(x=T(x))[Xx, r]+[x, r](x=T(X))}R(x =T (x))=(0)
olur. Burada R asal halka olglundan,

{-(x =TI, 11 + [x, r](x —T(x))}=0veya (x-T(x)) = 0
dir. Hipotezden dolay! x — T(% 0 dir. O haldex UU, rURigin,
{-(x =T(X))[X, r]+[x, r](x =T(x))}=0 olur. Bu eldeedilen sitsizlik acilir ve dlizenlenirse,
X =T)[X, rI=[x, rl(x =T(x))d xOU , R (337

dir. (3.37) ifadesinde r yerine rs alinir ise,—{&X)){[X, r]s + r[x, s]}={[x, r]s+r[x, s]}(x —
T(x)) bulunur. Bu son ifadede r yerine r(x =T)(&)inir ve (3.37 ) gore dizenlenirse,
(X=TX)){r [X, S]-[x, rIs}x=T(X))=2(x=T(X))r[X, S[x=T(x))=0 bulunur. Yani XIU r, sUJ
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R ve charR 2 oldusu icin,
(x=T())r[x, s](x=T(x))=0
olur. Her r R icin s&landgindan (x—T(X))R[X, s](x—T(x)) = (0) bulunur. R asal halka
oldugundan,
(x=T(x))=0 veya [X, s](x=T(x))=0
dir. Hipotezde (x=T(X)}# 0 oldusundan X UU ve sUR icin [X, s](x-T(x)) = O olur. Bu
son gitsizlikte s yerine sr alinir ve diizenlenir ise,
0=[x, sr](x—T(x))
=[x, sJr(x=T(x))+s[X, r](x=T(x))=[xs]r(x=T(x)) elde edilir. Bu ifade heriR
icin sglandgindan [x, s]R(x=T(x))=(0) dir. Burada R asal hatkdugundan, her XU
ve 41R igin,
[X, s]=0 veya (x-T(x)) =0
dir. Hipotezden dolay! (x — T(x})0 oldusundan her xJ U Ve her §IR i¢in [x, s]=0 dr.
Bu durumda XJZ dir. ispat biter.

Teorem 3.20:R karakterisfii ikiden farkli bir asal halka, U R’nin bir Lie iddi ve T
de R’nin otomorfizmi olsun . Ozdik donisimden farkhh T dongiimi her XJU igin,
X, T(x)]LZise UL Z dir.

Ispat: xUJU icin T birim dénigiimden farkl oldgundan T(X¥ X dir. Bu ise,

Lemma 3.19 daniXZ dir. O halde y1U iken y[OZ elemani alalim. Bu durumda merkezin
kapalilgindan x+y[J Z dir. Bu durumda T(x+y)=T(X)+T(y)=T(X)#x+y oldugundan
x+ylZ dir.

Bu ise yOZ icin c¢elikidir. Yani , her y1U iken yZ dir. O halde UOZ dir.

Sonu¢ 3.21:R karakterisgi ikiden farkli bir asal halka, U R’nin bir Lie idé ve T
de R’nin otomorfizmi olsun . Ozdik donisimden farkhh T dongiimi her XJU igin,
X, T(X)]LUZ ise R dgismelidir.

Ispat: Bu kasullar altinda her XIU igin, [x,T(x)]JZ icin Teorem 3.20 den3Z dir.
Yani her xJU icin sglandgindan U Z olur. Ayni zamanda U Lie ideal olgundan

idealdir. Bu durumda ise Lemma 3.13 den U ideatigheeli ise R halkasi desmelidir.
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BOLUM 4
ASAL HALKALARDA L iE VE (o, 1)-LIE IDEALLER

Bu bolimde R, karakterigiiikiden farkli asal halka, U bir Lie ideal olmakére ,

1. [a, U] =0ise &z veya U] Z

2. UOZicin R halkasinin [R, M1 U ve [R, M ] Z olacak bicimde bir M
ideali vardir.

3. UOZicinaUb = (0) ise a=0 veya b=0
Sonuclarini gosteren makaleler ve d» R bir tirev olmak Uzere,

4. dU)DOZiseUOZ

5. ad(U) =(0)ise a=0veyallZ

6. d(U)=0ise d=0veya l Z
kosullarini ele alan makaleler ve buskdiari halkanin genellgirilmis (o, 1)-Lie ideali igin
genellgtirilen makaleler bir araya getirilrtir.

Bergen, J., Herstein, I.N. ve Kerr, J.W.,1981

Bu makalede, aksi belirtimedikce R asal halka, e lideal ve halkanin
karakteristgi ikiden farkli olarak alinngtir.

Lemma 4.1:R asal halka ve karakterigitikiden farkli olmak tzere O Z
ve U, R nin Lie ideali ise [M, RJU fakat [M, R]JJZ olacaksekilde R nin bir M ideali
vardir.

Ispat: T(U) = {xOR | [x, RJOU} kiimesini alahim. Bu kiimenin Lie ideal ve alt
halka oldgu gdsterilsin. a, il T(VU) i¢in, [a, R]JU, [b, R]JU oldugundan her t1 R igin,
[a, ] O U ve [b, tj00 U dir. U Lie ideal oldgundan [a, t] + [b, t] = [a+b, {1 U olur. Bu ise
her tO R icin sglandgindan [a+b, R[] U olur. O halde a+HaT(U) olur.

U Lie ideal oldgundan [U, R[JU olur. Yani T(U) kiimesinin tanimandanU
T(U) dir. Yine T(U) kiimesinin tanimindan [T(U), RJ olur. Bu durumda [T(U), RJU
OT(U) dur. Yani [T(U), RIZJT(U) elde edilir. O halde T(U) Lie idealdir.
Ayni zamanda ai i (U) ve R igin, [a, br] + [b, ra]JUOT(U) olur. Bu ifade
acllir ve duzenlenir ise,
[a, br] + [b, ra] = [a, b]r+b[d+r[b, a]+[b, r]la
=abr-bar-bra+rba-rab+bra-rba
=(abjadn)
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=[abi Ky
olur. Yani her fIR i¢in s&landgindan [ab, RJ1U olur. Bu durumda &bT(U) bulunur.
O halde T(U) bir alt halkadir. R asal halka karektgim ikiden farkli ayni zamanda T(U)
alt halka ve Lie ideal oldiundan Onerme 2.32 kallarini sgladigi icin T(U), R nin sifirdan
farkli bir M idealini kapsar veya T(W)Z olur.
T(U)OZ olsun. Bu durumda UT(U)OZ oldugundan Ul1Z olur. Bu ise
hipotezimdeki UJ1Z olmasiyla celir.
O halde T(U), R'nin sifirdan farkli bir M idealikepsar. Yani MIT(U) olur. Bu
durumda T(U) nun tanimindan [M, RU olur.
Ayni zamanda [M, RJIZ olsaydi, her x, MR ve nmiIM icin, [m, xy] UZ
oldugundan buradalaR icin,
0 =[[m, xy], a]
= [[m, x]y+x[m, y], a]
= [[m, x]y, al+[x[m, y], a]
= [m, X]ly, al+[[m, x], aly+x[[m, y], a]+[x, §m, y]
= [m, x]ly, a]+[x, a][m, y]
bulunur. Burada ise y yerine x alinir ve [m(24 oldugu kullanilir ise 2[m, x][x, a]=0 olur.
charR# 2 olduyzundan,
[m, X][x, a]=0
olur. Her niIM, her XdR her KIR igin, [m, x]JZ oldugundan, [m, x]k[x, a]=0 bulunur.
Her kOR icin s&ladigindan XIR, mOM igin [m, X]R[x, a]=0 elde edilir. R asal halka
oldugundan,
[m, X]=0 veyaxZ
bulunur. A={xR | [m, X]=0, her miM } ve B={x IR | xJZ } kiimelerini alalim. A ve B
R nin alt halkasi ve R=A B oldusundan Brauer's Trick’ den A=R veya B=R olmalidir.
B=R olsun. Bu durumda heR icin xUUZ dir. Yani R halkasi d@smelidir.
Benzegekilde A=R olsun. Bu ise M Z oldugunu gosterir. Bu ise R halkasinin
degismeli olmasi demektir.
Bu durumda her iki kolda R halkasi dgsmelidir. Bu ise hipotezimdeki UZ
olmasi ile ¢ekir. O halde [M,R]JZ dir.
Lemma 4.2: U, R nin Lie ideali ve W1 Z ise G(U) = Z olur.
Ispat: Cr(U)={x OR | [x, u]=0, OudU} kiimesini inceleyim. Bu kiimenin R nin alt
halkas! ve Lie ideali oldtunu gosterilsin. a, BCr(U) ve uJU icin, [a, u]=0, [b, u]=0
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olur.

[a, u]+[b, u]=[a+b, u]=0
dir. Bu durumda a+bCg(U) olur. Benzer bicimde,

[ab, u]=a[b, u]+[a, u] b=0
olur. Bu ise abiCgr(U) olur. Yani G&(U) alt halkadir. Ayni zamanda&gr(U), rdR ve
udU icin Jacobi gtsizligi kullanilirsa,

[[a, 1], ul+{[u, a], r]+[[n], a]=0
dir. Burada ise @Cg(V) icin, [[u, a], r]=[[r, u], a]=0 oldgundan alCgr(U), rUR ve ulU
icin, [[a, r], u]=0 elde edilir. O halde[&Cgr(U) ve 1R icin [a, rldCr(U) olur. Dolayisiyla
Cr(U) Lie idealdir.

alZ ise [a, R]=(0) olur. Buradan [a, UJa, R] oldiundan [a, U]=(0) olur. Yani a

OCr(U) olur. Dolayisiyla,

Z1Cr(V)
bulunur.

G(U) OZ oldugunu gosterilsin. € (U) OZ olsun. R asal halka karakterggtikiden
farkl olmak Uzere € (U)OJZ ve Cr(U) Lie ideal ise Lemma 4.1 den [NWR]OCg(U) ve
[M, R]OZ olacaksekilde M ideali vardir. Yine aynsekide R asal halka karakteristi
ikiden farkli olmak tizere g&U) Lie ideal ve alt halka oldiundan Onerme 2. 32 ¢adlari
saglandgindan sonucu uygulayacak olursak,

M1Cr(U) veya GU)LZ
olur. MUCg(U) olsun. O halde [M, U]=(0) olur. Bu ise R asalka M sifirdan farkli bir
ideal ise Onerme 2.35 fallarini sg&ladigindan sonu¢ uygulangindan UJZ olur. Bu
durumda hipotezimden UZ olmasiyla ¢ekir. O halde,
MICr (U)
olur. Bu durumda (U) UZ olur. O halde,
&(U)=2
olur.
Lemma 4.3:U, R nin Lie ideali olmak tzere [a, [U, U]]=(0) i$a, U]=(0) olur. O
halde G([U, U])=Cr(U) olur.
Ispat: Cr([U, U]) UCr(U) oldusu gosterilsin. aCgr([U, U]) olsun. R asal halka [U,
U] Lie ideal oldgundan ve [U, UDZ ise Lemma 4.2 kaillarini sgladigindan  G([U,
U])=Z olur. Yani a@1Cg([U, U]) iken aJZ dir. Buradan ise [a, U][a, R]=(0) old@gundan
[a, U]=(0) elde edilir. Bu ise[ACr(U) olur. Dolayisiyla,
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Cr([U, U]) OCr(V)
olur. [U, U] OZ olsun. Buradan herflU ve her XIR igin a=[u, [u, X]J[U, U] OZ olur.
Yine, [u, [u, ux]d[U, U]OZ oldugundan ifade a elemani g6z 6nine alarak acilir ve
diizenlenirse,
[u, [u, ux]]=[u, u[u, X]+[u, u]x]
=[u, u[u, X]]=ully, X]]+[u, u][u, X]
=u[u, [u, X]]muazxa
olur. @l1Z ve aulZ oldugundan a=0 veya her iU icin uJZ olur.
& 0 ise her WU icin udZ oldugundan [a, u]=0 olur. Yani@Cg(U) olur. O halde,
R[U,U]) UCr(V)
bulunur.
a=0 ise her WU ve her XIR i¢in [u, [u, X]]=0 olur. R asal halka ve karakstigim
ikiden farkl ise her XR icin [u, [u, X]]=0 oldgundan Onerme 2.35 kallarini
sagladigindan sonucu uygulanir ise heflu igin uCJZ olur. Yani UOZ dir. Bu durumda
[a, U]=(0) olur. Dolayisiyla @Cg(U) olur. O halde ,
R([U.U]) UCr(V)
elde edilir. Bu durumda her falda Gy([U,U]) 0Cg(U) olur.
G(U) OCg([U, U]) oldugu gosterilsin. aCr(U) alalim. Bu durumda heril igin
[a, u]=0 olur. [U, UJU oldugundan her w[U, U] icin [a, u]=0 old@gundan [a, [U, U]]=0
elde edilir. Buradan [@C ([U,U]) oldugundan,
&(U)OCRr([U,U])
bulunur. Boylece |([U,U])=Cr(U) elde edilir.
Lemma 4.4: U, R nin Lie ideali ve W Z olsun. aUb=(0) ise a=0 veya b=0 olur.
Ispat: Hipotezden WZ dir. Bu ise R asal halka ve U, R Lie ideali gidadan,
Lemma 4.1 keullarini sgladigindan [M, R[OZ ve [M, R]OU olacaksekilde M ideali
vardir. Her @U, her nmdMve her y1R ve aIR igin, [mau, y[J[M, R]OU dur.
Hipotezimden &R ve BIR i¢in aUb=(0) oldgundan a[mau, y]b=0 olur. Bu ifade acilir
ve duzenlenirse, buradan,
0 = a[ma,y]Jub+amalu,y]b
= a[ma,y]ub
=a(may-yma)ub
=amayub-aymaub
=amayub

bulunur. Bulunan bu son ifade hef]R icin s&landgindan amaRub=(0) dir. Burada ise
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R asal halka oldtundan ama=0 veya ub=0 olur. HerJM her uJU igin sgladigindan,
aMa=0 veya Ub=(0)
olur.

& 0 ise her mM icin ama# 0 oldygundan aM& (0) olur. Bu durumda heruJ
icin, ub=0 olur. Yani Ub=(0) olur. O halde herk, her WU ig¢in [u, Xx]OU oldugundan
[u, X]b=0 dir. Bu ifade diuzenlenir ise,

0 =[u, x]b
= (ux-xu)b
= uxb-xub
= uxb
elde edilir. Her XIR, her WU icin saglandgindan uRb=(0) dir. R asal halka ogdundan
her uJU icin, u=0 veya b=0 bulunur. Bu durumda,
U=(0) veya b=0
olur. U# (0) olduzundan b=0 elde edilir.
Lemma 4.5: U, R nin Lie ideali ve & d tlrev olmak tzere d(U)=(0) ise
UdZolur.
Ispat: Her uJU, her XJR icin [u,x]JOU oldugundan hipotezden, d(U)=(0) iken
ifade acilir ise,
0 = d([u,x])
= [d(u),x]+[u,d(x)]
= [u,d(x)]
olur. Buradan herXR icin, [u, d(R)]=(0) oldgundan Lemma 3.4 den herUy i¢cin uCZ
olur. Yani ULIZ dir.
Lemma 4.6: U, R nin Lie ideali ve & d tlrev olmak tzere d(U)Z ise
UGZ olur.
Ispat: UOZ olsun. Lemma 4.3 den V=[U,UJIZ olur. d(U)UJZ oldugundan her
w,udU igin,
d([u, w])=[d(u), w]+[u, d(w)]=0
olur. Yani d(JU, U])=d(V)=(0) olur. Lemma 4.5 den(VZ olur. Bu ise M1Z olmasiyla
celisir. O halde U1Z olur.
Lemma 4.7: U, R nin Lie ideali, & d tirev ve UJZ olmak tzere td(U)=(0)
(veya d(U)t=(0)) ise t=0 olur.
Ispat: Her uJU, xUR igin, [u, XJu=(ux-xu)u=u(xu)-(xu)u=[u, xu]U
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olur. Her XJR ve uWlU igin, [u, XJuOU oldugundan hipotez kullanilir ise td(U)=(0) hipotez
kullanilir ise, td([u, XJu)=0 olur. Bu ifade agilre diizenlenirse,

O=td([u, x])u+t[u, x]d(u)

=t[u, x]d(u)
bulunur. Her U, yOR icin, x yerine d(v)y alinirsa,

0=t[u, d(v)y]ld(u)

=td(V)[u, yld(u)+t[u, d(v)]yd(u)

=t[u, d(v)]yd(u)
bulunur. Bu sonu¢ herOR i¢in s&landgindan t[u, d(v)]Rd(u)=(0) olur. R asal halka
oldugundan, her u,MU, tOR igin,

t[u, d(v)]=0 veya d(u)=0

olur. d(u)=0 olsun. Her U icin salandgindan d(U)=(0) olur. Bu durumda U Lie ideali
icin, d(U)=(0) iken Lemma 4.6 dan[Z olur. Bu ise hipotezim olan UZ olmasi ile
celiski elde edilir.

O halde her u3U igin, t[u, d(v)]=0 olur. Bu ifade agclilir ise,

0 =tud(v)-td(v)u
=tud(v)
bulunur. Her wU icin sglandgindan tUd(v)=(0) olur. Bu ise Lemma 4.4 Unsldar
sglandgindan sonu¢ uygulanacak olursa, higtds tCR icin,
t=0 veya d(v)=0
bulunur. Her Y1U i¢in d(v)=0 olsun. Yani d(U)=0 dir. Bu ise Lem#& den U1Z
olur. Bu durumda celki elde edilir.

O halde t=0 olur.

Teorem 4.8: U, R nin Lie ideali ve & d tiirev olmak tizere’(J)=(0) ise
UGZ olur.

Ispat: UOZ olsun. U, R halkasinin Lie ideali ve[lZ oldugundan Lemma 4.1
kosullarini sgladigindan [M, RZJU ve [M, R]OZ olacaksekilde R halkasinin bir M ideali
vardir. Her mil[M, R]OM n U ve uJ[U, U] icin, w=d(u)dd([U, U])OU elemanlarini
alinsin. Bu eleman incelenirse, d(w)=d(d(uf==0 olur. Her yIR, her mwM igin,
[mw, y]U[M, R]UU ve d(U)=(0) olduzu kullanilirsa &[mw, y])=0 olur. Bu ifade acilir ve
elemanlar g6z 6ntinde bulundurularak diizenlenir ise,

0=d[mw, y])

=dmw, y]+[m, ylw)
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=d(m[w, y])+d*([m, ylw)
=d(m)[w, yJ+2d(m)d([w, yl)+md(fw, yl)+d*([m, y)w+2d([m, yl)d(w)+[m, y]d(w)
=2d(m)d([w, y])
bulunur. Bu elde edilen sonu¢ cha&R oldygundan d(m)d([w, y])=0 olur. Béylece herlu
[U, U] ve xR igin,
d([M, R]d([d(u), x])=0
bulunur. Bu durumda, [M, R] Lie ideal ve [M, RE olduzundan bu durumda Lemma 4.7
kosullari sglandgindan her @[U, U] ve xR igin, d([d(u), x])=0 elde edilir. Bu ifade
acllir ise,
0=[&(u), x]+[d(u), d(X)]
=[d(u), d(x)]
olur. Her uJ[U, U] icin,
[d(u), d(R)]=(0)
olur. Bu durum Lemma 3.4 den d(UY elde edilir. Yani ,
d([U, U]z
olur. [U, U] Lie ideal oldgundan Lemma 4.6 dan [U, UJZ olur. Bu ise Lemma 4.3
kosullarini sgladigindan UJZ olur. Bu ise UJZ olmasiyla ¢ekiir. O halde U1Z olur.
Sonu¢ 4.9:R yari-asal, charR 2 ve U, R nin Lie ideali olmak tzere [a,[a,U]]=(0)
ise [a,U]=(0) olur.
Teorem 4.10: U, R’ nin Lie ideali, G¢ d tirev ve U1Z ise G (d(U))=Z olur.
Ispat: Cr(d(U))LIZ oldusunu gostererisin. €d(U))0Z olsun. aZ olacaksekilde
en az bir alCgr(d(U)) vardir. UJ1Z oldugundan Lemma 4.3 den [U,UZ olur. &l
Cr(d(V)) oldygundan her wU icin, [a, d(u)]=0 dir. d(JU, U])JU oldusundan béylece her u
O[U, U] igin,

[a, {u)]=0

olur. Yine her wU i¢in [a, d(u)]=0 ve [U, UpPU oldugundan her u[U, U] icin de [a,
d(u)]=0 olur.Yani,

[a, d([U, U])]=0
olur. Her ul[U, U] icin,

0=d([a, d(u)])
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=[d(a),d(u)]+a7d)]
=[d(a),d(u)]
bulunur. Bu durumda,
[d(a), d([U, UDI=(0)

olur. O halde [a, d([U, U])]=0 ve [d(a), d([U, UH([0) olur. Bu ise aile d(a), d([U, U]) nun
merkezlatiricisi oldugunu gdsterir. Her W[U, U] icin [a, u]0[U, U] oldugundan d([a, u])
0d([U, U]) yazilabilir. Burada ifade acllir ve dizenirse,

[d(&), ul+[a, d(u)]=[d(a), LH([U, U])

olur. Yani [d(a), d([U, U])]=(0) oldgundan her t[U, U] icin, [d(a), [d(a), u]]=0 ve

bdylece,
[d(a), [d(a), [U, U]]]=(0)

bulunur. Bu durumda Sonug¢ 4.9 uygulanirsa, [dfd), U]]=(0) elde edilir. Yani d(a)
Cr([U, U]) olur. [U, U]OZ olduzundan Lemma 4.2 den,

/U, U]))=Z
olur. Yani,
d(@)Z dir.

O halde a1Cr(d(U)) ise d(a)Z dir. Yine her WU icin [&, d(u)]=a[a, d(u)]+[a, d(u)]a=0 olur.
Buise ALICg(d(U)) oldusunu gosterir. O halde,

d@0z dir.
Buradan d(@ ifadesi incelenirse,
d®=ad(a)+d(a)a
=ad(a)+ad(a)
=2ad(ay

bulunur. charB 2 olduu icin ad(a)lZ elde edilir. O halde ad(@Z ve d(@pz

oldugunda,
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d(a)=0 veya & olur.

alZ olsun. Her aCg(d(V)) icin d(a)=0 bulunur. W={KIR | d(x)=0} kimesini
tanimlayalim. Her @Cr(d(U)) icin d(a)=0 oldgundan alW olur. Yani G(d(U))JOW olur.
Her a1Cr(d(U)) ve her U icin d([a, u]) incelenirse d([a, u])=[d(a)+[a, d(u)]=0 olur.
Bu ise her U i¢in [a, u][JW oldugunu gosterir. Yani [a, UJW olur. UOZ oldugundan
Lemma 4.1 keullari saladigindan [M, R]OU ve [M, R]OZ olacaksekilde M ideali
vardir. nd[M, RjJOUn M, malM ve dICgr(d(U)) ve uJU icin [ma, uJU olur. Bu
eleman acilir ve dizenlenirse , m[a, u]+[m,LllA olur. [a, d(U)]=(0) oldgundan bu
eleman yerine yazilirsa, [a, d(m[a, u]+[m, u]a)pldr. [a, uJW oldugundan d([a, u])=0
bulunur. &1W oldugundan d(a)=0 ve boylecél&r(d(U)) ve nJU igin,

0=[a, d(m)]=[a, d([m, u])]
olur.Bu ifadeler kullanilir ve diizenlenirse,
0=[a, d(m)[a, u]+md([a, u])+d([m, u])a+[md(a)]

=[a, d(m)[a, u]+d([m, u])a]

= d(m)[a, [a, ull+[a, d(m)][a, u]+[e(m, u]]a+d(m, u])[a, a]

=d(m)[a, [a, u]]
bulunur. Bu ifade her MM igin sazlandgindan her WU igin ,

d(IM, R])[a, [a, u]]=(0)

elde edilir. [M, RO Z ve [M, R] Lie ideal oldgundan Lemma 4.7 kallarini sgladigindan
her \Ju igin,

[a, [a, u]]=0

bulunur. Sonu¢ 4.9 dan heflW icin [a, u]=0 olur. Yani [a, U]= (0) olur. [a, UF (0)
oldugundan alCgr(U) elde edilir. UJZ oldusundan Lemma 4.2 kollarini sgladigindan
Cr(U)=Z olur. Yani alZ dir. Bu ise @&Z olmasiyla cefir. O halde,

RAU))0Z

olur.
alZ ise her wU icin [a, d(u)] = 0 olur. Yani [a, d(U)] = (0) alggundan a1 Cg(d(V))
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olur. Bu durumda ZICr(d(U)) olur. O halde,
Rd(U)) =2z
elde edilir.
Teorem 4.11:R asal halka, karakterigim ikiden farkli, U, R nin Lie ideali ve OZ
olsun. d ve d, R nin turevleri olmak tzerd(U)=(0) ise d=0 veya =0 olur.
Ispat: d#0, J #0 olsun. WV=[U, U], d(v)JU icin, hipoteze goére diizenlenirse,
03 {d[u, d(v)]}
3{[d(u), d(V)]+{u, W)}
3{[d(u), dV)]}+ 3 {[u, d*(V)]}
=@ d(u), d(V)]+[d(u), 3 d(v)]+[ S (u), dF(V)]+[u, O (V)]
=B (u), (V)]
bulunur. Her @U ve vV icin, [J (u), d(v)]=0 oldusundan d(v)OCr(J (U)) elde edilir.
0 # 0 ve UOZ oldugundan Teorem 4.10 koallarini sgladigindan sonug uygulanginda Gy(
o (U))=Z olur. Yani her 1V igin, d?(v)OZ dir. Bu durumda, her@V, rOR icin,
02 {d([d(v), r])}
3 {[d*(v), +d(v), d(")]}
=0 {[d(v),d(n]}
bulunur. Buradan,
04 d(v), d(n]+[d(v), o d(r)]
=[d(vp d(r)]
elde edilir. Boylece heliR icin,
[d(V), od(r]=(0) oldyzundan o d(r)JCr(d(V)) olur. dz 0 ve V=[U,U] Lie idealdir. U1Z
oldugundan Lemma 4.3 kallan s&ladigindan [U, U]=VOZ olur. Bu ise Teorem 4.10 den
Cr(d(V))=Z olduzundan herlfR i¢in d d(r)JZ olur. O halde,
od(R)LZ
dir. Buradan her MV ve ulJU icin, dd(d(v)u)JZ ve boylece ifade acilir ve hipoteze gére
diizenlenir ise,
J (d(V)u+d(v)d(u))=0 (d(v)u)+3 (d(v)d(u))
O (V) u+df(v) & (u)+9d d(v)d(u)+d(v)d d(u)
%d) 0 (u) LIZ
elde edilir. Buradanv) LIZ oldugundan,
0v)=0 veyad (u) OZ
olur. Her wlU i¢in, o (u)UZ ise d (U)OZ ve 0 #£0, U Lie ideal oldgundan Lemma 4.6
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kullanilarak U1 Z elde edilir. Bu ise W Zolmasiyla ¢ekir.
O halde hertW igin, d(v)=0 ve bdylece,
“v)=(0)
olur. V, Lie ideal ve & 0 oldyzundan Teorem 4.8 denlVZ elde edilir. Bu ise W1Z olmasiyla
celisir. O halde
d=0 veya=0
bulunur.
Aydin, N. ve Kaya, K., 1992
Bu makalede, aksi belirtimedik¢e R asal halkasifirdan farkli ideal, karakteristik
ikiden farkli ve d R nind, 1)-tlirevi olarak alinngtir.
Lemma 4.12: U sg ideal ve d(U)=(0) ise d=0 olur.
Ispat : Her IR ve her WU igin uxJU oldugundan hipotezden, 0 = d(ux) = d(u)x
+ ud(x) = ud(x) elde edilir. Bu ifadede x yering alinirsa, O=ud(xr)=ud(X)r+uxd(r)=uxd(r)
bulunur. Her XIR i¢in s&landgindan uRd(r)=(0) olur. Bu durumda R asal halkagindan
her uJU icin u=0 veya herXR i¢in d(r)=0 dir.Yani,
U=(0) veya d=0
olur. Hipotezden ¥(0) oldysundan d=0 dir.
Lemma 4.13:0#d (o, 1)-tirev ve U sa ideal olmak Uzere, d(W)Z ise R
degismeli olur.
Ispat: Her u, \OU ve her XIR igin, [x, d(uv)] ifadesini d(UYZ oldusu
kullanilarak incelenir ise,
0=[x, d(uv)]
=[x, d@(v)+t(u)d(v)]
=[x, d(al)+d(u)[x, s(W)]+T(W)[x, d(V)]+[x, T(u)]ld(v)
=d(u)fa(V)]+[x, T(u)ld(v)
olur. Yani,
d(u)[x,o(V)]+d(Vv)[x, T(u)]=0, 00 u, VaOU ve xR (4.1)
Bu elde edilen (4.1) ifadesinde x yerin€lWicin xa(v) alinir ise,
0=d(u)Do(v)]+d(V)[x, T(u)]
=d(U)[(V), o(V)]+d(V)[ xa(v), T(U)]
=d(u)Pg(v)] o(v)+d(u)x[o(v), a(v)]+d(v)[x, T(u)la(v)+d(v)x[a(v), T(u)]
=d(v)xf(v), T(u)]
olur. Her u, WU ve her XJIR i¢in, d(v)x[o(v), T(u)]=0 dir. Yani, d(v)Rf(v), t(u)]=(0)
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olur. R asal halka oldiundan her ¥U icin, d(v)=0 veya u, MU igin, [o(Vv), T(u)]=0 dir.
K={ v(OU | d(v)=0 } ve L={ vOU | [o(V), T(u)]=0, OudU} kiimelerini tanimlayalim.
K ve L kiimelerinin U nun alt halkasi ve UEK. oldugundan Brauer Trick'ten U=K veya
U=L olur.
U=L olsun. Yani, her u3J icin, [o(v), T(u)]=0 dir. Burada v yerine MU icin,
vo(t(w)) alinir ve diizenlenir ise,
0s{vo(1(w))), T(u)]
{v)a™ (t(w))+v(t(w)), T(u)]
HV)T([w, u])
elde edilir. Bu durumda her u, v,0W ic¢in, o(v)T(Jw, u])=0 dir. Buradac(U) R nin
sifirdan farkh sa ideali ise, her u, WU icin, t([w, u])=0 iken UJZ dir. O halde R
degismelidir.
U=K olsun. Bu durumda hell\y i¢in, d(v)=0 dir. Yani d(U)=(0) dir. Bu ise Lemma
4.5 den WIZ dir. O halde R d&smelidir.
Lemma 4.14: (0)# U ideal olmak Uzere,[@R icin ad(U)=(0)(veya d(U)a=(0)) ise
a=0 veya d=0 olur.

Ispat: Her uJU ve xR igin uxJU oldusundan hipotezden ad(ux)=0 olur. Bu ifade

actlir ve dizenlenir ise,
O=ad(ux)
=ad(u(x)+ar(u)d(x)

= a(u)d(x)

olur. Bu durumda her WU ve XIR icin, a(u)d(x)=0 dir. Yani, her XR igin
ar(U)d(x)=(0) elde edilir. Burada(U) R nin sifirdan farkli ideali oldtundan a=0 veya her
xR i¢in, d(x)=0 dir. Yani, a=0 veya d=0 olur. Benz®¢imde d(U)a=(0) ise d=0 veya

a=0 olur.

Lemma 4.15: di:R - R(o,r)-tlrev ve R — R tiirev olmak Gizere,dx(R)=(0) ise ¢=0

veya @=0 olur.

Ispat: di#0 olsun. Her x, ¥R icin hipotezden, 05dx(xy)= di(dx(X)y+xdx(y))= T
(dz(x)da(y))+ cu(x)a(dz(y)) olur. Yani,
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T (d(x)ch(y))= — ci(x)a(dx(y)), L x, YR (4.2)

(4.2) ifadesinde x yerinex() alinir iset (dxdo(X)dh(y))= — chda(X)o(dz(y))=0 dir. Yani, her x, y
OR 1(d.%(x))dy(y)=0 olur. Bu ise Lemma 4.14 §@unu sgladigindan sonucu uygularsak, hém
icin, T (d,%(x))=0 veya her ¥R icin, d(y)=0 dir. Yani, her KR icin,

T (d%(X))=0 veya =0
elde edilir. Kabulimden@0 dir. O halde her3R icin, T (d,%(x))=0 olur. Bu ise her XR icin,
A(x))=0

oldugunu verir. (4.2) ifadesinde x yerin€lR icin, xc(z) alinir ve kabullimi g6z 6nine alarak

diizenlenirse,
Orgd2(xd2(2))ch(y))+0h(xd2(2))o(dAY))
T(X)T(d2(2))dh(y))+ch(X)o(dx(2))o(Ck(Y))
=% ((X)(da(2))o(dA(Y))+du(X)o(d2(2))o(CA(Y))
Fk)0(d2(2))o(da(y))+di(X)0(dx(2))o(cA(Y))

Yani, her x, y, ZIR ic¢in, 2(d(X)o(dx(z))o(dx(y)))=0 dir. Burada chas®R oldyundan
di1(X)o(dx(z))o(dx(y))=0 olur. Bu ise Lemma 4.14 den her X, YJRz icin, di(x)=0 veya
d2(2))o(d(y))=0 bulunur. Yani, ¢=0 veya her v, [ZR icin, d(z))o(dx(y))=0 olur. Kabulimden
d;#0 olduyundan, €(z))o(dx(y))=0 olur. Benzersekilde bu ifadeye Lemma 4.14 siflarini
sggladigindan d=0 dir.

Teorem 4.16: 0#d (o,r)-turev, U ideal olmak Uzere[ /R icin [d(U),a]ag,r = (0)

ise &l1Z olur.

Ispat: Her u, \OU ve d1R igin, hipotezder{d(uv), a],,=0 dir. Bu ifade agilir ve
duzenlenir ise,
0=[d(uv),a]s, -
(o )t(w)d(v),as,
=d(g(v)o(a)+t(u)d(vio(a)-t(@)d(up(v)-t(@j(u)d(v)
Hipotezden her WU i¢in, [d(u), a], =0 oldwundan d(uy(a)=t(a)d(u) olur. Bundan
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dolayi,
d(w([v, a])+t([u, a])d(v) =0,00u, v(lU (4.3)
(4.3) ifadesinde v yerine va alinir ve (4.3) gdieehlenir ise,
0=d(a}[va, a])+([u, a])d(va)
=d(g][v, al)o(@)+1([u, a])(d(v)o(a)+T(v)d(a))
={d(aX[v, al)o(@)+([u, a))d(v)}o(@)+1([u, alx(v)d(a)
®[u, al)r(v)d(a)
elde edilir. Bu durumda her u[IW icin, t([u, a])t(v)d(a)=0 olur. Yani, her MU i¢in, T([u,
a])t(U)d(a)=0 bulunur. BuradgU) R nin sifirdan farkli bir ideal olgundant([u, a])=0 veya
d(a)=0 olur. Yani, her[uU icin, [u, a]=0 veya d(a)=0 elde edilir.
Her WU icin, [u, a]=0 olsun. Yani, [U, a]=(0) olur. Bwdumda Herstein, 1.N.1976
Lemma 1.1.6] den &1Z dir.
d(a)=0 olsun. Burada hét icin d([u, a])=0 olur. Bu ifade acllir ise,
0=d([u, allé(u),a] 4, <+ [u,d(@)]s, - =[d(u),a] ,, -
Yani, d([U, a])=(0) olur. Burada (4.3) ifadesindgerine WlU icin, vw alinir ise,
0 =d(a)[vw, a])+1([u, a])d(vw)
=d(afv)o([w, a])+ d(up(lv, al)o(w)+t([u, a)d(v)o (w)+T([u, aljr(v)d(w)
=d(afv)o([w, a])+1([u, a]jr(v)d(w)+H{d(u)a(lv, al)o(w)+T([u, a])d(v)}o(w)
=d(afv)o([w, a])+1([u, aljr(v)d(w)
olur. Her u, v, WU i¢in, d(up(v)o([w, a])+t([u, a])(v)d(w)=0 dir. Burada w yerine [w, a]
alnir d([U, a])=(0) ve gtsizlige gore duzenlenir ise,
0= d(ajv)o([[w, a], al)+t([u, a]jr(v)d([w, a])
= d(afv)o([[w, a], a])
elde edilir. Her U icin sa&landgindan d(uwp(U)o([[w, a], a])=(0) olur. Bu ises(U) R nin
sifirdan farkl ideali ise, her u,0 icin, d(u)=0 veyao([[w, a], a])=0 dir. Yani,
d(U)=(0) veya [a, [a, W]]=0
olur. d(U)=(0) olsun. Bu durumda Lemma 4.12 den d#0 O halde her WU i¢in [a, [a,
w]]=0 olsun. Buradaz[a, w] olarak tanimlansin. O haldg/,(U)=(0) olur. Lemma 4.15 den
1,=0 bulunur. Yani [a, U]=(0) olur. Bu isélprstein, I.N.1976 Lemma 1.1.6] dan &1Z dir.

Teorem 4.17: 0#d (o,r)-turev ve U ideal olmak tzerg¢d(U),d(U)],, .=(0) ise R

degismelidir.
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Ispat: Bu hipotezde Teorem 4.16 dan d{l?) dir. Bu ise Lemma 4.13 den R
halkasi dgismelidir.
Lemma 4.18: 0#d (o,r)-tirev ve U ideal olmak Uzere[IR i¢in ad(U)ICao,r
ise a=0 veya R dgsmeli olur.
Ispat: a0 olsun. Ayni zamanda & olsun. Hipotezden dolayidU ve KR igin,
[ad(ub), b], =0 olur. Bu ifadede b yerine *(a) yazilir ve diizenlenir ise,
Ofad(ub), b]l,, -
Hd(ub), b]s, .+[a, T(b)]d(ub)
=[d(ub), b],, -
= ad(a)(b)o (b)+ar(u)d(b)o (b)-at(b)d(u)o (b)-ar(b)t(u)d(b)
olur. Hipotezden dolay! ad(er)(b)=1(b)ad(u) oldgundan,

[at(u)d(b), b], = 0,0u0dU (4.4)
bulunur. Buldgumuz (4.4) ifadesinde u yerinélV icin, t-1(d(v))u alinir ve dizenlenir
ise,

[ad(v)t(u)d(b), b], .= 0,0u, viU 4.5%)
olur. Ayrica (4.4) ifadesinde u yerine0W icin, ur~*(ad(v))w alinir ve (4.5) gore
dizenlenir ise,

Ort(ur " (ad(v))w)d(b), bls, -

Rr(wad(v)t(w)d(b), b]s, -
#&(w[ad(v)t(w)d(b), bls, . +[ar(u), T(b)]ad(v)r(w)d(b)
=feu), 1(b)Jad(v)r(w)d(b)
elde edilir. Bu durumda her bW icin, [ar(u), T(b)]ad(v)t(w)d(b)=0 dir. Yani, [a(u),
1(b)]ad(v)t(U)d(b)=(0) olur.t(U) R nin sifirdan farkli ideali oldiundan, her u, MU igin,
[at(u), a]Jad(v)=0 veya d(b)=0 olur. Bu i$P. H. Lee and T. K. Lee, 1981. Lemma3] den,
her u, VU icin,
[€u), a]=0 veya ad(v)=0 veya d(b)=0
olur. Her ulU icin, [ar(u), a]=0 olsun. Bu ifaded€iU icin, u yerine uv alinir ise,
O=uv), a]

=[u)t(v), a]

=Ru)[t(v), a]+[ar(u), aft(v)

u)[t(v), a

50



BOLUM 4- ASAL HALKALARDA L iE VE (g,7)-LiE IDEALLER Miijde DEM IR

bulunur. Burada her[U icin, ar(u)[t(v), a]=0 dir. Yani, aU)[t(v), a]=(0) olur. Burda
ise, T(U) R nin sifirdan farkli ideali ise, herflW icin, [t(v), a]=0 veya a=0 dir.
Kabulimden #0 oldusundan f(U), a]=(0) olur. Bu iseHlerstein, 1.N.1976 Lemma 1.1.6]
dan &lZ dir. Bu durumda herWU icin, ad(v)=0 dir. Bu ise Lemma 4.14 den a=0avey0
dir. Bu sonuglarda kabullerimle ¢ggti O halde d(b)=0 dir. Burada b elemani igifh)=a
yazilir d(bu) ifadesi diizenlenir ise, hedW igin,

d(bu)=d(lmy(u)+t(b)d(u)

=ad(W)Cy, -
olur. O halde, d(bwC, . olur. Buarada herluJ i¢in, ad(bu)dC, . dir. Bu durumdaR.
H. Lee and T. K. Lee, 1981. Lemma3] den her WU icin, d(bu)=0 olur. d(bu)=ad(u)
oldugundan her UU icin, ad(u)=0 dir. Bu ise Lemma 4.14 den a=gavd=0 elde edilir.
Bu sonucta kabullerimle cegii. O halde kabulime her kalda celgki olustugundan aiz
dir. Ayrica dalZ ve ad(upJC, . oldusundan ifade aclilir ise, hefl ve her XIR igin,
ad(up(x)=1(x)ad(u) iken & (u),x], . =0 dir. 00Z ve dd(u),x], =0 ise Teorem
4.16 dan R dasmelidir.
Lemma 4.19:0# d (o, )-tirev olmak tzere (2R icin[d(R),a],, UCs, ; ise alZ

olur.

Ispat: alJZ olsun. Hipotezdera?[R icin, [d( a?),a],, .0C,, . olur. Bu ifade agilir
ve duzenlenir ise,

[d(a®),a],, » = [d(@)o(a) + d(a)d(a), al,, -
=df@)o(a)-t(@r(@d@=[d(a),a’],, .
w=)[d(a), a]s,  Hd(a),ah, o(a)
*(@)d(a).dos
ifadesinde char® olduzu kullanilirsa,
T (a)d (a).d 6. U Cox

bulunur. Bu ifadeyeK. Kaya 1988 Lemma 3.] uygulanirsa,

T(a)0dZveyald (a),ds: =0
elde edilir. Ber [d(a), d5: =0 ise her X R icin, [d (&, ¥), d 5, O C ¢ oldugundan
ifade acilirise [d (a, ¥), d o, = [[d(a),X] o1 -[d(X), @] 51, @ ]or Olur. Boylece

[[d(a),4drall Cor OxOR

51



BOLUM 4- ASAL HALKALARDA L iE VE (g,7)-LiE IDEALLER Miijde DEM IR

bulunur. Son elde edilensidikte x yerine ax alinir ve kabulim uygulagcda
(@) [[d(@).X]ox » @lor OCor, O xOR
elde edilir. Bu ise K. Kaya 1988 Lemma 3.]kosullarini saladiindan sonug¢ uygulanir ise,
all Z veya [[d(a),X]s;r ,a] o =0 ,0 xOR
elde edilir. [[d(a),X]s, 1, @] 1= O ise; Bu ifadeye [x, [y, zd]+ +[[X, Z]o, 1, Yo, t -[X: Y]o, ©
z]=0 0zdsligi uygulanir vet (a)d Z veya[d (a),d o« = O aitli gi kullanilirsa, her XxJ R
icin,
0=[[d(@), X]o,x, a]
=[d(a), [x, alb,« +[[d(a), a]o, 1 , X]o,x
= [d(a), [a, XK.«
bulunur. Simdi, x O R igin dyafX) = [d(@), X} ile tanimlanan gy doniimi bir @,1)-
tirev ve dXx) = [a, x] ile tanimlanan ©ddonUmu  bir tirevdir. Ustelik §R)OR ve d
dy@a(R) = O dir. BOylece Lemma 4.15 defi¢F O veya d= 0 bulunur. Yani,
d(a) Cs,(veya a1z
elde edilir. ger d(a)lCs { ise her XIR icin,
[d(ax), &]=[d(a)o(x)+T(a)d(x), ak.«
=d(app(x)o(a)+1(a)d(x)o(a)-T(a)d(ap(x)-t(ay(a)d(x)
olur. d(a)dJ Cy ¢ oldugundan buradan,
d(@)[x, a])+t(a)[d(x), alor O C o1, OXOR
elde edilir. Boylece,
0=[d(a)a ([x, a])+t (a)[d (X), o, , &los
=d(a)o([x, a)o(a)+1(a)[d(x), ak o(a)-t(a)d(ap([x, a])-t(aj(a)ld(x), ab.
elde edilir. Burada d(a), [d(x), & UCs: oldugu kullanilirsa,[] x[OR,

d(@ ([[x, al, a]) =0
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elde edilir. d(a)ICs; oldugundan,
d(@)Ro ([[x, a], a])=(0)
ve buradan R halkasinin asal olmasi kullanilarak,

d(a) =0 veya [a, [a, R]]=0
bulunur. [a, [a,R]] = 0 isebu takdirde X1 R i¢in L (X)=[a, X] ile tanimlanan bir i¢ tirev
olmak tzere £(R)=0 demektir. Lemma 4.15 den = 0 bulunur. Bu iselaZ oldusunu
verir.

d(@) =0 ise bu takdirde hebR icin d(ap([x, a])+t(a)[d(x), als: O C 61
oldugundan her XR icin, 1(@)[d(x), ak{ OCs: Olur . Burada R nin asal halka ve
[d(x),als:0Cs: olmasi kullanilarak

allZveya[d (R),a}:=0
elde edilir. [d(R), a};, =0 ise Teorem 4.16'dan[aZ olur.

Teorem 4.20: 0#d(o,r )tlrev olmak Gzereld(R),d(R)] s, ;UCs, - IS8 R dgis-
melidir.

Ispat: Lemma 4.19 dan d(R) Z olur. Bu ise Lemma 4.13 den R halkasi
desismelidir.

Kaya, K., 1991

Bu makalede, aksi belirtimedikce R asal halka, Wirdan farkl ideal,
karakteristik ikiden farkh,o,T:R—-R iki otomorfizma ve d R ning 1)-tlrevi olarak
alinmstir.

Lemma 4.21: d, (o, 1)-tirev ve Uz (0) ideal olmak Uzere,[8R icin ad(U)=(0)
(veya d(U)a=(0)) ise a=0 veya d=0 olur.

Ispat: Her xR icin uJU icin uxdU iken hipotezden ad(ux)=0 olur. Bu ifade agilir
ve diuzenlenir ise,

O=ad(ux)=a(d(w(x)+t(u)d(x))=a(u)d(x)
bulunur. Yani,

HU)d(x)=(0)
olur. T1(U) R nin sifirdan farkl bir ideali oldiunu a=0 veya her3R icin, d(x)=(0) olur. Yani,
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a=0 veya d=0
elde edilir.

Lemma 4.22:d;: R - R bir (0,1)-tdrev ve a, R nin bir halka otomorfizmi olmak
lUzere d& R-R bir (@,0)- tirev, da =ad, , d;a=a d; olsun. Buna gorelJ)(0U ve
did>(U) =0 ise d=0 veya d=0 dir.

Ispat: u,v 0 U icin hipotezden,

0=dd,(uv)
=ad(dx(u)a(v)+a(u)dx(v))
T (dz(u))du(a(v))+di(a(u)))o(dz(v))
olur. Yani,
dy(a(u))o(d2(V))+T (d(u))dy(a(v)) = 0, 0u, v U (4.6)
bulunur. Elde edilen (4.6)#li ginde u yerine glu) alinirsa,
1(d2 (u))di(a(v)) =00u, vO U (4.7)
elde edilir. a(U)#(0), R nin bir ideali oldgundan d# 0 ise (4.7) ve Lemma 4.14 den

d2 (U)=0 bulunur. O haldél u, vCl U igin
04dZ(uv)

=dz(u)a(v)+a(u)dx(v))
&(d2(u)) d(a(V))+d(a(u))a(dzA(v))
= 26a(u))d(a(v))
elde edilir. CharR2 odiygundan
(a(U))dx(U))=0 (4.8)

bulunur. Lemma 4.14 ve (4.8) den(d(U)))=0 ve dolayisiyla £l= 0 olur.

Sonu¢ 4.23: U # (0), R nin bir ideali ve a,[lbU olsun. Buna gére,]xU icin,
[a,[b,X]] 6,: =0 ise &l C ; veya til Z dir.

Ispat:di: R -~ R, d(x)=[a, § 5 olarak tamimlanganda R halkasinin bio(1)-
tirevi ve d: R- R, d(X)=[b, X olarak tanimlanganda R halkasinin bir tiirevidir. Ustelik
d>(U) ve ddx(U)=0 dir. Boylece Lemma 4.21 kullanilarak=0 veya d = 0 elde edilir.
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Bu ise d1Cs; veya bl Z demektir.

Lemma 4.24:0# d: R - R bir (o, 1)-tirev ve *(0), R nin bir ideali olsun.[aU
icin [d (U), 0.« O Cy, ise bu taktirde & Z dir.

Ispat: aJZ olsun. Hipotezdera? R igin, [d( a?),a],, ;0C,, . olur. Bu ifade agilir

ve duzenlenir ise,

[d(a?),a}.=[d(a)o(a) +T(a)d(a), &o.
= d(a)a)o(a) +1(a)d(ap(a) -1(a)d(ap(a) -1(ajr(a)d(a)
Fd(a), ako,x
Ha)[d(a), 4o t[d(2), ab: 0(a)
=#a)d(a), dos
ifadesinde char® olduzu kullanilirsa,
T (a)d ()3 6: U Co;
bulunur. Bu ifadeyel{. Kaya 1988 Lemma 3.] uygulanirsa
1(a)0Z veyald (a), do: =0 (4.9)
elde edilir. Ber [d(a), d,:=0 ise her WU icin, [d (a, U), d o1 OCs: oldugundan,
[d (&, U), d=[[d(a), u]s,<- [d(u), @] 6,1, &c,« Olur. Bdylece
[[d(a), ulor, @0Csr, DuO U (4.10)
bulunur. (4.10) sitli ginde u yerine au alinirsa,
1(a) [[d(a),u]or , @] o UCor, Lulb U
olur. [K. Kaya 1988 Lemma 3.]'den
Z veya [[d(a), ub,«, a]6: =0 ,0ud U (4.11)
elde edilir. [[d(a), W} 1, al, .= O ise; Bu ifadeye [X, [y, Z}]+[[X, Z]s. v Ylo. -[X, Yo, 1, Z]=0
6zdali gi uygulanir ve (4.9)gtli gi kullanilirsa, her W U icin,
0=[[d(a), ulos, a]

=[d(a), [u, al§, ++[[d(a), @}, v, U] o«

55



BOLUM 4- ASAL HALKALARDA L iE VE (g,7)-LiE IDEALLER Miijde DEM IR

=[d(a), [a, u]k.+

bulunur. Simdi, x O R i¢in dia(X)=[d(a), XL ile tanimlanan g donGumu bir @, 1)-
tirev ve d(x)=[a, x] ile tanimlanan ddonumi bir tirevdir. Ustelik gU)OU ve d,
dya(U) = 0 dir. BOylece Lemma 4.22 degg= O veya d= 0 bulunur. Yani,

d(a)l Csrveya a1z
elde edilir. Eer d(a)lCs ise her WU igin,

[d(au), ] =[d(a)o(u)+T(a)d(u), &} «
=dg@)o(a)+1(a)d(up (a)T (a)d (ap (u)-t(ajr(a)d(u)

olur. d(a)JCy: oldugundan buradan,

d (ap([u, a])+t (a)[d(u), a]s OC ¢ OullU (4.12)
elde edilir. Boylece,

0 = [d(ap([u, a])+T (a)[d (u), &<, &l o,
=d(ap([u, a])a(a)+1(a)[d(u), af, o(a)-t(a)d(ap((u, a])-t(ay(a)ld(u), af,
elde edilir. Burada d(a), [d(u), &} [Cs ¢ oldugu kullanilirsa,J uCJU igin,
d(ap([[u, a], a])=0

elde edilir. d(a)J Cy; oldugundan

d(2)Ro([[u, a], a])=(0)
ve buradan R halkasinin asal halka olmasi kulleakld(a)=0 veya [a, [a, U]]=0
bulunur. [a, [a, U]]=0 ise; bu takdirdéIR icin, L(x)=[a, x] ile tanimlanan bir i¢ tlrev
olmak tzere£(U)=(0) demektir. Lemma 4.34 dern =0 bulunur. Bu isel@ oldusunu
verir. d(a) = 0 ise; bu takdirde (4.12) deénudJU igin, t(a)[d(u), a},  OCq, ¢ Olur .
Burada R nin asal halka ve [d(u}, a[d Cs : olmasi kullanilarak

allZveya[d (U),al:=0

elde edilir. [d(U), al;: = 0 ise Teorem 4.16’dan[&Z olur.
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Lemma4.25:0 # d:R - R bir (o, 1)-tirev ve W¥(0), R nin bir ideali
olsun. d(UpPJU ve [d(U), d(U)}, :0OCs: ise bu takdirde R halkasi
komulatiftir.

Ispat : Lemma 4.24 dan d(U) Z dir. Dolayisiyla Lemma 4.22 dan
R komutatiftir.

Teorem 4.26: 0zd; : R bir (0,1)-tlrev ve 02 d, :R- R bir tlrev olsun. B(0), R
nin bir ideali ve g(U) [0 U olsun. Buna géreidx(U) O Cy; ise R komutatiftir.

Ispat: Her u, vOU icin,

ada([u,dx(v)])=d1([d1(u),cb(v)]-{ d; (v),u])
%K@)’dzz W]ox O Cor
ve dolayisliyla,

[d1(V), d5 (U)]o,« O Co,x (4.13)

olur. & (U) O U ve d # 0 oldysu Lemma 4.24 da kullanilarak, (4.13jteginden d? (U)
0 Z elde edilir . Buna gorél u, vO U icin d? ([u,v])0Z oldugundan,
d; ([u, V])=du([d(u), VIH{dx(v), u])
=-kv), d> (U)]+[d2(u), d(v)])
=2j), ch(v)]0Z
ifadesinden char R 2 oldusu kullanilarak [d (U) , & (U)] O Z elde edilir. Lemma 4.25
den R halkasI komutatiftir.
Teorem 4.27:U, R nin bir ©,1)-s& Lie ideali olsun. [U, U] {0Cs: ise bu takdirde
U O Z veya Ul Cy dir.
Ispat : U O Z ve UO Cy; oldugunu kabul edelim. Buna goréldl ve @1 Co; bOU

ve b Z olacak bicimde a ve b elemanlari vardir. KérR icin [a, x}; O U
oldugundan hipotezden,

[[a,X] 6,7, blor 0 Cor , O x OR
olur. Ote yandan [[a, ¥):, bls. =[a, [X, bk, +[[a, blo. 1, X0, Ve [ @, b} : O[U, Ul
olmasi kullanilarak sorsilikten

[[a, X] 6,1, B] 6 = [&, [X, b]ks, 0 Cq,+ (4.14)
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elde edilir. ¢ R - R, d(X)=[a, X]s, : bir (o, T)-tirev ve g(x)=[b, x], b elemani ile
belirlenen bir ig tirevdir. Ustelik@Cy ; ve b0 Z oldusundan dve dy sifirdan farklidir.
Boylece (4.14) gtli ginden

ey (R) U Co,«

bulunur. Bu ise Teorem 4.26 den R halkasi komuldéimektir. Yani WZ ki bu bir
celiskidir.

Sonug 4.28: M # (0), R halkasinin bir ideali ve [M, R} OC, ; ise R komutatiftir.

Ispat: M, R nin bir ,1 )-sg Lie idealidir. Hipotezden [M, M}, ;0 C, ; ise buna
gore, Teorem 4.27 dan M Z veya MU Cg ; olur. Boylece R halkasinin komulatif okglu
elde edilir.

Sonug 4.29:Her x, y, zO R i¢in [[X, Y] o1, Z]o,+=0 ise R komutatiftir.

Ispat : Hipotezden [R, R]:0Cy ; olur. Dolayisiyla Sonug 4.28 dan R komiitatiftir.

Teorem 4.30U, karakteris@i 2 den farkli olan R asal halkasinin henrdain
farkll bir (0,1 )-sg Lie ideali ve hem de alt-halkasi ise bu taktitdd] Z veya U Cg
veya U, R nin sifirdan farkl bir idealini kapsar.

Ispat: UOZ ve UOC, ; oldugunu varsayalim. [U, U} =(0) ise bu takdirde Teorem
4.27 dan UZ veya UIC; . dir. Bu kabulimuzle caiir. O halde,
[U, U] 6.  (0) dir. Her u, VO U ve VO R icin [u,T%(V)y]s: O U oldugundan
[u, TX V)Yl =V[U, Yo +[U, TH(V)]s. <0 (y) ifadesinden [Ur*(U)]s, (ROU bulunur. Buna
gored u, VLU ve X, VIR ic¢in,

Ur' V)] o,c X0 ()T W)U, T Werx DU
olur. Buradan,
R[U, 7" (U)]o:ROU

elde edilir.R [U, TY(U) ]o: R=0 ise bu takdirde [Ur(U)]s, =0 dir. Dolayisiyla her u,
vOU ve XOR icin 0=[[u, Xk v, T*(V)]o, « =[[U, T*(V)]s. v, X]o, <+ [U, [X, T (V)]] 6, ¢ ifadesinden

[u, X, T'W)]] 6:=0,0u, vO U, xOR
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bulunur. d: R - R, di(X)=[u, X] o.xve d™v): R - R, dy(x)=[t(v), X] ile tanimlanan ¢
ve d'l(v) donigtimleri sirasiyla R halkasinin bio,(t)-tiirevi vet™ ile belirlenen ig tiirevi
bulunur. Ustelik dd{l(v)(R) =(0) dir. Bu ise Lemma 4.22 dep d 0 veya dl(v) = 0 olur.
Yani, U Csveya U Z olur. Celski elde edilir.

Aydin, N. ve Kandarmar, H., 1994
Bu makalede, aksi belirtimedikge R asal halkaakgeristik ikiden farkl ves, T R
nin iki otomorfizimi olarak alinngtir.

Lemma 4.31: U, (o,7)-s& Lie ideal olmak Uzerel@a R igin,

[Uals U Gy . ise dlZ veya UOC, . olur.

Ispat: ad Z ve U0 Co = olsun. O zaman U(C,, , olacaksekilde ull U vardir. Cger
taraftan hipotezden[U,a], . LUC, . oldygundan her XxI R icinf[u,a], ;,x]s = OU
Cs, + Olur. Burada jacobi 6zslegi kullanilarak,

[[wals, x5, =[w[ax]]s ++ [[wx], a]s UG, -
ve [[u,x], a], ;UC, . oldusundanher xI Re ull Uigin,
[[u, als, ) Xlg, - UG, <
bulunur. R Gzerinde herx Rin dy(X)=[u,x],, . ile tanimh @,7) i¢ tlirev ve gx)=[a,
X] olarak tanimlanan i¢ tirevi tanimlansin. L, ., oldugundan ¢#0 ve al Z
olduzundan d#0 olur. Yine d(R)LR dir. Her xJ R icinfu,[a x]]l, UCs -
oldugundan ddy(R) O C, . olur. Teorem 2.39 dan R glemeli olur. Yani &J Z olur. Bu
ise a] Z olmasiyla ceir. O halde,
Z veya UC, .
bulunur.
Lemma 4.32: allR ve aU=(0) (veya Ua=(0)) olsun.
0] U, @, 1)-sol Lie ideal ise a=0 veya Z
(i) U, b, 1)-s& Lie ideal ise a=0 veya U (, . olur.

Ispat: () U, (o,7)- sol Lie ideal oldgundan her x, y1 R, U U icin [x, @] U

oldugu icin a[xy,u], =0 olur. Bu ifade acilir ve diizenlenirse,

O=ax[yo(u)] +a[x, u],, -y =ax]y, o(u)]
bulunur. Her XJ R i¢in sdandgindan aR[y,0 (u)]=(0) dir. R asal halka ofdundan hery
OR ve ud Uicin, a=0 veya [yg (u)] = 0 bulunur. Yani,

a=0 veya V4
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olur. Benzer bigcimde, Ua=(0) oldunda,
0=fy, uls, - &+ [x,T(U)lya =[x, T (U)lya
bulunur. Her y1 R i¢in sdandgindan [x,T (u)]JRa=(0) dir. R asal olgundan her xI R ve
uduUicin, [x, 7 (u)]=0 veya a=0 bulunur. O halde
Ud Zveya a=0
elde edilir.
(i) Ox,yOR ve WU igin,

O=alu, xy{, «
=ar(X)[u, Yo, +alu, Xk, <0 (y)
=a(x)[u, Ylo,«
olur. Her xR icin 1(X)UJR olduwundan aR[U, R]=(0) bulunur. R asal halka
oldugundan,
a=0veya Ul Cy ;

elde edilir. Benzersekilde, Ua = 0 olmasi durumunda,

O=[u, Xy r @ =t (X)[u,Ylo, ra+[u, Xk, T (Y)a=[u, X}, T (y)a
olur. Benzegekilde [U, R},  Ra=(0) bulunur. Yani,

a=0veyalC;
bulunur.

Teorem 4.33: U, (o,7)-s& Lie ideal olmak tGzere@ R icin [U,a]=(0) iséla Z
veya Ul C, . olur.
Ispat: [U, a]=(0) oldgundan her X R ve @ U igifux],, ., a]=0 olur. Her
xOR ve u U igin,
O=[g (X)f (X)u,a]
=g (X)a¢ (X)ua-au (X)¥a (X)u
=g (X)a¢ (X)au-um (X)fa (X)u
=W (Xaa (X))t@ (- (aju=a] )ee]t[a,r (X)]u
bulunur.
up (x), al=[r (x), aju W U]l R (4.15)
elde edilir. (4.15) gtli ginde x yerine xy yazilirsa, af (xy), a] 7[ (xy)}juaolur. Bu ifade
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acilir ve diizenlenirse,
O=ug (xy),al{ (xy),alu
=ug (g (), al-f (5 (y), au
=ug (g (), alf g (y),au
=g ()¢ (.altuf ).a yF E vl au-[7 (x),a]r (yu
elde edilir. Burada (4.15) ifadesi uygulanirsa,
U X< [0 (y),at[ T (X),a]lu,yls,« =0, 0 uld U,0 X1 R (4.16)
esitli gi bulunur. (4.16) ifadesinde y yerime™(a) alinirsa, herd U velx Ricin,
i), alu, o7 @)],, =0
bulunur. Bu son ifade kullanilarak x yerine ygzilirsa,
0 (xy)., & 07" (@], +
A 00 (), @ ot @], <
FOL W@ ot @l cHT X AT MW o7t @], -
A @ B ot @], <
elde edilir. Bu ifade herly RiciT () R olgunda [7 (x), aJRu, o~ (a)],, = (0) olur.
Bu durumda R asal halka ofglundan her xI R igin,

[ (x),a=0 veya hetlu U igifu,67* (a)],, =0

olur. Buradan yJ R igin7 (y)J R oldundan, al Z veya[U, o' (a)],, .=(0) elde
edilir. [U, o7 (@)],, =(0)UC,, ; ise Lemma 4.21 den oc@)Uz veya UL
Cs, - bulunur. O halde,

a Zveyal(, .
bulunur.
Sonu¢ 4.34:U, (o,r)-s& Lie ideal olmak Uzere U d@gesmeli ise Ul Z veya
U OC,, ¢ Olur.
Ispat: U desismeli olduigundan [U, U]=(0) olur. Her w U igin, [U, u]=(0)
oldugundan Teorem 4. 33 den hedu U icinu Zveya U, , olur. Yani,
Ut Zveya Ul C,, .
bulunur.
NOT: (0O U, R nin bir ¢,1)- sol Lie ideali olsun. T(U)={&R O [R, a},:0JU}
tanimlayalim. WIT(U) oldusu aciktir. Ustelik T(U), R halkasinirno,(t)-sol Lie ideali

ve alt halkasidir.
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Ispat: T(U)={alUR | [R a],, . LIU}kimesinin alt halka ve 4,7 )-sol Lie ideal
oldugunu gosterilsin. U, ¢,7 )-sol Lie ideal olgundan[R,U], , OU olur. Yani UQ
T(U) olur. a, bJ T(U) ve herX Rigifx, a—b], .=[x,a], —[x b]s, U oldugundan
abUT()olur. a, i1 T(U) ve herx R igin,

[x, ab,, <= [x5(@), bls, +[ 7 (b)x, al,, r OU
oldugundan ali] T(U) olur. Yani T(U) alt halkadir.

T(U) nun tanimindafR, T(U)], . OU ve UO T(U) oldgundan [R, T(U)],, O
T(V) bulunur. Yani T(U) bir g,7 )-sol Lie idealdir.

Lemma 4.35: R bir halka, (O U, 6,7 )-sol Lie ideal, T(U)={a R |
[R,a],, ; OU}olmak tzere, R[T(U),0 (T(U))Z T()ve [T(U),r (T(U)JR OT(U) dir.

Ispat: T(U), (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka olgu icin her u, v T(U) ve X1 R
icin, [u, [x,v], ;] OT(U) yazilir. Buradan,

[ug (W7 (V)X]=uxo (V)-urt (V)x-xo (V)u+ 7 (v)xuld T(U)
bulunur.
Ote yandan T(U),o(r )-sol Lie ideal ofgundan her X1 R, u, T(V) icin,
[xu, v]s, ;OT(U) olur. O halde [u[x, v], .]OT(U) ve [xu, v], OT(U) oldugundan
T(U) nun alt halka olmasindan dolayi,
[ulx, Vo, J*[xu, v]g  OT(U)
elde edilir. Bunu agik yazacak olursak,
wo (Wur (V)x-xo (V)u+xuog (V)=u(xo (v} 1 (V)X)-x(o (V)u—uo (v))
=, yls, c=X[ (v), ulUT(V)
elde edilir. Ux, v],; UOT(U) oldusundan-x[ o (v), u] 1 T(U) olur. Yani,
R[T(U),o (T(U)IO T(U)
bulunur. Yine T(U), @,r )-sol Lie ideal olgmndan her u, ¥ T(U) ve X R iginfux,
v]y, :OT(U) ve boylece [k, v], +[u, 7 (V)]xOT(U) elde edilir. §x, v], OT(U)
oldugu i¢in, [u,7 (V)]xO T(U) ve buradan,
[T(U), 7 (T(U)IRLI T(U)
elde edilir.

Lemma 4.36: (0) #U, (o,7r)-Lie ideal, UO Z ve UJ(C, . olmak uzere a,o R

icin aT(U)b=(0) ise a=0 veya b=0 olur.

Ispat: T(U), (o,7)-sol Lie ideal oldgu icin her uJ U, \d T(U) ve ¥ R igin,
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[uby, V] 5  UT(U) olur. Hipotezden aT(U)b=(0) olgundan &uby,v], . b=0 olur. Bu
ifadeyi acar ve dizenlenir ise,
0=adly, v],, b+afub,r (V)lyb
=aluls, (v)]yb
=zaub (v)yar (v)ubyb
=ar (v)ubyb
bulunur. Yani her v1 T(U), @ U icin, gaandgindan ar (v)ubRb=(0) olur. R asal halka
oldugundan & (v)ub=0 veya b=0 bulunur.Hetv T(U) u ldugundan,
a (T(U))Ub=(0) veya b=0
elde edilir. ar (T(U))Ub=(0) ise herx R,lu U velv T(@n, ar (v)u, x], b=0
olur. Bu ifade acllir ve x yering (bx) yazilirsa,
0F (Vo ¢ bx)b-ar (V)7 (o (bx))ub
=a (Vubxtar (V)7 (o (b)) 7 (0 (x))ub
=a7 (V)7 (o *(b)) 7 (o (x))ub
bulunur.o érten oldgundan, & (vi & “(b))Rub=(0) elde edilir. R asal olgundan,
a (vr ¢(b))=0veya Ub = (0)
olur. Buradan Ub=(0) ise U Z ve U(,, . oldusundan Lemma 4.22 den b=0 elde edilir.
Her vl T(V) icin, ar (v)r (© (b))=0 olsun. Yani,
ar (Vr © (b)=0, O vl T(U) (4.17)
olsun. Lemma 4.25 den Ug(r )-Lie ideal oggdundan [U, 7 (T(U))]JRU T(U) olur.
BuradanR, [U, 7 (T(U))]R],,  O[R, T(U)], . OUDOT(U)oldusundan her x, {1 R,
uU ve v T(U) igin, [7 (%), [u, T (M]yls, «J [R, [U, T (TQU)IR],, - U ULTU)
olur.
Boylece 7 (xy (ur (VMW 7 ([u, 7 (V)]y) T (x) IT(U) elde edilir. Bu ifadeyi
soldan a, sadan b ile carpar ve hipotezden aT(U)b=(0) gldkullanilirsa,
a (xp (lur (Mly)ear ([u,7 (Vly)7 (x)b=0
elde edilir. Bu ifadede x yerinea(b)z yazilir ve (4.17) kullanilir ise,
0=a (@'(b)2)o (lu, T (VIy)b-ar ([u, 7 V)ly)7 (xo (K)2)b
=& (9 ¢'(0)7 (2o (U, 7 Wlybar (u, 7 WY)7 7 (0 O)T (2)b
=a (§ ¢'0)7 @0 (u 7 VIyba-7 (U, 7 VIy) 7 (07 )7 (2)b
bulunur. Burada [u,r  (V)]ykl [U,r (T(U))JRD T(U) ve (4.)&sitligi kullanilirsa, &

([u, 7 (V]yx) 7 (o (b)) Uar (T(U))7 (o Xb))=(0) olur. Yani herx,y, 7 R, U velv
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T(U) icin, o vert 6rten oldgundan aR ¢ (b)) Ro ([u, 7 (v)])Rb=(0) olur. Bu durumda
R asal halka oldtundan,
a=0veyab=0vegdJ, T (U)] =(0)

o ([u, 7 (Vv)])=0ise her uJ U icin [ur (v)]=0 ve boylece, [@, (v)]=(0uo. Teorem
4.33 den UJ Z veya W C,, . bulunur. Bu ise U1 Z, U] C,, , olmasiyla cekir. O
halde [U,7 (U)]# (0) dir. Sonug olarak,

a=0 veya b=0
bulunur.
Teorem 4.37:U, (o,r)-Lie ideal, UO Z ve UJ (, . ise [R,M], , OU fakat
[R,M],, O C,, . olacaksekilde R nin bir (O M ideali vardir.
Ispat: U (o,7)-Lie ideal oldgundan Lemma 4.25 den R[T(W), (T(U)] T() ve

[T(U), 7 (T(U)]R OT(U) olur. T(U), R halkasinin altaikast oldgu igin
M=RI[T (U)o (TU)][T V), T(TU)]IROT )
olur. Ezer M=(0) iseR halkas! asal oldundan
[T (U), o (T (U)IIT (U), T (T (U)]=0
olur. Ou, v, w, 0 T(U) igin,
[uo W)liw, 7(2)]=0, Duv,w, zOT() (4.18)

elde edilir. tO T(U) icin w yerine wt yazar ve (4.18ygulanir ise,
0=[u o (VIwt, 7 (z)]

=lu,g MWL, 7 (2)]+[u,0 W)]Iw.T ()]t

=lu,0 Wlw, 7 (2)]
elde edilir. [u,g (V)]T(U)[t, 7 (2)]=(0) bulunur. Lem&an4.26 dan

[T(U),o (T(U))]=(0) veya [T(U)r (T(U))IEO)
elde edilir. UO T(U) oldgundan [Uo (U)]=(0) veya [U,r (U)]=(0) yazabiliriz. a, U
icin [U, o (a)]=(0) veya [Ur (b)]=(0) oldgundan Lemma 4.31 dea (d) Z veya (b)
0Z veya ULl C,, . olur. Yanial Zveyahl ZveyaU (, . elde edilir. Dolayisiyla,
UJ Zveya W, .

bulunur. Bu ise c¢egkidir. O halde M=R[T(U), o (T(U))][T(U),r (T(U))]R# (0) &ur.
Yani (0)#MOT(U) olur. T(U) nun tanimindar{R, T(U)],  OU olur. MOT(U)
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oldugundan [R,M], . UU bulunur.
[R,M], UG, ;olsaydl, R, g,7 )-Lieideal oldiundan Lemma 4.31 den
Ml Zveya R(, .
olurdu. MO Z ise Onerme 2.34 den Rstgnelidir. R de&ismeli ise UO Z dir.
ROC,, ;ise UL C,, olur. Yani UL Z veya UJ C,, , elde edilir. Buise U1 Z veya
UOC, . omasiyla cefir. O halde,
R, Ml,, - 0 G,
bulunur.
Sonug 4.38:(0) # U, (o,7 )-Lie ideal, U Z ve U1 C,, Ve a, b R icin, aUb=(0)
ise a=0 veya b=0 olur.
Ispat: Bu kaullar altinda Teorem 4.37 den R nifiR, M], . OU ve [R, M], O
Cs, r Olacak bicimde (O Midealivardir. Herk  R{u U velrM igin, [x, TX(u)t2(b)m]q -
U oldugsundan aU b=(0) olur. Yani, bu ifade agcilir ve dilear ise,
O=apai(u)t*(b) m: b
—ax 1 u)7 b)mb-ar (7 *(u)7 * (b)m)xb
=at £ (U)o (7 b)) (mb-az (7 u)7 (7)) 7 (Mxb
—ag £ (U)o (7 (b))o (m)b-aubr (Mm)xb
=aw { (u)o (77 (b)o (mb
bulunur. Bu ifade herX R icin s@landgindan aRr ¢ “(u))o (7 Y(b))o (m)b = (0) elde
edilir. Buradan R asal halka olglundan,
a=0veya 1(*(u))o (7 *(b))o (m)b=0
bulunur. Bu durumdag 1 *(u))o (7 Y(b))o (m)b =0 ise ,bu ifade diizeltiifide,
@ (') ()0 (mb
& 1(ub)o (m)b
& 1(*(ub)mo (b))
olur. Ayrcave o 1-1 oldgundan,s *(ub)mo *(b) = 0 ve béylece r {ub)M o *(b) =(0) olur.
M ideal ve R asal olgundan,
7 (bb)=0 veyao (b)=0
olur. 7 veo , 1-1 oldgundan her il U i¢in ub=0 veya b=0 olur. Yani,
Ub=(0) veya b=0

olur. Ub=(0) ise Lemma 4.32 den,
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b=0
olur.

Aydin, N., 1996
Bu makalede, aksi belirtimedikce R asal halkaakgeristik ikiden farkli ve U,
(o, 1)-sol Lie ideal olarak alinrgtr.
Lemma 4.39:U, (o, 1 )-Lie ideal olmak lzere, Zise hetlu U icin,
o (u)=r (u) veya R dgismeli olur.
Ispat: Her xJ R, her @ U igirfix, u] , U olur. U0 Z old@undan, her @ U igin
r(u), o (u), [x, u]s ;OZolur. Her xO R, her @ U igin,
X, u] 5 =X0O (U T (U)X
= (7 (u)
= (r u)DZ
olur. (g (u)y 7 (u))dZoldugundan, o (u)T (u)=0veyalXx Z elde edilir. Yani herlu U
icin,
o (u) =7 (u) veya R dasmeli
olur.
Teorem 4.40:R asal halka ve U, 7, )-sol Lie ideal olmak UzdRg, U], . O
Cs, - ise, herw! Uicing (u)¥ (u)veya Rgigmeli olur.
Ispat: Her xO R, uJ U icif 7 (u)x, u],, .0 C,, . olur. BuradanherX R, herfu U
icin 7 (U)[x, ulg, H 7 (u), 7 (U)X=T (U)x, u], LUCo,r bulunur.
[x, uly, :U[R, U], O Cy . oldusundan, Onerme 2.36 dan,
[x, u]s, ;=Oveyar (upl Z
olur. Yani, herxXd R, heru U icin,
[x, u]s, =0 veyaul Z
elde edilir.
L={u OU |uDZ} ve K={uOU |[R, U],, =(0)} kimelerini tanimlayahm. L ve K U
Lie idealinin toplamsal alt gruplari ve  U=K L diBu ise Brauer Trick'ten U=L veya
U=K olur.
U=L ise her w U i¢in u BAldugundan, ULl Z bulunur. Lemma 4.39 dan hetu U
icin, g (u)=r1 (u)veya R dgismeli olur.
U=K ise her uw U icin[R, U], ,=(0) olur. Boylece her x, ¥ R igin, Ofy,
uls =Xy, g U)]+[x, uls Y=X[y, o (u)] bulunur. Her y1 R, herd U icin,
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Ry, o (u)]=(0) ise [yo (u)]=0 olur. Her uJ U i¢in U Z oldgundan, U Z elde edilir.
Lemma 4.39 dan herti Uicimr (u)= (weya R dgismeli olur.

Lemma 4.41:R asal halka ve Ug 1, )-sol Lie ideal olmak Uzeré) aicR
[a,U]=(0) ise her W Uigint (u)g (W ¥eyaadl Zolur.
Ispat: alJZ olsun. Her XxI Rher udJ U igin [T (u)x,u], U olur. Bu ifade
hipotez uygulanarak acilir ve diizenlenir ise,
0=f (ulx, uls, [ 7 (u), 7 (U)X a]
=Ir (u)x, ulg, - @]
=[r (ulx, uls, -, @]
T (W ulg, o al+[7 (u), allx, ul,, -
= (u), alx, ul,, ©
elde edilir. Yani,
[r (u), a]x, u], =0, OxOR,OulJU (4.19)
elde edilir.(4.19) ifadesinde [y R igin, X yerine ygzarsak
0=[r (u), dky, ul,, =[ 7 (u), al(x[y, o (U)]Hx, uls, - Y)
= (u), alxlyg (WL (u), &, uls, -y
= (u), alxlyo (u)]
bulunur. Her ul Uher yl Ricin, [ (u), a]R[y,c (u)]=(0) ve R asal halaklugundan
[ 7(u), a]=0 veya [y,o (u)]=0 bulunur. Yaniz (u), a]J=@eya her ul Uicin, ullZ
bulunur. Dolayisiyla her U (gin,
[T (u),a]=0,0 W U (4.20)
elde edilir. Dger yandan, U,¢ 1 )-sol Lie ideal ve [U, a]=(0) ogdundan,
[[x,u]s +, a]=0 olur. Bu ifade acilir (4.20) gbre duzemeése her X1 Rher ulJ Uigin,
0%, ul,, aax ulg ¢
=@ (#)r (ux)aa(xo (u)y 1 (u)x)
= (war (u)xa—axo (u)+ar (u)x
= (naxo (u)
bulunur. Yani,
T (UXa=g (uygxo (u),0xd0R,0 ul U (4.21)
bulunur. Her \iJ U igin, x yerine v yazarsak, a]=0 old@gundan, her u, ¥ U igin,
0 (u)v, 4]

=v (uyaavo (u
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=w (uyaavo (u)=[vo (u), a]

=vg (u), al+[v, & (u)

=vg (u),
oldugu gorulur. Her ul U igin, Ug (u), a] = (0) olgundan, Lemma 4.32 den,

g (u,a]=0veyal Z
bulunur. Yani, her @l U icin, 4 (u), a] = 0 elde adilBu ifade ile (4.21) tli gini bir
arada kullanilir ise,

[X,alo (W+7 (W[a,x]=0,0 XJ RO @ U 4.22)
elde edilir. yO R igin, x yerine xy yazilir (4.22)lkanilir ise,

O=[xy,af (u)f (u)a,xy]
=xly, & (u)t[x, aly (U)F (u)x[g]+ 7 (U)a, xly
=x T (U)[a, yIt[x, alyo (u)+7 (u)x[a, Y} [x, a] g (u)y
=€ (upx7 (U)a, yl+[x, al(yo (u)y-o (u)y)
= (u), x][a, yl+[x, a]lyg  (u)]
bulunur. Buradan her x,ly R, heflu U igin,

X, T (WIy, al=[a, X][y, o (U)], O x, yd R,O ul U (4.23)
elde edilir. R Uzerinde, her x,.y R ve hdrlu U ic®)e[x, 7 (u)], g(y)=[y, a], h(xX)=[a,
x] ve f(y)=[y, o (u)] turevlerini tanimlayalim. Her,» 1R ve her &l U igin (4.23) yerine
yazilir ise, d(x)g(y) = h(x)f(y) olur.

d=f=0ise, herii Uiginlu Zolurve herlu itin o (u)+7 (u) Z bulunur.

d# 0 ve # 0 olsun. Onerme 2.43 den, her xiciR g(x)=A f(x) ve h(x)=1 d(x)
olacak bicimdeA [0 Cvardir. gx)& f(x)=[x,alx D@ Wk hx)=4 dX)=[a, x] =4 [x,
7 (U)] bulunur. Yani, herxI Ricimd [xg (u)] =[x, a] #[ 7 (u), X] olacak bicimdeA O C
vardir. Her X0 R, her o U igin,

O=AX,oWEA[TU),X]=A(X, c(WH T(),X])=A X0 (U)—c (Ux—T (U)X +XT (u)
= Axo () +x7 (o Ux-1x) = A X U7 (o7 W)x) =1 (x o (u)+
7 (U)]) olur. Burada [Rg (u)¥ (u)]=(®ldugundan, her @ U igin,

o W W z
bulunur.

Lemma 4.42: R bir asal halka, U, R halkasinin bw,1)-sol Lie ideali olsun.
aR icin [a, U] =(0) ve [a, U}=(0) ise bu taktirde a=0 veyau U icin o(u)+t(u)dZ
dir.

Ispat: u0U igin o () # T(Uo) oldugunu kabul edelimo(ug)-T (Up)20 oldusundan
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Lemma 4.41 kullanillarak#& veya her @U i¢in, T (u)+o (u)JZ bulunur. Ber d1Z ise
0=[a, w] ¢, = a0 (Up)-Tt(Ug)a=aE(Uo-T (Up)) olur. R asal halka oldundan a=0 elde edilir.
Teorem 4.43: R asal halka, Udg(t)-sol Lie ideali olsun. [U, U} : =(0) ve [U, U]
=(0) ise 0 zaman UZ dir.
Ispat: Kabul edelim kiU OZ olsun. Lemma 4.42 den, herOu U ign (@)+ (u)
OZ olur. Diger yandan, her u, U icin [xv, g} =[X, T (u)]vOU oldusundan her u, v, w
OuUicin, [w, [X, T (u)]v]=0olur. Bu ifade dizenlenir ise
0=[w, [x, T (U)]v]
=[x, T Il w, v+ [w,[x, 7 (u)]lv
=lw, [x, T (U] v
bulunur. Her u, wl We her X1 R i¢in [w,[x,7 (u)]JU=(0)olur. Lemma 4.32 den,
[w, [x, 7 (U)]]=0veyaul Z
elde edilir. UO Z oldgundan, her u, w! U ve herx Ricin [w, pr, (u)]]=Olbour. R
tzerinde, her u,w We her XJ R icin J(X)=[w, x] ve lyu(X)=[t(u), X] i¢ tlrevleri
tanimlansin. Her X R ve her u,iW U icikyl¢)(X)=0 olduundan, |lw=0 elde edilir.
Teorem 3.4 den,
d veya Iy =0
olur. Her w, u Uicinwl] Z veya (U) Zoldwndan w, ul Z bulunur. Yani U Z dir.
Bu ise ULl Z olmasiyla calir. O halde ULl Z bulunur.
Lemma 4.44: R asal halka olmak tzere, Uz (7, )-sol Lie ideal kénalka ise, her
udUicin, 7 (u)+o (u)d Z veya U, R nin sifirdan farkl seé s& idealini kapsar.
Ispat: upOUigin o (u)+ 7 (u) OZ olsun. Her xJ R, herd U igin,
[X & Vlgr = [X W, O (V)]*+[X, V] Uo DU
olur. ikinci terim U alt halkasinin elemani olglindan, her ¥ U, her® R icin xjuo(V)]
0 U bulunur. Yani,
Rlw, o (V)] DU
bulunur. R[y, o (U)]=(0) ise her uI U i¢in R[e o (u)]=(0) ve R asal haka oldundan,
[Uo, o (U)]=0 bulunur. Her & U icing (Fr *(ug), u))=0 ve o, 1-1 oldyundan, her @ U
icin [0 (w), u]=0 ve bdylece,
b (w0, UI=(0)
olur. Lemma 4.41 den, hertt U igin,
o (W Y Zveym Yuy)OZ
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bulunur. 40U icin o (Ww)+ T (u) 0Z oldugundan, yOU icin 0 (ug) 0Z elde edilir.
Yani, wOU igin, wOZ dir. O halde ¢0U igin, g (up)+ T (W) O Z olur. Bu iseog (¢)+
T (Up) JZ olmasiyla celiir. O halde,

(0¥ R{w), o (V)] LU

bulunur. Yani, U, R nin sifirdan farkh sol Lie alai kapsar.

Benzer sekilde, U, (@ ,r )-sol Lie ideal oldiundan, [uX,vl{=U[X,
V]o1 U, T(V)]XOU oldugu kullanilarak U nun R halkasinin sifirdan farkih $85 idealini

kapsadgl goruldr.

Teorem 4.45: R asal halka, U, R nina(1) — sol Lie ideali veo (v) +t (v)UZ olacak
bicimde bir v(J U olsun. O zaman R halkasinin sifirdan farkhAsol ve sifirdan farkl
bir B s& idealleri vardir ve [R, A} :0OU ve [R, B} 0OU fakat [R, Als.: 0 Z ve
[R, Bls. O Zdir.

Ispat: T={ xOR | [R, X]s, : 0 U } kiimesini tanimlayalim. T, R nin T olacak
bicimde (o,r )-sol Lie ideali ve alt halkasi ollinu gosterelim. U, ¢,7 )-sol Lie ideal
oldugundan, [R, U}, : O U olur. Yani, U T dir. a,lo] Tvek R olsun.

[X, &b] o« =[X, @o,t X, b]¢,x HU
oldusundan, a-bl T olur. [x, ak] =[xo (@), bls: +[ 7 (b)X, als: U oldusundan, alhl T
bulunur. Yani, T alt halkadir.

T nin tanimindan [R, ¥]: UU olur. UL T old@gundan [R,T] s « LU UTbulunur.
Yani, [R, T]¢,: UT oldusundan, T, g,7 )-sol Lie idealdir.

Bir viJ U icin 7 (V1o (VI Z oldgundan, U Z dir. UJ T oldgundan TO Z
bulunur. T, (@,7 )-sol Lie ideal ve alt halkadir. Ayramanda bir I U iciro  (u)¥ (W)
Z oldugsundan Lemma 4.44 den T, R nin sifirdan farkh Aideklini ve sifirdan farkli B $a
idealini kapsar. A1 Tve Bl T oldundan T nin tanimindan

[R, Al-OUvelR, B]s: OU
bulunur. [R, Als,  0Z olsaydi, herXI R, Aicinf (a)x, & OZ bulunur. Her X1 Rve a
LA icin, ifade agllir ise,
T @xat7@, 7 @Kx=7 @)X akLZ
bulunur. [, a};, : 0Z oldysundan, herxI R,@ A ic¢in[x, 8] =0 veyar (a)d Z bulunur. Yani
her xU R, a1 Aigin,
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[x,a}=0veyaal Z
olur. Her xU R, her & A igin [x, &l =0 ise, her yI R i¢in x yerine xy alinir ise,
O=[xy, a},x =xly, alo,x *[X, T @ly=1[x, 7 (@)ly
bulunur. Her X1 R, A icin, pg¢ (a)JR=(0) ve R asallka oldgundan [x,r (a)] = 0
bulunur. Yani, her a A igin Z dir. Sonug olarak, X bulunur. A sol ideal
oldugundan, her x, ¥/ Rvela Agin [X, ya] =0 olur. Henyx1R, all A igin
0 =[x, a]+[x, y]a=[x, yla
bulunur. Her x, y1 R ve A icin [x, y]Ra= (0) olur.Bladede R asal halka olgundan [x,
y]=0 veya a=0 bulunur. Yani,
R dasmeli veya A=(0)
bulunur. Bu ise bir {1 U icint (W& () Zve £ (0) olmata celiir. [R, B]lo: OZ
olsun. Her X1 R ve Bicin[g@ (b), bl UZolur. HerxJ R, k] Bicinxpg (b)g (b)]+[x,
bls, « g (b) = [X, bls,+ 0 (b)Z bulunur. [x, b},  OZ oldugundan, her X1 R, B icin,
[X, b] 6. =0 veyao (b)l Z ve buradan,
[x, by, =0 veya b1 Z

olur. Her xJ R, ] B igin [x, b}, =0 ise, bu ifadede [y R igin x yerine xy alinirsa,

0=1[xy, blg.: =X[y, b]o,: +[X, T (D)]y =[x, T (b)]y bulunur. Her Xl R, Bicin e
(b)]JR=(0) ve R asal halka oldundan,[x,r (b)]=0 ve bdylece Z elde edilir. Bgsa
ideal old@gundan, her x, 1 R, B igin, 0=[x, by] = [x, b]ly ©b[y] = b[x, y] bulunur. Bu
durumda bR[X, y] = (0) ve R asal halka gidndan b=0 veya her x,.ly R icin [X, y]=0
bulunur. Yani,

B=(0) veya R dgismelidir.
Buise B# (0) ve birvJ Uicino (v)¥ (V)1 Z olmasiyla cgl. O halde,

[R, Bls,« OZ
bulunur

Teorem 4.46: R asal halka, U,d,7 )-sol Lie ideal, birv U icin g V)[IZ
olmak Uzere, a, R icin aUb=(0) ise a=0 veya b=0.o0l

Ispat: b# 0 olsun. U, ¢,7 )-sol Lie ideal ve birtv U icim (V) JZ oldusu
icin Teorem 4.45 den [R, B]: U ve [R, B]s,  [JZ olacak bicimde & B gaideal vardir.
aUb=(0) oldgundan, her XxI R, 8 B icin a[x, g}z b=0 olur. Bu ifadedeR icin x
yerine xy alinir ve diizenlenir ise,

0=alxy, sh,« b=aX]y, sh, «t[x, 7 (s)ly)b=axy, s}, - b+a[x,7 (s)lyb

71



BOLUM 4- ASAL HALKALARDA L iE VE (g,7)-LiE IDEALLER Miijde DEM IR

bulunur. Burada W U igin, x yerine ub yazilir velagse, her y R, W UvelS B igin,
O=aubly, $]: b+ a[ub,r (s)lyb=alubr (s)]yb
elde edilir. Bu gitsizlik her ylI R icin sglandgindan, her ul U, B icin, afub,
(s)]Rb=(0) olur. O halde R asal halka aidndan,
afubr (s)]=0 veya b=0
bulunur. b# 0 olddgundan, her W U, 8 B icin, afub, (s)]=0 bulunur. Bitsizlik acilir
ve dizenlenirse, hertu Ul B igin,
O=a(ub (sF (s)ub)=aamb (s}-a (s)ube=-a uks)
olsun. Burada her s B icingandgindan a (s)ub=0 olgundan, a& (B)ub=0
elde edilir. 7 (B) spideal ve R asal halka olgundan a (B)=(0) veya ub=0 bulunur. Yani,
a (B)=(0) veya Ub=(0)
olur. Ub =(0) olsun. Lemma 4.32 den b=0 veyaAblur. Bunlar ise kabdllerimle cgil.
O halde @ (B)=(0) elde edilir. aUb=(0) aidaudan, her XI R,§ Bicin a[x, s} b =
O olur. Bu ifade agilir ve diizenlenir ise héf x R,Bigin,
O=a(w (S)f (s)x)b=ax (s)bra (s)xb =aax b(s)
bulunur. Bu eitsizlik her x(0 R i¢in s@landigndan her § B igin, aB (s)b=(0) elde edilir.
Burada R asal halka olgundan, her &8 B icin, a=0 veya (s)b=0 bulunur. Yani,
a=0veya (B)b=(0)
elde edilir. o (B)b=(0) iseo (B) gaideal oldgundan b=0 bulunur. # 0 olgundan a=0
elde edilir.
Lemma 4.47: R, karakteristii ikiden farkl bir asal halka ve () Ug(r )&die
ideal olsun. U] Ziseg ¥ veya R glgmeliolur.
Ispat: Kabul edelim ki R halkas! gemeli olmasin. Hipotezden heix R vélu U
icin [u, X] s, 0Z olduzundan bu ifadeyi acalim.
U, X]g,c=uo X)-7 X)u=uo (X)-ur (x)=ug xX)¥ X) Z
olur. Burada W Z oldgundan, u=0veyar (X (XJ Z elde edilir. Yani,
U=0)veyor (X (X Z
bulunur. Uz (0) oldgundan, her xI Rigiro (X)F (X)) Zolur. Herly R igin,
[o (X)- T (X), y]=0 olduzundan,
[0 (), yIH T (x),y]=0, O x, yUR (@4)
bulunur. Bu gitsizlikte x yerine X alinir (4.24) ves ()7 (X)J Z uygulanir ise,
0= .17 (x%y]
F g ) 7X) 7). Y]
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g (F .1+ ). (7 (7 (), yI-[ 7(x), ¥] 7 (X)
=0 (x5 () (x),yl+0 (x), 16 (5 7 (x))
= )7 ) %), y1+¢ () (¥ho(x),y]
=2¢ ()F () ()]
elde edilir. charRe 2 oldtundan, her x, ¥1 Ricing (X)F (X)) (X), y] = 0 olur.el x,
yUOR icin R ile sg&dan capar veg (X (X)) Z olgw kullanilirise, ¢ (x3 7 (X)t[ o
(X), y] = (0) olur. Yani, herR icin sglandgindan @ (X)-7 (X))Rlg (x),y]=(0) dir. R asal
halka oldgundan, her x, ¥1 Riciow (X} (X)=0 veyas[ (x), y]=0 olani, her x,yi1 R
icin,
o X)7 (X)veyak Z
elde edilir. A={xOR |o (X)=r (X)} ve B={x R| xd Z} kiimeldni tanimlayalim. A ve B
kimleri R nin toplamsal iki alt gruplar ve R=4A Bdoikundan Brauer Trick'ten R=A
veya R=B olur.
R=B olsun. R dg&smeli olmasi demektir. Bu ise kabulimle gkli
O halde R=A olur. Bu ise, herlx Rign (x@)%x) oldugundano =r olur.
Lemma 4.48:R, karakterisgi ikiden farkli olan bir asal halka, U sifirdéarkli

(o,1)-sg Lie ideali ve U] Z olsun. Bu durumda =1 veya R halkasI komutatiftir.
Ispat : Her xJR, Her U igin, [u, X]ox = ua(x) - T(x) u = u e(x) - 1(x))0 Z
oldugundan,
u=0veyalx ORicino (x)-t (x)0Z

olur. Her WU icin U=(0) olur. U# (0) oldgundan O x O R i¢in, o (x)-t (x)UZ

bulunur. Bu ise Lemma 4.47 derr 1 veya R halkasi komatatif olur.

Kaya, K., Aydin, N., 1999
Bu makalede, aksi belirtiimedikce R asal halkaakgeristik ikiden farkl ve U,
(o, 1)-sol Lie ideal olarak alinrgtir.

Lemma 4.49: a,bLl R igin,

0] di: R - R, d(X) = [X,b]s seklinde tanimlanan bir dogiim ve ag(R)=(0)
(veya d(R) a = (0)) ise a = 0 veyd Z dir.

(i) a]R,bl:=(0) (veya[R,h}:a=(0))ise a=0 veydlZ dir.
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(i) Ua=(0) (veyaaU =(0)) ise a =0 veydlZ dir.

Ispat: (i) Herhangi x, VIR icin, di(xy) = [xy,b]sr = X[y,0(b)] + [X,bls Yy, yani
di(xy) = di(X)y + x[y,o(b)] , Ox, yOIR olur. Buna gore, hipotezden,

O=ag(xy)=ad(x)y+axly, o(b)]=ax[y, o(b)]

olur. Yani aR[R0(b)]=(0) olur. R asal oldiundan a = 0 veyalt¥ dir.

Benzer bicimde, gr, d(xy) =[xy, bls, = X[y, bls, +[X, T(b)]y=xd1(y)+[X, T(b)]y
yani di(xy)=xdi(y)+[x, T(b)]y alinirsa d(R) a = (0) ise a = 0 veyda 1z oldugu gorulir.

(i) OxOR igin di(x) =[x, b]s: olsun. Buna gore, a[R, KF(0) oldyzundan agdR) =
(0) yazilabilir. (i) kullanilirsa a = 0 veyd 1Z elde edilir. Benzer bicimde gkr durum da

ispatlanabilir.
(i) a[R, UL 0O auU = (0) oldgundan, (ii) den a = 0 veyd 7 dir.

Lemma 4.50:0 # d turev olmak tzere,
d(U)=(® [U, o (U)] =(0) ve [o (U),7 (U)]=(0)dr.
Ispat: Hipotezden dolay! d(U)=(0), iken her u\,iv - U igin
(Jwv, U], 1)0U oldugundan d([wv, u§, :)=0 yazilir. Her u, v, il U i¢in,
O=d(wlw; ()] + [w, sk V)
=dWwpg  (u)]) +d(W] &l V)
=dW)hg  (u)] +wd(e U)]) +d(w uls, )V + W, Us, « d(v)
bulunur. Hipotezden dolayr her u, viiv U icin, wd@v(u)])=0 bulunur. Her al U i¢in d(u)=0
oldugundan,
O=w(d(v)g Wl+[v,& (@)= wlv,d(o ()]
bulunur. Her u, \ U icin, U[v, df (u))] = (0) olgmundan, Lemma 4.49 (iii) den,
[v, d(o (u))] =0 veya U1 Z bulunur. Yani,
[U,df (u)]=0 (4.25)
elde edilir. Hipotezden herr R, u[v U icin, d([tdg, 1) =0 olur. Bu ifade agilr ve (4.25)
gore duzenlenirise heruiv Uwvar Rigin,
0 =d[rv, gl = d(r[v,o(u)] +[r, uls,«v )=d(n)[v, o(u)]
olur. Yani, d(r)[v, g (u)]=0 dir. Bu ise herli R icisgzlandgindan d(R)[vg (u)]=(0)
elde edilir. Lemma 3.2 den dolayi, her@v U igin,
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[ (u)]=0 veya d=0
bulunur. Kabulimden & 0 olgundan, [Ug (U)]=(0) elde edilir. Bu durumda herhangi
bir s R ve u, vJ U i¢in, ff(u)s, u}k «, o(v)]=0olur. Her u, vl U ve 8 R icin, ifade acilir
[U, g (U)]=(0) ve diizenlenirse,
0=fi(u)s,u, r, o(v)]
F(U)[[s,uls, . a(V)]+[T(u), aW)Is, uls, =[t(u), s(W)I[S, Ulo, <
bulunur. Yani,

f(u), o(V)][s, U]s,~= 0 ,0u, viOU ve UsLIR (4.26)
bulunur. (4.26) gtsizliginde, s yerine I R olmak tzere sr alinir ve (4.28)akilir ise,
her u,viJ U ve £1 R igin,

0=1(u), a(v)Isr, a(u)] + [t(u), o(V)][s, s, r
=1{(u), o(v)IsIr, o(u)] b
elde edilir. Bu ifade heris R icin @andgindan her u, W U veld R icin,ff (u)y
(V)]R[r, o (u)] = (0) olur. Bu durumda R asal halk@asundan, [r (u),c (v)] =0 veyalr,
o (u)] =0 olur. Yani,
[ (Wo (v)]=0veyalu Z
elde edilir. uJ Zisef (U)g (U)]=(0)elde edilir. O halde,
[7(U), o(U)]=0)
bulunur.

Lemma 4.51: 0#d turev olmak ulzere, d(U)=(0) ise herlU icin o
(uW+ 7 (u)O Zolur.

Ispat: Hipotezden dolayi d(U)=(0) olgundan, Lemma 4.50 den, [@, (U)]&]
(V), 7 (U)1=(0) olur.
[U,o (U)]=(0) ise, heru,v,w Uver Ricinyrv]o,r , o (u)]=0 yazilr.

Burada ifade agilir ve diizenlenir ise,
0 = [[rw, v},«, o(u)]
=[rTw, vk, +[r, T(V)lw, o(u)]
=[ro(uliw, vls, «+ [, T(V)],o(U)lw,
olur. Yani,

[r, o(W][w, V]s, ¢ H[[r, T(V)], o(u)]w=0, Ou, v, WU, OrOR (4.27)
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elde edilir. Lemma 4.49 (i) ve (4.27) den
[[r,o(u)].V]ex = 0, 0u,vOU , OrOR (4.28)
Diger yandan (4.27) de [(U)] = (0) = [o(U),T(U)] oldugu kullanilirsa,
0 = @(u)-o(u)NWo(vV)-T(V)W)+rt(v)-t(v)r, o(u)lw
= o(u)wo(v)-ro(u)t(v)w-o(u)rwo(v)+o(u)rr(v)w+rt(v)o(u)w
= (v)ro(u)w = o(u)rt(v)w + a(u)t(v)rw
= o(u)wo(v)-o(u)rwo(v) —1(v)ro(u)w +a(u)t(v)rw
=[ro(u)lwa(v) = [t(v)rw,a(u)] = [r.o(u)lwa(v) = T(v)[r,o(u)]w
=[[ro(ulw,vle: = [ro(u)liw,a(v)] + [Ir,o(u)],V]e: W
elde edilir. Yani,
[Ir, o(u)], Vl,:w = 0 ,00u, v, WU, Or0OR (4.28)
olur. Lemma 4.49 (jii) ve (4.28) dan
[Ir, o(u)], V]s.x = 0 ,0u, VU , OrOR (4.29)

bulunur. (4.29) de r yerine rs alinir ve (4.29kulir ise,
0 = [[rsg(u)], Vlo,«
=[rIso(u)] + [r, o(u)]s,Vlsc
=r{[so(W)], Ve Hr, TW)IIs, o(W]+[r, a(u)l[s, a(W)]+[[r, o(u)], Vs, s
=[rxW)ILs, a(u)I+[r, o(u)lls, o(v)]
bulunur. Burada v yerine u alirsa,
OuOU ve Or, LIR i¢in, [r, o(u)+t(uw)][s, o(u)]=0 elde edilir Buldugumuz sitsizlikte her s
yerine XOJ R olmak tzere sx alinir ise,
0=[ro(u)+T(w)][sx, o(u)]
=[ro(u)+t(W][s, o(wlx+[r, o(u)+t(u)ls[x, o(u)]
=rg (Ut (Wispg ()]
bulunur. Her U1 U ve her@ R ic¢in, B, (U (U)]RE (P) dir. R asal halka
oldugundan, [r,o (u)4r (u)]=0 veya [¥g (u)]=0bulunur. Yani,
o (W (uJ Zveyalu Z
olur. ud Z olsun. Bu durumda (u@ (u) Z olur. O haldeer ud U icing (u)+ (u)
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OZ elde edilir.
Lemma 4.52: allR icin [a, U] = (0) ise Zveyaheflu Uign (utu)Z
dir.
Ispat: R iizerinde, her X R igin d(x)=[a, X] i¢ tiirevi taamsin. [a, U] = (0)
oldugundan, d(U) = (0) olur. Lemma 4.51 den, héru Ui,igin
o (W¥ (u) Zveyad=0
olur. d=0 ise d(x)=0 olur. Bu ise tanimindan dokay Z dir. Boylece heru U igin,
o(u+r (Ul Zveyaadl Z
elde edilir.
Sonug 4.53: U degismeli ise her b Uicino (u)¥ (u) Z olur.
Ispat: Hipotezden [U, U] = (0) yazilabilir. Dolayisiyla bema 4.52 den ispat

tamamlanir.

Lemma 4.54: U [1Z olmak tzere, U,4,7 )-sol Lie ideal ve alt halka i3, R
halkasinin sifirdan farkli §adealini kapsar veya herftut U icemn  (uj+ (U) Zdir.
Ispat: U, (0,7 )-sol Lie ideal oldgundan u, WU ve yOR icin, [vy, ul, ;0 U icin,
[vy, U]s, =V]y, U]s, +[v, T(u)]y yazilabilir Burada U bir alt halka olgmundan, eitli gin sa
tarafindaki birinci terim U nun elemanidir. Dolgwyla, [v, T(u)]ly OU olmahdir. Yani,
[U,7(U)]R O U olur.
[U, 7 (U)]R=(0) olsun. R asal olgundan, [U,t(U)] =(0) dir. BOylece Lemma

4.52 den o(u) +t(u) O Z, OudU olur.
Egser, M = [UT(U)]R # (0) ise, U sifirdan farkli bir M gaidealini kapsar

Lemma 4.55: U 0Z, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka olmak tGizere, &R i¢in
aUb=(0) ise a=0 veya b=0veya heiu Uign (o)+ L[(u)olu.
Ispat: U 0Z, U, (0,7 )-sol Lie ideal ve alt halka olgundan, Lemma 4.54 den,
U, [R, M]s,: O [R, U]y - O U olacak bicimde sifirdan farkli bir M gadealini kapsar veya
OuOU igin o(u) +t(u) O Z dir. U sifirdan farkh bir M sg idealini kapsiyorsa, bu taktirde
herhangi MM ve rOR icin, hipotezimden afr, m™(b)]s, b=0 olur. Bu ifade agilir ve
duzenlenirise, herlt R, hert;m  Migin,
O=a[r, ai'(b)]s, b
=gm)[r, o ()]s, b+alr, m}; bb
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=gm)[r, 6 (b)]o,« b

olur. Yani,
at(m)[r, o (b)]s, :b=0, Or0OR , OMOM (4. 30)
elde edilir. Bu gtsizlikte m yerine, §1 R icin ms alinirise ,
aM)R[R, 0 *(b)]s,x b = (0)
bulunur. Burada ise R asal hakagidodan,
a (m)=0 veya [R, ()]s« b = (0)

olur. Eger, [Ro (b)]s: b = (0) ise;Lemma 4.49 (ii) den, b=0 veya™ (b)J Z olur. Yani,

b=0veyah Z
elde edilir. b Z olsun. Bu ise aUb=(0) offlundan, aURb=(0) yazilabilir.R asal halka
oldugundan,

au=(0) veya b=0
bulunur. aU=(0) ise Lemma 4.49 (iii) den,

a=Oveyall Z
bulunur. Hipotezden Ul  Z ol@undan, a=0 bulunur. Yani, sonug olarak

a=0 veya b=0
elde edilir.at(M) = (0) ise; her i M icin @ (m)=0 isg 7((a)m)=0 olur ver 1-1
olduzgundan 7 (a)m=0 bulunur. Yanir *(@)M=(0) dir. Buna gérep # K={r OR| rM=(0)}
kiimesi sol idealdir.

K# (Oplsun. M sg ideal oldgundan, MKLJ M ve K sol ideal oldiundan, MKLI K

olur. Yani MK MnK dir. MnK = (0) ise; MK = (0) olur. Buradan K = (0) dir. Bur
celiskidir. MnK # (0) ise; bir G mOMnK elemani vardir. Bu ise,®#m'[dlM ve mM =
(0) demektir.

Simdi, L={m'OM | m'M = (0) } kimesini tanimlayalim. Buna gore A(0) bir sol
ideali oldigunu gosterelim.l R,y Lise herm M icin rym=0 ofgendan, ry] L olur.
Yani, L sol idealdir. L= M ise, K= (0), buradan da M = (0) olur. Bir cgki elde edilir.
Buradan, L0 M olmalidir. Oyleyse, L = In M dir. Diger yandan, (ILn M)(L n M) O
LM = (0), buradan ise, 1= (0) dir. R asal halka olgundan, L = (0) bulunur. Bu ise bir

celiskidir. Oyleyse, K = (0) olmalidir. Yant, *(a) = 0, ve bdylece a =0 olur.
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Teorem 4.56U 0 Z, (o,7)-sol Lie ideal ve alt halka ise U, R halkasi sifirdan

farkli idealini kapsar veya hertt U icm  (uf+ (U) Ziol
Ispat: U0 Z ve U, (g,7 )-sol Lie ideal ve alt halka olglundan, Lemma 4.54 den, [U,
T(UJROUveyaherw Uicino (u)¥ (U Zolur. [U; (U)R UesU, (o,r )-sol Lie
ideal old@gundan, her u,M Uvely Ricin, [[yv, &) O U icin, [yv, uk, « = y[v, o(u)]+ [y,
u]s, <v yazilabilir.Burada U bir alt halka oldiundan, itli gin sg tarafindaki ikinci terim
U nun bir elemanidir. Dolayisiyla, y[g(u)] O U olmalidit Yani,
R[U,o (U)] OU

bulunur. Yine, [U,r (U)]JRO U ve U alt halka olgundan, M=R[Ug (U)][U,r (U)JRU U
bulunur.

M # (0) ise U, R nin sifirdan farkl idealini ksgo.

M=(0) ise, R asal olgundan, [Ua(U)][U,t(U)] = (O) olur. Boylece, herhangi'yw, v,

w, tOU icin,
0 = [ug(W)lIww’, T(®)]=[u, a(v)Iw[w’, T())][u, a(V)Iw, T’
= [ug(V)]w[w’, 1(1)], yani, [U,a(U)]JU[U, t(U)] = (0) bulunur. Lemma 4.55
den, [U,o(U)] = (0) veya [U,1(U)] = (0) veyaco(u)+t(u) O Z , DudJU dur. Lemma 4.52
den,o(u) +1(u) O Z , OullU elde edilir.
Teorem 4.57: U Z bir (0,1)-sol Lie ideal olsun. Bu taktirde, [R,M] U ve
[R,M]s: O Cy; 0lacak bicimde R halkasinin sifirdan farkli biridéali vardir veyaluJU
icin, o(u) +t(u) O Z dir.

Ispat: K={x UR| [R, X]o, : JU} kilmesini tanimlayalim. U, ¢,7 )-sol Lie ideal

oldugundan, [R, U}  OU olur. K nin tanimindan Ul K olur. Yani, K@ dir. Diger yandan
[R,K]s : O UOK ve bdylece U1 Z oldugundan K[ Z dir ve K bir ©,1)-sol Lie idealdir.

U UK ve U0 Z old@gundan, KO Z olur. [R, K]JU olduzgundan her x, ¥} Kveld R igin,
[r, Xylo. « = [ra(X), Ylo.t + [T1(Y)r, X]o,: O U, yaniOx, yOK, OrOR igin [r, Xyle: O U olur.

Bu yiizden K bir alt halkadir K&, 7 )-sol Lie ideat halka ve KU Z oldgundan, Teorem
4.56 dan, K, R halkasinin sifirdan farkli ideakapsar veya her K Kiciw (K)# (k) Z
dir. Her kU K icin o (k)+7 (k)1 Z ve Ul K oldgundan, her wl U icinc (U (W Z

yazilabilir.
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K nin sifirdan farkh bir M idealini kapsagini disiinelim. Yani [R, M}, ; O U
olsun. Buna gore, [R, M]:Cg, { olur. Aksi taktirde, herhangi a[ M ve 1R igin
ise,

O = [[r! a]j,Tl b]O', T= [[r! b]O',Tl aL,T + [r) [a1 b]}I,T = [r) [a1 b]}I,T
olur. Yanila, 0IM ve OrR igin, [r, [a, b]L,« = 0 olur.

Simdi, R Uzerinde @x)=[r, x]o, « Ve d(x)=[a, x] dongumlerini dizinelim. Buna
gore, d bir (o,1)-i¢ tirevi, d ise bir i¢ tirevdir. Ustelik, [dy(M) = (0) ve ¢(M) O M dir.
Teorem 4.22 den;& 0 veya d= 0 olur. Yani MO Z veya RO C; . dir.

Csrise; herx, s, Rigin,
0 =1[rs, Xk
=1[SI()]+Ir, X] o, 8=1[S,0(X)]
olur. Yani, R[R, R]=(0) dir. Oyleyse, R komitatifwalidir. Bu durumda, I Z hipotezi
ile celigir. Bu yuzden, [R,M}; 0 Cs; olmalidir.
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