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calismaya 0zgii olmayan tiim sonu¢ ve bilgileri tezde kaynak gostererek belirttigimi

beyan ederim.
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her zaman  yardimlarmi  yanimda  hissettigim  Arasgtrma  Gorevlisi ~ Ahmet

MOLLAOGULLARI na tesekkiirlerimi sunarim.
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KISALTMALAR VE SIMGELER LIiSTESI

Y

(Y)

: 1. gruptaki j. gézlem degeri

: Genel popiilasyon ortalamasi

: 1. grubun etkisi

: Rastgele hata terimi

: i.grubun ortalamasi

: Genel ortalama

: i.gruptaki gdzlemlerin toplami
: Genel toplam

: i.gruptaki gbzlem sayis1

: Toplam gozlem sayis1
: Grup sayis1 (Faktor Seviye Sayisi)

: SSA’nin Karesel Formu

: SSE’nin Karesel Formu
: Hata Varyansi

: Gruplar Aras1 Varyans
: cé ‘nin tahmin edicisi

: cg ‘nin tahmin edicisi

: Dizayn ya da Tasarim Matrisi

nxi : GOzlemler vektorii



(X) pxp * B vektori i¢in dizayn ya da tasarim matrisi
(B) x4 * Sabit etkiler vektorii

(U,) nxe  4: vektorleri i¢in tasarim matrisi

(&;) ¢, x1 * Rastgele etkiler vektorii

ANOVA : Varyans Analizi
ML : En biiyiik Olabilirlik
REML : Kusitlandirilmis En Biiytik Olabilirlik

MINQUE : En Kii¢iik Norm Karesel Yansiz Tahmin

TSS : Genel Kareler Toplam1

SSA : Gruplar Arasi Kareler Toplam1

SSE : Gruplar i¢i Kareler Toplami (Hata Kareler Toplami)
MSA : Gruplara Aras1 Kareler Ortalamasi

MSE : Gruplar I¢i Kareler Ortalamas1 (Hata Kareler Ortalamasi)

Var (Y) : Y’nin varyansi
E (MSE) : Hata Kareler Ortalamasinin Beklenen Degeri

E (MSA) : Gruplar Aras1 Kareler Ortalamasinin Beklenen Degeri
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OZET

VARYANS BILESENLERINiI KESTIRIM METODLARININ KARSILASTIRILMASI
Emel MENDES
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Yiiksek Lisans Tezi
Danigman: Prof. Dr. Bilgehan GUVEN

30/06/2010, 26

Bu tez ¢aligmasinda ANOVA, Henderson-I, Henderson-11, Henderson-I1I ve MINQUE
gibi farkli tahmin yOntemlerden yararlanilarak varyans bilesenlerinin nasil tahmin
edilebilecegi iizerinde durulmustur. Bu amagla Oncelikle s6z konusu yOntemlerin teorik
temelleri hakkinda bilgiler verilmistir. Daha sonra bu yontemlerin tek yonlii rastgele etkili
modellerde varyans bilesenlerinin tahminlerinin teorik olarak nasil elde edildikleri tizerinde
durulmustur. SO0z konusu tahmin yontemleri ayn1 zamanda gercek bir veri seti iizerinde

uygulanmis ve her bir yontem ile tahmin edilen varyans bilesenleri birbirleri ile
karsilagtirilmistir.  Yapilan tahminler sonucunda biitiin yontemlerde 65 tahminlerinin
birbirine olduk¢a yakin oldugu goriilmiistiir. Diger yandan ANOVA ve Henderson-I
yontemleri ile tahmin edilen 6§ degerlerinin benzer oldugu, buna karsin, diger yontemlerin

farkli tahminler verdikleri goriilmistiir. Her bir varyasyon kaynaginin ya da bilesenin toplam
varyasyondaki paylar1 incelendiginde, farkli yontemlerle yapilan tahminlerin genel olarak

farklilik gosterdigi belirlenmistir.

Anahtar sozciikler: Varyans Bilesenleri, ANOVA, Rastgele Etkili Model, Henderson
Metodlar1
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ABSTRACT
VARIANCE COMPONENT ESTIMATION METHODS

Emel MENDES
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Mathematics Thesis of Master of Science
Advisor: Prof. Dr. Bilgehan GUVEN

30/06/2010, 26

This thesis has focused on how to estimate the variance components by the aim of the
estimation methods such as ANOVA, Henderson-I, Henderson-II, Henderson-III and
MINQUE. For his purpose, initially, detailed information about the theoretical basis of the
methods was provided. Afterwards, by using these methods, obtaining the components of the
variances theoretically in one-way random-effect models were emphasized. These prediction
methods in question were implemented on real data set as well and, by each method, the

estimated variance components were compared to each other. As a result of the estimations,

the estimations of 65 s were observed to be quite close to each other in all methods. On the

other hand, similarity of the values of 63 s estimated by ANOVA and Henderson-I methods

has been displayed whereas the other methods has given different estimated results. When the
each variation source or the share of total variation of the component is examined, it has been

concluded that different estimation methods generally displayed different results.

Keywords: Variance components, ANOVA, random effect model, Henderson” metods
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BOLUM 1- GIRIS Emel MENDES

BOLUM 1
GIRIS

Istatistikte etkisi arastirilan faktdrlerin seviyelerinin segimine bagl olarak; sabit etkili,
rastgele etkili ve karigik etkili olmak iizere {ic model s6z konusudur. Sabit etkili modellerde
muamele etkilerinin karsilastirilmast s6z konusudur. Rastgele ve karisik modellerde ise esas
olarak varyans bilesenlerinin tahmin edilmesi ile ilgilenilir (Mondal 2000; Sahai ve Ojeda,
2005; Searle ve ark., 2006; Rash and Masata, 2006). Varyans bilesenlerinin tahmin edilmesi,
toplam varyasyon icerisinde her bir varyasyon kaynaginm payinin belirlenmesi bakimimdan
oldukca onemlidir (Falconer, 1989). Bu amacla En Kii¢lik Kareler (ANOVA), En Yiiksek
Olabilirlik (ML), Kisitlanmig En Yiiksek Olabilirlik (REML), HENDERSON I, II, III
metotlari, Bayesian metodu ve En Kii¢lik Norm Karesel Yansiz Tahmin (MINQUE) vb gibi
pek cok metot gelistirilmistir (Eisenhart, 1947; Crump, 1951; Henderson, 1983; Hartley ve
Rao, 1967; Rao, 1970; Harville, 1977; Searle ve ark., 1992; Kelly ve Mathew, 1993; Shai ve
Ojeda, 2004 ve 2005). Ancak s6z konusu metotlar, her deneme kosulunda varyans
bilesenlerinin tahmin edilmesinde giivenilir sonuglar verememektedirler. Mesela ANOVA
yontemi her ne kadar varyans bilesenlerinin tahmin edilmesi amaciyla ilk kullanilan yontem
olsa da, bu yontem bircok durumda varyans bilesenlerini negatif olarak tahmin etmektedir
(Thompson, 1962; Searle, 1971). Halbuki varyans, tanim1 geregince negatif olamaz. Bundan
dolay1 varyans bilesenlerinin tahmin edilmesinde ANOV A yonteminin kullanilmasi pek tercih
edilmemektedir. Bu tez calismasinda ANOVA yontemi ile birlikte, varyans unsurlarmin
negatif tahminlerinden kurtulmak amaciyla ANOVA ydntemine alternatif olarak gelistirilen
Henderson I, II, III metotlar1 (Henderson, 1953) ve MINQUE (Rao, 1970) yonteminin teorik

temelleri lizerinde durulacak ve bunlara iligkin bazi uygulamalar yapilacaktir.
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BOLUM 2
ONCEKI CALISMALAR

Varyans bilesenlerinin tahmin edilmesi amaciyla gelistirilmis degisik metotlar
mevcuttur. Gerek gergek veri setleri lizerinden gerekse de simiilasyon ¢alismalari {izerinden
s06z konusu metotlardan elde edilen tahminlerin birbirleriyle karsilastirildigi pek cok calisma
mevcuttur. Bu ¢aligmalar ve elde edilen sonuglardan bir kismi1 asagida 6zetlenmistir.

IIk olarak Fisher 1918’de varyansm tanimini yapmuis ve varyans analizi yontemini
gelistirmistir. Varyans analizi yontemini kullanarak varyans unsurlarmin tahmini ilk olarak

Crump (1946 ve 1951) ve Eisenhart (1947) tarafindan yapilmistir (Searle ve ark., 1992).

Sabit modelde etki, rastgele ve karisik modeller de ise varyans unsurlari tahmin
edilebilmektedir. Varyans unsurlarinin tahminleri model ve deneme diizenine bagl olarak
cesitli yontemlerle yapilabilmektedir. Bunlardan ilki ve en temel olani1 varyans analizi
teknigidir (Analysis of variance; ANOVA). Bu teknikten sonra Henderson I, II, III, en iyi
olabilirlik (Maximum Likelihood; ML) ve kisitlanmis en iyi olabilirlik (Restricted Maximum
Likelihood; REML) metotlar1 gelistirilmistir. Bu sayede en uygun modelle ve yontemle
gercege en yakin tahminler yapilmaya ¢aligilmaktadir (Searle ve ark., 1992).

Varyans bilesenlerini ilk kullanan arastiricilar s6z konusu tahminlerin yapilmasinda
ANOVA yonteminden yararlanmiglardir. Daha sonra 1953°te Henderson tarafindan alt grup
sayilar1 farkli olan deneme diizenleri i¢in de uygun olan yontemler (I, II ve III) gelistirilmistir.
Ancak bu yontemlerden sonra gelistirilen ML yonteminin, Henderson tarafindan gelistirilen

yontemlere gore daha iyi 6zelliklere sahip oldugu bildirilmistir (Harville, 1977).

Varyans bilesenlerinin tahmin edilmesinde ANOVA yonteminden uzun yillar
yararlanilmigtir. Ancak, bu yontem icin gerekli olan varsayimlar (normallik ve Varyanslarm
Homojenligi) yerine gelse bile negatif varyans bileseni tahmini verme olasilig1 vardir (Searle,
1971; Verdooren, 1982; Swallow ve Monaham, 1984; Smith ve Sawage,1992; Searle ve ark.,
1992; Rao, 2001).

Henderson (1953), dengesiz denemelerde varyans bilesenlerini tahmin etmek amaciyla
kendi ismiyle anilan Henderson I, II, III yontemlerini gelistirmistir. Her iic yonteminde temel
prensibi dengeli denemelerde uygulanan varyans analizi sonucunda elde edilen kareler

toplamlarmin, beklenen degerlerine esitlenerek elde edilen esitliklerin ¢6ziilmesidir. Bu
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yontemlerin en iyi 6zelligi sapmasiz tahmin vermeleridir. Henderson I, modelde u digindaki

biitiin etkilerin sansa bagli (rastgele, random) oldugu verilerde kullanilir. Henderson II ve III
ise karigik (mixed) modellerde kullanilir. Henderson II, modeldeki sabit (fixed) etkilerin sansa
bagli (rastgele, random) farz edilmesinden kaynaklanan varyans unsurlarindaki sapmayi
elemine eder. Bunun i¢in sabit etkiler bu tahminlere gore diizeltilir ve Henderson I uygulanir.
Yani Henderson II sabit etkiler {izerinde diizeltme yaptiktan sonra Henderson I ‘in
uygulanmasi yontemidir. Henderson III yontemi varyans unsurlari tahmininde oldukea etkili

bir yontemdir. Bu yontem sabit ve sansa bagl etkiler arasinda interaksiyonun bulunmasi

durumunda dahi kullanilabilmektedir (Sahai ve Ojeda, 2005; Searle ve ark., 2006).

1953 yilma kadar ancak alt grup sayilar1 esit olan deneme diizenlerinde yapilan
varyans unsurlar1 tahmini Henderson tarafindan gelistirilen ve kendi adiyla anilan metotlarla
yapilabilir hale gelmistir. Henderson I yalnizca rastgele modellerde kullanilabilirken,

Henderson II ve III metotlar1 karisik modellerde uygulanabilmektedir (Searle ve ark., 1992).

Hartley ve Rao (1967), en iyi olabilirlik (Maximum Likelihood; ML) yontemini
gelistirmistir. Daha sonra gelistirilen kisitlanmis en iyi olabilirlik (Restricted Maximum
Likelihood: REML) yontemiyle, ML’nin negatif tahminler yapma sorununu ortadan
kaldirilmaya ¢alisilmistir. Boylece parametre tahminlerinin daha giivenilir olmas1 saglanmaya

calisilmistir.

Harvey (1970), iki ve ¢ faktorlii karistk modellerde interaksiyonun olmadigi

durumlarda varyans bilesenleri tahmininde Henderson III yontemini kullanmistir.

Rao (1970), karistk modellerde varyans bilesenlerinin tahmin edilmesi amaciyla

MINQUE yontemini gelistirmistir (Rao, 2001).

MINQUE yontemi, rastgele etkilerin ya da hatalarin dagilimlarin hakkinda herhangi
bir varsayim gerektirmez. Bu yOntem sadece dogrusal esitliklerin ¢ozlimiinden ibarettir.
Ancak, MINQUE yontemi ile elde edilen tahminler, tahminleme isleminde varyans bilesenleri
yerine kullanilan ilk degerlerinin (priori) fonksiyonudurlar. Diger taraftan, ilk degerler ne

olursa olsun MINQUE tahmin edicileri yansizdir (Searle ve ark., 1992).

Corbeil ve Searle (1976), yaptiklar1 ¢alismada, karigik (mixed) modellerde genel olarak
ANOVA ve REML tahminlerinin benzerlik gosterdikleri, buna karsin ML tahminlerinin bu
iki yontemden farklilik gdsterdigini bildirmistir.
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Swallow ve Monohan (1984), alt grup sayilar1 farkli olan tek yonli smiflandrma
modelinde simulasyon tekniginden yararlanilarak ANOVA, ML, REML ve MIVQUE gibi

dort farkli yontem ile yapilan tahminlerin karsilastirildigi ¢alisma bu alanda yapilan temel

calismalardan birisidir. Calisma sonucunda cé /05 < 0.5 oldugu durumlarda ML yonteminin,

Gé /o § > 0.05 oldugunda REML yOnteminin ve cé /cg >1 oldugunda ise varyans

bilesenlerinin tahmin edilmesinde MIVQUE yonteminden yararlanilmasinin uygun oldugu

bildirilmistir.

Orhan (1977), yaptig1 ¢alismada, Henderson I, Henderson II, Henderson III, ML,
MIVQUE, REML ve MINQUE gibi farkl: varyans bilesen tahmin yontemlerini hem dengeli
(alt gruplarda esit sayida gézlem bulunan) ve dengesiz (alt gruplarda farkli sayida gézlem
bulunan) denemelerde Monte Carlo Simiilasyon tekniginden yararlanilarak iiretilen veriler

iizerinden karsilagtirmali olarak incelemistir.

Searle (1971), yaptig1 calismada dengeli denemelerde ANOVA ve REML

yontemlerinin benzer sonuglar verdiklerini bildirmistir.

Istatistigin temel amaglardan birisi ¢alisilan veri setindeki toplam varyasyonu
unsurlarina gore ayirip analiz etmektir. Bu amagla en yaygin olarak kullanilan istatistik
teknigi varyans analizi teknigidir (ANOVA). Ancak varyans analizi tekniginden beklenilen
yararlarin saglanabilmesi i¢in ¢alisilan veri gruplarinda normallik ve varyanslarin homojenligi
on sartlarinin yerine getirilmesine baghdir (Winer ve ark., 1991; Searle ve ark., 1992; Zar,

1999).

Varyans analizi teknigi grup ortalamalarinin karsilagtirilmast imkanini verdigi gibi,
varyans unsurlarini tahmin etme olanag1 da saglamaktadir. Ancak bu teknigin
kullanilabilmesi i¢in bazi On sartlarin  (normal dagilim, homojenlik, bagimsizlik,
eklenebilirlik) yerine getirilmesi gerekir. Bu 0n sartlar yerine getirilmedigi halde verilere
varyans analizi teknigi uygulanarak yapilacak hipotez kontrollerinde kararlastirilan I. tip hata

olasilig1 degisir ve elde edilecek sonuglar giivenilir olmaz (Kaps ve Lamberson, 2004).

Young ve Su (2005), ANOVA, ML, REML ve MINQUE tahmin yontemlerini
karsilastirmak amaciyla yaptiklar1 ¢alisma sonucunda eger 6rnek genisligi yeterince biiyiikse
bu dort yonteminde benzer performans sergilediklerini, ancak dengesiz denemelerle
calisilmasi ve varyanslarm da homojen olmamasi durumunda biitiin  yontemlerin

performanslarinin oldukca diisiik seviyelere indigini bildirmislerdir.
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BOLUM 3

MATERYAL VE YONTEM
3.1. MATERYAL

Bu calismanm materyalini COMU Ziraat Fakiiltesi Zootekni Boliimiinde etlik pililer
iizerinden yiiriitiilen bir denemeden elde edilen veriler olusturmustur. Calismada 7 farkli
uygulama kosulunda yetistirilen etlik piliclerden rastgele secgilen iic uygulamaya (Grup 1,
Grup 2 ve Grup 3) iliskin 6.hafta canli agirliklar1 kullanilmistir (Cizelge 1). Varyans
bilesenlerinin tahmin edilmesine baglanmadan 6nce dikkate almman veri gruplarmda normallik
ve varyanslarin homojenligi 6n sartlarinin yerine gelip gelmedigi test edilmistir. Normallik
testinin yapilmasinda Anderson-Darling testinden, varyanslarin homojenlik testinin
yapilmasinda ise Levene testinden yararlanilmistir. Gerek normallik ve varyanslarin
homojenlik testlerinin yapilmasinda gerekse de varyans bilesenlerinin tahmin edilmesinde
MINITAB for Windows (ver.15,0) ve SPSS for Windows (ver 18,0) istatistik paket

programlarindan yararlanilmustir.

Cizelge 1. Ug farkli uygulama altinda yetistirilen etlik piliglerin 2. hafta canli agirliklar1

GRUP1 |GRUP2 |GRUP3
200 240 315
225 355 270
250 230 300
205 315 365
205 230 280
235 305 355
230 215 355
190 270 320
215 315 300
210 295 335
215 395

285 230

265 250

265 235

230 320

180 310

195 225

220 265

190

195

135

195
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3.2. TAHMIN YONTEMLERIi
3.2.1.ANOVA METODU

t tane muamele grubu ve her bir grupta esit sayida gozlemin bulundugunu varsayalim.
Bu durumda tek yonlii rastgele etkili model genel olarak asagidaki gibi yazilabilir:

Yij:“+ai+8 1=1,2,..,t ve j=12,.,n, [1]

ij >
Burada;

Yij : 1. gruptaki j. gozlem degerini

1 : Genel popiilasyon ortalamasini yani biitiin Yij ’lerin ortalamasini

a; : 1. grubun etkisini ve

e Rastgele hata terimini gostermektedir.

o Ve & birbirinden bagimsiz olup (Cov (o 5 )=0), o, ~ N (0, cg) ve g~ N (0, cg) dir.
(1) numaralt model matris formunda asagidaki sekilde yazilabilir.

Y=Xp+e [2]

Burada

Y=|:Y Y e Y :l
117 12 tnt

X=(1,X)

X" =diag (1, .1, sly )
1 2

t
o= [(xl,(xz,...,(xt] ve olmak tiizere
Y=lnu+Xz+8 olur [3]
Rastgele hata vektorii olan ¢, Y vektoriine benzer sekilde tanimlanir. o rastgele vektoriiniin

dagilimi o, ~N (ci I,) dir. Benzer sekilde hata vektorii olan e*nin dagilimi ise e~ N (cg I,)

dir.
t t %Y
_ ElYij L - i=j=1 9 T
Y. = =— igrubun ortalamasmi, Y =———=—= genel ortalamayr ve
L on. n. - tn N

t
N = >'n; de toplam gbzlem sayisini gostermek tzere;
1=l
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Genel Kareler Toplami1 (TSS):
TSS = ZlZ(Y -V )? Z(Y Y)+ZZ(Y Y) [4]
=1 j=1 i=1 j=I
seklinde tarif edilir (Winer ve ark., 1991).
(4) no’lu esitlikteki ilk terim gruplar arasi kareler toplami (SSA ') ve ikinci terim de
gruplar ici kareler toplami1 ya da hata kareler toplamidir (SSE)

Gruplar arasi kareler toplam1 olan SSA ;
LT T2 v 7 T2_v 2 v T .2
SSA=%(Y, -Y )" =Xn (Y, =Y )" =Yn. (Y -2Y,Y +Y7)
= i=1 : i=1 : :

[ t —— t —y
=>n.Y"-2>n.Y.Y +>n. Y [5]

i=1 1 1 i=1 1 1. - i=1 1 .
= 5 : i = . T
Y; ’nin yerine — ve Y_yerine de E yazilirsa

. n.

1
¢ T T2 .

SSA =Y (—)——="ye esit olur. [6]

Hata kareler toplami olan (SSE) ise:

B

1

SSE= ZZ(Y -Y,)? Et:

t —
i=1j=1 i=1 J ’

i=1 i=1 !

—

Y'Y -Y'diag (&—7 .17 .11 )Y seklinde yazlabilir. [7]
n1 o n2 n, n, t

Gozlemler vektorii olan Y’nin varyanst:

Var (Y) = Gé XX + Gg I,, seklindedir. Burada:
XX = diag (J Jo ondp ) ve J, olup, biitin elemanlar1 1 olan n; xn; boyutlu bir kare
2 B

matristir. Dolayisiyla bu durumda Y nin varyansi:

Var (Y) = 03 diag(Jnl,an,...,Jnt) +c§ I, olur.

ANOVA metodu kullanilarak varyans unsurlarmin tahmin edilmesindeki temel prensip,
kareler ortalamalarinin beklenen degerlerine esitlenmesi ve daha sonra elde edilen dogrusal
esitliklerin ¢oziilmesidir.

Gruplara arasi kareler ortalamasi (MS,), gruplar arasi kareler toplammin (SST),

gruplar arasi serbestlik derecesine boliinmesiyle elde edilir.

MsA = SST SST

t—1
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Hata kareler ortalamasi ise (MSE), hata kareler toplammin (SSE), hata serbestlik
derecesine boliinmesiyle elde edilir.

MSE = SSE

N-t

Gruplar arasi kareler toplaminin beklenen degeri E (MS):

E (MSA) = iE [él n, (Y, _?“)2}

1 1
=—Z K Zn (H"'a +e —u——anar——aner)z
t—1 |3l N r=1

t—1 |i=l r=1 r=1

2 2
1 |¢ 7 2 t l(t ) 5 2 1(t _j
=—I>n.Elo —o. X n.a.+—=| D.n.a + . nEe——e ne n,e

2 2 2
1| ¢ 2 2 52 1 2 2 O¢ 2“1% 1 20e
=——| XY n.|log—— +—5 2 0y oy [+ 0 —- n;
t—1 igl 1[ NI N2 Z e Z n; Nn, N2 Z n,

1 1 ¢ _ 1y _
=——=ZE Zn (a; —Nanar+ei'—E2nrer,)

o2 (S L) s2
+{i§1ni NEI 1+N2 (El 1)(&1 rj}?e]

=i{[ _EE n; jcﬁ +(a—1)0§}

E(MSA) = Gg +n cé olarak elde edilir. [8]
Dolayisiyla 63 _ (MSA ~MSE) olur. [9]
n

Hata kareler toplaminin beklenen degeri de E(MSE) benzer sekilde asagidaki sekilde
elde edilir.
1 o

o — t
& S8 _Yi.)z}: {Z 2 (hto+e;—p-o -5

1 t
E(MSE)=—E
MSE)=J {Z N e

1 t 0
—EELZlJZl(e -¢;) }olur. [10]

E{i (e~ )2} (n; —1) o3 dir.
ISR
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Bu degeri (9) numarali esitlikte yerine yazarsak hata kareler ortalamasimin beklenen

degerine ulagilir.

E(MSE):ﬁ [él (n, —1)02}05 [11]

3.2.2.HENDERSON METODLARI

Henderson (1953) tarafindan gelistirilen Henderson metotlarinin (I, II ve III) temel
prensibi dengeli denemelerde uygulanan varyans analizi sonucunda elde edilen kareler
toplamlarinin, beklenen degerlerine esitlenerek elde edilen esitliklerin ¢oziilmesidir.
Henderson I ve II metotlar1 tamamen rastgele modeller i¢in gelistirilmisken, Hendorson 111
metodu karistk modeller i¢in daha uygundur. Henderson I metodu, dengeli denemelere
uygulanan varyans analizinden elde edilen kareler toplamlarina karsilik gelen karesel formlar1
kullanir. Henderson II metodu, modelde sabit etkilerin bulunmasi durumunda Henderson I
metodundaki varyasyonda bir diizeltme yapar. Metod III ise farkli model ve alt modellerin
olusturulmasindan kaynaklanan kareler toplamalarindaki diisiisleri kullanir (Henderson, 1953;

Sahai ve Ojeda, 2005; Searle ve ark., 2006).

1. gruptaki j. gézlem degeri olan Yij icin tek yonlii rastgele etkili model asagidaki gibi

yazilabilir.

Y =nto ey i=L2,..t ve j=12..n, [12]

ij
Burada

1 : Genel populasyon ortalamasini yani biitiin Y.. lerin ortalamasini
1
a; : 1. grubun etkisini ve

e Rastgele hata terimini gostermektedir.

o Ve & birbirinden bagimsiz olup (Cov (o 5 )=0), o, ~ N (0, cg) ve g~ N (0, cg) dir.
[1] numarali model matris formunda ise;

Y =Xpu+Zo+e [13]
seklinde yazilabilir. Burada:

o = (0,0,,...,04)



BOLUM 3- MATERYAL VE YONTEM Emel MENDES

1
e =(el, ez,...,emt)
X = lN ve

Z, = {dlni }t | dir. {dAi };:l ifadesiise A, A,,..., A, matrisinin kdsegen blogunu gosterir.

i=
Y gozlem vektorii, ortalamasi lyp ve varyansi da V olan ¢ok degiskenli normal

dagilim gosterir. Yani Y~ (1p, V)'dir.

r+
A A,,...,A, matrisinin kdsegen blogu ayni zamanda Y A, seklinde de gosterilebilir.
i=1

Dolayisiyla kareler toplamlar1 ve modelin varyans matrisini belirlemek amaciyla matrislerin

diyagonal blogunu gdstermek i¢in iki notasyon kullanilir. Bu durumda V:
2 2 o 2 2
V=0, V,+0:V, =2 (o; Inl +0g Jnl) [14]
i=1

olarak yazilir.

3.2.2.1. HENDERSON I METODU

Bu yontem Henderson (1953), tarafindan gelistirilmis olan ve sirast ile arastiricinin
kendi ismi ile anmilan Henderson I, II ve III yontemlerinden ilkidir. U¢ metot arasinda
hesaplamasi en kolay olan ve bundan dolay1 da varyans bilesenlerinin tahmin edilmesinde en
sik kullanilan metottur. Bu metot varyans analizi metodu olarak ta bilinmektedir. Bu metotla
varyans bilesenleri tahmin edilirken 6nce hesaplanan kareler toplamlar1 beklenen degerlerine
esitlenir. Daha sonra s6z konusu esitlikler ¢oziilerek varyans bilesenleri tahmin edilir. Bu

yontem sadece sansa bagli modellerde kullanilmaktadir.
Yij =R+ ey modeli i¢in gruplar arasi ve gruplar i¢in ya da hata kareler toplamlar1

olan SSA ve SSE asagidaki gibi yazilir.

L o2 < 52 w2
SSA=3n. (Y, -Y ) =Yn Y -Y [15]
i=l : i=1 :

R S L T R B
SSE=Y 3 (V; -¥;)2 =% 3¥7 - 3n,Y; [16]

i=1 j=1 i=1j=1 Y =

Henderson I metodunda SSA ve SSE’nin beklenen degerleri, kendilerine esitlenerek

elde edilen esitliklerin ¢oziilmesiyle varyans bilesenleri tahmin edilir. SSA ve SSE’nin

10
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beklenen degerleri ise bunlara iligkin karesel formlarm (A;ve A, ) beklenen degerleri

kullanilarak bulunur. Dolayisiyla SSA ve SSE’nin karesel formlari ise:

SSA=Y'A,Y ve SSE=Y'A,Y seklindedir. Burada

- v < : 1 1 1 1
Ay :{dJni }i=1 -J =diag [n_lJnl’ anz’m’antJ_HJn ve [17]
Az:IN_{ jn~}~t =1y —diag iJn ,LJH ,---,LJH —lJn dir. [18]
470 iz n, 1 n, 2 'ng t) n

Bu karesel formlarin beklenen degerleri kullanilarak SSA ve SSE’nin beklenen

degerleri olan E(SSA) ve E(SSE) asagidaki gibi bulunur.

E(SSA)=E(Y A,Y) = tr(A,V)+ E(Y ) A,E(Y) [19]
t t
_ T T 2 2 ! T T
=t {dJn.} JN {dGaJn. +Ge In.j Ty {dJn. } JN N
1i=1 1 1 1Ji=1
2
2
1 D |5 2{-}_—]2tn_i_N_
G“{[r{dJn.Jn} tr[JN{dJn.H}LGe tr dJni trJy |+ 1 .Z - N
101 1 1i=1"4
t
Xn}
=o2 N—% +62 (t—1) olur. [20]

Hata Kareler Toplaminin beklenen degeri ise E(SSE):
E(SSE)=E(Y A,Y) =tr(A,,V)+E(Y A, E(Y)

= tr(A,V) iy g g, Jin

= l(IN - {djni })(dctzx Tn + oF Tn, )J* n?.0

2l vl e el |

cé [N—N]+cg [N—t]= (N—t)cg olarak bulunur. [21]

11
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SSA ve SSE’nin beklenen degerleri kendilerine esitlenip, elde edilen esitlikler

¢oziildiigiinde varyans bilesenleri olan Gé ve Gg ‘nin tahmin edicileri elde edilir.

t
Yn;
SSA =| N - 1:11\1 52 +(t-1)62 ve [22]
SSE =(N—1)&2 olur. [23]
Sonug olarak 03 ve cg ’nin tahmin edicileri olan 63 ve 65 asagidaki gibi elde edilir.
&2 = S5 sk [24]
e N-t
52 = (t—l)z (MSA — MSE) [25]
xn;
N _ 1
( N )

3.2.2.2. HENDERSON II METODU

Daha oncede belirtildigi tizere Henderson I metodu sadece rastgele etkili modellerde
varyans bilesenlerinin tahmin edilmesine imkan verir. Bu da Henderson I metodunun énemli
bir dezavantaj1 olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Halbuki uygulamada bir ¢cok durumda dikkate
alman model karisik etkili bir model olabilir. Bu durumda Henderson I metodundan
yararlanilarak varyans bilesenleri tahmin edilemez. Iste Henderson II metodu karisik
modellerde kullanilabilir. Bu metotta eger modelde sabit etkiler varsa Once verileri sabit

etkilere gore diizeltir daha sonra Henderson I metodunu uygular.

Bu metotla yapilan varyans bilesenleri tahminleri sapmasiz olup degismezlik 6zelligine
sahiptir. Ancak, Henderson II metodu sabit ve rastgele faktorler arasinda etkilesimin olmadig:
durumlarda varyans bilesenlerinin tahmin edilmesine imkan vermektedir. Bu da Henderson II

metodunun dnemli bir dezavantajidir (Henderson ve ark., 1974).
Henderson II metodu ile varyans bilesenlerinin tahminleri asagidaki gibi yapilir:

Yij =Hto; ey modeli ayn1 zamanda Y = W + e seklinde de yazilabilir.

Burada
B =[nal,

12
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W=(X Z)X=1 ve Zz{dlni}i‘zl dir.

W=X 2)=X, X, Z, Z,) scklindeki parcalamaya gbre p hari¢, modelde
herhangi bir sabit etkili bulunmadigindan X, mevcut degildir. Benzer sekilde hata terimi

olan e hari¢ modelde sadece t seviyeli bir tek rastgele etkili terim bulundugundan Z, matrisi

de mevcut degildir. Diger yandan r(ly)=1 ve r=\),1, (/=t’dir. Sonu¢ olarak W
N d'n;

matrisinin rank1 r (IN , i d 1Ili }): t *dir. [26]

Dizayn matrisi olan W’nin par¢alanmasi ancak X, =1y ve Z, = { d1ni }itzl alinmasiyla

yapilabilir. W W genellestirilmis tersi aslinda W matrisinden dogrudan elde edilebilir.
W' W ve bunun genellestirilmis tersi olan (W' W)~ ise agagidaki gibi gdsterilebilir:

n 1’11 1’12 . . . l'lt
n, n; 0
n, 0 n, 0 . .
Ww=[. . 0 .0 . . [27]
0 . 0
. 0 . 0
| 0y 0 0 0 n |
LI 0 0
n
o L 1 _1 _1
Ill n n n
o -1 1.1 _1
n Ilz n n
Ww)~=[. 1
n n
_1 _1
n . n
_1 _1
n . n
0 -1 111
| n n Ilt Il_

13
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B ’nin en kiigiik kareler tahmin edicileri [3 = (W’W)_ W'Y dir. [28]
Y1
Y1
Y =
_Yt ng ]
t
Wax(ts1) = [ln (PR }i:IJ ve
1
>3y
== N Ieg
n.
leYl' Yl.
' j:l ] Y
WY = =| 2 | oldugu i¢in
£ Y,
JélYtJ
AR
Y -Y.
. b _ Y, -Y
p=(W W) WY=Y =| =~ | olur [29]
_ N " i o
Yi—2 Y- 2 Yy mem 2 Y Y =Y

vep=[Y. Y, -Y. Y,-Y. . . .Y, -Y]
Buradan hata varyansinin yansiz tahmin edicisi 65 :

52 _(Y=Wp) (Y-Wp)
) N-r(W)

14
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_ m:Y'Y _(Y.’&’)(IN’{dlni };=le}

1 L 52
> ZY NY + NY n.Y.
N t { i=1j=1 ij 1§1 ‘

t %o, L
Y YYI-Yn Y,
A2 =l j=1 | !

6. = =MSE olur. 30
© N-t . [30]

Buradan da

SSE=(N-t) 62 oldugu gdriiliir. [31]

Henderson II metodunda da X, mevcut olmadig: i¢in varyans bilesenlerini tahmin

etmek i¢in olusturulacak tahmin esitlikleri i¢in gerekli olan kareler toplamlar1 Henderson I

metodundaki gibidir. Dolayisiyla SSA asagidaki gibi olacaktir.

t
>n?

SSA =| N-1=L 152 4 (t-1)62 [32]
N o e

Sonug olarak MSA’nin tahmin edicisi 63 :
2= MSAZMSE ok elde edilir. (33]

Z
N- —N (t—1)

15
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3.2.2.3. HENDERSON III METODU

Henderson III metodundan yararlanilarak 05 ve cg ‘nin tahmin edicilerini elde etmek

icin Oncelikle Yij =Hto; ey modeli i¢in gerekli olan tahmin esitliklerinin elde edilebilmesi

gerekir. Bunun i¢in ise E[R (a\p)] ve E [SSE] 'nin hesaplanmasi gerekir.

E[R (b,\b, )] 'nin genel hesaplanmasi:
E[R (b,\b,)]=tr [ WM, W, E (b,b,)]+03 [r (W, W,) —1(W,)] seklindedir. [34]

Dolayisiyla modelimiz igin W, =1, W, = { lnl }t

1
e M=1,, —— J,alinarak
o1 NoNTN

E[R (b,\b, )] 'nin bekleneni bulunabilir.

Y=1l,u+Wa+e W:{I }t
1 1 1 t J— J—
R@/p=Y MWW MW)" W MY =¥ n (Y, -Y)?
=1 :

R (a/p)=(Wy+e) MW(W MW)~ W M(W, +&)

—a WMW(WMW) ™ W MW, +2 MW(W MW)"W MW,

+& MW(W MW)"W Me

= W MW, +2& MW (W MW)~ W MW, +& MW (W MW)~ W Me [35]
E(R(a/w)=tr (WMWE(aa))+tr (MW(W MW)" WM

E((x(x’) = 03 Iy ve E(e 8’)2 Gez Iy oldugundan

R (o/p)=tt (WMW)o’+tr (MW(W MW))” WM)o’

16
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= tr[{dlni }it:l(IN —%JN){dlni }} 03 + (r(lN,{dlni })—r(lN)) cg

t
>n;
R(o/p)= N-% 52 +(t—1)62 olur.

E(SSE) =02 tr {1 —[1N {dlni };J[IN {dlni }i‘le J
|

SSE =02 (N—1) olarak elde edilir.

2 2,

[36]

[37]

[38]

Gy Ve G 'nin tahmin edicileri olan 63 ve 65 Henderson I ve II metotlarindaki gibi elde

edilir.

3.2.3.MINQUE METODU

Daha 6ncede belirtildigi izere genel dogrusal model matris seklinde asagidaki gibi

yazilabilir.

Y=XB+¢

Bu model ayn1 zamanda
Y=XB+U§ +U,&, +..+U, &

seklinde de yazilabilir. Burada

(Y) nx4 @ GoOzlemler vektoriinii

(X) pxp © B vektorii igin dizayn ya da tasarim matrisini
(B) px1 * Sabit etkiler vektoriinii

(Us) nxe, & vektorleri igin tasarim matrisini

(£:) ., » 1 : Rastgele etkiler vektoriinii gostermektedir,

[39]

[40]

17
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U=(U, : U, i1 U)
&
)

2;:
Sx

olarak tanimlanirsa; genel dogrusal model denklemi

Y = XB+ Ug seklinde olur. [41]

Bu model, rastgele etkili bir model oldugu i¢in

B~(p.0)

E~(0, 020, ) i=123, .k ve Cov(¥,% )=0 V i#jyazlabilir.

Dolayisiyla Y’nin beklenen degeri:
E(Y)=EXB+Ug)=Xp olur. [42]
Y nin varyansi ise;
Var (Y)=Var(XB+U§)=Var(XB+U,§, +U, &, +...+U, &)
=X Var(B) X +U,Var(§,) U, +U,Var(&,) U, +...+ U Var(§,) U,

=U,06;1U,+U,0;1U,+..+U, 6. IU,=U,6;U,+U,06; U, +..+U, o, U_ [43]

olarak elde edilir. Buradaki U, U, yerine V, yazilirsa, Y nin varyansi olan Var (Y):
Var(Y)=0; V, +0, V, +...+0; V, olarak elde edilir. [44]
Buradaki o ’ler varyans bilesenleridir.

Rao (1971a) , varyans bilesenlerinin

k
PO+ D03 +.+p, 0 =Y p.o} [45]
i=1

18
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seklindeki, dogrusal fonksiyonunun tahminini simetrik bir A matrisi i¢in degismezlik,
yansizlik ve minimum norm kriterleri altinda Y rastgele degiskeninin ¥'AY gibi bir karesel

fonksiyonu ile hesaplanabilecegini gostermistir.

Rao (1972)’deki teoreminde ise; A matrisi simetrik bir matris, V matrisi de simetrik ve
tersinir bir matris olmak iizere tr(AVAV) ifadesinin AX = 0 ve tr[AV.] = p, sartlar1 altinda

minumum degeri olarak
k

A=Y 2,RV.R [46]
j=1

Elde edilecegini gostermistir. Burada

R=V"1g,=9,v1

[47]

Q,=I-F,

[48]

P = X(XV'X) XV dir. [49]

[46] numarali esitlikteki 4, ’lerin ¢arpanlarina ise SA = p ve p =(p, p,»..., p,) birlikte

¢cOziimiiyle bulasilir. Burada

S=tr(RVRV,) ij=12, ..k

Dolayisiyla X, », 5,>nin MINQUE tahmin edicisini agagidaki sekilde elde edebiliriz.
P=(pis Py )

Burada p, =1 ve p, =0almdiginda &’ =3, elde edilir. Diger taraftan p, =0 ve p, =1

alinirsa bu durumda ise 6} = &; elde edilir.

s

8

-
o

yea by )

(]

6% = (&

B kg

[

— !
u= [ul,uz,... ,uk]
u,=e'Vipy?

e =QL,Y

19
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seklindeki gdsterimler yardimiyla;
k_,—'o:—._
Y nor=pat=yay
=1
k
= ZAEY‘RVER’P
=1
k
= Zﬂ'f y'Q,vtvviQ,y
i=1
k
= ZAEE'V_lTJiL’_le
£=1
k
= Z.liui
i=1
=Au
=p'su
olarak elde ederiz. Bu denklem diizenlenerek;
52 =51y [50]

esitligi elde edilir.

20
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BOLUM 4
BULGULAR ve TARTISMA

Calisilan veri gruplarinda normallik ve varyanslarin homojenligi 6n sartlarinm yerine
gelip gelmedigini test etmek amaciyla yapilan Anderson-Darling ve Levene testleri
sonucunda normallik 6n sartinin yerine gelmedigi (Grafik 1, 2 ve 3) buna karsin varyanslarin
homojenligi 6n sartinin (Grafik 4) yerine geldigi goriilmiistiir. Yapilan normallik testi
sonucunda Grup 1 (P=0.234) ve Grup 3 (P=0.705) teki verilerin normal dagilim gosterdikleri,
ancak Grup 2’deki verilerin normal dagilim gostermedigi goriilmistiir (P=0.042). Dolayisiyla
calisilan gruplarin alinmig olduklar1 populasyonlarda normallik 6n sart1 yerine gelmemistir.

Ancak varyanslarin homojenligi 6n sartinin yerine geldigi belirlenmistir (P=0.153).

T T T T T T T
150 175 200 225 250 275 300
GRUP1

Sekil 1. Grup 1 igin Normal Olasilik Grafigi.
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99

150 200 250 300 350 400
GRUP2

Sekil 2. Grup 2 i¢in Normal olasilik Grafigi.

99

50

250 275 300 325 350 375 400
GRUP3

Sekil 3. Grup 3 i¢in Normal Olasilik Grafigi.
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Test for Equal Variances for CA2

Bartlett's Test
Test Statistic 4.23
11 I ® I P-Value 0.121
Levene's Test
Test Statistic 1.94
P-Value 0.153
o
g 2 I ° I
34 I °® I
T T T T T T T
20 30 40 50 60 70 80

959%0 Bonferroni Confidence Intervals for StDevs

Sekil 4. Varyanslarin Homojenlik Testi Sonuglari.

Dikkate alinan yontemlerle tahmin edilen varyans bilesenlerine iligkin degerler Cizelge

2’de verilmigtir. Cizelge 2 incelendiginde biitiin yontemlerde 6% tahminlerinin birbirine

oldukca yakin oldugu goriiliir. 63 tahminleri incelendiginde ANOVA ve Henderson-I

yontemleri benzer tahminler verirken, diger yontemlerin farkli tahminler verdikleri goriiliir.

Her bir varyasyon kaynagmin veya bilesenin toplam varyasyondaki paylari
incelendiginde, farkli yontemlerle yapilan tahminlerin genel olarak farklilik gosterdigi
goriiliir. Varyans bilesenlerinin  ANOVA, Henderson-I ve MINQUE yontemlerinden
yararlanilarak tahmin edilmesi, gruplar aras1 varyasyonun toplam varyasyondaki paymin daha
yiikksek ¢ikmasmi saglamistir. Dolayisiyla bu {i¢ yontemden yararlanilarak yapilacak
tahminler sonucunda toplam varyasyonun biiylik bir kismmin gruplar arasindaki farklilikla
izah edilebildigi dikkati ¢ekmektedir. Dikkat edilecegi iizere toplam varyasyonun yaklagik
% 61°lik bir kismmin gruplar aras1 farkliliktan, yaklasik % 39’luk bir kismimin ise hata
varyansindan kaynaklanmistir. Diger taraftan varyans bilesenlerinin Henderson-II ve
Henderson-III yontemlerinden yararlanilarak tahmin edilmesi durumunda ise toplam
varyasyonun biiyiik bir kisminin agiklanamadigi géze ¢arpmaktadir. Dikkat edilecegi lizere bu
durumda varyasyonun sirasiyla toplam % 28.34 ve % 33.74’lik bir kisminin gruplar

arasindaki farkliliktan kaynaklandigi, geriye kalan kismimin da agiklanamadigi dikkati

23



BOLUM 4- BULGULAR VE TARTISMA

Emel MENDES

cekmektedir. S6z konusu yontemlerle farkli tahminlere ulagilmasi beklenen bir durumdur.

Ciinkii her yontemin uygulanma kosullar1 (mesela normallik 6n sart1 yerine gelmemistir,

deneme dengesizdir vb.), gerektirdigi varsayimlar ve varyans bilesenlerinin tahmin

edilmesinde izlenen islem adimlar1 farklidir.

Cizelge 2. Bes farkli yontemle tahmin edilen varyans bilesenleri

~2

~2

Yontemler Gy Toplamdaki Pay1 (%) O Toplamdaki Pay1 (%)
ANOVA 2570.450 61.26 1625.691 38.74
HENDERSONT | 2570.445 61.26 1625.617 38.74
HENDERSON II 642.613 28.34 1624.808 71.66
HENDERSON III | 827,705 33.74 1625.492 66.26
MINQUE 2635.999 61.85 1625.879 38.15
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