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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

FRENET DIFERANSIYEL DENKLEMLERI SISTEMI ICiIN TERS
PROBLEMLER

Tugba MERT
Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Rauf AMIROV

Bu tez dort boéliimden olugsmaktadir.

Birinci boéliimde, Diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sikga
kullanilan 6nemli kavramlar ve teoremler verilmistir.

ikinci boliimde, Yurko ve Freiling tarafindan verilen singiilaritelere
ve doniim noktalarina sahip diferansiyel denklemlerin belirlenmesi prob-
lemine yer verilmistir. Istenilen mertebeden sonlu sayida singiilarit-
eye ve doniim noktasma sahip diferansiyel sistemlerin sentez parame-
trelerinin ters problemi galigilmistir. Spektral karakteristiklerin 6zellik-
leri tanitilmig, teklik teoremi ve ters problemin ¢éziimiiniin yapilabilmesi
icin bir y6ntem verilmistir.

Uciincii béliimde, Cevirme operatorii ve dzellikleri incelenmistir. Ali-
nan integral denklemlerin ¢6ziimiiniin varlig: ve tekligi gosterilmis ayrica
ardisik yaklagimlar ydntemi ile gevirme operatoriiniin sagladig: 6zellikler
incelenmistir.

Son béliimde ise Ozdeger ve normallestirici sayilarin davramslar: in-

celenmistir.
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SUMMARY

MSc Thesis

INVERSE PROBLEMS FOR FRENET DIFFERENTIAL
EQUATIONS SYSTEM

Tugba MERT
Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Advisor: Proff. Dr. Rauf AMIROV

This thesis consists of four chapters.

In the first chapter, important concepts and theorems, which are
used frequently in the spectral theory of differential operators, have been
given.

In the second chapter, we have given place to problem of determining
differential equations which have singularities and points of inflection,
introduced by Yurko and Freiling. Inverse problem of synthesis parame-
ters of arbitrary ordered differential systems, which have finite number
of singularity and point of inflection, have been studied. Properties of
spectral characteristics have been introduced. Uniqueness theorem and a
method for the solution of inverse problem have been given.

In the third chapter, transformation operator and its properties have
been examined. Existence and uniqueness of solution of the integral
equation have been showed. Also, using the method of successive ap-
proximations properties of transformation operator have been observed.

In the last chapter, behaviors of eigenvalues and normalizer numbers

have been examined.
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GIRIS

Spektral analizin bir dali olan inverse (ters) problemler yani, spektral karak-
teristiklere gore operatorlerin kurulmasi problemi, fizigin bir ¢ok alaninda
kullanilmaktadir. Ornegin mekanikte, verilen dalga boylarina goére homojen
olmayan yayda yogunluk dagiliminin 6grenilmesinde, Kuantum mekaniginde,
verilen enerji seviyelerine veya sagilma verilerine gore pargaciklar arasinda etk-
ilegmenin 6grenilmesinde, jeofizikte yer alti madenlerinin aranmasinda kargimiza
gikmaktadir.

Bu yiizden verilen sistemin enerji seviyelerinin ve dalga fonksiyonlarinin
bulunmasi en 6nemli problemlerden birisidir. S6z konusu problemler verilen
sistemin yerlestigi potansiyel alana baglhdir. Bu tip problemlerin ¢oziimii, farkl
potansiyelli Schrodinger denklemi igin siir-deger problemlerinin 6zdeger, 6z-
fonksiyon ve normallestirici sayilarin bulunmasina indirgenmektedir.

Ayrica, Kuantum teorisinin énemli problemlerinden biriside sistemin enerji
seviyeleri belli iken sistemin bulundugu potansiyel alani bulmaktir. Bu tip
problemler, singiilariteye sahip Sturm-Liouville operatoérler igin inverse(ters)
problemler yardimiyla coziilmektedir. Bu yiizden de, s6z konusu operatorlerin
spektral karakteristiklerine gore belirlenmesi probleminin ¢oziilmesi i¢in 6nem
tagimaktadir.

Tanim : Tanim bolgesi sonlu ve katsayilar: toplanabilir fonksiyonlar olan
diferansiyel operatore regiiler operator, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
(bazilar1 veya tamami) toplanabilir olmayan diferansiyel operatore singiiler
operator denir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori giintimiizde Sturm-
Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. ytizyilin sonlarinda ikinci mertebeden
diferansiyel operatorler i¢in sonlu aralikta regiiler simir sartlar saglanacak
sekilde adi diferansiyel operatorlerin dagilimi Birkof tarafindan incelenmistir.
Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimh operatorlerin 6zdeger-

lerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok énem tagimaktadir. Bir-
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inci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alin-
mistir. Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak Weyl tarafindan in-
celenmigtir. Daha sonra Riestz, Neumann, Friedrichs ve diger matematikgiler
tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olustu-
rulmusgtur. Simetrik operatorlerin tiim self-adjoint geniglemelerinin bulunmasi
problemi Neumann tarafindan bir siire sonra yapilmigtir.

Ikinci mertebeden singiiler operatérlerin spektral teorisine yeni bir yak-
lasim1 1946 yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde taniml azalan

(artan) potansiyelli

Sturm-Liouville operatorleri igin 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafin-
dan bulunmusur. Son yillarda bu operatore bir boyutlu ¢ (x) potansiyelli
Schrodinger denklemi de denir. Ayni zamanda bu ¢alismada Schrédinger op-
eratorii icin 6zdegerlerin dagilim formiiliide verilmigtir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel op-
eratorlerin spektral teorisinde onemli bir yere sahip olan caligmalar, 1949
yilinda Levitan tarafindan yapilmistir. Levitan bu calismalarinda spektral
teoriyi esaslandirmak icin kendine has bir yontem vermistir. Farkli singiiler
durumlarda diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin,
ozfonksiyonlarin asimptotigine ve ozfonksiyonlarin tamhigina iligkin konular
Courant, Carleman, Birman, Salamyak, Maslov, Keldish vs. matematikgiler

tarafindan geligtirilmistir.



3

1. BOLUM
TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boliimde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
onemli kavramlar ve teoremler verilmistir.

Tamim 1.1: a <t < b olmak iizere Ly [a, b] uzay,

Lolab] = x(t):/]:c(t)|2dt<oo

seklinde tanimlanir ve bu uzayda i¢ carpim ise

b
(f.g) = / f(2)g(0)dn

seklinde tanimlanir. (reel durumda g (z) = g (x) )

Tamim 1.2: /5 uzayi,

) = {az = (21,22, 0y Ty ) | Y J2al* < oo}
n=1

seklinde tanimlanir.
Tanim 1.3:
ly=—y"+q@)y=>X , z€lab]
L=4q Uly) =Awy(a)+ By (a) =0
V (y) = Aay (b) + Bay/ (b) = 0

Ay, As, By, By € R olsun. Eger bu sekilde tamimli L operatériiniin
Ly=M\y

esitligini saglayan y # 0 ¢Oziimii varsa A\ ya L operatoriiniin 6zdegeri, A
ozdegerine kargilik gelen y ¢oziimiinede L operatoriiniin 6z fonksiyonu denir.
Tanim 1.4: {\,} dizisi L operatoriiniin 6zdegerileri ve y (z, A,,) ler bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak {izere

b
Qn = /92 (x>)\n) dx
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sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar1 denir.

Tanim 1.5: L simirh lineer operator olmak iizere (L — A\I) operatoriiniin
(L— M\ )71 tersinin mevcut oldugu A lar kiimesine L operatoriiniin regiiler
noktalar1, bu (L — AI)™" operatoriinede rezolvent operatétii denir ve p ()) ile
gosterilir. o (L) = C\ p (\) kiimesinede L operatoriiniin spektrumu denir.

Tamim ( Adjoint Operatér )1.6: H; ve H, iki Hilbert uzay1 ve L :

H, — H, siirl lineer bir operator olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii

(Lz,y) = (x, L"y)

sartlar1 sagliyorsa L* operatoriine L operatoriiniin adjoint operatorii denir.
Eger L = L* ise L operatoriine self adjoint operator denir.

Tanim (Cevirme Operatorii)l.7: FE lineer topolojik uzay, A ve B de
A:F — FE, B: FE — E seklinde tamimh iki lineer operator olsun. Fj ile Fy
de E lineer uzaymin kapali alt uzaylar1 ve Ey, Es C E olmak {izere E uzayinin
tamaminda tanimli, F; den F, ye doniisiim yapan ve lineer terse sahip X
operatorii,

) X operatorii E; uzayinda ve X ! operatorii Fy uzayinda siireklidir,

1) AX = X B operator denklemi saglanir.

sartlarini sagliyorsa, bu operatore A ve B operator ¢ifti i¢in ¢evirme oper-
atorii denir.

Tanim 1.8: f (z) fonksiyonu ve kompleks diizlemin bir zy, noktas: verilsin.
Eger zy noktasimin enaz bir § komsulugu varsaki bu komsuluktan olan her z
noktasinda f (z) fonksiyonu tiirevlenebilirse, f (z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir.

Tanim 1.9: f (z2) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik
ise f (z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Teorem (Rouche Teoremi)1.10: f ve g kompleks diizlemin bir B bol-
gesinde sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri disinda anal-
itik olan fonksiyonlar olsunlar. Eger v, f ve g nin hicbir sifir ve kutup

yerinden ge¢meyen, B icinde bulunan basit kapali bir egri ve de ~ tizerinde
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lg (2)] < |f(2)| ise bu durumda f (z) ve f(2) + ¢ (z) fonksiyonlarimin ~ igin-
deki sifirlarinin sayis1 katliligh ile birlikte aynidir.

Teorem (Cauchy Integral Teoremi)1.11: f () baglantih G bolgesinde
analitik fonksiyon, v ise G de bulunan keyfi basit kapali egri olsun. Bu du-

rumda f (z) nin vy egrisi iizerinden integrali sifirdir. Yani;

/f(z)dzzO

v
dir.

Teorem (Cauchy Integral Formiilii)1.12: B bir bolge ve v bu bolge
icinde bir kapali egri olsun. Eger a, v i¢inde bir nokta ve f (z), B de analitik

ise,
RVRICH

2m ) z—a
¥

[/ (a)

dir.
Tanim 1.13: f(z) analitik bir fonksiyon ve zg onun ayrik aykiri noktasi

olsun. Eger,

lim f(z) =00

Z—20
ise zg noktasina f (z) nin kutup noktasi denir.

Teorem (Rezidii Teoremi)l.14: f (z) fonksiyonu bir B bolgesinde ve
simirinda sonlu sayida zq, 23, ..., 2, € B ayrik aykir1 noktalarina sahip ve bu

noktalarin diginda B bolgesinde ve sinirinda analitik olsun.Bu durumda

/f(z)dz = QWii Re sf (z)
oB =1

esitligi saglanir. zo noktast f (z) nin k kath kutup noktasi oldugunda ise

1 "
Re sf ()= oy lim s |4 (2) (o = )’

2p noktast f (z) nin basit kutup noktasi oldugunda ise

Re sf (z) = lim [f (2) (z — 29)]

z2=20 2=20



dir.
Tanim 1.15: Diyelimki f (z) bir tam fonksiyon ve f(z) = Z a2 serisi
k=1
verilsin.

-1
R = ( lim +/ \ak|)

say1si serisinin yakinsaklik yaricap: ve My (r) = I‘n|ax |f ()| olsun. r > R igin

My (r) < exp (r")

olacak gekilde p > 0 varsa, f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve

~ Inln My (r)
~ lm =2\
P TLIEO Inr

sayisinada f (z) nin mertebesi denir.
Tanmim 1.16: f (z) bir tam fonksiyon ve p > 0 onun mertebesiolsun. r > R
icin
My (r) < exp (ar”)
olacak gekilde a > 0 says1 varsa f (z) sonlu tipe sahiptir denir.
My (r) < exp (ar’) esitsizligini saglayan o = inf {a} sayisina f (z) fonksiy-

onunun tipi denir ve
In My (r
o= lim —1~ (r)

r—00 r
formiiliiyle hesaplanir.
Tanim 1.17: f (z) bir tam fonksiyon ve o de onun tipi olsun.Eger
i- 05 = oo ise f fonksiyonuna maksimum tipe sahiptir denir.
ii- 0 < 0y < oo ise f fonksiyonuna normal tipe sahiptir denir.

ili- oy = 0 ise f fonksiyonuna minimal tipe sahiptir denir.
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2.BOLUM

SINGULARITELERE VE DONUM NOKTALARINA SAHIP
DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN BELiRLENMESI

Bu boliimde istenilen mertebeden sonlu sayida singiilariteye ve déniim
noktasina sahip diferansiyel sistemlerin sentez parametrelerinin ters problemi
caligitlmigtir. Spektral karakteristiklerin 6zellikleri tanitilmisg, teklik teoremi ve

ters problemin ¢oziimiiniin yapilabilmesi i¢in bir yontem ispatlanmigtir.

dy, . dys . 1
W iR Y2 0.7
g~ PR@ e, "R % €0, 7] (1)

y1(0,p) =1, 92(0,p) = -1

sistemini diigiinelim. Burada p = o+ i1 spektral parametre ve R dalga diranci
olarak adlandirilan bir reel fonksiyondur.

(1) sistemi dogal bilimde bir ¢ok problem icin bir kanonikal formdur. Ornegin
(1) sistemi katmanl bir ortamda dalga yayilimi tammlar ve optik, spektraskopy,
elektrodinamik ve akustik problemlerinde sik¢a kullanilir. Radio Miihendis-
ligindeki diizgiin olmayan elektronik ¢izgiler ve sentezleyici gecisler arasindaki
akustik dalgalar i¢in bagdagtiricilarin olugturulmas: problemi de (1) sistemine
indirgenebilir.

Bu boliimiin temel amaci, sistem istenilen mertebeden singiilaritelere ve
aralik icerisinde doniim noktalarina sahip oldugu durumda istenilen spektral
karakteristiklere sahip R dalga direnci sentezinin ters problemini ¢alismaktir.

Daha ilerde N
R(x) =]l =" Ro @) (2)

kabuledilecektir. Burada 0 < v; < 7, < ... < v, < T, P; reel sayilar ,
Ry (x) e W} [0,T], R(0) =1 ve R (0) =0 dur.
Temel spektral karakteristikler sirasiyla genigleme yansima katsayisi, dontigiim

katsayilari, karakteristik fonksiyon olmak iizere

(T, p) +ayz (T, p)

oy (Top) —ayz (T, p) =R({T)




[0) = 5 [ ) + (- an ()] L= 1.2
A(p) = %yl (T’ p)
seklinde tanimlansin. Agiktirki
_ f1(p)
rle) = f2(p) )
A(p) = fi(p)+ f2(p) (4)

seklindedir.
Burada r (p) verildiginde R (x) in kurulmas: problemi ¢aligilmug,
2.1 de spektral karakteristiklerin 6zelliklerini caligilmig,
2.4 de bir teklik teoremi ispatlanmigtir.
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2.1 SPEKTRAL KARAKTERISTIKLERIN OZELLIiKLERIi

= VR (@) 2 (2.p) = ——V (1) (5)

VR (z)
doniigiimii ile (1) sistemi
U+h(@x)U = ipV , V' —h(x)V =1ipV , 2 €[0,T] (6)
sistemine doniisiir. Burada
h(z) = (2R (x))" R (x) (7)
dir. V' yi yok ettikten sonra (6) sistemi
~U"+q(x) U=\, = p? (8)
denklemi ve
U(0,p)=1,0(0,p) =—ip (9)
baglangic kosullar elde edilir. Burada
q(z) =h*(x) = h'(z) (10)
dir. (2), (7), (10) dan
N
Z + qo ($)
= G %)
AN P;
seklindedir. Burada a; := (%) — = diir. Kabuledelimki —* §é Z ve

N
x)H }m —’yj’k'Pj‘ € L(0,T)
j=1

olsun. Budurumda r genigleme yansima katsayisi, A karakteristik fonksiyonu

ve f; donitigim katsayilar:

p
A(p)=U(T,p) (11)
’ |

seklini alir.
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2.2 COZUMLERIN OZELLIKLERI

|15 k 1
‘/j = ; :ulc]:(_l) ‘/}+§7ij (7j77j+1)

1\9‘:0

Y% = 0, VN+13:T

olsun.

ij:(ff_’Yj)uijCkmj(p(x 7])) k=12,j=12.,N

m=0
tammlansin. Burada
Ci0;Cooj = (2V;)™
m -1
Crmj = )" Choj (H 23 + ij 25 + g — 1) _ aj)
s=1

dir. Ayrica
2 =exp(p(ln|z|+iargz)) , argz € [—7, 7]

dir. x € W;UW,_; i¢in Cj; (=, \) fonksiyonlar

a .
_y/l + —]2y — )\y
(z =)
denkleminin ¢oziimiidiir ve
det [0 m) (g, A)] ~ 1
km=1,2

dir. Sij(z,A), j=1,2,..., N, k=1,2 asagidaki integral denklemin ¢oztimleri

olsun.

T

Skj (.I', )\) = ij (iL’,)\)—i‘/gJ (l’,t, )\) (q (t) —

Vi

aj

(t=7,)°

Skj (t,)\)) dt, T e WjUVijl

Burada

gj (l‘, t, )\) = Clj (t, )\) ng (l‘, )\) — ng (t, )\) Clj ({L', /\)
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1
dir. Si; (z, A) fonksiyonlar: 3" mertebeden A ya gore tamdir ve (8) denkleminin

bir fundamental temel ¢oziim sistemidir. Ayrica

(m—1) N
det [Skj (z, wk,mu ~
)SI(%”) (z, )\)’ < C ‘ ($ vj)ukj—m
|Skj (,A) = Chj (z,\)] < C ‘ (CL’ j)2”kj+“jk
‘p (3j - 'Yj)’ < 1

dir. C' sembolii z ve p ya baglh olmayan pozitif sabitdir.
[18] de Sk; (x, A) min asimptotik ozellikleri ve Stokes ¢arpimlar: aragtirilmigtir.

Ozelliklede € W,UWj — 1

(px) e Q:={(p,x): [p(z—;)|>1,j=12,..,N}
icin agagidaki asimptotik formiil

Sty (2, A) = Bigp~s (=ip)™ exp (—ip (v — 7)) 1], + 12)
Brip™"%s (ip)™ exp (impy;sign (v; — x)) exp (ip (z — ;) [

gegerlidir. Burada

-1 - -

1 =1+0 ((P (= =) )  BrjBa; = (~disinV;)™
dir. Notedelimki fundamental temel ¢oziim sistemi {S; (x, )} singiiler nokta-
lardaki uygun ¢oziimler icin kullamlmistir. Ozelliklede eger qo (z) bir analitik

fonksiyonsa Im x > 0 {iist yar1 diizleminde analitik devam ile uygun ¢oziimler

kargilik gelir.
Skj (2, A) = Ay (N) S (m, A) + A7 () Sas (2, A) , 2 € WUW,y  (13)

formiiliiyle [0, 7] arahginda Si; (x, \) fonksiyonlar1 genisletilsin.
Lemma-2.2.1: z € w; , (S, z) € Q igin
S (@, A) = Bygp s (—ip)™ exp (—ip (x — ;) [1], +
Brip~ i (ip)™ exp (—iﬁukj) exp (ip (x — ’yj)) [1]7 (14)

—Byjp "2 (ip)™ Z cosmVy exp (ip (z +v;, — 2v,)) [, , s>7J

p=j+1
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Si (2, 0) = By (—ip)™ exp (—ip (x — ;) [1], +
+B10™" (ip)™ exp (imp;) exp (ip (v = ;) [1], (15)

J
+ By p i 2i (ip)" Z cosmV, exp (ip (z +v;, —2v,)) [, . s<j

p=s+1

N

[1]7 =1 —1—20 (p (:U—’yj)_l)

j=1
dir.

Ispat: Lemmay: tiimevarimla ispatlayalm. s > j olsun. s = j icin (12)
aracihg ile (14) saglamir. s > j ve x € W,_; igin;kabuledelim. (12) den
xr € W,_1 icin;

St (@, A) = Bigp s (—ip)™ exp (—ip (v = ;) 1], +

By (ip)™ exp (imij) exp (ip (x — yj)) [1]7 (16)
s—1
+ B0 323 (ip)™ Z cosV,exp (ip (2 +v;, —2v,)) [, , s<yJ
p=j+1

S (2, A) = Brap "= (—ip)™ exp (—ip (x — 7,)) [1], (17)
+Bep s (ip)™ exp (impy;) exp (ip (z — ;) 1],
dir. (16) ve (17) yi (13) de yerine yazilirsa A5 (M) ya gore asagidaki cebirsel

sistemi elde edilir.

ALy ) Buap ™3 [1] 4 A3 (V) Boup ™2 [1] = By exp (ip (7, = 7))

All{gg (A) Bygp™Hs exp (impy,) [1] + Aij (A) Basp™2s exp (impig,) [1] = Byjp ™% Bijs (N)
(15)

Burada [1] =1+ O (p™!) dir ve

Brip "% Bjs (A) = exp (—impuy;) exp (ip (v, — ;)

s—1

—2i Z cosVyexp (ip (v, +7; — 27,)) [1]
p=j+1

dir

His + Hos = 1? 613523 = (_42 sin W‘/S)_l y €XP (Z'FILLIS) — €Xp (iﬂu2s) = 2sin ﬂ-‘/s
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oldugundan (18) in determinant: (2ip)~" [1] e esittir. (18) coziiliirse

Allgj ()\) _ Qipl—#ki_/"‘Zsﬁkjﬁ2s (eXp (i?TMzs €Xp (iP (7j - 75)))) [1] ﬂkjs ()‘) [1]

AZ; ()\) — 2@[01*#1@*#135,”.618 (— exp (7:77-/1115) exp (’)/j — ’Ys)) [1] + ﬁkjs ()\) [1]
(19)
elde edilir. € W olsun. O halde (12) den
S (@, A) = Byap e (—ip)™ (eXp (—ip(z = 7)) [1, (20)

+ (ip)™ exp (—im ) exp (ip (z — 7)) [1],,

dir. (19) ve (20) yi (13) de yerine yazilirsa (14) elde edilir.
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2.3 COZUMLERIN DAVRANISI

o (2, 0) = (=17 (S579.(0,0) 81 (0, 4) = ST (0,0) 1 (2, 1)) b = 1,2
tamumlansin. ¢, (z, A) fonksiyonlar: (8) in ¢oziimleridir ve
(pém_l) (,A) = Ogm , kym =1,2
( Ogm kronecker deltadir.) Aciktirki
(o1 (@A), 2 (2, 1)) =1 (21)

dir. Burada (y, z) = yz’' —zy/ diir. (14) ve (15) kullanilarak = € W , (p,x) € Q

icin
A" (2, 3) = 5 (i)™ (exp Gpr) 1], + (~1)"F exp (—ipn) 1], ) +
—i—% (ip)" " ((_1)k 2i ;COS wVjexp (ip (x — 27;)) [1],Y> , |pl = o0, kym =12

(22)
dir. Benzer sekilde

Uy (2, 0) = (—1)F (sg—m (T, ) Sy (2, \) = SE79 (T, \) Sy (x, /\)> k=1,2

fonksiyonlar1 (8) i ve ](€m71) (T,A\) = Ogm » k,m = 1,2 kosullarm saglar.

Ayrica
(1 (2, A) 1y (2, 0)) 2 1 (23)

dir ve z € Wy , (p,x) € Q igin

P (50) = 5 (o)™ (=1 exp (i (T = ) (1], + exp (—ip (T — ) (1)) +
—i—% (ip)™ " <(_1)k—1 2 Z cosmVjexp (ip (z+ T — 27,)) [1]7>

(24)
lp| = o0, k,m =1,2 dir. (9) dan dolay:

U (x,p) = o1 (2, A) = ippy (T, ) (25)
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olur. |p| = oo, Imp > 0 igin (25),(22) ve (11) den

U™ (x,p) = (—ip)™ exp (—ipx) [1],—2i (ip)™ Z cosmVjexp (ip (z — 2v;)) [1],

j=1
(26)
reWs, (p,r)€Q,m=0,1
N
A(p) =exp (ipT) [1] = 20 Y _cosmViexp (ip) (T —27,) [1],  (27)
j=1
dir.
Lemma-2.3.1: Asagidaki
A () +[A(=p)#0 (28)
bagintis1 saglanir.
Ispat: p = 0 icin (5) den
R () |U (2, 0)" = |y (x,0)[ (29)

dir. Diger taraftan p = 0 igin (1) kullamlarak y/ (z,0) = 0 elde edilir ve sonug
olarak

1 (2, 0P =A; , 2 €W, ,j=0,1,..,N (30)
dir. Burada A; sabittir ve Ay = 1 dir. Simdi gosterelim ki Vj = 0,1, ..., N i¢in
A; # 0 dir. Aksine olarak kabuledelim ki A, =0ve A; #0,j=0,1,...,5s — 1

dir. Fundamental temel ¢oziim sistemi kullamlarak {Sks (z, A)}
U (2,0) = 15515 (2, A) + 2559 (2,0) , € Wy UW,_4

yazabilir.

A = 0 oldugundan (29) dan ve (30) dan = € W i¢in U (2,0) = 0 dir ve
sonug olarak ajs = ags = 0 dir. Dolayisiyla z € W,_; icin U (z,0) = 0 dur.
Yani A,_; = 0 dir. Bu ise kabul ile geligir. Ay # 0 oldugundan Vj =0,1,..., N
igin A; # 0 oldugu elde edilir. Ozelliklede bu

Y

A(0) £ 0 (31)
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oldugunu verir. Ayrica (21) ve (25) den

(U (2,p),U (2, =p)) = 2ip

dur. p # 0 igin (28) gegerlidir. Bu (31) ile birlikte Vp icin (28) i verir.

I ={p:Imp>0} , w(p) =A(p)exp (ipT) (33)

tammlansim. {p,},~; , I} da w(p) nun sifirlar olsun. Eger R singiilaritelere
ve doniim noktalarma sahip degilse w (p), I, da hicbir sifira sahip degildir.
Dolayisiyla genel durumda w (p) sonlu veya I1, da sayilabilir sifirlarin kiime-
sine sahiptir.

(27) ve (33) kullamlarak iyi bilinen metodlar aracihig ile (p,,) in agagidaki
ozellikleri elde edilir.

1- Imp > h i¢in |w(p)| > C, olacak sekilde h > 0, C} > 0 vardir.

Dolayisiyla IT; da (w,) nun sifirlar
I, ={p:0<Imp < h}

seridi iizerinde bulunur.
2-R,={p:Rep€la,a+1],Imp € [0, h|} dikdortgeni iizerinde w (p) nun
N, sifirlar1 a ya gore sinirhdir.

3-Gs={p:|p—p,| >3} NI, tanimlansm. Ohalde
lw(p)| > Cs , peGs (34)

dir.
4- R, — oo sayilarn vardir dyleki yeterince kiiciik § > 0 i¢in |p| = R, ,
Imp >0, Vn icin Gs bulunur.

Basitlik icin w (p) nun I, daki tiim sifirlarinin basit oldugu durum diisiiniilmiistiir.
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2.4.TEKLIK TEOREMI
2.4.1 Yar1 Eksende Periyodik Problemin Co6ziimii

P(z) = o
0 x>T
tanimlansin ve yar1 diizlemde
-y +p@@)y=Xy,z>0\=p’ (35)
denklemini diisiinelim. Acgiktirki
= (x — xj

N
Py (z) =[] lo =2,/ € L(0,T)
7=1
dir. Burada

Xy = T — Vnv_jp1 0 @1 = AN—j+1 5 Uj1 = UN—j+1

dir.
U(T —x,p)exp(ipl), 0<x<T
e(x,p) = .
exp (ipx) , x>T
formiilii ile e (x, p) fonksiyonunu tanimlansimn. e (z p) fonksiyonu (35) denklem-

inin bir ¢oziimiidiir ve e (0, p) = w (p) dur.

(N = P a2 200 (36)

tanmimlansin. M (\) fonksiyonuna Weyl fonksiyonu denir.
Cx,\) =9, (T —z,\) , S(x,\) ==y (T — z,\)
alahm. C (z,A) ve S (z,A) (35) denklemini saglar ve
C0,\)=5(0,)N=1

Sz, \) =C"(0,\) =0
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dir. (23) den dolay:
(C(z,A),5(z,0) =1

dir. @ (0,A\) =1, ®'(0,\) = M (A\) oldugundan
O (z,\) =C(z,\)+ M\ S (z,N) (37)
(P (x,N),S (z,N) =1 (38)

dir. ¢ > 0 olmak tizere Q. = {x:2€[0,7],|x —z;| >¢,7=1,2,...,N}
tanimlansin. |p| — oo igin (24),(26) ve (27) den p € I, , z € Q. Nw, ,
m =0, 1 dir.

'™ (z,p) = (ip)" exp (ipr) [1] —

—2i (—ip)™ Z cos v; exp (ip (2x; — x)) [1] (39)
w(p) =[1] —2i Z cos ;1 exp (2ipx;) [1] (40)

S0 (2, ) = 3 (i)™ (exp (ip) [1] ~ (~1)" exp (—ipr) 1)) +

e s . (41)
+% (ip)™~ <2z (-n™ Z cos ;1 exp (ip) (2z; — ) [H)
dir.
'={A:A>0}

A= {)\k}k21 y Ak = pi

Im p,, > 0 tanmimlansm. Burada II ve II kok fonksiynunun Riemann yiizeyinin
alt kiimeleri gibi diigtiniilmelidir.

Teorem-2.4.1: M (\) Weyl fonksiyonu I1 /A da analitiktir. A = A\ nok-
talarinda M (\) Weyl fonksiyonlar: basit kutuplara sahiptir ve

4ip}

Re sM (\) =

& (on) w () (42)
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dir. Burada w (p) = diw (p) dur. A € II /A i¢in

0
Mi(A)=limM(A+iz) ,2z—0, Rez>0

sonlu limitleri vardir ve

V() = =— (M () = M~ () :m,p>0,)\:p2 (43)

dir. Ayrica
(M (N <Cslpl ,peGs, VIS Cslpl, peGsN{p:p>0}  (44)

M (A) =ip[1], |p| — o0, argp € [€0, T — €o], €0 >0 (45)

dir.
Ispat: II nin )\ diizlemindeki tamm kiimesi, p diizleminde II, nin tanim
kiimesine karsilik gelir. (36) dan dolayr M ()\) , II/A da analitik, I /A da

stirekli ve

Re sM () = ¢(0.p) ((%w <f’>)p_p ) (46)

2p,.¢’ (Oa Pk)
w (Pk)

(32),(36), (37) ve (38) den

{e(x,p),e(x,—p)) = =2ip, (e(x,p),5 (x,A)) = w(p) (47)

dir. Bu
€ (Ia pk) = (07 pk) S (ZL’, )‘k)
w(—py) ¢ (0, p1.) = 2ipy

saglar. (46) ile birlikte bu (42) yi verir.
Ayrica (36) ve (47) kullanilarak p > 0 igin
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hesaplanir. Yani (43) gecerlidir. Sonunda (34), (36),(39),(40) ve (43) den
(44) ve (45) hesaplanir.
By = —4ig? (i () w (—py)) ™ tenumlansin. Eger p, € TL, ve , = —2igf (b (pg) w (0)) "

ise Im p,, = 0 dur.
S =WV ), {8}

kiimesine spektral veri denir.
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2.4.2 Farklh Konumlarda Ters Problemler

R ve R dalga direnclerini diisiinelim. Eger « , R ile alakali bir elemansa, |
& nin da R ile alakali bir eleman oldugu kabul edilir ve & = a — & olsun.

Teorem-2.4.2: Eger r = 7 ise R = R dir. Boylece genlik yansima katsayisi
dalga direnci ile tek olarak belirlenir.

Ispat: (6) ve (11) den dolay

U(T.p) , (=1

> 2 U(T,p) +h(T)U(T,p)) ,j=1,2

fi(p) =

dir. (32) ile birlikte bu

fi(p) fr(=p) — fa(p) f2(—=p) =1 (48)

esitligini saglar. (48) den fi (p) ve fo(p) fonksiyonlarn hicbir sifira sahip
degildir. Dolayisiyla (4) den dolayr A (p) ve fi(p) fonksiyonlar sifira sahip
degildir. Ayrica (3),(4) ve (33) den

w (p) exp (—ipT)
fi(p)

alimir. w (p) fonksiyonu p ya gore tam, exponansiyel tipli ve (40) a gore

r(p) +1=

w(p)=1+0(p") , |pl = 00, argp € [0, — 0] , €0 >0

dir. {p.}, 7 (p)+ 1 in sifirlarmin dizisi olsun yani w (p) nun sifirlar1 olsun. O

halde
w (p) = aexp (by) G (p)

dur. Burada

G(p)=H<1—ﬁ> exp -

. P P
b=— lim %

lpl—o0 P

-1
a= ( lim exp (b,) G(p)) ,arg p € [g9, ™ — 0|

|p|—00
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dir. Boylece genlik yansima katsayis1 w (p) fonksiyonu ile tek olarak belirlenir.

Diger taraftan Teorem-2.4.2 nin hipotezleri altinda

w(p) =w(p) (49)

dur. (42), (45) ve (49) kullamlarak M ()) fonksiyonunun \ ya gore tam fonksiyon
oldugu elde edilir.
Simdi P (z,A) = [Py (2, M)], ;.

_, o matrisini

d(z,\) S(x,N) | @A) SN
 (z,\) S (x,N)

ron |
seklinde tanimlansin. (38) den dolay1

P (2, 0) = (—=1)F! (@U*l) (2, ) S0 (2, 0) — ST (2, 0) P (g, A))

O (z,\) = Pu(z,\)®(2,\) + Py (2,\) ¥ (x,)) (51)
S(z,A\) = Py(z,N)8(x,\) + Py (z,\) 8 (z,))

dir. e >0olsun. z € Q. , p €I, , m;= 0,1 igin (34),(36),(39), (41) den

S0 (2, )| < C (|p| +1)™ " exp ()

i 1 (52)
‘s(m) (, \) — 30m) (m)] < C(lp| + 1" exp ()

1509 (2, )] < G (] + 1) exp (=) , p € G
‘Cb(m) (x,\) — H(m) (x, /\)‘ < Cs(|p| + l)m_l exp(—7z) , pe G =GsN Gs

(53)
(50), (52), (53) ve (38) kullamlarak = € Q., p € G igin
Cs .
P 0) — 6 <~ j <
! el +1 (54)

|P21 ($>)\)| < Cs

elde edilir. Ayrica (37) ve (50) ye gore

P (2,0 = (c (2, 0) & (2, \) — 8 (2, \) € (x, A)) LN (NS (2,0) 8 (2,0
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Py (z,\) = (s (2,0 C (z,\) — C (z,)) 8 (z, A)) F NS (2,08 (2, 0)

dir. M ()) , X ya gore tam oldugundan herbir sabitlestirilmis = = z; igin
Py (z, \) fonksiyonlarinin A ya gore tam oldugu elde edilir. (54) ile birlikte bu
Py (z,A\) =1, Pia (2, A) = 0 oldugunu verir. Bunu (51) de yerine yazilirsa Vx
ve VA igin

d(x,\) = d(z,))

S (z,\) =S (x,\)

elde edilir. Sonug olarak P (z) = P (z) yani ¢ (z) = §(z) dir. Ozelliklede bu

U(x,p) =U (z,p) oldugunu verir. (2),(29) ve (30) kullanilarak

RO (l’) = CjRo (ZC) , X € wj ,j = 1,2, ,N

oldugu elde edilir. Cy = 1 ve Ry, éo siirekli pozitif fonksiyonlar oldugundan
C;=1,j=1,2,..,Nve Ry=Ry, R=R du.
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3.BOLUM
CEVIRME OPERATORU VE OZELLIKLERI

3.1 Integral Denklemin Olusturulmasi

A=p?,0<z<m

smir-deger problemini ele alahm. Burada K (x) € Ly [0, 7] ve V x € [0, 7] igin
K (z) # 0 dir. Tlk 6nce
1

yi (z,p) = VE (2)U (z,p) ve yz(z,p) = K(x)V(%p)
doniisiimii yapalim.
0 (@.0) = VE@U (2.0) = 1 (2.0) = %U(%p) + VE@U (2,p)
—K'(2)
B 1 , 2/ K (x) . 1 "

ifadelerini denklemde yerine yazalim.

Vi (2) = ipK () y2 ()

ise
K’ (z)

mU (2, p) + VK (2)U' (z,p) = ipK (z) V (z, p)

dir. Buradan
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ise

U' (2, p) +m(z)U (z,p) = ipV (,p) , m(z) =
seklinde yazilir.
Yy (7) = ipmyl (z)

ise

V' (z,p ZpK \/ x)U (x, p)

dir. Dolayisiyla

K’ (x)

v’ (:C710) - 2K (ZL’)

V(z,p) =ipU (z,p)

olur. Buradanda

V'(z,p) —m(z)V (z,p) = ipU (z, p)

seklinde yazlir. Dolayisiyla

denklem sistemini elde edilir.

U'(x,p) + m(z) U (z,p) = ipV (z,p)
U" (z,p) +m' (z) U (z,p) + m () U' (2, p) = ipV (2, p)

dir. Buradan

U" (x,p) +m (x)U (x,p) + m (x) U (x,p) = ipm (x) V (x, p) — p*U (z, p)

ise
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U" (x, p)+m' (x) U (z, p)+m (x) U’ (x, p) = m (x) U’ (z, p)+m* () U (x, p)—p°U (z, p)

ve

U" (2, p) + [/ (2) = m? (2)] U (. p) = —p°U (. p)

dir. Ohalde

~U" (x,p) +q(x) U (z,p) = AU (z, p)

elde edilir. Burada ¢ (z) = m?(z) —m/(z) , X = p*q(z) € Ly[0, 7] dir.
Boylece Sturm-Liouville denklemi elde edilmis olur.
Simdi
—U"(z,p) +q(2) U (z,p) = AU (2, p)

q(z) = m?(x) —m/ () , A= p? denkleminin ¢oziimiinii bulalim. Ilk énce

q (z) = 0 i¢in homojen kismin ¢oziimiinii bulalim.

=U” (I7p) =AU (xvp) ; A= :02
denkleminin genel ¢oziimii
U (z,p) = c1€" + cye™ "

seklindedir. Simdi homojen olmayan kismi ¢ozmek icin sabitlerin degisimi

yontemini kullanalim.
Uz, p) =c () ™ + cy (z) "

ise
U' (z,p) = ipcr (x) €77 —ipey (x) €7 + ¢ (x) €77 4 ¢y () e

olmak iizere

dy (z) e + ¢y (z) e " =0 (*)
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dir. Buradan

U' (x,p) = ipey () €77 —ipey (x) e
ise
ipx 1px

—ipx —ipx

U" (i, p) = —pPcr (2) €7 — pPey () € + ipch () €7 — ipc) () e

olur. Elde edilen bu ifadeleri denklemde yerine yazalim.

—U"(z,p) + q(z)U (z,p) = AU (, p)
ise
pPcr (z) €P% + pPey (x) e7P" — ipdy (z) €7 + ipcy (z) e~ P*
+q () U (2, p) = pPer (x) " + p?cy (x) 7"

olmak iizere

—ipc () € +ipcy (x) e = —q (2) U (z, p)
olur. Dolayisiyla

e (z) e +dy(x)e ™ =0
—ipcy (x) €77 +ipcy (x) e = —q (z) U (z, p)

denklem sistemi elde edilir. O halde

2ipe= "¢y () = —q () U (x, p)

ise

/ 1 1PT
% (@) = 50 () 77U (2.

olur. Buradan da

cy () = % q(t)U (t,p) e*'dt + c;
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seklinde elde edilir. Benzer sekilde

—2ipe'"cy (v) = —q (2) U (2, p)

ise
1 —ipx
Cﬁ(x):%Q( x)e "*"U (x, p)

olmak {izere

xT

q () U (t, p) edt + c;

C1 ({E) = %
0

seklinde elde edilir. Dolayisiyla

x

1 .
U(z,p) = cle™ + e + 5, | @ (t) U (t, p) e~ Pt=2)dt —
,0

xT

= DU (t ip(t—x)
o q(t)U(t,p)e

0
ise

i —t
Ulx,p) =cie sz—i—cewz%—/—smp(m )

S () U (t,p)dt

elde edilir.

Simdi sinir kogullar: yardimiyla ¢} ve ¢ 1 hesaplayalim.

y2(0) = hyr (0) =0

ise

olur. Buradan da

olur. Oteyandan
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Y2 (m) + Hyy () = 0
ise
1

K(ﬁ)V(ﬂ,p) + H\/K (m)U (7,p) =0

olur. Buradanda

Vi(m,p)+ HK (m)U (7, p) =

sinir kosullarini elde edilir. Ohalde

V(0,p) —hK (0)U (0,p) =0

oldugundan

U(O,p) =1

ve

V(0,p) = hi (0)

baglangic kosullar1 elde edilir. Dolayisiyla

ﬁﬁ&mmzmem

ise V (0,p) = hK (0) ve U (0, p) = 1 olmak iizere

U’ (x,p) +

U'(0,p) +

U (0,p) =ipV (0,p)
ise

K'(0)
K (0)

U'(0,p) = iphK (0) —

olur. Ohalde

T

U 5.p) = cie + cie 4 [0 (U 1, )

0

U0.p) =1, U'(0.p) = iphk (0) —

K (0)

elde edilir. Buradan
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U@,p)=1=c+c5=1

olur ve
, K' (0
0 0.9) = iphi6 0) S
ise
e e K' (0
ipcy —ipcy = iphK (0) — ((O))
dir. Ohalde
Ag+ec =1
£ K'(0)
Cl—C2 = hK(O)—m

denklem sistemini elde edilir. Buradan

1 K !
1, K0 K
2 2 4ipK (0)

v 1 K@) K'(0)
2" TR 0)

bulunur. Dolayisiyla

1 K (0) K'(0) ipe 1 K (0) K'(0) ipa
U@”ﬁ:(§+h 2 _@Mam)e +(§_h 2 +Mmqm)e

+/wq<t>v<t,mdt
0

olur. Burada

1 K@) K'(0)

2 2 4ipK (0)
ve
1K) K0
B=-—h
> T Eipk (0)

denilirse

sinp (z —t)

S 1)Ut p)dt

U(z,p) = Ae"™ + Be """ + /
0
seklinde elde edilir.
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3.2 Cevirme Operatériiniin Varhg: ve Ozellikleri

Bu boliimde 3.1 alt boliimiinde alinan integral denklemlerin her bolge igin
¢oziimiiniin varhgi ve tekligi gosterilecektir. Ayrica cevirme operatoriiniin
¢ekirdeginin sagladigi ozellikler incelenecektir. Bunun icin ardigik yaklagim-
lar yontemi uygulanacaktir.

Simdi U (z, p) ¢oziimiinii

U (x,p) = Ae"™ + Be """ + /K (w,t) edt

—X

seklinde arayalim.

T

U (x,p) = Ae"™ + Be """ + /
0

sinp (x —t)

P @)U (t, p) dt

ifadesinde .

U (x,p) = Ae"™ + Be """ + /K (z,t) edt
esitligini yerine yazalim.
Ae'P* 4 BeT 4 /K (x,t) ePtdt = Ae® + Be "+
T - 13
- / M8 (6) | A 4+ Beint 4 / K (&, p) e™dp | dg
—£

P
0

dir. Ohalde
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X ezp(xf ) — efip( 5) . R R
/ K (z,t)e?dt = / 5; q(§) | Ae + Be " + / K (&, p) ey | dg
1

4 B $eip(a:—2§) o e—ipw
%) q (&) d€ + /

/ 0
J

et _ 6—ip(a:—2§)

% q(§) dé+

eir(x—=E+n) _ p—ip(z—E—p)
K (& 1) q (&) dudé

2ip

T T r x—2¢

A | B .
4 / eing () dtdg + 2 / / € (€) dtde+
0 —=x

" 0/ [ m L# K (¢, 1) g (€) dtdpude

seklinde yazariz.

Simdi yukardaki integrallerde gerekli bolge doniigiimlerini yapalim. Burada

n=[ [ et anag
0 —z+2¢
seklinde alirsak
z =z z 5
= [ [ era@aas = [ [ o aca
0 —242¢ —z 0
elde edilir.
x =2
= [ [ o
0 —a
seklinde alirsak
@ =2
]2:// P (&) dtdé = // wha (€) dédt
~z 0
elde edilir ve
z T—E+p

Iy = / / | K € dedud

—x+E+p
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alalim. Burada

§ v—E&+tu

I4=/ / e K (& 1) q (§) dtdp
Ze—atetn
alirsak
x—26t+x—&
L= [ [ ek n dww%/ / 7K (€, 1) q (€) dudt
e e T—2Et—a+E€

burada p > £ igin K (&, 1) = 0 dur.

ohalde
I3 = j 7257 g”’t , 1) q (§) dpdtdg + ] f i e (€, 1) q (€) dudtd
Zr Ze 0 z—26t—a+&

olur. Bu integralde

r x—2¢
—//W%@mw&wg
0 —=z

seklinde alirsak

T r—2€ T xT_t
I5 = PR (&) q(€)dtde = [ | €K (€, 1) q (&) dEdt
/] /]
elde edilir.ve
=//‘W (6, 11) g (€) dde
0 z—2¢
alirsak
o= [ [ e € ma () dnas - //wwéu (€) dedt
0 z—2¢ —wr_t t

seklinde yazilir. Dolayisiyla
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seklinde elde edilir.

Ohalde

T ztt

/K (.T7t) eiptdt / |:/q dé’ Zﬂtdt+ _/ |:/ ] Z’Dtdt—i—
-z - 0

% / / / K (€, 1) ¢ (€) dude | eintde+
%/ //Kgu €) dude | entdt = 0

ise

aliirsa
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olur.
0 —o<t<w
A t)={ A@zt) —a<t<uz
0 r<t<+o0
fonksiyonunu tanimlarsak
+00
/121 (z,t) e”'dt =0

yazilabilir. Son esitlik A (x,t) fonksiyonunun Fourier doniisiimiidiir. Fourier

doniisiimiiniin birebirliginden

A(z,t) =0
yani
Az, t)=0
dir. Ohalde
Ai =t 1%‘%%%
== Jd§+ < [ q(§)dE++5 K (& 1) q (§) dpdg
- tfoce st |
+%//K(§,M)Q(f)d#df , —r<t<zm

IT—tt—a:-‘r&

olarak elde edilir.

Simdi

a(m)z/\q@)mg

0

ve
T

o1 () :/a(t)dt

seklinde tanimlansin.

1- o (z) ve oy () artan fonksiyonlardir.
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T Tz t T T
2—01(:17):/a(t)dt://|q(s)|dsdt://|q(s)|dtds:/(m—s)|q(s)|ds
0 00 0 s 0
olur. Dolayisiyla

m@z/@—ﬁMﬂ%

0

elde edilir.

t x—t

2

a©ds+ 5 [ae)de

0

x

Ji

K =5

Io\

z—t1

T t+z—¢

+—/ /K(S,M)Q(S)dudé , T <t<uw

N | —

0 e
x 3
%//K(E,u)q(i)dudf

%—tt—x-i-f

olmak iizere

T+ x—t
2 2

Kolo) = [a@de+3 [a©as

0

ve
hta—¢ v €
1 1
20/ —{ 2z2/tta:/+£

m = 1,2,3,...olacak sekilde

K(v,t) =Y Ky(z,t)

serisini tanimlansin. Gosterelimki Z K, (z,t) serisi diizgiin yakinsaktir.

m=0



37

A%“ = Ai BZT_t
Kool =|5 [a©dc+y [a©d <5 [la@la+ 5 [la©la
0 0 0 0

<5 [l |d§+—/|q |d£—A+B/|q e = 2o ()

olur. Dolayisiyla
1
Ko (2,0)] < 50 (1)

elde edilir.

2t+$ 3
K, (28)] = //Kofu €) dpdg + = //Kofu €) dpde
0 z— tt T+E€
] ¢
<5 [ [ 1a€mlla©duds + 5 //|KO§M)||C]()|de€
0 —¢ ott—z+g
seklinde yazilir.
Diyelimki
1%t+mf§
jlziof_[ Ko (€0 |a (€)| dpds e j = / /+g Ko (€10 la (€)| dpce
olsun .
] 2t+:c 13 t+x—&
=5 [ [ 1Ka€mlla(©)] dud < /|q © | dudg
0 ¢ Ze
1 1 7
4/|q e+t < 0 () [ @rolalds
0 0

z—t

(z = &) g (&)] d¢

o\m‘

7 1
: Tt/ r—25) g (©)]de < 5o (359
0

<

§)]d¢

MIH
o\



olur. Dolayisiyla
<30 [ @-9la©lds
0

elde edilir.

jzzé/(jL%QMMM)MM€<J/M )jdms

z= tt z+E€ 2 t—x+E€
T

/Wq ©@-1ds <30 [ @0-9)la(©)]de

z—t
2

<o @)/X ~)la(©)]de

elde edilir. O halde
K (2, t)] < j1+J2

oldugundan
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elde edilir. Benzer sekilde

¢
Ky ()] = //Klgu &) dudg + = //Klgu ) dude
0 —tt +E&
1 e 3
<5 [ [ micmlia©)duas
0o ¢
z &
1
+§m_/tt_/+g |K1 (& )l g ()| dpdg
olur. Diyelimki
J1= %/2711?(1 (& )| g ()] dudE
0 e
ve
.
=3 [ [ 1K wlla©ldudg
ZT*ttfilS‘i’é
olsun
gt t+z—¢
) 1
j :20/_[ K (€0 10 €)] dpde < /!q _[or(s)al(s)dudg

=1 [ @n© e+ < 30 @ [ar©la©) (-2

O\

olur. Benzer §ekllde

//|K1§M||q )| dude <+ /|q /a 0, (€) dude

z— tt IE+§ t— £B+§

1

:Z/a@ 1<>|q<>|<x—t>dss§a< >/ 71 (€) g (©)] (- ) d

z—1
2
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olur. Dolayisiyla

elde edilir. O halde

K2 (2, 8)] < Jji+J2

1 1
<30 [0 (@10l §>ds+—a<>/ (€ la O] (r ~ &) de
0 t
1 xr
<30@ [@-9oi el ds = /al )a (s |/d5ds
0
z & T
1
o1(s)la (s \dsdf— o () 01(5)! ()d8] dg
aff [l
= —0o () o1 ;x)]
veya ,
Ko (0] < 3o () T
seklinde elde edilir. Benzer sekilde
¢
Kt =3 [ /Kzfﬂ €) dudé + / /K2§M ) dude
0 z— tt z+E€
1 5 t+$ £ T
35/ | mecnlia©lduds 5 [ / 1K (€, (€)| dyce
0 ¢ ZT*tt*$+£
seklinde yazilir.
Diyelimki
] %t—i—m—&
= K2 (&5 )] |q (§)] dpdg
]
ve

z &
w3 [ [ 1Ko dude

IT—tt—x-i-E
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olsun.
= Yt £

j :;/ [ K€l la(©)lduds < 5 /|q

dir. Benzer §ek11de

//\K2§u|!q )| dude

*tt z+E€

elde edilir. Ohalde

t+x—¢&

/1
Y
2

01 2
2 a

€7 e
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| Ks (2,1)] < Jj1+Jj2
x—t

<e [loen

(o1 (€))”

(-6

g (§)]ds

ise

elde edilir.
Simdi kabul edelimki

| K, (2,1)] < %J(x) o1 ()]

olsun. Gosterelim ki

1 m+1
|Km+1 ([L’,t)| S 50- (l’) [0(-71’5?]1)'
dir.
] Fhtta—¢ ] z £
Ka @) =5 [ /K Cna@dud s [ [ Kn€ma©
0 tt—tg

2t+1‘£

<5 [ [ @l duds+ -+ / / Ko (€10 (€)] dpué

0 —¢ —tt x4+

dude
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dir. Diyelim ki
%terf{

=5 [ | 1w tenlla©)]duds

0 ¢
ve 1 . ¢
j2:§/ / | Ko (& 0)] g (§)] dpdg
Zoti—a+g
olsun. .
= R 3 t+r—¢
o=y [ [ 1w nlla ) duds = /|q /|K (€ 0) dpd
0 —¢ =£
. £t tha—€ "
<[ lg(9)| (5) dﬂdé— lq (¢
ol ] oo
1 m
UGG “’ﬁ” (o - =5t) de
0
1
< S0 / (e 6 e
dir. Dolayisiyla
1
ji < 5o / (€ g e
olur. Benzer sekllde
/ / Ko (6,10) 19 €)] dpd = = /rq / o (6, 10)| dpde

z— tt T+E€

I

t—x+E€

(x +t)d¢
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dir. Dolayisiyla

olur. Ohalde

[ Ko (2, 8)| <1+ J2

B N D) G WP )
2 m+1 2 (m+1)!
ise »
o (=)™
|Km+1 ('Tut)| < 50 (SC) (m+ 1)|
elde edilir. Bu ise gosterirki tiimevarimdan
- 1 [o4 ()]
Vom igin |K,, (x,t)] < 50 (x) -
dir. Dolayisiyla
- 1
K (2,0) = 3" K (2,8) ve K (2,1)] < o (2) explo (1)
n=0

seklinde elde edilir.
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3.3 Cevirme Operatériiniin Ozellikleri

v (. p) = ipK () y2 (2, p) S
denklem sistemini alalim.

%wmzwfbwwm

v1 (z,p) = VK (2)U (z,p)

ve
1

y2 (¢, p) = V(z,p)

=
&

olmak {izere

~u" (‘Iap) +4q (I) U (.Z‘,p) = \U ('r7p)

ve burada
K/
A= ale) = (@) = (@) (o) = g
dir. Ayrica
U (z,p) = Ae"™ + Be " + /K (z,t) edt
idi. Ohalde

U’ (ffyp) = ipAeipz_ipBe—ipa:_’_K (:E,.l’) eipx_K (I’, —J}) e—ipx+/Kw (m’ t) ez‘ptdt

ve
A : dK , ,
u" (1,7 )0) — _pZAesz _ pQBe—sz + Mesz + Z,OK (1,71,) T _
dK (z, — , , .
SR e i () e 4 K (28 oy
T

) | / Ky, (2, ) e'dt

—T

seklindedir. Simdi bu ifadeleri

—U"(z,p) + q(z)U (z,p) = AU (, p)
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denkleminde yerine yazalim. Ohalde

. . dK . .
pQAezpm + pQBe—zpm _ (§517; ZE) etrr _ ZpK (fL’,.T) elipT
X
dK (x,— , : ,
+ (C:ZB? x) et — ZpK (CL’, _I) et — KLE ('177 t) |t:$ e'rr
Xz

T

+ K, (2,t) =y 7% — /Km (z,t) etdt + Aq (z) "

= Ap*eif® 4+ Bp?e Pt 4 ,02/[( (z,t) ePtdt
ise
dK (z,x)

. A dK (x, —
. et _ ZpK (x7 l’) eirr | ($7 $>

—ipr __ g K _ —ipx
- ¢ ipK (z,—x)e

x

Ky (5,1) e €97+ K (2,) iy €77 — / Ko (1) €¥1dt + Aq (z) €7

—T
T

+Bq (I) e~ + /q (33) K (x, t) et qt = ,02/K (3:, t) Pt dt

—x
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olur. Oteyandan p? / K (x,t) e"'dt integralinde iki kez kismi integrasyon yapilirsa

—T

P / K (z,t)ertdt = —ip / K (z,t) (') dt

= —ip | K (x,t) e |7, —/Kt (x,t) et

= —ipK (z,z) € + ipK (z,—x) e """ + /Kt (z,1) () dt

= —ipK (z,7) e +ipK (z,—1) e + K; (x,1) |1=p €*

—Kt (Jf, t) ’t:—x e—ipx — /Ktt (.I', t) eiptdt

elde edilir. Dolayisiyla

dK , . dK (z, —
_dK (z.7) $>ewf’" —ipK (x,x) e + dK (@, ~z)

. I " —ipK (z,—x) e "

_Kr (I’ t) |t:m e’ + Km (Iv t) |t=—:1: e T — /Kx:p (ZL’, t) etrtdt

—x
x

+Aq (z) € + Bq (z) e """ + /q (x) K (z,t) etdt

= —ipK (z,7) " +ipK (v, —x) ™" + K; (2,1) |i= 7"~
—K¢ (2,1) 1= eiPT — /Ktt (z,t) ertdt
olur. Buradan

Ky (2,t) — q(2) K (2,t) = Ky (2,1)
_2dK (z,z)

A =
o A (x)=0
dK (xz,—x) B
K(xz,—z)=0

elde edilir.
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4.BOLUM

OZDEGER VE NORMALLESTIRICi SAYILARIN
DAVRANISLARI

Yy (x) = ipK () y2 (7)
o1 A=p,0<z<7m ,5(0)=0,15(0) =1
(l’) :ZIOK(ZL’)yl (.I') )

1 (m) = 0 problemi i¢in

_ \/f;(()) Gipx . \V/ K (O) e—ipx + WQ (t) U (t7 ,0) dt

2 p
0

- K (0) ve B =
2

/
1
/
Yo

U(z,p)

¢oziimii elde edilir. Burada A = olarak alirsak

_VE()
2

U (xz,p) = Ae"™ + Be """ + /
0

sinp (x —t)

;4 ) U (t, p) dt

ve
x

U(xz,p) = Ae"™ 4+ Be """ + /K (z,t) e"'dt

olur.

ise
A (p) = Ae™ + Be " + / K (m,t)e'dt = 0

—Tr

olur. Buradan

T T

A (p) = Ae'™ 4+ Be™ o™ 4 /K (m,t)e?dt + /K (m,—t) e "'dt =0
0 0
ise

JEO) . JE@© .. [ | |
—2( )e’p’r — —2( )e”p’r + /K (m,t) e*dt + /K (m, —t) e "P'dt = 0
0

0
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ve
in/ K (0) sin pm + /K (m,t) etdt + /K (m, —t) e ¥tdt = 0
0 0
burandan
sin pm + = /WK (m,t) etdt + ! /WK (7, —t) e tdt = 0
ir/K (0) / ’ in/K (0) / ’

ise

A(p) =sinpr + K (p)

seklinde yazilabilir. Burada

wtdt +

1 [ —ipt
W/K(W’W i K(O)/K(W’_t)e at

= /K (,t) [cos pt + i sin pt] dt+

\/_
\/_/K t) [cos (—pt) + isin (—pt)] dt

:i\/ﬁ/[mw P+ K (7, )] cos pt+

1 .
+W j0/ K (m,t) — K (m,—t)] sin ptdt

seklindedir.

r, - {A A = (m%)z}

bolgesi tanimlansin.
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yazilabilir.
eipﬂ' _ e—ipTF

21

i e

ise

Isin prr| > cgel™ el

peG={pllp—kl > ,k=0,£1,£2,...} , 6 > 0 dir. Ayrica

|cos prr| < elmelm

|sin prr| < eltmelm

oldugundan

g (V] < c.elmem

yazilir.

Dolayisiyla n ler yeterince biiyiik olmak iizere A € I';, igin

[ (N> 1g (V]

yazilir. Ohalde Rouche teoreminden

f(A) =sinpr

fonksiyonunun sifirlarinin sayisi ile A (A) nin I',, i¢indeki sifirlarinin sayist
1\2
aymdir yani (n + 1) tanedir. Boylece || < (n + 5) cemberinde verilen L

probleminin Ag, A1, .., A, olmak iizere tam olarak (n + 1) tane dzdegeri vardir.

Ay (p) =sinpr =0
ise
P, T = NT

buradanda

P =T
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yani

Pp=n+¢€, , €,=0(1) ,n— 0
elde edilir. Dolayisiyla
0 =A(p)
=sin(n+e,) 7+ K,
ise
sinnmcose, ™+ cosnrsine,m + K, =0

olur. Buradan

(—1)"sine,m+ K, =0
ise

n — oo iken €, — 0 oldugundan (—1)"e,7+K (p,) =0=¢€,=—"—K (p,)
m
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esitligi elde edilir. Dolayisiyla

€, = (—172”“ ( \/_/ )+ K (m, —t)] cos p,tdt+
\/_/ K (7, —t)]sin pntdt)
(=)™

= ( \/_/ (m,t) + K (7, —t)] cos (n + €,) tdt+

™

1 .

K(O)O [K (m,t) — K (m,—t)]sin (n + €,) tdt)
_ (_1)n+1 1 [ T T — cosnt cos e,t — sinntsin e
i K(O)/[K( )+ K (7, —1)] (cos nt cos ent tsin e,t) di+

0

1
+ / [K (m,t) — K (m,—t)] (sin nt cos €,t + cos nt sin €,1) dt)
0

) / K (7,8) + K (7, —)] cosnt (1 + O (ent)) dt

(K (m,t) + K (m, —t)] sin ntO (ept) dt

M /[K (7,1) = K (m, —t)] sinnt (1 + O (ent)) dt

N 1 / [K (7,t) — K (7, —t)] cos ntO (e,t) dt)
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(=)™ ! / t) + K (m, —t)] t tdt
€n = (m, (7, —t)] cos nt cos e, tdt—
™ 74 /K 0
1 s
- m,t) + K (7w, —t)] sinnt sin €, tdt
\/_/ (m,t) + K (7, —t)] sin nt cos €,tdt
+ ! /[K( t) — K (m, —t)] cos nt sin e, tdt
m,t)— K (7, — €n
VE©)/

olur. Dolayisiyla

™

/f( (7, t) sin ntdt

0

— 1
K (7, t) cos ntdt +
. \f/ Ve

+0O (€,1) , €, — 0,6, € 1o

seklindedir. Burada

A

K (m,t) = K (m,t) + K (7, —t)

ve
K (m,t) = K (7,t) — K (7, —t)
dir. Ayrica
O (ent) = ap, €, — 0
dersek
an < ce, = a2 < *é2
oldugundan

O (Gnt) €ly

dir ve K (m,t) € Ly (0,7) , K (m,t) € Ly (0, 7) oldugundan

/ m,t) cosntdt € Iy
0



o4
ve

/f( (7, t) sinntdt € Iy
0
olur. Boylece gosterdikki

pp=n+€,,6,=0(1) ,n— 00

ve
€n = (=)™ ! /ﬂf( (7, ) cos ntdt + = /ﬁf( (7, t) sin ntdt
w [ivEQ) " VEo) T
+0 (€,t) , €, — 0, €, €y
dir.

Simdi «,, normallestirici sayimizi hesaplayalim. o, = / ©* (x, p,) dr idi.

0
Bu sayimizi hesaplamak icin gerekli hazirliklarimizi yapalim.

¢ (z,p) = Ae"™ + Be """ + /K (z,t) e dt

—X
ifadesinde bir kez kismi integrasyon yapilisa

. : 1
¢ (x,p) = Ae 4+ Be """ + O (;)

K (0)

yazilabilir.A = ve B=— olmak iizere

K (0)
2

A A 1
o (z,p,) = Ae" + Be """ 4 O (—)
Pn



%)

Q02 (ZL’, pn) — #621’%# + #ehpnx o # + /K (O)BZp”xO (pL)

n

~VE@©)e 0 (L) + |0 (t)r

= KO 2ipe KT(O)e—%W — @ + VK (0)eien® {i +0 ( ! )} —~

1 Pn P2

— /K (0)¢ e [pi o (piz)] o (p_l%>

— K(O) eQipnac + K (0) €—2ipn:c _ K <0) + \% K (O)bezpnx
4 4 2 D,

Pn
seklinde yazilir. Ohalde

™

Qp :/QOQ(.’E,pn)d-T

0

— / K—(O)e%nz + K0 e 2PnT — K ++ K0 beipn”c
0
K (0)b

. 1
D e oL a
pn IOn

— K (O> €2ipnz . K (O> 672ipnx - K (0) l’+
8ip,, 8ip,, 2

VEO e VEOR o (i)

iy iy oy



K (0)b . K(0)b . 24/ K (0)b
VEOb o VRO, 2EOD

vV K , VK , 2/ K
+ (O>b6@pnﬂ' ‘I’ (O)be—zpnﬂ' _ (O)b + O
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K (0)
2

_ K (0)
8ip,

6721,0”71' _ T+

;12
ip;

’ 2 ;02
i3 in;

ipy, ip; ipy,
K (0 K (0 1
4p(n) sin 2p, ™ — 2( )7r +0 <g>
1 1
g —3 sin 2e,m + O (E)
T 1

5 3 [sin 2n7 cos 2e,m + cos 2n7 sin 2, 7| + O

()

1 1
g —3 sin 2¢,m + O <$>
1 1 1 .
T_- sin2e,m+ 0 | — B )
2 2 1 n? 2 n
+ £,
1+
n
1 2
T_ Ll €n | Epn 9 1 (2e,m) (2e,m)
2 2 n  n? 3! 5!
T (=1 1 /” .
a, = — — K (m,t) cosntdt
2 n ir/K (0) / (m.1)
1] : 1
+ K (m,t)sinntdt + O (eut) | +O | —
K (0) n
seklindedir. Dolayisiyla
T K,
oy = -+ — + 571
2 n

sekilnde elde edilir. Burada K, smirh dizi ve §,, € [dir.
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