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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

FRENET D·IFERANS·IYEL DENKLEMLER·I S·ISTEM·I ·IÇ·IN TERS

PROBLEMLER

Tu¼gba MERT

Cumhuriyet Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Rauf AM·IROV

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, Diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬kça

kullan¬lan önemli kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, Yurko ve Freiling taraf¬ndan verilen singülaritelere

ve dönüm noktalar¬na sahip diferansiyel denklemlerin belirlenmesi prob-

lemine yer verilmi̧stir. ·Istenilen mertebeden sonlu say¬da singülarit-

eye ve dönüm noktas¬na sahip diferansiyel sistemlerin sentez parame-

trelerinin ters problemi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Spektral karakteristiklerin özellik-

leri tan¬t¬lm¬̧s, teklik teoremi ve ters problemin çözümünün yap¬labilmesi

için bir yöntem verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Çevirme operatörü ve özellikleri incelenmi̧stir. Al¬-

nan integral denklemlerin çözümünün varl¬¼g¬ve tekli¼gi gösterilmi̧s ayr¬ca

ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar yöntemi ile çevirme operatörünün sa¼glad¬¼g¬özellikler

incelenmi̧stir.

Son bölümde ise Özde¼ger ve normalleştirici say¬lar¬n davran¬̧slar¬in-

celenmi̧stir.
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SUMMARY

MSc Thesis

INVERSE PROBLEMS FOR FRENET DIFFERENTIAL

EQUATIONS SYSTEM

Tu¼gba MERT

Cumhuriyet University

Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Advisor: Pro¤. Dr. Rauf AM·IROV

This thesis consists of four chapters.

In the �rst chapter, important concepts and theorems, which are

used frequently in the spectral theory of di¤erential operators, have been

given.

In the second chapter, we have given place to problem of determining

di¤erential equations which have singularities and points of in�ection,

introduced by Yurko and Freiling. Inverse problem of synthesis parame-

ters of arbitrary ordered di¤erential systems, which have �nite number

of singularity and point of in�ection, have been studied. Properties of

spectral characteristics have been introduced. Uniqueness theorem and a

method for the solution of inverse problem have been given.

In the third chapter, transformation operator and its properties have

been examined. Existence and uniqueness of solution of the integral

equation have been showed. Also, using the method of successive ap-

proximations properties of transformation operator have been observed.

In the last chapter, behaviors of eigenvalues and normalizer numbers

have been examined.
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DAVRANIŞLARI 48
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G·IR·IŞ

Spektral analizin bir dal¬olan inverse (ters) problemler yani, spektral karak-

teristiklere göre operatörlerin kurulmas¬ problemi, �zi¼gin bir çok alan¬nda

kullan¬lmaktad¬r. Örne¼gin mekanikte, verilen dalga boylar¬na göre homojen

olmayan yayda yo¼gunluk da¼g¬l¬m¬n¬n ö¼grenilmesinde, Kuantum mekani¼ginde,

verilen enerji seviyelerine veya saç¬lma verilerine göre parçac¬klar aras¬nda etk-

ileşmenin ö¼grenilmesinde, jeo�zikte yer alt¬madenlerinin aranmas¬nda kaŗs¬m¬za

ç¬kmaktad¬r.

Bu yüzden verilen sistemin enerji seviyelerinin ve dalga fonksiyonlar¬n¬n

bulunmas¬en önemli problemlerden birisidir. Söz konusu problemler verilen

sistemin yerleşti¼gi potansiyel alana ba¼gl¬d¬r. Bu tip problemlerin çözümü, farkl¬

potansiyelli Schrödinger denklemi için s¬n¬r-de¼ger problemlerinin özde¼ger, öz-

fonksiyon ve normalleştirici say¬lar¬n bulunmas¬na indirgenmektedir.

Ayr¬ca, Kuantum teorisinin önemli problemlerinden biriside sistemin enerji

seviyeleri belli iken sistemin bulundu¼gu potansiyel alan¬ bulmakt¬r. Bu tip

problemler, singülariteye sahip Sturm-Liouville operatörler için inverse(ters)

problemler yard¬m¬yla çözülmektedir. Bu yüzden de, söz konusu operatörlerin

spektral karakteristiklerine göre belirlenmesi probleminin çözülmesi için önem

taş¬maktad¬r.

Tan¬m : Tan¬m bölgesi sonlu ve katsay¬lar¬toplanabilir fonksiyonlar olan

diferansiyel operatöre regüler operatör, tan¬m bölgesi sonsuz veya katsay¬lar¬

(baz¬lar¬ veya tamam¬) toplanabilir olmayan diferansiyel operatöre singüler

operatör denir.

·Ikinci mertebeden regüler operatörler için spektral teori günümüzde Sturm-

Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. yüzy¬l¬n sonlar¬nda ikinci mertebeden

diferansiyel operatörler için sonlu aral¬kta regüler s¬n¬r şartlar¬ sa¼glanacak

şekilde adi diferansiyel operatörlerin da¼g¬l¬m¬Birkof taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Diskret spektruma sahip ve uzay¬n tamam¬nda tan¬ml¬operatörlerin özde¼ger-

lerinin da¼g¬l¬m¬, özellikle Kuantum mekani¼ginde çok önem taş¬maktad¬r. Bir-
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inci mertebeden iki denklemin regüler sistemleri daha sonraki y¬llarda ele al¬n-

m¬̧st¬r. Singüler operatörler için spektral teori ilk olarak Weyl taraf¬ndan in-

celenmi̧stir. Daha sonra Riestz, Neumann, Friedrichs ve di¼ger matematikçiler

taraf¬ndan simetrik ve self-adjoint operatörlerin genel spektral teorisi oluştu-

rulmuştur. Simetrik operatörlerin tüm self-adjoint geni̧slemelerinin bulunmas¬

problemi Neumann taraf¬ndan bir süre sonra yap¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci mertebeden singüler operatörlerin spektral teorisine yeni bir yak-

laş¬m¬ 1946 y¬l¬nda Titchmarsh vermi̧stir. Do¼gru ekseninde tan¬ml¬ azalan

(artan) potansiyelli

L = � d2

dx2
+ q (x)

Sturm-Liouville operatörleri için özde¼gerlerin da¼g¬l¬m¬formülü Titchmarsh taraf¬n-

dan bulunmuşur. Son y¬llarda bu operatöre bir boyutlu q (x) potansiyelli

Schrödinger denklemi de denir. Ayn¬zamanda bu çal¬̧smada Schrödinger op-

eratörü için özde¼gerlerin da¼g¬l¬m formülüde verilmi̧stir.

Singüler diferansiyel operatörlerin incelenmesine ili̧skin ve diferansiyel op-

eratörlerin spektral teorisinde önemli bir yere sahip olan çal¬̧smalar, 1949

y¬l¬nda Levitan taraf¬ndan yap¬lm¬̧st¬r. Levitan bu çal¬̧smalar¬nda spektral

teoriyi esasland¬rmak için kendine has bir yöntem vermi̧stir. Farkl¬ singüler

durumlarda diferansiyel operatörlerin spektral teorisi, özellikle özde¼gerlerin,

özfonksiyonlar¬n asimptoti¼gine ve özfonksiyonlar¬n taml¬¼g¬na ili̧skin konular

Courant, Carleman, Birman, Salamyak, Maslov, Keldish vs. matematikçiler

taraf¬ndan geli̧stirilmi̧stir.
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1. BÖLÜM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu bölümde diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan

önemli kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1: a � t � b olmak üzere L2 [a; b] uzay¬,

L2 [a; b] =

8<:x (t) :
bZ
a

jx (t)j2 dt <1

9=;
şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda iç çarp¬m ise

hf; gi =
bZ
a

f (x) �g (x) dx

şeklinde tan¬mlan¬r. (reel durumda g (x) = �g (x) )

Tan¬m 1.2: `2 uzay¬,

`2 =

(
x = (x1; x2; :::; xn; :::) j

X
n=1

jxnj2 <1
)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.3:

L =

8>>><>>>:
ly = �y00 + q (x) y = �y , x 2 [a; b]

U (y) = A1y (a) +B1y
0 (a) = 0

V (y) = A2y (b) +B2y
0 (b) = 0

9>>>=>>>;
A1; A2; B1; B2 2 R olsun. E¼ger bu şekilde tan¬ml¬L operatörünün

Ly = �y

eşitli¼gini sa¼glayan y 6= 0 çözümü varsa � ya L operatörünün özde¼geri, �

özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen y çözümünede L operatörünün öz fonksiyonu denir.

Tan¬m 1.4: f�ng dizisi L operatörünün özde¼gerileri ve y (x; �n) ler bu

özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olmak üzere

�n =

bZ
a

y2 (x; �n) dx
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say¬lar¬na L operatörünün normalleştirici say¬lar¬denir.

Tan¬m 1.5: L s¬n¬rl¬lineer operatör olmak üzere (L� �I) operatörünün

(L� �I)�1 tersinin mevcut oldu¼gu � lar kümesine L operatörünün regüler

noktalar¬, bu (L� �I)�1 operatörünede rezolvent operatötü denir ve � (�) ile

gösterilir. � (L) = C8 � (�) kümesinede L operatörünün spektrumu denir.
Tan¬m ( Adjoint Operatör )1.6: H1 ve H2 iki Hilbert uzay¬ve L :

H1 ! H2 s¬n¬rl¬lineer bir operatör olsun. E¼ger L� : H2 ! H1 operatörü

hLx; yi = hx; L�yi

şartlar¬ sa¼gl¬yorsa L� operatörüne L operatörünün adjoint operatörü denir.

E¼ger L = L� ise L operatörüne self adjoint operatör denir.

Tan¬m (Çevirme Operatörü)1.7: E lineer topolojik uzay, A ve B de

A : E ! E , B : E ! E şeklinde tan¬ml¬iki lineer operatör olsun. E1 ile E2

de E lineer uzay¬n¬n kapal¬alt uzaylar¬ve E1; E2 � E olmak üzere E uzay¬n¬n

tamam¬nda tan¬ml¬, E1 den E2 ye dönüşüm yapan ve lineer terse sahip X

operatörü,

·I) X operatörü E1 uzay¬nda ve X�1 operatörü E2 uzay¬nda süreklidir,

·I·I) AX = XB operatör denklemi sa¼glan¬r.

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu operatöre A ve B operatör çifti için çevirme oper-

atörü denir.

Tan¬m 1.8: f (z) fonksiyonu ve kompleks düzlemin bir z0 noktas¬verilsin.

E¼ger z0 noktas¬n¬n enaz bir � komşulu¼gu varsaki bu komşuluktan olan her z

noktas¬nda f (z) fonksiyonu türevlenebilirse, f (z) fonksiyonuna z0 noktas¬nda

analitiktir denir.

Tan¬m 1.9: f (z) fonksiyonu kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik

ise f (z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Teorem (Rouche Teoremi)1.10: f ve g kompleks düzlemin bir B böl-

gesinde sonlu say¬da s¬f¬r yeri olan ve sonlu say¬da kutup yerleri d¬̧s¬nda anal-

itik olan fonksiyonlar olsunlar. E¼ger 
, f ve g nin hiçbir s¬f¬r ve kutup

yerinden geçmeyen, B içinde bulunan basit kapal¬bir e¼gri ve de 
 üzerinde
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jg (z)j < jf (z)j ise bu durumda f (z) ve f (z) + g (z) fonksiyonlar¬n¬n 
 için-

deki s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬katl¬l¬¼g¬ile birlikte ayn¬d¬r.

Teorem (Cauchy ·Integral Teoremi)1.11: f (z) ba¼glant¬l¬G bölgesinde

analitik fonksiyon, 
 ise G de bulunan key� basit kapal¬e¼gri olsun. Bu du-

rumda f (z) nin 
 e¼grisi üzerinden integrali s¬f¬rd¬r. Yani;Z



f (z) dz = 0

d¬r.

Teorem (Cauchy ·Integral Formülü)1.12: B bir bölge ve 
 bu bölge

içinde bir kapal¬e¼gri olsun. E¼ger a; 
 içinde bir nokta ve f (z), B de analitik

ise,

f (a) =
1

2�i

Z



f (z)

z � a
dz

dir.

Tan¬m 1.13: f (z) analitik bir fonksiyon ve z0 onun ayr¬k ayk¬r¬noktas¬

olsun. E¼ger,

lim
z!z0

f (z) =1

ise z0 noktas¬na f (z) nin kutup noktas¬denir.

Teorem (Rezidü Teoremi)1.14: f (z) fonksiyonu bir B bölgesinde ve

s¬n¬r¬nda sonlu say¬da z1; z2; :::; zn 2 B ayr¬k ayk¬r¬noktalar¬na sahip ve bu

noktalar¬n d¬̧s¬nda B bölgesinde ve s¬n¬r¬nda analitik olsun.Bu durumdaZ
@B

f (z) dz = 2�i
nX
k=1

Re
z=zk

sf (z)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. z0 noktas¬f (z) nin k katl¬kutup noktas¬oldu¼gunda ise

Re
z=z0

sf (z) =
1

(k � 1)! limz=z0
dk�1

dzk�1

h
f (z) (z � z0)

k
i

z0 noktas¬f (z) nin basit kutup noktas¬oldu¼gunda ise

Re
z=z0

sf (z) = lim
z=z0

[f (z) (z � z0)]
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dir.

Tan¬m 1.15: Diyelimki f (z) bir tam fonksiyon ve f (z) =
1X
k=1

akz
k serisi

verilsin.

R =
�
lim
n!1

k
p
jakj
��1

say¬s¬serisinin yak¬nsakl¬k yar¬çap¬ve Mf (r) = max
jzj=r

jf (z)j olsun. r > R için

Mf (r) < exp (r
�)

olacak şekilde � > 0 varsa, f (z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve

� =
�
lim
r!1

ln lnMf (r)

ln r

say¬s¬nada f (z) nin mertebesi denir.

Tan¬m 1.16: f (z) bir tam fonksiyon ve � > 0 onun mertebesiolsun. r > R

için

Mf (r) < exp (ar
�)

olacak şekilde a > 0 say¬s¬varsa f (z) sonlu tipe sahiptir denir.

Mf (r) < exp (ar
�) eşitsizli¼gini sa¼glayan � = inf fag say¬s¬na f (z) fonksiy-

onunun tipi denir ve

� = lim
r!1

lnMf (r)

r�

formülüyle hesaplan¬r.

Tan¬m 1.17: f (z) bir tam fonksiyon ve �f de onun tipi olsun.E¼ger

i- �f =1 ise f fonksiyonuna maksimum tipe sahiptir denir.

ii- 0 < �f <1 ise f fonksiyonuna normal tipe sahiptir denir.

iii- �f = 0 ise f fonksiyonuna minimal tipe sahiptir denir.
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2.BÖLÜM

S·INGÜLAR·ITELERE VE DÖNÜM NOKTALARINA SAH·IP

D·IFERANS·IYEL DENKLEMLER·IN BEL·IRLENMES·I

Bu bölümde istenilen mertebeden sonlu say¬da singülariteye ve dönüm

noktas¬na sahip diferansiyel sistemlerin sentez parametrelerinin ters problemi

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Spektral karakteristiklerin özellikleri tan¬t¬lm¬̧s, teklik teoremi ve

ters problemin çözümünün yap¬labilmesi için bir yöntem ispatlanm¬̧st¬r.

8><>:
dy1
dx

= i�R (x) y2 ,
dy2
dx

= i�
1

R (x)
y1 , x 2 [0; T ]

y1 (0; �) = 1 , y2 (0; �) = �1
(1)

sistemini düşünelim. Burada � = �+ i� spektral parametre ve R dalga diranci

olarak adland¬r¬lan bir reel fonksiyondur.

(1) sistemi do¼gal bilimde bir çok problem için bir kanonikal formdur. Örne¼gin

(1) sistemi katmanl¬bir ortamda dalga yay¬l¬m¬tan¬mlar ve optik, spektraskopy,

elektrodinamik ve akustik problemlerinde s¬kça kullan¬l¬r. Radio Mühendis-

li¼gindeki düzgün olmayan elektronik çizgiler ve sentezleyici geçi̧sler aras¬ndaki

akustik dalgalar için ba¼gdaşt¬r¬c¬lar¬n oluşturulmas¬problemi de (1) sistemine

indirgenebilir.

Bu bölümün temel amac¬, sistem istenilen mertebeden singülaritelere ve

aral¬k içerisinde dönüm noktalar¬na sahip oldu¼gu durumda istenilen spektral

karakteristiklere sahip R dalga direnci sentezinin ters problemini çal¬̧smakt¬r.

Daha ilerde

R (x) =
NY
j=1

��x� 
j
��Pj�1R0 (x) (2)

kabuledilecektir. Burada 0 < 
1 < 
2 < ::: < 
n < T , Pj reel say¬lar ,

R0 (x) 2 W 1
2 [0; T ] , R (0) = 1 ve R

0 (0) = 0 d¬r.

Temel spektral karakteristikler s¬ras¬yla geni̧sleme yans¬ma katsay¬s¬, dönüşüm

katsay¬lar¬, karakteristik fonksiyon olmak üzere

r (�) =
y1 (T; �) + ay2 (T; �)

y2 (T; �)� ay2 (T; �)
, a := R (T )
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fj (�) =
1

2
p
a

h
y1 (T; �) + (�1)j ay2 (T; �)

i
, j = 1; 2

� (�) =
1p
a
y1 (T; �)

şeklinde tan¬mlans¬n. Aç¬kt¬rki

r (�) =
f1 (�)

f2 (�)
(3)

�(�) = f1 (�) + f2 (�) (4)

şeklindedir.

Burada r (�) verildi¼ginde R (x) in kurulmas¬problemi çal¬̧s¬lm¬̧s,

2.1 de spektral karakteristiklerin özelliklerini çal¬̧s¬lm¬̧s,

2.4 de bir teklik teoremi ispatlanm¬̧st¬r.
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2.1 SPEKTRAL KARAKTER·IST·IKLER·IN ÖZELL·IKLER·I

y1 (x; �) =
p
R (x)U (x; �) , y2 (x; �) =

1p
R (x)

V (x; �) (5)

dönüşümü ile (1) sistemi

U 0 + h (x)U = i�V , V 0 � h (x)V = i�V , x 2 [0; T ] (6)

U (0; �) = 1 , V (0; �) = �1

sistemine dönüşür. Burada

h (x) = (2R (x))�1R0 (x) (7)

dir. V yi yok ettikten sonra (6) sistemi

�U 00 + q (x)U = �U , � = �2 (8)

denklemi ve

U (0; �) = 1 , U 0 (0; �) = �i� (9)

başlang¬ç koşullar¬elde edilir. Burada

q (x) = h2 (x)� h0 (x) (10)

dir. (2) , (7) , (10) dan

q (x) =

NX
j=1

aj�
x� 
j

�2 + q0 (x)

şeklindedir. Burada aj :=
�
Pj
2

�2
� 1
4
dür. Kabuledelimki

Pj
2
=2 Z ve

q0 (x)

NY
j=1

��x� 
j
��1�jPj j 2 L (0; T )

olsun. Budurumda r geni̧sleme yans¬ma katsay¬s¬, � karakteristik fonksiyonu

ve fj dönüşüm katsay¬lar¬8>>>>><>>>>>:
r (�) =

U (T; �) + V (T; �)

U (T; �)� V (T; �)

� (�) = U (T; �)

fj (�) =
U (T; �) + (�1)j V (T; �)

2

(11)

şeklini al¬r.
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2.2 ÇÖZÜMLER·IN ÖZELL·IKLER·I

Vj =
jPjj
2

, �kj = (�1)
k Vj +

1

2
, wj =

�

j; 
j+1

�

0 = 0 , 
N+1 := T

olsun.

Ckj =
�
x� 
j

��kj 1X
m=0

Ckmj
�
�
�
x� 
j

��2m
, k = 1; 2 , j = 1; 2; :::; N

tan¬mlans¬n. Burada

C10jC20j = (2Vj)
�1

Ckmj = (�1)mCk0j

 
mY
s=1

�
2s+ �kj

� �
2s+ �kj � 1

�
� aj

!�1
dir. Ayr¬ca

z� = exp (� (ln jzj+ i arg z)) , arg z 2 [��; �]

dir. x 2 WjUWj�1 için Ckj (x; �) fonksiyonlar¬

�y00 + aj�
x� 
j

�2y = �y

denkleminin çözümüdür ve

det
h
C
(m�1)
kj (x; �)

i
k;m=1;2

�= 1

dir. Skj (x; �) ; j = 1; 2; :::; N , k = 1; 2 aşa¼g¬daki integral denklemin çözümleri

olsun.

Skj (x; �) = Ckj (x; �)+

xZ

j

gj (x; t; �)

 
q (t)� aj�

t� 
j
�2Skj (t; �)

!
dt, x 2 WjUWj�1

Burada

gj (x; t; �) = C1j (t; �)C2j (x; �)� C2j (t; �)C1j (x; �)
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dir. Skj (x; �) fonksiyonlar¬
1

2
:mertebeden � ya göre tamd¬r ve (8) denkleminin

bir fundamental temel çözüm sistemidir. Ayr¬ca

det
h
S
(m�1)
kj (x; �)

i
k;m=1;2

�= 1

���S(m)kj (x; �)
��� � C

����x� 
j
��kj�m���

jSkj (x; �)� Ckj (x; �)j � C
����x� 
j

�2�kj+�jk������ �x� 
j
��� � 1

dir. C sembolü x ve � ya ba¼gl¬olmayan pozitif sabitdir.

[18] de Skj (x; �) n¬n asimptotik özellikleri ve Stokes çarp¬mlar¬araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Özelliklede x 2 WjUWj � 1

(�; x) 2 
 :=
�
(�; x) :

��� �x� 
j
��� � 1 , j = 1; 2; :::; N	

için aşa¼g¬daki asimptotik formül

S
(m)
kj (x; �) = �kj�

��kj (�i�)m exp
�
�i�

�
x� 
j

��
[1]j +

�kj�
��kj (i�)m exp

�
i��kjsign

�

j � x

��
exp

�
i�
�
x� 
j

��
[i]j

(12)

geçerlidir. Burada

[1]j = 1 +O
��
�
�
x� 
j

���1�
, �1j�2j = (�4i sin �Vj)

�1

dir. Notedelimki fundamental temel çözüm sistemi fSkj (x; �)g singüler nokta-

lardaki uygun çözümler için kullan¬lm¬̧st¬r. Özelliklede e¼ger q0 (x) bir analitik

fonksiyonsa Im x > 0 üst yar¬düzleminde analitik devam ile uygun çözümler

kaŗs¬l¬k gelir.

Skj (x; �) = A1skj (�)S1s (x; �) + A2skj (�)S2s (x; �) , x 2 WsUWs�1 (13)

formülüyle [0; T ] aral¬¼g¬nda Skj (x; �) fonksiyonlar¬geni̧sletilsin.

Lemma-2.2.1: x 2 ws , (S; x) 2 
 için

S
(m)
kj (x; �) = �kj�

��kj (�i�)m exp
�
�i�

�
x� 
j

��
[1]
 +

�kj�
��kj (i�)m exp

�
�i��kj

�
exp

�
i�
�
x� 
j

��
[1]


��kj���kj2i (i�)
m

sX
p=j+1

cos �Vp exp
�
i�
�
x+ 
j � 2
�

��
[1]
 , s � j

(14)
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S
(m)
kj (x; �) = �kj�

��kj (�i�)m exp
�
�i�

�
x� 
j

��
[1]
 +

+�kj�
��kj (i�)m exp

�
i��kj

�
exp

�
i�
�
x� 
j

��
[1]


+�kj�
��kj2i (i�)m

jX
p=s+1

cos �Vp exp
�
i�
�
x+ 
j � 2
�

��
[1]
 , s < j

(15)

[1]
 = 1 +

NX
j=1

O
�
�
�
x� 
j

��1�
dir.

·Ispat: Lemmay¬tümevar¬mla ispatlayal¬m. s � j olsun. s = j için (12)

arac¬l¬¼g¬ ile (14) sa¼glan¬r. s > j ve x 2 Ws�1 için;kabuledelim. (12) den

x 2 Ws�1 için;

S
(m)
kj (x; �) = �kj�

��kj (�i�)m exp
�
�i�

�
x� 
j

��
[1]
 +

+�kj�
��kj (i�)m exp

�
i��kj

�
exp

�
i�
�
x� 
j

��
[1]


+�kj�
��kj2i (i�)m

s�1X
p=j+1

cos �Vp exp
�
i�
�
x+ 
j � 2
�

��
[1]
 , s < j

(16)

S
(m)
ks (x; �) = �ks�

��ks (�i�)m exp (�i� (x� 
s)) [1]


+�ks�
��ks (i�)m exp

�
i��kj

�
exp

�
i�
�
x� 
j

��
[1]


(17)

dir. (16) ve (17) yi (13) de yerine yaz¬l¬rsa Arskj (�) ya göre aşa¼g¬daki cebirsel

sistemi elde edilir.

A1skj (�) �1s�
��1s [1] + A2skj (�) �2s�

��2s [1] = �kj�
��kj exp

�
i�
�

j � 
s

��
A1skj (�) �1s�

��1s exp (i��1s) [1] + A2skj (�) �2s�
��2s exp (i��2s) [1] = �kj�

��kjBkjs (�)

(18)

Burada [1] = 1 +O (��1) dir ve

�kj�
��kjBkjs (�) = exp

�
�i��kj

�
exp

�
i�
�

s � 
j

��
�2i

s�1X
�=j+1

cos �Vp exp
�
i�
�

s + 
j � 2
�

��
[1]

dir

�1s + �2s = 1; �1s�2s = (�4i sin �Vs)
�1 ; exp (i��1s)� exp (i��2s) = 2 sin �Vs
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oldu¼gundan (18) in determinant¬(2i�)�1 [1] e eşittir. (18) çözülürse

A1skj (�) = 2i�
1��ki��2s�kj�2s

�
exp

�
i��2s exp

�
i�
�

j � 
s

����
[1] �kjs (�) [1]

A2skj (�) = 2i�
1��kj��1s�kj�1s

�
� exp (i��1s) exp

�

j � 
s

��
[1] + �kjs (�) [1]

(19)

elde edilir. x 2 Ws olsun. O halde (12) den

S
(m)
kj (x; �) = �ks�

��ks (�i�)m
�
exp (�i� (x� 
s)) [1]


+(i�)m exp (�i��ks) exp (i� (x� 
s)) [1]


� (20)

d¬r. (19) ve (20) yi (13) de yerine yaz¬l¬rsa (14) elde edilir.
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2.3 ÇÖZÜMLER·IN DAVRANIŞI

'k (x; �) = (�1)
k�1
�
S
(2�k)
2j (0; �)S1j (x; �)� S

(2�k)
1j (0; �)S2j (x; �)

�
; k = 1; 2

tan¬mlans¬n. 'k (x; �) fonksiyonlar¬(8) in çözümleridir ve

'
(m�1)
k (x; �) = �km , k;m = 1; 2

( �km kronecker deltad¬r.) Aç¬kt¬rki

h'1 (x; �) ; '2 (x; �)i �= 1 (21)

dir. Burada hy; zi = yz0�zy0 dür. (14) ve (15) kullan¬larak x 2 Ws , (�; x) 2 


için

'
(m�1)
k (x; �) =

1

2
(i�)m�k

�
exp (i�x) [1]
 + (�1)

m�k exp (�i�x) [1]

�
+

+
1

2
(i�)m�k

 
(�1)k 2i

sX
j=1

cos �Vj exp
�
i�
�
x� 2
j

��
[1]


!
, j�j ! 1 , k;m = 1; 2

(22)

dir. Benzer şekilde

 k (x; �) = (�1)
k�1
�
S
(2�k)
2j (T; �)S1j (x; �)� S

(2�k)
1j (T; �)S2j (x; �)

�
, k = 1; 2

fonksiyonlar¬ (8) i ve  (m�1)k (T; �) = �k;m , k;m = 1; 2 koşullar¬n¬ sa¼glar.

Ayr¬ca

h 1 (x; �) ;  2 (x; �)i u 1 (23)

dir ve x 2 Ws , (�; x) 2 
 için

 
(m�1)
k (x; �) =

1

2
(i�)m�k

�
(�1)m�k exp (i� (T � x)) [1]
 + exp (�i� (T � x)) [1]


�
+

+
1

2
(i�)m�k

 
(�1)k�1 2i

NX
j=s+1

cos �Vj exp (i� (x+ T � 2
i)) [1]


!
(24)

j�j ! 1 , k;m = 1; 2 dir. (9) dan dolay¬

U (x; �) = '1 (x; �)� i�'2 (x; �) (25)
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olur. j�j ! 1 , Im � � 0 için (25) ; (22) ve (11) den

U (m) (x; �) = (�i�)m exp (�i�x) [1]
�2i (i�)
m

sX
j=1

cos �Vj exp
�
i�
�
x� 2
j

��
[1]


(26)

x 2 Ws , (�; x) 2 
 , m = 0; 1

� (�) = exp (i�T ) [1]� 2i
NX
j=1

cos �Vj exp (i�)
�
T � 2
j

�
[1]
 (27)

dir.

Lemma-2.3.1: Aşa¼g¬daki

j�(�)j+ j�(��)j 6= 0 (28)

ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬r.

·Ispat: � = 0 için (5) den

R (x) jU (x; 0)j2 = jy1 (x; 0)j2 (29)

dir. Di¼ger taraftan � = 0 için (1) kullan¬larak y01 (x; 0) = 0 elde edilir ve sonuç

olarak

jy1 (x; 0)j2 = Aj , x 2 Wj , j = 0; 1; :::; N (30)

dir. Burada Aj sabittir ve A0 = 1 dir. Şimdi gösterelim ki 8j = 0; 1; :::; N için

Aj 6= 0 d¬r. Aksine olarak kabuledelim ki As = 0 ve Aj 6= 0 , j = 0; 1; :::; s� 1

dir. Fundamental temel çözüm sistemi kullan¬larak fSks (x; �)g

U (x; 0) = �1sS1s (x; �) + �2sS2s (x; 0) , x 2 Ws [Ws�1

yazabilir.

As = 0 oldu¼gundan (29) dan ve (30) dan x 2 Ws için U (x; 0) = 0 d¬r ve

sonuç olarak �1s = �2s = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla x 2 Ws�1 için U (x; 0) = 0 d¬r.

Yani As�1 = 0 d¬r. Bu ise kabul ile çeli̧sir. A0 6= 0 oldu¼gundan 8j = 0; 1; :::; N

için Aj 6= 0 oldu¼gu elde edilir. Özelliklede bu

�(0) 6= 0 (31)
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oldu¼gunu verir. Ayr¬ca (21) ve (25) den

hU (x; �) ; U (x;��)i � 2i�

dur. � 6= 0 için (28) geçerlidir. Bu (31) ile birlikte 8� için (28) i verir.

�+ = f� : Im � > 0g , w (�) = � (�) exp (i�T ) (33)

tan¬mlans¬n. f�ngn�1 , ��+ da w (�) nun s¬f¬rlar¬olsun. E¼ger R singülaritelere

ve dönüm noktalar¬na sahip de¼gilse w (�), ��+ da hiçbir s¬f¬ra sahip de¼gildir.

Dolay¬s¬yla genel durumda w (�) sonlu veya ��+ da say¬labilir s¬f¬rlar¬n küme-

sine sahiptir.

(27) ve (33) kullan¬larak iyi bilinen metodlar arac¬l¬¼g¬ile (�n) in aşa¼g¬daki

özellikleri elde edilir.

1- Im � � h için jw (�)j � Cn olacak şekilde h > 0, Ch > 0 vard¬r.

Dolay¬s¬yla ��+ da (w�) nun s¬f¬rlar¬

�h = f� : 0 � Im � � hg

şeridi üzerinde bulunur.

2- Ra = f� : Re � 2 [a; a+ 1] ; Im � 2 [0; h]g dikdörtgeni üzerinde w (�) nun

Na s¬f¬rlar¬a ya göre s¬n¬rl¬d¬r.

3- G� = f� : j�� �nj � �g \ ��+ tan¬mlans¬n. Ohalde

jw (�)j � Cs , � 2 G� (34)

d¬r.

4- Rn ! 1 say¬lar¬vard¬r öyleki yeterince küçük � > 0 için j�j = Rn ,

Im � � 0 , 8n için G� bulunur.

Basitlik içinw (�) nun ��+ daki tüm s¬f¬rlar¬n¬n basit oldu¼gu durum düşünülmüştür.



17

2.4.TEKL·IK TEOREM·I

2.4.1 Yar¬Eksende Periyodik Problemin Çözümü

P (x) =

8<: q (T � x) ; 0 � x � T

0 x > T

tan¬mlans¬n ve yar¬düzlemde

�y00 + p (x) y = �y , x > 0 ,� = �2 (35)

denklemini düşünelim. Aç¬kt¬rki

P (x) =
nX
j=1

aj1

(x� xj)
2 + P0 (x)

P0 (x) =
NY
j=1

jx� xjj1�2Vj1 2 L (0; T )

dir. Burada

xj = T � 

N�j+1 , aj1 = aN�j+1 , vj1 = vN�j+1

dir.

e (x; �) =

8<: U (T � x; �) exp (i�T ) ; 0 � x � T

exp (i�x) ; x > T

formülü ile e (x; �) fonksiyonunu tan¬mlans¬n. e (x �) fonksiyonu (35) denklem-

inin bir çözümüdür ve e (0; �) = w (�) dur.

� (x; �) =
e (x; �)

w (�)
; M (�) =

e0 (0; �)

w (�)
(36)

tan¬mlans¬n. M (�) fonksiyonuna Weyl fonksiyonu denir.

C (x; �) =  1 (T � x; �) , S (x; �) = � 2 (T � x; �)

alal¬m. C (x; �) ve S (x; �) (35) denklemini sa¼glar ve

C (0; �) = S 0 (0; �) = 1

S (x; �) = C 0 (0; �) = 0
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dir. (23) den dolay¬

hC (x; �) ; S (x; �)i �= 1

dir. � (0; �) = 1 , �0 (0; �) =M (�) oldu¼gundan

� (x; �) = C (x; �) +M (�)S (x; �) (37)

h� (x; �) ; S (x; �)i �= 1 (38)

dir. " > 0 olmak üzere 
" = fx : x 2 [0; T ] ; jx� xjj � "; j = 1; 2; :::; Ng

tan¬mlans¬n. j�j ! 1 için (24) ; (26) ve (27) den � 2 ��+ , x 2 
" \ ws ,

m = 0; 1 dir.

e(m) (x; �) = (i�)m exp (i�x) [1]�

�2i (�i�)m
NX

j=s+1

cos �vj exp (i� (2xj � x)) [1] (39)

w (�) = [1]� 2i
NX
j=1

cos �vj1 exp (2i�xj) [1] (40)

S(m) (x; �) =
1

2
(i�)m�1 (exp (i�x) [1]� (�1)m exp (�i�x) [1])+

+
1

2
(i�)m�1

 
2i (�1)m

sX
j=1

cos �vj1 exp (i�) (2xj � x) [1]

!
(41)

dir.

� = f� : � � 0g

ve

� = f�kgk�1 , �k = �2k

Im �k � 0 tan¬mlans¬n. Burada � ve �� kök fonksiynunun Riemann yüzeyinin

alt kümeleri gibi düşünülmelidir.

Teorem-2.4.1: M (�) Weyl fonksiyonu ��� da analitiktir. � = �k nok-

talar¬nda M (�) Weyl fonksiyonlar¬basit kutuplara sahiptir ve

Re
�=�k

sM (�) =
4i�2k

_w (�k)w (��k)
(42)
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d¬r. Burada _w (�) =
d

d�
w (�) dur. � 2 ��� için

M� (�) = limM (�� iz) , z ! 0 , Re z > 0

sonlu limitleri vard¬r ve

V (�) =
1

2�i

�
M+ (�)�M� (�)

�
=

�

�w (�)w (��) , � > 0; � = �2 (43)

dir. Ayr¬ca

jM (�)j � C� j�j , � 2 G� , jV (�)j � C� j�j ; � 2 G� \ f� : � > 0g (44)

M (�) = i� [1] ; j�j ! 1 , arg � 2 ["0; � � "0] ; "0 > 0 (45)

dir.

·Ispat: � nin � düzlemindeki tan¬m kümesi, � düzleminde �+ nin tanim

kümesine kaŗs¬l¬k gelir. (36) dan dolay¬M (�) , ��� da analitik, ���� da

sürekli ve

Re
�=�k

sM (�) = e0 (0; �k)

 �
d

d�
w (�)

�
�=�k

!�1
(46)

=
2�ke

0 (0; �k)

_w (�k)

(32) ; (36) ; (37) ve (38) den

he (x; �) ; e (x;��)i � �2i� , he (x; �) ; S (x; �)i � w (�) (47)

dir. Bu

e (x; �k) = e0 (0; �k)S (x; �k)

w (��k) e0 (0; �k) = 2i�k

sa¼glar. (46) ile birlikte bu (42) yi verir.

Ayr¬ca (36) ve (47) kullan¬larak � > 0 için

M+ (�)�M� (�) =
e0 (0;��)
w (��) � e0 (0; �)

w (��) =
2i�

w (�)w (��)
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hesaplan¬r. Yani (43) geçerlidir. Sonunda (34) ; (36) ; (39) ; (40) ve (43) den

(44) ve (45) hesaplan¬r.

�k = �4i�2k ( _w (�k)w (��k))
�1 tan¬mlans¬n. E¼ger �k 2 �+ ve �k = �2i�2k ( _w (�k)w (�))

�1

ise Im �k = 0 d¬r.

S = (V (�) ; f�k; �kg)

kümesine spektral veri denir.
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2.4.2 Farkl¬Konumlarda Ters Problemler

R ve ~R dalga dirençlerini düşünelim. E¼ger � , R ile alakal¬bir elemansa ,

~� n¬n da ~R ile alakal¬bir eleman oldu¼gu kabul edilir ve �̂ = �� ~� olsun.

Teorem-2.4.2: E¼ger r = ~r ise R = ~R d¬r. Böylece genlik yans¬ma katsay¬s¬

dalga direnci ile tek olarak belirlenir.

·Ispat: (6) ve (11) den dolay¬

fj (�) =
U (T; �)

2
+
(�1)j

2i�
(U 0 (T; �) + h (T )U (T; �)) , j = 1; 2

dir. (32) ile birlikte bu

f1 (�) f1 (��)� f2 (�) f2 (��) = 1 (48)

eşitli¼gini sa¼glar. (48) den f1 (�) ve f2 (�) fonksiyonlar¬ hiçbir s¬f¬ra sahip

de¼gildir. Dolay¬s¬yla (4) den dolay¬�(�) ve f1 (�) fonksiyonlar¬s¬f¬ra sahip

de¼gildir. Ayr¬ca (3) ; (4) ve (33) den

r (�) + 1 =
w (�) exp (�i�T )

f1 (�)

al¬n¬r. w (�) fonksiyonu � ya göre tam, exponansiyel tipli ve (40) a göre

w (�) = 1 +O
�
��1
�
, j�j ! 1 , arg � 2 ["0; � � "0] , "0 > 0

d¬r. f�kg , r (�) + 1 in s¬f¬rlar¬n¬n dizisi olsun yani w (�) nun s¬f¬rlar¬olsun. O

halde

w (�) = a exp (b�)G (�)

dur. Burada

G (�) =
Y
k

�
1� �

�k

�
exp

�

�k

b = � lim
j�j!1

G (�)

�

a =

�
lim
j�j!1

exp (b�)G (�)

��1
, arg � 2 ["0; � � "0]
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d¬r. Böylece genlik yans¬ma katsay¬s¬w (�) fonksiyonu ile tek olarak belirlenir.

Di¼ger taraftan Teorem-2.4.2 nin hipotezleri alt¬nda

w (�) = ~w (�) (49)

dur. (42) ; (45) ve (49) kullan¬larak M̂ (�) fonksiyonunun � ya göre tam fonksiyon

oldu¼gu elde edilir.

Şimdi P (x; �) = [Pkj (x; �)]k;j=1;2 matrisini

P (x; �)

24 ~� (x; �) ~S (x; �)

~�0 (x; �) ~S 0 (x; �)

35 =
24 � (x; �) S (x; �)

�0 (x; �) S 0 (x; �)

35
şeklinde tan¬mlans¬n. (38) den dolay¬

Pjk (x; �) = (�1)k�1
�
�(j�1) (x; �) ~S(2�k) (x; �)� S(j�1) (x; �) ~�(2�k) (x; �)

�
(50)

� (x; �) = P11 (x; �) ~� (x; �) + P12 (x; �) ~�
0 (x; �) (51)

S (x; �) = P11 (x; �) ~S (x; �) + P12 (x; �) ~S
0 (x; �)

d¬r. " > 0 olsun. x 2 
" , � 2 ��+ , m; = 0; 1 için (34) ; (36) ; (39) ; (41) den��S(m) (x; �)�� � C (j�j+ 1)m�1 exp (�x)���S(m) (x; �)� ~S(m) (x; �)
��� � C (j�j+ 1)m�1 exp (�x)

(52)

���(m) (x; �)�� � C� (j�j+ 1)m exp (��x) , � 2 C�����(m) (x; �)� ~�(m) (x; �)��� � C� (j�j+ 1)m�1 exp (��x) , � 2 G+� = G� \ ~G�
(53)

(50) ; (52) ; (53) ve (38) kullan¬larak x 2 
"; � 2 G+� için

jPjk (x; �)� �jkj �
C�

j�j+ 1 ; j � k

jP21 (x; �)j � C�

(54)

elde edilir. Ayr¬ca (37) ve (50) ye göre

P11 (x; �) =
�
C (x; �) ~S 0 (x; �)� S (x; �) ~C 0 (x; �)

�
+ M̂ (�)S (x; �) ~S 0 (x; �)
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P12 (x; �) =
�
S (x; �) ~C (x; �)� C (x; �) ~S (x; �)

�
+ M̂ (�)S (x; �) ~S (x; �)

d¬r. M̂ (�) , � ya göre tam oldu¼gundan herbir sabitleştirilmi̧s x = xj için

P1k (x; �) fonksiyonlar¬n¬n � ya göre tam oldu¼gu elde edilir. (54) ile birlikte bu

P11 (x; �) = 1; P12 (x; �) = 0 oldu¼gunu verir. Bunu (51) de yerine yaz¬l¬rsa 8x

ve 8� için

� (x; �) = ~� (x; �)

S (x; �) = ~S (x; �)

elde edilir. Sonuç olarak P (x) = ~P (x) yani q (x) = ~q (x) dir. Özelliklede bu

U (x; �) = ~U (x; �) oldu¼gunu verir. (2) ; (29) ve (30) kullan¬larak

R0 (x) = Cj ~R0 (x) , x 2 wj ,j = 1; 2; :::; N

oldu¼gu elde edilir. C0 = 1 ve R0; ~R0 sürekli pozitif fonksiyonlar oldu¼gundan

Cj = 1; j = 1; 2; :::; N ve R0 = ~R0 , R = ~R d¬r.



24

3.BÖLÜM

ÇEV·IRME OPERATÖRÜ VE ÖZELL·IKLER·I

3.1 ·Integral Denklemin Oluşturulmas¬8><>:
y01 (x) = i�K (x) y2 (x)

y02 (x) = i�
1

K (x)
y1 (x) ;

� = �2 ; 0 < x < �8<: y2 (0)� hy1 (0) = 0

y2 (�) +Hy1 (�) = 0

s¬n¬r-de¼ger problemini ele alal¬m. Burada K (x) 2 L2 [0; �] ve 8 x 2 [0; �] için

K (x) 6= 0 d¬r. ·Ilk önce

y1 (x; �) =
p
K (x)U (x; �) ve y2 (x; �) =

1p
K (x)

V (x; �)

dönüşümü yapal¬m.

y1 (x; �) =
p
K (x)U (x; �)) y01 (x; �) =

K 0 (x)

2
p
K (x)

U (x; �) +
p
K (x)U 0 (x; �)

ve

y2 (x; �) =
1p
K (x)

V (x; �)) y02 (x; �) =

�K 0 (x)

2
p
K (x)

K (x)
V (x; �)+

1p
K (x)

V 0 (x; �)

ifadelerini denklemde yerine yazal¬m.

y01 (x) = i�K (x) y2 (x)

ise
K 0 (x)

2
p
K (x)

U (x; �) +
p
K (x)U 0 (x; �) = i�K (x)V (x; �)

dir. Buradan

U 0 (x; �) +
K 0 (x)

2K (x)
U (x; �) = i�V (x; �)
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ise

U 0 (x; �) +m (x)U (x; �) = i�V (x; �) ; m (x) =
K 0 (x)

2K (x)

şeklinde yaz¬l¬r.

y02 (x) = i�
1

K (x)
y1 (x)

ise

�K0(x)

2
p
K(x)

K (x)
V (x; �) +

1p
K (x)

V 0 (x; �) = i�
1

K (x)

p
K (x)U (x; �)

d¬r. Dolay¬s¬yla

V 0 (x; �)� K 0 (x)

2K (x)
V (x; �) = i�U (x; �)

olur. Buradanda

V 0 (x; �)�m (x)V (x; �) = i�U (x; �)

şeklinde yazl¬r. Dolay¬s¬yla8<: U 0 (x; �) +m (x)U (x; �) = i�V (x; �)

V 0 (x; �)�m (x)V (x; �) = i�U (x; �)

denklem sistemini elde edilir.

U 0 (x; �) +m (x)U (x; �) = i�V (x; �)

ise

U 00 (x; �) +m0 (x)U (x; �) +m (x)U 0 (x; �) = i�V (x; �)

d¬r. Buradan

U 00 (x; �) +m0 (x)U (x; �) +m (x)U 0 (x; �) = i�m (x)V (x; �)� �2U (x; �)

ise
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U 00 (x; �)+m0 (x)U (x; �)+m (x)U 0 (x; �) = m (x)U 0 (x; �)+m2 (x)U (x; �)��2U (x; �)

ve

U 00 (x; �) +
�
m0 (x)�m2 (x)

�
U (x; �) = ��2U (x; �)

d¬r. Ohalde

�U 00 (x; �) + q (x)U (x; �) = �U (x; �)

elde edilir. Burada q (x) = m2 (x) � m0 (x) , � = �2; q (x) 2 L2 [0; �] dir.

Böylece Sturm-Liouville denklemi elde edilmi̧s olur.

Şimdi

�U 00 (x; �) + q (x)U (x; �) = �U (x; �)

q (x) = m2 (x) �m0 (x) , � = �2 denkleminin çözümünü bulal¬m. ·Ilk önce

q (x) = 0 için homojen k¬sm¬n çözümünü bulal¬m.

�U 00 (x; �) = �U (x; �) ; � = �2

denkleminin genel çözümü

U (x; �) = c1e
i�x + c2e

�i�x

şeklindedir. Şimdi homojen olmayan k¬sm¬ çözmek için sabitlerin de¼gi̧simi

yöntemini kullanal¬m.

U (x; �) = c1 (x) e
i�x + c2 (x) e

�i�x

ise

U 0 (x; �) = i�c1 (x) e
i�x � i�c2 (x) e

�i�x + c01 (x) e
i�x + c02 (x) e

�i�x

olmak üzere

c01 (x) e
i�x + c02 (x) e

�i�x = 0 (*)
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d¬r. Buradan

U 0 (x; �) = i�c1 (x) e
i�x � i�c2 (x) e

�i�x

ise

U 00 (x; �) = ��2c1 (x) ei�x � �2c2 (x) e
�i�x + i�c01 (x) e

i�x � i�c02 (x) e
�i�x

olur. Elde edilen bu ifadeleri denklemde yerine yazal¬m.

�U 00 (x; �) + q (x)U (x; �) = �U (x; �)

ise
�2c1 (x) e

i�x + �2c2 (x) e
�i�x � i�c01 (x) e

i�x + i�c02 (x) e
�i�x

+q (x)U (x; �) = �2c1 (x) e
i�x + �2c2 (x) e

�i�x

olmak üzere

�i�c01 (x) ei�x + i�c02 (x) e
�i�x = �q (x)U (x; �) (**)

olur. Dolay¬s¬yla8<: c01 (x) e
i�x + c02 (x) e

�i�x = 0

�i�c01 (x) ei�x + i�c02 (x) e
�i�x = �q (x)U (x; �)

denklem sistemi elde edilir. O halde

2i�e�i�xc02 (x) = �q (x)U (x; �)

ise

c02 (x) =
�1
2i�

q (x) ei�xU (x; �)

olur. Buradan da

c2 (x) =
�1
2i�

xZ
0

q (t)U (t; �) ei�tdt+ c�2
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şeklinde elde edilir. Benzer şekilde

�2i�ei�xc01 (x) = �q (x)U (x; �)

ise

c01 (x) =
1

2i�
q (x) e�i�xU (x; �)

olmak üzere

c1 (x) =
1

2i�

xZ
0

q (t)U (t; �) ei�tdt+ c�1

şeklinde elde edilir. Dolay¬s¬yla

U (x; �) = c�1e
i�x + c�2e

�i�x +
1

2i�

xZ
0

q (t)U (t; �) e�i�(t�x)dt�

� 1

2i�

xZ
0

q (t)U (t; �) ei�(t�x)

ise

U (x; �) = c�1e
i�x + c�2e

�i�x +

xZ
0

sin � (x� t)

�
q (t)U (t; �) dt

elde edilir.

Şimdi s¬n¬r koşullar¬yard¬m¬yla c�1 ve c
�
2 ¬hesaplayal¬m.

y2 (0)� hy1 (0) = 0

ise

1p
K (0)

V (0; �)� h
p
K (0)U (0; �) = 0

olur. Buradan da

V (0; �)� hK (0)U (0; �) = 0

olur. Öteyandan
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y2 (�) +Hy1 (�) = 0

ise
1p
K (�)

V (�; �) +H
p
K (�)U (�; �) = 0

olur. Buradanda

V (�; �) +HK (�)U (�; �) = 0

s¬n¬r koşullar¬n¬elde edilir. Ohalde

V (0; �)� hK (0)U (0; �) = 0

oldu¼gundan

U (0; �) = 1

ve

V (0; �) = hK (0)

başlang¬ç koşullar¬elde edilir. Dolay¬s¬yla

U 0 (x; �) +
K 0 (x)

2K (x)
U (x; �) = i�V (x; �)

ise V (0; �) = hK (0) ve U (0; �) = 1 olmak üzere

U 0 (0; �) +
K 0 (0)

2K (0)
U (0; �) = i�V (0; �)

ise

U 0 (0; �) = i�hK (0)� K 0 (0)

K (0)

olur. Ohalde8>>>><>>>>:
U (x; �) = c�1e

i�x + c�2e
�i�x +

xZ
0

sin �(x�t)
�

q (t)U (t; �) dt

U (0; �) = 1 ; U 0 (0; �) = i�hK (0)� K 0 (0)

K (0)

elde edilir. Buradan
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U (0; �) = 1) c�1 + c�2 = 1

olur ve

U 0 (0; �) = i�hK (0)� K 0 (0)

K (0)

ise

i�c�1 � i�c�2 = i�hK (0)� K 0 (0)

K (0)

d¬r. Ohalde

c�1 + c�2 = 1

c�1 � c�2 = hK (0)� K 0 (0)

2i�K (0)

denklem sistemini elde edilir. Buradan

c�1 =
1

2
+ h

K (0)

2
� K 0 (0)

4i�K (0)

ve

c�2 =
1

2
� h

K (0)

2
+

K 0 (0)

4i�K (0)

bulunur. Dolay¬s¬yla

U (x; �) =

�
1

2
+ h

K (0)

2
� K 0 (0)

4i�K (0)

�
ei�x +

�
1

2
� h

K (0)

2
+

K 0 (0)

4i�K (0)

�
e�i�x

+

xZ
0

sin �(x�t)
�

q (t)U (t; �) dt

olur. Burada

A =
1

2
+ h

K (0)

2
� K 0 (0)

4i�K (0)

ve

B =
1

2
� h

K (0)

2
+

K 0 (0)

4i�K (0)

denilirse

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
0

sin � (x� t)

�
q (t)U (t; �) dt

şeklinde elde edilir.
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3.2 Çevirme Operatörünün Varl¬¼g¬ve Özellikleri

Bu bölümde 3.1 alt bölümünde al¬nan integral denklemlerin her bölge için

çözümünün varl¬¼g¬ ve tekli¼gi gösterilecektir. Ayr¬ca çevirme operatörünün

çekirde¼ginin sa¼glad¬¼g¬özellikler incelenecektir. Bunun için ard¬̧s¬k yaklaş¬m-

lar yöntemi uygulanacakt¬r.

Şimdi U (x; �) çözümünü

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt

şeklinde arayal¬m.

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
0

sin � (x� t)

�
q (t)U (t; �) dt

ifadesinde

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt

eşitli¼gini yerine yazal¬m.

Aei�x +Be�i�x +

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt = Aei�x +Be�i�x+

+

xZ
0

sin � (x� �)

�
q (�)

24Aei�� +Be�i�� +

�Z
��

K (�; �) ei��d�

35 d�
d¬r. Ohalde
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xZ
�x

K (x; t) ei�tdt =

xZ
0

ei�(x��) � e�i�(x��)

2i�
q (�)

24Aei�� +Be�i�� +

�Z
��

K (�; �) ei��d�

35 d�
= A

xZ
0

ei�x � e�i�(x�2�)

2i�
q (�) d� +B

xZ
0

ei�(x�2�) � e�i�x

2i�
q (�) d�+

+

xZ
0

�Z
��

ei�(x��+�) � e�i�(x����)

2i�
K (�; �) q (�) d�d�

=
A

2

xZ
0

xZ
�x+2�

ei�tq (�) dtd� +
B

2

xZ
0

x�2�Z
�x

ei�tq (�) dtd�+

+
1

2

xZ
0

�Z
��

x��+�Z
�x+�+�

ei�tK (�; �) q (�) dtd�d�

şeklinde yazar¬z.

Şimdi yukardaki integrallerde gerekli bölge dönüşümlerini yapal¬m. Burada

I1 =

xZ
0

xZ
�x+2�

ei�tq (�) dtd�

şeklinde al¬rsak

I1 =

xZ
0

xZ
�x+2�

ei�tq (�) dtd� =

xZ
�x

x+t
2Z
0

ei�tq (�) d�dt

elde edilir.

I2 =

xZ
0

x�2�Z
�x

ei�tq (�) dtd�

şeklinde al¬rsak

I2 =

xZ
0

x�2�Z
�x

ei�tq (�) dtd� =

xZ
�x

x�t
2Z
0

ei�tq (�) d�dt

elde edilir ve

I3 =

xZ
0

�Z
��

x��+�Z
�x+�+�

ei�tK (�; �) q (�) dtd�d�
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alal¬m. Burada

I4 =

�Z
��

x��+�Z
�x+�+�

ei�tK (�; �) q (�) dtd�

al¬rsak

I4 =

x�2�Z
�x

t+x��Z
��

ei�tK (�; �) q (�) d�dt+

xZ
x�2�

�Z
t�x+�

ei�tK (�; �) q (�) d�dt

burada � > � için K (�; �) = 0 d¬r.

ohalde

I3 =

xZ
0

x�2�Z
�x

t+x��Z
��

ei�tK (�; �) q (�) d�dtd� +

xZ
0

xZ
x�2�

�Z
t�x+�

ei�tK (�; �) q (�) d�dtd�

olur. Bu integralde

I5 =

xZ
0

x�2�Z
�x

ei�tK (�; �) q (�) dtd�

şeklinde al¬rsak

I5 =

xZ
0

x�2�Z
�x

ei�tK (�; �) q (�) dtd� =

xZ
�x

x�t
2Z
0

ei�tK (�; �) q (�) d�dt

elde edilir.ve

I6 =

xZ
0

xZ
x�2�

ei�tK (�; �) q (�) dtd�

al¬rsak

I6 =

xZ
0

xZ
x�2�

ei�tK (�; �) q (�) dtd� =

xZ
�x

xZ
x�t
2

ei�tK (�; �) q (�) d�dt

şeklinde yaz¬l¬r. Dolay¬s¬yla
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I3 =

xZ
�x

0B@
x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K (�; �) q (�) d�d�

1CA ei�tdt+

xZ
�x

0B@ xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K (�; �) q (�) d�d�

1CA ei�tdt

şeklinde elde edilir.

Ohalde

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt =
A

2

xZ
�x

264
x+t
2Z
0

q (�) d�

375 ei�tdt+ B

2

xZ
�x

264
x�t
2Z
0

q (�) d�

375 ei�tdt+
+
1

2

xZ
�x

264
x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K (�; �) q (�) d�d�

375 ei�tdt+
+
1

2

xZ
�x

264 xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K (�; �) q (�) d�d�

375 ei�tdt = 0
ise

xZ
�x

0B@K (x; t)� A

2

x+t
2Z
0

q (�) d� � B

2

x�t
2Z
0

q (�) d��

�1
2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K (�; �) q (�) d�d� � 1
2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K (�; �) q (�) d�d�

1CA ei�tdt = 0

olur. Burada

A (x; t) = K (x; t)� A

2

x+t
2Z
0

q (�) d� � B

2

x�t
2Z
0

q (�) d� � 1
2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K (�; �) q (�) d�d�

�1
2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K (�; �) q (�) d�d�

al¬n¬rsa
xZ

�x

A (x; t) ei�tdt = 0
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olur.

~A (x; t) =

8>>><>>>:
0 �1 < t < x

A (x; t) �x < t < x

0 x < t < +1

fonksiyonunu tan¬mlarsak

+1Z
�1

~A (x; t) ei�tdt = 0

yaz¬labilir. Son eşitlik ~A (x; t) fonksiyonunun Fourier dönüşümüdür. Fourier

dönüşümünün birebirli¼ginden

~A (x; t) = 0

yani

A (x; t) = 0

d¬r. Ohalde

K (x; t) =
A

2

x+t
2Z
0

q (�) d� +
B

2

x�t
2Z
0

q (�) d� ++
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K (�; �) q (�) d�d�

+
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K (�; �) q (�) d�d� ; � x < t < x

olarak elde edilir.

Şimdi

� (x) =

xZ
0

jq (�)j d�

ve

�1 (x) =

xZ
0

� (t) dt

şeklinde tan¬mlans¬n.

1- � (x) ve �1 (x) artan fonksiyonlard¬r.
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2- �1 (x) =

xZ
0

� (t) dt =

xZ
0

tZ
0

jq (s)j dsdt =
xZ
0

xZ
s

jq (s)j dtds =
xZ
0

(x� s) jq (s)j ds

olur. Dolay¬s¬yla

�1 (x) =

xZ
0

(x� s) jq (s)j ds

elde edilir.

K (x; t) =
A

2

x+t
2Z
0

q (�) d� +
B

2

x�t
2Z
0

q (�) d�

+
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K (�; �) q (�) d�d� ; �x < t < x

+
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K (�; �) q (�) d�d�

olmak üzere

K0 (x; t) =
A

2

x+t
2Z
0

q (�) d� +
B

2

x�t
2Z
0

q (�) d�

ve

Km (x; t) =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

Km�1 (�; �) q (�) d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

Km�1 (�; �) q (�) d�d�

m = 1; 2; 3; : : :olacak şekilde

K (x; t) =

1X
m=0

Km (x; t)

serisini tan¬mlans¬n. Gösterelimki
1X
m=0

Km (x; t) serisi düzgün yak¬nsakt¬r.
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jK0 (x; t)j =

�������
A

2

x+t
2Z
0

q (�) d� +
B

2

x�t
2Z
0

q (�) d�

������� �
A

2

x+t
2Z
0

jq (�)j d� + B

2

x�t
2Z
0

jq (�)j d�

� A

2

xZ
0

jq (�)j d� + B

2

xZ
0

jq (�)j d� = A+B

2

xZ
0

jq (�)j d� = 1

2
� (x)

olur. Dolay¬s¬yla

jK0 (x; t)j �
1

2
� (x)

elde edilir.

jK1 (x; t)j =

�������
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K0 (�; �) q (�) d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K0 (�; �) q (�) d�d�

�������
� 1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK0 (�; �)j jq (�)j d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK0 (�; �)j jq (�)j d�d�

şeklinde yaz¬l¬r.

Diyelimki

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK0 (�; �)j jq (�)j d�d� ve j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK0 (�; �)j jq (�)j d�d�

olsun.

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK0 (�; �)j jq (�)j d�d� �
1

4

x�t
2Z
0

jq (�)j� (�)
t+x��Z
��

d�d�

=
1

4

x�t
2Z
0

jq (�)j� (�) (x+ t) d� � 1

4
�
�
x�t
2

� x�t
2Z
0

(x+ t) jq (�)j d�

=
1

2
�
�
x�t
2

� x�t
2Z
0

�
x� x�t

2

�
jq (�)j d� � 1

2
�
�
x�t
2

� x�t
2Z
0

(x� �) jq (�)j d�

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

(x� �) jq (�)j d�
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olur. Dolay¬s¬yla

j1 �
1

2
� (x)

x�t
2Z
0

(x� �) jq (�)j d�

elde edilir.

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK0 (�; �)j jq (�)j d�d� �
1

4

xZ
x�t
2

jq (�)j� (�)
�Z

t�x+�

d�d�

=
1

4

xZ
x�t
2

jq (�)j� (�) (x� t) d� � 1

4
� (x)

xZ
x�t
2

(x� �) jq (�)j d�

� 1

2
� (x)

xZ
x�t
2

(x� �) jq (�)j d�

olur. Dolay¬s¬yla

j2 �
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

(x� �) jq (�)j d�

elde edilir. O halde
jK1 (x; t)j � j1 + j2

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

(x� �) jq (�)j d� + 1
2
� (x)

xZ
x�t
2

(x� �) jq (�)j d�

� 1

2
� (x)

xZ
0

(x� �) jq (�)j d� = 1

2
� (x)�1 (x)

oldu¼gundan

jK1 (x; t)j �
1

2
� (x)�1 (x)
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elde edilir. Benzer şekilde

jK2 (x; t)j =

�������
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K1 (�; �) q (�) d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K1 (�; �) q (�) d�d�

�������
� 1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK1 (�; �)j jq (�)j d�d�

+
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK1 (�; �)j jq (�)j d�d�

olur. Diyelimki

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK1 (�; �)j jq (�)j d�d�

ve

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK1 (�; �)j jq (�)j d�d�

olsun

.

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK1 (�; �)j jq (�)j d�d� �
1

4

x�t
2Z
0

jq (�)j
t+x��Z
��

� (�)�1 (�) d�d�

=
1

4

x�t
2Z
0

� (�)�1 (�) jq (�)j (x+ t) d� � 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

�1 (�) jq (�)j
�
x� x�t

2

�
d�

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

�1 (�) jq (�)j (x� �) d�

olur. Dolay¬s¬yla

j1 �
1

2
� (x)

x�t
2Z
0

�1 (�) jq (�)j (x� �) d�

olur. Benzer şekilde

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK1 (�; �)j jq (�)j d�d� �
1

4

xZ
x�t
2

jq (�)j
�Z

t�x+�

� (�)�1 (�) d�d�

=
1

4

xZ
x�t
2

� (�)�1 (�) jq (�)j (x� t) d� � 1

2
� (x)

xZ
x�t
2

�1 (�) jq (�)j (x� �) d�
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olur. Dolay¬s¬yla

j2 �
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

�1 (�) jq (�)j (x� �) d�

elde edilir. O halde

jK2 (x; t)j � j1 + j2

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

�1 (�) jq (�)j (x� �) d� +
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

�1 (�) jq (�)j (x� �) d�

� 1

2
� (x)

xZ
0

(x� s)�1 (s) jq (s)j ds =
1

2
� (x)

xZ
0

�1 (s) jq (s)j
xZ
s

d�ds

=
1

2
� (x)

xZ
0

�Z
0

�1 (s) jq (s)j dsd� =
1

2
� (x)

xZ
0

�1 (�)

24 �Z
0

jq (s)j ds

35 d�
=
1

2
� (x)

[�1 (x)]
2

2

veya

jK2 (x; t)j �
1

2
� (x)

[�1 (x)]
2

2

şeklinde elde edilir. Benzer şekilde

jK3 (x; t)j =

�������
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

K2 (�; �) q (�) d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

K2 (�; �) q (�) d�d�

�������
� 1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK2 (�; �)j jq (�)j d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK2 (�; �)j jq (�)j d�d�

şeklinde yaz¬l¬r.

Diyelimki

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK2 (�; �)j jq (�)j d�d�

ve

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK2 (�; �)j jq (�)j d�d�
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olsun.

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jK2 (�; �)j jq (�)j d�d� �
1

2

x�t
2Z
0

jq (�)j
t+x��Z
��

1

2
� (�)

[�1 (�)]
2

2
d�d�

� 1
4

x�t
2Z
0

jq (�)j� (�) [�1 (�)]
2

2
(x+ t) d� =

1

2

x�t
2Z
0

jq (�)j� (�) [�1 (�)]
2

2

�
x� x�t

2

�
d�

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

jq (�)j [�1 (�)]
2

2
(x� �) d�

olur. Dolay¬s¬yla

j1 �
1

2
� (x)

x�t
2Z
0

jq (�)j [�1 (�)]
2

2
(x� �) d�

dir. Benzer şekilde

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jK2 (�; �)j jq (�)j d�d�

=
1

4

xZ
x�t
2

jq (�)j� (�) [�1 (�)]
2

2
(x� t) d�

� 1

2
� (x)

xZ
x�t
2

jq (�)j (x� �)
[�1 (�)]

2

2
d�

olur. Dolay¬s¬yla

j2 �
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

jq (�)j (x� �)
[�1 (�)]

2

2
d�

elde edilir. Ohalde
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jK3 (x; t)j � j1 + j2

� c

x�t
2Z
0

jq (�)j [�1 (�)]
2

2
(x� �) d�

+
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

jq (�)j (x� �)
[�1 (�)]

2

2
d�

=
1

2
� (x)

xZ
0

(x� �)
[�1 (�)]

2

2
jq (�)j ds

=
1

2
� (x)

xZ
0

xZ
s

[�1 (�)]
2

2
jq (�)j dsd�

=
1

2
� (x)

xZ
0

�Z
0

[�1 (�)]
2

2
jq (�)j dsd�

=
1

2
� (x)

xZ
0

[�1 (�)]
2

2

24 �Z
0

jq (s)j ds

35 d�
=
1

2
� (x)

[�1 (x)]
3

3!
ise

jK3 (x; t)j �
1

2
� (x)

[�1 (x)]
3

3!

elde edilir.

Şimdi kabul edelimki

jKm (x; t)j �
1

2
� (x)

[�1 (x)]
m

m!

olsun. Gösterelim ki

jKm+1 (x; t)j �
1

2
� (x)

[�1 (x)]
m+1

(m+ 1)!

dir.

jKm+1 (x; t)j =

�������
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

Km (�; �) q (�) d�d� +
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

Km (�; �) q (�) d�d�

�������
� 1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jKm (�; �)j jq (�)j d�d� ++
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jKm (�; �)j jq (�)j d�d�
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dir. Diyelim ki

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jKm (�; �)j jq (�)j d�d�

ve

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jKm (�; �)j jq (�)j d�d�

olsun.

j1 =
1

2

x�t
2Z
0

t+x��Z
��

jKm (�; �)j jq (�)j d�d� =
1

2

x�t
2Z
0

jq (�)j
t+x��Z
��

jKm (�; �)j d�d�

� 1

4

x�t
2Z
0

jq (�)j
t+x��Z
��

� (�)
[�1 (�)]

m

m!
d�d� =

1

4

x�t
2Z
0

jq (�)j� (�) [�1 (�)]
m

m!
(x+ t) d�

=
1

2

x�t
2Z
0

jq (�)j� (�) [�1 (�)]
m

m!

�
x� x�t

2

�
d�

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
(x� �) d�

dir. Dolay¬s¬yla

j1 �
1

2
� (x)

x�t
2Z
0

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
(x� �) d�

olur. Benzer şekilde

j2 =
1

2

xZ
x�t
2

�Z
t�x+�

jKm (�; �)j jq (�)j d�d� =
1

2

xZ
x�t
2

jq (�)j
�Z

t�x+�

jKm (�; �)j d�d�

� 1

4

xZ
x�t
2

jq (�)j
�Z

t�x+�

� (�)
[�1 (�)]

m

m!
d�d�

=
1

4

xZ
x�t
2

jq (�)j� (�) [�1 (�)]
m

m!
(x� t) d�

� 1

2
� (x)

xZ
x�t
2

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
(x� �) d�
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dir. Dolay¬s¬yla

j2 �
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
(x� �) d�

olur. Ohalde

jKm+1 (x; t)j � j1 + j2

� 1

2
� (x)

x�t
2Z
0

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
(x� �) d�+

+
1

2
� (x)

xZ
x�t
2

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
(x� �) d�

� 1

2
� (x)

xZ
0

(x� �) jq (�)j [�1 (�)]
m

m!
d�

=
1

2
� (x)

xZ
0

jq (�)j [�1 (�)]
m

m!

xZ
s

d�ds

=
1

2
� (x)

xZ
0

�Z
0

jq (�)j [�1 (�)]m dsd�

=
1

2
� (x)

xZ
0

[�1 (�)]
m

24 �Z
0

jq (s)j ds

35 d�
=
1

2
� (x)

[�1 (x)]
m+1

m+ 1
=
1

2
� (x)

[�1 (x)]
m+1

(m+ 1)!

ise

jKm+1 (x; t)j �
1

2
� (x)

[�1 (x)]
m+1

(m+ 1)!

elde edilir. Bu ise gösterirki tümevar¬mdan

8 m için jKm (x; t)j �
1

2
� (x)

[�1 (x)]
m

m!

dir. Dolay¬s¬yla

K (x; t) :=

1X
n=0

Km (x; t) ve jK (x; t)j �
1

2
� (x) exp [�1 (x)]

şeklinde elde edilir.
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3.3 Çevirme Operatörünün Özellikleri8><>:
y01 (x; �) = i�K (x) y2 (x; �)

y02 (x; �) = i�
1

K (x)
y1 (x; �)

denklem sistemini alal¬m.

y1 (x; �) =
p
K (x)U (x; �)

ve

y2 (x; �) =
1p
K (x)

V (x; �)

olmak üzere

�U 00 (x; �) + q (x)U (x; �) = �U (x; �)

ve burada

� = �2 , q (x) = m2 (x)�m0 (x) , m (x) =
K 0 (x)

2K (x)

dir. Ayr¬ca

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt

idi. Ohalde

U 0 (x; �) = i�Aei�x�i�Be�i�x+K (x; x) ei�x�K (x;�x) e�i�x+
xZ

�x

Kx (x; t) e
i�tdt

ve

U 00 (x; �) = ��2Aei�x � �2Be�i�x +
dK (x; x)

dx
ei�x + i�K (x; x) ei�x�

�dK (x;�x)
dx

e�i�x + i�K (x;�x) e�i�x +Kx (x; t) jt=x ei�x�

�Kx (x; t) jt=�x e�i�x +
xZ

�x

Kxx (x; t) e
i�tdt

şeklindedir. Şimdi bu ifadeleri

�U 00 (x; �) + q (x)U (x; �) = �U (x; �)
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denkleminde yerine yazal¬m. Ohalde

�2Aei�x + �2Be�i�x � dK (x; x)

dx
ei�x � i�K (x; x) ei�x

+
dK (x;�x)

dx
e�i�x � i�K (x;�x) e�i�x �Kx (x; t) jt=x ei�x

+Kx (x; t) jt=�x e�i�x �
xZ

�x

Kxx (x; t) e
i�tdt+ Aq (x) ei�x

+Bq (x) e�i�x +

xZ
�x

q (x)K (x; t) ei�tdt

= A�2ei�x +B�2e�i�x + �2
xZ

�x

K (x; t) ei�tdt

ise

�dK (x; x)
dx

ei�x � i�K (x; x) ei�x +
dK (x;�x)

dx
e�i�x � i�K (x;�x) e�i�x

�Kx (x; t) jt=x ei�x +Kx (x; t) jt=�x e�i�x �
xZ

�x

Kxx (x; t) e
i�tdt+ Aq (x) ei�x

+Bq (x) e�i�x +

xZ
�x

q (x)K (x; t) ei�tdt = �2
xZ

�x

K (x; t) ei�tdt
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olur. Öteyandan �2
xZ

�x

K (x; t) ei�tdt integralinde iki kez k¬smi integrasyon yap¬l¬rsa

�2
xZ

�x

K (x; t) ei�tdt = �i�
xZ

�x

K (x; t) (ei�t)
0
dt

= �i�

24K (x; t) ei�t jx�x � xZ
�x

Kt (x; t) e
i�tdt

35
= �i�K (x; x) ei�x + i�K (x;�x) e�i�x +

xZ
�x

Kt (x; t) (e
i�t)

0
dt

= �i�K (x; x) ei�x + i�K (x;�x) e�i�x +Kt (x; t) jt=x ei�x

�Kt (x; t) jt=�x e�i�x �
xZ

�x

Ktt (x; t) e
i�tdt

elde edilir. Dolay¬s¬yla

�dK (x; x)
dx

ei�x � i�K (x; x) ei�x +
dK (x;�x)

dx
e�i�x � i�K (x;�x) e�i�x

�Kx (x; t) jt=x ei�x +Kx (x; t) jt=�x e�i�x �
xZ

�x

Kxx (x; t) e
i�tdt

+Aq (x) ei�x +Bq (x) e�i�x +

xZ
�x

q (x)K (x; t) ei�tdt

= �i�K (x; x) ei�x + i�K (x;�x) e�i�x +Kt (x; t) jt=x ei�x�

�Kt (x; t) jt=�x e�i�x �
xZ

�x

Ktt (x; t) e
i�tdt

olur. Buradan

Kxx (x; t)� q (x)K (x; t) = Ktt (x; t)

�2dK (x; x)
dx

+ Aq (x) = 0

2
dK (x;�x)

dx
+Bq (x) = 0

K (x;�x) = 0

elde edilir.
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4.BÖLÜM

ÖZDE¼GER VE NORMALLEŞT·IR·IC·I SAYILARIN

DAVRANIŞLARI8><>:
y01 (x) = i�K (x) y2 (x)

y02 (x) = i�
1

K (x)
y1 (x) ;

� = �2 ; 0 < x < � , y1 (0) = 0 , y2 (0) = 1

,y1 (�) = 0 problemi için

U (x; �) =

p
K (0)

2
ei�x �

p
K (0)

2
e�i�x +

xZ
0

sin � (x� t)

�
q (t)U (t; �) dt

çözümü elde edilir. Burada A =

p
K (0)

2
ve B = �

p
K (0)

2
olarak al¬rsak

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
0

sin � (x� t)

�
q (t)U (t; �) dt

ve

U (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt

olur.

y1 (�) = 0 , �(�) = U (�; �) = y1 (�) = 0

ise

�(�) = Aei�� +Be�i�� +

�Z
��

K (�; t) ei�tdt = 0

olur. Buradan

�(�) = Aei�� +Be�i�� +

�Z
0

K (�; t) ei�tdt+

�Z
0

K (�;�t) e�i�tdt = 0

ise

p
K (0)

2
ei�� �

p
K (0)

2
e�i�� +

�Z
0

K (�; t) ei�tdt+

�Z
0

K (�;�t) e�i�tdt = 0
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ve

i
p
K (0) sin �� +

�Z
0

K (�; t) ei�tdt+

�Z
0

K (�;�t) e�i�tdt = 0

burandan

sin �� +
1

i
p
K (0)

�Z
0

K (�; t) ei�tdt+
1

i
p
K (0)

�Z
0

K (�;�t) e�i�tdt = 0

ise

�(�) = sin �� +K (�)

şeklinde yaz¬labilir. Burada

K (�) =
1

i
p
K (0)

�Z
0

K (�; t) ei�tdt+
1

i
p
K (0)

�Z
0

K (�;�t) e�i�tdt

=
1

i
p
K (0)

�Z
0

K (�; t) [cos �t+ i sin �t] dt+

+
1

i
p
K (0)

�Z
0

K (�;�t) [cos (��t) + i sin (��t)] dt

=
1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] cos �t+

+
1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] sin �tdt

şeklindedir.

�n =

(
� j j�j =

�
n+

1

2

�2)
bölgesi tan¬mlans¬n.

�(�) = f (�) + g (�) ; f (�) = sin �� ; g (�) = K (�)
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yaz¬labilir.

jsin ��j =
����ei�� � e�i��

2i

���� � jei��j � je�i��j
2

=
e� Im �� � eIm ��

2
� 1

2
ejIm �j�

ise

jsin ��j � c�e
jIm �j�

� 2 G = f� j j�� kj � , k = 0;�1;�2; :::g , � > 0 d¬r. Ayr¬ca8<: jcos ��j � ejIm �j�

jsin ��j � ejIm �j�

oldu¼gundan

jg (�)j � c:ejIm �j�

yaz¬l¬r.

Dolay¬s¬yla n ler yeterince büyük olmak üzere � 2 �n için

jf (�)j > jg (�)j

yaz¬l¬r. Ohalde Rouche teoreminden

f (�) = sin ��

fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬ ile �(�) nin �n içindeki s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬

ayn¬d¬r yani (n+ 1) tanedir. Böylece j�j <
�
n+

1

2

�2
çemberinde verilen L

probleminin �0; �1; ::; �n olmak üzere tam olarak (n+ 1) tane özde¼geri vard¬r.

�0 (�) = sin �� = 0

ise

�n� = n�

buradanda

�n = n
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yani

�n = n+ �n , �n = � (1) , n!1

elde edilir. Dolay¬s¬yla

0 = � (�2n)

= sin (n+ �n)� +Kn

ise

sinn� cos �n� + cosn� sin �n� +Kn = 0

olur. Buradan

(�1)n sin �n� +Kn = 0

ise

n!1 iken �n ! 0 oldu¼gundan (�1)n �n�+K (�n) = 0) �n =
(�1)n+1

�
K (�n)
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eşitli¼gi elde edilir. Dolay¬s¬yla

�n =
(�1)n+1

�

0@ 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] cos �ntdt+

+
1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] sin �ntdt

1A

=
(�1)n+1

�

0@ 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] cos (n+ �n) tdt+

1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] sin (n+ �n) tdt

1A

=
(�1)n+1

�

0@ 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] (cosnt cos �nt� sinnt sin �nt) dt+

+
1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] (sinnt cos �nt+ cosnt sin �nt) dt

1A

=
(�1)n+1

�

0@ 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] cosnt (1 +O (�nt)) dt

� 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] sinntO (�nt) dt

+
1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] sinnt (1 +O (�nt)) dt

+
1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] cosntO (�nt) dt

1A
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�n =
(�1)n+1

�

0@ 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] cosnt cos �ntdt�

� 1

i
p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] sinnt sin �ntdt

+
1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t) +K (�;�t)] sinnt cos �ntdt

+
1p
K (0)

�Z
0

[K (�; t)�K (�;�t)] cosnt sin �ntdt

1A
olur. Dolay¬s¬yla

�n =
(�1)n+1

�

24 1

i
p
K (0)

�Z
0

K̂ (�; t) cosntdt+
1p
K (0)

�Z
0

�K (�; t) sinntdt

35
+O (�nt) ; �n ! 0; �n 2 l2

şeklindedir. Burada

K̂ (�; t) = K (�; t) +K (�;�t)

ve

�K (�; t) = K (�; t)�K (�;�t)

dir. Ayr¬ca

O (�nt) = an; �n ! 0

dersek

an < c�n ) a2n < c2�2n

oldu¼gundan

O (�nt) 2 l2

dir ve K̂ (�; t) 2 L2 (0; �) , �K (�; t) 2 L2 (0; �) oldu¼gundan

�Z
0

K̂ (�; t) cosntdt 2 l2
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ve
�Z
0

�K (�; t) sinntdt 2 l2

olur. Böylece gösterdikki

�n = n+ �n , �n = � (1) , n!1

ve

�n =
(�1)n+1

�

24 1

i
p
K (0)

�Z
0

K̂ (�; t) cosntdt+
1p
K (0)

�Z
0

�K (�; t) sinntdt

35
+O (�nt) ; �n ! 0 , �n 2 l2

dir.

Şimdi �n normalleştirici say¬m¬z¬hesaplayal¬m. �n =

�Z
0

'2 (x; �n) dx idi.

Bu say¬m¬z¬hesaplamak için gerekli haz¬rl¬klar¬m¬z¬yapal¬m.

' (x; �) = Aei�x +Be�i�x +

xZ
�x

K (x; t) ei�tdt

ifadesinde bir kez kismi integrasyon yap¬l¬sa

' (x; �) = Aei�x +Be�i�x +O

�
1

�

�

yaz¬labilir.A =

p
K (0)

2
ve B = �

p
K (0)

2
olmak üzere

' (x; �n) = Aei�nx +Be�i�nx +O

�
1

�n

�
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'2 (x; �n) =
K (0)

4
e2i�nx +

K (0)

4
e�2i�nx � K (0)

2
+
p
K (0)ei�nxO

�
1
�n

�

�
p
K (0)e�i�nxO

�
1
�n

�
+
h
O
�
1
�n

�i2

=
K (0)

4
e2i�nx +

K (0)

4
e�2i�nx � K (0)

2
+
p
K (0)ei�nx

�
b

�n
+O

�
1

�2n

��
�

�
p
K (0)e�i�nx

�
b

�n
+O

�
1

�2n

��
+O

�
1

�2n

�

=
K (0)

4
e2i�nx +

K (0)

4
e�2i�nx � K (0)

2
+

p
K (0)b

�n
ei�nx

�
p
K (0)b

�n
e�i�nx +O

�
1

�2n

�
şeklinde yaz¬l¬r. Ohalde

�n =

�Z
0

'2 (x; �n) dx

=

�Z
0

K (0)

4
e2i�nx +

K (0)

4
e�2i�nx � K (0)

2
+ +

p
K (0)b

�n
ei�nx

�
p
K (0)b

�n
e�i�nx +O

�
1

�2n

�
dx

=
K (0)

8i�n
e2i�nx � K (0)

8i�n
e�2i�nx � K (0)

2
x+

+

p
K (0)b

i�2n
ei�nx +

p
K (0)b

i�2n
e�i�nx j�0 +O

�
1

�2n

�
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=
K (0)

8i�n
e2i�n� � K (0)

8i�n
e�2i�n� � K (0)

2
�+

+

p
K (0)b

i�2n
ei�n� +

p
K (0)b

i�2n
e�i�n� � 2

p
K (0)b

i�2n
+O

�
1

�2n

�

+

p
K (0)b

i�2n
ei�n� +

p
K (0)b

i�2n
e�i�n� � 2

p
K (0)b

i�2n
+O

�
1

�2n

�

=
K (0)

4�n
sin 2�n� �

K (0)

2
� +O

�
1

�2n

�

=
�

2
� 1
2
sin 2"n� +O

�
1

�2n

�

=
�

2
� 1
2
[sin 2n� cos 2"n� + cos 2n� sin 2"n�] +O

�
1

n2

�

=
�

2
� 1
2
sin 2"n� +O

�
1

n2

�

=
�

2
� 1
2

1

1 +
1

1 +
"n
n

sin 2"n� +O

�
1

n2

�
=
�

2
� "n
n
� +O

�
1

n2

�

=
�

2
� 1
2

�
1� "n

n
+
"2n
n2
� � � �

�"
2"n� �

(2"n�)
3

3!
+
(2"n�)

5

5!
� � � �

#
elde edilir. Yani

�n =
�

2
� (�1)

n+1

n

0@ 1

i
p
K (0)

�Z
0

K̂ (�; t) cosntdt

+
1p
K (0)

�Z
0

�K (�; t) sinntdt+O (�nt)

1A+O

�
1

n2

�
şeklindedir. Dolay¬s¬yla

�n =
�

2
+
Kn

n
+ �n

şekilnde elde edilir. Burada Kn s¬n¬rl¬dizi ve �n 2 l2dir.
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