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OZET

KODLASTIRMA TEORISI UZERINE

Sefik YAMALI
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Prof. Dr. Yakup HACI
29/ 06 /2010, 78

Kodlagtirmanin matematikte O6nemli rol oynamast bu teorinin daha derinden
incelenmesini gerektirir. Birgok problemin ¢6ziimiinde kodlastirmada tek degerlilik
ozelliginin belirlenmesi sarttir. Tez konusunun amaci kodlastirmayr matematiksel
bicimde tanimlayarak onun bazi Onemli problemlerini incelemektir. Graf teorisi
incelenip ardindan alfabe kodlastirmasi tanimlanarak boyle kodlagtirma igin tek
degerlilik problemi ele alinacaktir. Bu amagla s6z konusu problemin ¢oziimii i¢in
yeterli, gerek ve yeterli kosullar incelenecektir. Daha sonra Hamming Kodlariin yapisi

izerine ¢aligmalar yapilacaktir.

Anahtar sozciikler: Graf teorisi, alfabe kodlastirmasi, dekodlastirma, kodlastirmanin

tek degerlilik problemi, Hamming kod yapisi, iirete¢ matrisler
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ABSTRACT

ABOUT THE CODING THEORY

Sefik YAMALI
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Science and Engineering
Chair for Mathematic Thesis of Master of Science
Advisor: Prof.Dr. Yakup HACI
29/ 06 /2010, 78

That coding plays on important role in maths forces this theory to be examined in
details. In the solution of most problems, it is obligatory to determine the feature of the
unique valuableness in codding. The aim of the thesis’s subject is to examine same
important problems by defining coding mathematically. First, Graf theory will be
examined; then the problem of the unique valuableness will be told for this kind of
coding by defining the alphabeth coding. With this aim, the suitable conditions will be
examined for the solution of this problem. Later the studies on the shape of Hamming

codes will be done.

Keywords: Graph Theory, the alphabeth coding, decoding, the problem of the unique

valuableness in coding, the shape of Hamming codes, generator matrix
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BOLUM 1 — GiRIiS Sefik YAMALI

BOLUM 1
GIRIS

Kod, matematik alaninda istatistik biliminde, bilgisayar alaninda sifreleme
konusunda, haberlesme alaninda, haberlesme karmasikliini en diisiik seviyeye
indirmek ve kaynaklarin etkin bi¢cimde temsil edilmesini saglamak ig¢in
kullanilmaktadir. Kodlagtirma, iletisim alaninda kaynaklarin, kanallarin, alicilarin bilgi
karakteristiklerini incelemek, bilginin iletimini optimize etmek ve iletimin
giivenilirliginin diizeltilmesini saglamak amaciyla kullanilmaktadir. Kodlastirmanin
temelini olusturan Iletisim Teorisi Kurami 1948 yilinda Claude Shannon tarafindan
gelistirilmistir. Ik yillarinda teori akademik bir ¢alisma konusu olarak goriilmiis,
iletisim sistemlerinin bu yaklasimla daha etkili ve gilivenilir hale getirilmesi
ongoriilememistir. Ancak 1970’lerin ortalarinda bu yargt ortadan kalkmis ve teori
haberlesme sistemlerinin biliylik bir c¢ogunlugunun alt yapisinda kullanilmaya
baglamigtir. Bilginin iletimi igin vericiden gonderilen mesaj sozcligi, sdzcigin
gonderildigi kanaldan ve aynmi zamanda gonderen veya mesaji alandan kaynaklanan
mesaj sozclgii etkilerden dolay1, bozulmaya ugrar ve alicida gonderilen mesajdan farkli
bir bilgi olusabilir. Bu durum haberlesme sisteminin hatali mesaj géndermesi olarak
adlandirilir. Kodlagtirmanin amaci da bu hatali mesajlar1 diizelterek dogru bilgi
aktarimini en 1yi duruma getirmektir. Bu tezde bu durum, kodlarin matematiksel yapisi
ile birlikte incelenmistir.

Tezin 2. boliimiinde, kodlastirma teorisine yardimci konu olarak Graf Teorisi
Temel Terimleri incelenmistir. ilk olarak terimlerin tanimlar1 su sekilde verilmistir:
Noktalar ve bunlar1 birbirine baglayan kenar adi verdigimiz egri parcalarindan olusan
sekle graf (¢izge) denmektedir. Matematiksel anlamda bir graf V kiimesiyle V’nin iki
elemanl: alt kiimelerinden olusan bir E kiimesinden meydana gelmektedir. Eger grafin
biitiin kenarlar1 yone sahipse grafa yonlii graf, aksi halde yonii olmayan graf denir. Eger
bir grafta hem yonlii hem de yonii olmayan kenarlar varsa grafa karisik graf denir. ki
nokta arasinda en az bir kenar varsa bunlara komsu noktalar denir. Bir noktayr kendisine
baglayan kenara seklinden dolay ilmek adin1 alir. flmegi ve iki noktasi arasinda en gok bir
kenar1 bulunan graflara basit graflar denir. iki noktasi arasmnda birden ¢ok kenar bulunan
graflara, multigraf (¢oklu cizge) denir. Bir grafta her bir kenara bir reel say1 atanmissa bu
grafa agirhikli graf veya ag denir. Hem ilmek, hem de coklu kenarlara sahip yoni

olmayan grafa pseudo graf denir. Bir noktadaki kenarlarin sayisina (yerel) derece denir.
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Biitiin noktalarin dereceleri ayni olan graflara diizgiin (regiiler) graflar denir. Bir grafta tek
basia kalmis noktalar bulanabilir. Béyle noktalara izole noktalar denir. Biitiin noktalan
izole olan bir grafa bos graf veya sifir grafi denir. Her noktaya tam iki kenar degen tek
parca n noktali graflara dongii denir. Diigiim kiimesi, tiim kenarlarin Vi’in bir
diiglimiinii V,’nin bir diigiimiine baglandig1 {V1V,} seklinde bir bélmelemeye sahip
olan grafa iki pargali(bipartite) graf denir. Noktalar1 n ve m elemanli olmak iizere iki A
ve B kiimesine ayrilmig, A’daki her noktanin B’ deki her noktaya baglandig1 baska da
kenar1 olmayan graflara iki par¢a ya da iki kiimeli tam graf denir. vlicv (diigtimler
kiimesi), E' cE (kenarlar kiimesi) ve 8¢l(€)= 8g(e) ise G'=(V!E) grafina G=(V.E)
grafinin alt grafi denir ve G/<G seklinde gosterilir.
2. bolimiin 2. baghigr altinda tek hamlede ¢izilebilen graflar anlatilmistir. 3. baglikta ise
Euler Dongilisti’ne deginilmistir. Her kenardan tam bir kez gecen basladig1 noktaya geri
donen yolculuklara Euler dongiisii denir. 4. baslikta Hamilton Dongiisti verilmistir. Bir
G grafi verildiginde her noktadan yalniz bir kez gegmek sarti ile kapali bir yol olusturabilen
graflara Hamilton Grafi denir. izomorfik graflar 5. baslikta incelenmistir. Iki Graf
verildiginde bu iki grafta kenarlar ve konumlar arasindaki iliski ayni olabilir. Bu
durumda benzer ozellikte iki farkli geometrik sekiller ortaya g¢ikabilir. Ayni durumu
yansitan, baska bir deyisle ayn1 yapiya sahip graflara es yapili graflar denir. Baska bir
deyisle bunlara izomorfik graflar denir. Iki grafin es yapili olabilmesi igin;

e Kenar sayilar1 ayn1 olmalidir.

e Nokta sayilar1 ayn1 olmalidir.

e Nokta dereceleri ayn1 olmalidir.

o Noktalar arasindaki iliskiyi gosteren matrisler ayni olmalidir.
2.boliimiin son basgliginda ise, komsuluk ve incidence matrisleri anlatilarak 6rnekler
verilmektedir.

Tezin 3. boliimiinde asil aragtirma konumuz olan kodlastirma teorisi lizerinde
calistlmugtir. Ik olarak kodlastirma teorisinin gelisim asamalarindan bahsedilmistir.
Kodlagtirma teorisi C.E.Shannon ve R.W.Hamming ile basladi. Daha oOnemlisi,
J.C.Golay birden ¢ok hata diizelten kodlarin iki yapisim1 verdi. R.W.Hamming ve
J.C.Golay tarafindan yapilan kesifler hem miihendisler hem de matematikgiler
tarafindan arastirma sahalari olusturdu. Miihendisler ilk 6nce gelismis bilgi iletisimi i¢in
yeni olanaklar1 kullanmak istedi. Diger taraftan, matematikgiler ise daha ¢ok kodlarin

cebirsel yapilarina ilgi duydu. Dolayisiyla kodlastirma teorisi bu sekilde gelisti.
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3. bolimiin 2. bashig altinda kodlastirma teorisinin temel terimleri agiklanmustir.

Kodlastirmanin asil amaci olan ‘dogru bilgi iletimini’ gosteren tablomuz su sekildedir:

Mesaj Mesaj Mesaj Baglant: Ciktinin Cikis
Kaynagt * *»  Kodu »  Kanali »  Mesaj Y Kodu
Kodu
-
Engeller
Kanah

Kodlar1 1 ve 0 dan olusan diziler temsil etmektedir. Kodlarin en énemli 6zelligi, ikili
dizilerle ( binary strings ) olusturulmus mesajlarin kodun &gelerini siralayarak
gosterilmesidir, bu siralama egsizdir. Eger mesajin sifresi ¢oziilmiisse, kodu temsil eden
harflerin siralamasinda problem olmamalidir. Bu koda “uniquely decipherable code”,
“sifresi ¢oziilebilir essiz kod” denilmektedir. Ayn1 uzunluktaki dizi ¢iftlerinden olusan
kodlara blok kodlar denir. Eger kodun 6gesinin baska bir kodun 6gesinin baslangig
dizisi olmama o6zelligi varsa bu kodlara prefix kodlar denilmektedir. Prefix code’lara
ayrica “instantaneous code” ( anlik kod ) da denilmektedir. 1’lerin sonunda 0’1n takip
ettigi dizilerden olusan kodlara comma (virgiil) kod denmektedir. Bazen depolama
alaninin  kiigiiltmek ve gonderme zamaninin azaltmak ic¢in verilerin sikistirilmasi
istenebilir. Alanlart minimize etmekle en etkili kod “Huffman code”dur ayrica bu kodun
“anlik kod” yani Prefix kod olma avantaji vardir. Gonderme siiresini azaltan kodlara
verilebilecek bilindik bir 6rnek “Morse code”dur. Hata oldugunu algilama, tespit etme
ozelligi olan kodlara “error-detecting codes” , “hata bulma kodlar1” denir. Hatalari
diizeltme oOzelligi bulunan kodlara “error-correcting codes” , “hata diizeltme kodlar1”
denir. Diger bir kod ¢esidimiz de Gray Code’udur. Yansimali kodlar adiyla anilan Gray
kodunda sayilar arasindaki gegiste sadece bir bit degisir.

Bu kod, hatayr azaltigindan dolayr o6zellikle Analog-Sayisal doniistiiriiciilerde,
bilgisayar kontrollii cihazlarda oldukca tercih edilen bir kodlamadir. Bilgi degisimlerini
yani hata olusumlarini denetleyebilmek ve gonderilen bilginin dogrulugunu kontrol
etmek amaci ile Parity Kodu ortaya ¢ikmustir. Parity bitinin genel kullanimi su

3
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sekildedir: Eger kodumuzda tek sayida 1 varsa parity bitimiz 1, ¢ift sayida 1 var ise 0
ayarlanir. Sonugta kod parity biti ile ¢ift sayida 1 igerir. Bilgisayar dili olan “ASCII
Code” u (American Standart Code for Information Interchange - Bilgi Aligverisi igin
Standart Amerikan Kodu) parity bit metodu kullanilarak olusturulmustur.

3. baglik altinda dekodlastirmanun tek deger problemini incelenmistir. Bunun ig¢in
oncelikle kodlastirmay: tanimlanmistir. V' = { by,by, ..., by } alfabesi verilmis olsun. Benzer
olarak V alfabesindeki sozleri B ile ve V alfabesindeki biitiin bos olmayan sozleri S(V) ile
gosterelim.  F, S'(U) dan S(V) ye bir fonksiyon olsun. O zaman, her A € S'(U) i¢in dyle B € S
(V) bulunur ki bu durumda B=F(A) olur. Bu durumda B s6ziine A mesajinin kodu, A s6ziinden B
koduna gecise ise kodlastirma denir. Ardindan dekodlastrma tanimlanmustir. Verilmis B
koduna gore ilkel A mesajinin ( kodu B olan A mesajinin) bulunmasina dekodlastirma
denir. Yani dekodlastirma ¢ikistaki bir mesajin diizeltilmesi ile elde edilen ilk mesaja

gecistir.

Alfabe kodlastrmas1 4. bashigmizi olusturmaktadir. U alfabesindeki harflerle B
alfabesindeki sozler arasinda asagidaki uygunlugun oldugunu varsayalim.

aa — B;
a» — B
a — By

Kodlastirma teorisinde bu uygunluga sema denir ve Z ile gosterilir. Bu yontem alfabe

kodlastirmasini asagidaki gibi tammlar.
s (U) =S (U) kiimesinden alman her bir A = aj1,8 ..., amm soziine A 'nmin kodu denilen
B=Bi1Bi, .. .Bi s6zii uygundur. Burada B; ,B; ,..., By sozlerine basit kodlar denir.

5. baglikta dekodlagtirmanin tek degerliligi verilmistir. U ve V alfabeleri ic¢in )
semastyla verilmis alfabe kodlastirmasin1 goz oniine alalim. SCU)=S(U)
saglandigimmi kabul edelim. Yani bu durumda, mesaj kaynagi U alfabesindeki biitiin
sozleri dogurur. Cok agiktir ki, alfabe kodlastirmasi S( U) kiimesinden S( V ) kiimesine
gecisi saglar. S( U ) kiimesinin bdyle alfabe kodlastirmasimin gériintiisiinii Sy( V) ile

gosterelim. Eger S(U) kiimesinin Sy( V ) goriintiisiine gecisi tek degerli ise o zaman
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dekodlastirma miimkiindiir. Alfabe kodlastrmasmim tek degerli olmadigi durumlarda
dekodlastirma miimkiin degildir. O nedenle her bir g6zoniine alman alfabe kodlastirmasinin tek
degerli olup olmadigimin belirtilmesi ¢ok dnemlidir. Bu problemin ¢6ziimii igin yontem ya da
kriter verilmelidir. Aksi halde sonsuz sayidaki sozlerin incelenmesi gerekebilir. Bu durum ise,
¢oziimii olmayan bir problemdir. Céziime ulagmak icin prefix kodlardan yararlaniriz. B = B'B' ile
yazilmis olsun. O zaman B' séziine B soziiniin prefix’i (6nek) , B" soziine ise B soziiniin sonu
denir. B soziiniin kendisi ile bos s6z (A), B soziiniin prefix’i ve sonu gibi alimr. B=BA=B'B".
Egeristenilen Vi,j (1<i,] < 1), i# icin B; sozii B soziintin prefix 'i degilse, 0 zaman ) semast

“ prefix Ozelligine sahiptir” denir. Eger > semast prefix ozelligine sahip ise o zaman alfabe

kodlastirmasi tek degerlidir. Y, ve 2 semalart ile belirtilen alfabe kodlastirmasimim, her

ikisi aym zamanda ya karsilikli tek degerlidir, ya da karsilikli tek degerli degildir. Her
zaman Yyeterli kosul uygulanarak kodlagtrmanm tek degerli oluip olmadifi ayarlanamaz. Bu

amagla dekodlastirmanin tek degerlilik kriterinin verilmesi ¢ok 6nemlidir.

Bu kriter 6. Baslik altinda incelenmistir. U alfabesindeki uzunlugu N' den

biiyiik olmayan bos s6zden farkli sézlerin olusturdugu kiimeyi SN(U) ile gosterildiginde
N -

buradan, SN(U), Zr' elemanli sonlu sayilar kiimesidir. Bu sayiy1 sinirlandirmak igin

i=1
Markov Algoritmasi’ndan yararlaniriz.

N, < |:(W+1)(|;—I‘+2)}

Esitsizligini saglayan dyle N sayis1 var ki , ). semal1 alfabe kodlastirmasinin karsilikli
tek degerlilik problemi, sonlu SNO(U) kiimesinin kodlastirilmast i¢in benzer probleme
indirgenir. A’ , A" € S"° (U) oldugundan tek degerli dekodlastirma kriteri , Y semast
kullanilarak alfabe kodlastirmasinin tek degerli olup olmadigi U alfabesindeki uzunlugu
No'dan fazla olmayan kelimeleri goz oniine alarak belirlememize olanak saglayan basit
bir algoritmay1 dogurur. Bdyle algoritmalarin karmasikligi yaklasik olarak r™° olarak
hesaplanabilir. 7. baslikta verdigimiz 6rnekte r=5 w=2 ve L=16 oldugu durumdaki alfabe

ile verilmis ve uzunlugu 19' u asmayan sozlerin sayist en azindan 5% (r°

) olur ve tek degerliligi
kontrol etmek igin tek tek bu sozlerin incelenmesi gerekir. Bildigimiz gibi, herhangi alfabe

tizerinde verilebilen tiim sozlerin incelenmesi miimkiin degildir. Goriildiigli gibi bu adimda
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karsilikli tek degerlilik kriteri biraz iyilesmesine karsilik, inceledigimiz 6mekten de goriildiigii gibi
bu kriterin de her zaman uygulanmas iyi sonu¢ vermiyor, Smegin bu mekte en azindan 5%
sayidaki sOzlerin incelenmesi gerekmektedir. Kodlastrma teorisinde bu tiir alfabe
kodlastirmalar sik sik rastlanan problemlerdir. 8. baglikta boyle problemleri daha basit
sekilde ¢ozebilmek i¢in daha uygun farkli bir algoritma verilmistir. Bu algoritma
dekodlagtirmanin miimkiin olup olmadigna karar vermek i¢in gerekli ve yeterli derecede
etkin olan bir algoritmadir. 2. boliimde inceledigimiz graf teorisinden bu baglikta
yararlanacagiz. Y semali alfabe kodlastirrmasinin karsihikli tek degerli olmast igin gerekli
ve yeterli kosul (kriter) I'( Y ) grafinin bos séze (A) uygun kosesinden gecen
yonlendirilmis kapali dongliniin olmamasidir. Bdylece gz oOniine alinan alfabe
kodlastirmasmin tek degerli olup olmamasi, dolayisiyla dekodlastirmanin miimkiin olup
olmamasi graflar teorisinin elemanlar1 uygulanarak olusturulur. Bu durumu su sekilde
aciklayabiliriz: Her bir B; elementer kodu i¢in tiim basit olmayan Bi=p’ Bi;...Biw " (1)

ayriliglarin1 g6z 6niine alalim. Burada B’ ve B”  basit kodlardan farkl: kodlardir.

Bos sozii A, uygun B’ ve B” kodlarinin olusturdugu kiimeyi K, olarak

gosterelim.

Ko kiimesini olusturmak i¢in asagidaki islemler yapilir.

1- Her zaman i¢in bos s6z (A) igerir.

2

(1) yazilisinda aym zamanda hem baslangigta hem de sonda bulunan p’ ve B”
sOzlerini igerir.
Ko kiimesi ayarlandiktan sonra yapilacak adimlar soyle siralanabilir:

1- G0z 6niine alinan alfabe kodlastirmast incelenerek her bir B; elementer kodu i¢in biitiin

(1) nolu aynlislar yazilir.

N
1

K, elemanlarindan yararlanarak I'(}") grafi gizilir.

w
1

Bos soze (A) uygun kdseden kapali dongiiniin gecip gecmedigi arastirilir.

Goriildiigii gibi bu algoritmanin uygulanmasi ii¢ basit asamadan olusur ve her bir alfabe
kodlagtirmast i¢in gerekli ve yeterlidir. B’ , B” € K, olsun ve (1) ifadesindeki tiim ayrihislar
icin B, B"” kodlarina uygun gelen koseleri bilestirdigimizde olusan grafi I'(}) ile
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gosteririz. Eger ['(})) grafinda A(bos soz) iizerinden gecen bir dongli varsa o zaman )|
semasi tek degerli degildir. I'( Y. ) grafinin ¢izilmesi algoritmanin yapilmasma baghdir.
Eger A (' bos soz) lizerinden gegen bir dongii yoksa kodlastirma karsilikh tek degerlidir,
yani dekodlagtirma miimkiindiir. Bu durum 3. boliimiin 8. baghg altmda 6rneklerle
detayl1 olarak incelenmistir.

4.boliimde kendi kendini diizeltebilen kodlar lizerine ¢alisilmustir. { A;, Ao, ... ,
A; } kiimesinden alinan oy ... oy seklinde olan A kelimeleri £ uzunluklu B1f; ... B¢
kelimeleri ile kodlanir ve kanalin ¢ikisinda elde edilen B1f, ... B¢ ‘ni ileten Bll B'z ... Pe
yardimiyla esas kelime olan a3 ... ay elde edilebilir mi? Bdyle kodlara kendi kendini
diizeltebilen kodlar denir. Eger kelime kodu gonderilirken bir hata meydana gelirse,
daha sonra o; 0;j 0; grubu i¢indeki bir sembol bozulur ( degisir ) ve tiim diger semboller
hatali gonderilir. Kod uzunlugu £ = 3m olmadan once, ii¢clii ¢6ziim uygulanmak dogru
degildir ve kendi kendini diizeltebilen kodlar p’ den daha fazla hataya neden olur. Bu
durumdan sonra orijinal mesaji tekil olarak yeniden yapmak her zaman miimkiin
olmayabilir. Kendi kendini diizeltebilen kodlarin dogru yapisti p = 1 durumunu
ayrintilariyla inceleyen R.Hamming tarafindan yapilan su an kabul ettigimiz yapidir.
Daha sonra 2.baslik altinda kendi kendini diizeltebilen kodlardan Hamming kod yapisi
icin algoritma tanimlanmistir.
3.baslikta Hamming kod yapis1 ile dekokodlastirma yapilmis ve ornek verilerek
aciklanmistir. Kod ¢6zme, P12 ... B¢ kodu icindeki oq 07 ... om orijinal mesajinin

yapisindan bilgi basamaklar1 basamaklarindan hangisinin yeterli olacagini se¢gmektir.

m= 4 i¢in kendi kendini diizelten kodu yapalim. Bu 2* < % esitsizliginde £’y1
saglayan en kii¢lik say1 7°dir. O zaman k = 3’tiir. Hamming kod yapisina uygun olarak
kontrol basamaklarinin * ile isaretlendigi yerde Tablo 4.1°e uygun kendini diizelten
Kodlardan birini ele alinarak ¢oziim yapilmigtir. Kanal girisinde kodu 0110011 olarak
girelim ve karigiklik sonucu S = 5. terim degismis olsun. Sonra ¢ikigta 011011 lolurarak
bulunsun. Bu durumda hatali terimin numarasini hesaplayalim.
sli=pli+pls+pls+pli=0+1+1+1=1
sli=pl,+pls+pls+pli=1+1+1+1=0
sli=pl,+pls+pls+pli=0+1+1+1=1
Bu durumda S! = 101 = 5°tir. Hatali terim bulunur ve S| =S =5 olur. Sonug olarak,

geometrik 6zellikleri Hamming Kodu iizerine tanimlariz. £-boyutlu birimi kiip i¢inde bir

7
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kod seti verilen engelleyici kaynaga ragmen kendi kendini diizelten kod ise ve eger bu
en biiyiik kuvveti ise bu maksimum demektir.

5.boliimde generator (iireteg) matrisler incelenmistir; ardindan 4.boliimde inceledigimiz
Hamming kod yapisi ve Hamming hata bulma algoritmasi bu boliimde matris kullanilarak
yapilmustir. Bu boliimde kodlarin i¢indeki dizilerin sabit uzunluguna ‘n’ diyecegiz ve bu
dizileri vektdor veya 1xn matrisler olarak diisiinecegiz. Boylelikle vektorleri
toplayacagiz. Hesapladigimiz bu kodlara “linear codes” denir. Bu kodlar ayrica “group
codes” olarak da bilinmektedir. Uzunlugu ‘n’ olan tiim ikili sistemlerin kiimesi B, ise,
C, By nin alt kiimesidir. C kodu Bp’nin alt grubuysa “linear code”dur. Ik k satir ve
stitunlart kxk birim matris formunda ve her siitunu farkli matrise “generator matrix”
( iiretec matris ) denir. Urete¢ matrisin satirlarin1 vektdr veya kodun dizileri olarak
sayarsak dizi kiimesine ‘S’ denir. Mesaj1 gondermek istedigimizde, k uzunlugundaki
mesaj dizisi kodlanmis dizinin ilk k biti olur. Clinkii G’nin ilk k siitunu olan Iy birim
matris sadece orijinal dizide tekrar eder. Boylece kodlamis dizinin ilk k bitini alarak
kodu kolayca ¢ozebiliriz. Uretici matrisin satirlarinin kiimesi S = ( s1,S2, S3, ... ) Ve
mesaj kodu @ = (w1, w2, @3 ... )’tir, boylece kodlanmis dizi w1S1+ w2 S, + w3 S3+

... T @Sk olur.S’deki dizilerin toplam1 her w; ya 0 ya 1 oldugundan dolay:r C’dedir.

Ciinkii C, S’ten tretilmis bir gruptur. kodlanmis dizilerimiz w1, w2 @3 ... @k ... @n
ve
I 0 0.. 0 A, Al A, |
0 AZ’k+1 A2’k+2 A2,n
0 AS’k+1 A3’k+2 A3,n
G =
0 0 00 1 Ak’k+1 Ak1k+2 Ak,n

1>kicin wj = w1A1j + @2A2i + ... @Ak olmali ve n — k denkligini saglamalidir.
Saglamadig1 takdirde mesaj gonderilirken hata olustugu anlasilir. Bu hata tekse
diizeltmek igin “coset leaders” kullanilir. Tk koset C’nin kendisidir. Diger koseti, By
nin uygun agirliktaki ve C’de bulunmayan elemanlarindan segeriz. Tekrar B,’den
uygun agirliktaki ve diger kosetlerde de olmayan eleman segeriz. Bu sistemde devam
ettigimizde By’nin kosetlere boliinmiis tablosunu elde ederiz. Agirligi az olan elemanlar

once listelenir. Tk siitundaki elamanlara “coset leaders” denir. Hata belirlemenin daha
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kolay bir yolu da su sekildedir: n uzunlugundaki v ve @ vektorlerimiz ( veya dizi )
olsun. Eger nokta carpimlar1 v. @ = 0 ise v vektdrii o vektoriiniin “ortogonalidir”. c
ile gosterilen C’nin “dual code™u C’nin biitiin dizilerinin ortogonali olan By, dizilerinin
kiimesidir. Bu C nin B’nin alt grubu oldugunu gosterir. Eger C kodu [ n,k ]-kod ise k
dizisinden iretilmistir, o halde C" de n-k dizisinden elde edilmis olur. Bu ydntem
sendrom igeren satir1 ve gonderilmis mesaji bulmakta daha hizlidir. Ciinkii gonderilmis
mesajin transpozuyla G’ ‘yi sadece carpiyoruz. Bu mesajlar icin bas kosetler hatadir ve
gonderilmis mesaj1 igeren siitunun ilk satir1 olan C’nin elemani diizeltilmis mesajdir.
5. boliimiin ilk basliginda Hamming kod matrisleri lizerinde ¢alisilmistir. Hamming kod
matrisleri agirligi 1 olmayan kosetlerdeki problemlerin ¢6ziimii i¢in kullanilir.
Hamming matrisin satirlarindan iretilen kodlara “Hamming code” denir. Hamming
matrisleri lizerinde calismak icin iki dizi arasindaki uzaklik ve agirliklar1 arasindaki
iliski bilinmelidir. Dizilerimiz c ve c'ise agriliklar1 arasindaki iliski; t (¢ + ¢! ) < @t (c)
+tot (C| ) dir. Ayn1 uzunluktaki ¢ ve c dizilerinin arasindaki uzaklik ve ya Hamming
uzaklig1 birinde 1 digerinde 0 rakaminin oldugu dizilerdeki uygun bitlerinin sayisidir.
Uzaklik fonksiyonunu & ( c, c ) ile gosteriyoruz. Rastgele se¢ilmemis bir dizi
gonderilirken iki dizi arasindaki uzaklik artik¢a hata sayisi artar. & ile gosterilen
uzaklik fonksiyonlarinin temel 6zellikleri sunlardir: ¢ ve ¢!, cl dizileri i¢in;

a) Ancak ve ancak c = clise 5 (¢, c')=0

b) s (c,c')=5(c ¢c)

c)s(cc)< s (cc)+s(dcch
Koddaki herhangi iki dizi arasindaki minimum uzakligi bilmek 6nemlidir. C kodsa, C
kodundaki her hangi iki dizi arasindaki en kisa uzunluga C kodunun minimum uzaklig1
denir. D ( C) ile gosterilir. C kodu igin;

a) k kadar hata bulmak i¢in D ( C )=k + 1 olmalidir.
b) k kadar hata diizeltebilmek i¢in D ( C ) = 2k + 1 olmalidir.

Bu boliimiin geri kalaninda diger kodlar1 kisaca inceleyecegiz. Bunlarin ilki Golay
koddur. Hamming kodlari, 1950’de Hamming ve 1949°da Golay tarafindan bagimsiz
olarak bulunmustur. Bu kodlar Golay in 1949’daki makalesindedir. Bu kodlara ayn
zamanda Hamming kodlarida denilmektedir. Bu ( 23, 12, 7 ) modelinde Golay
tarafindan yayimlanmistir. Bunun anlami C’deki dizilerinin aralarindaki minimum
uzakligi 7 olan ( 23, 12 ) tretici matrisidir. Bu Golay kod G = [ I1; |A ] dan iretilir.
Golay iiretici kodunun tekrar diizenlenip parity bit’i eklemesiyle olusur. Bu matrisin

9
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simetrisi ¢alismamizi kolaylastinnyor. G = [ A | I1o ] ‘yi gormek daha kolay, ¢iinkii
A = A¥dir. Golay kodu ( 4096, 244, 8 ) code’u iceren cesitli kodlar olusturur. ( 4096,

244, 8) kodu Voyager Uzay gemisinde Jiipiter, Uraniis ve Neptiin’lin goriintiileri

gondermek i¢in kullanilmistir. n uzunluklu s dizisi igin, s =s + 1 alalim, 1 biitiin 1’leri

iceren n uzunlugundaki dizidir. S dizilerinin kiimesi verilsin, Plot (S )= {ss: s € S}

U {ss:s e S}dir. S= {0000, 0011, 1100, 1111 } kiimesi verilsin; Sy = Plot ( S),
S, = Plot (S;), S3 = Plot (S2), Sy = Plot (S, 1 )’dir. Plot M Plotkin tarafindan
yaratilmig bir yapidir. S;, Sy, Sz, ... kiimelerinden iiretilen kodlar Reed — Muller
kodlar1 denir. Sz kiimesi (64,32, 16 ) kodudur. Bu kod Marriner 9 uzay aracindan
gonderilen goriintiilerin hatalarinmn diizeltilmesinde kullanilmistir. Ozel olarak Reed —
Muller matrislerine Hadamard matrisi denir. Bu matrislerin HyH,' = nl 6zelligi vardir. I

birim matrisidir. Bu matrislerden uiretilen kodlara da ‘Hadamard code’ denir.

10
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BOLUM 2
GRAF TEORISININ TEMEL TERIMLERI
2.1. Giris
Noktalar ve bunlar1 birbirine baglayan kenar adi verdigimiz egri pargalarindan
olusan sekle graf (¢izge) denir.
Daha genis olarak matematiksel tanmimin1 su sekilde yapabiliriz. Oncelikle G

adini verdigimiz grafimiz su sekilde olsun:

Sekil2.1. Graf

Bu sekildeki grafta A, B, C, D, E noktalarina grafin noktalar: ve ya diigiimleri
denir. G grafinin noktalar kiimesi V(G) olarak gdsterilir. Yani:

V(G) = {A,B,C,D,E} olarak gosterilir.

Iki nokta arasindaki gizgilere kenar denir. Her kenar1 bu ¢izgeye gore iki noktali
bir kiime olarak gosterebiliriz. Ornegimiz olan G grafinin kenarlar1 sunlardr:

E(G)={{AB}.{AE},{BC},{BD}.{BE}, {CD} {DE}}

G’ nin kenarlar kiimesi matematikte E(G) olarak gosterilir.
NOT Bir graf bir diyagram araciligiyla temsil edilebilir. Fakat graf ile onu temsil eden
diyagram aym degildir. Sekil 2.1. kendi basina bir graf degildir, sadece bir grafin

gosterimidir. Ciinkii graf bir fonksiyon ile birlikte iki kiimeden olusur.

11
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Tamm 2.1: Eger grafin biitiin kenarlar1 yone sahipse grafa yonlii graf, aksi halde yonii
olmayan graf denir. Eger bir grafta hem yonlii hem de yonii olmayan kenarlar varsa
grafa karisik graf denir.
Bir kenar her iki ucunda da bir diigiim olacak sekilde tanimlandigindan graftaki
tiim kenarlarin u¢ noktalarini bir diiglim ile iliskilendirmek gerekir. Bu nedenle her bir e
kenar1 i¢in {V1 V>} kiimesi tanimlariz. Bunun anlami e kenarinin V; ve V, diiglimlerini
baglandigidir. V1=V olabilir.
{V1V,} kiimesi J(e) ile gosterir ve diigiimler kiimesinin bir alt kiimesidir.
Bir yonii olmayan G grafi:
(1) Bos olmayan sonlu V diigiimler kiimesi,
(i) Sonlu E kenarlar kiimesi,
(ili)  Her bir e kenart i¢in J(e), V nin bir veya iki elemanli alt kiimesi olan

J: E — P(V) fonksiyonundan olusur.

Vs

Sekil 2.2. Graf
G grafinin diigiim kiimesi V= {V; V,V3V}
G grafinin kenar kiimesi E= {e; €3 €4 €5}
J:E—P(V)
er— {Vi}
ex— {V1Va}
es— {V1Vs}
es — {V2Vs}
es— {V2 Va}

12
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Tamm 2.2: Matematiksel anlamda bir graf V kiimesiyle V’nin iki elemanli alt
kiimelerinden olusan bir E kiimesinden meydana gelir.

V ile biitiin kenarlardan olusan E kiimesinin ayr1 ayri sonlu veya sonsuz
olmasina izin verilebilir. Buradaki ¢alismada her iki kiimenin sonlu oldugunu kabul edip
bunun iizerinde islem yapacagiz.

Bir grafta V kiimesinin bos olmasi ¢ok anlamsizdir (Ciinkii Tanim 2.1'den V nin iki
elemanl1 alt kiimelerinden olusan bir E kiimesi vardir). Buna karsilik E kiimesi bos olabilir. Tki
nokta arasinda en az bir kenar varsa bunlara komsu noktalar denir.

Eger bir noktay1 kendisine baglayan kenar varsa bu nokta kendisiyle komsu olur.
Ama genel olarak her nokta kendisine komsudur diyemeyiz. Bir noktayr kendisine baglayan
kenara seklinden dolay1 ilmek adini alir.

[lmegi ve iki noktas: arasinda en ¢ok bir kenari bulunan graflara basit graflar denir.

Vi

Vi

Sekil 2.3 Basit Graf

Iki noktas1 arasinda birden ¢ok kenar bulunan graflara, multigraf (coklu cizge)
denir.
Sekil2.4 Multigraf

13
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Bir grafta her bir kenara bir reel say1 atanmigsa bu grafa agirhikh graf veya ag denir.

Sekil 2.5 Agirlikli Graf

Hem ilmek, hem de ¢oklu kenarlara sahip yonii olmayan grafa pseudo graf denir.

Sekil 2.6 Pseuodo Graf

Bir noktadaki kenarlarin sayisina (yerel) derece denir. Eger V, bir G grafin bir
noktasi ise V deki derece L(v) ile gosterilir. Lyax Ve Lmin ile bir G grafin derecelerinin
icinde en biiyligii ve en kiigligii gosterilir.

Iki noktasi arasinda birden cok kenari bulunan graflarda noktalar1 saymak
kolaydir. Ancak kenarlar tek tek saymak zor olabilir. Bu durumda su uygulamayi
yapabiliriz. Her kenarm iki ucu vardir ve bu uglarin her biri bir noktaya baglanmistir.
Buna gore her noktasindaki kenar sayisini toplarsak biitiin kenarlar ikiser kez saymis
oluruz. Yani biitiin noktalardaki derecelerin toplami, kenar sayisinin iki katina esittir.
Bunu soyle ifade edebiliriz. Bir G ¢izgesinde n nokta ve e kenar bulunsun.

n noktalar kiimesi,

V={vi,Va,...,v} ise

2e = Zn: L(V)

olur. 21
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Biitiin noktalarin dereceleri ayn1 olan graflara diizgiin (regiiler) graflar denir.

Lokal dereceleri hep r ise r-li diizglin graf denir. |V| = n olan bir r-1i diizgiin grafta;
E| = e= Znr 22)
olacag agiktir.

Bir 6rnek vermemiz gerekirse:

Sekil 2.7. 3-1i diizgiin graf.
Bu grafta:

V=6r=3e=_-m=e=-.63>e=9 (2.3) olur.

Bir grafta derecelerin toplaminin kenarlarm sayisinin iki kat1 oldugunu séylemistik.
O halde L(vy) +L(v2 )+...+ L(vn) toplam1 her zaman gift bir sayidir. Tek sayida tek
sayinin
toplamu yine tek say1 oldugundan yukaridaki toplamda yer alan tek sayilarin ¢ift sayida
olmas1 gerektigi anlasilir. Yani bir ¢izgede derecesi tek olan noktalarin sayisi ¢ift olmak
zorundadir. Bunu teorem olarak da yazabiliriz.

Teorem 2. 1: Her grafta derecesi tek olan noktalarin sayisi gifttir.

Ispat: Sonlu bir G = (V,E) grafinda A grafin noktasini, L(A) o noktanin

derecesini gostersin. Bu durumda:

ZL(A) — 2 |E|

2.4)
esitligi gecerlidir.
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Vo, derecesi ¢ift olan V3, derecesi tek olan noktalar kiimesi olsun. Biraz Once

z L(A) + Z L(A) = 2|E|

A€V, A€V,

dir. O halde: (2. 4a)

Z L(A) + 2 L(A)

A€V, A€V,

cift bir sayidir. (2. 4b)

bahsettigimiz esitlikten;

Sol taraftaki toplamda L(A) sayilarinin her biri ¢ift ve toplamin sonucu da
¢ift oldugundan,
z L(A) sayisi da gift olmalidir. Ama buradaki L(A)larin her biri tek sayidadir .
A€V,
Dolayistyla L(A) larin toplaminin ¢ift olmasi i¢in ¢ift sayida L(A) toplamaliyiz. O halde

V ¢ift say1 olmalidir. Yani derecesi tek olan noktalarin sayisi ¢ifttir.

Bir grafta tek basma kalmis noktalar bulanabilir. Boyle noktalara izole noktalar
(kiismiis noktalar) denir.
Biitiin noktalar1 izole olan bir grafa bos graf veya sifir grafi denir. Yani bir
grafin bos olmasi kenarlar kiimesi E’ nin bos olmasi anlamina gelir.
Herhangi iki noktas1 arasinda en fazla bir kenar bulunan ve hi¢ ilmegi olmayan

graflara tam graf denilmektedir. Nokta sayis1 n olan bir tam graf K, ile gdosterilir.

o A I j
ko ks Ty

ki

Sekil 2.8. K, tam grafi.

K, grafi dogal olarak (n-l)-1i diizgiin graftir. ; n(n-1) kenara sahiptir.

16



BOLUM 2 — ONCEKI CALISMALAR Sefik YAMALI

C, grafi, her noktaya tam iki kenar degen tek par¢a n noktali graflardir. Bunlara

dongii denir.

Cy C2 C; Cs

Sekil 2.9. C, grafi.

Diigim kiimesi, tiim kenarlarin V;’in bir diiglimiinii V, nin bir diiglimiine baglandig:
{V1V,} seklinde bir bolmelemeye sahip olan grafa iki parcali(bipartite) graf denir.
G Iki pargal graf ise,

Sekil 2.10. Iki parcali graf

Mevcut kiime igerisindeki diigiimler birbirlerine herhangi bir kenar ile baglanmamalidir.

b

a b a /\
c
g
f ’ f
d
e d 5

Iki pargali graf degil Iki pargali graf
Sekil2.11. Graflar
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Knm grafi, noktalarin n ve m elemanli olmak iizere iki A ve B kiimesine
ayrilmig, A’daki her noktanin B’ deki her noktaya baglandigi baska da kenar1 olmayan
graflardir. K,,’ ye iki parca ya da iki kiimeli tam graf denir. Bu graflarda nokta

sayis1 n+m. Kenar sayist nm’dir.

Sekil 2.12. iki parcali tam graf
Tamm 2.3: V! cV (diigiimler kiimesi), E' cE (kenarlar kiimesi) ve 85/(e)= 8g(e) ise
G=(V.E) grafina G=(V,E) grafinin alt grafi denir ve G/<G seklinde gosterilir.
G grafinin tim e kenarlar i¢in 8¢(€)= Sg(e) durumu G' alt grafinin

kenarlarinin G de oldugu gibi ayn1 diigtimleri baglamasi gerektigi anlamina gelir.

Bir G grafindan bir V; diigiimii ¢ikartildiginda V; hari¢ G’nin tim digiimleri ve
Vi ile bagli olmayan tiim kenarlarindan olusan G-V; alt grafi elde edilir.
G-Vi, G’nin V; diigiimiinii icermeyen maksimal alt grafidir. Ote yandan G den bir x;
kenan ¢ikartildiginda G’nin x; haricindeki tiim kenarini igeren bir G-X; alt grafi elde
edilir.

G- Xj, G nin x; kenarini igermeyen maksimal alt grafidir.

G1, G grafinin bir alt grafi ise G ye G grafinin siiper grafi denir.
Eger Vive V; G de komsu degilse V;Vjkenarinin eklenmesi V;Vj kenarini igeren G’nin
en kiigiik siiper grafi olmasi ile sonuglanir.

Yani, bu durumda G grafi, G+V;V; grafinin alt grafi olacaktir.
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Bu durumlar asagida gosterilmistir.

Vi vV, Vs Vi Vi Vs Vv, Va Vs

| V o O
Vi V3 Va Vi Vi

g G-Vs G-VaVs
Vi V, Vis
Vi Vs
G+ V3Vs
Sekil 2.13.

2.2. Tek Hamlede Cizilebilen Graflar

Sekil 2.14. Tek dereceli graf.

Bu sekildeki bir grafi elimizi en fazla iki kez kaldirarak yani en fazla ti¢ ¢izimde
cizebilir miyiz?

Oncelikle ¢izimde her noktaya 3 kenar degiyor. Yani her noktanin derecesi 3 tiir.
Simdi ¢izimin ortasinda oldugumuzu diisiinelim. Bir noktaya dogru ilerliyoruz. O noktaya
ulastik. Ve o noktadan ¢ikiyoruz; demek ki ¢izimin ortasindan gegtigimiz her noktaya 2
derece kazandiririz: o noktaya ulastigimizda ve o noktadan uzaklastigimizda. Ote
yandan ¢izime basladigimiz ve ¢izimi bitirdigimiz noktalara yalnizca 1 derece kazandiririz.

O halde hig elimizi kaldirmazsak, elde ettigimiz ¢izimin noktalarinin en fazla

ikisi disinda hepsinin derecesi ¢ift olmak zorundadir.
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Ornegimize donersek en fazla 3 ¢izim oldugundan en fazla 6 noktasinin derecesi
tek olabilir. Oysa ¢izimimizde 8 tane noktanin derecesi tek oldugundan bu imkansizdir.
Yani bu graf en fazla 3 hamlede ¢izilemez.

Aslinda tek ¢izimde, elimizi kaldirmadan ¢izebilecegimiz graflarin tek dereceli
noktasit ya hi¢ olmaz ya da sadece iki tane olabilir; eger ¢izimi basladigimiz yerde
bitiriyorsak her nokta ¢ift dereceli olmali, eger ¢izimi basladigimiz yerde bitirmiyorsak
sadece iki noktanin derecesi tek olabilir; ¢izime basladigimiz ve ¢izimi bitirdigimiz
nokta.

2.3. Euler Dongiisii

Graf kurammin bilinen en eski sorusu "Kénisberg kprii problemidir. Burada Kénisberg'deki
Pregel nehrinin ve karalar arasinda gecisi saglayan 7 kopriiniin planim gériiyorsunuz. Bu 7 kopriiniin
her birinden sadece bir kez gegecek yolculuk miimkiin miidiir?

Pregel Nehri
Sekil 2.15. Konisberg Kopriisii

Euler 1736’ da bunun miimkiin olmadigin1 gostermistir. Bunu su sekilde
agiklayabiliriz. Nehrin iki yakasim ve adaciklart dort noktayla, 7 kdpriiyli de bu noktalar arasina

koyacagimiz kenarlarla gosterelim:

Sekil 2.16. Kdpriiniin grafla gosterimi.
Tammm 2.4: Her kenardan tam bir kez gegen basladigi noktaya geri donen
yolculuklara Euler dongiisii denir. Euler dongiisii olan graflarin tek parca ve her noktasmin ¢ift

dereceli olmas gerekir.
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Teorem 2.2: Bir G grafinin Euler grafi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul G grafindaki
tiim noktalarin derecesinin ¢ift olmasidir.

Bu teoremden yararlanilarak Sekil 2.16.” ya baktigimizda bu grafin Euler grafi

olmadig1 agiktir.

Ao B

1. Graf

2. Graf

Sekil 2.17. Diizlemsel graf.

Kenarlarin sadece grafin noktalarinda kesisecek bicimde diizleme ¢izilebilen
graflara diizlemsel graf denir. Omegin 1. graf diizlemsel degildir. Ciinkii AC ve BE kenar cizgileri
kesismistir. 2. graf diizlemseldir. Yani bir diizleme kenarlar1 kesismeyecek sekilde ¢izilmistir.
2. grafta goriildiigii sekilde diizlemsel graf diizlemi bolgelere ayirir. Bu grafta diizlemi 6
pargaya aymrmustir(grafin disinda kalan pargayi da sayryoruz).
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Teorem 2.3 (Euler Formiilii): Tek parcga diizlemsel bir grafin bolge sayisi b, kenar
sayist k, nokta sayisi n ise b-k+n=2 esitligi gecerlidir.

Ispat: Ispat1 b iizerine tiimevarimla yapacagz.

Eger b=l ise, 0 zaman grafta hi¢bir dongii yok demektir, yani graf bir agactir. Buradan k=n-
1dir. Bunu yerine koyarsak:

b-k+n=1-(n-) +n=2 (25)

olur ve esitlik dogrudur.

Simdi b>1 olsun. Grafa G adim verelim. AB de grafin bir dongiistliniin bir kenar1
olsun. AB kenarin1 kaldiralim. Geriye kalan grafa G; adin1 verelim. G; grafinin bolge, kenar
ve nokta sayilan sirasiyla by, ki, n; olsun. AB kenar1 G nin iki bolgesine de ortaktir. Dolayisiyla
AB kenarm kaldirdigimizda by=b-l, ki=k-I ve ni1= n esitlikleri gegerlidir. M dolayisiyla
tliimevarim varsayimina gore Euler formiilii G; grafi i¢in dogrudur. Yani;

bi-k; + ny=2 dir.
b-k +n = (by+l) -( ky+l) + ny = by-ky + ny = 2 bulunur. O halde b-k+n =2

dogrudur.

2.4. Hamilton Dongiisii
Bir G grafi verildiginde her noktadan yalniz bir kez ge¢gmek sart1 ile kapali bir yol
olusturabilen graflara Hamilton grafi denir. Asagidaki graf Hamilton grafidir.

Sekil 2.18. Hamilton grafi
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2.5. Es Yapih (izomorfik) Graflar

iki Graf verildiginde bu iki graf ta kenarlar ve konumlar arasindaki iliski ayn1
olabilir. Bu durumda benzer 6zellikte iki farkl1 geometrik sekiller ortaya ¢ikabilir. Ayni
durumu yansitan, baska bir deyisle ayn1 yapiya sahip graflara es yapili graflar denir.
Baska bir deyisle bunlara izomorfik graflar denir.
Iki grafin es yapili olabilmesi i¢in;
e Kenar sayilar1 ayni olmalidir.
e Nokta sayilart ayni olmalidir.
e Nokta dereceleri ayn1 olmalidir
e Noktalar arasindaki iliskiyi gosteren matrisler ayni olmalidir. Bu matrislerdeki

benzerlik satir ve siitunlardaki yer degisikligi ile de saglanabilir.

Ui U Vi WVa
O
O

Us Ua Vs Vi

Sekil 2.19. izomorfik graflar.
Yukarida goriilen bu iki graf izomorfiktir. Kenar sayilari, nokta sayilari, nokta

dereceleri aynidir. Noktalar arasindaki iligkiyi gosteren matrislerde aynidir. Soyle ki

U Uz Uz Ug Vi Vo, Vi3 V,u
Uz 0 1 1 0 Vi |0 O 1 1
Uz 1 0 0 1 V, |0 O 1 1
Us 1 0 O 1 Vs |1 1 0O O
Uy 0 1 1 0 Ve |1 1 0 O

Tablo 2.1. Sekil 2.19'daki graflarin matrisi

Matrislerinde u, ve uy satir ve siitunlart yer degistirdiginde elde edilen matrisle

ikinci matriste esit olur. Boylece iki grafin izomorfik oldugu kolayca goriiliir.
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2.6. Komsuluk ve Incidence Matrisleri

Tamim 2.5:G, diigiim kiimesi {V1 V>, _Vy} olan bir graf olsun. G nin komsuluk matrisi;

aij, Vi ve Vjyi baglayan ayr1 kenarlarin sayis1 olmak iizere nxn lik A=(aj;;) matrisidir.
Komsu matrisi, Vi ve V;j yi baglayan kenarlarin sayist Vj ve V; yi baglayan kenarin
sayisiyla ayni oldugundan simetrik olmalidir.
V; diiglimiiniin derecesi komsuluk matrisinden belirlenebilir.
Vi de bir dongii yoksa bu diiglimiin derecesi matrisin j. siitununda ki degerlerin
toplamidir.

Her bir dongii dereceyi iki kez etkilediginden i. siitunundaki degerleri toplarken

ajj diyagonel elemaninin iki kat1 alinir.

Ornek:

V4

Sekil2.20. G Grafi

G grafinin komsuluk matrisi:

Grafin iki 0zelligi matrise bakilarak hemen goriilebilir. Kosegene bakildiginda
bir tek dongiiniin var oldugu goriliir.

(videnvie)

Ikincisi ise son satir veya siitundaki 0’lar v4’un izole edilmisligini gdsterir.

Diigiimlerin dereceleri matristen hesaplanabilir.
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p(vi)=21+1+1=4

p(v2)=1+2=3
p(vs)=1+2=3
p(vsa)=0

n kenar bir yonlii grafin komsuluk matrisi de nxn lik bir matristir.

Eger i. diigiimden j. diiglime bir kenar varsa a;; = 1 aksi halde a;; = 0 dir.

=

Vi @

Sekil 2. 21. Graf

ViV, Vi Vg
it 1 1 0
A_V21020
V11 2 0 0

Hem yonlii hem de yonii olmayan graflar icin diger onemli matris incidence
matrisidir.

Komgsuluk matrisinin tersine incidence matrisinde ¢oklu kenarlar gosterilebilir.

V={1,2,....n}veE={ey €y, ... em jolmak lizere G = ( V, E ) grafi verilsin.

G grafinin incidence matrisi, nxm boyutlu olan ve her bir satirin bir diiglime ve
her bir siitunun bir kenara karsilik geldigi bir B = ( bjx ) matrisidir dyle ki eger e, i Ve J.
diigiimler arasindaki bir kenar ise k. siitunun elemanlarindan bjx = by, = 1, digeri 0 dur.

Dongii olan kenarin siitununda sadece bir tek 1 vardir.

25



BOLUM 2 — ONCEKI CALISMALAR Sefik YAMALI

Ornek:

V4

Sekil 2.22.Graf
Yukarida verilen grafin incidence matrisi asagidaki gibidir.

€1 €2 €3 €4 €5 €5

11 1.1 0 0 O
210 1 0 1 1 1
310 011 10
410 0 0 0 0 1

e, 1. diiglim kendisine baglamistir. Dolayisiyla 1. Siitunun elemanlarindan by =
1, digerleri 0°dur.

€y, 1. diigim ile 2. digim arasindaki kenardir. Dolayisiyla 2. Siitunun
elemanlarindan by, = by =1, digeri 0’dur.

es, 1. diiglim ile 3. diigiim arasindaki kenardir. 0’dir. Dolayisiyla 3. Siitunun
elemanlarindan by = bgz= 1, digeri 0’dur.

€4, 2. digim ile 3. digim arasindaki kenardir. Dolayisiyla 4. Siitunun
elemanlarindan byg = bzs= 1, digeri 0’dur.

es, 2. ile 3. diiglim arasindaki kenardir. Dolayisiyla 5. Siitunun elemanlarindan
bas = by =1, digerleri 0’dur.
Son olarak e 2. ile 4. diigim arasindaki kenardir. Dolayisiyla 6. siitunun
elemanlarindan
bos = by =1, digerleri 0’dir.

Eger G yonli bir graf ve ey, i. diigiimden J. diigiime bir kenar ise, k. siitununda

bik = -1 ve by = 1 diger birlesenler 0’dir
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Ornek:

Sekil 2.23.Y6nlii graf
Yonlii grafinin incidence matrisi asagidaki gibidir:

€1 €2 €3 €4 €5 €6
-1 -1 0 0 0 1
1 0 -1 1 0 0
0 1 0 -1 -1 0
0 0 1 0 1 -1

B W N -

e1, 1’den 2’ye bir kenardir. 1. slitundan by; = -1, by; = 1 digerleri 0.
€2, 1’den 3’e bir kenardir. 2. siitundan by, = -1, bz, = 1 digerleri 0.
es, 2°den 4’e bir kenardir. 3. slitundan byz = -1, byz = 1 digerleri 0.
€4, 3’ten 2’ye bir kenardir. 4. siitundan bzs = -1, by = 1 digerleri 0.
es, 3’ten 4’e bir kenardir. 5. siitundan bgs = -1, bgs = 1 digerleri 0.

€6, 4’ten 1’e bir kenardir. 6. siitundan b = -1, big = 1 digerleri 0.
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BOLUM 3
KODLASTIRMA TEORISi

3.1. Giris

Kod denildiginde, genellikle sifrelenmis olan gizli kodlar1 diisiiniiriiz. Teorik
olarak sadece ilgili kisinin anlayabilecegi kodlarin iletilmesi ( transmisyonu ) ; aglarin
gizliliginden emin olmak, askeri amaclar ve yetkisi bulunmayan kisilerin ulasabilecegi
bilgilerin bulundugu diger alanlar icin kesinlikle ¢ok Onemlidir. Bu kodlar
olusturulduklar1 gibi kirilabilirler de. Mesajlarin engellenmesi ve sifrelerinin ¢oziilmesi
yetkisi bulunmayan kisilerce yapilmaktadir. Bu, ordu ve kodlarin gilivenirliginin
korunmasi1 ve kirilmasiyla ilgilenen diger kisiler i¢in ciddi bir istir. Ayrica gittikge
popiiler bir hobi olmaktadir. Boylece kodlar1 kiranlarla kirilmaz kodlar yaratmaya
calisanlar arasinda bir miicadele baslamistir. Muhtemelen en 6nemli kod kirma olay1 2.
Diinya Savasindaki Almanlarin Enigma kodunun kirilmastydi. Bunlarla ilgili kod teorisi
boliimiine kriptoloji ( gizlilik bilimi ) denmektedir.

Kodlastirma teorisi C.E.Shannon ve R.W.Hamming ile basladi. R.-W.Hamming ,
1950'de tek hata diizelten ikili kodlarin bir sinifininin ingasini yapip bunu makalesinde
yayinladi. Bu kodlar, C.E.Shannon tarafindan 1948'deki makalesinde soz edilen
kodlardi. J.C.Golay , C.E.Shannon''n makalesi aracilifiyla R.W.Hamming'in kesfini
ogrendi. 1949'da J.C.Golay yapimin genellestirilmis halini yayinladi. Hem
R.W.Hamming'in orjinal ikili kodlart hem de J.C.Golay'in genellestirilmeleri, su anda
Hamming kodlar1 olarak bilinir. Daha 6nemlisi, J.C.Golay birden ¢ok hata diizelten
kodlarin iki yapisini verdi. Bu kodlar da kendi ismi ile Golay kodlar olarak bilinir.
1940'larin sonlarina dogru C.E.Shannon, R.W.Hamming ve J.C.Golay'in yazdiklar
makaleler yeni bilim sahalarinin olugmasina neden oldu. C.E.Shannon makalesinde
iletisimin sinirlart lizerine dayanan temel bir teori yayinladi. C.E.Shannon, bu
makalesinde, herhangi bir kanal tizerinde kodlar1 kullanarak diisiik hata olasiligi elde
etmenin miimkiin olacagin1 gosterdi. Shannon''n makalesi en azindan iki arastirma
alanin ortaya ¢ikmasina sebep oldu. Bunlardan biri baslica performans iizerine dayal
siirlarla ilgilenen bilgi teorisi (Information Theory) ve digeri kodlart kullanarak iyi
iletisimler kurulmasi i¢in metodlar gelistiren kodlastirma teorisi (Coding Theory) oldu.
R.W.Hamming ve J.C.Golay tarafindan yapilan kesifler hem miihendisler hem de
matematikgiler tarafindan arastirma sahalar1 olusturdu. Miihendisler ilk once gelismis

bilgi iletisimi i¢in yeni olanaklart kullanmak istedi. Diger taraftan, matematikgiler ise
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daha cok kodlarin cebirsel yapilarina ilgi duydu. Dolayisiyla kodlastirma teorisi bu
sekilde gelisti.

3.2. Kodlastirmanin Temel Terimleri

Kodlastirma teorisi matematik i¢in oénemli bir unsurdur. Kodlagtirma, bazi nesneler
tizerinde ¢alismalarin azaltilmasinda 6nemli rol oynar. En basit 6rnek olarak, sayilarla ifade edilen
ondalik sistem veya binary sistem verilebilir. Koordinat metodunun geometrideki roliinii goz
Ontine getirelim. Koordinat metodu matematigin gelismesinde 6nemli rol oynayan geometrik
nesnelerin analitik agiklamalarla tanimlanmasim saglamistir. Ama bunun yaminda kodlastirma, bir
arastirma konusu degil, bir liikkstii. Daha sonra kontrol sistemlerinin olugturulmasiyla kodlastirma
degisik bir onem kazandi ve kodlastirma teorisini sistematik olarak arastirmak faydali hale geldi .
Hamming, Golay ve digerleri her bir n bilesenli M vektorlerine belirli bir deger vererek M
kapasitesinde ve n uzunlugunda bir kod olusturmuslardir. Sekil 3.1°de karekterize edilen
diyagramda, kodlastirmanin genel problemleri agiklanmustir.

Mesaj Mesaj Mesaj Baglanti Ciktinin Cikis
Kaynagi d » Kodu » Kanah »  Mesaj * Kodu
Kodu
3
Engeller
Kanali

Sekil 3.1 Diyagram

Giiriiltd, bu siiregteki en 6nemli kisimdir, ¢linkii giiriiltiiniin olmayis1  kodlama
kuramina olan ihtiyac1 ortadan kaldirir. Giiriiltii, teknik bir terim olup iletimin hatali

olmasina sebep olan etkenlerin geneline denir.
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Sonlu sayida harflerin olusturdugu U = { a;&, .. &} alfabesi verilmis olsun. Bu alfabenin
sembollerinden olusan sonlu A = ajap...a;, dizisine s6z denir ve A soziiniin uzunlugu olan n
degeri L(A) ile tanimlanir. Eger s6zde higbir harf yoksa bu s6z bos sz olarak adlandirilir. Farz
edelim ki; S = S(U), U alfabesinin olusturdugu biitiin bos olmayan sozler kiimesi olsun. S
kiimesinin herhangi S'alt kiimesini ele alalim. Bdyle S' alt kiimesindeki sézleri doguran nesneye
mesaj kayna@1 ve S'sozlerine ise mesaj denir.

Mesaj kaynagi, bir otomasyon, kisi vb. tarafindan verilebilir. Genelde kodlastirma teorisi,
problemleri incelediginde mesaj kaynagi hakkindaki destekleyici bilgiyi kullamir. Mesaj
kaynaklarini tanimlamanin birgok yontemi vardir.

Kodlagtirma, iletisim alaninda kaynaklarin, kanallarin, alicilarin  bilgi
karakteristiklerini incelemek, bilginin iletimini en iyi duruma getirmek yani optimize
etmek ve iletimin gilivenilirliginin diizeltilmesini saglamak amaciyla kullanilmaktadir.
Kod, bircok bilim dali icin dnemli bir rol oynamaktadir. Bunlardan bazilar1 sdyle
siralanabilir; matematik alaninda istatistik biliminde, bilgisayar alaninda sifreleme
konusunda, haberlesme alaninda, haberlesme karmasikligini en diisiik seviyeye
indirmek ve kaynaklarin etkin bi¢gimde temsil edilmesini saglamak igin
kullanilmaktadir.

Kodlar1 1 ve 0 dan olusan diziler temsil etmektedir. Bu belirli semboller
genellikle alfabenin harflerini, klavyedeki rakamlari bazen de kontrol tuslarini
icermektedir. Bu kodlar1 bilgisayarda bilgilerin depolanmasi ve gonderilmesi
( transmisyonu ) i¢in kullanilan dizi ¢iftlerini temsil eder. Birgok nedenden dolay1 koda
sahip olmak isteriz. Fakat bu nedenler birbirleriyle baglantili olmak zorunda degillerdir.
Kodlarimizin sahip olmasmi istedigimiz birka¢ o6zelligi vardir. Kod koymak i¢in
bazilarini bulmaliyiz. Bu boliimde kodlastirmada kullanilan kodlarin degisik tiplerini
inceleyecegiz.

Kodlarin en onemli ozelligi, ikili dizilerle ( binary strings ) olusturulmus
mesajlarin kodun ogelerini siralayarak gdsterilmesidir, bu siralama essizdir. Eger
mesajin  sifresi ¢Oziilmiisse, kodu temsil eden harflerin siralamasinda problem
olmamalidir. Bu koda “uniquely decipherable code”, “sifresi ¢oziilebilir essiz kod”
denilmektedir. Bu amaci1 gergeklestirmek i¢in bir ¢ok yol vardir. Bir yolu biitiin
sembolleri ayn1 uzunluktaki dizi ¢iftleriyle kodlamaktir. Bunlara “block code” denir.
Ornegin; eger her bir sembolii 8 bit kullanarak kodlasaydik bunu her 8 bitin sonunda

bilirdik, génderilmis mesaj simgesini temsil eden kod dizimiz olurdu. Eger gonderilen

30



BOLUM 3 — MATERYAL VE YONTEM Sefik YAMALI

her simge ve harf igin kodun uzunlugunu smirlandirmamiz gerekirse blok kodlar
digerlerine gore daha kullanishdirlar. Sifresi ¢oziilebilir essiz kodlar yapmanin diger bir
yolu da “prefix code” kullanmaktir. Eger kodun 6gesinin baska bir kodun 6gesinin
baslangi¢c dizisi olmama 06zelligi varsa bu Prefix code’lar1 “C” ile tanimliyoruz.
Boylece, 1’ler ve 0’larla gosterilen A’nin semboliinii okudugumuzda, o an A’nin
dizisinin tamamlandigint biliyoruz. Prefix code’lara ayrica “instantaneous code”
( anlik kod ) da denilmektedir.

Prefix code’larin bir tipi “comma code” ( virgiil kod )lardir. Her 6ge 1’lerin
sonunda 0’mn takip ettigi dizilerin olusturdugu dizilerle kodlanir. Béylece dizilerden
kurulan kodlar formlarint {0, 10, 110, 1110, 1111110,...} seklinde alinirlar. Bu kodlarin
en belirgin dezavantaji ise kod 6gelerinin ¢ok uzun olmasi ve depolama alanlarinda ¢ok
genis yer tutmasidir.

Bazen depolama alanimin kiigiiltmek ve gonderme zamaninin azaltmak ig¢in
verilerin sikistirilmasi istenebilir. Alanlar1 minimize etmekle en etkili kod “Huffman
code”dur ayrica bu kodun “anlik kod” yani Prefix kod olma avantaji vardir.

Gonderme siiresini azaltan kodlara verilebilecek bilindik bir 6rnek “Morse
code”dur. Hem Huffman hem de Morse kodlarinda var olan harfler ve kullanilan
semboller kisadir. Morse Alfabesi’nde harfler tek boslukla (spaces), kelimeler ise tiger

boslukla ayrilir. Bu nedenle, bosluklar zamanin birimleridir.

Morse Kodu

I O Mmoo mw >
|
O v oz xR <«
|
N < X s < CcHdw
|
|

Tablo 3.1

31



BOLUM 3 — MATERYAL VE YONTEM Sefik YAMALI

Veri aktarirken gonderme siirecinde hatalar olusabilir. Bu, hatalar anlamsiz
sesler olusturabilir. Ornegin; Galileo Voyager gibi uzak uzay araglarindan alman
verilerde cesitli ses problemleri olabiliyor. Bazi durumlarda sadece hata bulmakla
ilgilenebiliriz. Bu durum verinin gonderilemediginden ya da tekrar tekrar
gonderilmesinden kaynaklanabilir. Hata oldugunu algilama, tespit etme 6zelligi olan
kodlara “error-detecting codes” , “hata bulma kodlar1” denir.

Diger bir sorun, uzak uzay araglar1 gibi bilgilerini goénderilemedigi yerlerde,
veriyle ilgili yeterli bilgi istiyoruz; boylece sadece hatayr bulmakla kalmiyor ayrica
diizetiyoruz. Hatalar1 diizeltme 6zelligi bulunan kodlara “error-correcting codes” ,
“hata diizeltme kodlart” denir. Her zaman hata diizeltme kodlar1 kullanmak bu
nedenledir. Hata diizeltme kodlartyla veya hata bulma kodlariyla ilgili problemin
¢oziilmesi i¢in daha fazla bilgi gerektirir. Bu nedenle alanlar1 minimize etmekte daha
verimsizdirler. Ne yazik ki hata diizeltme kodlarinin da, hata bulma kodlarinin da hig bir
zaman hatay1 bulup diizettiginden emin olamayiz. Problem hatanin ¢ok olmasindandir.
Eger hata tekse bulmak ve diizeltmek miimkiindiir. Yapabilece§imiz en iyi sey
bulunamamis ve diizeltilememis hatalarla ilgili olasiliklar1 azaltmaktir. Fakat ihtimalleri
azaltmaya engel olan ¢ok problem, gondermemiz gereken daha ¢ok bilgi ve olmasi
gerekenden daha verimsiz kodlarimiz var.

Diger bir kod ¢esidimiz de Gray Code’udur. Yansimali kodlar adiyla anilan
Gray kodunda sayilar arasindaki gegiste sadece bir bit degisir. Bu kodlarin kullanim
amaglarimi gosteren klasik bir 6rnek var. Farz edelim boéliimlere ayrilan dondiriici bir
diskimiz ve diskin ne kadar uzakta dondiigii dijital bilgisini geri gonderen bir dizi fir¢a
veya lazer 1isinlarimiz olsun. Eger dizi ¢iftlerinin numaralandirilmig bitisik sektor ( daire
dilimi ) boyutlar1 yeterince farkliysa, yani bir sektdrden digerine gecerken bir ¢ok rakam
farki varsa; bu durumda sektdr degisiyormus gibi okunmasi, diger sektor
numaralarindan tamamen farkli numara tiretmesindendir. Bu durumda sektoriin
numaralandirilmasi istenir ¢iinkii bitisik sektorler arasinda sadece bir rakam degisikligi
vardir. Bu 6zellikteki kodlara “Gray Code” denir. Hatay1 azalttigindan dolay:1 6zellikle
Analog-Sayisal doniistiiriiciilerde, bilgisayar kontrollii cihazlarda oldukga tercih edilen
bir kodlamadir.
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Sayisal sistemler birbirleri ile haberlesirken bilginin degismesi oldukga siklikla
karsilasilan bir konudur. Bilgi degisimlerini yani hata olusumlarini denetleyebilmek ve
gonderilen bilginin dogrulugunu kontrol etmek amaci ile Parity Kodu ortaya ¢ikmaistir.
Parity bitinin genel kullanim1 su sekildedir: Eger kodumuzda tek sayida 1 varsa parity
bitimiz 1, ¢ift sayida 1 var ise 0 ayarlanir. Sonugta kod parity biti ile ¢ift sayida 1 igerir.
Bu metodu “ASCII Code” u (American Standart Code for Information Interchange -
Bilgi Aligverisi i¢in Standart Amerikan Kodu) kullanarak gosteriyoruz. Bu 7 bit
kullanilarak olusturulmus blok koddur, bu nedenle her sembol yedi bitlik 1 ve 0
dizisidir. Sekizinci bit hepsine bir parity biti eklenmesiyle olusur. Parity hata kontrolii
pek de etkili bir yontem degildir ¢iinkii kodumuzda ¢ift sayida bit degisirse parity
bitimiz de gecerliligini koruyacaktir ve bu durumda hatanin tespiti imkansizdir. Bunun
disinda parity biti hata tespit edilse bile hatanin hangi bitte oldugunu gosteremez. Bu
durumda kod tamamen ¢ikarilip baslangicindan itibaren yeniden aktarilmak zorundadir.
Bu yiizden giiriiltiilii bir iletisim ortaminda verinin iletilmesi ¢ok uzun zaman alabilir
hatta ve hatta hi¢bir zaman gergeklesmeyebilir.

Gonderilme hatast olasiligit 0,01 varsayilir, 1, 0’a; 0, 1’e c¢evrilir. Diger
varsayim, hata olasiligi mutlaka ayni hata yerindedir ve hatali yerde 1, 0’a gevrilir ya da

0, 1’e. Biz ayrica bir hata olusumunun diger olusumunun olasiligin1 etkilemedigi

varsayariz.

8
Bir hatanin olasiliginin (J (0,01) (0,99 )", yaklasik olarak 0,07 oldugu Binom

8
teoreminden biliyoruz. Bununla birlikte iki hatanin olasilig: (2] ( 0,01 )% (0,99 )°

yaklagik olarak 0,002’dir ve yeterince kiiciiktiir. U¢ hata oldugunda hatali bitlerin

- . (8 3 5 >y
belirlenme olasiligi 3 (0,01 )% (0,99 ), yaklasik olarak 0,00005’tir. Buradan da

anlasilacagi {izere, hata sayisi arttikca hatali bitlerin tespit olasihigi giderek

azalmaktadir.
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Kodlarin verilen sayida kodlanmis tekrar eden diziler oldugunu varsayin.
Ormnegin; kodun her hangi dizisi kodlanirken bir kere tekrar eder; sonra 10110, 10110
10110 seklinde kodlanir. Eger iki kere tekrar ederse, sonra 10110 10110101101011
olur. Bir kere tekrar eden kodlanmis diziden sonra hata bulma kodumuz varsa hata
olustugunda uygun pozisyonlar ayni olmayabilir.

Ormegin; kodlanmis dizi 1111110101 10111011 iken ii¢iincii ve son bitte hata
olusursa dizinin hangi kopyasinda hata olustugunu bilmeden hatayr diizeltemeyiz.
Hatay1 en iyi sekilde dizimiz iki kere tekrar ettiginde bulabiliriz. Eger dizimizin ¢
kopyasi varsa tek hata i¢in kodu diizeltebiliriz. Dizinin uygun pozisyonlarinda farkli
bitler varsa iki kere yer alan degeri kabul ederiz. Ornegin; dizimizin uzunlugu 4 olsun
ve 110110011101 alalim, sonra ikinci durumda iki 1 ve 0 aldik. Boylece dogru
degerimiz 1 olmali ve kodlanmasi gereken dogru dizimiz 1101 olmalidir. Dizinin ayni

pozisyonunda birden ¢ok hata olusursa, problemin bu noktada oldugu kesindir. Eger

dizimiz ° n’ kopyal sekilde tekrarliysa hata diizeltici [g} kerenin altindaki tekrarlarda

ayni pozisyonda hata olustugu anda dogru sonucu verir.
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Parity Bitiyle ASCII Kodu

Kod Sembol  Kod Sembol  Kod Sembol  Kod Sembol
00000000 NUL 10100000 SP 11000000 @ 01100000 °
10000001 SOH 00100001 ! 01000001 A 11100001 A
10000010 STX 00100010 * 01000010 B 11100010 B
00000011 ETX 10100011 # 11100011 C 01100011 C
10000100 EOT 00100100 $ 01000100 D 11100100 D
00000101 ENQ 10100101 % 11000101 E 01100101 E
00000110 ACK 10100110 & 11000110 F 01100110 F
10000111 BEL 00100111 / 01000111 G 11100111 G
10001000 BS 00101000 ( 01001000 H 11101000 H
00001001 HT 10101001 ) 11001001 | 01101001 i
00001010 LF 10101010 * 11001010 J 01101010 J
10001011 VT 00101011 + 01001011 K 11101011 K
00001100 FF 10101100 - 11001100 L 01101100 L
10001101 CR 00101101 - 01001101 M 11101101 ™M
10001110 SO 00101110 . 01001110 N 11101110 N
00001111 Sl 10101111 / 11001111 O 01101111 O
10010000 DLE 00110000 O 01010000 P 01110000 P
00010001 DC1 10110001 1 11010001 Q 01110001 Q
00010010 DC2 10110010 2 11010010 R 01110010 R
10010011 DC3 00110011 3 01010011 S 11110011 S
00010100 DC4 10110100 4 11010100 T 01110100 T
10010101 NAK 00110101 5 01010101 U 11110101 U
10010110 SYN 00110110 6 01010110 V 11110110 V
00010111 ETB 10110111 7 11010111 W 01110111 W
00011000 CAN 10111000 8 11011000 X 01111000 X
10011001 EM 00111001 9 01011001 Y 11111001 Y
10011010 SuUB 00111010 : 01011010 Z 11111010 Z
10011011 ESC 10111011 ; 11011011 [ 01111011 {
10011100 FS 00111100 < 01011100 \ 11111100 _
00011101 GS 10111101 = 11011101 ] 01111101 }
00011110 RS 10111110 > 11011110 ~ 01111110 ~
10011111 US \ 00111111 ~*? 01011111 11111111 DEL
Tablo 3.2.
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3.3. Dekodlastirmanin Tek Deger Problemi

3.3.1 Kodlastirma

Farz edelim, V = {by,b, ..., by } alfabesi verilmis olsun. Benzer olarak V' alfabesindeki
sozleri B ile ve V alfabesindeki biitiin bos olmayan sozleri S(V) ile gosterelim. ~ F, S'(U) dan
S(V) ye bir fonksiyon olsun. O zaman, her A € S'(U) i¢in dyle B € S (V) bulunur ki bu durumda
B=F(A) olur. Bu durumda B soziine A mesajinin kodu, A soziinden B koduna gecise ise
kodlastirma denir.

3.3.2. Dekodlastirma

Kodlastirmadaki o6nemli konulardan biri de dekodlastirma yani ters
kodlastirmadir. Dekodlastirma asagidaki gibi tanimlanir.

Verilmis B koduna gore ilkel A mesajinin ( kodu B olan A mesajinin)
bulunmasina dekodlastirma denir. Yani dekodlastirma gikistaki bir mesajin diizeltilmesi ile elde
edilen ilk mesaja gegistir. Dekodlastrma gonderilecek mesajin eger tersi F* meveut ise
miimkiindiir. Dekodlastirma her mesaj i¢in miimkiin degildir sadece tek degerli kodlar
icin yapilabilir.

Kodlastirma teorisinde F fonksiyonu genel olarak algoritmalarla verilir.
Bunlardan alfabe kodlagtirmasini inceleyelim.
3.4 Alfabe Kodlastirmasi:
U alfabesindeki harflerle B alfabesindeki sozler arasinda asagidaki uygunlugun oldugunu

varsayalim.
Ormnekl:
a3 — B;
a» — B
a — B

Kodlastirma teorisinde bu uygunluga sema denir ve Z ile gosterilir. Bu yontem alfabe
kodlagtirmasint agagidaki gibi tammlar.

S'(U) =S (U) kiimesinden alman her bir A=aj,8p...,am soziine A'nm

kodu denilen B = Bj1Bj, .. .Bin s6zii uygundur. Burada By ,B; ,..., By sdzlerine basit kodlar denir.
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3.5. Dekodlastirmanin Tek Degerliligi

U ve V alfabeleri i¢in ) semastyla verilmis alfabe kodlastirmasini géz oniine
alalim. S'(U ) =S( U ) saglandigini kabul edelim. Yani bu durumda, mesaj kaynagi U
alfabesindeki biitiin sozleri dogurur. Cok aciktir ki, alfabe kodlastirmast S( U)
kiimesinden S( V ) kiimesine ge¢isi saglar. S( U ) kiimesinin boyle alfabe
kodlastirmasinin  goriintiisiinii Sy( V) ile gosterelim. Eger S( U ) kiimesinin Sy( V')

goriintiisiine gecisi tek degerli ise o zaman dekodlastirma miimkiindiir.

Omek 2: U ={ aj,a, } ve V ={ by,b,} alfabelerine uygun asagidaki semayla

verilen alfabe kodlastirmasini goz 6niine alalim.

Al ve Al niin, B' ve B! nin kodlar1 oldugunu varsayalim.

>
a; — b1
dy — b1b2

Boyle alfabe kodlastirmasi i¢in dekodlastirma asagidaki gibidir. Burada eger
A zA"iseB' # B" oldugu kesindir.
Dekodlastirma prosediirii su sekilde gergeklesir:

B € Sy( V) sozii basit kodlara béliiniir. Basit kodlara ayirmak i¢in her bir b
harfinden 6nce gelen b; bulunur ve tiim ( biby) ¢iftleri ayarlanir. Bu adimdan sonra B

sOzliniin geri kalaninda yalnizca by harfleri bulunur.

Daha sonra semaya uygun olarak, her bir ( bib,) ¢iftleri i¢in ap, geri kalan by

harfleri i¢in a; degerleri yer degistirilirse, kodu B olan A soziinii buluruz.

Varsayalim, B ="b 1b; by by by by by by by, verilmis olsun, verilen semaya uygun olarak tiim
(b1 by) ciftleri ayarlanirsa,

B =D 1 (b by)(byby) by by (by by) bulunur ve semaya uygun olarak a;...by, a...bib,
islemleriyle,

B =a;ayaa1 & & yani kodu B olan A s6zii (dekodlastirma) bulunmus olur.
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Alfabe kodlastirmasmin tek degerli olmadigi durumlarda dekodlastirma miimkiin degildir.

O nedenle her bir gdzoniine alnan alfabe kodlastrmasmin tek degerli olup olmadiginin
belirtilmesi ¢ok 6nemlidir.

Bu problemin ¢dziimii i¢in yontem ya da kriter verilmelidir. Aksi halde sonsuz sayidaki
sozlerin incelenmesi gerekebilir. Bu durum ise, miimkiinii olmayan bir problemdir. Alfabe
kodlastirmasi igin genel bir kriter tanimlamadan 6nce, daha basit ve yeterli olan durumu goz

Ontine alalim.

Tamm 3.1: B = B'B' ile yazilnus olsun. O zaman B' soziine B séziiniin prefix’i (6nek) , B"
soziine ise B soziiniin sonu denir. B soziiniin kendisi ile bos s6z (A), B soziiniin prefix’i ve sonu

gibi alimir. B=BA=B'B"

Tanim 3.2: Eger istenilen Vi, j (1<i,] < 1), iA i¢in B; sdzii Bj sdziiniin prefix 'i degilse,

0 zaman Y semasi “ prefix 6zelligine sahiptir” denir.

Yukarida baktigimiz ek 2'den goriildiigii gibi, D semasi prefix ozelligine sahip degildir.

3.5.1. Dekodlastirma i¢cin Yeterli Kosul

Eger > semasi prefix ozelligine sahip ise o zaman alfabe kodlastirmasi tek degerlidir.
Ancak yeterli kogulu saglamayan alfabe kodlagtirmasi da tek degerli olabilir. Bu durum

ornek 2' den de goriiliiyor.
Bi=b;

B, = bib,, burada B, = Bib; oldugundan B, sozii, B, s6ziiniin prefix'i olmasina ( prefix
ozelligine sahip olmamasina) ragmen tek degerlidir.

B =Bi1, Bip, ... , Bin S(V) kiimesinden alinmms herhangi bir s6z olsun.

B = Bin, Bin, ..., Bit ile isaret edelim. Daha sonra,

gibi bir Z semasini gdz dniine alalim. Omegin yukandaki Y semasinda;
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> a;—b; Z : a;—b;

az—blbz az_bel

Bu halde, gortildiigii gibi Z semast prefix oOzelligine sahiptir ve yeterli kosula

gore bu semaya karsilik gelen alfabe kodlastirmasi tek degerlidir.

> ve Z semalart ile belirtilen alfabe kodlagtirmasmin, her ikisi aynt zamanda ya
karsilikli tek degerlidir, ya da karsihikli tek degerli degildir. Bunu gz 6niinde tutarak yeterli kosulu
biraz daha iyilestirebiliriz.

Eger Y, semasi veya Z semasi prefix Ozelligine sahip ise, o zaman bu semalarin
belirttigi alfabe kodlagtrmasi tek degerlidir. Ancak su durumu hatirlatmak gerekir ki, yeterli

kosulu saglamayan alfabe kodlastirmasi da tek degerli olabilir.

Ornek 3: U={ ay,a2a3 } ve V ={ by,b,b3 } alfabelerine uygun agagidaki semayla verilen

alfabe kodlagtirmasini goz oniine alalim.

>
a1—b,
a,—bib;
az—basb;

Goriildiigii gibi burada basit kodlar; By=b,, B,=b1b, ve Bs= b3 by dir. Aym zamanda

B,= B1b, oldugundan, B; basit kodu B, kodunun prefix'idir. Bu durumda verilen alfabe
kodlastirilmasi prefix 6zelligine sahip degildir.

Ote yandan Y semasma uygun Z semasl tanima gore
sOyledir.
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2

al—bl
az—bz b1
ag—bl b3

Burada basit kodlar; Bi=b;, By=byb; ve Bs=bibs ’dir. Aym zamanda Bs= Bib;
oldugundan, B; basit kodu Bz kodunun prefix’dir. Bu durumda verilen alfabe kodlastirlmast
prefix ozelligine sahip degildir.

Boylece ormegimizde, hem )  semast hem de Z semasi prefix Ozelligine sahip

degildir. Fakat bu semalarn belirttigi alfabe kodlastirmasi tek degerlidir.

Aslinda eger B € S y( V) ise bu s6zii basit kodlara bolmek miimkiindiir. Basit kodlara
aymrmak i¢in B s6ziindeki her bir ( biby) ciftleri ve (bsby ) giftleri ayarlanir. Bu adimlardan sonra B
soziiniin geri kalan kismi yalnizca by harflerinden olusmus olacaktir. Daha sonra a;= by, a,-bib, ve
as=h3b; doniigtimleri yapilacak olunursa, tek degerli olarak kodu B olan A sozii bulunmus olur ve
sonug olarak >’ semasindaki basit kodlarin ¢ifter ¢ifter ayrik oldugunu sdyleyebiliriz

Varsayalim ki, B=b; by b, by b1bsb; olsun.

Y semasma gore ; Z semasina gore;
B :b1 (bl b2) b1 bl(bg bl) B= b1 b1 (bzbl) (b1 b3) b1
A= 9183 A =gy aza

Bu 6meklerden goriildiigii gibi, her zaman yeterli kosul uygulanarak kodlagtirmanin tek degerli
oluip olmadig ayarlanamaz. Bu amagla dekodlastirmanin tek degerlilik kriterinin verilmesi ¢ok

onemlidir.
3.6. Dekodlastirmanin Tek Degerlilik Kosulu

B s6ziinii olusturan harflerin sayisina B soziiniin uzunlugu demistik. Bu
durumda basit B; kodlari i¢in /(Bj) = /i (i =1, 2,..., r ) diyelim ve kodun uzunluguna da

L(B) =L (tiim kodu olusturan harflerin uzunlugu ) diyelim.
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L(B) = /(By) +/(By)+... +/(B) dir.

Bi=p’ Bi1...Biwp"” ile gosterelim. (1)
B
il B B Bis Biw Bl
Sekil 3.2.

Burada ! ve B! basit kodlardan farkli yazilislardir. Eger, p'=pl=A (bos séz)

kosulu saglandiginda yalnizca bir dogru yazilis miimkiin ise bu durumu dikkate
almiyoruz. Boyle B; # B; ayrilislara B; kodunun basit olmayan ayrilisindan farkli ayrilig

denir.
Cok agiktir ki, her bir B; basit kodu i¢in (1) nolu ayrilis sayist sonludur.
W maximum w'yi belirtir ve B; 'den alinan tiim dekompozisyonlari belirtir.
W=max w
U alfabesindeki uzunlugu N' den biiyliik olmayan bos sézden farkli sozlerin

olusturdugu kiimeyi SN(U) ile gosterelim.

N -
Cok agiktir ki, SN(U), Z r ' elemanli sonlu sayilar kiimesidir.

i=1
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3.7. Markov Algoritmasi

N, < [(W+1)(I;—r+2)} (3.1)

Esitsizligini saglayan Oyle No sayisit var ki , > semali alfabe kodlastirmasinmn
karsilikli tek degerlilik problemi, sonlu S™°(U) kiimesinin kodlastirlmast igin benzer probleme

indirgenir.

A’ , A" € SY(U) olmak iizere;

(W+l)(L—I‘+2)}

/(A2 (A") < { 5

(3.2)

Cok agiktir ki, eger No= max (/ (A'), 7 (A") ) yaparsak tek degerli dekodlastirma S™°(U)
kiimesi lizerinde daha fazla olmaz.

A’ , A" e S™°(U) oldugundan tek degerli dekodlagtirma kriteri , 3" semast kullanilarak
alfabe kodlastirmasinin tek degerli olup olmadig1 U alfabesindeki uzunlugu Ny'dan fazla olmayan
kelimeleri g6z oniine alarak belirlememize olanak saglayan basit bir algoritmay: dogurur. Boyle
algoritmalarin karmagiklig1 yaklasik olarak r"° olarak hesaplanabilir.

Omek 4: U={ay, 2y a3 ,a4 ,a5} Ve V={by,oo,b3 } alfabesi iizerinde asagidaki sema icin Np

ifadesini bulalm.

>
a;—bhib,
a;—bhsbsb;
az—1hobs
as—bib, bibs
as—hy biby bobs

2</,<6

W=maxWj < 3
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Ayrlca, Bs= b, bib, bobs=b, B1B3 'dir.
Bu nedenle W =2 olarak hesaplanur.

r=5veL=/+7/, +/3+/ 4+/5= 16 dir. Bu durumda;

{(W+l)(L—I’+2)}_ 3*%13
2 2

Ny < bulunur.

Cok aciktir ki, boyle alfabe ile verilmis ve uzunlugu 19’u asmayan sozlerin sayisi en

azindan 5% (1) olur ve tek degerliligi kontrol etmek icin tek tek bu sdzlerin incelenmesi gerekir.

Bildigimiz gibi, herhangi alfabe iizerinde verilebilen tiim sozlerin incelenmesi miimkiin
degildir. Goriildiigii gibi bu adimda karsilikli tek degerlilik kriteri biraz iyilesmesine karsihk,
inceledigimiz omekten de goriildiigii gibi bu kriterin de her zaman uygulanmasi iyi sonug

vermiyor, 6rnegin bu drnekte en azindan 51 sayidaki sozlerin incelenmesi gerekmektedir.

Yukarida inceledigimiz yeterli kosuldan yararlanarak gz oOniine aldigimiz alfabe
kodlastirmasinin tek degerli olup olmadigini sdyleyemeyiz. Ciinkii boyle bir alfabe kodlastirmasi
prefix ozelligine sahip degildir. Goriildiigii gibi B4=Bibibs tiir. Yani B; elementer kodu, By
elementer kodunun prefix'idir.

Boylece g6z Oniine alman Ornek icin ne yeterli kosul uygulamasi ile

dekodlastirma ayarlanabilir ne de Markov algoritmasi kullanmak amaca uygundur.

Kodlastirma teorisinde bu tiir alfabe kodlastirmalar1 sik sik rastlanan
problemlerdir. Boyle problemleri daha basit sekilde ¢ozebilmek icin daha uygun farkl

bir algoritma verelim.

3.8. Dekodlastirmanin Tek Degerliligini Belirten Algoritma
Bu algoritma dekodlastirmanin miimkiin olup olmadigina karar vermek igin
gerekli ve yeterli derecede etkin olan bir algoritmadir. )’ semali alfabe kodlastirmasinin
karsilikli tek degerli olmasi igin gerekli ve yeterli kosul (kriter) I'( 3 ) grafinin bos sdze

(A) uygun kosesinden gegen yonlendirilmis kapali dongiiniin olmamasidir.

Boylece goz oOniine alinan alfabe kodlastirmasmin tek degerli olup olmamasi,
dolayisiyla dekodlagtirmanin miimkiin olup olmamasi graflar teorisinin elemanlari

uygulanarak ayarlanabilir.

Farz edelim ki, asagidaki gibi alfabe kodlastirilmasi verilmistir.
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a—B;
a— B,
a— B
Her bir B; elementer kodu i¢in tiim basit olmayan Bi=p’ Bi1...Biw B” @

ayrilislarini g6z Oniine alalim. Burada ' ve B”  basit kodlardan farkli kodlardir.

Bos sozii A, uygun B’ ve B” kodlarmin olusturdugu kiimeyi K, olarak

gosterelim.
Ko kiimesini olusturmak i¢in asagidaki iglemler yapilir.
1- Her zaman igin bos s6z (A) igerir.
2- (1) yazilisinda ayn1 zamanda hem baglangigta hem de sonda bulunan ' ve p”
sOzlerini igerir.

Ko, kiimesi ayarlandiktan sonra yapilacak adimlar sdyle siralanabilir:

1- G0z oniine alinan alfabe kodlastirmasi incelenerek her bir B;j elementer kodu igin biitiin

(1) nolu ayrilislar yazihr.

2- K, elemanlarindan yararlanarak I'(}") grafi ¢izilir.

3- Bos soze (A) uygun koseden kapali dongiiniin gecip gegmedigi arastirilir.

Gortildiigii gibi bu algoritmanin uygulanmas1 ¢ok basittir ve her bir alfabe
kodlastirmasi i¢in gerekli ve yeterlidir. B, B” € K, olsun ve (1) ifadesindeki tiim ayrilislar i¢in
B, B" kodlarma uygun gelen koseleri bilestirdigimizde olusan grafi I'(}) ile gosteririz.
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Sekil 3.3.Graf

Teorem 3.1: Eger I'(})) grafinda A(bos soz) lizerinden gegen bir dongii varsa o

zaman ) semasi tek degerli degildir.

Ispat: Alfabe kodlastirmasmm tek deferli olmadigimm varsayalm. Bu durumda

kisaltilamayan s6z vardir.

B=Ri... B3 B Bip’... PBPBiPn.. BiPwP soziiicin,

B’=B%; ... BOiWOB'

B'=p B 1 p...B w B

Bip:BpBipl... ipr # olur.

Bu nedenle de, I'(})) grafinda A( bos s6z ) tizerinden gegen bir dongii vardir.
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3.8.1. Yeterlilik
') grafi A ( bos sz ) lizerinden gegen bir dongiiye sahip olsun. Sonra,

B = Bi... Buw’p Bir..Biwl p'... PBPB;Pu.. BiPwP sz icin bolimlerle
tammlannmg asagidaki iki gevirim vardir.
B = (B%)... BB BY1... Biwl B)... Bi".. Bi"WP
B = Bu.. Buw’'p)Bh)..BW1 )... Bi")...(Bi"w"olur.

ispat tamamlanmugtir.

I'(Y) grafinin gizilmesi algoritmanin yapilmasina baglhdir. Eger A ( bos soz) lizerinden
gecen bir dongii yoksa kodlagtirma karsilikh tek degerlidir, yani dekodlastirma miimkiindiir.

Ornek 5:

Asagidaki semayla verilen alfabe kodlastirmasinin tek degerli olup olmadigim arastirmiz.

a—hiby
ar—hibshy
az—obs
ar—h1, bibs
as—hob1oboh3
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Once verilen semaya uygun tiim (1) nolu basit ayrilislar1 yazalim

Bi= (by) (b2) B'=b Bii .. Biw =A B”=b-

Bo= (by) (bs b2) B=by Bi: . Biw=A |B”=hsbs
B2=(b:b3) (b2) B'=bibs Bii .. Biw =A B”= Db,

B; = (b2) (bs) B'=b- Bi: .. Biw =A B” = Db

B4 = (by) (b2 b1 bs) B'=b, Bi: .. Biw =A B”=Dbabibs
B,y = (bib2) (bibs) B'= A Bi: .. Biw =B B” = bibs

Bs= (bib2by)(bs) B'=b: b by Bi: .. Biw =A B” = bs

Bs= (b2) (b:b2bob3) | B'=De Bi: .. Biw=A |B”= bib2babs
Bs= (b2) (bib2) (b2bg) | B'=Db: Bi; .. Biw=B:B; [B”"= A

Bs= (b2b:) (b2 b2bs) B'=b2b, Bii .. Biw =A B"” = bababs
Bs= (b2b:ib2) (b2bs) B'=b2b: b, Bi: .. Biw=B3 [B"=A

Bs= (bobibab2)(b3) | B'= boabibab. | Bis .. Biw =A B” =Dy

Tablo 3.3

Yukaridaki iki kosula uygun olarak;

Ko={ A , bo, b:ibs } olarak bulunur. K, ifadesine uygun

elementer kodlar asagidaki gibidir.

Bo = (b1 bs) (b2)
B4: (blbz) (b1b3) =AB1( b1b3)

B5 = (bz ) (bl bz) (b2 b3) = (bz)Bl B3 A

Algoritmaya uygun yazilan elementer kodlarin grafi ¢izilerek dekodlastirmanin miimkiin

olup olmadig aragtirilr.
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B1B3 Bl

by A bibs

Sekil 3.4

Sekilden de goriildiigii gibi kapali dongii oldugu i¢in bu sema ile verilen kodlastirma
karsilikli tek degerli degildir, yani dekodlastirma miimkiin degildir.

Dekodlastirmanin imkansiz oldugu, asagidaki B kodu i¢in dekodlar bulunarak arastirilir.
B =B, by b3b,B1B3 ifadesi iki sekilde ifade edebiliriz.
B = (B/b,bs) (b2B 1B3) seklindeki ayrilis igin Al = a,a5 olan Bnin dekodu,
B = B,(b; b3b,)B1Bj3 seklindeki ayrilis igin Al=a,3,3,33 olan B' niin dekodu bulunur.
Aym koda ait dekodlar goriildiigii gibi birbirinden farkli ¢iktigr icin bu sema ile verilen alfabe
kodlagtirmasi karsihkl tek degerli degildir, dolayisiyla dekodlastirma miimkiin degildir.
Ornek 6 ) Asagidaki alfabe kodlastirmasinim tek degerli olup olmadigini arastiralim.
I
a; —by
a; —boby
az —bibob,
as —bobibsyby
as —bobobsbo
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Once verilen semaya uygun tiim basit ayrilislar yazariz.

B, = (b2)(b1) = (b2) By Bt = b, By ... By =By | BU=A

B3 = (by)(byb2) = By (bzb,) Bt = Biy... By =By | B =byb,
B3 = (b1b,)(b,) gt =bb, |Biy...by, =A | p=b,

By = (b2)(b1)( byby)=(b;)By(bybs) | B = by, Bii... By =By | B =b,b,
By = (b2)( b1b;b;)=(b2) B3 B' = b, Biy... By, =B3 | B'=A

By = (b2b1)(bzb;) = B, (b2by) Bt=A Biy... By =By | B =b,b,
B, = (byb,b;)(by) Bt =b,bib, | Biy...by, =A =p,

Bs = (b,)( bybyby) Bt =b, Bii...by, =A | BY =b,b,b,
Bs = (bab)( byby) ‘= b,b, Biy...by, =A | B =byb,
Bs = (bab;b,)( by) B! =bybyb, | Biy...by, =A | Bt =b,
Tablo 3.4.

Yazilan tiim ayriliglara uygun olarak;
Ko={A ,b,,b,b,,b,b,b, }olarak bulunur.

K, ifadesine uygun elementer kodlar asagidaki gibidir.

B, =(by) By A

Bs = A By (byby)

By = (b3) By (b2b2)

By =(b;) B3 A

By = A B, (bzby)

Bs = (b2)( b2bzby) = (b2b,)( byb) = (b2byb,) (b2)

Algoritmaya uygun yazilan elementer kodlarm grafi ¢izilerek dekodlagtirmanm miimkiin
olup olmadig aragtirilr.
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babsba

Sekil 3.5

A'den gegen yonlii dongii igermeyen I'(Y ) grafi elde edilir. Bu yiizden > semasi ile verilen
alfabe kodlastirmasi kargihkli tek degerlidir. Yani dekodlagtirma miimkiindiir.
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BOLUM 4
KENDIi KENDINi DUZELTEBILEN KODLAR

Bu boéliimde, hata diizeltme kodlarinin 6zel bir durumunu inceleyecegiz.

p = {0, 1} iki sembolden olusan bir alfabe olsun. Ayrica, { A1, Ay, ..., As }
p’de bulunan m sabit uzunlugunda A = a; ... oy, seklindeki tiim kelimelerin olusturdugu
kiime olsun. Burada
s = 2™dir.

Farz edelim ki, iletisim kanalinda engelleyici bir kaynak caligsin. Boyle bir
durumda, bu kaynak uzunlugu yaklasik olarak m olan { Aj; A, ... As } kiimesinden
secilmis p tane kelimeden daha fazla hataya sebep olamaz. Buda kanalin ¢ikisinda
alinan ikili dizilimin, girisindekinden, p’den daha fazla yerde farkli olamayacagi
anlama gelir. Cok aciktir ki 6n elemeler kodlastirilmas: yapilmadan a; ... om seklinde
orijinal bir mesaj gonderildigi taktirde kanal ¢ikisinda, hangi mesajin yollandigini
belirlemek imkansizdir. O halde bu soru ortaya ¢ikar.

{ A1, Ay, ..., As} kilmesinden alinan ay ... oy seklinde olan A kelimeleri £
uzunluklu BB ... B¢ kelimeleri ile kodlanir ve kanalin ¢ikisinda elde edilen B1f3; ... B¢
‘ni ileten B'l [3'2 ... B¢ yardimiyla esas kelime olan a; ... ayelde edilebilir mi?

Boyle kodlara kendi kendini diizeltebilen kodlar denir.

Burada Onemsiz bir ¢6ziimiin var oldugunu goérmek oldukga basittir. Bunu
engelliyici kaynagin 1 ( p = 1) oldugu durumlar i¢in kabul edebiliriz. Degisiklik sadece
0 — 1veya
1 — 0 ise miimkiindiir.

Kendi kendini diizeltebilen kod orijinal kodunun tiglemesi ile elde edilir.
01 02 ... 0m -0 07 O 02 Ol2 O2 ... Om Olm Om

Etkileme; Eger kelime kodu gonderilirken bir hata meydana gelirse, daha sonra
ai o o grubu igindeki bir sembol bozulur ( degisir ) ve tiim diger semboller hatali

2

gonderilir. Bu bize “ ballot ” metodu Ornegini kullanilarak hatayr diizeltme, kodu
yeniden yapma (o 01 0 . Om Om 0y ) Ve bundan dolay1 orijinal mesajin (o ... om) elde

etme olanag saglar.
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(input) Girdi (‘output )Cikt1
Pifa ... Pe
Bifz ... Be
Bifa . Be
PPz ... Pe
BiPz . Pe
Sekil 4.1.

Burada kod uzunlugu ¢ = 3m olmadan oOnce, iiglii ¢6ziim uygulanmak dogru
degildir ve kendi kendini diizeltebilen kodlar p’ den daha fazla hataya neden olur. Bu
durumdan sonra orijinal mesaj1 tekil olarak yeniden yapmak her zaman miimkiin
olmayabilir.

Kendi kendini diizeltebilen kodlarin dogru yapis1 p = 1 durumunu ayrintilartyla
inceleyen R. Hamming tarafindan yapilan su an kabul ettigimiz yapidir.

£’nin kod uzunlugu ve £ = m + k oldugu durumda a; ay ... om mesajlari
BiP2 ... Be
ifadeleri tarafindan sifrelenir. Verilen engelleyici kaynak ile, ¢ikistaki kodlar1 elde
etmek i¢in olas1 yollar Sekil 4.1° deki gibidir.

Bu sebepten dolay1 yol sayis1 € + 1 ‘dir. Eger Bif2 ... B¢ kodu i¢inde kelime
iletimi sirasinda € + 1 tane durumu kodlamak i¢in, yeterli sayida koruyucu basamak

olmasini istersek;
2> (+1 veya 2" < 2%/ (¢ + 1) kosulu saglanmalidir.

,2™ <2/ (L + 1) esitsizligini saglayan en kiigiik tam say1 olarak segilir

[leri iiretim yapisi ii¢c asamada yerine getirilir.
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4.1. Hamming Code Yapisi i¢in Kodlastirma Algoritmanin Tanimlanmasi

(1,2,...,0)dogal 6l¢iilii cetveli k pargaya su sekilde ayiririz:

V, 1 <V < ( kosulunu saglayan dogal bir say1 ve Vi ...V binary ifade olsun.
1,3,5,7,9, ... sirast V1= 1 olan biitiin V’leri,

2,3,6,7,10, ... siras1 Vo, =1 olan biitiin V’leri,

4,5,6,7,12, ... siras1 V3= 1 olan biitiin V’leri,

2k 1, k14 | sirast Vi = 1 olan biitlin V’leri kapsar.

Bunlardan ilk terimler, 2° =1, 2'=1, ..., 21 dir. Burada 2 " '< ¢ ve 2> ¢ + 1
kosulunu saglayan 2’nin kuvvetleri seklindeki sayilardir.

(1,2,...,2% 1) kiimesine dahil olan ¢- indisli B, ... B¢ kodundaki B; terimleri
kontrol basamaklar1 olarak adlandirirlar ve bilgi basamagi olarak kalirlar. Buradaki k
kontroliinii gormek ¢ok kolaydir ve £ - k = m bilgi basamagidir.

Simdi C- indisli B1f2 ... B¢ ve m- indisli ag ay ... on igin bir kural ifade edelim.

[lk olarak bilgi basamaklarini belirleyelim.
Bs - a,
Ps - 0z,
Be - az vb.

Bilgi basamaklar1 indisi normal diizen iginde o4 oy ... om ‘e karsilik gelir.

Daha sonra kontrol sayilarini belirleyelim.

B1=Ps+Ps+Pr+...(mod2)

B2=Ps+PstPrt...(mod2)

Ba=Ps +Ps+Prt ... (mod2)vb. (4.2

53



BOLUM 4 — ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA Sefik YAMALI

Cok aciktir ki, sag taraftaki ifadeler daha Once belirledigimiz bilgi
basamaklaridir.

ng tim B41f; ... B¢ kodlarini kapsasin. Yani 1, ... B < H |[0|Sun.

4.2. Hamming Kodlariyla Hata Bulma
Bif2 ... Be € H | ¢ olsun ve B1f ... B¢ kelime kodunu gonderirken S. terimde hata
meydana gelsin. Sonra kelime ; B'l Blz Blg =B1 ... B .. P kanal ¢ikisinda

bulunsun. Bllﬁlg Blg kodu tarafindan S’nin nasil belirlendigini gosterelim.
S|12B|1+B|3+B|5+B|7+ ...(1.smra)
Sll:B'Z"‘ B|3+ B|6+[3|7+ ... (2smra)

sli=ply+pls+ple+plo+...(3.sra) vb.oldugu durumda S = sl ... sl;
sayisin1 dikkate alalim.

s=s! oldugunu dogrulayalim. Gergekten,

Eger S; =0 1se, o zaman S ilk siraya dahil degildir ve

Blo+pls+pls+pli+...=BL+Bs+Ps+Ps+... =0 dir. Buyiizden S| 1= 0 olur...
S.=s!

Eger S;=11ise, o zaman S ilk siraya dahildir. Ayrica
Blo+ply+pls+pli+... =B +Ps+Ps+Pps+...= 1 dir. Buyiizden Sli=1o0lur...
Sy = 8!, “dir.

Benzer sekilde S, =S | 2 ..., 9k=S | k oldugu ispatlanir. Buradan S = S| olur.

Eger kodu gondermede bir hata olmadiysa o zaman sl =0 dir. Bu yiizden
B ls yerine Bls koymak, sl degerinden bir hata olup olmadigin1 anlamamiza ve eger hata

varsa S i¢indeki terimin sayisin1 bulup, karmasiklig1 diizeltmeye, hangi durumda hatay1

diizelttigimizi 6grenmemize olanak saglar.
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4.3. Kodu Co6zme ( Dekodlastirma )
Kod ¢ozme, B1f32 ... B¢ kodu igindeki as ay ... am orijinal mesajinin yapisindan
bilgi basamaklar1 basamaklarindan hangisinin yeterli olacagini se¢gmektir.
Ornek:

m = 4 i¢in kendi kendini diizelten kodu yapalim.

|
Bu2*< I2_l esitsizliginde £’yi saglayan en kiiciik say1 7°dir.
+
O zaman k = 3’tlir. Hamming kod yapisina uygun olarak kontrol basamaklarinin
* ile isaretlendigi yerde Tablo 4.1’e uygun kendini diizelten kodlardan birini ele aliriz.
3., 5., 6. ve 7. siitunlardaki bilgi basamaklar1 ilk olarak dortli 0000, ..., 1111
seklinde asagi dogru doldurulur.

1> 2~ [3 [4* [5 [6 [7 [1* [2* [3 [4c [5 [6 |7
0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 0 1 1 1 1 0 0
0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
Tablo 4.1.
1., 2. ve 4. siitunlar agagidaki formiillere gére doldurulur.
Bi=Ps+Ps+Pr+...(mod2)
B2=Ps+PstPrt...(mod2)
Ba=Ps +Ps+P7+ ... (mod2) (4.2)
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Kanal girisinde kodu 0110011 olarak girelim ve karisiklik sonucu S = 5. terim
degismis olsun. Sonra ¢ikista 0110111olurarak bulunsun. Bu durumda hatali terimin

numarasini hesaplayalim.
sli=pli+pls+pls+pli=0+1+14+1=1
sli=pl,+pls+ple+pli=1+1+1+1=0
sli=pl,+pls+pls+pli=0+1+1+1=1
Bu durumda S! = 101 = 5’tir. Hatali terim bulunur ve S| =S =5 olur,

Sonug olarak, geometrik 6zellikleri Hamming Kodu iizerine yerlestiririz.

- boyutlu kiipii sinirli bir uzay gibi diisiinelim. Herhangi iki nokta
pl=(plu....Blo)vepl=(pI, ..., Bl ) igin uzaklik,

p (Bll piy=3% £i=1| Bli—B”i |ile hesaplanir.

Cok aciktir ki, Bl ve Bl ifadelerinin farkli oldugu halde p( Bl , B”) koordinatlarin
sayisidir.

Teorem 4.1: Bl # B! ve B, B! € HY; olmak iizere p've B! gibi herhangi iki kod
icin p( B!, p) > 3°tiir.
Ispat :

a)p(p,p)=1

b) p(p' p') =2

Eger (a) ve (b) durumlar1 hari¢ tutulursa ifade ispat edilir. Eger p ( Bl , B” )=1
olursa, o zaman B!l sembolii p (B, p") =p (p", p')=1 ... vb. gibi var olur. B, p' nii
[3”' ‘ne azaltmada tek bir hata miimkiindiir.

Bu ylizden her iki durumda da kanal ¢ikisinda [3' ve [3” den hangisinin gergekten
gonderdigini saptamak olanaksizdir. Ispat edilen teori, kendi kendini diizelten kod, H'
kodunun tersidir.

B° sembolii L-boyutlu bir kiipiin bir noktas: olsun.
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Tanmm 4.1: p(B°, B) < p gibi P noktalarm UP; (B° ) toplam1 B° merkezli kiire
olarak adlandirilir ve yaricap1 p’dir.

Tamm 4.2: p(°, B) = p gibi P noktalarin VP (B°) toplam1 B° merkezli kiire
olarak adlandirilir ve yarigap1 p’dir.

Cok aciktir ki eger B”’in kod ise, o zaman iletisim kanali tarafindan yollanan
kars1 kaynak p hatalarindan daha fazla hata igermez ve B°, p(B°, B) < p vb. gibi bir B
noktasi tasinirsa B°, B merkezli UP, (B°) kiimesi dahildir ve yarigap: p’dir.

Buradan asagidakiler saptanir.

Teorem 4.2: H’nin, £-boyutlu kiipiin kendi kendini diizelten kodu i¢in alt
kiimesi p’den daha fazla hataya neden olmaz. Bu durum igin,

p(B°, B)>2p + 1 ve herhangi B!, p! i¢in B' # B olmasi gerekli ve yerli kosuldur.

Teoremin ispati i¢in, yarigapt p olan B ve B! merkezli UP, (') ve UP, (B!)
kiimelerinin merkezlerinin esit olmas1 gerekir. Iletisim kanalin ¢ikisinda bulunan kod
sadece bir kiimeye ait olan noktaya uyar.

Teorem kendi kendini diizelten kod yapisina geometrik olarak yaklasir ve
genellikle asagidaki ifadelerle ilgilidir.

Teorem 4.3: (a) {=2"-1 i¢in, £-boyutlu kiip birimi, birim toplarmin toplamima

dogrudan ayrilir.

Ule 1 (pl)

Sekil 4.2.
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Va(Bh
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! | ]:Jl
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Sekil 4.3.
(b) 1=2"i¢in, -boyutlu kiip,kiire birimlerinin dogrudan toplamma ayrilir.

Ispat :

(a) -boyutlu kiip i¢cinde Hamming kodunun H'; alalim ve ¢ =2'— 1 olsun.

Cok agiktirki ; k=t,m= 2'-t-1

H'¢ ‘den her nokta icin yaricapt 1 ( bir ) olan kiimeyi daire i¢ine alalim ve gerekli
ayirmay1 belirten bunun gibi kiirelerin setini gosterelim.

( Teorem 4.1’den ) Bu setteki noktalarin toplam sayist;
(C+1)2m =212 1= 2122 1= 20 (i,

Bu ylizden £-boyutlu kiipiin biitiin noktalarini kapsar.
(b) £ =2t olsun. Son sabit koordinat, dogal bire-bir érten p° <> Blvar

Oldugunda ve B°= (1, ... , Pc-1,0), B =Bz, ... , Br-1, 1) oldugu durumda ;
£-boyutlu kiipti ( £ - 1) — boyutlu kiibe ayrir.
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¢ -1=2"-1 ifadesinden dolay, ( ¢- 1 )-boyutlu kiip ( a )’nin yaninda kiiplerin
dogrudan toplamu ile ayrilir. ( £- 1 )-boyutlu kiipiin iginden dogru toplanmis kiiplerden
bir boliim secelim.

Kiipler arasinda dogal bire-bir 6rten 6zelligini kullanabilmek icin digerleri i¢in
de ayirma yapabilir. Uygun kiirelerden iki kiireyi U .1 ( B°) ve U .1 ( %) olarak
diistinelim ( sekil 4.2).

( £- 1)-boyutlu iki kiire £-boyutlu iki kiireye doniisebilir ( Sekil 4.3 ).

Dogrusu ( £- 1 )-boyutlu toplar, ( €- 1 )-boyutlu kiirelerin birlesimidir ve

bunlarin merkezleri;

Uleo1(B7) =V a(B°)U {B°}

Uc-1(B) = Viea(B) U { B* 3 olur.
Cok aciktir ki, esitsizlikler

Vi (B?)=Vhu(B°) U {B°}
Vi (B =V (B U { B} C-boyutlu kiirelerini kapsar.

Bunun i¢in, eger bu doniisiim top ciftlerine uyan boliim i¢in yapilmigsa, o zaman
kiirelerin direkt toplami igin gereken kiip boliimiini alinz. Bdylece saglama
tamamlanmis olur.

Tanmm 4.3: (-boyutlu birim kiip i¢inde bir kod seti verilen engelleyici kaynaga
ragmen kendi kendini diizelten kod ise ve eger bu en biiyiik kuvveti ise bu maksimum
demektir.

Sonuc : £ =2"- 1 i¢in, Hamming kodu H'¢ maksimumdur.
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BOLUM 5
GENERATOR MATRISLER ( URETEC MATRIiSLER )

Bu béliimde kodlarin igindeki dizilerin sabit uzunluguna ‘n’ diyecegiz ve bu
dizileri vektér veya 1xn matrisler olarak diisiinecegiz. Boylelikle vektorleri

toplayacagiz. Toplami mod 2°de tanimlarsak 1 + 1 = 0 olacak. Bdylece,

11110001 + 10100111 = 01010110

Hesapladigimiz bu kodlara “linear codes” denir. Bu kodlar ayrica “group codes”
olarak da bilinmektedir. Daha once belirttigimiz gibi Binary sistemde uzunlugu n olan
‘C’ kodlarin vektor veya 1xn matris olarak diisiinebiliriz. Uzunlugu ‘n’ olan tiim ikili
sistemlerin kiimesi B, ise, C, By’ nin alt kiimesidir. B, 6nceki toplamlarla kanitlanmak
istenirse gruplarin alt alta toplanmasiyla elde edilir. By deki herhangi dizi kendisinin
tersidir, bu nedenle ayn1 seyler elenip ¢ikarilabilir. Buradan anlayacagimiz gibi eklemek
yerine ¢ikarmak da yapsak degisen bir sey olmaz. C kodu By ’nin alt grubuysa “linear
code”dur. Eger lineer cebirde alirsak lineer cebirin bir ¢ok 6zelliginden dolayr C’nin
gergekten lineer vektor uzayr oldugunu inceleyebiliriz. Bu 6zellikler bize C’nin bir grup
oldugunu, C’nin elemanlarinin, vektor oldugunu ayrica uygun boyutlardaki matrislerle
carpilabilecegini gosterir. Ayrica matrislerin dagilma 6zelligini kullanabiliriz. Biitiin

matrislerde,

A(B+C)=AB+AC

Seklinde A" nmin garpimimin B ve C toplami tizerine dagilmasini tanimlar. Eger
U=(u,uU,Us, ... un ) Ve V.= ( Vg, Vo, V3, ... V) Ve U ve v’nin i¢ garpimini u.v ile

gosterirsek, bunun esiti,

U Vi + Up Vo + U3 V3 + ... +uy Vp (5.1

olur.

Wt ( C ) ile gosterilen kod dizisinin agirli dizideki 1’lerin sayist kadardir.
Ornegin; C = 1011010 ise W t ( C) = 4’tiir.

60



BOLUM 5 — SONUCLAR VE ONERILER Sefik YAMALI

kxn G matrisimiz olsun. 1k k satir ve siitunlar1 kxk birim matris formunda ve her

stitunu farkli olsun. O zaman G = [ Ik | Anx ] seklinde gosterilir. Ornegin;

100101

010110

001011
Bu tarz bir matristir. Bu matrise “generator matrix” ( tlrete¢ matris ) denir.
Urete¢ matrisin satirlarin1 vektdr veya kodun dizileri olarak sayarsak dizi kiimesine ‘S’

denir. Ornegin bu matriste
S={100101, 010110, 001011 }’dir.
C ‘den alinan tiim vektdrler S’in sonlu toplam dizileridir.

C’nin Bp’nin alt grubu oldugunu kanitlayacak olursak, bizim drnegimizde S’teki
ilk iki dizinin toplanmasiyla olusan 110011°1 alabiliriz, bu nedenle 110011 C’de de
olabilir. C grubu, S kiimesinden {iretilmistir. Bu ayrica C’den iiretilmis en kiigiik
kiimedir. Ciinkii S’in hi¢bir eleman1 S’in diger elemanlarinin toplam1 degildir. Bunu C =
S” seklinde gosteriyoruz. [ I | Anx ] formundaki “[ n, k ] — code” denir.

Teorem 5.1 : [n, k]—kod C kodu 2* dizi igerir.

Ispat: C dizisindeki ilk k bitleri C’nin elemanlarin1 belirler. C dizisindeki ilk k
bitlerindeki 1’lerin pozisyonu, S’deki hangi dizilerin eklendigini belirtir. Ornegin; C
dizisinin birinci ve li¢lincii bitlerinde 1 ortaya ¢iksin, sonra bu dizi G’nin 1.ve 3. satirlari
eklenerek iiretilsin. Buradan ilk k bitlerini bigimlendiren 2* farkli yol vardir, C’nin 2¥
dizisi vardir.

Dizilerin uzunlugu k olan mesaj1 gondermek istersek, bunlari sagdan G ile ¢arpip
kodlariz. Buradan w = wj, Wp, W3 ... veya ( w1, W, W3 ... ) ise diziyi wG seklinde
kodlariz.

Oregimizde, 110 veya (1,1,0 )’

100101
(1,1,0)(010110| =(1,1,0,0,1,1) veya
001011
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110011 seklinde kodlayabiliriz. Mesaj dizisi kodlanmis dizinin ilk ii¢ bitidir.
Genellersek k uzunlugundaki mesaj dizisi kodlanmis dizinin ilk k biti olur. Cilinkii G’nin
ilk k stitunu olan Iy birim matris sadece orijinal dizide tekrar eder. Boylece kodlamis

dizinin ilk k bitini alarak kodu kolayca ¢6zebiliriz.
(1,1, 0)’1 6nceki gibi G’ye ¢arptigimizda
(1,1001,1,)=1(1,00101)+1(0,2,0,1,1,0)+0.(0,0,1,0,1,1)
seklini alir. Herhangi bir v vektoriinde; 1.v=v ve 0.3 = (0,0, 0, 0, 0,0 ) olur. Bu
nedenle kodlanmis diziler S’deki vektoriin toplamidir ve ayrica C’dedir ¢ilinkii C
gruptur. Genellersek, liretici matrisin satirlarinin kiimesi S = ( sy, S, S3, ... ) Ve mesaj
kodu @ = (@1, @2, @3 ...)’tir, bdylece kodlanmis dizi

W1S1+ W2 S+ ®3S3+ ...+ @Sk olur.

S’deki dizilerin toplami her @i ya 0 ya 1 oldugundan dolay1 C’dedir. Ciinkii C,

S’ten tiretilmis bir gruptur.

G’yi [Ik | Ank | formunda, mesaj1 Ik bigiminde aldik.

Soyle ki,
100101
(01,02,03..)]010110|=(01 02, @301, 02 W2+ ©2 B2, O3 V1, D1 B2)
001011

Bu nedenle kodlanmis dizinin 4. biti @1 + @2, 5. biti w2 + w3 6. biti @1 + w3,
olmahdir. (w1, w2, @3 @4 ®s o ) dizisini olusturur. Eger gonderildikten sonra
kodlanmis dizi esitligi saglamiyorsa, gdéndermede hata oldugunu biliriz. Ornegin;

dizimizi 101100 alalim; @1 = 1 w2, = 0 ve w3 =1 oldugu igin w4 =1=0+ 1,

62



BOLUM 5 — SONUCLAR VE ONERILER Sefik YAMALI

®ws5=0=0+1ve weg=0=1+1olmali ws’in sonucu dogru olmadig i¢in hata olustugunu
biliriz. Boylece A, . x matrisi gondermenin dogrulugunu parity kontrol kadar ¢abuk

kontrol etmemizi saglar. Genelleme yaparsak, kodlanmig dizilerimiz @1, @2 @3, .

.. WDk
. Wp Ve
I 0 0. 0 AL Al A, |
1 0 A21k+1 A21k+2 AZ,"
0 1.. . A3’k+l A3!k+2 A3,n
G =
. 0 . . . .
0 0 00 1 Ak'k+1 Ak1k+2 Ak,n
1> kicin wi = wi1A1; + 02A2i + ... @Ak olmali ve n — k denkligini
saglamalidir.

Diger problemimiz olusan tek hatayr diizeltmektir. Asagidaki yontem ‘“‘coset

leaders” kullanilarak bilinmektedir. Bu metodu bizim 6rnegimiz de gosterelim;

100101
G=|010110
001011

S={100101, 010110, 001011 } oldugu igin
C = (000000, 100101, 010110, 001011, 110011, 011101, 101110, 111000 )’dir.

Ilk koset C’nin kendisidir. Diger koseti, B, ’nin uygun agirhiktaki ve C’de

bulunmayan elemanlarindan seceriz.
Ornegin;
b1 = 100000’1 segebiliriz.
Koset,

b, + C = (100000, 000101, 110110, 101011, 010011, 111101, 001110, 011000 )
olur.
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Tekrar By’den uygun agirliktaki ve diger kosetlerde de olmayan eleman seceriz.
Ornegin;

b, = 0100001 segebiliriz.

Koset,

b, + C = (010000, 110101, 000110, 011011, 100011, 001101, 111110, 101000)

olur.

Bu sistemde devam ettigimizde B,’nin kosetlere boliinmiis tablosunu elde ederiz.
Agirligi az olan elemanlar énce listelenir. ilk siitundaki elamanlara “coset leaders”

denir.

000000 100101 010110 | 001011 | 110011 | 011101 | 101110 | 111000

100000 000101 110110 | 101011 | 010011 | 111101 | 001110 | 011000

010000 110101 000110 | 011011 | 100011 | 001101 | 111110 | 101000

001000 101101 011110 | 000011 | 111011 | 010101 | 100110 | 110000

000100 100001 010010 | 001111 | 110111 | 011001 | 101010 | 111100

000010 100111 010100 | 001001 | 110001 | 011111 | 101100 | 111010

000001 100100 010111 | 001010 | 110010 | 011100 | 101111 | 111001

100010 000111 110100 | 101001 | 010001 | 111111 | 001100 | 011010

Tablo 5.1

Son kosette agirligi 2 olan dizi almaliyiz. 100010, 010001 veya 001100’
secebiliriz. Agikgasi, bir tane bile bulabilmek sevindirici. Stire¢ soyle igliyor: 110110’u
sectigimizi varsayalim bunu tabloda buluyoruz. 110110°u igeren satirin en bagina bakip
100000’1 buluyoruz. Boylece hatanin ilk bitte olustugunu anliyoruz. Ciinkii 100000
C’nin herhangi bir elemanina eklenerek bu koset elde edilmistir. 110110’u iceren
siitunun en bagina baktigimizda 010110’u buluyoruz. Bu C’nin dizisinin dogrusudur.
Yine 001010 dizisini alalim. 001010’ un bulundugu satirin bas1 000001°1 buldurur. Bu 6.
bitte hata oldugunu gosterir. 001010’un bulundugu siitunun en basina bakarsak

0010111 buluruz. Bu C’nin dogru dizisidir.
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Simdi hata belirlemenin daha kolay bir yoluna bakalim, n uzunlugundaki v ve @
vektorlerimiz ( veya dizi ) olsun. Eger nokta carpimlart v. @ = 0 ise v vektori o
vektoriiniin “ortogonalidir”. Clile gosterilen C’nin “dual codeu C’nin biitiin dizilerinin
ortogonali olan B, dizilerinin kiimesidir. Bu C" nin B’nin alt grubu oldugunu gosterir.
Eger C kodu [ n,k ]-kod ise k dizisinden iiretilmistir, o halde C" de n-k dizisinden elde
edilmis olur. Bunun ispatini lineer cebirin 6zelliklerini kullanarak yapabiliriz. Dogru
oldugunu kabul ederek asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 5.2: C bir grup kodu ve CL, onun dual kodu olsun C- de bulunan t
dizisi, C’nin iireteclerinin kiimesi olan S’in her dizisinin ortogonalidir.

Ispat: Acikea, eger t, Cde ise S’deki her diziye ortogonaldir. Bu nedenle
C’deki ve Sc C’deki tiim dizilere ortogonaldir. Farzedelim S={si, S, S3, . . ., Sk} Ve t,
si€S’teki her sj i¢in ortogonal, buradan tiim s;€S i¢in t-5;=0 olur.

w;’in 0 ve ya 1 oldugu yerde C’nin her elemani, wy.S1+W5.Sp+W3.S3+. . . +Wy .Sk
formundan olur.

Matrisin lineer 6zelliginden dolay,

t-( W1.S1+W2.5o+W3.S3+. . . Wy .Sk ) = Wy tS1 )+ W (tsp) +. .. + Wy (t-Sk)

=0+0+...+0
=0 (5.2)
Ornegimize geri donersek;
100101
G=]010110|=[Ils3 | As]simdi bunu,
001011
110100
G'=|011010]= [ As | I3 ]seklinde tanimliyoruz
101001

Azt A;ciin transpozudur ve Aj- iin satirlarinin siituna ¢evrilmesiyle elde edilir.

G matrisine “parity check matrix” yani “parity kontrol matrisi”denir.
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Ornegimizdeki deki biitiin olasiliklari inceledigimizde, G nin herhangi satiryla G nin
herhangi satirmin i¢ c¢arpiminin 0’a esit oldugunu goriiyoruz. G’nin i. Satirmin
transpozu olan r; “yle G ri ' = 0 oldugunu biliyoruz. G’nin i¢ satirnm r; ' transpozu

. . . e 1 - -
siituna g¢evrilerek tanimlanir. Bunu siitun konuma getirdigimizde G matrix’yle sagdan

carpabiliriz.

GL(wl r1t+ 2 r2t+ 3 rgt) = a)lGLrlt + w> Glr2t+ w3 Glrgt
=0+0+0
=0 (5.3)

Bu nedenle, G' ve C’nin transpozu alinmis herhangi elemanini ¢arptigimizda 0
elde ederiz.

Genellersek,
1 0 0..0 Al Al Al,n |
A2’k+l A2'k+2 A2,n
0 1.. . A3’k+l AS’k+2 A3,n
G:[|k|An,k]: ise
0 0 00 1 Ak’k+1 Ak'k+2 Ak,n
i Al'k+1 A2’k+l Ak,.k+l 1 0 O O ]
Al’k+2 A2’k+2 Ak,.k+2 O 1
Al’k+3 A2’k+3 Ak,.k+3 0 0
GJ‘:[Atn-kl In_k]= olur.
Al,n Az,n Ak“n 00 0O0 1
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o L . .
G’nin 1. satirtyla G° nin j. satirinin i¢ ¢arpimin sonucu,

0+0+..+0+A,j+0+...+0+Ajj+..+0+0=0dir. Cinkii G’nin i.
Satirmnin transpozu olan r; Vyle G ri ' = 0’dir. Bunu kullanarak, G ile C’nin transpozu
alinmis herhangi elemanin1 ¢arptigimizda 0 elde ederiz.

Ayrica bir baska dikkat edilmesi gereken sonuca daha ulasiriz. Daha 6nceden
yaptigimiz gibi C grubunu kullanarak B,’den olusturdugumuz kosetlerden b; ve b, ayni

kosetin elemani1 olsun
L 1 s .
G by'=G b, dir.

b1 ve by ayn1 kosetteyse, ¢ € C igin b; = b, + ¢’dir. Bu nedenle bi=byt+ctve
G b'=G (bt+c)
=G b+ G ¢
=G b)'+0
= G by “dir. (5.4)

Ciinkii biitiin ¢ € C i¢in G cl=0'dur.

G b kosetteki biitiin b’lerde ayni oldugu i¢in kosetten herhangi bir b secip
degerini hesaplayabiliriz. Bu nedenle G imgesi olan bu ortak degeri 6nceki tabloda
istedigimiz satira yazabiliriz. Ciinkii herhangi satirin elemanlar1 koseti belirleyebilir. En

sadeleri “bas kosetler” oldugu igin onlar1 sectik ve imgelerinin degerini ikinci siituna

0
yerlestirdik. Bu degerlere “syndromes” ( sendrom ) denir ilk sendromun | 0| oldugunu
0

biliyoruz.
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110100
011010
101001

110100
011010
101001

gibi devam ediyor ...

1

1

1

0

0 . .

0 = 10| oldugunu bulduk, yani | 0
0

1

0

1

1

ikinci sendromdur. Ve

= |1 | oldugundan |1 |{iglincii sendromdur. Tablodaki
0

000000

100101

010110

001011

110011

011101

101110

111000

100000

001010

110110

101011

010011

111101

001110

011000

010000

110101

000110

011011

100011

001101

111110

101000

001000

101101

011110

000011

111011

010101

100110

110000

000100

100001

010010

001111

110111

110111

011001

111100

000010

100111

010100

001001

110001

011111

101100

111010

000001

100100

010111

001010

110010

011100

101111

111001

100010

P RPPRPPOOORFPOOCORFR,FRPFPOOFR,RFRPIFPORLOOO

000111

110100

101001

010001

111111

001100

011010

Tablo 5.2.
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Tabloyu tamamladiktan sonra gonderilmis dizimizi 101100 aldigimizi

varsayalim. Sonra transpozunu alip G~ yla carparak

1

0
110100 1 0
011010 1 = |1 |elde edelim. Bdylece 101100’iin 6. satirida
101001 0

0

0

oldugunu biliyoruz. 101100’tiin bulundugu satirin en soldaki siitunun elemani olan
000010 “bas kosettir”. 101100’{in igeren siitunun en Ustteki satirindaki C’nin elemani
101110°dur. Bu yolla 101100 = 101110 + 000010’un tablonun neresinde yapildigin
biliyoruz. Boylece gonderilmis mesaj olan 101100’tin 101110 olabilecegini varsayip 5.

bitte hata oldugunu soyliiyoruz.

Bu yontem sendrom iceren satir1 ve gdnderilmis mesaji bulmakta daha hizlidir.
Ciinkii gonderilmis mesajin transpozuyla G ‘yi sadece ¢arpiyoruz. Bu mesajlar i¢in bag
kosetler hatadir ve gonderilmis mesaji igeren siitunun ilk satir1 olan C’nin elemant
diizeltilmis mesajdir.

Bu islemi daha cabuk yapabiliriz ve Onceki tabloda sadece ilk iki siituna
thtiyacimiz var. Gonderilmis mesajimizin 110000 oldugunu varsayalim. Transpozunu

alip G ile carptigimizda

1

1
110100 0 0 0
011010 0 = |1 |elde edelim. Yani sendrom |1 |’dir ve bas koset 001000’dur.
101001 1 1

0

_O_

Bas koset bize 3.bitte hata oldugunu soyler. Eger 110000°a 001000 eklersek 111000
elde ederiz. Bu dogru koddur. Bu nedenle bizim yontemimiz basittir. Sendromu bulmak
icin gonderilmis mesajin transpozuyla G ‘y1 carp. Sendromdan bas koseti bul ve onu
gonderilmis mesaja ekleyerek dogru kodu elde et. Uyar1 su: tablonun sadece ilk iki

stitunu kullantyoruz.
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Ama sdyle bir problemimiz var;

1
Gonderilmis mesajimiz 101001 olsun. 0 halde sendrom|1 |’ dir. Uygun satirda

1
agirligr 2 olan ti¢ dizi var. 100010’un rastgele se¢ildigini biliyoruz. Herhangi biri hata
olabilir, bu nedenle sendrom kullanarak diizeltme yapmak ise yaramaz. Yine de bir

degil de iki hatas1 olan dizileri diizeltmeye calisiyoruz.

5.1. Hamming Kod Matrisleri

Gegen boliimiin sonunda bazi dizilerin kodlarint diizeltmekte problem oldugunu
gordiik. Ciinkii her bas kosetin agilirligi 1 degil. Bunlarin ¢6ziimii Hamming matris adi
verilen {iretici matrisler kullanmaktir. Hamming matrislere ( Gy ) bakmadan once parity
kontrol matrislere ( GHJ') bakalim GHJ' , 0’larin disindaki r uzunluklu dizilerin timi
olasiliklarmm igeren siitunlar gibi r satirili matris olsun. r > 3 alalim 2" — 1 dizisi var. Bu
nedenle GHJ' n = 2" -1 oldugu i¢in rxn matristir. Son r siitunlarinda agirlig: 1 olan birim
matris formundaki siitunlar1 kullaniriz. Burada A"nin rx( n — r ) matris oldugu yerde
GHJ' [A' |Ir ] bigimindedir. A’nin ( n — r ) xr matrisi oldugu yerde Gy [ In _ | A ]
biciminde ( n — r )xn matristir. Hamming matrisin satirlarindan iiretilen kodlara

“Hamming code” denir. Ornegin;
r =3 alalim

Hamming matrisleri ¢alismamiz igin iki dizi arasindaki uzaklik ve agirliklari
arasindaki iligki lazim. Agirlikla ilgili teoremle baglayalim:

Teorem 5.3: Dizilerimiz ¢ ve clise

wt(c+c) < wt(c)+ ot(c)dir.

fspat:c=cicocs...covec =cliclrcls. ..y olsun.

Eger ci + C|i =lise yaci=1yada Cli =1"dir. Bu nedenle c+c! ‘de 1’in olustugu her
durum i¢in ¢’de ya da ¢! “de 1 bulunmalidir.

Ayn1 uzunluktaki ¢! ve ¢ dizilerinin arasindaki uzaklik ve ya Hamming uzaklig
birinde 1 digerinde 0 rakaminin oldugu dizilerdeki uygun bitlerinin sayisidir. Uzaklik

fonksiyonunu & (¢, ¢ ) ile gasteriyoruz. Omegin; ¢ = 101011 ve ¢! = 110010 olsun
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5 (¢, ¢ )= 3ir. iki dizi arasinda 2. , 3. ve 6. pozisyonda fark vardir. Rastgele
secilmemis bir dizi gonderilirken iki dizi arasindaki uzaklik artikca hata sayisi artar.

o ile gosterilen uzaklik fonksiyonlarinin temel 6zellikleri sunlardir:
Teorem 5.4: ¢ ve ¢!, ¢! dizileri i¢in;

a) Ancak ve ancak ¢ = clise 5 (c, ¢/ )=0
b) 5 (¢c,c')=5(c,c)
c)s(cc)< s (cc)y+s(cch)

ispat: a ve b boliimleri dogrudan goriilmektedir. C béliimiinde; ¢ ve ¢! dizileri
icin wt (¢ + ¢l )= & (¢, ¢! )’dir. Bunu gormek igin;

c=ciccs...covec=clyclycly. .. cllise ancak ve ancak c; =0 ve cli=1 ve ya
ci=1ve C”i =0 oldugunda, c;+ C“i, 1’den wt(c+ C”)’ye katilir.

Fakat bu dogru ancak ve ancak 1’den & ( c, cl )’ye katilan ¢; ve cll farkli ise
gerceklesir. Ayrica herhangi ¢! dizisi i¢in; ¢! + ¢! dizisi sadece 0’lar1 iceriyorsa buna “0
dizisi” denir. Toplamin tanimuiyla, her ¢ dizisi i¢in 0+c=c’dir. Bu nedenle,

5 (c,cl)=wt (c+ cl
=wt (c+0+ cl)
=wt (c+ c+ ¢+ cl)
< wt (c+ c)+ wt (cl+ ¢l
=5 (¢, c)+ s (c el (5.5)

Koddaki herhangi iki dizi arasindaki minimum uzakligi bilmek 6nemlidir. C
kodsa, C kodundaki her hangi iki dizi arasindaki en kisa uzunluga C kodunun minimum
uzaklig1 denir. D ( C) ile gosterilir.

Asagidaki teorem kod kullanarak bulunmus veya diizeltilmis hata sayisinda

onemli bir 6l¢tim yoludur.

Teorem 5.5: C kodu ig¢in;

a) k kadar hata bulmak i¢in D (C ) =k + 1 olmalidur.
b) k kadar hata diizeltebilmek i¢in D ( C ) = 2k + 1 olmalidir.
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Ispat: a) D ( C )=k+1 ve ¢ € C ise c, koddaki en az k+1 yerlerindeki diger
dizilerden farkli olur. Bu nedenle, c iletilmisse ve k ve ya daha az hatasi varsa; koddaki
baskabir dizi olma ihtimali yoktur ve hata bulunur.

b) Eger c dizisi, k veya daha az hatayla ¢! olarak iletilmisse; & (c, c! ) <k’dir.
C’deki bazi ¢! dizileri icin & (¢, ¢!) <kise & (¢, c )+ s (¢, cl)<2k’dir. Fakat,
s (c.cy<s (¢, )+ s (c cyve s (c, cl)=2k+1 geliski verir. Bu nedenle, c'; cye
uzakligi k+1°den az tek dizi olan c’ye diizeltilebilir.
C kodundaki her hangi iki dizi arasindaki en kisa uzakligi, D( C ), yi bulmak i¢in

asagidaki teoreme ihtiyacimiz vardir.

Teorem56:D(C),W(C)=min{wt(c):ce Cvec =0 }’dir.

ispat: D ( C )’nin tammuyla; ¢, c'e Cise § (¢, ¢! )=D ( C )dir.

Ama 5 (c, ¢l )=wt(c+cl) ve boylece c+cle C, W (C) < wt(c+cly dir.

Bu nedenle, W(C ) < D ( C)’dir. Tersine, ce Cig¢in

wt (c)=wt (c+0) = 6 (¢, 0)= D ( C)’dir. Bunedenle, W (C ) = D ( C )’dir.

Buradan; W (C)=D (C) olur.

w (c) = 3 olan C Hamming kod’unu gésterlim. 1 agirlinda ¢ € C yoktur. Eger
varsa ve ¢ j. Yerdeki 1’lerin haricinde biitiin 0 larin dizisi ise ; GHJ' ‘nin biitlin satirlar
i¢in ¢ ortagonaldir ve GHJ" nin j. siitunu GHJ" nin yapistyla gelisen biitiin 0’lar1 igerir.
Yine, 2 agirliginda da ¢ € C yoktur. Eger olsaydi; ¢, i. ve j. pozisyondaki iki 1’in
disindaki biitiin 0’lar iceren bir dizi olurdu. Yine bu nedenle ¢ GHJ' ‘nin her satir1 i¢in
ortogonoldir ve Gy’ nin her satirindaki i. Ve j. sttunlar ya iki 1’den yada iki 0’dan
olmalidir. Ama GHJ" nin i. ve j. siitunlar GHJ" nin yapisiyla celismelidir. Bu nedenle,
w (c) = 3 ve C, tek hata i¢in hata diizeltici olarak kullanilabilir.

Simdi sunu goéstermek istiyoruz: herhangi bir kosette C’nin kendisi disinda 1
agirliginda bir elemanimiz var.

Eger bunu yaparsak, problemin ¢oziimii ¢ok kolaylagir. Teorem 5.1°e gore
[ n, k] kod C, 2¢dizi icerir. Bu nedenle Gy [ | - |A ] seklinde bi¢imlendirilir, C
Hamming kod’u [ n, n — r ] kod” dur. Yani C 2"~ " eleman igerir. B, 2" elemandan

olusur.
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Yani,
2n
2n—r

=2" koset C igerir.

C’deki diziler 2" — 1 uzunlugundadir. Bu nedenle 1 agirhiginda 2" — 1 tane dizi
vardir. Simdi sunu gostermeliyiz. Higbir koset agirligi 1 olan iki dizi igermesin. s ve s
ayn1 kosetteki agirligi 1 olan iki dizi olsun. Buradan, koset tanimina gore baz1 ¢ € C

icin s =s + ¢’dir. Buradan ¢ = s + s ’dir. Teorem 5.3’¢ gore,
wt(c)<w+(s)+wt(s) <1+1=2
Ama, wt ( ¢ ) > 3, yani bu kesinlikle imkansizdir. Bu nedenle her koset,
agirligini 0 olan dizi igeren C’nin disinda, tam olarak agirligi 1 olan bir dizi igerir.

T o L .
Ornegimize geri donersek, Gy matrisi,

110
011
101

[

100
010
001

e

Gy matrisi

100
010
001
000

101
110
011
111

*dir

_ O O O

Buradan, her koset 0010000 dizisinden olusan 1 agirlikli bas koset igerir.
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Eger bunu GHJ' ile carparsak,

0
0
110110 0|1 0
0111010/(|0|=]|1]eldeederiz.
1011001(|0 1
0
_0_
0
Yani GHJ' ‘nin 3. stitununun sendromu |1 |’dir. Bu nedenle, 1 agirlikli dizinin j.
1

sayisinda 1 olusursa, dizinin transpozuyla GHJ' carpildiginda, syndrome GHJ" deki .

stutundur.

Yani, gonderilmis mesaj dizisi aldigimizda ve bunu GHJ' ile ¢arptigimizda, eger
gonderi dogruysa, sendrom hep 0°dir. Eger bir hata varsa, GHJ"nin stitunlarinda birini
elde ederiz, ¢iinkii gonderilmis mesaj dizisi kosetlerden birinde olmak zorundadir, bu
nedenle agirlig1 1 olan bas koset vardir. Yani, eger GHL’nin i. situnu sendromsa, bas
kosetin i. siitununda 1 oldugunu biliriz, yani hata i. siitundadir yada dizinin 1. bitindedir.

Ornegin; gonderilmis mesajimiz 1110110 olsun; bunun transpozunu GHJ' ile

carpalim,

1
1
1101100/(|1 1
0111010/|[0|=]1]eldeederiz.
10110011 0

1

0

Bu GHJ"nin 2. sirasidir. Yani 2. bittedir ve dogru mesaj 1010110 olmalidur.
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5.2. Golay - Reed Muller - Hadamard Kodlari

Bu boliimiin geri kalaninda diger kodlar1 kisaca inceleyecegiz. Bunlarin ilki
Golay koddur. Hamming kodlari, 1950’de Hamming ve 1949°da Golay tarafindan
bagimsiz olarak bulunmustur. Bu kodlar Golay in 1949’daki makalesindedir. Bu kodlara
ayni zamanda Hamming kodlarida denilmektedir. Bu kodlar1 C(n,k,d) bi¢iminde
gosterebiliriz. Burada n kodun uzunlugu yani kod kelimelerindeki bitlerin sayisi; k
kodun boyutu yani mesaj bitlerinin sayist ve d ise kodun minimum Hamming
uzakhigidir.

Bu ( 23, 12, 7 ) modelinde Golay tarafindan yayimlanmistir. Bunun anlami
C’deki dizilerinin aralarindaki minimum uzaklig1 7 olan ( 23, 12 ) tiretici matrisidir. Bu
Golay kod

G=[l1 |A] dan iiretilir.

100111000111
101011011001
101101101010
101110110100
110011101100
A= (110101110001
110110011010
111001010110
111010100011
111000001101
01111111111 1]

( 24, 12, 8 ) seklinde genisletilmis iiretici matris kullanarak calismak daha
kolaydir.
G=[lo | ADdr
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F P P P PP P PP PP PO
O P OO O FR P P O Rk - PP
P O kP OO0 O F FP kP O PF Bk
P P OFPr OO O Fr P+ Pk OB
O r P OPFrPr OO0 O FR P PP
P Ok P O Fkr OO0 O F Pk .
P P O R, P OF, OO O R K-
P P OFP PFrPR OPFP OO O B
o r P P OPFrP PP OPFrP OO
O O, P P Ok P Ok o
O O o rRr P P O Pk O K Pk
R O o0 O r P P O L Fk O Pk

Bu Golay iiretici kodunun tekrar diizenlenip parity bit’i eklemesiyle olusur. Bu
matrisin simetrisi ¢alismamizi kolaylastiriyor.

G = [A | I1, ] “yi gormek daha kolay, ciinkii A = AVdr.
Golay kodu (4096, 244, 8 ) code’u igeren ¢esitli kodlar olusturur.

(1 4096, 244, 8 ) kodu Voyager Uzay gemisinde Jiipiter, Uraniis ve Neptiin’iin

gorlntiiler: gondermek i¢in kullanilmistir.

n uzunluklu s dizisi icin, s = s + 1 alalim, 1 biitiin 1’leri igeren n uzunlugundaki

dizidir. S dizilerinin kiimesi verilsin,

Plot (S)={ss: se€ S} U {ss:s e S }dir.
S = {0000, 0011, 1100, 1111 } kiimesi verilsin;
S1=Plot(S),S,=Plot (S;), S3=Plot (S;), S, =Plot ( S,_1 )’dir.
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Plot M Plotkin tarafindan yaratilmis bir yapidir. S1, Sy, S3, ... kiimelerinden
tiretilen kodlar Reed — Muller kodlar1 denir. Sz kiimesi ( 64, 32, 16 ) kodudur. Bu kod
Marriner 9 uzay aracindan gonderilen gorintiilerin hatalarinin  diizeltilmesinde
kullanilmistir. Ozel olarak Reed — Muller matrislerine Hadamard matrisi denir. Simdi

bunu tanimlayacagiz.

Asagidaki gibi tekrarlanarak tanimlanmis matrisleri hesaplayalim.

A =[0]
An An
A2n = ’dil’.
LA, A |

An Matrisi 1 < I,] < nigin A ij = Ajj seklinde tanimlanir.

Buradan,
0 0

A2:
o 1

ve

O 0 0 O
O 1 0 1 )

A4: “dir.
O 0 1 1
O 1 1 o0

Hy, 1 <ivej < nolan her Ajigin 0’larmn 1, 1’lerin -1’e doniismesiyle elde

edilen A, sonuglarindan olusur. Bu nedenle,

H, matrisinin H,H,' = nl ozelligi vardir. I birim matrisidir. Bu 06zellikteki

matrislere Hadamard matrisler denir. Uretilen kodlara da ‘Hadamard code’ denir.
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