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Brinci bölümde tezde kullanılacak temel tanım ve kavramlar ve bazı teoremler 
verildi. 

Đkinci bölüm üç kısımdan oluşmuştur. Đlk kısımda, t-normlar ve t-konormlar ile ilgili 
genel bilgiler ve temel özellikler verildi. Đkinci kısımda ise, bazı t-norm oluşturma 
teknikleri verildi. Üçüncü kısımda, sürekli t-normların bazı özellikleri incelendi. 

Üçüncü bölümde, fuzzy metrik uzaylar ile ilgili temel tanımlar, özellikler ve örnekler 
verildikten sonra, fuzzy metrikler tarafından üretilen topolojiler ve bu topolojilerin 
özellikleri incelendi. Daha sonra, fuzzy metriklerin ürettiği topolojilerin özellikleri genel 
metriklerin ürettiği topolojilerin özellikleri ile karşılaştılıdı.  

Dördüncü bölüm üç kısımdan oluşmuştur. Birinci kısımda, fuzzy quasi-metrik 
uzayların ve fuzzy quasi-metriklerin ürettiği topolojilerin temel özellikleri verildi. Đkinci 
kısımda, bir topolojik uzayın, quasi-metriklenebilir olması ile fuzzy quasi-metriklenebilir 
olmasının denk olduğu gösterildi. Üçüncü kısımda ise, ikili-tam fuzzy quasi-metrik 
uzayların bazı özellikleri incelendi. 
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In the first chapter fundamental definitons and notions and some theorems which are 
essential for the thesis are given. 

The second chapter consists of three sections. In the first section general information 
and fundamental properties of t-norms and t-conorms are given. In the second section some 
technics of construction of t-norms are given. In the third chapter some properties of 
continuous t-norms are studied.  

In the third chapter after the fundamental definitons, properties and examples of 
fuzzy metric spaces are given, the topologies induced by fuzzy metrics and the properties 
of these topologies are studied. Afterwords, the properties of the topologies induced by 
fuzzy metrics compared to the properties of the topologies induced by general metrics. 

The final chapter is composed of three sections. In the first of these the fundamental 
properties of fuzzy quasi-metric spaces and topologies induced by fuzzy quasi-metrics are 
given. In the second section it is shown that a topological space is quasi-metrizable iff this 
space is fuzzy quasi-metrizable. In the third section some properties of bicomplete fuzzy 
quasi-metric spaces are studied. 

 

 

Keywords: t-norms, fuzzy (quasi-) metric spaces, topology. 
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BÖLÜM 1 

TEMEL B ĐLGĐLER 

1. 1. Giriş 

T-normlar ile ilgili çalışmalar 1942 yılında “Đstatistiksel Metrikler” isimli çalışmayla 
Menger tarafından başlatılmıştır ve 1958-1964 yılları arasında Schweizer, Sklar ve 
Serstnew gibi araştırmacılar olasılık metrik uzaylardaki çalışmalarıyla bu alana katkı 
sağlamışlardır. 

Tezin amacı, t-normlar ve sürekli t-normlar ile ilgili genel bilgileri ve temel 
özellikleri verdikten sonra, bu teorinin fuzzy metriklerle olan ilişkilerini sunmak ve daha 
sonra fuzzy metriklerin ürettiği topolojiler ve bu topolojilerin temel özelliklerini vermektir. 

Tez dört bölümden oluşmaktadır. 

Đlk bölümde, tezin tanıtımı ve tezde kullanılacak temel tanım ve kavramlar ve bazı 
teoremler verilmektedir. 

Đkinci bölümde, t-normların temel özellikleri, t-norm oluşturma teknikleri ve sürekli 
t-normlarla ilgili genel bilgiler sunulmuştur. 

Üçüncü bölümde, fuzzy metrikler ve bu metriklerin ürettiği topolojilerin özellikleri 
incelenmiş ve bu özellikler genel metriklerin ürettiği topolojilerin özellikleri ile 
karşılaştırılmıştır. 

Dördüncü bölümde, fuzzy quasi-metrikler ve bu metriklerin ürettiği topolojiler 
incelendi. 

1. 2. Temel Tanım ve Kavramlar 

1. 2. 1. Tanım: � herhangi bir küme olsun. Aşağıdaki özellikleri sağlayan bir � ∶ � � � ⟶ �0, ∞� fonksiyonuna, � üzerinde bir quasi-pseudo metriktir denir. 

∀, �, � ∈ � için; 

(�)  � � ⟹ ��, �� � 0 

(��) ��, �� � ��, �� � ���, �� 

� üzerindeki bir � quasi-pseudo metriği, ayrıca her , �, � ∈ � için, 

(�′)  � � ⟺ ��, �� � ���, � � 0 

koşulunu sağlıyor ise, � ye, � üzerinde bir quasi-metriktir denir; eğer her , �, � ∈ � için, 

(�′′)  � � ⟺ ��, �� � 0 
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koşulu sağlanıyor ise, � ye, � üzerinde bir �� quasi-metriktir denir (Fletcher ve Lindgren, 
1982; Gregori ve Romaguera, 2004). 

1. 2. 2. Tanım: �, bir � kümesi üzerinde bir quasi- (pseudo-) metrik olsun. Her , �, � ∈ � için, 

(���) ��, �� � ���, � 

koşulu sağlanıyorsa, � ye � üzerinde bir (pseudo-) metriktir denir.  

� herhangi bir küme, � ise bu küme üzerinde bir quasi- (pseudo-) metrik olsun. O 
zaman ��, �� ikilisine bir quasi- (pseudo-) metrik uzay denir (Fletcher ve Lindgren, 1982; 
Gregori ve Romaguera, 2004). 

1. 2. 3. Tanım: � bir küme olmak üzere, Δ � ��, � ∶  ∈ �� kümesine � � � in 
köşegeni denir. 

�, � ⊆ � � � ise, 

� ∘ � ∶� ��, �� ∶ �, �� ∈ �, ��, �� ∈ � olacak şekilde bir � ∈ � vardır� 
ile tanımlıdır (Bülbül, 2004). 

1. 2. 4. Tanım: � bir küme ve /, � � � in altkümelerinin boştan farklı bir ailesi 
olsun. Aşağıdakiler sağlanırsa / ailesine � üzerinde bir düzgün yapı denir. 

(i) ∀0 ∈ / için Δ ⊆ D 

(ii)  ∀0�, 02 ∈ / için 0� ∩ 02 ∈ / 

(iii)  ∀0 ∈ / için ∃5 ∈ / ∶ 5 ∘ 5 ⊆ 0 

(iv) ∀0 ∈ / için ∃5 ∈ / ∶ 56� ⊆ 0 

(v) 0 ∈ / ve 0 ⊆ 5 ise 5 ∈ /. 

Bu tanımda (i), (ii), (iii) ve (v) koşullarını sağlayan / ailesine � üzerinde bir quasi-
düzgün yapı denir. 

/, � üzerinde bir (quasi-) düzgün yapı olmak üzere ��, /� ikilisine, diğer bir ifade 
ile, üzerinde bir (quasi-) düzgün yapı verilen her � kümesine bir (quasi-) düzgün uzay 
denir (Bülbül, 2004; Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 5. Tanım: ��, /� bir düzgün uzay olsun. Eğer ⋂�0 ∶ 0 ∈ /� � Δ ise, / 
düzgün yapısına ve dolayısıyla ��, /� düzgün uzayına bir Hausdorff düzgün uzayı denir 
(Bülbül, 2004). 

1. 2. 6. Tanım: ��, /� bir (quasi-) düzgün uzay, 8, / nin bir altailesi olsun. Eğer her 0 ∈ / için, 9 ⊆ 0 olacak şekilde bir 9 ∈ 8 varsa, bu 8 ailesine / (quasi-) düzgün yapısı 
için bir tabandır denir. Buna göre, eğer bir 8 ⊆ / altailesi / (quasi-) düzgün yapısı için bir  
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taban ise, / ailesi, 8 nin elemanlarına bütün üst kümeleri de katılarak elde edilir (Bülbül, 
2004; Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 7. Teorem: � bir küme, 8, � � � in altkümelerinin aşağıdaki koşulları 
sağlayan bir ailesi ise, bu 8 ailesi � üzerinde bir düzgün yapının tabanıdır. 

(i) ∀9 ∈ 8 için Δ ⊆ B 

(ii)  ∀9�, 92 ∈ 8 için ∃9; ∈ 8 ∶ 9; ⊆ 9� ∩ 92 

(iii)  ∀9 ∈  8 için ∃< ∈ 8 ∶ < ∘ < ⊆ 9 

(iv) ∀9 ∈ 8 için ∃< ∈ 8 ∶ <6� ⊆ 9  

8 ailesi (i), (ii) ve (iii) koşullarını sağlıyorsa 8 ailesi � üzerinde bir quasi-düzgün 
yapının tabanıdır (Bülbül, 2004; Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 8. Tanım: ��, /� bir (quasi-) düzgün uzay ise, her x∈ � ve � ∈ / için, 

��= ∶� �� ∈ � ∶ �, �� ∈ �� 
şeklinde tanımlanır (Bülbül, 2004; Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 9. Teorem:  

a) Her  ∈ � için, >? � ���= ∶ � ∈ /� ailesi � üzerinde bir topolojinin  
noktasındaki komşuluk sistemini oluşturur ve bu topoloji @/ ile gösterilecektir. 

b) ��, /� Hausdorfftur ancak ve ancak ��, @/� topolojik uzayı Hausdorfftur (Bülbül, 
2004; Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 10. Tanım: 1. 2. 9. Teoremdeki şekilde verilen bir ��, /� (quasi-) düzgün uzayı 
üzerinde, (quasi-) düzgün yapı yardımıyla bir topoloji tanımlanır. @/ ile gösterilen bu 
topolojiye, / ile üretilen (quasi-) düzgün uzay topolojisi veya kısaca (quasi-) düzgün 
topoloji denir (Bülbül, 2004; Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 11. Tanım: Her , � ∈ A için, 

B� � �� � B�� � B��� 
eşitli ğine Cauchy fonksiyonel eşitli ği denir (Aczél ve Dohmbres, 1989). 

1. 2. 12. Tanım: ��, �� bir metrik uzay olsun. Eğer her C D 0 için � � ⋃ 9�F, C�G∈H  
olacak şekilde sonlu bir I ⊆ � altkümesi varsa ��, �� metrik uzayına öntıkızdır denir. Bu 
durumda �, � üzerinde bir öntıkız metriktir denir (Engelking, 1989). 

1. 2. 13. Teorem: ��, @� bir metriklenebilir topolojik uzay olsun. ��, @� topolojik 
uzayı ayrılabilirdir ancak ve ancak � üzerinde @ � @J olacak şekilde bir � öntıkız metriği 
vardır (Engelking, 1989). 
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1. 2. 14. Önerme: ��, @� bir metriklenebilir topolojik uzay olsun. ��, @� topolojik 
uzayı tıkızdır ancak ve ancak � üzerinde @ � @J olacak şekildeki her � metriği öntıkızdır 
(Engelking, 1989). 

1. 2. 15. Niemytzki-Tychonoff Teoremi: ��, @� bir metriklenebilir topolojik uzay 
olsun. ��, @� topolojik uzayı tıkızdır ancak ve ancak � üzerinde @ � @J olacak şekildeki 
her � metriği tamdır (Engelking, 1989). 

1. 2. 16. Tanım: ��, /� bir quasi-düzgün uzay olsun. /∗, �0 ∩ 06� ∶ 0 ∈ /� 
ailesinin ürettiği düzgünlük olmak üzere, ��, /∗� düzgün uzayı tam ise ��, /� ye ikili-tam 
quasi-düzgün uzay denir (Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 17. Tanım: ��, /� ve �L, M� iki quasi-düzgün uzay ve B ∶ � ⟶ L bir fonksiyon 

olsun. Her N ∈ M için �, �� ∈ 0 ⟹ OB��, B���P ∈ N olacak şekilde bir 0 ∈ / varsa, B 

ye bir quasi-düzgün sürekli fonksiyon denir (Fletcher ve Lindgren, 1982). 

1. 2. 18. Teorem: ��, /� bir quasi-düzgün uzay, �L, M� bir ikili-tam �Q quasi-düzgün 
uzay, /∗, �0 ∩ 06� ∶ 0 ∈ /� ailesinin ürettiği düzgünlük olmak üzere, I, ��, @/∗� ın bir 
yoğun altkümesi ve B ∶ �I, /|I � I� ⟶ �L, M� bir quasi-düzgün sürekli fonksiyon olsun. 
O zaman tek bir S ∶  ��, @/∗� ⟶ �L, @M∗� sürekli genişlemesi vardır ve S quasi-düzgün 
süreklidir (Fletcher ve Lindgren, 1982).    

1. 2. 19. Sonuç: ��, @� bir metriklenebilir topolojik uzay olsun. 1. 2. 14. önerme ve 1. 
2. 15. Niemytzki-Tychonoff Teoreminden; � üzerinde @ � @J olacak şekildeki her � 
metriği tamdır ancak ve ancak � üzerinde @ � @J olacak şekildeki her � metriği öntıkızdır. 
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BÖLÜM 2 

T-NORMLAR 

2. 1. Temel Tanımlar ve Özellikler 

2. 1. 1. Tanım: Her , �, � ∈ �0, 1= için aşağıdaki koşulları sağlayan bir � ∶ �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonuna, bir üçgensel norm veya kısaca t-norm denir. 

(T1) ��, �� � ���, �     (simetri özelliği) 

(T2) �O, ���, ��P � ����, ��, ��   (birleşmelilik) 

(T3) � � � ⟹ ��, �� � ��, ��    (monotonluk) 

(T4) ��, 1� �       (sınır koşulu) 

Bir t-norm, �0, 1= birim aralığı üzerinde bir ikili işlem olduğundan ��, �� gösterimi 

yerine  ∗ � gösterimi de kullanılır. Bu durumda (T1) – (T4) aksiyomları aşağıdaki gibi 

yazılabilir: Her , �, � ∈ �0, 1= için, 

(T1)  ∗ � � � ∗  

(T2)  ∗ �� ∗ �� � � ∗ �� ∗ � 

(T3) � � � ⟹  ∗ � �  ∗ � 

(T4)  ∗ 1 �  (Klement ve ark., 2000). 

T-normların özelliklerini incelerken kolaylık sağlaması bakımından, bölüm 2 

boyunca ��, �� gösterimi kullanılacaktır. 

Sayılamaz çoklukta t-norm mevcuttur. Đlk olarak dört temel t-norm verilecektir. 

2. 1. 2. Örnek: Aşağıdaki şekilde tanımlanan fonksiyonlar birer t-normdur. Bu dört 

temel t-norm, sırasıyla minimum (�U), çarpım (�V), Lukasiewicz (�W) ve drastik çarpım 

(�X) (bkz. Şek. 1) olarak adlandırılır. 

�U�, �� � min�, �� 
�V�, �� �  ⋅ � 
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�W�, �� � maks� � � ] 1, 0� 
�X�, �� � ^ 0                , �, �� ∈ �0, 1�2 _`amin�, ��  , �, �� ∉ �0, 1�2 _`a  c 

(Klement ve ark., 2000). 

T-normların grafik ile gösterimi çeşitli yollarla yapılacaktır: 3 boyutlu çizim, yani 

birim küpte yüzey olarak; söz konusu fonksiyonun sabit değerler aldığı yerlerdeki eğrileri 

gösteren dış hat çizimi olarak ve nadiren köşegen kesitleri olarak, yani  ⟼ N�, � 

fonksiyonunun grafiği olarak. 

 

Şekil 1. Dört temel t-norm �U , �V , �W , �X nin 3 boyutlu çizimi (üstte) ve dış hat çizimi (altta) (Klement 

ve ark., 2004a). 

Sınır koşulu (T4) ve monotonluk (T3) minimal formda verilmiştir. Aslında, daha 

fazlası vardır: 

2. 1. 3. Uyarı: 2. 1. 1. Tanımdan, bir � t-normu her  ∈ �0, 1= için aşağıdaki ek sınır 

koşullarını sağlar: 

��0, � � ��, 0� � 0      (2.1) 

��1, � �      (2.2) 

 



7 

 

BÖLÜM 2 – T-NORMLAR                Ramazan EKMEKÇĐ 

O halde, bütün t-normlar �0, 1=2 birim karesinin sınırı üzerinde aynı değere sahiptir 

(Klement ve ark., 2000). 

Kanıt:  � bir t-norm ve  ∈ �0, 1= olsun. O zaman, 

0 � ��, 0� � ��0, � � ��0,1� � 0 

ve 

��1, � � ��, 1� �  

bulunur. 

2. 1. 4. Uyarı: � bir t-norm ve �, 2, ��, �2 ∈ �0, 1= olsun. O zaman, 

� � 2 ve �� � �2 ⟹ ���, ��� � ��2, �2�   (2.3) 

(Klement ve ark., 2000). 

Kanıt:  � � 2 ve �� � �2 verilsin. O zaman, 

���, ��� � ���, �2� � ���2, �� � ���2, 2� � ��2, �2� 

olur. 

2. 1. 5. Tanım: �� ve �2 iki t-norm olsun. Her , � ∈ �0, 1= için, ���, �� � �2�, �� 

oluyorsa ��, �2 den daha zayıftır veya �2, �� den daha güçlüdür denir ve bu durum �� � �2 

ile gösterilir. 

Eğer �� � �2 ve �� e �2 ise, yani, eğer �� � �2 ve ���Q, �Q� e �2�Q, �Q� olacak 

şekilde bir �Q, �Q� ∈ �0, 1=2 varsa, �� f �2 biçiminde yazılır (Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 6. Uyarı: Drastik çarpım �X en zayıf ve minimum �U en güçlü t-normdur, yani 

her � t-normu için, 

�X � � � �U      (2.4) 

sağlanır (Klement ve ark., 2000). 

Kanıt:  �  bir t-norm ve , � ∈ �0, 1= olsun. O zaman, 
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��, �� � ��, 1� � , ��, �� � ��1, �� � � 

olur. Buradan, 

��, �� � min�, �� � �U�, �� 

bulunur. 2. 1. 3. Uyarıda görüldüğü gibi, bütün t-normlar �0, 1=2 birim karesinin sınırı 

üzerinde aynı değere sahip, ve her , � ∈ �0, 1� için, ��, �� g 0 � �X�, �� olduğundan, 

�X�, �� � ��, �� 

olur. O halde, � � �X veya � � �U olabileceği için, 

�X � � � �U 

elde edilir. 

2. 1. 7. Uyarı: Dört temel t-norm arasında aşağıdaki biçimde bir sıralama ilişkisi 

vardır. 

�X f �W f �V f �U     (2.5) 

(Klement ve ark., 2000). 

Kanıt: 2. 1. 6. Uyarı göz önüne alındığında, �W f �V olduğunu göstermek yeterlidir. , � ∈ �0, 1� olsun.  � � � 1 ise, 

�V�, �� � � D 0 � �W�, �� 

olur,  � � D 1 ise, 

�V�, �� ] �W�, �� � � ] � � � ] 1� � � ] 1��� ] 1� D 0 

ve 

�V�, �� D �W�, �� 

olur. O halde, �W f �V dir. 

2. 1. 8. Tanım: Her , �, � ∈ �0, 1= için, (T1) - (T3) koşullarını sağlayan bir N ∶ �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu her , � ∈ �0, 1= için,  

N�, �� � min�, �� � �U�, ��     (2.6) 
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biçiminde ise N ye bir t-alt norm denir (Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 9. Önerme: N ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= bir t-alt norm olsun. O zaman, 

��, �� ∶� ^ N�, ��, �, �� ∈ �0, 1�2min �, ��, �, �� ∉ �0, 1�2 c   (2.7) 

biçiminde tanımlanan � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-normdur (Klement ve ark., 

2004a). 

Kanıt:  (T1) ve (T4) koşullarının sağlandığı açıktır. Eğer , �, � ∈ �0, 1� ise N t-alt 

norm olduğundan �O, ���, ��P � ����, ��, �� olur. Eğer  � 1 veya � � 1 veya � � 1 

ise, (T4) sağlandığından �O, ���, ��P � ����, ��, �� dir. Böylece, (T2) koşulu sağlanır. 

Ayrıca , �, � ∈ �0, 1� ve � � � ise, N t-alt norm olduğundan, ��, �� � ��, �� dir. Eğer  � 1 veya � � 1 veya � � 1 ve � � � ise, (2.6) gereği ��, �� � ��, �� olur. Yani, (T3) 

koşulu da sağlanır. O halde, � bir t-normdur. 

Bir t-normunun, birim kare köşegeni üzerindeki değerleri ile tek olarak belirlenip 

belirlenemeyeceği ilginç bir problemdir. Genel olarak bu doğru değildir, ancak iki uç t-

norm �X ve �U, birim kare köşegeni üzerindeki değerleri ile tamamıyla belirlenebilir. 

2. 1. 10. Önerme: � bir t-norm olsun. Aşağıdakiler sağlanır. 

(i) � � �U  ⟺  ∀ ∈ �0, 1= için ��, � �  

(ii)  � � �X  ⟺  ∀ ∈ �0, 1� için ��, � � 0 

(Klement ve ark., 2000). 

Kanıt: (i) � � �U ise ∀ ∈ �0, 1= için ��, � � �U�, � � min�, � �  dir. 

Diğer taraftan, ∀ ∈ �0, 1= için ��, � �  olsun. � � �U olduğunu göstermek için; , � ∈ �0, 1= ve  � � verilsin. O zaman, 

�U�, �� � min�, �� �  � ��, � � ��, �� 

olur, � � �U olduğundan, ��, �� � min�, �� dir. Buradan, � � �U bulunur. 

(ii)  ∀ ∈ �0, 1� için �X�, � � 0 dır. Diğer taraftan, ∀ ∈ �0, 1� için ��, � � 0 

olsun. � � �X olduğunu göstermek için; , � ∈ �0, 1� ve  � � verilsin. O zaman, ��, �� � ���, �� � 0 � �X�, �� dır. Buradan,   
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bütün t-normlar �0, 1=2 birim karesinin sınırı üzerinde aynı değere sahip olduğundan � � �X dir. Ayrıca, �X � � olduğundan � � �X olur. 

2. 1. 11. Uyarı: (i) Birleşmelilik (T2) sayesinde, ikili işlem olarak tanımlanan bir � t-

normu, herhangi bir h ∈ i ∪ �0� için tümevarım ile bir tek şekilde n-li işleme 

genişletilebilir: ��, 2, … , l� ∈ �0, 1=l olmak üzere, 

�mn�l m � ^ 1, h � 0���mn�l6�m, l�, h e 0c    (2.8) 

olur. Özel olarak � � 2 � ⋯ � l �  ise, kısaca 

p�l� � ��, , … , �      (2.9) 

biçiminde yazılabilir. 

(ii) Her bir � t-normu �U den daha zayıf olduğundan elemanları �0, 1= de olan her �m�m∈i dizisi için, ��mn�l m�l∈i dizisi artmayan ve alttan sınırlı, dolayısıyla yakınsaktır. O 

halde aşağıdaki eşitlik yazılabilir. �mn�q m � liml⟶q �mn�l m    (2.10) 

(Klement ve ark., 2000). 

2. 1. 12. Örnek: Dört temel t-norm için n-li genişlemeler aşağıdaki biçimde 

yazılabilir: �U��, 2, … , l� � r_h ��, 2, … , l� �V��, 2, … , l� � � ∙ 2 ∙ … ∙ l 

�W��, 2, … , l� � maks ^t ml
mn� ] �h ] 1�, 0u 

�X��, 2, … , l� � ^m , vaw x e _ _ç_h z � 1 _`a0, �_ğaw �|w|r�F c 
2. 1. 1. Tanımda verilen (T1)-(T4) aksiyomları, aşağıdaki örnekte görüldüğü gibi 

birbirinden bağımsızdır (Klement ve ark., 2000). 

2. 1. 13. Örnek: _ � 1, 2, 3, 4 için Nm ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonları aşağıdaki 

şekilde tanımlansın. 

N��, �� � ^ 0, �, �� ∈ �0, 0.5= � �0, 1�min�, �� , �_ğaw �|w|r�F c 
N2�, �� �  ∙ � ∙ maks �, �� 

N;�, �� � ^ 0.5, �, �� ∈ �0, 1�2min�, �� , �_ğaw �|w|r�Fc 
N��, �� � 0 
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Her bir Nm fonksiyonu (Ti) aksiyomu hariç (T1)-(T4) aksiyomlarını sağlar (Klement 

ve ark., 2000). 

2. 1. 14. Tanım: � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1=, her , �, � ∈ �0, 1= için (T1)-(T3) koşullarını 

sağlayan bir � fonksiyonu her  ∈ � için,  

(S4) ��, 0� �  

biçiminde ise � ye bir üçgensel konorm (t-konorm) denir (Klement ve ark., 2000). 

2. 1. 15. Örnek: Aşağıda, dört temel t-konorm verilmiştir. Bu dört temel t-konorm, 

sırasıyla maksimum (�U), probabilistik toplam (�V), Lukasiewicz t-konorm veya (sınırlı 

toplam) (�W) ve drastik toplam (�X) (bkz. Şek. 2) olarak adlandırılır. �U�, �� � maks �, �� �V�, �� �  � � ]  ∙ � �W�, �� � min � � �, 1� 
�X�, �� � ^ 1                , �, �� ∈ �0, 1=2 _`amaks�, ��  , �, �� ∉ �0, 1=2 _`a  c 

 

 Şekil 2. Dört temel t-konorm �U , �V , �W , �X nin 3 boyutlu çizimi (üstte) ve dış hat çizimi (altta). 

(Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 16. Önerme: � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-konormdur ancak ve ancak 

her �, �� ∈ �0, 1=2 için aşağıdaki koşulu sağlayan bir � t-normu vardır (Klement ve ark., 

2000). ��, �� � 1 ] ��1 ] , 1 ] ��   (2.11) 
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Kanıt:  � bir t-norm ise, (2.11) ile tanımlanan � fonksiyonu (T1)-(T3) ve (S4) 

koşullarını sağlar, bu nedenle � bir t-konormdur. Diğer taraftan, � bir t-konorm ise,  ��, �� � 1 ] ��1 ] , 1 ] ��   (2.12) 

ile tanımlı � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu (T1)-(T4) koşullarını sağlar. Dolayısıyla � bir 

t-normdur. 

2. 1. 17. Tanım: (2.11) ile tanımlanan t-konorma, � t-normunun dual t-konormu ve 

benzer şekilde, (2.12) ile tanımlanan t-norma, � t-konormunun dual t-normu denir 

(Klement ve ark., 2000). 

(2.11) ile ifade edilen duallik, t-normların birçok özelliğinin t-konormların ilgili 

özelliklerine aktarılmasını sağlar. 

 

2. 1. 18. Uyarı: (i) 2. 1. 16. Önermeden, her t-normun, bir t-konormun dual işlemi 

olduğu sonucu elde edilir. ��U, �U�, ��V, �V�, ��W , �W� ve ��X , �X� t-norm ve t-konorm 

ikilileri karşılıklı olarak birbirine dualdirler. 

(ii)  Aşağıda verilen ek sınır koşullarının sonucu olarak, bütün t-konormlar �0, 1=2 

birim karesinin sınırları üzerinde aynı değere sahiptir. ��1, � � ��, 1� � 1 ��0, � �  

(iii)  Duallik sıralamanın yönünü değiştirir: �� � �2 olacak şekildeki herhangi �� ve �2 t-normları için, �� ve �2 sırasıyla �� ve �2 nin dual t-konormları ise �� g �2 elde edilir. 

Sonuç olarak, herhangi bir � t-konormu için, �U � � � �X 

olur, yani maksimum �U en zayıf, drastik toplam �X en güçlü t-konormlardır. 2. 1. 15. 

Örnekteki t-konormlar için aşağıdaki sıralama geçerlidir: �U f �V f �W f �X 

(iv)  Verilen bir � t-konormu, 2. 1. 11. uyarıdakine benzer şekilde, h ∈ i ∪ �0� ve ��, 2, … , l� ∈ �0, 1=l olmak üzere aşağıdaki gibi genişletilebilir: 

�mn�l m � ^ 0, h � 0���mn�l6�m, l�, h e 0c 
(Klement ve ark., 2000). 

2. 1. 19. Örnek: Dört temel t-konorm için aşağıdaki n-li genişlemeler elde edilir: �U��, 2, … , l� � maks ��, 2, … , l� 
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�V��, 2, … , l� � 1 ] ��1 ] m�l
mn�  

�W��, 2, … , l� � min �t m
l

mn� , 1� 
�X��, 2, … , l� � ^m , ∀x e _ _ç_h z � 0 _`a1,                  �_ğaw �|w|r�F c 

(Klement ve ark., 2000). 

2. 1. 20. Uyarı: Eğer ��, �� birbirlerinin duali olan t-norm ve t-konorm ise (2.11) ve 

(2.12) duallikleri aşağıdaki gibi genişletilebilir: ��∈���� � 1 ] ��∈��1 ] �� ��∈���� � 1 ] ��∈��1 ] �� 

(Klement ve ark., 2000). 

Drastik çarpım �X ve onun duali olan �X den de görüleceği gibi t-normlar ve t-

konormlar verilecek tanım doğrultusunda sürekli olmak zorunda değildirler. Buna karşın, 

3. bölümde fuzzy metrik uzaylar tanımlanırken sürekli t-norm kavramı kullanılacağından, 

sürekli t-normlar ve sürekli t-konormlar incelenecektir. 

2. 1. 21. Tanım: �: �0,1=2 ⟶ �0,1= bir t-norm olsun. Eğer her �l�, ��l� ∈ �0,1=i 

yakınsak dizileri için 

� � liml→q l , liml→q �l� � liml→q ��l, �l� 

oluyorsa � süreklidir (Klement ve ark., 2000). 

T-konormun tanımından, bir t-konormun sürekliliği onun dual t-normunun 

sürekliliğine denktir.  �0,1=2 birim karesi, A2 reel düzleminin bir tıkız altkümesi olduğundan, bir �: �0,1=2 ⟶ �0,1= t-normunun sürekli olması, onun düzgün sürekli olmasına denktir. 

Genel olarak, iki değişkenli bir reel fonksiyon, her bir değişkenine göre sürekli 

olabilir ancak, iki değişkenli bir fonksiyon olarak, kendi tanım kümesi üzerinde sürekli 

olmayabilir. Monotonluklarından dolayı, üçgensel normlar (ve konormlar) bu durumun 

dışındadır: 

2. 1. 22. Önerme: Bir �: �0,1=2 ⟶ �0,1= t-normu süreklidir ancak ve ancak her bir 

bileşenine göre süreklidir, yani, her Q, �Q ∈ �0,1= için hem ��Q, . �: �0, 1= ⟶ �0,1= hem de ��. , �Q�: �0, 1= ⟶ �0,1= fonksiyonu süreklidir (Klement ve ark., 2004a). 

Kanıt:  �: �0,1=2 ⟶ �0,1= t-normu sürekli ise, her bir bileşenine göre de süreklidir. 
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Diğer taraftan, � her bir bileşenine göre sürekli olsun. �Q, �Q� ∈ �0,1=2 ve C D 0 

verilsin. �l� ve ��l�, �0,1= de sırasıyla Q ve �Q noktalarına yakınsayan birer dizi olsunlar. 

Buradan, her h ∈ i için, aşağıdaki koşulları sağlayan �Fl�, ��l�, ��l�, ��l� monoton 

dizileri oluşturulabilir. Fl � l � �l ve �Fl� ↗ Q, ��l� ↘ Q �l � �l � �l ve ��l� ↗ �Q, ��l� ↘ �Q �, ikinci bileşenine göre sürekli olduğundan ��Q, . � süreklidir. Buradan, � nin 

monotonluğu da kullanılarak,  ∃� ∈ i ∶  ∀h g � için ��Q, �Q� ] C f ��Q, ��� � ��Q, �l� � ��Q, ��� f ��Q, �Q� � C 

elde edilir. �, birinci bileşenine göre sürekli olduğundan, ��. , ��� ve ��. , ��� fonksiyonları da  

süreklidir. Buradan, � nin monotonluğu da kullanılarak, ∃� ∈ i ∶  ∀h g �, ∀r g � için ��Q, ��� ] C f ��FU, ��� � ���, �l� � ���U, ��� f ��Q, ��� � C 

olur. � ∶� maks ��, �� yazılırsa, her � g � için, ��Q, �Q� ] 2C f ���, ��� f ��Q, �Q� � 2C 

elde edilir ki, bu da ����, ���� dizisinin ��Q, �Q� değerine yakınsaması demektir. Yani �, �Q, �Q� da süreklidir. ∎ 

(T1) simetri özelliğinden ve 2. 1. 22. teoremden dolayı, bir t-normun ya da bir t-

konormun sürekliliği, onun birinci bileşenine göre sürekliliğine denktir.  

Bazı durumlarda, uygulamalar için sürekliliğin daha zayıf formları yeterli 

olmaktadır: 

2. 1. 23. Tanım: �: �0,1=2 ⟶ �0,1= bir t-norm olsun. Eğer her � ∈ �0,1= için ve her 

azalmayan (artmayan) �l� dizisi için liml→q ��l, �� � �� liml→q l , �� 

oluyorsa, � t-normu sol-süreklidir (sağ-süreklidir) denir (Klement ve ark., 2004a). 

Bir t-norm süreklidir ancak ve ancak hem sol- hem de sağ-süreklidir. 

�lU�, �� � ^ 0,  � � � 1min�, �� ,  � � D 1c     (2.13) 
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ile tanımlanan nilpotent minimum �lU, sol-sürekli olan ama sağ-sürekli olmayan bir t-

normdur. Diğer taraftan, drastik çarpım �X sağ-süreklidir ama sol-sürekli değildir. 

Bir � t-normu sol- (sağ-) süreklidir ancak ve ancak onun dual t-konormu sağ- (sol-) 

süreklidir. 

 
Şekil 3. (2.13) ile tanımlı nilpotent minimum �lU nin 3 boyutlu (solda) ve dış hat çizimi (sağda). 

(Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 24. Tanım: � bir t-norm olsun. 

(i) F ∈ �0, 1= için ��F, F� � F ise, F ya, � nin bir idempotent elemanı denir. 

(ii) F ∈ �0, 1� için Fp�l� � 0 olacak şekilde bir h ∈ i varsa, F ya, � nin bir nilpotent 

elemanı denir. 

(iii) F ∈ �0, 1� için ��F, �� � 0 olacak şekilde bir � ∈ �0, 1� varsa, F ya � nin sıfır 

böleni denir (Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 25. Örnek: Minimum t-normu, �U nin idempotent elemanları kümesi �0, 1= e 

eşittir. Lukasiewicz t-normu �W ve drastik çarpım �X için nilpotent elemanlar kümesi ve 

sıfır bölenler kümesi �0, 1� e eşittir. Minimum t-normu �U ve çarpım t-normu �V nin ne 

nilpotent elemanı ne de sıfır böleni vardır (Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 26. Tanım: � bir t-norm olsun. 

(i) Eğer  D 0 ve � f � olduğunda, ��, �� f ��, �� oluyorsa � ye kesin  

monotondur denir. 

(ii) Eğer her , � ∈ �0, 1� için, p�l� f � olacak şekilde bir h ∈ i varsa � ye 

Arşimedyandır denir (Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 27. Örnek: �U ne kesin monoton, ne de Arşimedyandır. �V hem kesin monoton, 

hem de Arşimedyandır. �W ve �X ise Arşimedyandır ancak kesin monoton değildir 

(Klement ve ark., 2004a). 
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2. 1. 28. Tanım:  

(i) Sürekli ve kesin monoton bir � t-normuna sıkıdır (strikt) denir. 

(ii) � bir t-norm olsun. � sürekli ve her F ∈ �0, 1� noktası � nin bir nilpotent elemanı 

ise � ye nilpotenttir denir (Klement ve ark., 2004a). 

2. 1. 29. Örnek: Çarpım t-normu �V bir sıkı t-norm ve Lukasiewicz t-normu �W bir 

nilpotent t-normdur (Klement ve ark., 2004a). 

2. 2. T-normların Oluşturulması 

Bu kısımda bazı t-norm oluşturma teknikleri kanıtsız olarak verilecektir. 

2. 2. 1. Önerme: � bir t-norm ve � ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1=, kesin artan, bire-bir ve örten 
bir fonksiyon olsun. O zaman, 

���, �� � �6� ��O���, ����P�      (2.14) 

ile verilen �� ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-normdur. 

Başka bir deyişle, � ve �� t-normları, her , � ∈ �0, 1= için, 

� ����, ��� � �O���, ����P 

olması anlamında birbirlerine izomorfturlar (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 2. Uyarı: Her �, � ∶  �0, 1= ⟶ �0, 1= kesin artan, bire-bir ve örten fonksiyonları 
ve her � t-normu için, 

����� � ��∘� 

������� � ������� � � 

olur (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 3. Uyarı: Herhangi kesin artan, bire-bir ve örten fonksiyon altında, (2.14) 
yapısına göre değişmeyen t-normlar sadece iki uç t-norm �U ve �X dir. Yani, eğer bir � t-
normu sadece kendine izomorf ise ya � � �U ya da � � �X dir. 

(2.14) eşitli ği, her bir t-norm için, idempotent ve nilpotent eleman varlığını ve sıfır 
bölen varlığını koruduğu gibi, sürekliliği, Arşimedyan özelliğini ve sıkılığı da korur. Bu, 
(2.14) eşitli ğinin hem güçlü hem de zayıf olduğunu gösterir: Herhangi bir � t-normu için 
bir �� t-normu oluşturulabilir ve bu �� t-normu tam olarak � ile aynı cebirsel özelliklere 

sahiptir (Klement ve ark., 2004b). 
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2. 2. 4. Tanım: �F, �= ve ��, �=, genelleştirilmi ş reel eksen �]∞, ∞= un kapalı alt 
aralıkları olmak üzere, B ∶  �F, �= ⟶ ��, �= bir monoton fonksiyon olsun.  

B�6����� ∶� � sup� ∈ �F, �=| B�� f ��,   B�F� f B��� _`a sup� ∈ �F, �=| B�� D ��,   B�F� D B��� _`aF                                              ,    B�F� � B��� _`a c 
biçiminde tanımlanan B�6�� ∶  ��, �= ⟶ �F, �= fonksiyonuna, B fonsiyonunun pseudo-tersi 
denir (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 5. Örnek: �1.5, 2.5= ⊆ ��, �= olmak üzere, B�� � ?¡�2   biçiminde verilen B ∶  �]1, 1= ⟶ ��, �= fonksiyonunun pseudo-tersi olan B�6�� ∶  ��, �= ⟶ �]1, 1=, B�6���� � maks �min�2 ] 4, 1� , ]1� biçiminde elde edilir (Klement ve ark., 2004b). 

Sürekli olmayan, bire-bir ve örten olmayan monoton fonksiyonların pseudo-
terslerinin gösterimi şekil 4 deki gibidir. Bu şekiller ayrıca sabit olmayan bir B ∶  �F, �= ⟶��, �= monoton fonksiyonun,  B�6�� pseudo-tersinin grafiğinin nasıl çizileceğini de gösterir: 

(1) B nin süreksizlik noktalarında dikey doğru parçaları çizilir. 

(2) Elde edilen grafiğin � �  doğrusuna göre simetriği alınır. 

(3) Elde edilen grafikten, en alt noktaları hariç dikey doğru parçaları kaldırılır. 

 

Şekil 4. Pseudo-tersleri ile birlikte (kesikli çizgili grafikler), �0, 1= den �0, 1= e iki monoton fonksiyon. 

(Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 6. Teorem: B ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= kesin azalan bir fonksiyon, B�1� � 0, B, 0 
noktasında sağ-sürekli ve her , � ∈ �0, 1= için 

B�� � B��� ∈ ¢Fh�B� ∪ �B�0�, ∞= 
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olsun. Aşağıda verilen � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-normdur: 

��, �� � B�6��OB�� � B���P 

(Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 7. Tanım: � bir t-norm, £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= kesin azalan bir fonksiyon, £�1� � 0, £, 0 noktasında sağ-sürekli ve her , � ∈ �0, 1= için 

£�� � £��� ∈ ¢Fh�£� ∪ �£�0�, ∞= 
olsun.  

��, �� � £�6��O£�� � £���P 

ise, £ ye, � t-normunun bir toplamsal üretecidir denir (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 8. Örnek: £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= olmak üzere, £�� � 1 ]  Lukasiewicz t-norm �W yi, £�� � ]¤h çarpım t-normu �V yi üretir. Ayrıca, 

£�� � ^2 ] ,  ∈ �0, 1�0,  � 1 c 
fonksiyonu, Drastik çarpım �X nin bir toplamsal üretecidir (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 9. Önerme: � bir t-norm ve £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞=, � nin bir toplamsal üreteci 
olsun. O zaman, aşağıdakiler birbirine denktir: 

(i) � süreklidir. 

(ii) �, �1, 1� noktasında sol-süreklidir. 

(iii) £ süreklidir. 

(iv) £, 1 de sol-süreklidir (Klement ve ark., 2000). 

Kanıt:  (iii) ⟹ (i) : £, � nin bir toplamsal üreteci olduğundan £ sürekli ise � de 
süreklidir. 

(i) ⟹ (ii) : � sürekli ise, �, �1, 1� noktasında sol-süreklidir. 

(ii) ⟹ (iv) : £, 1 de sol-sürekli olmasın. Buradan, lim?⟶�� £�� D 0 olur. O halde, lim?⟶�� ��, � � lim?⟶�� £�6��O2£��P f 1 olur ki bu durum � nin �1, 1� noktasında 

sol-sürekli olması ile çelişir. 

(iv) ⟹ (iii) : £, �0, 1= üzerinde sürekli olmasın. O zaman, �F, �� ∩ ¢Fh�£� � ∅ 

olacak şekilde bir �F, �� ⊆ O0, £�0�P aralığı vardır. ¢Fh�£� nin özelliğinden, her h ∈ i için  
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�Gl , ¦l� ∩ ¢Fh�£� � ∅ dir. hQ,  
G¦6G  sayısından daha büyük olan en küçük tam sayı olsun. O 

zaman, her h g hQ için 
Gl f ¦l¡� olur, yani �Gl , ¦l� ve � Gl¡� , ¦l¡�� kesişir. Dolayısıyla, 

§ ¨Fh , �h©q
lnlª

� ¨0, �hQ© 

olur. Buradan, lim?⟶�� £�� g ¦lª bulunur. O halde, £, 1 de sol-sürekli değildir. 

2. 2. 10. Sonuç: Toplamsal üretece sahip bir sol-sürekli t-norm süreklidir (Klement 
ve ark., 2000). 

2. 2. 11. Önerme: � bir t-norm ve £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞=, � nin bir toplamsal üreteci 
olsun. � sağ-süreklidir ancak ve ancak � nin sağ-sürekli bir toplamsal üreteci vardır 
(Klement ve ark., 2000). 

Kanıt:  Eğer � nin bir £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= sağ-sürekli toplamsal üreteci varsa, £ nin 

pseudo-tersi £�6�� ∶ �0, ∞= ⟶ �0, 1= sürekli olur. O halde, � sağ-süreklidir. 

Tersine, � bir sağ-sürekli t-norm ve £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= onun herhangi bir toplamsal 
üreteci olsun. £̅ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞=, 

£̅�� � ¬ lim⟶?® £�� ,  ∈ �0,1�0,  � 1 c 
tanımlansın. £,̅ bir t-normun bir sağ-sürekli toplamsal üretecidir. Hem ¢Fh�£� hem de ¢Fh�£̅�, aynı uç noktalı aralıkların birleşimi olarak yazılabilir. ¢Fh�£�̅ için bu aralıklar 
(birinci aralık farklı olabilir) �F, �= formundadır, yani her , � ∈ �0, 1= için, £̅�� � £̅��� ∈¢Fh�£̅� ∪ �£̅�0�, ∞= sağlanır. Ayrıca, £̅�6�� � £�6�� dir. Öyleyse, her , � ∈ �0, 1= için ve  � C, � � C ∈ �0, 1� olmak üzere her C D 0 için, 

�� � C, � � C� � £�6��O£� � C� � £�� � C�P 

g £̅�6��O£̅�� � £̅���P 

g £�6��O£�� � £���P 

� ��, �� 

olur. � nin sağ-sürekliliğinden £̅, � nin bir toplamsal üretecidir. 

2. 2. 12. Önerme: Bir � t-normunun bir £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= toplamsal üreteci varsa, � Arşimedyan olmak zorundadır. Ayrıca aşağıdakiler sağlanır: 

(i) � t-normu kesin artandır ancak ve ancak £�0� � ∞ dur. 
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(ii) Her  ∈ �0, 1�, � nin bir nilpotent elemanıdır ancak ve ancak £�0� f ∞ dur. 

(iii) £ sürekli değil ve £�0� f ∞ ise, ∃hQ ∈ i ∶  ∀ ∈ �0, 1� için p�lª� � 0 dır. 

(Klement ve ark., 2004b). 

Kanıt: � bir t-norm, £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞=, � nin bir toplamsal üreteci olsun ve , � ∈ �0, 1� verilsin. £�� D 0 ve £ �2� f ∞ dur. Buradan,  

∃h ∈ i ∶ h ∙ £�� D £ ��2� 

olur. Dolayısıyla, 

p�l� � £�6��Oh ∙ £��P f £�6�� ¯£ ��2�° � �2 f � 

bulunur. O halde � Arşimedyandır. 

(i) ve (ii) nin kanıtına birlikte bakılması daha uygun olacaktır: 

£�0� � ∞ ise, ¢Fh�£� ∪ �£�0�, ∞= � ¢Fh�£� dir.  ∈ �0, 1=, �, � ∈ �0, 1=, � f � 
verilsin. 

£�� � £��� ∈ ¢Fh�£� ve £�� � £��� ∈ ¢Fh�£� 

dir. £ kesin azalan olduğundan £�� � £��� D £�� � £��� olur ve £�6��|±Gl�²� de kesin 

azalandır. Buradan, 

��, �� � £�6��O£�� � £���P f £�6��O£�� � £���P � ��, �� 

olur. O halde � kesin artandır. 

0 f F f � f 1 olsun. � kesin monoton olduğundan her h ∈ i için Fp�l� f �p�l� olur. 

Buradan, �p�l� � 0 olacak şekilde bir h ∈ i yoktur, yani � ∈ �0, 1�, � nin nilpotent 

elemanı değildir. 

£�0� f ∞ ise,  ∈ �0, 1� için £�� D 0 olduğundan, 

∃h ∈ i ∶ h ∙ £�� g £�0� 

olur. Buradan, 

p�l� � £�6��Oh ∙ £��P � £�6��O£�0�P � 0 

ve böylece p�l� � 0 dır. O halde her  ∈ �0, 1�, � nin bir nilpotent elemanıdır. 
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F ∈ �0, 1� olsun. ∃r ∈ i ∶  Fp� � 0, Fp�6� D 0 dır. Buradan, ��Fp�6�, F� � 0 olur. 

Ancak, 0 f G2 f F olmasına rağmen � �Fp�6�, G2� ≮ ��Fp�6�, F� dır. Yani, � kesin 

monoton değildir. Böylece (i) ve (ii) nin kanıtı tamamlanmış olur. 

£ sürekli olmasın ve £�0� f ∞ olsun. O zaman lim?→�� £�� D 0 olur. hQ ∈ i, hQ g²�Q�´µ¶·→�� ²�?�  seçilirse, hQ ∙ lim?→�� £�� g £�0�  ve buradan da her F ∈ �0, 1� için 

Fp�lª� � £�6��OhQ ∙ £�F�P f £�6�� �hQ ∙ lim?→�� £��� � £�6��O£�0�P � 0 

bulunur. 

2. 2. 13. Sonuç: Minimum t-normu �U, Arşimedyan olmadığından hiç bir toplamsal 
üreteci yoktur (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 14. Sonuç: £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞=, bir � sürekli Arşimedyan t-normunun bir 
sürekli toplamsal üreteci ise, 

(i) � sıkıdır ancak ve ancak £�0� � ∞ dur. 

(ii) � nilpotenttir ancak ve ancak £�0� f ∞ dur (Klement ve ark., 2004b). 

Đlerde verilecek olan “t-normun çarpımsal üreteci” kavramı ile t-normun toplamsal 
üreteci kavramı birbirlerine dual kavramlardır. Herhangi bir t-norm için, her bir toplamsal 
üretece karşılık bir çarpımsal üreteç ve her bir çarpımsal üretece karşılık bir toplamsal 
üreteç karşılık gelir. Bu duallik, üstel fonksiyon ve logaritma fonksiyonunun ��0, ∞=, �� 
toplamsal yarı grubu ile ��0, 1=,∙� çarpımsal yarı grubu arasında doğal izomorfizmalar 
olmalarından kaynaklanır:  

B ∶ �0, ∞= ⟶ �0, 1=, B�� � a6? olsun. B6� ∶ �0, 1= ⟶ �0, ∞=, B6��� � ]ln olur. 
Her , � ∈ �0, ∞= için, 

B� � �� � a6�?¡� � a6? ∙ a6 � B�� ∙ B��� 

ve her , � ∈ �0, 1= için, 

B6�� ∙ �� � ] ln� ∙ �� � ] ln  ] ln � � B6��� � B6���� 
olur. 

2. 2. 15. Önerme: � bir t-norm ve £ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞=, � nin bir toplamsal üreteci 
olmak üzere 

¸�� ∶� a6²�?� 
biçiminde tanımlı, ̧ ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1= kesin artan fonksiyonu alınırsa, her , � ∈ �0, 1= için, 

��, �� � ¸�6��O¸�� ∙ ¸���P olur (Klement ve ark., 2000). 
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2. 2. 16. Sonuç: ̧ ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1=, 0 noktasında sağ-sürekli bir kesin artan 
fonksiyonu; ̧ �1� � 1 ve her , � ∈ �0, 1= için, 

¸�� ∙ ¸��� ∈ ¢Fh�¸� ∪ �0, ¸�0�= 
olsun. O zaman, 

��, �� � ¸�6��O¸�� ∙ ¸���P 

ile verilen � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-normdur (Klement ve ark., 2000). 

2. 2. 17. Tanım: � bir t-norm, 0 noktasında sağ-sürekli, kesin artan bir ̧ ∶ �0, 1= ⟶�0, 1= fonksiyonu; ̧ �1� � 1 ve her , � ∈ �0, 1= için, 

¸�� ∙ ¸��� ∈ ¢Fh�¸� ∪ �0, ¸�0�= 
biçiminde olsun. Bu durumda, 

��, �� � ¸�6��O¸�� ∙ ¸���P 

ise, ̧  ya, � t-normunun bir çarpımsal üretecidir denir (Klement ve ark., 2000). 

T-normlar ve t-konormlar arasındaki duallik nedeniyle, t-konormların da toplamsal 
ve çarpımsal üreteçleri düşünülebilir. 

2. 2. 18. Önerme: � bir t-norm, � bu t-normun dual t-konormu ve £ ∶  �0, 1= ⟶�0, ∞= � nin bir toplamsal üreteci, ̧ ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1= � nin bir çarpımsal üreteci olsun. 
Sırasıyla 

`�� ∶� £�1 ] �,  ¹�� ∶� ¸�1 ] � 

biçiminde ` ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= ve ¹ ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1= fonksiyonları tanımlanırsa, her , � ∈ �0, 1= için 

��, �� � `�6��O`�� � `���P,  ��, �� � ¹�6��O¹�� ∙ ¹���P 

elde edilir (Klement ve ark., 2000). 

Kanıt:  �, � nin t-konormu olduğundan, her , � ∈ �0, 1= için, ��, �� � 1 ]��1 ] , 1 ] �� dir. Ayrıca, `�6���� � 1 ] £�6����, ¹�6���� � 1 ] ¸�6���� dir. O 
halde, her , � ∈ �0, 1= için, 

��, �� � 1 ] ��1 ] , 1 ] �� � 1 ] £�6��O£�1 ] � � £�1 ] ��P 

� 1 ] £�6��O`�� � `���P � `�6��O`�� � `���P, 

��, �� � 1 ] ��1 ] , 1 ] �� � 1 ] ¸�6��O¸�1 ] � ∙ ¸�1 ] ��P 

    � 1 ] ¸�6��O¹�� ∙ ¹���P � ¹�6��O¹�� ∙ ¹���P  elde edilir. 
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2. 2. 6. Teoremdekine ve 2. 2. 16. Sonuçtakine benzer şekilde, t-konormlar için 
aşağıdaki sonuç elde edilir. 

2. 2. 19. Sonuç: (i) ` ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= kesin artan fonksiyonu, ̀�0� � 0, `, 1 
noktasında sol-sürekli ve her , � ∈ �0, 1= için, 

`�� � `��� ∈ ¢Fh�`� ∪ �`�1�, ∞= 
biçiminde olsun. O zaman, 

��, �� � `�6��O`�� � `���P 

ile verilen � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-konormdur. 

(ii) ¹ ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1= fonksiyonu; 1 noktasında sol-sürekli, kesin azalan, ¹�0� � 1 
ve her , � ∈ �0, 1= için, 

¹�� ∙ ¹��� ∈ ¢Fh�¹� ∪ �0, ¹�1�= 
 biçiminde tanımlı ise, 

��, �� � ¹�6��O¹�� ∙ ¹���P 

ile ifade edilen � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-konormdur (Klement ve ark., 2000). 

2. 2. 20. Tanım: (i) � bir t-konorm, ̀ ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= fonksiyonu; 1 noktasında 
sol-sürekli, kesin artan, `�0� � 0 ve her , � ∈ �0, 1= için, 

`�� � `��� ∈ ¢Fh�`� ∪ �`�1�, ∞= 
biçiminde tanımlı olsun. Bu durumda, 

��, �� � `�6��O`�� � `���P 

eşitli ği ile verilen, ̀  ye, � t-konormunun bir toplamsal üretecidir denir. 

(ii) � bir t-konorm, ¹ ∶ �0, 1= ⟶ �0, 1= fonksiyonu; 1 noktasında sol-sürekli, kesin 
azalan, ¹�0� � 1 ve her , � ∈ �0, 1= için, 

¹�� ∙ ¹��� ∈ ¢Fh�¹� ∪ �0, ¹�1�= 
biçiminde tanımlı olsun. Bu durumda, 

��, �� � ¹�6��O¹�� ∙ ¹���P 

eşitli ği ile verilen, ¹ ye, � t-konormunun bir çarpımsal üretecidir denir (Klement ve ark., 
2000). 

Aşağıda tanımları verilen N, E ve L operatörleri, her bir B ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= 
fonksiyonunu sırasıyla 
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NB�� � B�1 ] �,  EB�� � a6¼�?�,  LB�� � ] lnOB��P 

şeklinde tanımlı NB, EB, LB ∶ �0, 1= ⟶ �0, ∞= fonksiyonlara dönüştürmek üzere, t-
normların ve t-konormların toplamsal ve çarpımsal üreteçleri arasındaki ilişki şekil 5’te 
verilmiştir (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 21. Teorem: ��¾�¾∈H t-normlar ve O�F¾, a¾�P¾∈H, �0, 1= in boş olmayan, ikişer 

ayrık, açık alt aralıklarından oluşan bir aile olsun. O zaman, aşağıdaki şekilde tanımlanan � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir t-normdur: 

��, �� � �F¾ � �a¾ ] F¾� ∙ �¾ � ?6G¿À¿6G¿ , 6G¿À¿6G¿� , , � ∈ �F¾, a¾=min�, �� , �_ğaw �|w|r�F c   (2.15) 

(Klement ve ark., 2004b). 

 

Şekil 5. Bir � t-normunun ve onun dual t-konormu � nin toplamsal ve çarpımsal üreteçleri arasındaki 

ilişkiler: değişmeli bir şema. Burada N, E ve L operatörleri, her bir B ∶  �0, 1= ⟶ �0, ∞= fonksiyonunu 
sırasıyla NB�� � B�1 ] �,  EB�� � a6¼�?�,  LB�� � ] lnOB��P şeklinde tanımlı NB, EB, LB ∶ �0, 1= ⟶�0, ∞= fonksiyonlara dönüştürmektedir (Klement ve ark., 2004b). 

2. 2. 22. Tanım: ��¾�¾∈H t-normlar ve O�F¾, a¾�P¾∈H, �0, 1= in boş olmayan, ikişer 

ayrık, açık alt aralıklarından oluşan bir aile olsun. (2.15) ile tanımlanan � t-normu 〈F¾, a¾, �¾〉, Ã ∈ I nın sıralı toplamıdır denir ve  

� � �〈F¾, a¾, �¾〉�¾∈H 

ile ifade edilir (Klement ve ark., 2004b). 
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2. 2. 23. Örnek: 

(i) Her bir � t-normu, tek terim 〈0, 1, �〉 ile bir sıralı toplamdır, yani � � �〈0, 1, �〉� 
olur. 

(ii) � � �〈0.1, 0.5, �V〉, 〈0.7, 0.9, �W〉� sıralı toplamı aşağıdaki gibidir: 

��, �� � �0.1 � 2.5� ] 0.1��� ] 0.1�, , � ∈ �0.1, 0.5=0.7 � maks� � � ] 1.6, 0� ,     , � ∈ �0.7, 0.9=  min�, �� , �_ğaw �|w|r�F c 
(Klement ve ark., 2000). 

2. 3. Sürekli t-normlar 

2. 3. 1. Teorem: Bir � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu için aşağıdakiler denktir: 

(i) � bir sürekli Arşimedyan t-normdur. 

(ii) � nin bir sürekli toplamsal üreteci vardır, yani, pozitif çarpımsal sabite göre tek 
olarak belirlenen ve £�1� � 0, her �, �� ∈ �0, 1=2 için, 

��, �� � £�6���£�� � £���� 
biçiminde tanımlı bir sürekli, kesin azalan £ ∶ �0, 1= ⟶ �0, ∞= fonksiyonu vardır. Burada, £ 
nin pozitif çarpımsal sabite göre tek olarak belirlenmesinden; £� ve £2 yukarıdaki koşulları 
sağlayan iki fonksiyon ise, Ç ∈ �0, ∞� olmak üzere £� � Ç£2 olduğu kastedilmektedir 
(Klement ve ark., 2004c). 

Kanıt: (ii) ⟹ (i) : 2. 2. 6. Teorem, 2. 2. 9. Önerme ve 2. 2. 12. Önermeden çıkar. 

(i) ⟹ (ii) :  ∈ �0, 1= ve r, h ∈ i için, 

p�
�È� � supÉ� ∈ �0, 1= ∶  �p�l� f Ê, 

p�
�l � � �p�

�l��p��� 
tanımlansın. Her � ∈ i için p�

ËÌËÈ � � p�
ÌÈ �

 olduğundan p�
ÌÈ �

 iyi tanımlıdır. � Arşimedyan 

olduğu için, her  ∈ �0, 1= için, 

liml⟶q p�
�l� � 1 

olur. Eğer bir  ∈ �0, 1= ve bir h ∈ i ∪ �0� için p�l� � p�l¡�� ise, tümevarımdan 

p�l� � p�2l� � �p�l��p�2� 
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elde edilir ve � sürekli Arşimedyan olduğundan, p�l� ∈ �0, 1� olur. Yani, p�l� ∈ �0, 1� 

olduğunda, p�l� D p�l¡�� dir. 

Herhangi bir F ∈ �0, 1� elemanı seçilsin ve v ∶  ℚ ∩ �0, ∞�  ⟶ �0, 1=, v�w� � Fp�Î� 
fonksiyonu tanımlansın. � sürekli ve liml⟶q p�

�È� � 1 olduğundan v süreklidir. Ayrıca, 

her  ∈ �0, 1= ve r, h, Ï, Ð ∈ i için, 

p�� l⁄ �¡�Ò Ó⁄ � � p���Ó¡lÒ� lÓ⁄ � 
      � �p�� lÓ⁄ ��p

��Ó¡lÒ�
 

      � � ¨�p�� lÓ⁄ ��p
��Ó� , �p�� lÓ⁄ ��p

�lÒ�© 

      � � �p�� l⁄ �, p�Ò Ó⁄ �� 

olur ve sonuç olarak her w, ` ∈ ℚ ∩ �0, ∞� için, 

v�w � `� � Fp�Î¡Ô� � ��Fp�Î�, Fp�Ô�� � Fp�Î� � v�w� 

elde edilir, yani, v artmayandır. v�r h⁄ � D 0 olacak şekilde her r h⁄ , Ï Ð⁄ ∈ ℚ ∩ �0, ∞� 
için, 

v ¨rh � ÏÐ© � v ¨rÐ � 1hÐ © � �Fp�� lÓ⁄ ��p
��Ó¡�� f ��Fp�� lÓ⁄ ��p

��Ó� � v �rh � 

olduğundan, v fonksiyonu �0, 1= in ters resmi üzerinde kesin azalandır. 

v, ℚ ∩ �0, ∞� üzerinde monoton ve sürekli olduğundan, bir vÕ ∶ �0, ∞=  ⟶ �0, 1=, vÕ�� � inf�v�w� ∶  w ∈ ℚ ∩ �0, =� fonksiyonuna tek olarak genişletilebilir. O zaman, vÕ 
sürekli ve artmayandır ve her , � ∈ �0, ∞= için, 

vÕ� � �� � � �vÕ��, vÕ���� 

olur. Ayrıca, vÕ, �0, 1= in ters resmi üzerinde kesin azalandır. sup∅ � 0 olmak üzere, £ ∶ �0, 1= ⟶ �0, ∞=,  
£�� � sup×� ∈ �0, ∞= ∶  vÕ��� D Ø 

tanımlansın. Bu durumda £, vÕ nin pseudo-tersidir ve vÕ, £ nin pseudo-tersidir. O zaman £ 
süreklidir, kesin azalandır ve £�1� � 0 dır. O halde, her , � ∈ �0, 1= için, 

��, �� � � �vÕO£��P, vÕO£���P� � vÕO£�� � £���P � £�6��O£�� � £���P 
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olduğundan, £, � nin bir sürekli toplamsal üretecidir. 

£�, £2 ∶ �0, 1= ⟶ �0, ∞= fonksiyonları, � nin sürekli toplamsal üreteçleri olsunlar, 
yani, her , � ∈ �0, 1= için, 

£��6��O£��� � £����P � £2�6��O£2�� � £2���P 

olsun. | � £2�� ve Ù � £2��� dönüşümleri ile, | � Ù ∈ Ú0, £2�0�P olacak şekilde her |, Ù ∈ �0, £2�0�= için, 

£� ∘ £2�6���|� � £� ∘ £2�6���Ù� � £� ∘ £2�6���| � Ù�   (2.16) 

bulunur. £� ve £2�6�� in sürekliliğinden, | � Ù ∈ �0, £2�0�= olacak şekilde her |, Ù ∈�0, £2�0�= için (2.16) eşitli ği sağlanır. (2.16) eşitli ği, sürekli, kesin artan £� ∘ £2�6�� ∶�0, £2�0�= ⟶ �0, ∞= çözümleri, bir � ∈ �0, ∞� için £� ∘ £2�6�� � � ∙ _��Q,²Û�Q�= eşitli ğini 

sağlaması gereken bir Cauchy fonksiyonel eşitli ğidir. Sonuç olarak, bir � ∈ �0, ∞� için £� � �£2 elde edilir. 

2. 3. 2. Teorem: Bir � ∶  �0, 1=2 ⟶ �0, 1= fonksiyonu bir sürekli t-normdur ancak ve 
ancak �, sürekli arşimedyan t-normların bir sıralı toplamıdır (Klement ve ark., 2004c). 

2. 3. 3. Önerme: � bir sürekli t-norm, w�, w2, w;, w�, wÜ ∈ �0,1� olsun. Herhangi w� D w2 

için, ��w�, w;� g w2 olacak şekilde bir w; ve herhangi w� için ��wÜ, wÜ� g w� olacak şekilde 

bir wÜ bulunabilir (George ve Veeramani, 1994). 

Kanıt: w� D w2 olsun. ��w�, 0� � 0 ve ��w�, 1� � w� dir. ��w�, . � ∶ �0,1= ⟶ �0,1= 
fonksiyonu sürekli ve w2 ∈ �0, w�� olduğundan, Ara Değer Teoremine göre ��w�, �� � w2 

olacak şekilde bir � ∈ �0, 1� vardır. w; g � seçilirse, ��w�, w;� g ��w�, �� � w2 bulunur. w� ∈ �0, 1� için F ∈ �w�, 1� seçilsin. ��F, 0� � 0 ve ��F, 1� � F dır. ��F, . � ∶�0,1= ⟶ �0,1= fonksiyonu sürekli ve w� ∈ �0, F� olduğundan, Ara Değer Teoremine göre ��F, �� � w� olacak şekilde bir � ∈ �0, 1� vardır. wÜ g maks �F, �� seçilirse, ��wÜ, wÜ� g��F, �� � w� bulunur. 
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BÖLÜM 3 

FUZZY METR ĐK UZAYLAR 

 3. 1. Fuzzy Metrik Uzaylar 

3. 1. 1. Tanım: � herhangi bir küme, ∗ bir sürekli t-norm ve �, � � � � �0, ∞� 

üzerinde bir fuzzy kümesi olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan ��, �,∗� üçlüsüne 

(Kramosil ve Michalek 1975; Grabiec, 1988) anlamında bir fuzzy metrik uzay denir: 

∀, �, � ∈ �, ∀£, ` D 0 için; 

(i) ��, �, 0� � 0 

(ii)  ∀£ D 0 için ��, �, £� � 1 ⟺  � � 

(iii)  ��, �, £� � ���, , £� 

(iv) ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ��, �, £ � `� 

(v) ��, �, . �: �0, ∞� ⟶ �0,1= soldan süreklidir. 

3. 1. 2. Uyarı: ��, �, £� değeri, £ ye göre  ve � arasındaki yakınlık derecesi olarak 

düşünülebilir. Bu durum; £ D 0 için  ve � arasındaki mesafenin sıfır (yani  � �) olması ��, �, £� � 1 biçiminde,  ve � arasındaki mesafenin sonsuz olması ise, ��, �, £� � 0 

ile belirtilir. Kramosil ve Michalek anlamındaki bir fuzzy metrik uzayın oluşturacağı 

topoloji Hausdorff olamayacağından, fuzzy metrik uzay üzerinde bir Hausdorff topoloji 

oluşturmak için 3. 1. 1. Tanımı değiştirilerek 3. 1. 3. Tanımı elde edilmiştir (George ve 

Veeramani, 1994). 

3. 1. 3. Tanım: � herhangi bir küme, ∗ bir sürekli t-norm ve �, � � � � �0, ∞� 

üzeride bir fuzzy kümesi olsun. Aşağıdaki koşulları sağlayan ��, �,∗� üçlüsüne (George ve 

Veeramani, 1994) anlamında bir fuzzy metrik uzay denir: 

∀, �, � ∈ �, ∀£, ` D 0 için; 

(i) ��, �, £� D 0 

(ii)  ��, �, £� � 1 ⟺  � � 

(iii)  ��, �, £� � ���, , £� 

(iv) ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ��, �, £ � `� 

(v) ��, �, . �: �0,∞� ⟶ �0,1= süreklidir. 
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Bu durumda ��,∗� ikilisine, � üzerinde (George ve Veeramani, 1994) anlamında bir 

fuzzy metriktir denir. Karışıklık yaratmayacak durumlarda ��,∗� yerine sadece � 

kullanılacaktır. 

3. 1. 4. Yardımcı Teorem: Her , � ∈ � için, ��, �, . � fonksiyonu azalmayandır 

(Grabiec, 1988). 

Kanıt:  , � ∈ � ve 0 f £ f ` olsun. O zaman, 

��, �, £� � ��, �, £� ∗ ���, �, ` ] £� � ��, �, `� 

3. 1. 5. Uyarı: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve , � ∈ � olsun. £ D 0 ve 0 f w f 1 

olmak üzere, ��, �, £� D 1 ] w ise ��, �, £Q� D 1 ] w ve 0 f £Q f £ olacak şekilde bir £Q bulunabilir (George ve Veeramani, 1994). 

Kanıt:  £ D 0 ve 0 f w f 1 olmak üzere, ��, �, £� D 1 ] w olsun. ��, �, £ 2Ý � �
��, �, £� dir. Eğer �O, �, £ 2Ý P D 1 ] w ise, £Q � £ 2Ý  alındığında istenen sağlanır. Eğer 

�O, �, £ 2Ý P � 1 ] w ise, �O, �, £ 2Ý P � 1 ] w f ��, �, £� ve ��, �, . � sürekli 

olduğundan Ara Değer Teoremine göre 1 ] w f ��, �, £Q� f ��, �, £� olacak şekilde bir 

£Q ∈ O£ 2Ý , £P vardır. 

3. 1. 6. Örnek: � � A olsun. F ∗ � � F� ve her , � ∈ �, £ ∈ �0,∞� için,  

��, �, £� � 1
a|?6|²  

fonksiyonu verilsin. O zaman, ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzaydır (George ve Veeramani, 

1994). 

Kanıt:  , �, � ∈ � ve £, ` D 0 olsun. Bu durumda; 

(i)  e � ise, a|·�Þ|ß D 0   ⟹  ��, �, £� D 0 

 � � ise, a|·�Þ|ß � 1   ⟹  ��, �, £� � 1 D 0. 

(ii)   � � ⟺  | ] �| � 0  ⟺ a|·�Þ|ß � 1 ⟺ ��, �, £� � 1. 

(iii)  ��, �, £� � �
À|·�Þ|ß � �

À|Þ�·|ß � ���, , £�. 
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(iv) Üçgen eşitsizliğinden, | ] �| � | ] �| � |� ] �| 
dir. Ayrıca, 

²¡Ô² D 1 ve 
²¡ÔÔ D 1 olduğundan, 

| ] �| � ¨£ � `£ © | ] �| � ¨£ � `` © |� ] �| 
olur ve buradan, | ] �|£ � ` � | ] �|£ � |� ] �|`  

ve dolayısı ile, 

a|?6à|²¡Ô � a|?6|² ∙ a|6à|Ô  

elde edilir. O halde, 

��, �, £� ∗ ���, �, `� � �
À|·�Þ|ß ∙ �

À|Þ�á|â � �
À|·�á|ß®â � ��, �, £ � `� dir. 

(v) � � | ] �| olsun. O zaman, £ ∈ �0,∞� için £ ⟼ �
ÀËß  fonksiyonu sürekli 

olduğundan, ��, �, . �: �0,∞� ⟶ �0,1= sürekli olur. 

Böylece ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzaydır. 

3. 1. 7. Uyarı: 3. 1. 6. Örnekte A yerine herhangi bir � metrik uzayı ve | ] �| 
yerine ��, �� alındığında da ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olur. Ayrıca 3. 1. 6. Örnekte, F ∗ � � F� t-normu yerine F ∗ � � min�F, �� t-normu alınsa da örnek doğru olur (George 

ve Veeramani, 1994). 

Aşağıdaki örnek; her metriğin bir fuzzy metrik ürettiğini ve dolayısıyla da fuzzy 

metrik uzay kavramının metrik uzay kavramın bir genellemesi olduğunu gösterir. 

3. 1. 8. Örnek: ��, �� bir metrik uzay olsun. F ∗ � � F� ve , � ∈ � ve �, r, h ∈ A¡ 

olmak üzere,  

��, �, £� � �£l�£l � r��, �� 

tanımlansın. O zaman, ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzaydır. ��,∗� fuzzy metriğine, � 

metriğinin ürettiği fuzzy metrik denir (George ve Veeramani, 1994). 
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Kanıt: , �, � ∈ � ve £, ` D 0 olsun. 

(1) �, r, h ∈ A¡, £ D 0 ve ��, �� g 0 olduğundan, ��, �, £� � �²È
�²È¡�J�?,� D 0 

olur. 

(2) ��, �, £� � 1 ⟺  �²È
�²È¡�J�?,� � 1 ⟺ r��, �� � 0 ⟺ ��, �� � 0 ⟺  � �. 

(3) ��, �, £� � �²È
�²È¡�J�?,� � �²È

�²È¡�J�,?� � ���, , £� 

(4) Genelliği bozmadan ̀l � £l olsun. 

��, �, £� ∗ ���, �, `� � �£l�£l � r��, �� ∙ �`l�`l � r���, ��
� �2£l`l�2£l`l � �£lr���, �� � �`lr��, �� � r2��, �����, ��
� �2£l`l�2£l`l � �`lr���, �� � �`lr��, �� � �£l�£l � r���, �� � ���, ��=
� �£l�£l � r��, �� � ��£ � `�l��£ � `�l � r��, �� � ��, �, £ � `� 

bulunur. 

(5) B � ��, �, . � ∶ �0, ∞� ⟶ �0, 1=, B�£� � �²È
�²È¡�J�?,� fonksiyonu süreklidir. 

O halde, ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzaydır. 

3. 1. 9. Uyarı: 3. 1. 8. Örnek, F ∗ � � F� t-normu yerine F ∗ � � r_h�F, �� t-normu 

alındığında da sağlanır (George ve Veeramani, 1994). 

 3. 1. 10. Tanım: 3. 1. 8. Örnekte, � � r � h � 1 alınarak elde edilen 

��, �, £� � ££ � ��, �� 

fuzzy metriğine, � metriği tarafından üretilen standart fuzzy metrik denir (George ve 

Veeramani, 1994). 
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3. 1. 11. Örnek: � � i, F ∗ � � F� olsun. Her £ D 0 için, 

��, �, £� � ¬  �Ý   ,  � � _`a� Ý    , � �  _`ac 
biçiminde ise ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzaydır (George ve Veeramani, 1994). 

Kanıt: , �, � ∈ i ve £, ` D 0 olsun. 

(1)  � � ise, ��, �, £� � ? D 0 ve � �  ise, ��, �, £� � ? D 0 dır. 

(2) ��, �, £� � 1 ⟹  ? � 1 veya 
? � 1 ⟹   � � 

 � � ⟹  ��, �, £� � ? � 1  

(3)  � � ise, ��, �, £� � ? � ���, , £� 

� �  ise, ��, �, £� � ? � ���, , £� 

(4) Genelliği bozmadan,  � � olsun. 

� � � veya � � � dir. 

� � � ise;  � � olacağından ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ? ∙ à � ?à � ��, �, £ � `� 

olur. 

� � � ise; iki durum söz konusudur:  � � veya � � . 

 � � ise; ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ? ∙ à � ?à ∙ àà � ?à � ��, �, £ � `� 

� �  ise; ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ? ∙ à � ?? ∙ à? � à? � ��, �, £ � `� 

bulunur. 

(5) ��, �, . � ∶ �0, ∞� ⟶ �0, 1= fonksiyonu sabit olduğundan süreklidir. 

O halde, ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzaydır. 
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3. 1. 12. Uyarı: 3. 1. 11. Örnekte, her , � ∈ i için  

��, �, £� � ££ � ��, �� 

koşulunu sağlayan i üzerinde bir � metriği yoktur. Ayrıca, 3. 1. 11. Örnekteki � 

fonksiyonu, F ∗ � � r_h�F, �� t-normu ile göz önüne alındığında bir fuzzy metrik değildir 

(George ve Veeramani, 1994). 

Kanıt: i üzerinde, yukarıdaki koşulu sağlayan bir � metriği var olsun. 

£ ∶� ��1, 5� � 1 olsun. O zaman, 

��1, 5, £� � �Ü � ²²¡J��,Ü�  ve  ��2, 5, £� � 2Ü � ²²¡J�2,Ü� 
olur. Buradan, 

2££ � ��1, 5� � ££ � ��2, 5�  ⟹ 2£ � 2��2, 5� � £ � ��1, 5�  ⟹ £ � ��1, 5� ] 2��2,5�  
⟹ ��1, 5� � 1 � ��1, 5� ] 2��2,5� f ��1, 5� 

olur ki, bu bir çelişkidir. O halde, 3. 1. 11. örnekte, her , � ∈ i için ��, �, £� � ²²¡J�?,� 
koşulunu sağlayan i üzerinde bir � metriği yoktur. Ayrıca, 3. 1. 11. örnekteki � 

fonksiyonu, F ∗ � � r_h�F, �� t-normu ile göz önüne alındığında 

��1, 2, £� ∗ ��2, 5, `� � 12 ∗ 25 � 25 ≰ 15 � ��1, 5, £ � `� 

olduğundan bir fuzzy metrik değildir. 

 3. 2. Bir Fuzzy Metrik Tarafından Üretilen Topoloj i 

3. 2. 1. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzayı olsun ve herhangi bir  ∈ � noktası 

verilsin. £ D 0 ve 0 f w f 1 olmak üzere, 

9�, w, £� � �� ∈ � ∶ ��, �, £� D 1 ] w� 
kümesine,  ∈ � merkezli ve w yarıçaplı açık yuvar denir (George ve Veeramani, 1994). 
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3. 2. 2. Sonuç: Bir fuzzy metrik uzayda her açık yuvar bir açık kümedir (George ve 

Veeramani, 1994). 

Kanıt: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay,  ∈ �, £ D 0 ve 0 f w f 1 için 9�, w, £� bu 

uzayda bir açık yuvar ve � ∈ 9�, w, £� olsun. O zaman, ��, �, £� D 1 ] w olur. Buradan, 

∃£Q ∶ 0 f £Q f £   ve  ��, �, £Q� D 1 ] w   
dir ve   wQ � ��, �, £Q� D 1 ] w seçilsin. Bu durumda wQ D 1 ] w olduğundan, 

 ∃` ∶   wQ D 1 ] ` D 1 ] w, 0 f ` f 1 dir. Ayrıca, ∃w� ∶   0 f w� f 1, wQ ∗ w� g 1 ] `  ve  

böylece, 

9��, 1 ] w�, £ ] £Q� ⊆ 9�, w, £� 

olur. Gerçekten, � ∈ 9��, 1 ] w�, £ ] £Q� ise, ���, �, £ ] £Q� D w� ve buradan, 

��, �, £� g ��, �, £Q� ∗ ���, �, £ ] £Q� g ��, �, £Q� ∗ w� � wQ ∗ w� g 1 ] ` D 1 ] w 

bulunur. Yani, ��, �, £� D 1 ] w ve dolayısıyla, � ∈ 9�, w, £� dir. O halde 9�, w, £� bir  

açık kümedir. 

 3. 2. 3. Sonuç: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olsun. O zaman, 

@U ∶� �I ⊆ � ∶  ∈ I ⟹  ∃£, w ∶  £ D 0, 0 f w f 1, 9�, w, £� ⊆ I� 
ailesi, � üzerinde bir topolojidir (George ve Veeramani, 1994). 

 Kanıt:  (i) ∅, � ∈ @ 

 (ii) I, 9 ∈ @ ve  ∈ I ∩ 9 olsun. Buradan,  ∈ I ve  ∈ 9 olur. Öyleyse, 

9�, w�, £�� ⊆ I, 9�, w2, £2� ⊆ 9 

olacak şekilde £�, £2 D 0, 0 f w�, w2 f 1 vardır. w ∶� min �w�, w2� ve £ ∶� min �£�, £2� 
seçilirse, 

9�, w, £� ⊆ �9�, w�, £�� ∩ 9�, w2, £2�= ⊆ I ∩ 9 

olur. Gerçekten; � ∈ 9�, w, £� ise, 
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���, , £�� g ���, , £� D 1 ] w g 1 ] w�  ⟹  � ∈ 9�, w�, £�� 

���, , £2� g ���, , £� D 1 ] w g 1 ] w2  ⟹  � ∈ 9�, w2, £2� 

olur. O halde, I ∩ 9 ∈ @ dur. 

(iii) �Im�m∈å ⊆ @ ve  ∈ ⋃ Imm∈å  olsun. 

∃x ∈ æ ∶  ∈ Iz 

olur ve Iz ∈ @ olduğundan, 

∃£ D 0, w ∈ �0, 1� ∶ 9�, w, £� ⊆ Iz 

dir. Buradan,  

9�, w, £� ⊆ Iz ⊆ § Imm∈å  

olduğundan 

§ Imm∈å ∈ @ 

olur. 

O halde @U, � üzerinde bir topolojidir. 

3. 2. 4. Not: 3. 2. 3. Sonuçta tanımlanan ��, @U� topolojik uzayında, her  ∈ � 

noktası için, ×9O, 1 hÝ , 1 hÝ P ∶ h � 1, 2, 3, … Ø ailesi,  noktasının bir komşuluklar tabanı 

olduğundan, � üzerindeki @U topolojisi birinci sayılabilirdir (George ve Veeramani, 1994). 

 Kanıt:  �,  ∈ � noktasının herhangi bir komşuluğu olsun. O zaman, 

∃I ∈ @ ∶  ∈ I ⊆ � 

olur. Buradan, 

∃£ D 0, w ∈ �0, 1� ∶ 9�, w, £� ⊆ I ⊆ � 

dir. � ∶� min �w, £� seçilsin. 

∃h ∈ i ∶  1h f � 
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dır. Öyleyse, 

9O, 1 hÝ , 1 hÝ P ⊆ 9�, w, £� ⊆ I ⊆ � 

olur. Gerçekten; � ∈ 9O, 1 hÝ , 1 hÝ P ise, 

��, �, £� g ��, �, �� g �O, �, 1 hÝ P D 1 ] 1 hÝ D 1 ] � D 1 ] w 

⟹ � ∈ 9�, w, £� 

olur. O halde, ×9O, 1 hÝ , 1 hÝ P ∶ h � 1, 2, 3, … Ø ailesi,  noktasının bir komşuluklar 

tabanıdır. 

 3. 2. 5. Teorem: Her fuzzy metrik uzay Hausdorff tur (George ve Veeramani, 1994). 

 Kanıt:  ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı verilsin ve , � ∈ �,  e � olsun. O zaman,  

£ D 0 için  0 f ��, �, £� f 1 dir. w ∶� ��, �, £� olsun. Bu durumda, ∃wQ ∶ w f wQ f 1,ve  

w� ∗ w� g wQ, 0 f w� f 1 olacak şekilde bir w� bulunabilir. Buradan, 

9 �, 1 ] w�, �2£� ∩ 9 ��, 1 ] w�, �2£� � ∅ 

dir. Gerçekten, 

� ∈ 9 �, 1 ] w�, �2£� ∩ 9 ��, 1 ] w�, �2£� 

var olsaydı, 

w � ��, �, £� g � �, �, �2£� ∗ � ��, �, �2£� g O1 ] �1 ] w��P ∗ O1 ] �1 ] w��P � w� ∗ w�
g wQ D w 

olurdu ki, bu bir çelişkidir. 

 O halde, ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı Hausdorff tur. 

3. 2. 6. Teorem: Her fuzzy metrik uzay normaldir ve her fuzzy metrik uzayın �� 

olmasından dolayı regülerdir. 

Kanıt:  ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı, I, 9 ⊆ � ayrık kapalı altkümeleri ve £ D 0 

verilsin. ��I, 9, £� � sup���F, �, £� ∶ F ∈ I, � ∈ 9� olmak üzere, C ∶� 1 ] ��I, 9, £�  
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olsun. 2. 3. 3. Önermeden, �1 ] C �Ý � ∗ �1 ] C �Ý � g 1 ] C 2Ý  olacak şekilde bir � ∈ i 

vardır. 

� ∶� ⋃ 9�F, C �Ý , £ 2Ý �G∈H  ve � ∶� ⋃ 9��, C �Ý , £ 2Ý �¦∈ç  

kümeleri tanımlansın. O zaman, I ⊆ �, 9 ⊆ � dir, � ve � kümeleri açıktır ve � ∩ � � ∅ 

dir. Gerçekten, bir  ∈ � ∩ � var olsaydı; 

�OF, , £ 2Ý P D �1 ] C �Ý � ve �O�, , £ 2Ý P D �1 ] C �Ý � olacak biçimde F ∈ I ve � ∈ 9 

elemanları var olurdu, buradan 

�1 ] C� � ��I, 9, £� g ��F, �, £� g �OF, , £ 2Ý P ∗ �O, �, £ 2Ý P 

g �1 ] C �Ý � ∗ �1 ] C �Ý � g 1 ] C 2Ý D 1 ] C 

olurdu ki bu bir çelişkidir. O halde ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı normaldir. 

3. 2. 7. Sonuç: ��, �� bir metrik uzay olsun. �, � üzerinde, � metriği tarafından 

üretilen standart fuzzy metrik olsun. O zaman, � metriği tarafından üretilen @J topolojisi 

ile � fuzzy metriği tarafından üretilen @U topolojisi aynıdır (George ve Veeramani, 1994). 

 Kanıt:  I ∈ @J ve  ∈ I olsun. O zaman, 

∃C D 0 ∶ 9�, C� ⊆ I 

olur. £ � C ve w ∈ �0, 0.5� seçilirse, 

9�, w, £� ⊆ I 

olur. Gerçekten; 

� ∈ 9�, w, £�  ⟹ ��, �, £� � ££ � ��, �� D 1 ] w ⟹  CC � ��, �� D 1 ] w 
⟹ ��, �� f w1 ] w ∙ C f C ⟹ � ∈ 9�, C� ⊆ I 

olur, buradan I ∈ @U bulunur. 

 Diğer taraftan, I ∈ @U ve  ∈ I olsun. O zaman, 

∃£ D 0, w ∈ �0, 1� ∶  9�, w, £� ⊆ I 
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olur. C ∈ �0, Î²�6Î� seçilirse, 

9�, C� ⊆ I 

olur. Gerçekten; 

� ∈ 9�, C� ⟹  ���, � f w£1 ] w  ⟹ ���, , £� � ££ � ���, � D 1 ] w ⟹ � ∈ 9�, w, £� 

olur, buradan I ∈ @J bulunur. 

O halde, @J � @U dir. 

3. 2. 8. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve I ⊆ � olsun. ∀, � ∈ I için ��, �, £� D 1 ] w, £ D 0, 0 f w f 1 olacak şekilde £ ve w sayıları varsa I ⊆ � 

altkümesine F-sınırlıdır denir (George ve Veeramani, 1994). 

3. 2. 9. Sonuç: ��, �,∗�, � üzerindeki bir � metriği tarafından üretilen fuzzy metrik 

uzay olsun. O zaman, bir I ⊆ � altkümesinin F-sınırlı olması için gerek ve yeter koşul I ⊆ � nın d-sınırlı olmasıdır (George ve Veeramani, 1994). 

Kanıt:  I ⊆ � altkümesi F-sınırlı olsun. O zaman, her , � ∈ I için ��, �, £� D 1 ]w, £ D 0, 0 f w f 1 olacak şekilde £ ve w sayıları vardır. Buradan, her , � ∈ I için, 

�, r, h ∈ A¡ olmak üzere  ��, �, £� � �²È
�²È¡�J�?,� D 1 ] w dir. Yani, her , � ∈ I için, 

��, �� f �� ��²È
�6Î ] �£l� ∈ A¡ olur. O halde, I d-sınırlıdır. 

Tersine, I ⊆ � altkümesi d-sınırlı olsun. O zaman, her , � ∈ I için, ��, �� f � 

olacak şekilde bir � ∈ A¡ vardır. Buradan, �, r, h ∈ A¡, £ D 0 olmak üzere  ��, �, £� �
�²È

�²È¡�J�?,� D �²È
�²È¡�� � 1 ] �1 ] �²È

�²È¡��� olur. w � 1 ] �²È
�²È¡�� yazılırsa, her , � ∈ I 

için ��, �, £� D 1 ] w, £ D 0, 0 f w f 1 olacak şekilde £ ve w sayıları bulunmuş olur. O 

halde, I F-sınırlıdır. 

3. 2. 10. Teorem: Bir fuzzy metrik uzayın her tıkız I altkümesi F-sınırlıdır (George 

ve Veeramani, 1994). 

 Kanıt:  ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay, I ⊆ � bir tıkız altküme,  £ D 0 ve  

0 f w f 1  sabitleri verilsin. �9�, w, £�:  ∈ I� ailesi, I nın bir açık örtüsüdür. I tıkız  
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olduğundan,  ∃�, 2, … , l ∈ I ∶  I ⊆ ⋃ 9�m, w, £�lmn�  olur. , � ∈ I verilsin. O zaman, 

∃m, z ∈ I, _, x ∈ �1, 2, … , h�,  ∈ 9�m, w, £�  ve  � ∈ 9�z , w, £� dir. Buradan, 

��, m , £� D 1 ] w  ve  �O�, z , £P D 1 ] w  olur. Ã ∶� min��Om , z , £P ∶ 1 � _, x � h� 
olsun. Ã D 0 olup 

��, �, 3£� g ��, m , £� ∗ �Om , z , £P ∗ �Oz , �, £P g �1 ] w� ∗ Ã ∗ �1 ] w� 

ve ∃` ∈ �0,1� ∶  �1 ] w� ∗ Ã ∗ �1 ] w� D 1 ] ` dir. £è ∶� 3£ alındığında,  

��, �, £è� D 1 ] ` 

olur. O halde I ⊆ �, F-sınırlıdır. 

3. 2. 11. Uyarı: Bir fuzzy metrik uzaydaki her tıkız küme kapalı ve F-sınırlıdır. 

(George ve Veeramani, 1994).  

3. 2. 12. Teorem: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve @, � fuzzy metriğinin ürettiği 

topoloji olmak üzere � de verilen her bir �l� dizisi için aşağıdaki önerme sağlanır: 

h ⟶ ∞  _�ah  l ⟶  ⟺  ∀£ D 0 için h ⟶ ∞ _�ah ��l, , £� ⟶ 1 

(George ve Veeramani, 1994). 

Kanıt:  £ D 0 verilsin ve h ⟶ ∞ _�ah  l ⟶  olsun. O zaman, her 0 f w f 1 için, ∃hQ ∈ i ∶  ∀h g hQ _ç_h l ∈ 9�, w, £� dir ve buradan,   

∃hQ ∈ i ∶  ∀h g hQ _ç_h ��l, , £� D 1 ] w 

olur. Bu da h ⟶ ∞ _�ah ��l, , £� ⟶ 1 demektir. 

Tersine, ∀£ D 0 için h ⟶ ∞ _�ah ��l, , £� ⟶ 1 olsun. Buradan, her  0 f w f 1 

için, ∃hQ ∈ i ∶  ∀h g hQ _ç_h 1 ] ��l, , £� f w  ve böylece, 

∃hQ ∈ i ∶  ∀h g hQ _ç_h ��l, , £� D 1 ] w 

dir. Yani  ∃hQ ∈ i ∶  ∀h g hQ _ç_h l ∈ 9�, w, £� olur. O zaman, h ⟶ ∞  _�ah  l ⟶   

olur. 
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3. 2. 13. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve �l�, bu uzayda bir dizi olsun. 

liml→q ��l¡Ò, l, £� � 1, £ D 0, Ï � 1, 2, 3, …  
koşulu sağlanıyorsa, �l� dizisine Grabiec anlamında Cauchy dizisidir denir. Her Grabiec 

anlamında Cauchy dizisinin yakınsak olduğu bir fuzzy metrik uzaya, Grabiec anlamında 

tam fuzzy metrik uzay denir (Grabiec, 1988). 

3. 2. 14. Not: 3. 2. 13. Tanıma göre, A bile Grabiec anlamında tam değildir. Mesela, �, A üzerinde Euclid metriği ve �, � metriği tarafından üretilen standart fuzzy metrik 

olmak üzere �A, �,∙� fuzzy metrik uzayında �l � 1 � 1 2Ý � 1 3Ý � ⋯ � 1 hÝ  dizisi ele 

alınsın. 

�O�l¡Ò, �l, £P � ££ � é�l¡Ò ] �lé � £
£ � 1h � 1 � 1h � 2 � ⋯ � 1h � Ï 

dir. Dolayısıyla, 

liml→q �O�l¡Ò, �l, £P � 1 

bulunur. Yani, ��l� dizisi�A, �,∙� fuzzy metrik uzayında Grabiec anlamında bir Cauchy 

dizisidir. �A, �,∙� fuzzy metrik uzayının Grabiec anlamında tam olduğu kabul edilsin. O 

zaman, 

∃ ∈ A ∶  h ⟶ ∞  _�ah  ���l, , £� ⟶ 1 

dir. Buradan,  h ⟶ ∞  _�ah  ²²¡|êÈ6?| ⟶ 1  ve böylece, h ⟶ ∞  _�ah  |�l ] | ⟶ 0  
yani, h ⟶ ∞  _�ah �l ⟶  olur ki, bu  A de doğru değildir. (George ve Veeramani, 

1994). 

Çok kullanışlı olmayan bu Cauchy dizisi tanımına alternatif olan ve daha kullanışlı 

olacağı düşünülen ve de �A, �,∙� yi tam fuzzy metrik uzay yapan bir Cauchy dizisi tanımı 

aşağıdaki biçimde verilecektir. 

3. 2. 15. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve �l�, bu uzayda bir dizi olsun. 

∀C ∈ �0, 1�, £ D 0 için ∃hQ ∈ i ∶ ∀h, r g hQ ⟹ ��l, �, £� D 1 ] C 
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koşulu sağlanıyorsa, �l� dizisine bir Cauchy dizisi ve her Cauchy dizisinin yakınsak 

olduğu bir fuzzy metrik uzayına da tam fuzzy metrik uzay denir (George ve Veeramani, 

1994). 

Bu tanıma göre; �, A üzerinde Euclid metriği ve �, � metriği tarafından üretilen 

standart fuzzy metrik olmak üzere �A, �,∙� fuzzy metrik uzayı 3. 2. 18. Sonuçtan 

görüleceği üzere gerçekten tamdır. 

3. 2. 16. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olsun ve herhangi bir  ∈ � noktası 

verilsin. £ D 0 ve 0 f w f 1 olmak üzere, 

9�, w, £= � �� ∈ � ∶ ��, �, £� g 1 ] w� 
kümesine,  ∈ � merkezli ve w yarıçaplı kapalı yuvar denir (George ve Veeramani, 1994). 

3. 2. 17. Sonuç: Bir fuzzy metrik uzayda her kapalı yuvar bir kapalı kümedir 

(George ve Veeramani, 1994). 

 Kanıt:  ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay, 9�, w, £= bu uzayda bir kapalı yuvar ve � ∈ 9�, w, £=ÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕÕ olsun. � birinci sayılabilir olduğundan, ��l� ⟶ � olacak şekilde 9�, w, £= de 

bir ��l� dizisi vardır. Buradan,  ∀£ D 0 için ���l, �, £� ⟶ 1 dir ve C D 0 verilirse 

��, �, £ � C� g ��, �l, £� ∗ ���l, �, C� 

olur. Dolayısıyla, 

��, �, £ � C� g liml→q ��, �l, £� ∗ liml→q ���l, �, C� g �1 ] w� ∗ 1 � 1 ] w 

olur. Özel olarak, h ∈ i için C � 1 hÝ  alınırsa, �O, �, £ � 1 hÝ  P g 1 ] w ve buradan da, 

��, �, £� � liml→q �O, �, £ � 1 hÝ  P g 1 ] w elde edilir. Yani, � ∈ 9�, w, £= dir. O 

halde 9�, w, £= bir kapalı kümedir. 

3. 2. 18. Sonuç: ��, �� bir metrik uzay olsun. ��, �� tamdır ancak ve ancak � 

tarafından üretilen standart fuzzy metrik uzay ��, �J ,∗� tamdır (George ve Veeramani, 

1997). 

Kanıt: Đlk olarak; �l�, ��, �� de bir Cauchy dizisidir ancak ve ancak �l�, ��, �J ,∗� da bir Cauchy dizisidir. Gerçekten; 
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�l�, ��, �� de bir Cauchy dizisi olsun ve £ D 0, w ∈ �0,1� verilsin. C � Î²�6Î D 0 

tanımlansın. �l�, ��, �� de bir Cauchy dizisi olduğundan, 

∃hQ ∈ i ∶  ∀h, r g hQ ⟹ ��l, �� f C 

olur. Buradan, 

∃hQ ∈ i ∶  ∀h, r g hQ ⟹ ��l, �, £� � ££ � ��l, �� D 1 ] w 

bulunur. Yani �l�, ��, �J ,∗� da bir Cauchy dizisidir. 

Tersine, �l�, ��, �J ,∗� da bir Cauchy dizisi olsun ve C D 0 verilsin. £ D 0 

belirlensin ve w � ë²¡ë ∈ �0, 1� tanımlansın. �l�, ��, �J ,∗� da bir Cauchy dizisi 

olduğundan, 

∃hQ ∈ i ∶  ∀h, r g hQ ⟹ ��l, �, £� � ££ � ��l, �� D 1 ] w 

olur. Buradan,  

∃hQ ∈ i ∶  ∀h, r g hQ ⟹ ��l, �� f C 

bulunur. Yani �l�, ��, �� de bir Cauchy dizisidir. 

 ��, �� tam ve �l�, ��, �J,∗� da bir Cauchy dizisi olsun. �l�, ��, �� de bir Cauchy 

dizisi olacağından, @J ye göre l ⟶  olacak şekilde bir  ∈ � vardır. 3. 2. 7. sonuçtan @J � @Uì olduğundan, @Uìye göre l ⟶  dir. O halde ��, �J ,∗� tamdır.  

Tersine, ��, �J ,∗� tam ve �l�, ��, �� de bir Cauchy dizisi olsun. �l�, ��, �J,∗� da 

bir Cauchy dizisi olacağından, @Uì ye göre l ⟶  olacak şekilde bir  ∈ � vardır. 3. 2. 

7. sonuçtan @J � @Uì olduğundan, @Jye göre l ⟶  dir. O halde ��, �� tamdır. 

3. 2. 19. Önerme: ���, ��,∗� ve ��2, �2,∗� fuzzy metrik uzayları verilsin. Verilen £ D 0 sayısı ve ��, 2�, ���, �2� ∈ �� � �2 noktaları  için, 

�O��, 2�, ���, �2�, £P � ����, ��, £� ∗ �2�2, �2, £� 

biçiminde tanımlanan �, �� � �2 kümesi üzerinde bir fuzzy metriktir (George ve 

Veeramani, 1997).  

Kanıt:  ���, ��,∗� ve ��2, �2,∗� fuzzy metrik uzaylar olduklarından ∗ t-normu 

süreklidir. ��, 2�, ���, �2�, ���, �2� ∈ �� � �2 ve £, ` D 0 verilsin. Bu durumda, 

(i) �O��, 2�, ���, �2�, £P � ����, ��, £� ∗ �2�2, �2, £� D 0 
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(ii)  �O��, 2�, ���, �2�, £P � 1 ⟺ ����, ��, £� ∗ �2�2, �2, £� � 1 

    ⟺ ����, ��, £� � 1, �2�2, �2, £� � 1 

    ⟺ �, � ��, 2 � �2 

    ⟺ ��, 2� � ���, �2� 

(iii)  �O��, 2�, ���, �2�, £P � ����, ��, £� ∗ �2�2, �2, £� 

    � �����, �, £� ∗ �2��2, 2, £� 

    � �O���, �2�, ��, 2�, £P 

(iv) �O��, 2�, ���, �2�, £P ∗ �O���, �2�, ���, �2�, `P 

   � ����, ��, £� ∗ �2�2, �2, £� ∗ �����, ��, `� ∗ �2��2, �2, `� 

   � ����, ��, £� ∗ �����, ��, `� ∗ �2�2, �2, £� ∗ �2��2, �2, `� 

   � ����, ��, £ � `� ∗ �2�2, �2, £ � `� 

   � �O��, 2�, ���, �2�, £ � `P 

(v) ����, ��, . � ∶ �0, ∞� ⟶ �0, 1= ve �2�2, �2, . � ∶ �0, ∞� ⟶ �0, 1= 
fonksiyonları ve ∗ t-normu sürekli olduğundan, 

�O��, 2�, ���, �2�, . P ∶  �0, ∞� ⟶ �0, 1= 
fonksiyonu da süreklidir. O halde �, �� � �2 üzerinde bir fuzzy metriktir.  

3. 2. 20. Tanım:  3. 2. 19. Önermedeki şekilde tanımlanan � fuzzy metriğine �� � �2 üzerindeki çarpım fuzzy metriği, ��� � �2, �,∗� üçlüsüne de çarpım fuzzy metrik 

uzayı denir. 

3. 2. 21. Teorem: ���, ��,∗� ve ��2, �2,∗� tam fuzzy metrik uzaylar ise, ��� ��2, �,∗� çarpım fuzzy metrik uzayı tamdır (George ve Veeramani, 1997). 

Kanıt:  ���, ��,∗� ve ��2, �2,∗� tam fuzzy metrik uzaylar ve �Fl�, �� � �2 de bir 

Cauchy dizisi olsun. O zaman, ∀h ∈ i için Fl � �l, �l� ∈ �� � �2 şeklindedir ve her £ D 0, w ∈ �0, 1� için, 

∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �O�l, �l�, ��, ���, £P D 1 ] w 

dir. Buradan, ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ ���l, �, £� g ���l, �, £� ∗ �2��l, ��, £� D 1 ] w 

ve ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �2��l, ��, £� g ���l, �, £� ∗ �2��l, ��, £� D 1 ] w 

olacağından, �l� ve ��l�  dizileri sırasıyla ���, ��,∗� ve ��2, �2,∗� uzaylarında birer 

Cauchy dizileridir. ���, ��,∗� ve ��2, �2,∗� tam olduklarından, �l� dizisinin yakınsadığı 

bir  ∈ �� noktası ve ��l� dizisinin yakınsadığı bir � ∈ �2 noktası vardır. £ D 0, w ∈ 
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ve ∃h2 ∈ i ∶ h g h2 ⟹ �2��l, �, £� D 1 ] ` 

olduğu biliniyor. � ∶� max �h�, h2� seçilirse,  her h g � için, 

�O�l, �l�, �, ��, £P � ���l, , £� ∗ �2��l, �, £� D �1 ] `� ∗ �1 ] `� g 1 ] w 

olur. Yani, �Fl� dizisi ��� � �2, �,∗� çarpım fuzzy metrik uzayında �, �� noktasına 

yakınsaktır. O halde ��� � �2, �,∗� tamdır. 

3. 2. 22. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve �Nl�l∈i, � in altkümelerinin bir 

ailesi olsun. Eğer her £ D 0, w ∈ �0, 1� için, ∃h ∈ i ∶  ∀, � ∈ Nl için ��, �, £� D 1 ] w 

koşulu sağlanıyor ise, �Nl�l∈i ailesi fuzzy sıfır çapa sahiptir denir (George ve Veeramani, 

1997). 

3. 2. 23. Uyarı: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve N ⊆ � boştan farklı bir küme 

olsun. N fuzzy sıfır çapa sahiptir ancak ve ancak N tek nokta kümesidir (George ve 

Veeramani, 1997). 

Kanıt:  ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay ve N ⊆ � fuzzy sıfır çapa sahip boştan farklı 

bir küme olsun. N nin tek nokta kümesi olmadığı varsayılsın. O zaman,  e � olacak 

şekilde , � ∈ N noktaları vardır. Buradan, her £ D 0 için ��, �, £� ∈ �0, 1� dir. £ D 0 ve w f 1 ] ��, �, £� olacak şekilde w ∈ �0, 1� alınabileceğinden, ��, �, £� f 1 ] w olur. 

Bu ise N nin fuzzy sıfır çapa sahip olması ile çelişir. O halde varsayım yanlıştır, yani N tek 

nokta kümesidir. 

Tersine, N tek nokta kümesi ise, her , � ∈ N için  � � olacağından; her £ D 0, , � ∈ N için ��, �, £� � 1 D 1 ] w bulunur. Dolayısıyla, N fuzzy sıfır çapa sahiptir. 

 

3. 2. 24. Teorem: Bir ��, �,∗� fuzzy metrik uzayının tam olması için gerek ve yeter 

koşul, fuzzy sıfır çapa sahip, boştan farklı kapalı kümelerden oluşan ve iç içe azalan her �Nl�ln�q  dizisi için ⋂ Nlqln� e ∅ olmasıdır. (George ve Veeramani, 1997) 

Kanıt:  ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı verilsin. Fuzzy sıfır çapa sahip, boştan farklı 

kapalı kümelerden oluşan ve iç içe azalan her �Nl�ln�q  dizisi için ⋂ Nlqln� e ∅ olsun ve de 

� de bir �l� Cauchy dizisi verilsin. Il ∶� �l, l¡�, l¡2, … � olmak üzere Nl ∶� Il 

kümeleri tanımlanırsa �Nl�ln�q  ailesi fuzzy sıfır çapa sahip olur: ` ∈ �0, 1�, £ D 0 verilsin. 

Bu durumda,  
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olur ve �l�, bir Cauchy dizisi olduğundan, 

∃hQ ∈ i ∶  h, r g hQ ⟹ �Ol, �, £ 3Ý P D �1 ] w� 

dir. Dolayısıyla, ∀, � ∈ Ilª için �O, �, £ 3Ý P D �1 ] w� elde edilir. Ayrıca , � ∈ Nlª ise, 

Nlª kapalı olduğundan, Nlª da  noktasına yakınsayan bir �lè � dizisi ve � noktasına 

yakınsayan bir ��lè � dizisi vardır. Böylece de,  

∃h� ∈ i ∶  h g h� ⟹ lè ∈ 9�, w, £ 3Ý � ve ∃h2 ∈ i ∶  h g h2 ⟹ �lè ∈ 9��, w, £ 3Ý � 

bulunur. � ∶� max �hQ, h�, h2� seçilirse, 

��, �, £� g �O, �è , £ 3Ý P ∗ �O�è , ��è , £ 3Ý P ∗ �O��è , �, £ 3Ý P 

    D �1 ] w� ∗ �1 ] w� ∗ �1 ] w� D �1 ] `� 

olur. Yani, ∀, � ∈ Nlª için ��, �, £� D 1 ] ` ve dolayısıyla, �Nl�ln�q  fuzzy sıfır çapa 

sahiptir. Öyleyse hipotezden, ⋂ Nlqln� e ∅ olur ve  ∈ ⋂ Nlqln�  alınsın. O zaman, w ∈�0, 1�, £ D 0 için,  ∃h; ∈ i ∶  h g h; ⟹ ��l, , £� D 1 ] w ve ∃h; ∈ i ∶  h g h; ⟹ l ∈ 9�, w, £� 

dir. Yani, �l� dizisi  noktasına yakınsak olur ki bu ��, �,∗� fuzzy metrik uzayının tam 

olması demektir. 

Tersine, ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı tam ve �Nl�ln�q  ailesi, fuzzy sıfır çapa sahip, 

boştan farklı kapalı kümelerden oluşan ve iç içe azalan bir kümeler dizisi olsun. �l� 
dizisi, her h � 1, 2, 3, … için l ∈ Nl olacak şekilde tanımlansın. �Nl�ln�q , fuzzy sıfır çapa 

sahip olduğundan, her w ∈ �0, 1�, £ D 0 için,  ∃hQ ∈ i ∶  ∀, � ∈ Nlª için ��, �, £� D 1 ] w 

olur ve yine her h, r g hQ için; l ∈ Nl ⊆ Nlª ve � ∈ N� ⊆ Nlª olduğundan, 

��l, �, £� D 1 ] w elde edilir. Yani �l� bir Cauchy dizisidir. ��, �,∗� tam olduğundan, �l� dizisi bir  ∈ � noktasına yakınsar. Böylece, her h ∈ i sabiti için,  � g h ⟹ � ∈ Nl 

olduğundan, ∀w ∈ �0, 1�, £ D 0 için 9�, w, £� ∩ Nl e ∅ ve ∀h ∈ i için  ∈ Nl � Nl olur. 

O halde ⋂ Nlqln� e ∅ dir. 

3. 2. 25. Uyarı:  ∈ ⋂ Nlqln�  elemanı tektir. Gerçekten , � ∈ ⋂ Nlqln�  ise, �Nl�ln�q , 

fuzzy sıfır çapa sahip olduğundan, her £ D 0 sabiti ve her h ∈ i için ��, �, £� D 1 ] 1 hÝ  

dir. Dolayısıyla, ��, �, £� � 1 ve böylece  � � dir (George ve Veeramani, 1997). 

3. 2. 26. Sonuç: Bir ��, �� metrik uzayının tam olması için gerek ve yeter koşul, 

boştan farklı kapalı kümelerden oluşan, çapları sıfıra yaklaşan ve iç içe azalan her �Nl�ln�q  

dizisi için ⋂ Nlqln� e ∅ olmasıdır. (George ve Veeramani, 1997) 

 



46 

 

BÖLÜM 3 – FUZZY METR ĐK UZAYLAR           Ramazan EKMEKÇ Đ 

Kanıt:  ��, �� bir metrik uzayı ve hipotezde verilen koşullar sağlansın. � ile üretilen �J standart fuzzy metriği tarafından üretilen @Uìtopolojisi ile � metriği tarafından üretilen 

@J topolojisi aynıdır. Eğer , � ∈ Nl, w ∈ �0, 1�, £ D 0 ise, î�Nl� sıfıra yakınsadığından; 

∃hQ ∈ i ∶  îONlªP f ²Î�6Î  ⟹  ∀, � ∈ Nlª için ��, �� f ²Î�6Î ⟹  ∀, � ∈ Nlª için 

�J�, �, £� D 1 ] w olur. Böylece �Nl�ln�q  fuzzy sıfır çapa sahip ve 3. 2. 24. Teoremden, ��, �J ,∗� bir tam fuzzy metrik uzaydır. Buradan da 3. 2. 18. Sonuç kullanılırsa ��, �� tam 

olur. 

Tersine, ��, �� metrik uzayı tam ve bu uzayda, �Nl�ln�q  ailesi boştan farklı kapalı 

kümelerden oluşan, çapları sıfıra yaklaşan ve iç içe azalan bir dizi olsun. 3. 2. 18. Sonuç 

gereği ��, �J ,∗� fuzzy metrik uzayı tamdır. Ayrıca �Nl�ln�q , ��, �J ,∗� de fuzzy sıfır çapa 

sahip ve 3. 2. 24. Teoremden ⋂ Nlqln� e ∅ elde edilir. 

3. 2. 27. Sonuç: Her ayrılabilir fuzzy metrik uzay ikinci sayılabilirdir (George ve 

Veeramani, 1997). 

Kanıt:  ��, �,∗� ayrılabilir fuzzy metrik uzayı ve I � �Fl ∶ h ∈ i�, � in sayılabilir 

yoğun bir altkümesi verilsin. 8 � É9�Fz , 1 �Ý , 1 �Ý � ∶ x, � ∈ iÊ  ailesi � deki açık kümeler 

için bir sayılabilir tabandır. Bu iddiayı doğrulamak için; ï, � de bir açık küme ve  ∈ï ise, ∃w ∈ �0, 1�, £ D 0 ∶ 9�, w, £� ⊆ ï ve w ∈ �0, 1� olduğundan, �1 ] `� ∗ �1 ] `� D
1 ] w olacak şekilde bir ̀ ∈ �0, 1� bulunabilir. 1 rÝ f min �`, £ 2Ý � biçiminde bir r ∈ i 

seçilirse I, � de yoğun olduğundan 9O, 1 hÝ , 1 hÝ P ∩ I e ∅, 

∃Fz ∈ I ∶  Fz ∈ 9O, 1 rÝ , 1 rÝ P elde edilir ve  ∈ 9OFz , 1 rÝ , 1 rÝ P ⊆ 9�, w, £� dir. 

Gerçekten, � ∈ 9OFz, 1 rÝ , 1 rÝ P ise,  

��, �, £� g �O, Fz , £ 2Ý P ∗ �OFz , �, £ 2Ý P g �O, Fz , 1 rÝ P ∗ �OFz , �, 1 rÝ P
g O1 ] 1 rÝ P ∗ O1 ] 1 rÝ P g �1 ] `� ∗ �1 ] `� D 1 ] w 

olacağından � ∈ 9�, w, £� dir. O halde 8 bir tabandır. Yani, ��, �,∗� ikinci sayılabilirdir. 

3. 2. 28. Sonuç: Ayrılabilir bir fuzzy metrik uzayın her alt uzayı da ayrılabilirdir. 

(George ve Veeramani, 1997). 

Kanıt:  � ayrılabilir fuzzy metrik uzayı ve L, � in bir alt uzayı olsun. O zaman, � in 

sayılabilir yoğun bir I � �l ∶ h ∈ i� altkümesi vardır. Her sabit h, � ∈ i için ∅ e
É ∈ � ∶ ��l, , 1 �Ý � D 1 ] 1 �Ý Ê kümesinden bir l� seçilsin ve 9 ∶� �l� ∶ h, � ∈ i� 
tanımlansın. Bu 9 kümesi sayılabilirdir ve L ⊆ 9 dir. Gerçekten, � ∈ L, w ∈ �0, 1�, £ D 0 

ise ∃� ∈ i ∶ 0 f 1 �Ý f £ 2Ý , �1 ] 1 �Ý � ∗ �1 ] 1 �Ý � D 1 ] w ve I, � de yoğun  
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olduğundan, ∃r ∈ i ∶ ���, �, 1 �Ý � D 1 ] 1 �Ý  olur ve 9 nin tanımından, ∃�� ∈ 9 ∶
����, �, 1 �Ý � D 1 ] 1 �Ý  dir. Buradan da; 

  ����, �, £� g �O�� , �, £ 2Ý P ∗ �O�, �, £ 2Ý P g  ���� , �, 1 �Ý � ∗ ���, �, 1 �Ý � 

     g �1 ] 1 �Ý � ∗ �1 ] 1 �Ý � D 1 ] w 

bulunur ki bu � ∈ 9 demektir, yani L ⊆ 9 dir. < ∶� 9 ∩ L tanımlanırsa, < sayılabilirdir ve L alt uzayında yoğundur. O halde L alt uzayı ayrılabilirdir. 

3. 2. 29. Tanım: � boştan farklı herhangi bir küme ve �L, �,∗� bir fuzzy metrik uzay 

olmak üzere �Bl�, � den L ye fonksiyonların bir dizisi ve B, � den L ye bir fonksiyon 

olsun. Eğer her w ∈ �0, 1�, £ D 0,  ∈ � için, ∃hQ ∈ i ∶  h g hQ ⟹ ��Bl��, B��, £� D 1 ] w 

koşulu sağlanıyor ise, �Bl� fonksiyonlar dizisi B fonksiyonuna düzgün yakınsar denir 

(George ve Veeramani, 1997). 

3. 2. 30. Düzgün Limit Teoremi: � bir topolojik uzay, L bir fuzzy metrik uzay ve Bl: � ⟶ L sürekli fonksiyonların bir dizisi olsun. Eğer �Bl� dizisi, bir B: � → L 

fonksiyonuna düzgün yakınsıyor ise B süreklidir (George ve Veeramani, 1997). 

Kanıt:  � topolojik uzayı ve �L, �,∗� fuzzy metrik uzayı, �, L de bir açık küme ve Q ∈ B6���� olsun. B�Q� ∈ � dir ve � açık olduğundan, 

 ∃w ∈ �0, 1�, £ D 0 ∶ 9�B�Q�, w, £� ⊆ � dir ve w ∈ �0, 1� olduğu için, ∃` ∈ �0, 1� ∶  �1 ] `� ∗  �1 ] `� ∗ �1 ] `� D 1 ] w 

olur. �Bl�, B ye düzgün yakınsadığından, her  ∈ � için, 

∃hQ ∈ i ∶ h g hQ ⟹ �OBl��, B��, £ 3Ý P D 1 ] `, 
ve her h ∈ i için Bl’ler sürekli olduğundan, sabit bir h g hQ için 

Bl��� ⊆ 9�Bl�Q�, `, £ 3Ý � biçiminde Q ın bir � komşuluğu bulunabilir. Yani, ∀ ∈ � için 

�OBl��, Bl�Q�, £ 3Ý P D 1 ] ` dir. O halde, ∀ ∈ � için 

��B��, B�Q�, £� g �OB��, Bl��, £ 3Ý P ∗ �OBl��, Bl�Q�, £ 3Ý P ∗ �OBl�Q�, B�Q�, £ 3Ý P 

         g �1 ] `� ∗  �1 ] `� ∗ �1 ] `�  D 1 ] w 

olur. Böylece, her  ∈ � için B�� ∈ 9�B�Q�, w, £� ⊆ � ve B��� ⊆ � olur. Öyleyse, Q ∈ � ⊆ B6���� dir. O halde, B süreklidir. 

3. 2. 31. Yardımcı Teorem: Bir ��, @� T� topolojik uzayı metriklenebilirdir ancak ve 

ancak � üzerinde @> � @ olacak şekilde sayılabilir tabanlı bir > düzgünlüğü vardır. 

(Kelley, 1955) 
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3. 2. 32. Teorem: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olsun. O zaman, � fuzzy metriği 

tarafından üretilen ��, @U� topolojik uzayı metriklenebilirdir (Gregori ve Romaguera, 

2000). 

Kanıt:  ∀h ∈ i için, �l ∶� ��, �� ∈ � � � ∶ �O, �, 1 hÝ P D 1 ] 1 hÝ � tanımlansın. 8 � ��l ∶ h ∈ i� ailesi, � üzerindeki bir > düzgünlüğü için bir tabandır ve � üzerinde > 

düzgünlüğünün tanımladığı @> topolojisi ile @U topolojisi aynıdır: 

(i) ∀ ∈ �, h ∈ i için, �O, , 1 hÝ P � 1 D 1 ] 1 hÝ  olduğundan, 

Δ � ��, �:  ∈ �� ⊆ �ñ 

(ii)  Her h ∈ i için �l¡� ⊆ �l dir. Gerçekten, �, �� ∈ �l¡� ise, 

�O, �, 1 hÝ P g �O, �, 1 h � 1Ý P D 1 ] 1 h � 1Ý D 1 ] 1 hÝ  

dir ve buradan da, �, �� ∈ �l bulunur. O halde, �l, �� ∈ 8 ise,  �¶òóô �l,�� ⊆ �l ∩ �� ve �¶òóô �l,�� ∈ 8 

(iii)  Her , � ∈ �, £ D 0 için ��, �, £� � ���, , £� olduğundan, �l � �l6� dir. 

O halde, �l ∈ 8 ise, �l6� ⊆ �l ve �l6� ∈ 8 olur. 

(iv) �l ∈ 8 olsun, h ∈ i olduğu için ve ∗ t-normunun sürekliliğinden, 

r D 2h ve O1 ] 1 rÝ P ∗ O1 ] 1 rÝ P D �1 ] 1 hÝ � 

Biçiminde bir r ∈ i vardır. O zaman, �� ∘ �� ⊆ �l dir. Gerçekten, �, �� ∈ �� ve 

��, �� ∈ �� ise ��, �, . � fonksiyonu azalmayan olduğundan, ��, �, 1 hÝ � g
��, �, 2 rÝ � dir ve böylece,  

�O, �, 1 hÝ P g �O, �, 2 rÝ P g �O, �, 1 rÝ P ∗ �O�, �, 1 rÝ P 

g O1 ] 1 rÝ P ∗ O1 ] 1 rÝ P D �1 ] 1 hÝ � 

olur ki bu �, �� ∈ �l demektir. O halde, 8 � ��l ∶ h ∈ i� ailesi, � üzerindeki bir > 

düzgünlüğü için bir tabandır. Diğer taraftan; her  ∈ �, h ∈ i için, 

�l�� � ×� ∈ � ∶  �O, �, 1 hÝ P D 1 ] 1 hÝ Ø � 9�, 1 hÝ , 1 hÝ  � 

olmak üzere ×9O, 1 hÝ , 1 hÝ P ∶ h � 1, 2, 3, … Ø ailesi,  noktasının bir komşuluklar tabanı 

olacağından, @> � @U bulunur. Ayrıca, ��, @U� Hausdorff olduğundan, 3. 2. 31. Yardımcı 

Teorem gereği ��, @U� metriklenebilirdir. 

3. 2. 33. Tanım: ��, @� bir topolojik uzay olsun. 

a) � kümesi üzerinde, @ � @U olacak şekilde bir ��,∗� fuzzy metriği varsa, ��, @� 

topolojik uzayı fuzzy metriklenebilirdir denir. 
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b) � kümesi üzerinde, @ � @U olacak şekilde bir ��,∗� tam fuzzy metriği varsa, ��, @� topolojik uzayı tamamıyla fuzzy metriklenebilirdir denir. 

3. 2. 34. Sonuç: Bir topolojik uzayın metriklenebilir olması için gerek ve yeter koşul 

bu uzayın fuzzy metriklenebilir olmasıdır (Gregori ve Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, @� bir metriklenebilir topolojik uzay olsun. O zaman, � üzerinde, @ 

topolojisini üreten bir � metriği vardır. � üzerinde, � metriği bir �J fuzzy metriği üretir. 3. 

2. 7. Sonuçtan, @Uì � @ dir. Tersi, 3. 2. 32. Teoremden çıkar. 

3. 2. 35. Teorem: ��, �,∗� bir tam fuzzy metrik uzay olsun. O zaman ��, @U� 

tamamıyla metriklenebilirdir (Gregori ve Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ∀h ∈ i için, �l ∶� ×�, �� ∈ � � � ∶ �O, �, 1 hÝ P D 1 ] 1 hÝ Ø tanımlansın. 

3. 2. 32. Teoremin kanıtından, 8 � ��l ∶ h ∈ i� ailesi, � üzerindeki bir > düzgünlüğü 

için bir tabandır ve � üzerinde > düzgünlüğünün tanımladığı @> topolojisi ile @U topolojisi 

aynıdır. O zaman, 3. 2. 31. Yardımcı Teoremden, � üzerinde > düzgünlüğüne bir � 

metriği karşılık gelir. Ayrıca ��, �� metrik uzayı tamdır. Gerçekten, ��, �� metrik 

uzayında bir �l� Cauchy dizisi verilsin. �l� dizisinin ��, �,∗� de Cauchy dizisi 

olduğunu göstermek için, 0 f w f 1 ve £ D 0 sayıları verilsin. Buradan 1 �Ý � min�£, w� 
olacak şekilde bir � ∈ i belirlenebilir. ��, �� metrik uzayında, �l� dizisi Cauchy 

olduğundan, ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �l, �� ∈ ��, yani 

∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ ��l, �, £� g ��l, �, 1 �Ý � D 1 ] 1 �Ý g 1 ] w 

bulunur. O halde �l� dizisi, ��, �,∗� tam fuzzy metrik uzayında bir Cauchy dizisidir ve 

dolayısıyla @U ye göre yakınsaktır. Dolayısıyla, ��, �� metrik uzayı tamdır ve ��, @U� 

tamamıyla metriklenebilirdir. 

3. 2. 36. Sonuç: Bir topolojik uzayın tamamıyla metriklenebilir olması için gerek ve 

yeter koşul tamamıyla fuzzy metriklenebilir olmasıdır (Gregori ve Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, @� tamamıyla metriklenebilir bir topolojik uzay olsun. O zaman, � 

üzerinde @ � @J olacak şekilde bir � metriği vardır ve ��, �� metrik uzayı tamdır. �J, � 

metriğinin ürettiği standart fuzzy metrik olmak üzere, ��, �J ,∙� fuzzy metrik uzayı tamdır. 

Gerçekten, �l� dizisi, ��, �,∗� fuzzy metrik uzayında bir Cauchy dizisi olsun ve C D 0 

sayısı verilsin. Her £ D 0, 0 f w f 1 için, ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ ��l, �, £� D 1 ] w 

olur. w ∶� ëë¡� seçilirse, 

∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ ��l, �, £� � ££ � ��l, �� D 1 ] w � 1 ] CC � 1 � 1C � 1 
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ve buradan, ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ ��l, �� f C bulunur. Öyleyse �l�, ��, �� tam 

metrik uzayında Cauchy dizisidir, dolayısıyla yakınsaktır. O halde, ��, �J ,∙� fuzzy metrik 

uzayı tamdır. Yani ��, @� tamamıyla fuzzy metriklenebilirdir. Önermenin diğer yönü, 3. 2. 

35. Teoremden çıkar. 

3. 2. 37. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olsun. Eğer ��, @U� topolojik uzayı 

tıkız ise ��, �,∗� fuzzy metrik uzayı tıkızdır denir (Gregori ve Romaguera, 2000). 

3. 2. 38. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olsun. Eğer her w ∈ �0, 1�, £ D 0 için � � ⋃ 9�F, w, £�G∈H  olacak şekilde sonlu bir I ⊆ � altkümesi varsa ��, �,∗� fuzzy metrik 

uzayına öntıkızdır denir. Bu durumda, �, � üzerinde bir öntıkız fuzzy metriktir denir 

(Gregori ve Romaguera, 2000). 

3. 2. 39. Yardımcı Teorem: Bir fuzzy metrik uzayın öntıkız olması için gerek ve 

yeter koşul bu uzaydaki her dizinin bir Cauchy alt dizisinin var olmasıdır (Gregori ve 

Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, �,∗� bir öntıkız fuzzy metrik uzay ve �l� bu uzayda bir dizi olsun. 

∀r ∈ i için � � ⋃ 9�F, 1 rÝ , 1 rÝ �G∈HÌ  olacak şekilde sonlu bir I� ⊆ � altkümesi 

vardır. Buradan, r � 1 için, � � ⋃ 9�F, 1, 1�G∈H�  olacak şekilde sonlu bir I� ⊆ � 

altkümesi vardır. Buradan,  ∀h ∈ i için ��l� ∈  9�F�, 1, 1� olacak şekilde bir F� ∈ I� ve 

�l� nin bir ×��l�Ø alt dizisi vardır. Benzer şekilde, ∀h ∈ i için 2�l� ∈  9�F2, 1 2Ý , 1 2Ý � 

olacak şekilde bir F2 ∈ I2 ve ���l�� nin bir ×2�l�Ø alt dizisi vardır. Bu işlemler takip 

edilerek, r ∈ i, r D 1 ve ∀h ∈ i için ��l� ∈  9�F�, 1 rÝ , 1 rÝ � olacak şekilde bir 

F� ∈ I� ve ���6���l�� nin bir ×��l�Ø alt dizisi vardır. �l� nin ×l�l�Ø alt dizisi ele 

alınsın. Verilen 0 f w f 1 ve £ D 0 sayıları için, 

∃hQ ∈ i ∶ O1 ] 1 hQÝ P ∗ O1 ] 1 hQÝ P D 1 ] w ve 2 hQÝ f £ 

dir. Öyleyse, her �, r g hQ için, 

������, ����, £� g ������, ����, 2 hQÝ � g ������, Flª , 1 hQÝ � ∗ ��Flª , ����, 1 hQÝ �
g O1 ] 1 hQÝ P ∗ O1 ] 1 hQÝ P D 1 ] w 

elde edilir. O halde ×l�l�Ø, ��, �,∗� uzayında bir Cauchy dizisidir. 

Tersine, ��, �,∗� öntıkız olmayan bir fuzzy metrik uzay olsun. O zaman, her sonlu I ⊆ � için � e ⋃ 9�F, w, £�G∈H  olacak şekilde w ∈ �0, 1�, £ D 0 sayıları vardır ve alınan � ∈ � için, bir 2 ∈ �\9��, w, £� ve yine bir ; ∈ �\�⋃ 9��, w, £�2�n� � noktası 

seçilebilir. Bu işlemleri devam ettirerek, terimleri � de ayrık noktalar olan ve her h ∈ i 

için l¡� ∉ ⋃ 9��, w, £�l�n�  biçiminde olan, bir �l� dizisi ele edilebilir. Elde edilen bu 
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ise, ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ ���l, �l, £� D 1 ] w ve buradan, r � h � 1 seçilirse, �l¡� ∈ 9��l, w, £� elde edilir. ��l�, �l� nin bir alt dizisi olduğundan �l¡� � Ò ve 

�l � Ô, Ï D ` olacak şekilde Ï, ` ∈ i sayıları vardır. Buradan, Ò ∈ 9�Ô, w, £� ⊆
⋃ 9��, w, £�Ò6��n�  elde edilir ki bu l¡� ∉ ⋃ 9��, w, £�l�n�  olması ile çelişir. Böylece kanıt 

tamamlanır. 

3. 2. 40. Teorem: Bir ��, �,∗� fuzzy metrik uzayının ayrılabilir olması için gerek ve 

yeter koşul � üzerinde @U � @W olacak şekilde bir ö öntıkız fuzzy metriğinin var olmasıdır 

(Gregori ve Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, �,∗� bir ayrılabilir fuzzy metrik uzay olsun. 3. 2. 32. Teorem ve 3. 2. 27. 

Sonuçtan ��, @U� bir ayrılabilir metriklenebilir topolojik uzaydır. Bu durumda 1. 2. 13. 

Teoremden; @J, � üzerinde � metriğinin ürettiği topoloji olmak üzere, @U � @J olacak 

şekilde � üzerinde bir � öntıkız metriği vardır. � üzerinde, � tarafından üretilen �J fuzzy 

metriği öntıkızdır. Gerçekten, �l�, � de bir dizi ise, � nin öntıkızlığından, �l� nin ��, �� 

de bir ���l�� Cauchy alt dizisi vardır. Verilen w ∈ �0, 1� ve £ D 0 sayıları için C ∶� ²�6Î ] £ 

seçilirse, ∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �O��l�, ����P f C 

olur. Buradan da, 

∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �O��l�, ����, £P � ££ � �O��l�, ����P D ££ � C � 1 ] w 

elde edilir. Yani, ���l��, ��, �J ,∗� fuzzy metrik uzayında bir Cauchy dizisidir ve böylece, 

3. 2. 39. Yardımcı Teoremden, ��, �J ,∗� öntıkızdır. 

Tersine � üzerinde, @U � @W olacak şekilde bir ö öntıkız fuzzy metriği var olsun. O 

zaman her h ∈ i için, � � ⋃ 9�F, 1 hÝ , 1 hÝ �G∈HÈ  biçiminde sonlu bir Il ⊆ � altkümesi 

vardır. I ∶� ⋃ Ilqln�  ise, I ⊆ � altkümesi sayılabilirdir ve � de yoğun olur. Gerçekten, 

 ∈ � ve 9�, 1 rÝ , 1 rÝ �,  noktasının bir temel komşuluğu olarak alınırsa,  ∈
9�F, 1 rÝ , 1 rÝ � olacak şekilde bir F ∈ I� vardır ki bu I’nın � de yoğun olması demektir. 

O halde,  ��, ö,∗� fuzzy metrik uzayı ayrılabilirdir, yani ��, @U� bir ayrılabilir topolojik 

uzaydır. 

3. 2. 41. Yardımcı Teorem: ��, �,∗� bir fuzzy metrik uzay olsun. Eğer �’deki 

herhangi bir Cauchy dizisinin bir  ∈ � yığılma noktası var ise, bu dizi  noktasına 

yakınsar (Gregori ve Romaguera, 2000). 

 



52 

 

BÖLÜM 3 – FUZZY METR ĐK UZAYLAR           Ramazan EKMEKÇ Đ 

Kanıt:  �l�, ��, �,∗� fuzzy metrik uzayında bir  ∈ � yığılma noktasına sahip bir 

Cauchy dizisi olsun. O zaman, �l� nin @U ye göre  noktasına yakınsayan bir  ���l�� alt 

dizisi vardır. O halde, w ∈ �0, 1� ve £ D 0 verildiğinde, ̀ D 0 ve �1 ] `� ∗ �1 ] `� D 1 ] w 

olmak üzere ∃hQ ∈ i ∶ h g hQ ⟹ �O, ��l�, £ 2Ý P D 1 ] ` dir. Diğer taraftan, �l� bir 

Cauchy dizisi olduğundan, ∃h� g ��hQ� ∶  h, r g h� ⟹ �Ol, �, £ 2Ý P D 1 ] ` olur. 

Dolayısıyla her h g h� için; 

��, l, £� g �O, ��l�, £ 2Ý P ∗ �O��l�, l, £ 2Ý P g �1 ] `� ∗ �1 ] `� D 1 ] w 

Böylece, �l� Cauchy dizisi  noktasına yakınsar. 

3. 2. 42. Teorem: Bir fuzzy metrik uzayın tıkız olması için gerek ve yeter koşul bu 

uzayın öntıkız ve tam olmasıdır (Gregori ve Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, �,∗� bir tıkız fuzzy metrik uzay olsun. Her w ∈ �0, 1�, £ D 0 için �9�, w, £� ∶  ∈ �� ailesi � in bir açık örtüsüdür ve ��, �,∗� tıkız olduğundan bu örtünün 

sonlu bir alt örtüsü vardır. Dolayısıyla ��, �,∗� öntıkızdır. �l�, ��, �,∗� da bir Cauchy 

dizisi olsun. I ∶� �l ∶ h ∈ i� kümesi tanımlansın. I kümesi sonlu ise �l� bir  noktasına 

yakınsaktır ve bu  noktası bu dizinin bir yığılma noktasıdır. �l� dizisinin hiç bir yığılma 

noktası olmasın.  O halde I sonlu değildir. �l� dizisinin hiç bir yığılma notası olmadığından I 

kümesinin de hiç bir yığılma noktası yoktur. Yani, 

∀ ∈ � için �9? ] ��� ∩ I � ∅ 

olacak şekilde bir 9? açığı bulunabilir. Buradan, 

∀ ∈ � için 9? ∩ I � ∅  veya 9? ∩ I � �� 
dir. > � �9? ∶  ∈ �� ailesi � in bir açık örtüsüdür. ��, �,∗� tıkız olduğundan, 

∃�, 2, … , l  ∶   � � § 9?÷
l

mn�  

olur ve böylece 

I � I ∩ � � §�I ∩ 9?÷� ⊆ ��, 2, … , l�l
mn�  

olur ki bu I nın sonlu olmaması ile çelişir. O halde ��, �,∗� deki her Cauchy dizisinin bir 

yığılma noktası vardır. 3. 2. 41. Yardımcı Teoremden ��, �,∗� deki her Cauchy dizisi 

yakınsaktır. Dolayısıyla ��, �,∗� tamdır. 
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Tersine, ��, �,∗� öntıkız ve bir tam fuzzy metrik uzay ve �l�, �’de bir dizi olsun. 3. 

2. 39. Yardımcı Teorem ve ��, �,∗�’nin tamlığı gereği, �l� nin bir yığılma noktası vardır. 

Yani ��, @U� dizisel tıkızdır. Ayrıca 3. 2. 32. Teoremden ��, @U� metriklenebilirdir. Her 

metriklenebilir dizisel tıkız topolojik uzay tıkız olduğundan ��, �,∗� tıkızdır. 

3. 2. 43. Teorem: Bir metriklenebilir ��, @� topolojik uzayının tıkız olması için gerek 

ve yeter koşul @U � @ biçimindeki her � fuzzy metriğinin öntıkız olmasıdır (Gregori ve 

Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, @� bir metriklenebilir tıkız topolojik uzay olsun. O zaman, � üzerinde @J � @ olacak şekilde bir � metriği vardır. � üzerinde, � metriğinin ürettiği standart fuzzy 

metrik �J, 3. 2. 42. Teoremden öntıkızdır. 

Tersine, ��, @� metriklenebilir topolojik uzayı için @U � @ biçimindeki her � fuzzy 

metriği öntıkız ve �, � üzerinde @J � @ olacak şekilde herhangi bir metrik olsun. @Uì � @J 

olduğundan, hipotezden, bu � metriğinin ürettiği fuzzy metrik �J öntıkızdır. �l�, � de 

herhangi bir dizi ise, 3. 2. 39. Yardımcı Teoremden, �l� nin ��, �J ,∗� da bir ���l�� 
Cauchy alt dizisi vardır. Seçilen bir C ∈ �0, �2� için, 

∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �J ¨��l�, ����, 12© D 1 ] C 

ve buradan, 

∃hQ ∈ i ∶ h, r g hQ ⟹ �O��l�, ����P f C2�1 ] C� f C 

olur. Dolayısıyla �l� dizisinin ��, �� metrik uzayında bir Cauchy alt dizisi var olmuş olur. 

Öyleyse, � üzerinde @J � @ olan her � metriği öntıkızdır. 1. 2. 14. Teoremden, ��, @� 

tıkızdır. 

3. 2. 44. Teorem: Bir metriklenebilir ��, @� topolojik uzayının tıkız olması için gerek 

ve yeter koşul @U � @ biçimindeki her � fuzzy metriğinin tam olmasıdır (Gregori ve 

Romaguera, 2000). 

Kanıt:  ��, @� bir metriklenebilir tıkız topolojik uzay olsun. O zaman, � üzerinde @J � @ olacak şekilde bir � metriği vardır. � üzerinde, � metriğinin ürettiği standart fuzzy 

metrik �J, 3. 2. 42. Teoremden tamdır. 

Tersine, ��, @� metriklenebilir topolojik uzayı için @U � @ olacak şekilde her � 

fuzzy metriği tam ve �, � üzerinde @J � @ olacak şekilde herhangi bir metrik olsun. @Uì � @J olduğundan, hipotezden, bu � metriğinin ürettiği fuzzy metrik �J tamdır. 

Öyleyse 3. 2. 18. Sonuçtan � tamdır ve 1. 2. 15. Niemytzki-Tychonoff Teoreminden, ��, @� tıkızdır. 
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BÖLÜM 4 

FUZZY QUASĐ METR ĐK UZAYLAR 

Bu bölümde George ve Veeramani anlamında fuzzy metrikler üzerinden fuzzy quasi-

metrik tanımı verilecek ve buna bağlı bazı özellikler incelenecektir. Kramosil ve Michalek 

anlamında fuzzy metrikler için de benzer özellikler elde edilebilir. 

4. 1. Tanımlar ve Temel Sonuçlar: 

4. 1. 1. Tanım: � herhangi bir küme, ∗ bir sürekli t-norm ve �, � � � � �0,∞� 
üzerinde bir fuzzy küme olsun. Aşağıdakiler sağlanıyor ise, ��,∗� çiftine, � üzerinde bir 

fuzzy quasi-pseudo metriktir denir. 

∀, �, � ∈ �, ∀£, ` D 0 için; 

��� ��, �, £� D 0 

����  � � ⟹ ��, �, £� � 1 

����� ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ��, �, £ � `� 

��ø� ��, �, . �: �0, ∞� ⟶ �0,1= süreklidir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 2. Tanım: ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metrik olsun. Eğer her , � ∈ �, £ D 0 için, 

���′�  � � ⟺ ��, �, £� � ���, , £� � 1 

koşulu sağlanıyor ise ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-metriktir denir; Eğer her , � ∈�, £ D 0 için, 

���èè�  � � ⟺ ��, �, £� � 1 

koşulu sağlanıyor ise ��,∗�, � üzerinde bir �� fuzzy quasi-metriktir denir (Gregori ve 

Romaguera, 2004). 

4. 1. 3. Tanım: ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-(pseudo-) metrik olsun. Eğer her , � ∈ �, £ D 0 için, 

�ø� ��, �, £� � ���, , £� 
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koşulu sağlanıyor ise ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy (pseudo-) metriktir denir (Gregori ve 

Romaguera, 2004). 

4. 1. 4. Uyarı: Her fuzzy metrik bir �� fuzzy quasi-metrik, her �� fuzzy quasi-metrik 

bir fuzzy quasi-metrik ve her fuzzy quasi-metrik bir fuzzy quasi-pseudo-metriktir (Gregori 

ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 4. Uyarıdaki ifadenin tersi doğru değildir: 

4. 1. 5. Örnek: � � �F, �, �� ve � ∶ � � � � �0, ∞� ⟶ �0, 1= fonksiyonu her  ∈ �, £ D 0 için; ��F, �, £� � ���, F, £� � 1, ��F, �, £� � ���, F, £� � ���, �, £� ����, �, £� � 0.5, ��, , £� � 1 biçiminde tanımlansın. O zaman, ��,∙�, � üzerinde bir 

fuzzy quasi-pseudo-metriktir ancak bir fuzzy quasi-metrik değildir.  

� � �F, �� ve � ∶ � � � � �0, ∞� ⟶ �0, 1= fonksiyonu her  ∈ �, £ D 0 için; ��F, �, £� � 1, ���, F, £� � 0.5, ��, , £� � 1 biçiminde tanımlansın. O zaman, ��,∙�, � 

üzerinde bir fuzzy quasi-metriktir ancak bir �� fuzzy quasi-metrik değildir. 

� � �F, �� ve � ∶ � � � � �0, ∞� ⟶ �0, 1= fonksiyonu her  ∈ �, £ D 0 için; ��F, �, £� � 0.5, ���, F, £� � 0.6, ��, , £� � 1 biçiminde tanımlansın. O zaman, ��,∙�, � üzerinde bir �� fuzzy quasi-metriktir ancak bir fuzzy metrik değildir. 

4. 1. 6. Tanım: � boştan farklı bir küme ve ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-

(pseudo-) metrik ise ��, �,∗� üçlüsüne bir fuzzy quasi-(pseudo-) metrik uzay denir 

(Gregori ve Romaguera, 2004). 

�� fuzzy quasi-metrik uzay ve fuzzy (pseudo-) metrik uzay kavramları yukarıdaki 

tanıma benzer olarak, uygun şekilde tanımlanır. Buradaki fuzzy metrik uzay kavramı ile 

George ve Veeramani anlamındaki fuzzy metrik uzay kavramı tamamen aynıdır (Gregori 

ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 7. Uyarı: ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-(pseudo-) metrik olsun. �6�, her , � ∈ �, £ D 0 için, �6��, �, £� ∶� ���, , £� olmak üzere, ��6�,∗� da � üzerinde bir 

fuzzy quasi-(pseudo-) metriktir. Ayrıca, �m, her , � ∈ �, £ D 0 için, �m�, �, £�
∶� min���, �, £�, �6��, �, £�� olmak üzere, ��m ,∗� � üzerinde bir fuzzy (pseudo-) 

metriktir (Gregori ve Romaguera, 2004).  
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Kanıt:  ��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metrik ve , �, � ∈ �, £, ` D 0 

olsun. 

(i) �6��, �, £� � ���, , £� D 0 

(ii)  � � ⟹ �6��, �, £� � ���, , £� � 1 

(iii) �6��, �, £� ∗ �6���, �, `� � ���, , £� ∗ ���, �, `� � ���, �, `� ∗ ���, , £� ����, , £ � `� � �6��, �, £ � `� 

(iv) �6��, �, . � �  ���, , . �: �0, ∞� ⟶ �0,1= süreklidir. 

Buradan, ��6�,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metriktir. Eğer ��,∗�, � 

üzerinde bir fuzzy quasi metrik ise, ayrıca  � � ⟺ ��, �, £� � ���, , £� � 1 

olacağından,  � � ⟺ �6��, �, £� � �6���, , £� � 1 olur, yani, ��6�,∗�, � üzerinde 

bir fuzzy quasi- metrik olur. 

��,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metrik ve , �, � ∈ �, £, ` D 0 olsun. ��6�,∗� de � üzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metriktir. Buradan, 

(i) �m�, �, £� ∶� Min���, �, £�, �6��, �, £�� D 0 

(ii)  � � ⟹  ��, �, £� � 1, �6��, �, £� � 1 ⟹  �m�, �, £� � 1 

(iii) �m�, �, £� ∗ �m��, �, `� � Min���, �, £�, �6��, �, £�� ∗ Min����, �, `�, �6���, �, `�� 
olduğundan, 

�m�, �, £� ∗ �m��, �, `� � ��, �, £� ∗ ���, �, `� � ��, �, £ � `� 

ve 

�m�, �, £� ∗ �m��, �, `� � �6��, �, £� ∗ �6���, �, `� � �6��, �, £ � `� 

olur, böylece 

�m�, �, £� ∗ �m��, �, `� � Min���, �, £ � `�, �6��, �, £ � `�� � �m�, �, £ � `� 

(iv) �m�, �, . � ∶� Min���, �, . �, �6��, �, . �� ∶ �0, ∞� ⟶ �0,1= süreklidir. 

Buradan, ��m,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metriktir. Eğer ��,∗�, � 

üzerinde bir fuzzy quasi metrik ise, ayrıca  � � ⟺ ��, �, £� � ���, , £� � 1 ve 
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BÖLÜM 4 – FUZZY QUASĐ METR ĐK UZAYLAR        Ramazan EKMEKÇ Đ  � � ⟺ �6��, �, £� � �6���, , £� � 1 olacağından,  � � ⟺ �m�, �, £� ��m��, , £� � 1 olur, yani, ��m,∗�, � üzerinde bir fuzzy quasi- metrik olur.∎ 

Ayrıca, yukarıda verilen ���′� koşulu aşağıdaki koşula denktir: 

Her  ∈ � ve her £ D 0 için ��, , £� � 1 dir ve her £ D 0 ve her  e � için �m�, �, £� f 1 dir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 8. Önerme: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-pseudo-metrik uzay olsun. O zaman, her , � ∈ � için ��, �, . � fonksiyonu azalmayandır (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt:  , � ∈ � ve 0 f £ f ` olsun. O zaman, 

��, �, £� � ��, , ` ] £� ∗ ��, �, £� � ��, �, `� 

olur. 

4. 1. 9. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun ve herhangi bir  ∈ � noktası verilsin. £ D 0 ve 0 f w f 1 olmak üzere, 

9U�, w, £� � �� ∈ � ∶ ��, �, £� D 1 ] w� 
kümesine,  ∈ � merkezli ve w yarıçaplı açık yuvar denir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 10. Önerme: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun.  ∈ �, 0 f w� � w2 f 1 ve 0 f £� � £2 ise 9U�, w�, £�� ⊆ 9U�, w2, £2� olur (Gregori ve 

Romaguera, 2004). 

Kanıt:  � ∈ 9U�, w�, £�� olsun. 4. 1. 7. Önermeden, 

��, �, £2� g ��, �, £�� D 1 ] w� g 1 ] w2 

yani, � ∈ 9U�, w2, £2� dir. 

4. 1. 11. Önerme: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun. O zaman, 

@U ∶� �I ⊆ � ∶  ∈ I ⟺  ∃£, w ∶  £ D 0, 0 f w f 1, 9�, w, £� ⊆ I� 
ailesi, � üzerinde bir topolojidir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt: 3. 2. 3. Sonuçtakine benzer şekilde yapılır. 
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4. 1. 12. Tanım: 4. 1. 11. Önermede verilen @U topolojisine, ��, �,∗� fuzzy quasi-

pseudo metrik uzayı tarafından üretilen topoloji denir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 13. Önerme: @U, ��, �,∗� fuzzy quasi-pseudo metrik uzayı tarafından üretilen 

topoloji olsun. Her  ∈ � için ×9UO, 1 hÝ , 1 hÝ  P: h � 2, 3, … Ø açık yuvarlar ailesi, @U ye 

göre  noktasının bir komşuluklar tabanıdır (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt:  3. 2. 4. Nottakine benzer şekilde yapılır. 

4. 1. 14. Önerme: @U, bir ��, �,∗� fuzzy quasi-pseudo metrik uzayı tarafından 

üretilen topoloji olsun. Eğer � bir fuzzy quasi-metrik (bir �� fuzzy quasi-metrik, bir fuzzy 

metrik) ise, @U sırsıyla bir �Q (bir ��, bir Hausdorff) topolojidir (Gregori ve Romaguera, 

2004). 

Kanıt: @U, bir ��, �,∗� fuzzy quasi-metrik uzayı tarafından üretilen topoloji ve , � ∈ �,  e � olsun. O zaman, her £ D 0 için ��, �, £� e 1 veya ���, , £� e 1 dir. 

w� ∶� 1 ] ��, �, £� ve w2 ∶� 1 ] ���, , £� 

tanımlansın. O halde, 

 ∈ 9�, w�, £�, � ∉ 9�, w�, £� veya � ∈ 9��, w2, £�,  ∉ 9��, w2, £� 

olur, buradan, @U topolojisi �Q dır. 

@U, bir ��, �,∗� �� fuzzy quasi-metrik uzayı tarafından üretilen topoloji ve , � ∈ �, e � olsun. O zaman, her £ D 0 için ��, �, £� e 1 ve ���, , £� e 1 dir. 

w� ∶� 1 ] ��, �, £� ve w2 ∶� 1 ] ���, , £� 

tanımlansın. O halde, 

 ∈ 9�, w�, £�, � ∉ 9�, w�, £� ve � ∈ 9��, w2, £�,  ∉ 9��, w2, £� 

olur, buradan, @U topolojisi �� dir. 

Ayrıca, 3. 2. 5. Teoremden her fuzzy metrik uzay Hausdorfftur. 

4. 1. 15. Önerme: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun. O zaman, her 9U�, w, £� açık yuvarı, @U topolojisi için bir açık kümedir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt: 3. 2. 2. Sonuçtakine benzer şekilde yapılır. 
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4. 1. 16. Önerme: : ��, �,∗� bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay ve �l� bu uzayda 

bir dizi olsun. �l�, @U topolojisine göre bir  ∈ � noktasına yakınsaktır ancak ve ancak 

her £ D 0 için liml ��, l, £� � 1 dir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt:  3. 2. 12. Teoremdekine benzer şekilde yapılır. 

4. 1. 17. Örnek: ��, �� bir quasi-metrik uzay olsun. ∙ , çarpım t-normu ve �J, � � � � �0, ∞� üzerinde 

�J�, �, £� � ££ � ��, �� 

ile tanımlı fonksiyon olsun. O zaman, ��, �J ,∙� bir fuzzy quasi-metrik uzaydır. 3. 1. 8. 

Örnekteki gibi gösterilebilir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 18. Tanım: 4. 1. 17. Örnekte verilen ��, �J ,∙� fuzzy quasi-metrik uzayına � 

fuzzy quasi-metriği tarafından üretilen standart fuzzy quasi-metrik uzayı denir (Gregori ve 

Romaguera, 2004). 

4. 1. 19. Önerme: �, � üzerinde bir quasi-metrik olmak üzere, ��J�6� � �J�� ve ��J�m � �Jâ dir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt:  �, � üzerinde bir quasi-metrik, , � ∈ � ve £ D 0 olsun. 

��J�6��, �, £� � �J��, , £� � ££ � ���, � � ££ � �6��, �� � �J���, �, £� 

ve 

��J�m�, �, £� � Min��J�, �, £�, ��J�6��, �, £�� � Min ^ ££ � ��, �� , ££ � �6��, ��u
� ££ � maks���, ��, �6��, ��� � ££ � �Ô�, �� � �Jâ�, �, £� 

olur. 

4. 1. 20. Önerme: �, � üzerinde bir quasi-metrik olmak üzere, @J � @Uì  dir 

(Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt: 3. 2. 7. Sonuçtakine benzer şekilde yapılır. 
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4. 1. 21. Tanım: ��, @� bir topolojik uzay olsun. Eğer @ � @U olacak şekilde � 

üzerinde bir ��,∗� fuzzy quasi-metriği varsa ��, @� topolojik uzayına fuzzy quasi-

metriklenebilirdir denir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 1. 22. Sonuç: 4. 1. 17. Örnekten ve 4. 1. 20. Önermeden, her quasi-metriklenebilir 

topolojik uzay fuzzy quasi-metriklenebilirdir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 2. Bir Fuzzy Quasi-Metrik Uzayın Topolojisinin Quasi-Metriklenebilirli ği 

4. 2. 1. Yardımcı Teorem: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-metrik uzay olsun. O zaman h � 2, 3, … için 

�l � ��, �� ∈ � � � ∶ �O, �, 1 hÝ P D 1 ] 1 hÝ � 
olmak üzere, ��l ∶ h � 2, 3, … �, � üzerinde @U topolojisini üreten bir >U quasi-

düzgünlüğü için bir tabandır. 

Ayrıca, �>U�6� � >U�� olup eşlenik quasi-düzgünlük �>U�6�, @U�� topolojisini 

üretir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 2. 2. Teorem: Sayılabilir tabanlı bir quasi-düzgünlük tarafından üretilen topoloji 

quasi-pseudo metriklenebilirdir. (Fletcher ve Lindgren, 1982) 

4. 2. 3. Teorem: Bir topolojik uzay quasi-metriklenebilirdir ancak ve ancak fuzzy 

quasi-metriklenebilirdir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt: 4. 1. 22. Sonuçtan, bir topolojik uzay quasi-metriklenebilir ise fuzzy quasi-

metriklenebilirdir. Diğer taraftan, bir topolojik uzay fuzzy quasi-metriklenebilir ise bu uzay �Q dır ve 4. 2. 1. Yardımcı Teoremden bu uzayın topolojisini üreten sayılabilir tabanlı bir 

quasi-düzgünlük vardır. 4. 2. 2. Teoremden bu topolojiyi üreten bir � quasi-pseudo metriği 

vardır. Aynı zamanda uzay �Q olduğundan � bir quasi-metriktir. Dolayısıyla, bir topolojik 

uzay fuzzy quasi-metriklenebilir ise quasi-metriklenebilirdir. 

4. 2. 4. Uyarı: >U÷  düzgünlüğü ile �>U�Ô ∶� >U ∨ �>U�6� düzgünlüğü aynıdır 

(Gregori ve Romaguera, 2004). 
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4. 3. Đkili-tam Fuzzy Quasi-metrik Uzaylar 

4. 3. 1. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-metrik uzay olsun. ��, �m ,∗� fuzzy metrik 

uzayı tam ise ��, �,∗� fuzzy quasi-metrik uzayına ikili-tamdır denir. Bu durumda, ��,∗�, � üzerinde bir ikili-tam fuzzy quasi-metriktir denir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 3. 2. Önerme:  

(a) ��, �,∗� bir ikili-tam fuzzy quasi-metrik uzay olsun. O zaman, � üzerinde @U � @J olacak şekilde bir � ikili-tam quasi-metriği vardır. 

(b) ��, �� bir ikili-tam quasi-metrik uzay olsun. O zaman, ��, �J ,∙� bir ikili-tam 

fuzzy quasi-metrik uzaydır (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt: (a) ��, �,∗� bir ikili-tam fuzzy quasi-metrik uzay olarak verildiğinden, � 

üzerinde >U quasi-düzgünlüğünü üreten bir � quasi-metriği vardır. O zaman @U � @J dir. �l�, ��, �Ô� de bir Cauchy dizisi olsun. O halde �l�, ��, �m ,∗� fuzzy metrik uzayında bir 

Cauchy dizisidir. Öyleyse �l�, @U÷ ye göre bir � ∈ � noktasına yakınsar. Dolayısıyla �l�, @Jâ ye göre � ∈ � noktasına yakınsar. Buradan, � ikili-tamdır. 

(b) ��J�m � �Jâ olduğundan ��, ��J�m,∙� fuzzy metrik uzayındaki her Cauchy dizisi ��, �Ô� metrik uzayında da Cauchy dizisidir. Buradan istenen çıkar. 

4. 3. 3. Tanım: ��, �,∗� ve �L, �,⋆� iki fuzzy quasi-metrik uzay olsun. 

(a) B, � den L ye bir dönüşüm olsun. Eğer her , � ∈ � ve her £ D 0 için ��, �, £� � ��B��, B���, £� oluyorsa B ye bir izometri denir. 

(b) � den L ye bir örten izometri varsa, ��, �,∗� ve �L, �,⋆� izometriktir denir 

(Gregori ve Romaguera, 2004). 

4. 3. 4. Tanım: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-metrik uzay, �L, �,⋆� bir ikili-tam fuzzy 

quasi-metrik uzay olsun. Eğer ��, �,∗�, L nin bir @�÷-yoğun alt uzayına izometrik ise �L, �,⋆�, ��, �,∗� fuzzy quasi-metrik uzayının bir ikili-tamlamasıdır denir (Gregori ve 

Romaguera, 2004). 

4. 3. 5. Önerme: ��, �,∗� bir fuzzy quasi-metrik uzay, �L, �,⋆� bir ikili-tam fuzzy 

quasi-metrik uzay olsun. Eğer � in bir @U÷-yoğun I altkümesi ve bir B ∶  �I, �,∗� ⟶ 
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�L, �,⋆� izometrisi varsa, N|H � B olacak şekildeki N ∶  ��, �,∗� ⟶ �L, �,⋆� izometrisi 

tektir (Gregori ve Romaguera, 2004). 

Kanıt: B, �I, >U|H�H� quasi-düzgün uzayından �L, >�� quasi-düzgün uzayına bir 

quasi-düzgün sürekli dönüşümdür. 1. 2. 18. Teoremden, B nin tek bir N ∶  ��, >U� ⟶�L, >�� quasi-düzgün sürekli genişlemesi vardır. Bu durumda, N nin ��, �,∗� den �L, �,⋆� 

ye bir izometri olduğunu görmek yeterlidir. , � ∈ � ve £ D 0 olsun. O zaman, I, � de @U÷-yoğun olduğundan, @U÷ ye göre l ⟶  ve �l ⟶ � olacak şekilde I da �l� ve ��l� 
dizileri vardır. Buradan, @U÷ ye göre N�l� ⟶ N�� ve N��l� ⟶ N��� olur. C ∈ �0, 1�, C f £ olsun. 

∃hë ∈ i ∶  ∀h g hë için, 

�O, l, C 2Ý P D 1 ] C,  �O�l, �, C 2Ý P D 1 ] C 

�ON�l�, N��, C 2Ý P D 1 ] C,  �ON���, N��l�, C 2Ý P D 1 ] C 

olur. Dolayısıyla, 

��, �, £� g �O, l, C 2Ý P ∗ ��l, �l, £ ] C� ∗ �O�l, �, C 2Ý P 

      g �1 ] C� ∗ ��N�l�, N��l�, £ ] C� ∗ �1 ] C� 

      g �1 ] C� ∗ Ú�ON�l�, N��, C 2Ý P ⋆ ��N��, N���, £ ] 2C� ⋆ �ON���, N��l�, C 2Ý Pü ∗ �1 ] C� 

      g �1 ] C� ∗ ��1 ] C� ⋆ ��N��, N���, £ ] 2C� ⋆ �1 ] C�= ∗ �1 ] C� 

olur. ∗ ve ⋆ t-normları ve ��N��, N���, . � sürekli olduklarından, yukarıdaki eşitsizlikte C ⟶ 0 iken limite geçilirse, ��, �, £� g ��N��, N���, £� elde edilir. Benzer şekilde ��N��, N���, £� g ��, �, £� olur. O halde N, ��, �,∗� den �L, �,⋆� ye bir izometridir. 
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