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Brinci bolimde tezde kullanilacak temel tanim vevrlmlar ve bazi teoremler
verildi.

Ikinci bolum ¢ kisimdan ofmustur. ilk kisimda, t-normlar ve t-konormlar ile ilgili
genel bilgiler ve temel 6zellikler verildiikinci kisimda ise, bazi t-norm glurma
teknikleri verildi. Uglincti kisimda, stirekli t-noranin bazi 6zellikleri incelendi.

Uctincii bolumde, fuzzy metrik uzaylar ile ilgili tefrtanimlar, 6zellikler ve érnekler
verildikten sonra, fuzzy metrikler tarafindan (Ui topolojiler ve bu topolojilerin
Ozellikleri incelendi. Daha sonra, fuzzy metrikteriirettgi topolojilerin 6zellikleri genel
metriklerin Urettgi topolojilerin 6zellikleri ile kagilastilidi.

Doérdinct bolum ¢ kisimdan ghaustur. Birinci kisimda, fuzzy quasi-metrik
uzaylarin ve fuzzy quasi-metriklerin Urgttitopolojilerin temel 6zellikleri verildi.ikinci
kisimda, bir topolojik uzayin, quasi-metriklenebitlmasi ile fuzzy quasi-metriklenebilir
olmasinin denk oldiu gosterildi. Uglincli kisimda ise, ikili-tam fuzzyuagi-metrik
uzaylarin bazi dzellikleri incelendi.

Anahtar sozcukler: t-norm, fuzzy (quasi-) metrik uzay, topoloji.
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In the first chapter fundamental definitons andorg and some theorems which are
essential for the thesis are given.

The second chapter consists of three sectionselfirst section general information
and fundamental properties of t-norms and t-con@ragyiven. In the second section some
technics of construction of t-norms are given. e third chapter some properties of
continuous t-norms are studied.

In the third chapter after the fundamental defimstoproperties and examples of
fuzzy metric spaces are given, the topologies iaduxy fuzzy metrics and the properties
of these topologies are studied. Afterwords, theperties of the topologies induced by
fuzzy metrics compared to the properties of thelmgies induced by general metrics.

The final chapter is composed of three sectionghénfirst of these the fundamental
properties of fuzzy quasi-metric spaces and topetomduced by fuzzy quasi-metrics are
given. In the second section it is shown that almgical space is quasi-metrizable iff this
space is fuzzy quasi-metrizable. In the third secBome properties of bicomplete fuzzy
guasi-metric spaces are studied.

Keywords: t-norms, fuzzy (quasi-) metric spaces, topology.
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BOLUM 1
TEMEL B iLGILER
1. 1. Giris

T-normlar ile ilgili calsmalar 1942 yilindalstatistiksel Metrikler” isimli cakmayla
Menger tarafindan BEtilmistir ve 1958-1964 vyillari arasinda Schweizer, Skiar
Serstnew gibi agtirmacilar olasilik metrik uzaylardaki cghalariyla bu alana katki
salamiglardir.

Tezin amaci, t-normlar ve surekli t-normlar ile iliiggenel bilgileri ve temel
Ozellikleri verdikten sonra, bu teorinin fuzzy mkikerle olan iligkilerini sunmak ve daha
sonra fuzzy metriklerin Urefii topolojiler ve bu topolojilerin temel 6zellikleri vermektir.

Tez dort bélimden ofmaktadir.

Ilk bélumde, tezin tanitimi ve tezde kullanilacaikéd tanim ve kavramlar ve bazi
teoremler verilmektedir.

ikinci boliimde, t-normlarin temel 6zellikleri, t-morolusturma teknikleri ve sirekli
t-normlarla ilgili genel bilgiler sunulmyur.

Uctincii bolumde, fuzzy metrikler ve bu metrikleriretfigi topolojilerin 6zellikleri
incelenmg ve bu o6zellikler genel metriklerin Uredti topolojilerin  6zellikleri ile
karstlastiriimistir.

Dordinct boélimde, fuzzy quasi-metrikler ve bu nkégrin Grettigi topolojiler
incelendi.

1. 2. Temel Tanim ve Kavramlar

1. 2. 1. Tanim: X herhangi bir kiime olsun. sagidaki 6zellikleri sglayan bir
d: X xX — [0,0) fonksiyonunaX Uzerinde bir quasi-pseudo metriktir denir.

Vx,y,z € X igin;
)x=y =d(x,y)=0
(ii) d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2)
X Uzerindeki bird quasi-pseudo medi ayrica her,y,z € X igin,
()x=y &dxy)=dy,x)=0
kosulunu sghyor ise,d ye, X lGizerinde bir quasi-metriktir denirger herx,y,z € X igin,

iYx=y &d(x,y)=0
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kosulu sa&laniyor ise,d ye, X Uzerinde bilT; quasi-metriktir denir (Fletcher ve Lindgren,
1982; Gregori ve Romaguera, 2004).

1. 2. 2. Tanim:d, bir X kimesi Uzerinde bir quasi- (pseudo-) metrik olsder
x,y,z € X igin,

(iii) d(x,y) = d(y, x)
kosulu salaniyorsad ye X Uzerinde bir (pseudo-) metriktir denir.

X herhangi bir kimed ise bu kiime Uzerinde bir quasi- (pseudo-) metiskim O
zaman(X, d) ikilisine bir quasi- (pseudo-) metrik uzay deriidgtcher ve Lindgren, 1982;
Gregori ve Romaguera, 2004).

1. 2. 3. Tanim:X bir kiime olmak Uzered = {(x,x) : x € X} kimesineX X X in
kdsegeni denir.

UV cXXxXise,
UoV:={(x,y): (x,z) €V,(z,y) € U olacak sekilde bir z € X vardir}
ile tanimhidir (Balbul, 2004).

1. 2. 4. Tanim:X bir kiime veD, X x X in altkimelerinin bgtan farkh bir ailesi
olsun. Aagidakiler sglanirsaD ailesineX Uzerinde bir diizgin yapi denir.

()vVDeDicinA<S D

(i) vDy,D, € DicinD, NnD, €D
(i) VD EDiGinIEED :EcE <D
(VY VDEDiGinIEED:E1cD
(VD eDveD C E iseE € D.

Bu tanimda (i), (ii), (iii) ve (v) keullarini sglayan®D ailesineX Uzerinde bir quasi-
dlzgun yap!i denir.

D, X Uzerinde bir (quasi-) dizgin yapi olmak Uz€xeD) ikilisine, diger bir ifade
ile, Uzerinde bir (quasi-) dizgin yapi verilen ekimesine bir (quasi-) dizgin uzay
denir (Bulbul, 2004; Fletcher ve Lindgren, 1982).

1. 2. 5. Tanim: (X,D) bir dlzgin uzay olsun.gr N{D : D € D} = A ise, D
dizgin yapisina ve dolayisif&, D) dizglin uzayina bir Hausdorff diizgiin uzay! denir
(Blbiil, 2004).

1. 2. 6. Tanim:(X, D) bir (quasi-) diizgiin uzag, D nin bir altailesi olsun. ger her
D € D icin, B € D olacaksekilde birB € B varsa, buB ailesineD (quasi-) diizgin yapisi
icin bir tabandir denir. Buna goresex birB € D altailesiD (quasi-) diizgin yapisi icin bir
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taban iseD ailesi,B nin elemanlarina buttun tst kimeleri de katilardle edilir (Bulbdl,
2004; Fletcher ve Lindgren, 1982).

1. 2. 7. Teorem:X bir kime, B, X X X in altkimelerinin gagidaki kosullari
s&layan bir ailesi ise, bB ailesiX Uzerinde bir diizgin yapinin tabanidir.

() VBeBiginA CB

(i) VB, B, € Bicin3B; € B: B; € B, N B,
(i) VB € BicinaC€B:CoCC B
(iv)VBE€BicinaCeB:C1cB

B ailesi (i), (ii) ve (iii) kasullarini sgliyorsaB ailesi X tzerinde bir quasi-dizgin
yapinin tabanidir (Balbil, 2004; Fletcher ve Linelgr1982).

1. 2. 8. Tanim:(X, D) bir (quasi-) diizglin uzay ise, hez X veU € D icin,
Ulx] :=={y € X : (x,y) € U}
seklinde tanimlanir (Bulbil, 2004; Fletcher ve Linelg, 1982).
1.2.9. Teorem:

a) Her x € X icin, U, = {U[x] : U € D} ailesi X Uzerinde bir topolojininx
noktasindaki koguluk sistemini olgturur ve bu topolojtq ile gosterilecektir.

b) (X, D) Hausdorfftur ancak ve anc#éKk, tp) topolojik uzayr Hausdorfftur (Bulbul,
2004; Fletcher ve Lindgren, 1982).

1. 2.10. Tanim:1. 2. 9. Teoremdekkekilde verilen bir(X, D) (quasi-) diizgin uzay!
Uzerinde, (quasi-) duzgun yap! yardimiyla bir togotanimlanir.zy ile gosterilen bu
topolojiye, D ile Uretilen (quasi-) dizgun uzay topolojisi vemsaca (quasi-) dizgin
topoloji denir (Bulbl, 2004; Fletcher ve Lindgret982).

1. 2. 11. Tanim:Herx,y € R icin,
fe+y)=fl)+ ()
esitli gine Cauchy fonksiyonelséli gi denir (Aczél ve Dohmbres, 1989).

1. 2. 12. Tanim:(X, d) bir metrik uzay olsun. ger here > 0 icin X = Ugeq B(a, €)
olacaksekilde sonlu birA € X altkimesi varsdX, d) metrik uzayina éntikizdir denir. Bu
durumdad, X Gzerinde bir dntikiz metriktir denir (Engelking)89).

1. 2. 13. Teorem:(X,t) bir metriklenebilir topolojik uzay olsun(X,t) topolojik
uzayi ayrilabilirdir ancak ve ancak tizerinder = 7, olacaksekilde bird ontikiz metrgi
vardir (Engelking, 1989).
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1. 2. 14. Onerme:(X, ) bir metriklenebilir topolojik uzay olsun(X, ) topolojik
uzayi tikizdir ancak ve ancakiizerinder = t; olacaksekildeki herd metrigi 6ntikizdir
(Engelking, 1989).

1. 2. 15. Niemytzki-Tychonoff Teoremi:(X,7) bir metriklenebilir topolojik uzay
olsun. (X, 7) topolojik uzay tikizdir ancak ve ancaklizerindetr = 7,; olacaksekildeki
herd metrigi tamdir (Engelking, 1989).

1. 2. 16. Tanim: (X,D) bir quasi-diizgin uzay olsuD*, {D nD~!: D € D}
ailesinin Urettgi duzgunlik olmak UzergX,D*) dizgin uzayl tam isgX, D) ye ikili-tam
guasi-dizgun uzay denir (Fletcher ve Lindgren, 1982

1. 2. 17. Tanim:(X, D) ve (Y, F) iki quasi-diizgiin uzay vg : X — Y bir fonksiyon
olsun. HerF € F igin (x,y) € D = (f(x), f(y)) € F olacaksekilde birD € D varsa,f
ye bir quasi-diizgun surekli fonksiyon denir (Fleticke Lindgren, 1982).

1. 2. 18. Teorem(X, D) bir quasi-diizgtin uzayy, F) bir ikili-tam T, quasi-diizgin
uzay,D*, {D n D~!: D € D} ailesinin Uretti dizglnlik olmak Uzered, (X,7p+) In bir
yogun altkiimesi vef : (4,D|A x A) — (Y, F) bir quasi-duzgtin stirekli fonksiyon olsun.
O zaman tek biyg : (X,7p+) — (Y, 175+) surekli genjlemesi vardir veg quasi-dizgin
sureklidir (Fletcher ve Lindgren, 1982).

1. 2. 19. Sonuc¢(X, t) bir metriklenebilir topolojik uzay olsun. 1. 2. 1dnerme ve 1.
2. 15. Niemytzki-Tychonoff Teoreminderk Uzerindet = t; olacak sekildeki herd
metrigi tamdir ancak ve ancak Gizerinder = 7, olacaksekildeki herd metrigi ontikizdir.
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BOLUM 2
T-NORMLAR
2. 1. Temel Tanimlar ve Ozellikler

2. 1. 1. Tanim: Her x,y,z € [0,1] i¢in aagidaki kosullari s&layan bir T :

[0,1]% — [0, 1] fonksiyonuna, bir Giggensel norm veya kisaca t-ndemir.

(T) T&y)=THx) (simetri 6zelli)
T2)  T(xT(,2)=T(T(xy),2) (birlegmelilik)
(T3) y<z=T(xy) <T(x2) (monotonluk)
(T4) T(x1)=x (sinir keulu)

Bir t-norm, [0, 1] birim aralgl Uzerinde bir ikili slem oldygundanT (x, y) gosterimi
yerine x * y gosterimi de kullanilir. Bu durumda (T1) — (T4)salomlari aagidaki gibi
yazilabilir: Herx, y, z € [0, 1] igin,

(Tl) xxy=y=*x

(T2)  xx(*xz)=(x*xy)*z

(T3) y<z=>x*xy<xxz

(T4) x+1=x (Klement ve ark., 2000).

T-normlarin  6zelliklerini incelerken kolaylik gamasi bakimindan, bolim 2

boyuncal (x, y) gosterimi kullanilacaktir.
Sayllamaz ¢oklukta t-norm mevcuttilk olarak dort temel t-norm verilecektir.

2. 1. 2. Ornek: Asagidaki sekilde tanimlanan fonksiyonlar birer t-normdur. 8ort
temel t-norm, sirasiyla minimunty), carpim (), Lukasiewicz 1) ve drastik carpim
(Tp) (bkz.Sek. 1) olarak adlandirilir.

TM(.X', Y) = min{x! y}

Tp(x,y) =x-y
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T, (x,y) = maks{x + y — 1, 0}

(0 ,(x,y) €[0,1)% ise
To(xy) = {min{x, y} ,(x,y) € [0,1)? ise

(Klement ve ark., 2000).

T-normlarin grafik ile gosterimi géli yollarla yapilacaktir: 3 boyutlu ¢izim, yani
birim klpte ylzey olarak; s6z konusu fonksiyonuhitsdezerler aldgi yerlerdeki grileri
gOsteren @i hat cizimi olarak ve nadiren kégen kesitleri olarak, yant +— F(x,x)

fonksiyonunun grafii olarak.

05 05 05 05
0.5 025 0.25 025

0 0 0 ]

0 025 05 075 1 0 025 05 075 1 0 025 05 075 1 0 025 05 076 1

Sekil 1. Dort temel t-nornTy,, Tp, T, Tp Nin 3 boyutlu cizimi (Ustte) ve ghat cizimi (altta) (Klement
ve ark., 2004a).

Sinir kaulu (T4) ve monotonluk (T3) minimal formda verilgtir. Aslinda, daha

fazlasi vardir:

2. 1. 3. Uyari:2. 1. 1. Tanimdan, bif t-normu herx € [0, 1] igin asagidaki ek sinir

kosullarini sglar:
T(0,x) =T(x,0) =0 (2.2)

T(1l,x) =x (2.2)
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O halde, biitin t-normld0, 1]? birim karesinin sinir izerinde aynigige sahiptir
(Klement ve ark., 2000).

Kanit: T bir t-norm vex € [0, 1] olsun. O zaman,
0<T(x,0)=T(0,x) <T(0,1)=0
ve
T(1,x) =T(x,1)=x
bulunur.
2. 1. 4. Uyari:T bir t-norm vexy, x5, ¥4, ¥, € [0, 1] olsun. O zaman,
x1 S xvey; Sy, = T(xy,y1) < T(xg,¥2) (2.3)
(Klement ve ark., 2000).
Kanit: x; < x, vey,; < y, verilsin. O zaman,
T(x,y1) S T(x1,y2) = T2, x1) < T (Y2, %2) = T(x2,¥2)
olur.

2.1. 5. Tanim:T; veT, iki t-norm olsun. Hew,y € [0,1] icin, Ty (x,y) < T2 (x,y)
oluyorsaT;, T, den daha zayiftir veyg, T, den daha gucludir denir ve bu durlip< T,

ile gosterilir.

EgerT, <T, veT, # T, ise, yani, ger T; < T, ve T,;(xg, Vo) # T2(xy,¥o) Olacak
sekilde bir(x,,v,) € [0,1]? varsaT; < T, biciminde yazilir (Klement ve ark., 2004a).

2. 1. 6. Uyari:Drastik carpin, en zayif ve minimunT,, en gucli t-normdur, yani

herT t-normu igin,
Tp <T < Ty (2.4)
saglanir (Klement ve ark., 2000).

Kanit: T bir t-norm vex,y € [0, 1] olsun. O zaman,
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T(x,y) <T(x,1) =x, Tx,y) <T(1l,y) =y
olur. Buradan,
T(x,y) S min{x’y} = TM(xly)

bulunur. 2. 1. 3. Uyarida gorulgia gibi, bitin t-normlarf0, 1]? birim karesinin siniri

Uzerinde ayni deere sahipye herx,y € (0,1) icin, T(x,y) = 0 = Tp(x,y) oldugundan,
Tp(x,y) = T(x,y)
olur. O haldeT = T, veyaT = T), olabilecei icin,
Tp <T < Ty
elde edilir.

2. 1. 7. Uyari:Dort temel t-norm arasindaagidaki bicimde bir siralama gkisi

vardir.
Ty <T, <Tp <Ty (2.5)
(Klement ve ark., 2000).

Kanit: 2. 1. 6. Uyari g6z 6nine alifginda,T;, < Tp oldugunu gostermek yeterlidir.

x,y € (0,1) olsun.x +y < 1 ise,
Tp(x,y) =xy > 0=T,(x,y)
olur,x +y > 1ise,
Te(e,y) —TL(y) =xy—(x+y-D=x-DE-1)>0
ve
Tp(x,y) > T (x,y)
olur. O haldeT; < T, dir.

2. 1. 8. Tanim: Her x,y,z € [0,1] i¢in, (T1) - (T3) kaullarini s&layan bir F :
[0,1]%> — [0, 1] fonksiyonu hew, y € [0, 1] igin,

F(x,y) < min{x, y} = Ty (x,y) (2.6)
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biciminde iseF ye bir t-alt norm denir (Klement ve ark., 2004a).

2.1.9. OnermefF : [0,1]? — [0, 1] bir t-alt norm olsun. O zaman,

F(x,y), (x,y) €[0,1)*

min {x,y}, (x,) & [0,1)? @7

T(xy):=|

bigiminde tanimlanarf : [0,1]?> — [0, 1] fonksiyonu bir t-normdur (Klement ve ark.,
2004a).

Kanit: (T1) ve (T4) keullarinin sglandgl aciktir. Eer x,y,z € [0,1) ise F t-alt
norm oldgundanT(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z) olur. Ezerx = 1 veyay = 1 veyaz = 1
ise, (T4) sglandgindanT(x,T(y,z)) = T(T(x,y),z) dir. Bodylece, (T2) ksulu salanir.
Ayricax,y,z € [0,1) vey < z ise, F t-alt norm oldgundan,T(x,y) < T(x, z) dir. Eger
x=1veyay =1veyaz=1vey < zise, (2.6) ger@ T(x,y) < T(x,z) olur. Yani, (T3)

kosulu da sglanir. O haldeT bir t-normdur.

Bir t-normunun, birim kare kggeni Uzerindeki derleri ile tek olarak belirlenip
belirlenemeyeqg ilging bir problemdir. Genel olarak bu ga desildir, ancak iki ug t-

normTy ve Ty, birim kare kdegeni Uzerindeki dgrleri ile tamamiyla belirlenebilir.
2. 1. 10. OnermeT bir t-norm olsun. Aagidakiler sglanir.
(i) T=Ty © Vx€[0,1]icinT(x,x) = x
(i) T=Tp, © Vx€[0,1)icinT(x,x) =0

(Klement ve ark., 2000).

Kanit: (i) T =Ty ise Vx € [0,1] icin T(x,x) = Ty (x,x) = min{x, x} = x dir.
Diger taraftan,vx € [0,1] icin T(x,x) = x olsun. T =T, oldugunu gostermek icin;

x,y € [0,1] vex < y verilsin. O zaman,

Ty(x,y) =min{x,y} =x =T(x,x) < T(x,y)
olur, T < Ty, oldugundan,T(x,y) = min{x, y} dir. BuradanT = T,, bulunur.
(i) Vx €]0,1) icin Tp(x,x) = 0 dir. Diger taraftan,vx € [0,1) i¢cin T(x,x) =0
olsun. T = T, oldugunu gostermek iginx,y € [0,1) ve x <y verilsin. O zaman,

T(x,y) <T(y,y) =0=Tp(x,y) dir. Buradan,
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butin t-normlar[0,1]? birim karesinin siniri Uzerinde ayni gee sahip oldgundan
T < Tp dir. Ayrica,Tp < T oldugundanT = Tp olur.

2. 1. 11. Uyari:(i) Birlesmelilik (T2) sayesinde, ikiliglem olarak tanimlanan bft t-
normu, herhangi birn € NuU {0} icin tumevarim ile bir teksekilde n-li kleme
gengletilebilir: (xq, x5, ..., x,) € [0,1]™ olmak Uzere,

1, n=0

no .o _
Ti:lxl {T(TiT;—llxi’ xn); n+ O (28)
olur. Ozel olarake, = x, = --- = x,, = x ise, kisaca
x%n) =T(x,%,..,%X) (2.9)

biciminde yazilabilir.

(i) Her bir T t-normuT,, den daha zayif oldgundan elemanlai0, 1] de olan her
{x:}ien dizisi i¢in, {T/2,x;}nen dizisi artmayan ve alttan sinirli, dolayisiyla yedaktir. O
halde aagidaki sitlik yazilabilir.

TiZyx; = im0 T2 X (2.10)
(Klement ve ark., 2000).

2. 1. 12. Ornek: Dort temel t-norm icin n-li gegiemeler aagidaki bicimde

yazilabilir:

T (x4, X2, wny X)) = Min {xq, X3, ..., Xp }

Tp (X1, X0, ey Xp) = X1 "X * oua” Xy,
n
T; (x4, %5, ..., X,) = maks {Z x;—(n—1), 0}
i=1
X, her j # iicinx; = 1ise

TD (x1, xz: L] xn) = { 0’ dlger durumda

2. 1. 1. Tanimda verilen (T1)-(T4) aksiyomlarsa@adaki ornekte goéruldgil gibi
birbirinden b@&msizdir (Klement ve ark., 2000).

2. 1. 13. Ornek:i =1,2,3,4 icin F;: [0,1]> — [0,1] fonksiyonlari aagidaki
sekilde tanimlansin.

0, (x,y) €0,0.5] x [0,1)

F1 (x: y) = {min{x, y} , diger durumda

F,(x,y) = x*y - maks {x, y}

0.5, (x,y) € (0,1)?
min{x, y}, diger durumda

F4(x:3’) =0

F3(x,y) = {

10
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Her bir F; fonksiyonu (Ti) aksiyomu hari¢ (T1)-(T4) aksiyomia salar (Klement
ve ark., 2000).
2. 1. 14. Tanim:S : [0,1]> — [0, 1], herx,y,z € [0,1] icin (T1)-(T3) kaullarini
sglayan birS fonksiyonu hew € X icin,
(S4) S(x,0)=x

biciminde iseS ye bir ticgensel konorm (t-konorm) denir (Klemeatark., 2000).

2. 1. 15. Ornek:Asagida, dort temel t-konorm verilgtir. Bu dort temel t-konorm,
sirasiyla maksimumsy,), probabilistik toplam §p), Lukasiewicz t-konorm veya (sinirli
toplam) §,) ve drastik toplamS) (bkz.Sek. 2) olarak adlandirilir.

Su(x,y) = maks {x, y}
Sp(e,y) =x+y—x-y
S.(x,y) = min {x + y, 1}

, (x,y) € (0,1]? ise
maks{x,y} , (x,y) & (0,1]? ise

Sp(x,y) = { !

ars

0s 05}

4 02 05 075 1 0 0% 05 07 1 0 a25 05 a5 | 0 0% 05 075 1

Sekil 2. Dort temel t-konorn§y,, Sp, S, Sp nin 3 boyutlu gizimi (Ustte) ve ghat ¢izimi (altta).
(Klement ve ark., 2004a).
2. 1. 16. Onermes : [0,1]? — [0, 1] fonksiyonu bir t-konormdur ancak ve ancak

0s

=]
[=]

her (x,y) € [0,1]? icin asagidaki kasulu salayan birT t-normu vardir (Klement ve ark.,
2000).
S(,y)=1-T(A—x1—-7y) (2.11)

11
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Kanit: T bir t-norm ise, (2.11) ile tanimlana® fonksiyonu (T1)-(T3) ve (S4)

kosullarini sglar, bu nedenlé bir t-konormdur. Dger taraftan$ bir t-konorm ise,

Tx,y)=1-S(1—-x,1—-y) (2.12)
ile tanimhi T : [0,1]?> — [0, 1] fonksiyonu (T1)-(T4) keullarini sglar. DolayisiylaT bir
t-normdur.

2. 1. 17. Tanim:(2.11) ile tanimlanan t-konormd, t-normunun dual t-konormu ve
benzer sekilde, (2.12) ile tanimlanan t-norm&, t-konormunun dual t-normu denir
(Klement ve ark., 2000).

(2.11) ile ifade edilen duallik, t-normlarin bir¢adzelliginin t-konormlarin ilgili
Ozelliklerine aktarilmasini gar.

2. 1. 18. Uyari:(i) 2. 1. 16. Onermeden, her t-normun, bir t-konorrdual klemi
oldugu sonucu elde edilir(Ty, Sy), (Tp,Sp), (T, S,) ve (Tp,Sp) t-norm ve t-konorm
ikilileri karsilikli olarak birbirine dualdirler.

(i) Asagida verilen ek sinir kaillarinin sonucu olarak, buttin t-konormig, 1]2
birim karesinin sinirlari Gzerinde ayniggsge sahiptir.

S(1,x) =S(x,1)=1
S(0,x) =x

(i) Duallik siralamanin yonunu gatirir: T; < T, olacaksekildeki herhangir; ve
T, t-normlari i¢in,S; ve S, sirasiylal; veT, nin dual t-konormlari is§; > S, elde edilir.
Sonug olarak, herhangi firt-konormu igin,

Sy<S<Sp
olur, yani maksimuns,, en zayif, drastik toplan§, en gucli t-konormlardir. 2. 1. 15.
Ornekteki t-konormlar icinggidaki siralama gegerlidir:
Sy <Sp <8, <Sp

(iv) Verilen bir S t-konormu, 2. 1. 11. uyaridakine benzekilde,n € N U {0} ve

(x1, x5, ..., x) € [0,1]™ olmak Uzere g@gidaki gibi gengletilebilir:

n _ { 0, n=20
i=1%i = S(SEtx;, x0), n+0

(Klement ve ark., 2000).
2. 1. 19. Ornek:Dort temel t-konorm icingagidaki n-li genlemeler elde edilir:

Su(xq, x5, ., xp) = maks {xq, x5, ..., X, }

12
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n
Sp(x1, %5, i, xp) =1 — 1_[(1 — X;)
i=1

n
S, (%1, x5, ..., X)) = min {Z X, 1}

i=1
Sp(Xq, Xg, ey Xp) = {xll v i;i;ii: ;1];;1?1 :;le
(Klement ve ark., 2000).

2. 1. 20. Uyari:Eger (T, S) birbirlerinin duali olan t-norm ve t-konorm ise.{2) ve
(2.12) duallikleri aagidaki gibi gengletilebilir:

Skek (Xk) = 1 — Trex (1 — x)
Trex (xr) = 1 — Sex (1 — x)
(Klement ve ark., 2000).

Drastik carpimT, ve onun duali olarf, den de gorile@ gibi t-normlar ve t-
konormlar verilecek tanim goultusunda surekli olmak zorundagidirler. Buna kagin,
3. bolimde fuzzy metrik uzaylar tanimlanirken stirekorm kavrami kullanilagandan,
surekli t-normlar ve surekli t-konormlar incelenkte

2. 1. 21. Tanim:T:[0,1]> — [0,1] bir t-norm olsun. Ber her{x,}, {v,,} € [0,1]"

yakinsak dizileri igin

7 (Jim %o Jim 33) = lim 7o 30
oluyorsar sureklidir (Klement ve ark., 2000).

T-konormun tanimindan, bir t-konormun sdreglilionun dual t-normunun
surekliligine denktir.

[0,1]?> birim karesi, R* reel dizleminin bir tikiz altkimesi olgundan, bir
T:[0,1]> — [0,1] t-normunun surekli olmasi, onun diizgiin strekliagma denktir.

Genel olarak, iki dg@skenli bir reel fonksiyon, her bir gekenine gore surekli
olabilir ancak, iki dgiskenli bir fonksiyon olarak, kendi tanim kimesi limde strekli
olmayabilir. Monotonluklarindan dolayi, U¢cgenselrmtar (ve konormlar) bu durumun
disindadir:

2. 1. 22. Onerme:Bir T:[0,1]> — [0,1] t-normu sureklidir ancak ve ancak her bir
bilesenine gore sureklidir, yani, heg, y, € [0,1] icin hemT (x,,.): [0,1] — [0,1] hem de
T(.,v0):[0,1] — [0,1] fonksiyonu sireklidir (Klement ve ark., 2004a).

Kanit: T:[0,1]> — [0,1] t-normu sirekli ise, her bir bidenine gore de sureklidir.

13
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Diger taraftan,T her bir bilgenine gore surekli olsur(x,,y,) € [0,1]*> ve € > 0
verilsin. {x,} ve {y,,}, [0,1] de sirasiyla, vey, noktalarina yakinsayan birer dizi olsunlar.
Buradan, hern € N icin, sagidaki kaullari sa&layan {a,}, {b,}, {c,}, {d,} monoton
dizileri olusturulabilir.

an, < x, < b, ve{a,} 7 xo, {bn} N x,
Cn < Yn < dp Ve{cn} 7 Yo, {dn} N Yo
T, ikinci bilesenine gore surekli oldwndanT (x,,.) sureklidir. BuradanT nin
monotonlgu da kullanilarak,
AN e N: Vn > N igin
T (x0,¥0) — & < T(xo,cn) < T(x0, ¥n) < T(x0,dn) <T(x0,¥0) + ¢
elde edilir.

T, birinci bilesenine gore sirekli oldundan,T(.,cy) ve T(.,dy) fonksiyonlari da

sureklidir. BuradanT nin monotonlgu da kullanilarak,
AM eN: Yn>N,Vm = M igin
T(xg,cn) — € <T(apy,cy) < Tm ) < T(by,dy) < T(xy,dy) + €
olur.
K :=maks {M, N} yazilirsa, hek > K igin,
T (x0,¥0) — 28 < T (xy, yi) < T(x0,¥0) + 2¢
elde edilir ki, bu dgdT (x, yi)} dizisinin T (x,, y,) degerine yakinsamasi demektir. Ydhi
(x0, Vo) da sureklidir.m

(T1) simetri 6zellginden ve 2. 1. 22. teoremden dolayi, bir t-normardg bir t-
konormun sureklii, onun birinci bilgenine gore streklgine denktir.

Bazi durumlarda, uygulamalar icin sireldii daha zayif formlar yeterli
olmaktadir:

2. 1. 23. Tanim:T: [0,1]*> — [0,1] bir t-norm olsun. Ber hery € [0,1] icin ve her
azalmayan (artmayafy,, } dizisi i¢in

lim T(xn, y) = T(lim x5, y)
oluyorsa,T t-normu sol-sureklidir (gasureklidir) denir (Klement ve ark., 2004a).

Bir t-norm sireklidir ancak ve ancak hem sol- hesrsg-sureklidir.

0, x+y<1

min{x,y}, x +y>1 (2.13)

T"™(x,y) = {

14



BOLUM 2 — T-NORMLAR Ramazan EKMEKCI

ile tanimlanan nilpotent minimu@™, sol-strekli olan ama gastrekli olmayan bir t-
normdur. Dger taraftan, drastik carpiff}, sgz-sureklidir ama sol-surekli gédir.

Bir T t-normu sol- (sg) sureklidir ancak ve ancak onun dual t-konormg+ ¢sol-)
sureklidir.

0.75

as

=]
=]
k.

i
1
i
=]
ot

Sekil 3. (2.13) ile tanimh nilpotent minimuf nin 3 boyutlu (solda) ve ghat cizimi (sgda).
(Klement ve ark., 2004a).

2. 1. 24. Tanim:T bir t-norm olsun.

() a € [0,1] icinT(a,a) = a ise,a ya,T nin bir idempotent elemani denir.

(i) a € (0,1) icin a(T") = 0 olacaksekilde birn € N varsa,a ya, T nin bir nilpotent
elemani denir.

(iii) a € (0,1) icin T(a, b) = 0 olacaksekilde birb € (0,1) varsa,a yaT nin sifir
bdleni denir (Klement ve ark., 2004a).

2. 1. 25. Ornek:Minimum t-normu,T,, nin idempotent elemanlari kiimg$j, 1] e
esittir. Lukasiewicz t-normurl;, ve drastik ¢arpinty, icin nilpotent elemanlar kiimesi ve
sifir bélenler kimes(0,1) e aittir. Minimum t-normuT,, ve ¢arpim t-normd’» nin ne
nilpotent elemani ne de sifir boleni vardir (Klemea ark., 2004a).

2. 1. 26. Tanim:T bir t-norm olsun.

(i) Eger x >0 ve y <z olduunda, T(x,y) <T(x,z) oluyorsaT ye kesin
monotondur denir.

(i) Eger herx,y € (0,1) igin, x; ) < y olacak sekilde bir n € N varsaT ye
Arsimedyandir denir (Klement ve ark., 2004a).

2. 1. 27. Ornek:T,, ne kesin monoton, ne degknedyandirT, hem kesin monoton,

hem de Asimedyandir.T, ve T, ise Agimedyandir ancak kesin monoton gdeir
(Klement ve ark., 2004a).

15
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2.1.28. Tanim:

(i) Surekli ve kesin monoton bit t-normuna sikidir (strikt) denir.

(i) T bir t-norm olsunT surekli ve her € (0, 1) noktasiT nin bir nilpotent elemant
iseT ye nilpotenttir denir (Klement ve ark., 2004a).

2. 1. 29. Ornek:Carpim t-normul’s bir siki t-norm ve Lukasiewicz t-nornty, bir
nilpotent t-normdur (Klement ve ark., 2004a).

2. 2. T-normlarin Olusturulmasi

Bu kisimda bazi t-norm ajturma teknikleri kanitsiz olarak verilecektir.

2. 2. 1. Onerme:T bir t-norm veg : [0,1] — [0, 1], kesin artan, bire-bir ve 6rten
bir fonksiyon olsun. O zaman,

T, () = 07 (T(0(), 0 (1)) (2.14)
ile verilenT,, : [0,1]*> — [0, 1] fonksiyonu bir t-normdur.

Baska bir deysle, T ve T, t-normlari, her, y € [0, 1] igin,

¢ (T,(x.)) = T(9(), 0(»))
olmasi anlaminda birbirlerine izomorfturlar (Klenee ark., 2004b).

2. 2. 2. Uyari:Her ¢,y : [0,1] — [0, 1] kesin artan, bire-bir ve orten fonksiyonlari
ve herT t-normu igin,

(Tp)y = Tpoy
(T(p)(p—1 = (T(p—1)(p =T
olur (Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 3. Uyari: Herhangi kesin artan, bire-bir ve o6rten fonksiydhnda, (2.14)
yapisina gore dggsmeyen t-normlar sadece iki u¢ t-nofffyy ve T, dir. Yani, eer birT t-
normu sadece kendine izomorf iseTy& Ty, ya dal’ = Tp, dir.

(2.14) eitligi, her bir t-norm icin, idempotent ve nilpotent ralen varlgini ve sifir
bdlen varlgini korudwgu gibi, sareklilgi, Arsimedyan 6zeliini ve sikilgl da korur. Bu,
(2.14) eitli ginin hem gucli hem de zayif olgunu gdsterir: Herhangi bif t-normu igin
bir T, t-normu olyturulabilir ve buT,, t-normu tam olarak’ ile ayni cebirsel 6zelliklere
sahiptir (Klement ve ark., 2004b).
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2. 2. 4. Tanim:[a, b] ve [c,d], genellatiriimis reel ekse—o, ] un kapali alt
araliklari olmak tzeref, : [a, b] — [c, d] bir monoton fonksiyon olsun.

sup{x € [a,b]| f(x) <y}, f(a) <f(D)ise
FEV() =1 sup{x € [a,b]| f(x) >y}, f(a) > f(b)ise
a , fla) = f(b) ise

biciminde tanimlanarf ©V : [¢,d] — [a, b] fonksiyonunaf fonsiyonunun pseudo-tersi
denir (Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 5. Ornek: [1.5,2.5] € [c,d] olmak Uzere,f(x) =xzﬁ biciminde verilen

f:[-1,1] = [c,d] fonksiyonunun pseudo-tersi olanf"V : [¢,d] — [-1,1],
£V (x) = maks {min{2x — 4,1}, —1} biciminde elde edilir (Klement ve ark., 2004b).

Surekli olmayan, bire-bir ve 6Orten olmayan monottanksiyonlarin pseudo-
terslerinin gosterimgekil 4 deki gibidir. Busekiller ayrica sabit olmayan bfr: [a, b] —
[c, d] monoton fonksiyonunf Y pseudo-tersinin grafinin nasil cizilecgini de gosterir:

(1) f nin sureksizlik noktalarinda dikey gl parcalari gizilir.
(2) Elde edilen gragin y = x dogrusuna gore simefi alinir.

(3) Elde edilen grafikten, en alt noktalar: harnkey dasru parcalari kaldirilir.

| . o
—*
0.8
KH_______Q
0.6 5
L RRRE R
b .
0.2 -0
0.2 0.4 06 08 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Sekil 4. Pseudo-tersleri ile birlikte (kesikli ciziggrafikler), [0, 1] den[0, 1] e iki monoton fonksiyon.
(Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 6. Teorem:f : [0,1] — [0, o] kesin azalan bir fonksiyorf;(1) =0, f, 0
noktasinda sasurekli ve hew,y € [0, 1] igin

fG) + f() € Ran(f) U [f(0), 0]
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olsun. Asagida verilenT : [0,1]% — [0, 1] fonksiyonu bir t-normdur:

T(x,y) = fCO(f(x) + F))
(Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 7. Tanim: T bir t-norm, t: [0,1] — [0, ] kesin azalan bir fonksiyon,
t(1) = 0, t, 0 noktasinda gasuirekli ve her,y € [0,1] i¢in

t(x) + t(y) € Ran(t) U [t(0), ]
olsun.
T(x,y) = t"V(t(x) + t(y))
ise,t ye,T t-normunun bir toplamsal tretecidir denir (Klemeatark., 2004b).

2. 2. 8. Ornek:t : [0,1] — [0, 0] olmak Uzeret(x) = 1 — x Lukasiewicz t-norm
T, yi, t(x) = —Inx ¢arpim t-normup yi Uretir. Ayrica,

o={*"% D

fonksiyonu, Drastik ¢arpirfi, nin bir toplamsal tretecidir (Klement ve ark., 20).

2. 2. 9. Onerme:T bir t-norm vet : [0,1] — [0, ], T nin bir toplamsal Ureteci
olsun. O zaman sagidakiler birbirine denktir:

(i) T sareklidir.

(i) T, (1,1) noktasinda sol-sureklidir.

(iii) t sureklidir.

(iv) t, 1 de sol-sureklidir (Klement ve ark., 2000).

Kanit: (iii) = (i) : t, T nin bir toplamsal Ureteci ol@undant surekli iseT de
sureklidir.

(i) = (ii) : T surekliiseT, (1,1) noktasinda sol-sureklidir.

(i) = (iv) : t, 1 de sol-surekli olmasin. Buraddim, _,,- t(x) > 0 olur. O halde,
lim, ;- T(x,x) = lim,_,1- t©Y(2¢(x)) < 1 olur ki bu durumT nin (1,1) noktasinda
sol-surekli olmasi ile cadir.

(iv) = (iii) : t, (0,1] Uzerinde surekli olmasin. O zamam, b) N Ran(t) = @
olacaksekilde bir(a, b) < (0,t(0)) aralg vardir.Ran(t) nin ézellginden, hem € N igin
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(%%) N Ran(t) = @ dir. ny, - sayisindan daha biiyiik olan en kigtik tam saynou

. .ooa b .fa b a b ..
zaman, hen > n, igin —<— olur, yanl(z,;) ve (ﬁﬁ) keskir. Dolayisiyla,
ab b
UG)=0:)
nn ny
n=ny

olur. Buradanlim,_,;- t(x) > ni bulunur. O haldet, 1 de sol-surekli daldir.
0

2. 2. 10. Sonuc¢Toplamsal uretece sahip bir sol-surekli t-norm klide (Klement
ve ark., 2000).

2. 2. 11. Onerme:T bir t-norm vet : [0,1] — [0, 0], T nin bir toplamsal Ureteci
olsun. T sg-sureklidir ancak ve ancak nin sa&-surekli bir toplamsal Ureteci vardir
(Klement ve ark., 2000).

Kanit: Eger T nin birt : [0,1] — [0, o] s&-surekli toplamsal Ureteci varsanin
pseudo-terstY : [0, 0] — [0, 1] siirekli olur. O haldel sas-siireklidir.

Tersine,T bir sg-surekli t-norm vet : [0,1] — [0, o0] onun herhangi bir toplamsal
ureteci olsunt : [0,1] — [0, 0],

_ lim t(x), x €[0,1)
FGx) = {Hﬁ ()
0, x=1

tanimlansin.t, bir t-normun bir sgsurekli toplamsal Uretecidir. HerRan(t) hem de
Ran(t), ayni u¢c noktali araliklarin bigemi olarak yazilabilir. Ran(t) icin bu araliklar
(birinci aralik farkh olabilir) (a, b] formundadir, yani het,y € [0, 1] icin, t(x) + t(y) €
Ran(t) U [£(0), ] salanir. Ayrica,tCD =t dir. Oyleyse, hew,y € [0,1] icin ve
x+¢&y+e€(0,1) olmak Uzere her > 0 igin,

T(x+ey+e)=tV(tlx+e)+t(y+¢)
>tV (E(x) + E(y))
>tV (e(x) + t(y))

=T(xy)
olur. T nin s&-surekliligindent, T nin bir toplamsal Uretecidir.

2. 2.12. OnermeBir T t-normunun bitt : [0,1] — [0, o] toplamsal (ireteci varsa,
T Arsimedyan olmak zorundadir. Ayricgagidakiler sglanir:

() T t-normu kesin artandir ancak ve ancék) = oo dur.
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(ii) Her x € (0,1), T nin bir nilpotent elemanidir ancak ve an¢é) < oo dur.
(iii) ¢ strekli deil ve £(0) < co ise,3n, € N : Vx € [0,1) icin x{™ = 0 dhr.
(Klement ve ark., 2004b).

Kanit: T bir t-norm, t: [0,1] — [0,], T nin bir toplamsal Ureteci olsun ve
x,y € (0,1) verilsin.t(x) > 0 vet (%) < oo dur. Buradan,

EInEN:n-t(x)>t(%)

olur. Dolayisiyla,

(M) _ (D (. o (D)) =Y
xp” =tV (n-t(x0) < t (t(2)>— 5 <Y
bulunur. O haldg" Arsimedyandir.
(i) ve (ii) nin kanitina birlikte bakilmasi dahaguyn olacaktir:

t(0) = o ise, Ran(t) U [t(0),»] = Ran(t) dir. x € (0,1], y,z€[0,1], y <z
verilsin.

t(x) + t(y) € Ran(t) vet(x) + t(z) € Ran(t)

dir. t kesin azalan oldiundant(x) + t(y) > t(x) + t(2z) olur ve tCV|g. ¢ de kesin
azalandir. Buradan,

T(x,y) = t(_l)(t(x) +t(y)) < t(_l)(t(x) +t(2)) = T(x,2)
olur. O hald€T kesin artandir.

0 < a < b < 1 olsun.T kesin monoton oldiundan hen € N igin a{™ < b{" olur.

Buradan,b;") = 0 olacak sekilde bir n € N yoktur, yanib € (0,1), T nin nilpotent
elemani dgildir.

t(0) < wise,x € (0,1) i¢in t(x) > 0 oldugundan,
IneN:n-t(x) = t(0)
olur. Buradan,

2V =t D(n-t(x)) < tD(2(0)) = 0

ve bbylecec;") = 0 dir. O halde hex € (0, 1), T nin bir nilpotent elemanidir.
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a€(0,1) olsun.ameN: a* =0, a?* ! > 0 dir. BuradanT (a®*%,a) = 0 olur.

Ancak, 0 <> < aolmasina ramen T(a’Tn‘l, %) <« T(a® ',a) dir. Yani, T kesin
monoton dgildir. Boylece (i) ve (ii) nin kaniti tamamlangolur.

t slrekli olmasin ve(0) < oo olsun. O zamahim,._,,- t(x) > 0 olur.ny, € N,n, =

t(0)

limy_,1— t(x)

secilirsen, - lim,_,- t(x) = t(0) ve buradan da here (0, 1) i¢in
(") = tCY(ng - t(a)) < &V (no - lim t(x)) <tEV(t0) =0

bulunur.

2. 2. 13. Sonu¢Minimum t-normuT,,, Arsimedyan olmadyndan hic bir toplamsal
Ureteci yoktur (Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 14. Sonug:t: [0,1] — [0,0], bir T surekli Agimedyan t-normunun bir
surekli toplamsal Ureteci ise,

(i) T sikidir ancak ve ancak0) = oo dur.
(i) T nilpotenttir ancak ve ancak0) < oo dur (Klement ve ark., 2004b).

Ilerde verilecek olan “t-normun carpimsal Ureteciviami ile t-normun toplamsal
Ureteci kavrami birbirlerine dual kavramlardir. Hangi bir t-norm icin, her bir toplamsal
uretece kamlik bir carpimsal Urete¢ ve her bir carpimsal écet kagilik bir toplamsal
uretec kagihk gelir. Bu duallik, Ustel fonksiyon ve logariamfonksiyonunun([0, o], +)
toplamsal yari grubu il€[0,1],-) carpimsal yari grubu arasindageb izomorfizmalar
olmalarindan kaynaklanir:

f:[0,00] = [0,1], f(x) =e ™ olsun.f~1:[0,1] — [0, ], f~1(x) = —Inx olur.
Herx,y € [0, o] icin,

fat+y)=e N =e*-e =f(x) f(¥)
ve herx,y € [0, 1] icin,
fAe ) =—Inx-y)=-Inx-Iny =)+ )
olur.

2. 2. 15. Onerme:T bir t-norm vet : [0,1] — [0, 0], T nin bir toplamsal Ureteci
olmak tzere

0(x) :=e~t®
biciminde tanimhig : [0,1] — [0, 1] kesin artan fonksiyonu alinirsa, hely € [0, 1] icin,

T(x,y) = 6V(6(x) - 6(y)) olur (Klement ve ark., 2000).
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2. 2. 16. Sonug:6 :[0,1] — [0,1], 0 noktasinda gasirekli bir kesin artan
fonksiyonu;6(1) = 1 ve herx,y € [0, 1] i¢in,

0(x)-0(y) € Ran(6) U [0,0(0)]
olsun. O zaman,
T(x,y) = 6V(6(x) - 6(»))
ile verilenT : [0,1]?> — [0, 1] fonksiyonu bir t-normdur (Klement ve ark., 2000).

2. 2. 17. Tanim:T bir t-norm,0 noktasinda gasurekli, kesin artan bi# : [0,1] —
[0, 1] fonksiyonu;8(1) = 1 ve herx,y € [0,1] igin,

B(x)-0(y) € Ran(6) U [0,0(0)]
biciminde olsun. Bu durumda,
T(x,y) = 6V(6(x) - 6(»))
ise,f ya, T t-normunun bir carpimsal Uretecidir denir (Klemeatark., 2000).

T-normlar ve t-konormlar arasindaki duallik neddémiyt-konormlarin da toplamsal
ve carpimsal Uretecleri giintlebilir.

2. 2. 18. Onerme:T bir t-norm, S bu t-normun dual t-konormu ve: [0,1] —
[0,00] T nin bir toplamsal Uretec : [0,1] — [0,1] T nin bir carpimsal Ureteci olsun.
Sirasiyla

s(x):=t(1—x), Ex):=60(1—x)

biciminde s: [0,1] — [0,00] ve &:[0,1] — [0,1] fonksiyonlari tanimlanirsa, her
x,y € [0, 1] igin

S(x,y) = sV (s(x) +s(3), SC,y) =EV(EW) - EB)
elde edilir (Klement ve ark., 2000).

Kanit: S, T nin t-konormu oldgundan, herx,y € [0,1] i¢in, S(x,y) =1—
T(1—x,1—1y) dir. Ayrica, s"P(x) =1—-tV(x), EV ) =1-0CY(x) dir. O
halde, hew, y € [0, 1] icin,

SEy)=1-TA-x1-y)=1-tEV(t(1-x) +t(1-y))
=1—tCV(s(x) +s(») = sV (s(x) + s(»)),

SEy)=1-TAl-x1-y)=1-0"9(0(1-x)-0(1—y))
=1-0V(E@) €M) =ECV(E(x) - €(y)) elde edilir.
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2. 2. 6. Teoremdekine ve 2. 2. 16. Sonugctakine dregekilde, t-konormlar igin
asagidaki sonuc elde edilir.

2. 2. 19. Sonug:(i) s: [0,1] — [0, ] kesin artan fonksiyonus(0) =0, s, 1
noktasinda sol-surekli ve hery € [0, 1] igin,

s(x) +s(y) € Ran(s) U [s(1), =]
biciminde olsun. O zaman,
S, y) = sV (s(x) + ()
ile verilenS : [0,1]?> — [0, 1] fonksiyonu bir t-konormdur.

(i) &€ :[0,1] — [0, 1] fonksiyonu;1 noktasinda sol-surekli, kesin azaldf0) = 1
ve herx,y € [0, 1] igin,

§(x) - §(y) € Ran(§) U [0,$(1)]
biciminde tanimli ise,
SCy) =&V (EW) - §0))
ile ifade edilerS : [0,1]*> — [0, 1] fonksiyonu bir t-konormdur (Klement ve ark., 2000)

2. 2. 20. Tanim:(i) S bir t-konorm,s : [0,1] — [0, o] fonksiyonu;1 noktasinda
sol-surekli, kesin artas,(0) = 0 ve herx,y € [0, 1] icin,

s(x) +s(y) € Ran(s) U [s(1), =]
biciminde tanimli olsun. Bu durumda,
St,y) = sV (s(x) + s()
esitli gi ile verilen,s ye, S t-konormunun bir toplamsal tretecidir denir.

(i) S bir t-konorm, ¢ : [0,1] — [0, 1] fonksiyonu;1 noktasinda sol-sirekli, kesin
azalan{(0) = 1 ve herx,y € [0, 1] i¢in,

§(x) - $(y) € Ran(§) VU [0,§(1)]
biciminde tanimli olsun. Bu durumda,
S(y) = V(600 - €)

esitli gi ile verilen, ¢ ye, S t-konormunun bir carpimsal Uretecidir denir (Klethee ark.,
2000).

Asagida tanimlari verilen N, E ve L operatorleri, her f : [0,1] — [0, o]
fonksiyonunu sirasiyla
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Nf(x) = f(1-x), Ef(x) = /@, Lf(x) = ~In(f(x))

seklinde tanimli M, Ef, Lf :[0,1] — [0,o] fonksiyonlara dongitirmek Uzere, t-
normlarin ve t-konormlarin toplamsal ve carpimsadtécleri arasindaki gki sekil 5'te
verilmistir (Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 21. Teorem(Ty)aea t-normlar ve((ag, e“))aeA' [0,1] in bos olmayan, ikjer

ayrik, acik alt araliklarindan alan bir aile olsun. O zamansagidaki sekilde tanimlanan
T : [0,1]*> — [0, 1] fonksiyonu bir t-normdur:

X—Qg Y—Qu

Ay + (ea - aa) ' Ta (E’E), X,y € [aou ea]

T(x,y) = (2.15)

min{x, y}, diger durumda

(Klement ve ark., 2004b).

T nin toplamsal N - S nin toplamsal
tirefect --— lirefect
A A
Y Y
T nin garpimsal N |8 nin ¢arpimsal
tiretect g lirefeci

Sekil 5. Bir T t-normunun ve onun dual t-konormu S nin toplamsal ve carpimsal Uretecleri arasindaki
iliskiler: degismeli bir sema. Burada N, E ve L operatorleri, her bif : [0,1] — [0,c0] fonksiyonunu
sirastylaNf (x) = f(1 —x), Ef(x) = e /™, Lf(x) = —In(f(x)) seklinde tanimli N, Ef, Lf : [0,1] —
[0, oo] fonksiyonlara dongiirmektedir (Klement ve ark., 2004b).

2. 2. 22. Tanim:(Ty) e t-normlar ve((aq, e“))aEA’ [0,1] in bas olmayan, ikser

ayrik, acik alt araliklarindan dlan bir aile olsun. (2.15)le tanimlananT t-normu
(g €4 To), @ € A min sirali toplamidir denir ve

T = ((aa' €ar Ta))aeA

ile ifade edilir (Klement ve ark., 2004b).

24



BOLUM 2 — T-NORMLAR Ramazan EKMEKCI

2. 2.23. Ornek:

(i) Her bir T t-normu, tek terim0, 1, T) ile bir sirali toplamdir, yaril' = ({0, 1,T))
olur.

(i) T = ((0.1,0.5,T5),(0.7,0.9, T, )) sirali toplami gagidaki gibidir:

0.1+ 2.5(x—0.1)(y—0.1), x,y €[0.1,0.5]
T(x,y) =% 0.7+ maks{x +y —1.6,0}, x,y €[0.7,0.9]
min{x, y}, diger durumda

(Klement ve ark., 2000).
2. 3. Surekli t-normlar
2. 3. 1. TeoremBir T : [0,1]*> — [0, 1] fonksiyonu icin gaagidakiler denktir:
(i) T bir strekli Asimedyan t-normdur.

(i) T nin bir surekli toplamsal ureteci vardir, yanizpd carpimsal sabite gore tek
olarak belirlenen ve(1) = 0, her(x,y) € [0,1]? igin,

T(x,y) = tCD(t(x) + ()

biciminde tanimli bir strekli, kesin azalan [0, 1] — [0, o] fonksiyonu vardir. Burada,
nin pozitif carpimsal sabite gore tek olarak behrhesindent; ve t, yukaridaki kgullari
sglayan iki fonksiyon ise,A € (0,0) olmak Uzeret; = At, oldusu kastedilmektedir
(Klement ve ark., 2004c).

Kanit: (i) = (i) : 2. 2. 6. Teorem, 2. 2. 9. Onerme ve 2. 2.Q8ermeden cikar.
(i) = (i) : x € [0,1] vem,n € N icin,

1
n

Xy = sup{y € [0,1] = ¥ < x},

m 1
x;n) — (x;n) ;m)
N )
tanimlansin. Hek € N icin x,*" = x,.*" oldugundanx,™" iyi tanimhidir. T Arsimedyan
oldugu icin, herx € (0, 1] igin,
1

. )
lim xT" =

n—oo

olur. Bger hirx € [0, 1] ve birn € N U {0} igin x” = x{"*" ise, timevarimdan

x;n) _ x;Zn) _ (x;n))(Tz)
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elde edilir veT strekli Agimedyan oldgundan,x{" € {0,1} olur. Yani, x{™ € (0,1)

oldugunda,x{™ > x{"*" dir,

Herhangi bira € (0,1) elemani secilsin v& : Q N [0,0) — [0,1], h(r) = a(TT)

1
fonksiyonu tanimlansinl’ surekli velim,,_, x;”) = 1 oldugundanh sureklidir. Ayrica,
herx € [0,1] vem,n,p,q € N icin,

x;m/n)+(p/q) — x;(mq+np)/nq)

- (sm) e

(mq) (np)
_T ((xg/nq))T ’(x;l/nq))T )
—T (x;m/n)’x;p/q))
olur ve sonug olarak heys € Q N [0, ) icin,
h(r+s)=al*™ = T(a(Tr), a(TS)) <a® = h(r)

elde edilir, yani,h artmayandirh(m/n) > 0 olacaksekilde herm/n,p/q € Q N [0, )
icin,

h (% + g) <h (—mi:; 1) = (af ""))(quﬂ) < ((at "‘”)(TmQ) =h (%)

oldugundan,h fonksiyonu(0, 1] in ters resmi tzerinde kesin azalandir.

h, Q N [0,00) lizerinde monoton ve siirekli oglundan, birh : [0,0] — [0,1],
h(x) = inf{h(r) : r € Q N [0,x]} fonksiyonuna tek olarak getetilebilir. O zaman,h
surekli ve artmayandir ve heyy € [0, o] icin,

Rx +y) =T (ARG, h(»))

olur. Ayrica, h, (0,1] in ters resmi uzerinde kesin azalandup® = 0 olmak (izere,
t:[0,1] — [0, o],

t(x) = sup{y € [0,0] : h(y) > x}

tanimlansin. Bu durumdg h nin pseudo-tersidir v&, t nin pseudo-tersidir. O zaman
sureklidir, kesin azalandir w€1) = 0 dir. O halde, hex,y € [0, 1] icin,

T(x,y) =T (R(t@), h(t())) = A(t@) + t()) = tV(t(x) + ()
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oldugundan,t, T nin bir sirekli toplamsal Uretecidir.

t;,t; : [0,1] — [0, 0] fonksiyonlar, T nin sirekli toplamsal Uretecleri olsunlar,
yani, herx,y € [0, 1] icin,

t1(_1)(t1(x) +6,(y)) = tz(_l)(tz(x) +6,()

olsun. u = t,(x) ve v =t,(y) dongumleri ile, u+ v € [0,t,(0)) olacak sekilde her
u,v € [0,t,(0)] icin,

tl o tz(_l)(u) + tl o tz(_l)(v) = tl o tz(_l)(u + 17) (216)

bulunur. t; ve t,V in surekliliginden, u + v € [0,t,(0)] olacak sekilde heru,v €
[0,t,(0)] icin (2.16) eitligi saslanir. (2.16) eitligi, sirekli, kesin artant; o t,V :
[0,¢,(0)] — [0,00] cOziimleri, birb € (0,00) icin t; 0 t,CY =b-idy, () 6sitligni
sglamasi gereken bir Cauchy fonksiyonagitlegidir. Sonucg olarak, bitb € (0, ) icin
t; = bt, elde edilir.

2. 3. 2. TeoremBir T : [0,1]*> — [0, 1] fonksiyonu bir strekli t-normdur ancak ve
ancakT, surekli asimedyan t-normlarin bir siral toplamidir (Klemewat ark., 2004c).

2. 3. 3. OnermeT bir surekli t-normyy, 75, 73,74, 75 € (0,1) olsun. Herhangt; > 7,
icin, T(ry,13) = r, olacaksekilde birr; ve herhangt, icin T(rs,15) = r, olacaksekilde
bir rs bulunabilir (George ve Veeramani, 1994).

Kanit: r, >r, olsun. T(r,0) =0 ve T(ry,1) =r; dir. T(ry,.) : [0,1] — [0,1]
fonksiyonu surekli ve, € (0,7;) oldugundan, Ara Dger Teoremine gor& (ry,c) =1,
olacaksekilde birc € (0,1) vardir.r; > ¢ segilirse,T'(ry,13) = T(ry,c) = r, bulunur,

7, € (0,1) i¢cin a€ (1, 1) segilsin. T(a,0) =0 ve T(a,1) =a dir. T(a,.):
[0,1] — [0,1] fonksiyonu sirekli vey € (0,a) oldugundan, Ara Dger Teoremine gore
T(a, b) = r, olacaksekilde bir b € (0,1) vardir. rs > maks {a, b} segilirse, T (rs,15) >

T(a,b) = r, bulunur.
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BOLUM 3
FUZZY METR iK UZAYLAR
3. 1. Fuzzy Metrik Uzaylar

3. 1. 1. Tanim: X herhangi bir kimes bir strekli t-norm veM, X x X X [0, o)
Uzerinde bir fuzzy kimesi olsun. s&gidaki kaoullart sa&layan (X, M,x) Gclisine

(Kramosil ve Michalek 1975; Grabiec, 1988) anlanaihdt fuzzy metrik uzay denir:
Vx,y,z € X,Vt,s > 0 igin;

i) Mxy0=0

(i) Vt>0icinM(x,y,t) =1 &x=y

(i) M(x,y,t) =M(y,x,t)

(iv) M(x,y,t) *M(y,z,s) <M(x,z,t+5s)

(v) M(x,y,.):[0,00) — [0,1] soldan sureklidir.

3. 1. 2. Uyari:M(x,y,t) degeri, t ye gorex ve y arasindaki yakinlk derecesi olarak
diUstnulebilir. Bu durumg > 0 icin x vey arasindaki mesafenin sifir (yani= y) olmasi
M(x,y,t) = 1 biciminde,x ve y arasindaki mesafenin sonsuz olmasi Mé€x,y,t) =0
ile belirtilir. Kramosil ve Michalek anlamindaki bifuzzy metrik uzayin okturacai
topoloji Hausdorff olamayagandan, fuzzy metrik uzay tzerinde bir Hausdorff diop
olusturmak icin 3. 1. 1. Tanimi datirilerek 3. 1. 3. Tanimi elde edilgtir (George ve
Veeramani, 1994).

3. 1. 3. Tanim: X herhangi bir kiimex bir surekli t-norm veM, X x X x (0, o)
Uzeride bir fuzzy kimesi olsunségidaki kasullari s&layan (X, M,x) Uclistine (George ve

Veeramani, 1994) anlaminda bir fuzzy metrik uzayide
Vx,y,z € X,Vt,s > 0 igin;

(i) M(x,y,t) >0

(i) Mx,y,t) =1 &x=y

(i)  M(x,y,t) = M(y,x,t)

(iv) M(x,y,t)*M(y,z,s) < M(x,z,t+s)
(v) M(x,y,.):(0,0) — [0,1] sUreklidir.
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Bu durumda(M,*) ikilisine, X Gzerinde (George ve Veeramani, 1994) anlaminda bir
fuzzy metriktir denir. Kagiklik yaratmayacak durumlardd&M,+) yerine sadeceM

kullanilacaktir.

3. 1. 4. Yardimci Teorem:Her x,y € X icin, M(x,y,.) fonksiyonu azalmayandir
(Grabiec, 1988).

Kanit: x,y € X ve0 < t < s olsun. O zaman,
M(x,y,t) = M(x,y,t) * M(y,y,s —t) < M(x,y,5)

3. 1. 5. Uyarli: (X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve;,y € X olsun.t >0ve0 <r <1
olmak tzereM(x,y,t) >1—riseM(x,y,ty) >1—1r ve 0 < t, < t olacaksekilde bir

t, bulunabilir (George ve Veeramani, 1994).

Kanit: t >0 ve 0 <r <1 olmak lzereM(x,y,t) > 1—r olsun.M(x,y,t/5) <
M(x,y,t) dir. Ezer M(x,y,t/,) > 1 —r ise,t, = !/, alindginda istenen ganir. Eser
M(x,y,t/5) <1—r ise, M(x,y,t/5) <1-r<M(xyt) ve M(x,y,.) surekli
oldugundan Ara Dger Teoremine goré — r < M(x,y,t,) < M(x,y, t) olacaksekilde bir

to € (t/,,t) vardir.

3.1.6.Ornek:X = Rolsun.a * b = ab ve herx,y € X, t € (0,) i¢in,

M(x,y,t) =

|x=y|
e t

fonksiyonu verilsin. O zamar(X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir (George ve Veeramani,
1994).

Kanit: x,y,z € X vet,s > 0 olsun. Bu durumda,;

|x

.
(1) x+yisee t >0 = M(x,y,t) >0

|x=yl

x=yise,e t =1 = M(x,y,t)=1>0.
lx=yl
(i) x=ye |lx—yl=0 et =1 & M(,y,t)=1.
1 1
(i) M@ y,t) =G5 =F5==MOx1).
e t e t
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(iv)  Ucgen gitsizliginden,
lx —z| < |x =yl + |y — 2|

dir. Ayrlca,HTS > 1 veHTs > 1 oldugundan,

t+s t+s
=2l < (=) o=yl + (=) Iy = 21

olur ve buradan,

X —Z X — —Z
| ISI y|+|y |
t+s t S

ve dolayisi ile,

[x—2| lx=yl |y—z|
et+ts <e t e s

elde edilir. O halde,

M(xr Y, t) * M(y; Z, S) = |x1_y| b Iyl—zl = |x1—z| = M(x, Z, t+ S) dll’
e t e s e t+s
(v) k =|x —y| olsun. O zamant € (0,) igin t+— ik fonksiyonu surekli

et

oldugundan,M(x,y,.): (0,0) — [0,1] surekli olur.
Boylece (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.

3. 1. 7. Uyari: 3. 1. 6. OrnekteR yerine herhangi bix metrik uzayi ve|x — y|
yerined(x,y) alindginda da(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olur. Ayrica 3. 1. 6. Ornekt
a * b = ab t-normu yerinez * b = min{a, b} t-normu alinsa da érnek gia olur (George

ve Veeramani, 1994).

Asagidaki drnek; her metgin bir fuzzy metrik Uretgiini ve dolayisiyla da fuzzy

metrik uzay kavraminin metrik uzay kavramin bir glegmesi oldgunu gosterir.

3. 1. 8. Ornek:(X, d) bir metrik uzay olsuna * b = ab vex,y € X vek,m,n € R*

olmak tzere,

kt"
kt™ + md(x,y)

M(x,y,t) =

tanimlansin. O zaman(X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.(M,x) fuzzy metrgine, d

metriginin Urettigi fuzzy metrik denir (George ve Veeramani, 1994).
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Kanit: x,y,z € X vet,s > 0 olsun.

kt™

(1) k,mn €RY,t >0 ve d(x,y) =0 oldugundan, M(x,y,t) = 1 =

olur.

kt™

@My ) =1 e —

=lemdxy)=0=dxy)=0=x=1y.

kt™ _ kt™
kt™+md(x,y) " kt"+md (v,x)

@) M(x,y,t) = =M(y,x,t)

(4) Genellgi bozmadars™ < t™ olsun.

kt™ kes™
kt" + md(x,y) ks™+md(y,z)
k*tms™
~ kZtnsn kt"md(y,z) + ks™md(x,y) + m?d(x,y)d(y, z)
- k2t"s™ B kt™
= k2t"s" + ks"md(y, z) + ks"md(x,y)  kt" + m[d(x,y) + d(y,2)]
- kt™ < k(t+s)"
T kt"+md(x,z) — k(t+s)" +md(x,z)

M(x,y,t) * M(y,z,s) =

=M(x,z,t+5)

bulunur.

(5)f =M(x,y,.): (0,0) — [0,1], f(t) = #Z(x‘y)fonksiyonu sureklidir.

O halde (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.

3. 1. 9. Uyari:3. 1. 8. Orneka * b = ab t-normu yerinea * b = min{a, b} t-normu

alindginda da sg@lanir (George ve Veeramani, 1994).

3.1.10. Tanim3. 1. 8. Ornektek = m = n = 1 alinarak elde edilen

S Te)

fuzzy metrgine, d metrigi tarafindan Uretilen standart fuzzy metrik derBefrge ve

Veeramani, 1994).

31



BOLUM 3 — FUZZY METR iK UZAYLAR Ramazan EKMEKC I

3.1.11. Ornek:X = N, a * b = ab olsun. Hert > 0 igin,

Xy ,x < yise
M(x,y,t) ={ /y

y/x , Yy S xise
bicimindeise (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydi(George ve Veeramani, 1994).

Kanit: x,y,z € N vet,s > 0 olsun.

(1) x <yise,M(x,y,t) =§> Ovey < xise,M(x,y,t) =%> 0 dir.
QMx,y,t)=1= §= lveya%= 1= x=y
X=y= M(x,y,t)=§=1

() x < yise,M(x,y,t) = § = M(y,x,t)

y<xise,M(x,y,t) =2 = M(y,x,t)

X

(4) Genellgi bozmadany < y olsun.

y < zveyaz <y dir.

y < zise;x < z olacgindanM (x, y, t) * M(y, z,s) = ig = f =M(x,z,t+s)
olur.
z < y ise; iki durum s6z konusudur:< z veyaz < x.

x<zise;M(x,y,t) * M(y,z,5s) =§-§S§-§=§=M(x,z,t+s)

z<xise;M(x,y,t) * M(y,z,5s) = S§-§=§=M(x,z,t+s)

Xz
y v
bulunur.

(5) M(x,y,.) : (0,00) — [0, 1] fonksiyonu sabit oldgundan sureklidir.

O halde (X, M,*) bir fuzzy metrik uzaydir.
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3. 1.12. Uyari:3. 1. 11. Ornekte, her,y € N igin

S Te)

kosulunu s&layan N (zerinde bird metrigi yoktur. Ayrica, 3. 1. 11. Ornektek
fonksiyonu,a * b = min{a, b} t-normu ile g6z 6niine alngnda bir fuzzy metrik daldir

(George ve Veeramani, 1994).
Kanit: N tzerinde, yukaridaki kolu salayan bird metrigi var olsun.

t:=d(1,5) + 1 olsun. O zaman,

1 t 2 t
M(1,5,¢) = 5 t+d(1,5) ve M(2,5,1) = 5 t+d(25)

olur. Buradan,

2t
t+d(1,5) t+d(25)
= d(1,5) +1 =d(1,5) — 2d(2,5) < d(1,5)

— 2t +2d(2,5) = t +d(1,5) = t = d(1,5) — 2d(2,5)

t
t+d(x,y)

olur ki, bu bir ¢celgkidir. O halde, 3. 1. 11. drnekte, hery € N icin M(x,y,t) =

kosulunu sglayan N (zerinde bird metrigi yoktur. Ayrica, 3. 1. 11. OrnektekM

fonksiyonu,a * b = min{a, b} t-normu ile gdz énine alinginda

M(1,2,t) * M(2,5,s) = *-=M(1,5t+s)

Ul N
ul]| =

2
* — =
5

N| =

oldugundan bir fuzzy metrik dgldir.
3. 2. Bir Fuzzy Metrik Tarafindan Uretilen Topoloji

3. 2. 1. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzayi olsun ve herhangi i€ X noktasi

verilsin.t > 0 ve0 < r < 1 olmak Uzere,
Bx,1,t) ={y€X: M(x,y,t) >1—r}

kimesinex € X merkezli ver yaricapli acik yuvar denir (George ve Veerama®94).
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3. 2. 2. Sonuc¢Bir fuzzy metrik uzayda her acik yuvar bir acikmkédir (George ve
Veeramani, 1994).

Kanit: (X, M,*) bir fuzzy metrik uzayx € X, t > 0ve0 <r < 1igin B(x,r,t) bu
uzayda bir acik yuvar v € B(x, r,t) olsun. O zamany(x,y,t) > 1 — r olur. Buradan,

dty:0<ty <t veM(x,y,ty) >1—r
dirve 1, = M(x,y,t,) > 1 — r segilsin. Bu durumdg, > 1 — r oldugundan,
As: 1ry>1—-s>1—-r, 0<s<1dir.Ayrica,ar;: 0<nr <1, ryg*xr,=1—s ve
boylece,
B(y,1—r,t—ty,) S B(x,r1,t)
olur. Gercektenz € B(y,1 —ry,t — ty) ise,M(y, z,t — t,) > r; ve buradan,
M(x,z,t) = M(x,y,ty) * M(y,z, t —tg) = M(x,y,ty) *xry =191, =1 —-s>1—r
bulunur. YaniM(x,z,t) > 1 — r ve dolayisiylaz € B(x, r, t) dir. O haldeB(x,r, t) bir
acik kimedir.
3. 2. 3. Sonuc¢(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olsun. O zaman,
Ty ={ACX:x€A = 3Jt,r: t>0,0<r<1,B(xrt) S A}
ailesi, X Gzerinde bir topolojidir (George ve Veeramani, 499
Kanit: ()9, X €t
(i) A,B € T vex € AN B olsun. Buradany € A vex € B olur. Oyleyse,
B(x,r,t;) € A,B(x,1,,t,) € B

olacak sekilde t;,t, >0, 0 <r,r, <1 vardir. r:=min {ry,r,} ve t:=min{t,t,}

secilirse,
B(x,r,t) € [B(x,1,t;) N B(x,15,t,)] SANB

olur. Gergektenz € B(x,r,t) ise,
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M(z,x,t;) 2 M(z,x,t) >1—r=>1—1r, = z€ B(x,1,t;)
M(z,x,t,) > M(z,x,t) >1—r=>1—1r, = z€ B(x,1,,t;)
olur. O haldeA n B € t dur.
(iii) {A;}ie; € T Vex € Uje 4; Olsun.
Jjel:x €A
olur veA; € t oldugundan,

3t > 0,7 €(0,1) : B(x,7,t) S 4

dir. Buradan,
B(X,T,t) c A] c UAL
i€l
oldugundan
U Ai ET
i€l
olur.

O halder,,, X Uzerinde bir topolojidir.

3. 2. 4. Not: 3. 2. 3. Sonugta tanimlanglX, t,,) topolojik uzayinda, hex € X
noktast i¢in{B(x,1/y,1/5) : n =1,2,3,...} ailesi, x noktasinin bir koguluklar tabani

oldugundan,X Uzerindekir,, topolojisi birinci sayilabilirdir (George ve Veenani, 1994).
Kanit: N, x € X noktasinin herhangi bir kamlugu olsun. O zaman,
dJAet:x€ACN
olur. Buradan,
3t >0,r€(0,1): B(x,r,t) SACS N

dir. k := min {r, t} segcilsin.
1
neN: =<k
n
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dir. Oyleyse,
B(x,1/n,1/n) € B(x,r,t) cACN
olur. Gergektenz € B(x, 1/, 1/y,) ise,
M(x,z,t) = M(x,z, k) = M(x,z, 1/n) >1-— 1/n >1—-k>1-r
= z € B(x,1,t)

olur. O halde,{B(x,1/,1/n) :n=1,2,3,..} ailesi, x noktasinin bir komuluklar

tabanidir.
3. 2. 5. TeoremHer fuzzy metrik uzay Hausdorff tur (George ve kaeani, 1994).
Kanit: (X, M,*) fuzzy metrik uzayi verilsin ve,y € X, x # y olsun. O zaman,
t>0icin 0 < M(x,y,t) <1dir.r:=M(x,y,t) olsun. Bu durumddar, : r <ry, < 1,ve

r *1 =1 0<r <1 olacaksekilde birr; bulunabilir. Buradan,
1 1
B (x, 1- 7”1’515) NnB (y, 1- 7”1’5t) =Q
dir. Gergekten,
1 1
Z E B (x, 1 - Tl,zt) ﬂ B (y, 1 - Tl,zt)
var olsaydi,

r=M(x,y,t) =M (x,z,%t) * M(Z,y,%t) > (1 -(1- rl)) * (1 -(1- rl)) =1 %7
=Ty >T
olurdu ki, bu bir ¢ekkidir.
O halde(X, M,*) fuzzy metrik uzay! Hausdorff tur.

3. 2. 6. Teorem:Her fuzzy metrik uzay normaldir ve her fuzzy mletuzayinT;

olmasindan dolayi regulerdir.

Kanit: (X, M,x) fuzzy metrik uzayl,A,B € X ayrik kapali altkimeleri ve > 0
verilsin.M(A, B,t) = sup{M(a, b,t) : a € A,b € B} olmak Uizereg :=1— M(A,B, t)
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olsun. 2. 3. 3. (")nermede61 — f/k) * (1 — g/k) >1-%/, olacaksekilde birk € N

vardir.

U= UqeaB(a,%/p,b/5) VeV i= Upes B(b, €/}, t/5)

kimeleri tanimlansin. O zama#,c U,B € V dir, U ve V kiimeleri aciktir vd/ NV = @

dir. Gergekten, bix € U NV var olsaydi;

M(a,x,t/,) > (1 — g/k) ve M(b,x,t/,) > (1 — f/k) olacak bicimdea € A ve b € B

elemanlari var olurdu, buradan

(1—¢)=M(4,B,t) = M(a,b,t) = M(a,x,t/5) * M(x,b,t/)

>(1-¢/)+(1-8/ ) 21-%/,>1-¢
olurdu ki bu bir ¢ekkidir. O halde(X, M,*) fuzzy metrik uzay! normaldir.

3. 2. 7. Sonuc:(X,d) bir metrik uzay olsunM, X Uzerinde,d metrigi tarafindan
Uretilen standart fuzzy metrik olsun. O zamdmnnetrigi tarafindan Uretilerr; topolojisi

ile M fuzzy metrgi tarafindan uretilen,, topolojisi aynidir (George ve Veeramani, 1994).
Kanit: A € t; vex € A olsun. O zaman,
de>0:B(x,e) S A
olur.t = € ver € (0,0.5) secilirse,
B(x,r,t)c A

olur. Gergekten;

z € B(x,r,t) = M(x,z,t) = r = 1—r

e R crdxn)

r
=d(x,z) < 1

re<eg =>z€EB(x,e) €A

olur, buradami € t,, bulunur.
Diger taraftanA € 7, vex € A olsun. O zaman,

3t >0,r€(0,1): B(x,,t) S A
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olur.e € (0, 1%) secilirse,
B(x,e) € A

olur. Gergekten;

rt
Zz€B(x,&) = d(z,x) <: = M(z,x,t) = —r =z € B(x,1,t)

—>1
t+d(zx)
olur, buradari € t; bulunur.

O haldet; = 1), dir.

3. 2. 8. Tanim: (X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ved € X olsun.Vx,y € A icin
M(x,y,t) >1—r, t>0, 0<r<1 olacak sekilde t ve r sayllarl varsad € X

altkimesine F-sinirhdir denir (George ve Veerama994).

3. 2. 9. Sonuc(X, M,*), X Uzerindeki bird metrigi tarafindan Uretilen fuzzy metrik
uzay olsun. O zaman, b € X altkimesinin F-sinirli olmasi igin gerek ve yekesul

A € X nin d-sinirli olmasidir (George ve Veeramani, 1994

Kanit: A € X altkiimesi F-sinirli olsun. O zaman, bey € A icin M(x,y,t) > 1 —

r, t >0, 0 <r <1 olacaksekilde t ve r sayilar vardir. Buradan, hef,y € A icin,

kt™"

+ 0 —
k,m,n € R* olmak lGzere M(x,y,t) = pr—T—

> 1 —rdir. Yani, herx,y € A icin,

d(x,y) < %(g - kt") € R* olur. O haldeA d-sinirlidir.

Tersine,A € X altkimesi d-sinirli olsun. O zaman, hew € A4 igin, d(x,y) < K

olacaksekilde birK € R* vardir. Buradank, m,n € R*,t > 0 olmak tUzereM(x,y,t) =

n

kt™ kt™ kt™
(1-

kt"+mK

kt™+md(x,y) > kt"+mK ) olur. r=1-

—— yazilirsa, herx,y € A

icin M(x,y,t) >1—r,t>0,0<r <1 olacaksekildet ve r sayilari bulunmgiolur. O
halde,A F-sinirhdir.

3. 2. 10. TeoremBir fuzzy metrik uzayin her tiki2 altkimesi F-sinirlidir (George

ve Veeramani, 1994).
Kanit: (X, M,x) bir fuzzy metrik uzay4d < X bir tikiz altkime,t > 0 ve

0 < r <1 sabitleri verilsin{B(x,r,t): x € A} ailesi,A nin bir agik 6rtisudu# tikiz
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oldugundan, 3x;, x5, ..., x, €EA: A S UL, B(x;,7,t) olur.x,y € A verilsin. O zaman,
ax;,x; €A, i,j €{1,2,..,n}, x € B(x;,7,t) ve y € B(x;,r,t) dir. Buradan,
M(x,x;,t) >1—1r ve M(y,xj,t) >1—7r olur.a:= min{M(xi,xj,t) :1<1i,j<n}
olsun.a > 0 olup

M(x,y,3t) = M(x,x;,t) * M(xi,xj,t) * M(xj,y,t) >A-r)xa*x(1—-717)
veidse€(0,1): 1—r)*xax(1—r)>1-—sdir.t':=3t aindginda,

M(x,y,t')y>1—s

olur. O halded € X, F-sinirhdir.

3. 2. 11. Uyari: Bir fuzzy metrik uzaydaki her tikiz kime kapali #esinirlidir.

(George ve Veeramani, 1994).

3. 2. 12. Teorem:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay ve, M fuzzy metrginin Urettigi

topoloji olmak lGzer& de verilen her bifx,,} dizisi i¢in agagidaki 6nerme sdanir:
n — o iken x, — x & Vt > 0icinn — oo iken M(x,, x,t) — 1
(George ve Veeramani, 1994).

Kanit: t > 0 verilsin ven — oo iken x,, — x olsun. O zaman, hé& < r < 1 igin,

dny, € N: Vn > n, icin x,, € B(x,r,t) dir ve buradan,
dng EN: Vn > ngicin M(x,, x,t) >1—1
olur. Bu dan — oo iken M(x,, x,t) — 1 demektir.

Tersine,vVt > 0 icin n — o iken M(x,,x,t) — 1 olsun. Buradan, he® <r <1

icin,Inyg E N: Vn =>nyicinl — M(x,,x,t) <r ve bdylece,
dng EN: Vn >ngicin M(x,,x,t) >1—r
dir. Yani 3n, € N: vn > n, icin x,, € B(x,r, t) olur. O zamam — oo iken x, — x

olur.
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3. 2. 13. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay véx,}, bu uzayda bir dizi olsun.

lim M (xp4p, Xn, t) = 1, t>0, r=123,..

n—-oo

kosulu sa&laniyorsa{x,} dizisine Grabiec anlaminda Cauchy dizisidir deHer Grabiec
anlaminda Cauchy dizisinin yakinsak gidubir fuzzy metrik uzaya, Grabiec anlaminda

tam fuzzy metrik uzay denir (Grabiec, 1988).

3. 2. 14. Not:3. 2. 13. Tanima gor& bile Grabiec anlaminda tamgielir. Mesela,

d, R Uzerinde Euclid meti ve M, d metrigi tarafindan Uretilen standart fuzzy metrik

olmak uzere(R, M,) fuzzy metrik uzayinds, =1+ 1/2 + 1/3 + -+ 1/n dizisi ele

alinsin.
t t
M(Sp1p)Spit) = =
N A I S S U
n+1l n+2 n+p
dir. Dolayisliyla,

lim M(Spip S t) =1

bulunur. Yani,{S,} dizisi(R, M,") fuzzy metrik uzayinda Grabiec anlaminda bir Cauchy
dizisidir. (R, M,") fuzzy metrik uzayinin Grabiec anlaminda tam @gidkabul edilsin. O

Zaman,

dx € R: n— oo iken M(S,,x,t) — 1

dir. Buradan,n — o iken — 1 ve boylecen — « iken |S,, —x| — 0

t+|Sp—x|

yani, n — oo iken S, — x olur ki, bu R de d@ru dezildir. (George ve Veeramani,
1994).

Cok kullangh olmayan bu Cauchy dizisi tanimina alternatifrolee daha kullagh
olaca disunulen ve d€R, M,) yi tam fuzzy metrik uzay yapan bir Cauchy dizesimi
asagidaki bicimde verilecektir.

3. 2. 15. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay véx,}, bu uzayda bir dizi olsun.

Ve € (0,1),t>0icindny, EN:Vn,m =ny = M(xy, xp,t) >1—¢
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kosulu sa&laniyorsa,{x,} dizisine bir Cauchy dizisi ve her Cauchy dizisinjakinsak
oldugu bir fuzzy metrik uzayina da tam fuzzy metrik uzgnir (George ve Veeramani,
1994).

Bu tanima goreyd, R uzerinde Euclid metgi ve M, d metrigi tarafindan uretilen
standart fuzzy metrik olmak Uzer@R, M,") fuzzy metrik uzayr 3. 2. 18. Sonugtan

gorulecei Uzere gercekten tamdir.

3. 2. 16. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olsun ve herhangi i€ X noktasi

verilsin.t > 0 ve0 < r < 1 olmak Uzere,
B[x,r,t] = {y EX : M(x::)’;t) 2 1 _r}
kimesinex € X merkezli ver yaricapli kapali yuvar denir (George ve Veeramb9@4).

3. 2. 17. Sonug:Bir fuzzy metrik uzayda her kapal yuvar bir kapklimedir

(George ve Veeramani, 1994).

Kanit: (X, M,*) bir fuzzy metrik uzayB[x,r,t] bu uzayda bir kapall yuvar ve
y € B[x,r,t] olsun.X birinci sayilabilir oldgundan{y, } — y olacaksekilde B[x, r, t] de
bir {y,} dizisi vardir. Buradanyt > 0 igin M(y,, y,t) — 1 dir vee > 0 verilirse

M(x,y,t +€) = M(x, yn, t) * M(Yn, ¥, €)
olur. Dolayisliyla,
M(x,y,t +¢) = lim M(x,y,, t) * lim M(y,,y,e) =(1—-r)*x1=1—7r
n—oo n—oo
olur. Ozel olarakn € N igin & = 1/, alinirsa,M(x,y,t + 1/, ) = 1 —r ve buradan da,

M(x,y,t) =lim, o M(x,y,t + 1/n) >1—r elde edilir. Yani,y € B[x,r,t] dir. O

haldeB|x, r, t] bir kapali kiimedir.

3. 2. 18. Sonug:(X,d) bir metrik uzay olsun(X,d) tamdir ancak ve anca#
tarafindan Uretilen standart fuzzy metrik uzg M,,*) tamdir (George ve Veeramani,
1997).

Kanit: Ik olarak; {x,}, (X,d) de bir Cauchy dizisidir ancak ve ancék,},
(X, M4,*) da bir Cauchy dizisidir. Gergekten;
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{x,}, (X,d) de bir Cauchy dizisi olsun ve >0, r € (0,1) verilsin. gzlr__tr>0

tanimlansin{x,}, (X, d) de bir Cauchy dizisi oldiundan,
dng €N: Vvnm=ny = d(x, x,) <¢

olur. Buradan,

dnyg € N: Vn,m = nyg = M(x,, X, t) 1—r

Tttt d(Xp, Xm) >
bulunur. Yani{x,}, (X, M;,*) da bir Cauchy dizisidir.

Tersine, {x,,}, (X,Mg4,*) da bir Cauchy dizisi olsun ve > 0 verilsin. t >0
belirlensin ver=ie(0,1) tanimlansin. {x,}, (X,My,x) da bir Cauchy dizisi
oldugundan,

dnyg € N: Vn,m > ny = M(x,, X, t) = 1—r

T G )
olur. Buradan,

dng EN: Vnm=>ny = d(x,xp) <&
bulunur. Yani{x,}, (X, d) de bir Cauchy dizisidir.

(X,d) tam ve{x,}, (X, My,*) da bir Cauchy dizisi olsufx,}, (X,d) de bir Cauchy
dizisi olacgindan,t,; ye gobrex,, — x olacaksekilde birx € X vardir. 3. 2. 7. sonuctan

Tq = Ty, Oldugundan,zy ye gorex,, — x dir. O halde(X, M,*) tamdir.

Tersine,(X, My,*) tam ve{x,}, (X, d) de bir Cauchy dizisi olsufx,}, (X, M,,*) da
bir Cauchy dizisi olagandan,z,, ye gorex,, — x olacaksekilde birx € X vardir. 3. 2.

7. sonugtarr; = 1), oldugundan,z;ye gorex,, — x dir. O halde(X, d) tamdir.

3. 2. 19. Onerme:(X;, My,*) ve (X,, My, %) fuzzy metrik uzaylar verilsin. Verilen

t > 0 sayisl ve(xq, x,), (V1,V2) € X; X X, noktalari icin,

M((xpxz), V1, ¥2), t) = My (x1,y1,t) * My(x2, y2, t)

biciminde tanimlananM, X; x X, kimesi Uzerinde bir fuzzy metriktir (George ve

Veeramani, 1997).

Kanit: (Xy, M%) ve (X,,M,,x) fuzzy metrik uzaylar olduklarindas t-normu

sureklidir. (x4, x2), (V1,¥2), (21, 25) € X; X X, vet,s > 0 verilsin. Bu durumda,

(i) M((xp x2), V1, ¥2), t) = M;(x1,y1,t) * My(x3,¥,,t) >0
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(“) M((xpxz); (}’1'}’2)'t) =1 Ml(xli Y1 t) * MZ(XZJ Y2, t) =1
S My (xq,y1,t) = 1, Mp(x3,y2,t) =1

S XL=YuX2 =2
S (x1,%2) = (Y1, ¥2)
(i) M((p,x2), (71, ¥2), t) = My (21,91, £) * My (2, y5, t)
= M;(y1,%1,t) * My(y,, x5, t)
= M((Yll y2), (%1, %2), t)
(iv) M((xll x2), V1, ¥2), t) * M(()’l: v2), (21, 23), S)
= M;(x1,y1,8) * My(x2,¥2, 8) * M1 (1,21, 8) * M3 (2, 22, 5)
= M;(x1,y1,t) * My(y1,21,8) * Ma(x2, 2, 1) * My (2, 22, 5)
< My(x1,21,t +5) * My(xy, 25, t + 5)
= M((xl, X2),(21,25),t + S)

(v) M, (x1,y1,.) : (0,00) — [0,1] ve M;(x3,y2,.) : (0,00) — [0,1]
fonksiyonlari vex t-normu surekli oldgundan,

M((xpxz): (}’1')’2):-) : (0,00) — [0,1]
fonksiyonu da sureklidir. O haldé, X; x X, Gzerinde bir fuzzy metriktir.

3. 2. 20. Tanim: 3. 2. 19. Onermedekjekilde tanimlananV fuzzy metrgine
X, X X, Uzerindeki carpim fuzzy megii (X, X X,, M,*) Uc¢listne de ¢arpim fuzzy metrik
uzayi denir.

3. 2. 21. Teorem:(Xy, My,*) ve (X5, M,,*) tam fuzzy metrik uzaylar ise(X; X
X,, M,x) carpim fuzzy metrik uzay! tamdir (George ve Veeainl997).

Kanit: (Xy, My,x) ve (X, M,,*) tam fuzzy metrik uzaylar véa,}, X; X X, de bir
Cauchy dizisi olsun. O zamakn € N icin a,, = (x,, y,) € X; X X, seklindedir ve her
t>0,r€(0,1)igin,

IngeN:nm=>n,= M((xn,yn), X Ym)» t) >1—r
dir. Buradan,

dng EN:n,m=>ng = M;(xp, X, t) = My, Xpo t) * My (Y, Yy t) > 1 — 1
ve

dng EN:n,m =>nyg = My(Vp, Vi, t) = My (X, X, t) * My (U, Vi t) > 1 — 1
olacgindan, {x,,} ve {y,} dizileri sirasiyla(X;, M,,x) ve (X,, M,,*) uzaylarinda birer
Cauchy dizileridir.(X;, My,*) ve (X;, M,,*) tam olduklarindan{x, } dizisinin yakinsad

bir x € X; noktasi ve{y,,} dizisinin yakinsad bir y € X, noktasi vardirt > 0, r €
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(0,1) olsun. O zamafl — s) * (1 —s) = (1 — r) olacaksekilde birs > 0 vardir. Ayrica

{x.} ve{y,} dizilerinin yakinsakliklarindan;

In, EN:n=>ny = M (x,x,t) >1—s5s
ve

dn, eN:n>n, = M,(y,,y,t) >1—5s
oldugu biliniyor. N := max {n4, n,} segilirse, hen > N igin,

M(Cn, ), (6, 9),t) = My (n, %, 6) * My, v, ) > (1 —8) * (1 =) 2 1 =7
olur. Yani, {a,} dizisi (X; X X5, M,*) carpim fuzzy metrik uzayindéx,y) noktasina
yakinsaktir. O haldéX; x X,, M,*) tamdir.

3. 2. 22. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay véF,},cn, X in altkimelerinin bir
ailesi olsun. Ber hert > 0,7 € (0, 1) icin,

dneN: Vx,y €E,icinM(x,y,t) >1—r
kosulu sa&laniyor ise{F, },en ailesi fuzzy sifir gapa sahiptir denir (GeorgeMieeeramani,
1997).

3. 2. 23. Uyari: (X, M,x) bir fuzzy metrik uzay ve" € X bostan farkh bir kiime
olsun. F fuzzy sifir capa sahiptir ancak ve ancBktek nokta kimesidir (George ve
Veeramani, 1997).

Kanit: (X, M,x) bir fuzzy metrik uzay vé' € X fuzzy sifir capa sahip b@an farkl
bir kime olsun.F nin tek nokta kiimesi olmagl varsayilsin. O zaman; # y olacak
sekilde x, y € F noktalari vardir. Buradan, her> 0 icin M(x,y,t) € (0,1) dir. t > 0 ve
r<1-—M(x,y,t) olacaksekilde r € (0,1) alinabilecginden, M(x,y,t) <1 —r olur.
Bu iseF nin fuzzy sifir capa sahip olmasi ile ¢eliO halde varsayim yasgtir, yaniF tek
nokta kiimesidir.

Tersine,F tek nokta kimesi ise, hetr,y € F icin x = y olaca&indan; hert > 0,

x,y € FicinM(x,y,t) =1>1—r bulunur. DolayisiylaF fuzzy sifir capa sahiptir.

3. 2. 24. TeoremBir (X, M,*) fuzzy metrik uzayinin tam olmasi icin gerek veeyet
kosul, fuzzy sifir capa sahip, k@an farkl kapali kimelerden alan ve i¢ ice azalan her
{E.}m=q dizisiicin N;-, E, # @ olmasidir. (George ve Veeramani, 1997)

Kanit: (X, M,*) fuzzy metrik uzay: verilsin. Fuzzy sifir capa sahbgtan farkl
kapall kiimelerden ofan ve i¢ ice azalan hé§F,},—, dizisi icin Ny, F, # @ olsun ve de
X de bir {x,} Cauchy dizisi verilsinA4,, := {x,, X 11, Xn4+2, ...} olmak UzereF, := 4,
kiimeleri tanimlanirs§F, },—, ailesi fuzzy sifir capa sahip olur:€ (0,1),t > 0 verilsin.

Bu durumda,
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Jre0,): 1-m*sA-7r)«xA—-7r)>0-5)

olur ve{x,}, bir Cauchy dizisi oldgundan,

IngEN: nm=n,= M(xn,xm,t/3) >(1-71)
dir. Dolayisiyla,vx,y € Ay, igin M(x,y,t/3) > (1 —r) elde edilir. Ayricax,y € F,  ise,
F,, kapali oldgundan, F,  da x noktasina yakinsayan bfi,} dizisi ve y noktasina
yakinsayan bify,} dizisi vardir. Boylece de,
In,EN: n>n;, = x;, € B(x,r,t/3) vedn, EN: n>n, =y, € B(y,r,t/3)
bulunur.N := max {ngy, n,,n,} segilirse,
M(x,y,t) = M(x,xy,Y/3) * M(xp, yn,t/3) * M(yn, v, /3)
>SA-r+«A-rN+«x1A-r)>{1-5)
olur. Yani, Vx,y € F,_ icin M(x,y,t) > 1—s ve dolayisiyla{F,},-, fuzzy sifir capa
sahiptir. Oyleyse hipotezdem_, F, # @ olur ve x € N$~, F, alinsin. O zamany €
(0,1),t > 0icin,
dn; EN: n=>n3 = M(x,,x,t) >1—rvedns EN: n>n; = x, € B(x,1,t)
dir. Yani, {x,} dizisi x noktasina yakinsak olur ki X, M,*) fuzzy metrik uzayinin tam
olmasi demektir.

Tersine, (X, M,*) fuzzy metrik uzay tam véF,},—, ailesi, fuzzy sifir capa sahip,
bostan farkli kapali kimelerden alan ve i¢ ice azalan bir kimeler dizisi olsym,,}
dizisi, hern = 1, 2,3, ... i¢in x,, € E, olacaksekilde tanimlansin{F,},_, fuzzy sifir capa
sahip oldgundan, her € (0,1),t > 0 icin,

dng EN: Vx,y €F, icinM(x,y,t) >1—r
olur ve yine hern,m=mn, icin, x, €F, €SF,_  ve x,€F, SF, olduygundan,
M (x,, xm, t) > 1 —r elde edilir. Yani{x,} bir Cauchy dizisidir(X, M,*) tam old@gundan,
{x,} dizisi birx € X noktasina yakinsar. Boylece, he€e N sabiti icin, k > n = x;, € F,
oldugundan,vr € (0,1),t > 0 icin B(x,7,t) N E, # ® ve Vvn € N i¢in x € E, = F, olur.
O haldeN,-, F, # @ dir.

3. 2. 25. Uyari:x € Ny~ F, elemani tektir. Gergektenyy € N;—; F, ise,{F,}n=1,
fuzzy sifir capa sahip olgundan, het > 0 sabiti ve hemn € N icin M(x,y,t) > 1 — 1/n
dir. Dolayisiyla,M (x,y,t) = 1 ve boylecex = y dir (George ve Veeramani, 1997).

3. 2. 26. Sonug¢Bir (X,d) metrik uzayinin tam olmasi igin gerek ve yetesuko
bostan farkh kapali kimelerden alan, ¢caplan sifira yakjan ve i¢ ice azalan héf, },—-

dizisi icin Ny, E, # @ olmasidir. (George ve Veeramani, 1997)
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Kanit: (X, d) bir metrik uzayi ve hipotezde verilenskdlar sa&lansin.d ile Uretilen

M, standart fuzzy mei tarafindan Uretilerr,, ,topolojisi ile d metrigi tarafindan Gretilen

74 topolojisi aynidir. Ber x,y € F,, r € (0,1),t > 0 ise, 6(F,) sifira yakinsagandan;
dny, EN: 5(Fn0) < ﬁ = Vx,y €F,, icin d(x,y) < % = Vx,y €E,, icin
My(x,y,t) > 1 —r olur. Boylece{F,},-; fuzzy sifir capa sahip ve 3. 2. 24. Teoremden,
(X, My4,*) bir tam fuzzy metrik uzaydir. Buradan da 3. 2. 88nuc kullanilirs&X, d) tam
olur.

Tersine,(X,d) metrik uzayl tam ve bu uzaydf,},-, ailesi bgtan farkl kapal
kimelerden olgan, caplari sifira yakjan ve i¢ ice azalan bir dizi olsun. 3. 2. 18. Sonu¢
geresi (X, My,*) fuzzy metrik uzayr tamdir. AyricéF, }o—,, (X, Mg,*) de fuzzy sifir capa
sahip ve 3. 2. 24. Teoremd@i-, F, # @ elde edilir.

3. 2. 27. SonucHer ayrilabilir fuzzy metrik uzay ikinci sayilabidir (George ve
Veeramani, 1997).

Kanit: (X, M,*) ayrilabilir fuzzy metrik uzay! vel = {a,, : n € N}, X in sayilabilir
yogun bir altkiimesi verilsinB = {B(a]-, 1/k' 1/k) 1,k € N} ailesiX deki acik kimeler
icin bir sayilabilir tabandir. Bu iddiay1 goulamak icin;G, X de bir acik kime ver €
Gise, 3r € (0,1),t >0: B(x,r,t) € G ve r € (0,1) oldugundan, (1 —s) * (1 —s) >
1 — r olacaksekilde birs € (0,1) bulunabilir. 1/, < min {s, t/z} biciminde birm € N
secilirse A, X de ygun oldigundan B(x, 1/n, 1/n) NA=#09,
Jda; €EA: q; € B(x, 1/m, 1/m) elde edilir ve x € B(aj, 1/m: 1/m) C B(x,r,t) dir.
Gergekteny € B(a;, Y/m, Y/m) ise,

M(x,y,t) = M(x,a;,t/5) * M(a;,y,t/,) = M(x,q;, )« M(a;,y,Ym)
>(1-1)«-Y)=2-s)+xQ-s)>1-r
olacgindany € B(x,r,t) dir. O haldeB bir tabandir. Yani(X, M,*) ikinci sayilabilirdir.

3. 2. 28. SonucAyrilabilir bir fuzzy metrik uzayin her alt uzaga ayrilabilirdir.
(George ve Veeramani, 1997).

Kanit: X ayrilabilir fuzzy metrik uzayi v&, X in bir alt uzayi olsun. O zamak, in
sayilabilir ygun bir A = {x,, : n € N} altkimesi vardir. Her sabit,k € N igin @ #
{x EX: M(xn,x, 1/k) >1-— 1/k} kiimesinden bir,,;, secilsin veB := {x,,; : n,k € N}
tanimlansin. BB kiimesi sayilabilirdir v& € B dir. Gercekteny € Y, r € (0,1),t > 0

isedk eN:0< 1/k < t/z,(l—l/k)*(l—l/k) >1—rveA4, X de ygun
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oldugundan,Im € N : M(xm,y, 1/k) >1-— 1/k olur ve B nin tanimindan3x,,, € B :
M(xmk,xm, 1/k) >1 -1/, dir. Buradan da;
M (X, 32 t) = M(xmerm; t/z) * M(xm' 82 t/z) = M(xmk'xm; 1/k) * M(xm; b2 1/k)

2(1—1/k)*(1—1/k)>1—r

bulunur ki buy € B demektir, yan¥ € B dir. € := B nY tanimlanirsa¢ sayilabilirdir ve
Y alt uzayinda ygundur. O haldé alt uzayi ayrilabilirdir.

3. 2. 29. Tanim:X bostan farkli herhangi bir kime W&, M,*) bir fuzzy metrik uzay
olmak Uzere{f,,}, X denY ye fonksiyonlarin bir dizisi vef, X denY ye bir fonksiyon
olsun. Eer herr € (0,1),t > 0,x € X icin,

dng €EN: n=>ny = M(f,(x),f(x),t) >1—r
kosulu salaniyor ise,{f,} fonksiyonlar dizisif fonksiyonuna dizgin yakinsar denir
(George ve Veeramani, 1997).

3. 2. 30. Dizgun Limit Teoremi:X bir topolojik uzay,Y bir fuzzy metrik uzay ve
fn:X — Y surekli fonksiyonlarin bir dizisi olsun. gér {f,} dizisi, bir f: X ->Y
fonksiyonuna diizgiin yakinsiyor igestreklidir (George ve Veeramani, 1997).

Kanit: X topolojik uzayi ve(Y, M,x) fuzzy metrik uzayly, Y de bir acik kiime ve
xo € f~1(V) olsun.f (x,) € V dir veV acik oldgundan,

dr € (0,1),t > 0: B(f(xg),r,t) € Vdirver € (0,1) oldugu icin,

3s€(0,1): 1-s5)* 1—-s5)*(1—-5s)>1—-r
olur. {f,,}, f ye diizglin yakinsagindan, herx € X icin,

Iny€EN:n>n,= M(fn(x),f(x),t/3) >1-—s5,
ve her neN igin f,’ler sudrekli oldgundan, sabit bir n>n, igin
fn(U) € B(f,,(x0), s, t/g) bicimindex, in bir U komsulugu bulunabilir. Yani,vx € U icin
M(fn(x), fu(x0),t/3) > 1 — s dir. O haldeyx € U igin

M(f (), £ (), ) = M(F (), fu(2), E/3) * M(£u (), fo (0D, E/3) * M(fu(xo), £ (x0), E/3)
>1-s5)*(1—-s)*x(1-s) >1—7r

olur. Boylece, herx € U icin f(x) € B(f(x,),1,t) €V ve f(U) €V olur. Oyleyse,

Xo € U € f~1(V) dir. O haldef sureklidir.

3. 2. 31. Yardimci TeoremBir (X, ) T, topolojik uzayr metriklenebilirdir ancak ve
ancak X Uzerindety = t olacak sekilde sayilabilir tabanh birftt dizgunligl vardir.
(Kelley, 1955)
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3. 2. 32. Teorem:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olsun. O zamaM, fuzzy metrgi
tarafindan uretilen(X, 7)) topolojik uzayr metriklenebilirdir (Gregori ve R@guera,
2000).

Kanit: vn € N igin, Uy, := {(x,y) € X x X : M(x,y,1/) > 1 —1/,,} tanimlansin.
B = {U, : n € N} ailesi, X Uzerindeki birt dizgunligl icin bir tabandir v tGzerindel

dizgunliginun tanimlad 7, topolojisi ilet,, topolojisi aynidir:

() VvxeX,neNigin, M(xx,1/,) =1>1-1/, oldusundan,
A={(xx):x€eX}cU,
(i) Hern € N i¢in U,,; € U, dir. Gercekten(x, y) € U, ise,
M3 Y) 2 Mo Yy ) > 1= Yoy 1> 1=V

dir ve buradan ddyx, y) € U,, bulunur. O haldel/,, U,, € B ise,
Umaks tnm € Un N Upy V€ Upnaks nmy € B

(i) Herx,y € X,t>0icin M(x,y,t) = M(y,x,t) oldugundan,U,, = U,;* dir.
O haldeU,, € Bise,U,! € U, veU,;! € B olur.

(iv) U, € B olsun,n € N oldugu i¢in vex t-normunun sureklifiinden,

m>2nve(1-1/)+ (1-1n) > -1/
Biciminde bir m € N vardir. O zamanl,, - U,, € U, dir. Ger¢cekten,(x,y) € U,, ve
(y,z)eU,, ise M(x,y,.) fonksiyonu azalmayan olgundan, M(x,z, 1/n) >
M(x,z, 2/, dir ve boylece,

M(x,z, 1/n) > M(x, z, Z/m) > M(x,y, 1/m) « M(y, z, 1/m)
>(1-Ym) s (1-Ym)>a-1n
olur ki bu (x,z) € U, demektir. O haldeB = {U,, : n € N} ailesi, X Uzerindeki birli
diizgunligu icin bir tabandir. Gjer taraftan; hex € X, n € N igin,
Up(x) ={y €X: M(x,y, 1/n) >1- 1/n} =B(x, Yn, 1)

olmak uzere{B(x, 1/, 1/) : n=1,2,3,..} ailesi,x noktasinin bir koguluklar tabani
olacagindan,ty = 1), bulunur. Ayrica,(X, 7)) Hausdorff oldgundan, 3. 2. 31. Yardimci
Teorem gerg (X, t),) metriklenebilirdir.

3. 2. 33. Tanim:(X, 7) bir topolojik uzay olsun.

a) X kiimesi uzerinder = 1), olacaksekilde bir (M,*) fuzzy metrgi varsa, (X, 1)

topolojik uzayi fuzzy metriklenebilirdir denir.
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b) X kimesi Uzerinder = 1), olacaksekilde bir (M,*) tam fuzzy metgii varsa,

(X, 7) topolojik uzayr tamamiyla fuzzy metriklenebiliradienir.

3. 2. 34. SonucBir topolojik uzayin metriklenebilir olmasi iciregek ve yeter kaul
bu uzayin fuzzy metriklenebilir olmasidir (Gregeei Romaguera, 2000).

Kanit: (X,t) bir metriklenebilir topolojik uzay olsun. O zamai, Uzerinde,t
topolojisini treten bid metrigi vardir.X Uzerinded metrigi bir M; fuzzy metrgi Gretir. 3.
2. 7. Sonugtarx,y,, = t dir. Tersi, 3. 2. 32. Teoremden gikar.

3. 2. 35. Teorem:(X,M,x) bir tam fuzzy metrik uzay olsun. O zamék, t,,)

tamamiyla metriklenebilirdir (Gregori ve Romaguez@00).

Kanit: vn € N igin, U, :={(x,y) € X x X : M(x,y,1/) > 1-1/,,} tanimlansin.
3. 2. 32. Teoremin kanitinda®, = {U,, : n € N} ailesi, X Uzerindeki birtl dizgunligi
icin bir tabandir veX' Gzerindell diizgunl@Eunun tanimlady zq, topolojisi ilet,, topolojisi
aynidir. O zaman, 3. 2. 31. Yardimci TeoremdgniizerindeU duzgunligine bir d
metrigi karsilik gelir. Ayrica (X,d) metrik uzayl tamdir. Gergekter(X,d) metrik
uzayinda bir{x,} Cauchy dizisi verilsin.{x,} dizisinin (X,M,x) de Cauchy dizisi
oldugunu gostermek icinQ <r < 1 vet > 0 sayilar verilsin. Buradalln/k < min{t, r}

olacak sekilde bir k € N belirlenebilir. (X,d) metrik uzayinda,{x,} dizisi Cauchy

oldugundan,any € N : n,m > ny, = (x,, x;,) € Uy, yani
Ing EN:n,m =>ny, = M(x,, x,,, t) = M(xn,xm, 1/k) >1- 1/k >1—7r

bulunur. O hald€x,} dizisi, (X, M,*) tam fuzzy metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir ve
dolayisiylat,, ye gore yakinsaktir. DolayisiyldX,d) metrik uzayl tamdir ve€X, )
tamamiyla metriklenebilirdir.

3. 2. 36. SonugBir topolojik uzayin tamamiyla metriklenebilir o&si icin gerek ve
yeter kgul tamamiyla fuzzy metriklenebilir olmasidir (Gregee Romaguera, 2000).

Kanit: (X,7) tamamiyla metriklenebilir bir topolojik uzay olsu® zaman,X
Uzerindetr = 1, olacaksekilde bird metrigi vardir ve (X, d) metrik uzay tamdirM,, d
metriginin Urettigi standart fuzzy metrik olmak tzergX, M,,") fuzzy metrik uzayi tamdir.
Gergekten{x,} dizisi, (X, M,*) fuzzy metrik uzayinda bir Cauchy dizisi olsun &e> 0
sayisi verilsin. Het > 0,0 <r < 1licin,Ing € N:nm=>n, = M(x,, X, t) >1—1
olur. 7 := ;‘91 secilirse,

€ 1

t+d(xn xm) r e+l e+1

dny € N:n,m = n, = M(x,, X, t)
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ve buradandny € N: n,m > ny = d(x,, x,,) < £ bulunur. Oyleyse{x,}, (X,d) tam

metrik uzayinda Cauchy dizisidir, dolayisiyla yaaktir. O halde(X, M,;,") fuzzy metrik
uzay! tamdir. Yan(X, t) tamamiyla fuzzy metriklenebilirdir. Onermenirgédi yonu, 3. 2.
35. Teoremden cikar.

3. 2. 37. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olsun.ger (X, 7,,) topolojik uzayi
tikiz ise(X, M,*) fuzzy metrik uzayi tikizdir denir (Gregori ve Rogoara, 2000).

3. 2. 38. Tanim:(X, M,*) bir fuzzy metrik uzay olsun.ger herr € (0,1),t > 0 i¢in
X = Ugea B(a, 1, t) olacaksekilde sonlu birA € X altkimesi varsdX, M,*) fuzzy metrik
uzayina ontikizdir denir. Bu durumdsl,, X Uzerinde bir 6ntikiz fuzzy metriktir denir
(Gregori ve Romaguera, 2000).

3. 2. 39. Yardimci Teorem:Bir fuzzy metrik uzayin 6ntikiz olmasi i¢in gerek
yeter kaul bu uzaydaki her dizinin bir Cauchy alt dizisinar olmasidir (Gregori ve
Romaguera, 2000).

Kanit: (X, M,*) bir dntikiz fuzzy metrik uzay vgx, } bu uzayda bir dizi olsun.

vm €N igin X = Ugea, B(a, 1/m,1/m) olacak sekilde sonlu bird,, € X altkimesi
vardir. Buradan,m =1 i¢in, X = Ugeq, B(a,1,1) olacak sekilde sonlu bir4; € X
altkimesi vardir. Buradanyn € N i¢in x;,,) € B(ay, 1,1) olacaksekilde bira, € A; ve
{xn} Nin bir {x;¢,,)} alt dizisi vardir. Benzegekilde, vn € N igin x,,y € B(ay, 1/2,1/2)
olacaksekilde bir a, € A, ve {x;(,)} nin bir {x,¢,} alt dizisi vardir. Buslemler takip
edilerek, m € N;m > 1 ve Vn € N i¢in Xy € B(am Y/m,1/m) olacak sekilde bir
A € Am V€ {(X(m—1)(y} NN bir {x, ¢y} alt dizisi vardir.{x,} nin {x,q,} alt dizisi ele
alinsin. VerilerD < r < 1 vet > 0 sayilari igin,

g eN:(1-1/p )+ (1-1p ) >1-rved/y <t
dir. Oyleyse, hek,m > n, icin,

M (Xrieys Ximamy» ) = M (X Xmmys 2/ng) = M (X Angs Yng) * M (@ngs Ximmy» /)

>(1-1/p)x(1=1/p,)>1-7
elde edilir. O haldgx, .}, (X, M,*) uzayinda bir Cauchy dizisidir.
Tersine,(X, M,*) ontikiz olmayan bir fuzzy metrik uzay olsun. O zamher sonlu
AC X icin X # UgeaB(a,r,t) olacaksekilde r € (0,1),t > 0 sayilari vardir ve alinan
x; €X icin, bir x, € X\B(x,,7,t) ve yine bir x; € X\(U2_, B(xx,7,t)) noktasi
secilebilir. Bu glemleri devam ettirerek, terimle¥ de ayrik noktalar olan ve hare N

icin xp.1 & Uk=1 B(xg, 7, t) biciminde olan, bifx,} dizisi ele edilebilir. Elde edilen bu

50



BOLUM 3 — FUZZY METR iK UZAYLAR Ramazan EKMEKCI
{x,} dizisinin bir Cauchy alt dizisi yoktur.der {y,}, {x,} dizisinin bir Cauchy alt dizisi

ise,Ing E N:n,m > ny = M(y,, Yo, t) > 1 —r ve buradamn = n + 1 segilirse,

Yn+1 € B(yn, 7, t) elde edilir. {y,}, {x,} nin bir alt dizisi oldgundany,,; =x, ve

Yn = X5, p>s olacak sekilde p,s € N sayilari vardir. Buradany, € B(x,,7,t) €

Uz;}B(xk,r, t) elde edilir ki bux,,,; € Uji-; B(xy,r,t) olmasi ile ¢elir. Boylece kanit
tamamlanir.

3. 2. 40. TeoremBir (X, M,*) fuzzy metrik uzayinin ayrilabilir olmasi icin g&ree
yeter kgul X Uzerinder,, = 1, olacaksekilde birL ontikiz fuzzy metginin var olmasidir
(Gregori ve Romaguera, 2000).

Kanit: (X, M,*) bir ayrilabilir fuzzy metrik uzay olsun. 3. 2. 3Peorem ve 3. 2. 27.
Sonuctan(X, t,,) bir ayrilabilir metriklenebilir topolojik uzaydirBu durumda 1. 2. 13.
Teoremden;t;, X Uzerinded metriginin Urettigi topoloji olmak lUzerer,, = 7, olacak
sekilde X Gzerinde bird 6ntikiz metrgi vardir. X Gzerinded tarafindan uretileM,; fuzzy

metrigi ontikizdir. Gergekter{,x,,}, X de bir dizi ised nin ontikizlgindan,{x,} nin (X, d)
de bir{x, )} Cauchy alt dizisi vardir. Verilen€ (0,1) vet > 0 sayllari igine := ﬁ —t
secilirse,

Ing EN:nm=ny = d(xk(n),xk(m)) <e¢

olur. Buradan da,
t t

> =1-r
t +d(xpmy Xeemy)  tTE

IngeEN:nm=n, = M(xk(n),xk(m),t) =

elde edilir. Yani{xyx)}, (X, Mg,*) fuzzy metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir ve bégg,
3. 2. 39. Yardimci TeoremdefX, M,,*) ontikizdir.

TersineX Uzerinde;r,, = 1, olacaksekilde birL 6ntikiz fuzzy metgi var olsun. O
zaman hem € N igin, X = Ugea, B(a, 1/n,1/5) bigiminde sonlu bird, € X altkiimesi
vardir. A := Uy, 4, ise, A € X altkimesi sayilabilirdir v&( de ygun olur. Gergekten,
x€X ve B(x,1/m,1/m), x noktasinin bir temel kognlugu olarak alinirsa,x €
B(a,Y/m,Y/m) olacaksekilde bira € A,, vardir ki bud'nin X de ygun olmasi demektir.
O halde, (X,L,*) fuzzy metrik uzay! ayrilabilirdir, yaniX, t,,) bir ayrilabilir topolojik
uzaydir.

3. 2. 41. Yardimci Teorem:(X,M,x) bir fuzzy metrik uzay olsun. ger X'deki
herhangi bir Cauchy dizisinin bix € X yigilma noktasi var ise, bu dizi noktasina

yakinsar (Gregori ve Romaguera, 2000).
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Kanit: {x,}, (X, M,*) fuzzy metrik uzayinda bit € X yigilma noktasina sahip bir

Cauchy dizisi olsun. O zamafx,} nin 7, ye gorex noktasina yakinsayan bfec )} alt
dizisi vardir. O halde; € (0,1) vet > 0 verildiginde,s >0ve(1—-s)*(1—s)>1—r
olmak tizeredny € N : n = ng = M(x, x¢m), t/,) > 1 — s dir. Diger taraftan{x,} bir
Cauchy dizisi oldgundan, 3n, > k(ng) : n,m =ny; = M(xp, X, t/5) > 1—s olur.
Dolayisiyla hem > n; igin;

M(x, %, £) = M(x, Xg(n), t/z) * M(X1e(n), Xn) t/z) >1-s)*x(1—-s)>1-r
Boylece {x,} Cauchy dizisk noktasina yakinsar.

3. 2. 42. Teorem:Bir fuzzy metrik uzayin tikiz olmasi icin gerek yeter kgul bu

uzayin ontikiz ve tam olmasidir (Gregori ve Romagu2000).

Kanit: (X, M,*) bir tikiz fuzzy metrik uzay olsun. Her € (0,1),t > 0 icin
{B(x,r,t) : x € X} ailesiX in bir acik ortistdir vé€X, M,) tikiz oldysundan bu ortinin
sonlu bir alt ortist vardir. Dolayisiyl&, M,*) ontikizdir. {x,}, (X, M,*) da bir Cauchy
dizisi olsun.A := {x,, : n € N} kiimesi tanimlansimd kiimesi sonlu is€x,,} bir x noktasina
yakinsaktir ve buc noktasi bu dizinin bir @lma noktasidir{x,} dizisinin hi¢c bir ygiima
noktasi olmasinO haldeA sonlu dgildir. {x, } dizisinin hi¢ bir ygilma notasplmadgindanA

kiimesinin de hic¢ bir yilma noktasi yoktur. Yani,
Vx€eXicin(B,—{x} ) NA=0
olacaksekilde birB, acgl bulunabilir. Buradan,
Vx €eXicinB,NA =0 veyaB, N A = {x}
dir. U = {B, : x € X} ailesiX in bir acik ortistdurnx, M,*) tikiz olduyzgundan,
n
x4, X9, s Xy 2 X = UBxi
i=1
olur ve bdylece
n
A=ANnX= U(A N By,) € {x1, X3, ..., Xn}
i=1

olur ki buA nin sonlu olmamasi ile ¢gii. O halde(X, M,x) deki herCauchydizisinin bir
yigilma noktasi vardir3. 2. 41. Yardimci Teoremde(X, M,*) deki her Cauchy dizisi
yakinsaktir. DolayisiyléX, M,*) tamdir.
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Tersine,(X, M,x) ontikiz ve bir tam fuzzy metrik uzay ye,}, X'de bir dizi olsun. 3.

2. 39. Yardimci Teorem Mg, M,*)’'nin tamligi geresi, {x,} nin bir yigilma noktasi vardir.
Yani (X, 1) dizisel tikizdir. Ayrica 3. 2. 32. TeoremdéX, ,,) metriklenebilirdir. Her
metriklenebilir dizisel tikiz topolojik uzay tikadugundan(X, M,*) tikizdir.

3. 2. 43. TeoremBir metriklenebilir(X, 7) topolojik uzayinin tikiz olmasi i¢in gerek
ve yeter keul 7, = t bicimindeki herM fuzzy metrginin ontikiz olmasidir (Gregori ve
Romaguera, 2000).

Kanit: (X, ) bir metriklenebilir tikiz topolojik uzay olsun. @aman,X Uzerinde
74 = T Olacaksekilde bird metrigi vardir. X Gzerinded metriginin Urettigi standart fuzzy
metrik M4, 3. 2. 42. Teoremden ontikizdir.

Tersine,(X, t) metriklenebilir topolojik uzayi igirr,, = 7 bicimindeki herM fuzzy
metrigi ontikiz ved, X Gzerinder, = 7 olacaksekilde herhangi bir metrik olsum,, = 74
oldugundan, hipotezden, bdl metriginin Urettigi fuzzy metrik M; ontikizdir.{x,}, X de
herhangi bir dizi ise, 3. 2. 39. Yardimci Teoremdgn,} nin (X, Mg,*) da bir {x;x)}

Cauchy alt dizisi vardir. Secilen kire (0, %) icin,
1
IngEN:nm=n, = My (xk(n),xk(m),z) >1-—¢

ve buradan,
&

2(1—g) ~°F
olur. Dolayisiyla{x,,} dizisinin (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy alt dizisi var olgralur.

IngeEN:nm=n, = d(xk(n);xk(m)) <

Oyleyse,X Uzerindet; = t olan herd metrigi ontikizdir. 1. 2. 14. Teoremde(¥, 1)
tikizdir,

3. 2. 44. TeoremBir metriklenebilir(X, 7) topolojik uzayinin tikiz olmasi icin gerek
ve yeter keul 1), = 7 bicimindeki herM fuzzy metrginin tam olmasidir (Gregori ve
Romaguera, 2000).

Kanit: (X,7) bir metriklenebilir tikiz topolojik uzay olsun. @aman,X Uzerinde
T4 = T oOlacaksekilde bird metrigi vardir. X tGzerinded metriginin Urettigi standart fuzzy
metrik M;, 3. 2. 42. Teoremden tamdir.

Tersine, (X, 7) metriklenebilir topolojik uzay igint,, = © olacak sekilde her M
fuzzy metrgi tam ved, X Uzerindet,; = t olacak sekilde herhangi bir metrik olsun.
Tu, = Tq Oldugundan, hipotezden, bd metriginin Urettigi fuzzy metrik M, tamdir.
Oyleyse 3. 2. 18. Sonuctah tamdir ve 1. 2. 15. Niemytzki-Tychonoff Teoreminge
(X, 7) tikizdir.
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BOLUM 4
FUZZY QUASI METRIK UZAYLAR

Bu bolimde George ve Veeramani anlaminda fuzzyikietiizerinden fuzzy quasi-
metrik tanimi verilecek ve buna @abazi 6zellikler incelenecektir. Kramosil ve Madiek

anlaminda fuzzy metrikler icin de benzer 6zellildéte edilebilir.
4. 1. Tanimlar ve Temel Sonuclar:

4. 1. 1. Tanim: X herhangi bir kiimex bir strekli t-norm veM, X X X X (0, )
uzerinde bir fuzzy kime olsun.sagidakiler sglaniyor ise,(M,*) ciftine, X Gzerinde bir

fuzzy quasi-pseudo metriktir denir.
Vx,y,z € X,Vt,s > 0 icin;
(i) M(x,y,t) >0
(i)x=y=>M(x,yt)=1
(iii) M(x,y,t) * M(y,z,5) < M(x,z,t + 5)
(iv) M(x,y,.): (0,0) — (0,1] sureklidir (Gregori ve Romaguera, 2004).

4. 1. 2. Tanim:(M,*), X Uzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metrik olsugerEher
x,y € X,t > 0icin,

(iiYx=ye= M(x,y,t) =M@y, x,t)=1

kosulu salaniyor ise(M,*), X Uzerinde bir fuzzy quasi-metriktir denirgé&r herx,y €
X,t > 0icin,

(ii"Yx=y<= M(x,y,t)=1

kosulu salaniyor ise(M,*), X Uzerinde birT; fuzzy quasi-metriktir denir (Gregori ve
Romaguera, 2004).

4. 1. 3. Tanim:(M,*), X Uzerinde bir fuzzy quasi-(pseudo-) metrik olsupetEher
x,y € X,t > 0icin,

(V) M(x,y,t) = M(y,x,t)
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kosulu sa&laniyor ise(M,x), X Uzerinde bir fuzzy (pseudo-) metriktir denir (Goeigve

Romaguera, 2004).

4. 1. 4. Uyari:Her fuzzy metrik bifT; fuzzy quasi-metrik, heF; fuzzy quasi-metrik
bir fuzzy quasi-metrik ve her fuzzy quasi-metrik fuizzy quasi-pseudo-metriktir (Gregori

ve Romaguera, 2004).
4. 1. 4. Uyaridaki ifadenin tersi g desildir:

4.1.5. Omek:X = {a,b,c} veM : X x X x (0,00) — (0, 1] fonksiyonu her € X,
t>0 icin; M(a,b,t) = M(b,a,t) =1, M(a,c,t) =M(c,a,t) = M(b,c,t) =
M(c, b, t) = 0.5, M(x,x,t) =1 biciminde tanimlansin. O zama@\,"), X Uzerinde bir

fuzzy quasi-pseudo-metriktir ancak bir fuzzy quasitrik dezildir.

X ={a,b} ve M:XxX X (0,0) — (0,1] fonksiyonu herx € X, t >0 icin;
M(a,b,t) =1,M(b,a,t) = 0.5, M(x,x,t) = 1 biciminde tanimlansin. O zamai/,"), X

Uzerinde bir fuzzy quasi-metriktir ancak Bir fuzzy quasi-metrik deldir.

X={a,b} ve M:X xX X (0,0) — (0,1] fonksiyonu herx € X, t >0 icin;
M(a,b,t) = 0.5,M(b,a,t) = 0.6, M(x,x,t) = 1 biciminde tanimlansin. O zamafl/,-),

X Uzerinde bifT; fuzzy quasi-metriktir ancak bir fuzzy metrikgilelir.

4. 1. 6. Tanim: X bogtan farkli bir kime ve(M,*), X Uzerinde bir fuzzy quasi-
(pseudo-) metrik ise(X, M,*) Uclistine bir fuzzy quasi-(pseudo-) metrik uzay iden

(Gregori ve Romaguera, 2004).

T; fuzzy quasi-metrik uzay ve fuzzy (pseudo-) metrday kavramlari yukaridaki
tanima benzer olarak, uyggekilde tanimlanir. Buradaki fuzzy metrik uzay kawrale
George ve Veeramani anlamindaki fuzzy metrik uzayr&mi tamamen aynidir (Gregori

ve Romaguera, 2004).

4. 1. 7. Uyari: (M,x), X Uzerinde bir fuzzy quasi-(pseudo-) metrik olsif.%, her
x,y €X,t >0 icin, M~1(x,y,t) := M(y, x,t) olmak Uzere(M~1,x) daX Uzerinde bir
fuzzy quasi-(pseudo-) metriktir. AyricaM!, her x,y € X,t >0 icin, M (x,y,t)
:=min{M(x,y,t), M '(x,y,t)} olmak Uzere,(M'*) X Uzerinde bir fuzzy (pseudo-)
metriktir (Gregori ve Romaguera, 2004).
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Kanit: (M,x), X Uzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metrik ¥gy,z € X,t,s > 0

olsun.
() M~ (x,y,t) = M(y,x,t) >0
(i) x=y= M1(xyt)=Myxt) =1

(i) M~ 1(x,y,t) * M~ 1(y,z,5) = M(y,x,t) * M(z,v,s) = M(z,v,s) * M(y,x,t) <
M(z,x,t+s)=M1(x,z,t+5s)

(iv) M (x,y,.) = M(y,x,.):(0,0) — (0,1] streklidir.

Buradan, (M~1,x), X Uzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metriktirgef (M,*), X
Uzerinde bir fuzzy quasi metrik ise, ayrica=y e M(x,y,t) =M(y,x,t) =1
olacgindan,x =y & M~1(x,y,t) = M~ 1(y,x,t) = 1 olur, yani, (M~1,%), X lzerinde

bir fuzzy quasi- metrik olur.

(M,x), X Uzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metrik wey,z € X,t,s > 0 olsun.

(M~1,%) deX Uzerinde bir fuzzy quasi-pseudo metriktir. Burgdan
(i) Mi(x,y,t) :== Min{M(x, y,t), M~ *(x,y,t)} > 0
(i)x=y = M(x,y,t) =1, M (x,y,t) =1 = Mi(x,y,t) =1

(il
Mi(x,y,t) * M'(y,z,s) = Min{M(x, y,t), M~ (x,y,t)} * Min{M (y, z,5), M~1(y,2,5)}
oldugundan,

Mi(x,y,t) * M'(y,z,5) < M(x,y,t) * M(y,z,5) < M(x,z,t + 5)
ve
Mi(x,y,t) * M'(y,z,8) < M~ (x,y,t) * M~ 1(y,2,5) < M~ (x,z,t + s)
olur, boylece
Mi(x,y,t) * M'(y,z,5) < Min{M(x,z,t +s),M Y (x,z,t + s)} = M'(x,z,t + s)
(iv) Mi(x,y,.) := Min{M(x,y,.),M~(x,y,.)} : (0,00) — (0,1] sureklidir.

Buradan, (M%,*), X (zerinde bir fuzzy quasi-pseudo metriktirgeE (M,*), X

Uzerinde bir fuzzy quasi metrik ise, ayrica=y < M(x,y,t) = M(y,x,t) =1 ve
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x=yo Ml(xyt)=M1(yxt) =1 olacaindan, x =y < Mi(x,y,t) =

Mi(y,x,t) = 1 olur, yani,(M!,*), X (izerinde bir fuzzy quasi- metrik olwr.
Ayrica, yukarida verileifii’) kosulu asagidaki kasula denktir:

Her x € X ve hert > 0 i¢in M(x,x,t) =1 dir ve hert >0 ve herx # y icin
Mi(x,y,t) < 1 dir (Gregori ve Romaguera, 2004).

4. 1. 8. Onerme:(X, M,*) bir fuzzy quasi-pseudo-metrik uzay olsun. O zanten,

x,y € X icin M(x,y,.) fonksiyonu azalmayandir (Gregori ve Romaguera4200
Kanit: x,y € X ve0 < t < s olsun. O zaman,
M(x,y,t) = M(x,x,s —t) * M(x,y,t) < M(x,y,s)
olur.

4. 1. 9. Tanim: (X, M,*) bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun ve heghdnir

x € X noktasi verilsint > 0 ve0 < r < 1 olmak uzere,
By(x,r,t) ={y €X: M(x,y,t) >1—r}
kiimesinex € X merkezli ver yaricapli acik yuvar denir (Gregori ve Romagu2gf4).

4. 1. 10. Onerme:(X,M,x) bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsune X,
O0<nrn<nrn<l ve 0<t;<t, ise By(x,r,t;) € By(x,m,t;) olur (Gregori ve

Romaguera, 2004).
Kanit: y € By,(x,7,,t;) olsun. 4. 1. 7. Onermeden,
M(x,y,t;) 2 M(x,y,t;)>1—-1r=>1—-rn
yani,y € By (x, 1y, t,) dir.
4. 1. 11. OnermeyX, M,*) bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun. O zaman,
Ty ={ACX:x€A & Jt,r: t>0,0<r<1,B(x,rt) S A}
ailesi, X Gzerinde bir topolojidir (Gregori ve RomagueraQ2))

Kanit: 3. 2. 3. Sonuctakine benzgkilde yapilir.
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4. 1. 12. Tanim:4. 1. 11. Onermede verilen, topolojisine,(X, M,*) fuzzy quasi-

pseudo metrik uzay tarafindan Uretilen topolojiidéGregori ve Romaguera, 2004).

4. 1. 13. Onermezx,,, (X, M,*) fuzzy quasi-pseudo metrik uzayi tarafindan tnetile
topoloji olsun. Herx € X igin {By(x, 1/5, 1/ ):n = 2,3, ...} agik yuvarlar ailesir,, ye

gorex noktasinin bir koguluklar tabanidir (Gregori ve Romaguera, 2004).
Kanit: 3. 2. 4. Nottakine benzegekilde yapilir.

4. 1. 14. Onerme:t,, bir (X,M,x) fuzzy quasi-pseudo metrik uzay tarafindan
uretilen topoloji olsun. ger M bir fuzzy quasi-metrik (bif’; fuzzy quasi-metrik, bir fuzzy
metrik) ise,t), sirsiyla birT, (bir T;, bir Hausdorff) topolojidir (Gregori ve Romaguera,
2004).

Kanit: t,, bir (X,M,x) fuzzy quasi-metrik uzayi tarafindan Uretilen tapole

x,y € X, x # y olsun. O zaman, her> 0 icin M(x,y,t) # 1 veyaM(y, x,t) # 1 dir.
ri=1—M(x,y,t)ver,:=1—-M(y,x,t)
tanimlansin. O halde,
X € B(x,1,t),y € B(x,1,,t) veyay € B(y,1,,t),x € B(y,1y,t)
olur, buradanr,, topolojisiT, dir.

Ty, bir (X, M) T; fuzzy quasi-metrik uzayi tarafindan uretilen tagiole x,y € X,
x # y olsun. O zaman, her> 0 icin M(x,y,t) # 1 veM(y,x,t) # 1 dir.

ri=1—-M(x,yt)ver,:=1—M(y,x,t)
tanimlansin. O halde,
X € B(x,1,t),y € B(x,11,t) vey € B(y, 15, t),x € B(y,13,t)
olur, buradant,, topolojisiT; dir.
Ayrica, 3. 2. 5. Teoremden her fuzzy metrik uzaystiorfftur.

4. 1. 15. Onerme:(X, M,x) bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay olsun. O zanhen,
By (x,r,t) acik yuvariz,, topolojisi igin bir agik kimedir (Gregori ve Romagga, 2004).

Kanit: 3. 2. 2. Sonuctakine benzgkilde yapilir.
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4. 1. 16. Onerme: (X, M,*) bir fuzzy quasi-pseudo metrik uzay {g,} bu uzayda
bir dizi olsun.{x,}, ) topolojisine gore bix € X noktasina yakinsaktir ancak ve ancak

hert > 0 icinlim,, M(x, x,, t) = 1 dir (Gregori ve Romaguera, 2004).
Kanit: 3. 2. 12. Teoremdekine benzekilde yapilir.
4. 1. 17. Ornek: (X,d) bir quasi-metrik uzay olsun., carpim t-normu veV,,

X X X X (0,00) Uzerinde

My(x,y,t) = tTdoy)

ile tanimh fonksiyon olsun. O zamafX, M,,") bir fuzzy quasi-metrik uzaydir. 3. 1. 8.

Ornekteki gibi gosterilebilir (Gregori ve Romagug2@04).

4. 1. 18. Tanim:4. 1. 17. Ornekte verilefX, M,,") fuzzy quasi-metrik uzayind
fuzzy quasi-metgi tarafindan Uretilen standart fuzzy quasi-metulay denir (Gregori ve

Romaguera, 2004).

4. 1. 19. Onermed, X Uzerinde bir quasi-metrik olmak Uze(@/;)™! = M -1 ve
(M,)' = M s dir (Gregori ve Romaguera, 2004).

Kanit: d, X Gzerinde bir quasi-metrilg, y € X vet > 0 olsun.

t

Myt ) =M;(y,x,t) = = =M, -1(x, vyt
(Mg)™ (x, y,t) = Mg(y, x,t) (tdox)  trdiay)  Ma (x,y,t)
ve
(M) (x, y,£) = Min{M, (x, y,£), (My)(x, y,£)} = Min{ ‘ t }
’ ’ ’ t+dC,y)' t+d1(xy)
- : = = Mp(57,0)
T t+maks{d(r,y), d1(5y)} t+d(y) LY
olur.

4. 1. 20. Onerme:d, X uzerinde bir quasi-metrik olmak Uzere, =1y, dir

(Gregori ve Romaguera, 2004).

Kanit: 3. 2. 7. Sonuctakine benzgkilde yapilir.
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4. 1. 21. Tanim: (X, 7) bir topolojik uzay olsun. ger T = 1), olacaksekilde X
Uzerinde bir (M,*) fuzzy quasi-metdi varsa (X,7) topolojik uzayina fuzzy quasi-

metriklenebilirdir denir (Gregori ve Romaguera, 200

4. 1. 22. Sonug4. 1. 17. Ornekten ve 4. 1. 20. Onermeden, heri-quesiklenebilir
topolojik uzay fuzzy quasi-metriklenebilirdir (Greg ve Romaguera, 2004).

4. 2. Bir Fuzzy Quasi-Metrik Uzayin Topolojisinin Quasi-Metriklenebilirli i

4. 2. 1. Yardimci Teorem:(X, M,*) bir fuzzy quasi-metrik uzay olsun. O zaman

n=2,3,..i¢in

Up={(,y) €XxX:M(x,y ) >1-1/

olmak uzere,{U,:n=2,3,..}, X Uzerinde 7, topolojisini Ureten birU,, quasi-

dizgunligl icin bir tabandir.

Ayrica, (Uy)~! = Uy-1 olup slenik quasi-dizgunlukUy,) ™1, t,,-1 topolojisini

uretir (Gregori ve Romaguera, 2004).

4. 2. 2. Teorem:Sayilabilir tabanh bir quasi-dizgunluk tarafinddmetilen topoloji
quasi-pseudo metriklenebilirdir. (Fletcher ve Linglg, 1982)

4. 2. 3. Teorem:Bir topolojik uzay quasi-metriklenebilirdir ancale\ancak fuzzy

quasi-metriklenebilirdir (Gregori ve Romaguera, 2P0

Kanit: 4. 1. 22. Sonugtan, bir topolojik uzayasi-metriklenebilir ise fuzzy quasi-
metriklenebilirdir. Dger taraftan, bir topolojik uzay fuzzy quasi-metekebilir ise bu uzay
T, dir ve 4. 2. 1. Yardimcl Teoremden bu uzayin tojshi Greten sayilabilir tabanli bir
quasi-duzgunlik vardir. 4. 2. 2. Teoremden bu tmppelireten bird quasi-pseudo megii
vardir. Ayni zamanda uzdy, oldugundand bir quasi-metriktir. Dolayisiyla, bir topolojik

uzay fuzzy quasi-metriklenebilir ise quasi-metrii®ilirdir.

4. 2. 4. Uyar: U, duzgunl@u ile (Uy)® :=Uy Vv (Uy)~* duzgunlgu aynidir
(Gregori ve Romaguera, 2004).
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4. 3.1kili-tam Fuzzy Quasi-metrik Uzaylar

4. 3. 1. Tanim: (X, M,*) bir fuzzy quasi-metrik uzay olsuiX, M‘,x) fuzzy metrik
uzayl tam is€X, M,*) fuzzy quasi-metrik uzayina ikili-tamdir denir. Burumda,(M,*),

X Uzerinde bir ikili-tam fuzzy quasi-metriktir der(iGregori ve Romaguera, 2004).
4. 3. 2. Onerme:

(@) (X,M,*) bir ikili-tam fuzzy quasi-metrik uzay olsun. O zam X Uzerinde

Ty = T4 Olacaksekilde bird ikili-tam quasi-metrgi vardir.

(b) (X,d) bir ikili-tam quasi-metrik uzay olsun. O zamafX, M;,") bir ikili-tam

fuzzy quasi-metrik uzaydir (Gregori ve Romagueff)4).

Kanit: (a) (X, M,*) bir ikili-tam fuzzy quasi-metrik uzay olarak vetiginden, X
Uzerindel,, quasi-duzgunlglint Ureten bid quasi-metti vardir. O zaman,, = t, dir.
{x,}, (X,d®) de bir Cauchy dizisi olsun. O halfte,}, (X, M},x) fuzzy metrik uzayinda bir
Cauchy dizisidir. Oyleyséx,}, 7,,; ye gore biry € X noktasina yakinsar. Dolayisiyla

{x,}, T4s ye gorey € X noktasina yakinsar. Buradahikili-tamdir.

(b) (M)} = Mys oldugundan(X, (M,)%,") fuzzy metrik uzayindaki her Cauchy dizisi
(X, d®) metrik uzayinda da Cauchy dizisidir. Buradan isteqikar.

4. 3. 3. Tanim:(X, M,*) ve (Y, N,*) iki fuzzy quasi-metrik uzay olsun.

(@ f, X denY ye bir dongim olsun. EBer herx,y € X ve hert >0 igin
M(x,y,t) = N(f(x), f(y),t) oluyorsaf ye bir izometri denir.

(b) X denY ye bir 6rten izometri varsaX, M,x) ve (Y,N,x) izometriktir denir
(Gregori ve Romaguera, 2004).

4. 3. 4. Tanim: (X, M,*) bir fuzzy quasi-metrik uzay, N,x) bir ikili-tam fuzzy
quasi-metrik uzay olsun. gér (X, M,*), Y nin bir t:-yogun alt uzayina izometrik ise
(Y,N,x), (X,M,x) fuzzy quasi-metrik uzayinin bir ikili-tamlamasidienir (Gregori ve

Romaguera, 2004).

4. 3. 5. Onerme:(X, M,*) bir fuzzy quasi-metrik uzay(Y, N,*) bir ikili-tam fuzzy

quasi-metrik uzay olsun.gér X in bir 7,,i-yogun A altkimesi ve biff : (4, M,x) —
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(Y,N,x) izometrisi varsaF|, = f olacaksekildeki F : (X,M,*) — (Y, N,x) izometrisi

tektir (Gregori ve Romaguera, 2004).

Kanit: f, (A4, Uplaxa) quasi-dizgin uzayindafY,Uy) quasi-dizgin uzayina bir
quasi-dizgun surekli dogiimdur. 1. 2. 18. Teoremderfi, nin tek bir F : (X,Uy) —
(Y, Uy) quasi-dizgln surekli getemesi vardir. Bu durumda, nin (X, M,*) den(Y, N,x)
ye bir izometri oldgunu goérmek yeterlidirx,y € X ve t > 0 olsun. O zaman4, X de
T,,i-yogun oldwgundan,t,,: ye gorex,, — x vey, — y olacaksekilde A da{x,} ve {y,}

dizileri vardir. Buradanz,,: ye goreF(x,) — F(x) ve F(y,) — F(y) olur. € € (0,1),

e < t olsun.
dn, € N: vn > n, igin,
M(rxn ) > 1 M0y, /) >1-¢
N(F(xn), F(x),6/5) > 1 —¢, N(FW),F().8/p) >1—¢

olur. Dolayisiyla,

M(x,y,t) = M(x, xy, 8/2) * M(xp, Yo, t — €) * M(ym, , 5/2)
2 (1 =) * N(F(xp), Fyn), t —€) * (1 =€)
> (1= &) * [N(F (), F(x),8/5) * N(F(x), F(), t = 2&) * N(F(), F (), €/5)| * (1 — &)
2(1-e*[A-e)*NF&),F),t-28)* (1 -] *(1—-¢)

olur. x ve x t-normlari veN(F(x), F(y),.) surekli olduklarindan, yukaridakkitsizlikte
€ — 0 iken limite gecilirse,M(x,y,t) = N(F(x),F(y),t) elde edilir. Benzerekilde
N(F(x),F(y),t) = M(x,y,t) olur. O haldeF, (X, M,*) den(Y, N,x) ye bir izometridir.
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