SUREKSIZLIK KOSULLARINA SAHIP
STURM-LIOUVILLE OPERATORLERI
iCIN SPEKTRAL PROBLEMLER
Sema KAPLAN
YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI
2009



CUMHURIYET UNIiVERSITESI
FEN BiLIMLERi ENSTITUSU

SUREKSIZLIK KOSULLARINA SAHIiP STURM-LIOUVILLE
OPERATORLERI ICIN SPEKTRAL PROBLEMLER

SEMA KAPLAN

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI
YRD. DOC. DR. SELMA GULYAZ

SiVAS
2009



FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGU’NE

Bu ¢alisma, jiirimiz tarafindan, Matematik Anabilim Dali’'nda Yiiksek Lisans

Tezi olarak kabul edilmistir.

Bagkan: Prof. Dr. Rauf AMIROV

Uye : Yrd. Doc. Dr. Yilmaz CEVEN

Uye : Yrd. Doc. Dr. Selma GULYAZ

ONAY

Yukaridaki imzalarin, ad1 gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

] /2009

FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURU
Prof. Dr. Sezai ELAGOZ



Bu tez Cumhuriyet Universitesi Senatosu’nun 24.09.2008 tarihli ve 7 sayih
toplantisinda kabul edilen Fenk Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii Tez Yazim

Kilavuzu adli yonergeye gore hazirlanmigtir.



ICINDEKILER,

OZET ..o i
ABSTRACT ...t ii
TESEKKUR......ooiiiitiiiiitiieteteeiee ettt ettt ss s e iii
00 GIRIS. oo 1
1. BOLUM: TEMEL TANIM VE TEOREMLER............cccveoviiiaiiirenae, 10
2. BOLUM: GELFAND-LEVITAN METODU........c.ccooveiirieiieieieiennen. 14
2.1. Spektral karakteristiklerden elde edilen diferansiyel operatorler........ 17
2.2. Iki spektruma gore diferansiyel operatorlerin belirlenmesi................. 40
3. BOLUM: F(z,t) FONKSIYONUNUN ARASTIRILMASL.................. 43
KAYNAKLAR. ... 63

OZGECMIS ..o, 66



OZET

SUREKSIZLIK KOSULLARINA SAHIP STURM-LIOUVILLE
OPERATORU ICIN
SPEKTRAL PROBLEMLER

Sema KAPLAN
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damsman: Yrd. Doc. Dr. Selma GULYAZ
2009, 66 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sikca kul-
lanilan énemli kavramlar ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, Yurko ve Freiling tarafindan ters problemlerin ¢oziimiinii
yapilandirmak i¢in verilen Gelfand- Levitan metoduna yer verilmistir.Bu metot
yardimiyla ters problemin ¢oziimii i¢in algoritma elde edilmis ve onlarin ¢oziilebi-
lirligi icin gerek ve yeter kogullar ispatlanmigtir.

Uciincii boliimde, Sonlu aralikta siireksizlik kosullarina sahip Sturm-Liouville
diferansiyel operatorlerinin ters problemi icin Gelfand- Levitan metodundaki
esas denklem elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Spektral Teori, Cevirme Operatorii, Oz deger, Oz

fonksiyon, Normallegtirici sayilar, Ters problem.



ABSTRACT

SPECTRAL PROMBLEMS FOR STURM-LIOUVILLE OPERATORS
WHICH HAVE DISCONTINUITY CONDITIONS

Sema KAPLAN
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Selma GULYAZ
2009, 66 pages

This thesis consists of three chapters.

In the first chapter, important concepts and theorems, which are used
frequently in the spectral theory of differential operators, have been given.

In the second chapter, we have given place to the Gelfand-Levitan method
for constructing the solution of inverse problems, introduced by Yurko and
Freiling. By the method we have been obtained algorithms for the solution
of inverse problems and provide necessary and sufficient conditions for their
solvability.

In the third chapter, we have been obtained the main equation in Gelfand-
Levitan method for inverse problems of Sturm-Liouville differential operators
which have discontinuity conditions inside a finite interval.

Key Words: Spectral theory, Transformation Operator, Eigenvalue, Eigen-

function, Inverse Problem.
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GIRIS

Spektral analizin bir dali olan inverse (ters) problemler yani, spektral karak-
teristiklerine gore operatorlerin kurulmas: problemi, fizigin bir¢ok alaninda kul-
lanilmaktadir. Ornegin mekanikte, verilen dalga boylarina gére homojen olmayan
yayda yogunluk dagiliminin 6grenilmesinde, Kuantum mekaniginde, verilen en-
erji seviyelerine veya sacilma verilerine gore parcaciklar arasinda etkilesimin 6gre-
nilmesinde, jeofizikte yer alt1 madenlerinin aranmasinda kargimiza ¢ikmaktadir.

Bu alandaki temel sonuglar G. Borg, N. Levinson, A.N. Tychonoff, V.A.
Marchenko, I.M. Gelfand, B.M. Kreyn, Yu M. Brzezinski, L.D. Fadeev, M.M.Lav-
rentiev, M.G. Gasimov, F.S.Rofe-Beketov, L.P. Nijnik tarafindan verilmistir.

1967 yilinda G. Gardner, J. Green, M. Kruskal ve R. Miura ilk kez inverse
problemlerin yardimiyla fizigin bircok alaninda ortaya ¢ikan nonlineer evolyosyon
denklemlerin ¢oziimlerini vermiglerdir (Kortfeg-de Friz denklemi bunlara ait bir
ornektir). Bu ¢aligmadan sonra inverse problemlere olan ilgi daha da artmus,
bunun sonucu olarak da inverse problemler konusu aktiiel bir konu olarak giin-
celligini korumaya devam etmigtir.

Tezde elde edilen 6nemli sonuclar1 vermeden 6nce II. mertebeden diferansiyel
operatorler icin spektral teorinin tarihsel gelisimi verilecek ve daha sonra tezde

elde edilen sonuclardan bahsedilecektir.

Tanim 0.1: [(y) = —y" +q(x)y diferansiyel ifadesi verilsin. Eger, a ve b sonlu
olmak iizere z € [a,b] ve ¢(x) fonksiyonu [a, b] araliginda integrallenebilirse [(y)
ifadesine regiiler diferansiyel ifade denir. Eger, a ve b sayilarindan herhangi biri ya
da her ikisi de sonsuz ise veya ¢(z) fonksiyonu [a, b] arahginda integrallenemezse
ve ya da her iki durum birlikte stz konusu ise {(y) ifadesine singiiler diferansiyel

ifade denir.

Tanim 0.2: (1.1) diferansiyel denklemi ve (1.2) smir kosullar tarafindan



iiretilen lineer operator L olmak iizere
Ly =Xy

esitligini saglayan y = 0 ¢oziimii varsa A\ ya L operatoriiniin 6zdegeri, y ¢oziimiine
de X ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Tamim 0.3: (L—AI)~! operatoriine L operatoriiniin Resolvent operator denir.

Tanim 0.4: (L — M)~ in tiim Ly [0, 7] de mevcut ve smirh oldugu A € C
sayisina L operatoriiniin regiiler noktasi denir. Tiim regiiler noktalarinin kiime-
sine resolvent kiime denir ve p(L) ile gosterilir.

Tanim 0.5:

I) (L — AI)~! in mevcut olmadigr A noktalarimin kiimesine L operatoriiniin

noktasal spektrumu veya 6zdegerler kiimesi denir. Noktasal spektrum

o (L) ={A: Ly = My,y € D (L)}

ile gosterilir. Buradan

dir.

IT) (L — AI)~! mevcut olup, yogun kiimede tamml ve simirli olmayacak sekil-
deki A larin kiimesine siirekli spektrum denir.

IIT) (L —\I)~! meveut, fakat yogun olmayan kiimede tanimh A larin kiimesine

rezidii spektrum denir.

Tanim 0.6: {\,}, ., dizisi L operatoriiniin 6zdegerleri ve {y(z,A,)} ler bu
ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.

b

Qp = /y2<1},/\n)dl’

a

sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar1 denir.



Tanim 0.7: {\.},-, ve {ay},, dizilerine L operatoriiniin spektral karak-

teristikleri denir.

Tanim 0.8: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristiklerin
bulunmasi problemine diiz problem, spektral karakteristikler verildiginde bu hangi
Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatoriiniin spektral karakteristikleri oldu-
gu problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatorlerin spektral analizinde
onemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir sira problemleri ile siki
baglantilidir. Diferansiyel denklemler igin ters problemler teorisinin baglangici
sayilan ilk galigma V.A. Ambartsumyan’a [1] aittir. 1929 yilinda V.A. Ambart-
sumyan Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemlerle ilgili agagidaki teoremi

ispatlamigtar:
Teorem 0.9: ¢(z), [0, 7] araliginda gercel degerli siirekli fonksiyon olmak

iizere Ao, A1, ..., Ap, ... ler

y' +{A—qx)}y=0, 0<z<7 (0.1)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A, =n? (n=0,1,...) ise ¢(z) = 0 dir.

V.A. Ambartsumyan’in bu ¢aligmasindan sonra ters problemler teorisinde bu
tip problemlerin ¢oziimii i¢in farkl yontemler ve farkl problemler ortaya ¢ikmigtir.
Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuglardan birisi G. Borg’a aittir ve elde ettigi

sonug, asagidaki teoremle ifade edilebilir:
Teorem 0.10: \g, A1, ..., Ay, ...(0.1) diferansiyel denklemi ve
y (0) = hy(0) =0, (0.3)

y'(m) + Hy(r) = 0, (0.4)



siir kogullari ile verilen problemin, fig, fty, ..., fi,,, -..'ler ise (0.1) denklemi ve

y/(()) - hly(o) =0, h#Mm (0.5)

y (x) + Hy(m) = 0, (0.4)

sinir kogullariyla verilen problemin dzdegerleri olsun. O halde {A,},-, ve {#, },>0
dizileri ¢(x) fonksiyonunu ve h, h; ve H sayilarim tek olarak belirtir. (h, hy ve
H sonlu gergel sayilardir.)

Borg'un 1945 yihndaki galismasinda [8] {A},,5o ve {1, },>¢ dizilerinin veri-
len operatoriin farkli spektrumlar: oldugu kabul edilmis ve operatér bu dizilerin
yardimiyla belirlenmigtir. Yani, bu tip operatoriin varliginin énceden belli oldugu
kabul edilmistir. Ayrica, Borg ayni calismasinda bu tip diferansiyel operatoriin
tek olarak belirtilmesi icin bir tek {A,},., spektrumunun yeterli olmadigim
gostermistir. Bu yiizden, V.A. Ambartsumyan’in sonucu istisna bir durum olarak
diisiiniilmektedir.

IT. mertebeden lineer diferansiyel operatorler igin ters problemler teorisinde
bir sonraki agsamalardan birisi V.A. Marchenko [25] tarafindan kaydedilmigtir.

1950 yilinda V.A. Marchenko yapmisg oldugu galismasinda [25] bu tip problem-
lerin ¢oztimiinde Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonundan yararlan-
mugtar.

@(x, \) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
p(0.A) =1, ¢'(0.A) =h, (0.6)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii, ¢(x, \,) fonksiyonlari ise bu operatoriin

ozfonksiyonlari olsun. Bu durumda verilen operatoriin

™

an:/§02<x7/\n)d‘x
0

normallegtirici sayilarindan faydalanarak olugturulan
1
A) = —
p(N) = ~
An<A

4



fonksiyonuna ise bu operatoriin spektral fonksiyonu denir. V.A. Marchenko yukari-
da bahsedilen caliymada Borg'un ispatladigl teoremin benzerini p(A) spektral
fonksiyonu yardimiyla vermistir. Ayrica bu galigmada p(\) fonksiyonun, Sturm-
Liouville tipinde bir diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi igin gerekli
ve yeterli kosul verilmigtir. Marchenko'nun caligmalar: ile hemen hemen ayni
anda M.G. Krein [23], [24] ¢aligmalarinda, Sturm-Liouville tipindeki bir diferan-
siyel ope-
ratorit {An},>q Ve {fi, },>o dizilerine gore belirtmek icin etkili yontem vermistir.
Fakat, bu gahgmalarda verilen gerekli ve yeterli kogul {A,},~ ve {1, },,5o dizileri
yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla kurulan yardimci fonksiyon kullanilarak
verilmigtir.

1949 yilinda V.A. Marchenko'nun galigmasi yayinlanmadan ¢nce A.N. Ty-
chonoff [33] tarafindan V.A. Marchenkonun ispatladig) teklik teoremine denk
olan bir teorem ispatlanmigtir. A.N. Tychonoff caligmasinda ispatlanan teoremin

ifadesi agagidaki sekildedir:
Teorem 0.11: )\ < 0 oldugunda
U+ Xp?(x)U =0, 2>0 U(co)=0

problemin ¢oziimii U(x, \) olsun. Burada p(z) pargali siirekli analitik fonksiyon-
dur ve p(x) > py > 0. R(\) = % olsun. O halde A\ < 0 oldugunda R(\)
fonksiyonuna gore p(z) fonksiyonu te7k olarak belirtir.

1951 yihinda I.M. Gelfand ve B.M. Levitan [19], p(z) monoton fonksiyonunun
Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerekli ve yeterli
kosullar vermiglerdir. Ayrica, bu ¢alismada Sturm-Liouville operatoriiniin belir-
tilmesi i¢gin etkili bir yontem verilmigtir.

Diger taraftan bu ¢aligmada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatorii-
niin {A,}, 59 ve {an},so (@n > 0) dizilerine gore belirlenmesi i¢in yani, verilen

dizilerin sirasiyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve normallegtirici

sayilar1 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul agagida verilen klasik asimptotik formiil-



lerin saglanmasidir;

arlm
Vo =n+ =+ .+ Hmz” +—1n
2z 2l
b
T b m Th
Qp = _+_(;++ H'rf ” + m )
2 nZH?HJrl n2H7H+1

1 1 [
burada ag = — |h+ H + 3 /q(t)dt dir. Eger m cift say1 ise > 72 < oo ve
T
0

> (%)2 < 00, eger m tek ise > 72 < oo ve Y (%)2 < oo dir.

Fakat, bu caligmalarda ters problemin iki spektruma gore tam ¢oziimii veril-
memistir.Regiiler Sturm- Liouville operatorleri icin bu problemin yani, iki spek-
truma gore regiiler Sturm- Liouville operatoriiniin belirlenmesi problemi 1964
yilimda B.M.Levi-tan ve M.G. Gasimov [17] tarafindan yapilan bir ¢aligmada ver-
ilmistir. Bu ¢alismada iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinde kullanilan
en 6nemli formiil

hi—h 1 M\ — A

oy, = 0.8
un—An,EO i, = An (03)

seklinde elde edilmigtir. Burada H " sembolii, sonsuz ¢arpimda k = n. ¢arpanin
bulunmadigimi gosterir. (0.8) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinii
vermektedir. Gergekten de, eger {\,}, 5o ve {i,},>, dizileri verilmis ise (0.8) for-
miiliinden yararlanarak {c, }, -, sayilarinin asimptotik ifadesi bulunur ve B.M.Le-
vitan ve M.G.Gasimov [17] ¢ahsmasmin sonuclarindan yararlanarak {\,}, -, ve
{O‘n}nzo dizilerine gore ters problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore
ters problemin c¢oziimii icin gerekli ve yeterli kogullar verilecektir ve bu kogullar
asagidaki sekilde siralanabilir:
1) {A}nso Ve {ty},s dizileri ortak olarak sirahdir, yani

Ao < g < A1 < g < Ag < iy < ... dir,
2) A\, ve u,’ler
ao aq 1

6



’ /

ay  a 1
vy = —+ —=+0(—=
i, n—l—n—l—n3+ (714)
asimptotik formiillere sahiptir,

3) ag # ag.

Cevirme operatorlerine dayanan regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin spek-
tral verisinden, ¢ potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmasi 1950 yilinda
V.A.Marchenko [25] ve 1951 yilinda I.M.Gelfand ve B.M. Levitan [19] tarafindan
gelistirilen Gelfand-Levitan-Marchenko denklemini vermislerdir. Iki spektrum ile
g potansiyelinin kurulumu igin bir alternatif metod, 1951 yilinda M.G.Krein [23]
tarafindan geligtirildi. Daha sonra H Hilbert uzayindan potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operatorler sinifi i¢in 1987 yilinda E.Trubowitz ve J. Poeschel
[31] tarafindan farkh bir yaklagim 6ne-
rildi. Yazarlar, spektral veriyi ve H’ daki potansiyeller arasindaki doniigtimii
ayrintili olarak caligmiglar ve ters spektral problemin ¢oziilebilirligini ispatlamis-
lardir. Ozellikle spektral veriyi tam olarak karakterize etmislerdir.

1999 yilinda R. Kh. Amirov ve S. Giilyaz [2] tarafindan [0, 7| aralinda z = 0

-1 A
( p ) + ;) bir singulariteye sahip denklem icin Gelfand-Levitan

noktasinda
denkleminin varhigi ve tekligini aragtirmiglardir. Ayrica bir spektrum ve bir nor-
mallegtirici sayiya gore ters problemin ¢oziimiinii vermislerdir.

2003 yilinda Hryniv ve Mkytyuk’ un galigmalarinda [21] Gelfand, Levitan ve
Marchenko’ ya gore, klasik yaklagim genellestirilmis ve W, * (0,1) den singiiler
potansiyellere sahip Sturm-Liouville operatorler sinifi i¢in ters spektral problem
tam olarak ¢oziilmiigtiir. Soyle ki, spektral veriler kiimesinin agik bir gekli verilmis
ve bu kiimenin keyfi bir elemanindan ¢'nun yeniden nasil elde edildigi aciklan-
mustir.

Araligin i¢ noktasinda singiilariteye ve siireksizlik kogullarina sahip diferan-
siyel operatorler, 2001 yilinda R.Kh. Amirov ve V.A.Yurko [3] tarafindan ¢ahgil-
migtir. Bu calismada x = 0 noktasinda singiilariteye sahip self-adjoint olmayan

Bessel potansiyelli Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu araligin i¢ noktasinda

7



¢Oziimiin siireksizlige sahip oldugu durumu incelenmistir ve verilen opera-toriin
spektral ozellikleri ve bu spektral o6zelliklere gore ters problemin konumu ve
¢oziimii i¢in teklik teoremleri ispatlanmigtir.

Benzer gekilde 2002 yilinda R.Kh.Amirov 'un [4] ¢aligmasinda self-adjoint ol-
mayan, Bessel potansiyelli Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu aralikta sonlu
sayida siireksizlik noktalarina sahip oldugu durum incelenmigtir. Burada verilen
diferan-
siyel operatorii iireten diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin davramslari, operato-
riin spektral ozellikleri, spektrumu basit oldugu durumda yani yalnizca 6zdeger-
lerden olustugu durumda, 6zdegerlere karsilik gelen ¢zfonksiyon ve kogulmus
fonksiyonlara gore operatoriin ayrilisimi, spektral parametrelere gore ters prob-
lemin konumu ve bu ters problemlerin c¢oziimii icin teklik teoremleri ispatlan-
muigtir.

2006 yilinda R.Kh. Amirov’ un [5] ¢cahigsmasinda, sonlu araligin i¢ noktasinda
siireksizlige sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorler sinifi i¢in ¢evirme ope-
ratorii, ¢ekirdek fonksiyonunun, spektral karakteristiklerinin bazi 6zellikleri ve
ters problem icin teklik teoremleri 6grenilmistir.

2008 yilinda R. Kh.Amirov ve N. Topsakal [6] tarafindan sonlu aralikta Coloumb
potansiyele sahip Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemlerin ¢evirme ope-
ratorii, spektral karakteristiklerin 6zellikleri ve ¢ekirdek fonksiyonunun bazi 6zel-
likleri ¢alisilmigtr.

2006 yilinda R.Kh. Amirov’ un [5] ¢calismasinda sonlu araligin i¢ noktasinda
siireksizlige sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorler siifinin ters problem
icin teklik teoremleri verilmistir. Tezde bu calismadan farkli olarak sonlu ara-
likta siireksizlik kogullarina sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorlerinin ters
problemi i¢in Gelfand- Levitan metodundaki esas denklem aragtirilmistir. Bu
tezde asagidaki yol izlenmigtir:

I. boliimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

IT boliimde, V.A. Yurko ve G. Freiling (2008) [16] kitabinda ters problemlerin



¢oziimiinii yapilandirmak igin verilen Gelfand- Levitan metoduna yer verilmistir.
Bu metot yardimiyla ters problemin ¢oziimii i¢in algoritma elde edilmig ve onlarin
¢oziilebilirligi icin gerek ve yeter kosullar ispatlanmigtir.

II1.bosliimde, sonlu aralikta siireksizlik kogullarina sahip Sturm-Liouville dife-
ransiyel operatorlerinin ters problemi igin Gelfand- Levitan metodundaki esas

denklem elde edilmistir.



1. BOLUM
TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan

onemli kavramlar ve teoremler verilmigtir.

Tamm 1.1: a <t < b olmak iizere Ls[a, b] uzayn,

Lola, b] = x(t):/|x(t)|2dt<oo

seklinde tanimlanir ve bu uzayda i¢ carpim ise

b

(f.9) = / f(@)g(x)dz

a

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2: /5 uzay,

Uy = {x = (21, T2y ey Tpy -

x; € Z:|xn|2 < oo}
n=1

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.3: L, D(L) tamum kiimesinde sinirh lineer bir operator ve

B = Q) = Y@, A) =

olmak {izere

L(y) = By +Q(z)y =Xy

esitligini saglayan y(x) # 0 vektor fonksiyonu mevcut ise A sayisina L operato-

riiniin 6zdegeri, y(z, A) fonksiyonuna ise A\ ya kargilik gelen 6zfonksiyon denir.

10



Tanim 1.4: {\,}, ., dizisi L operatériiniin 6zdegeri ve y(z, A,,) ler bu 6zdeger-

lere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak tizere

b

sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar1 denir.

Tanim 1.5 ( Adjoint Operator ) : Hy ve H, iki Hilbert uzayi1 L : Hy — Ho

sinirl lineer bir operator olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii

(Lz,y) = (z, L*y)
sartini saglhyorsa L* operatoriine self adjoint operator denir.

Tanim 1.6 (Cevirme Operatérii) : F lineer topolojik uzay, A ve B de
A:F — FE, B:FE — FE geklinde tamimh iki lineer operator olsun. FE; ile Ey de
E lineer uzayimin kapal alt uzaylar1 olmak {izere £ uzayinin tamaminda tanimli,
E; den FE, ye doniigiim yapan ve lineer terse sahip X operatorii,

i) X ve X! operatorleri F uzaynda siireklidir,

ii) AX = X B operator denklemi saglanir

sartlarini sagliyorsa, bu operatore A ve B operator ¢ifti i¢in ¢evirme operatorii

denir.

Tanim 1.7: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy noktasinin 6 komsu-
lugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna zy noktasinda anali-

tiktir denir.

Tanim 1.8: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik

ise f(z) fonksiyonuna tam fonksiyon denir.

Teorem 1.9 (Rouche Teoremi) : f ve g kompleks diizlemin bir B bol-
gesinde sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri diginda analitik

olan fonksiyonlar olsunlar. Eger ~, f ve g nin higbir sifir ve kutup yerinden
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gegmeyen, B iginde bulunan basit kapali bir egri ve de ~ tizerinde |g(2)| < | f(2)|
ise bu durumda f(z) ve f(z) + g(z) fonksiyonlarmin ~ igindeki sifirlarinin sayist

katliligh ile aymidir.

Teorem 1.10 (Cauchy Integral Teoremi) : f(z) baglantili G bolgesinde
bire-bir analitik fonksiyon, v ise G ’ de bulunan keyfi diizlendirilebilir kapali egri

olmak iizere f(z) nin 7 egrisi iizerinden integrali sifirdir. Yani;

/ F(2)dz =0
drr. 7

Teorem 1.11 (Cauchy Integral Formiilii) : B bir bolge ve v bu bolge
icinde bir kapali egri olsun. Eger a, v i¢inde bir nokta ve f(z), B ’ de analitik

ise,

@)= 5 [ £a:

21 zZ—a
¥

dir.

Tanim 1.12: Analitik bir f(z) fonksiyonunun ayrik aykir1 noktasi zy olsun.

Eger,

lim f(z) = o0
z2—20

ise zg noktasina f(z) nin kutup noktasi denir.

Teorem 1.13 (Rezidii Teoremi) : D bolgesinde (f(z) nin sonlu sayda ayrik
tekil 21, 2, ..., 2, noktalar1 harig) ve D nin I' simirinda analitik f(z) fonksiyonu

icin

/f(z)dz = 2mi i Res f(z)
4 1k

esitligi saglanir. zo noktasi f(z) nin k kath kutup noktasi oldugunda ise
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dk—l

Res /(2) = gy i s L) = =),

zp noktast f(z) nin basit kutup noktas: oldugunda ise

Res f(z) = lim [f(2)(z — 20)]

zZ=2z} Z=Z0
dir.
Teorem 1.14:
i)
I(y) ==y +qx)y=Xy, A=k, O<z<n
U(y) ==y (0) — hy(0) =0, V(y) =y (r)+ Hy(m) =0

L=L(q(x),h,H):=

siir deger probleminin {¢ (7, A,)}, -, 6z fonksiyonlar sistemi L [0, 7] de tamdhr.
ii) f(z), x € [0, 7] de mutlak stirekli fonksiyon olsun. Bu durumda

o= — [ F(0)o (80 dt

Qp
0

f(z) = ZGJMO (2, An) s
n=0
serisi « € [0, 7] de diizgiin yakimsaktir.

iii) f(z) € L2 [0, 7] icin (ii) deki seri Ly [0, 7| uzayinda yakinsaktir ve
[1s@Pdz =3 alaf’
n=0

0

Parseval egitligi saglanmaktadir.
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2.BOLUM
GELFAND-LEVITAN METODU

Bu boliimde ters problemlerin ¢oziimiinii yapilandirmak icin bir metot veril-di.
Doniisiim operatorleri yardimiyla Gelfand-Levitan metodu tanimlandi. Gelfand-
Levitan metodu yardimiyla ters problemin ¢oziimii icin algoritma elde edildi ve
onlarin coziilebilirligi icin gerek ve yeter kosullar ispatlandi. Bu boliimiin temel

sonuglar: teorem 1.2 ve 1.4 de ifade edilmistir.

Yardimci Onerme 2.1: Doniisiim operatér metodunu 6grenmek igin 6nce

bazi yardimci1 lemmalar verilecektir.

Lemma 2.1: B bir Banach uzay1 A : B — B, Ay : B — B simurh lineer

operatorler ve ' 6zdeglik operatorii olmak tizere;

(E+ Ao)yo = fo
(E+A)y=f

denklemleri verilsin.

Ry := (E+ Ay)™"

smirli lineer operator olsun. Bu durumda (E + Ap) yo denklemi B Banach uza-

yinda tek olarak ¢oziilebilirdir. Eger

14— Aol < 2| Rol)™

R:=(E+ A"
R = Ry (E + i ((A — Ap) R@’“)

siirh lineer operatorii vardir ve

|R— Roll <2 ||R0||2 A — Al
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dir. Ayrica y ve

1y = woll < co (A = Aol + [Lf = foll)
olarak hesaplamr. Burada ¢y sadece ||Ro|| ve || fo|| & baghdur.

Lemma 2.2: A(t,s,a) ve f(t,a) siirekli fonksiyonlar olmak tizere

y(t,a)+/A(t,s,a)y(s,a)ds:f(t,a),agtgb (2.1)

integral esitligi verilsin.

a = «qq sabitlenmis noktas1 icin
b
2(t) + /Ao (t,8)2(s)ds =0, Ag(t,s):=A(t, s, )

homojen denklemi trivial ¢oziime sahip olsun. O halde a = ag noktasimin bir
komgulugunda (2.1) denklemi ¢ ve a ya bagh siirekli bir fonksiyon olan bir tek

y (t, ) ¢ozlimiine sahiptir.

Lemma 2.3: ¢, (z,)\), j > 1 fonksiyonu ¢; (0,A) = 1 ve go; (0,A) = h;
kogullar1 altinda
—y" +q(x)y =Xy, g¢;(x) € Ly(0,)
denkleminin ¢oziimii ve ¢ (x,\) fonksiyonu da; ¢ (0,A) = 1 ve <pl (0,\) = h
kogullar1 altinda
—y" +a(x)y =Ny, q(z) € Lz(0,m)

denkleminin ¢oziimii olsun. Eger
Am llg; —qll;, =0, lim h;=h
ise

lim max max |¢, (z,A) — ¢ (z,A)| =0

j—00 0<z<n |A|<r

dir.
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Lemma 2.4:

kn, kn,
on — 4 om 2.2
P n+n + . Qi 2—1— , Akn} {kn} €Ly, a, #£0 (2.2)

seklindeki {p,,, an},,~, sayilan verilsin. (p, = A2)

(@) = i (cosa ,an B co;;m) 2.3

n=0 n

tamimlansin. Burada

s
-, n>0
0 _ 2’
a, =
T, n=
dir. O halde a(z) € W3 (0, 27) dir..
Lemma 2.5:
N+1  +
_ w; kn _ w
o) Ty b v =0 w=g
N+1 4
T w; k,
o, ==+ —L wy =0 ,p>0,a,)0
n n+il b 1 ) s by
2 o nJ n

seklindeki {p,,, an}, >, sayilan verilsin. O halde a(r) € W+ (0,27) dir.

Lemma 2.6: (2.2) seklindeki {p,,, @}, sayilari verilsin. ¢y > 0 sabit olsun.
Eger {p,,, On},so, O # 0 sayilan

. 12
0= <Z<<n+ 1>sn>2) <<

n=0
fn = rﬁn - pn' + |an - Oén|

kogullarini saglarsa

-3 (Coip"m _ B 'O"m) e W1 (0,2r) (2.4)

— Qn Qn

ve
Og}czgwm x)| < chn, )|l < 2

dir. Burada c sabiti, {p,, @, },>, ve co 'a baghdir.
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2.1 Spektral Karakteristiklerden Elde Edilen Diferansiyel Operatorler

(y) ==y +qx)y=Xy, A=k, O<z<n
U(y) ==y (0) = hy(0) =0, V(y):=y'(m)+ Hy(r) =0

siir deger problemini diigiinelim. {\,, O‘n}nzo L nin spektral karakteristigi

L=L(q(x),h,H):=

Pp = )\i olmak tizere
w k., I
— - _ n — < -, kn ; k?’l 6, n>0 9 A7’L )\m
po=nt —+=  an=g+ % {k, {ku} € b a 7

(n #m) asimptotik davramglarina sahiptir. Burada

1 1 - , 1
k, = Dy /q(t) cos 2ntdt + O<E)’ kn1 = ~3 / (m —t) q(t) sin 2ntdt + O(E)
0 0
dir. Simdi;
B = [cos PpTcosp,t  cosnx cosnt
F(z,t) = nz:; [ - — o ] (2.5)
fonksiyonunu ele alalim. Burada
T
ag _ E, n>0
m, n=>0
dir.Ayrica F(z,t) = alz +1) ; alz = t), F(z,t) siirekli ve
4 F(z,z) € Ly(0,m) dir
dx ) 2\Y, .
Teorem 2.1: Sabitlenmig her x € (0, 7] igin
¢ (x,\) = cos pxr + /G (x,1) cos ptdt (2.6)
0
gevirme operatoriiniin ¢ekirdegi olan G (z,t) fonksiyonu
G(x,t)+F(x,t)+/G(x,s)F(s,t)ds:O, O<t<z  (27)
0
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lineer integral denklemini saglar.

Bu denkleme Gelfand-Levitan-Marchenko denklemi denir.

Ispat : cospz fonksiyonuna gore (2.6) Volterra tip integral denkleminin

¢oziimii yazilirsa

cospr = p(x,\) + /H (x,t) @ (t,\)dt (2.6Y)

elde edilir. Burada H (x,t) stirekli bir fonksiyondur. (2.6) ve (2.6') kullamlarak

il (x, \n) cos p,t N, cosp,zcosp,t  cos
ZQ’O ’ Z Pn :Z( ’Ona P 4 p" /G T, 8) cos p,sds)
n=0 n n

3 p (x, An) cOSpt Z(so(%kn)s&(t»%) 4 P (2 An) /H(t,s)w(s,)\) ds).

n=0

esitlikleri yazilabilir.

o (t,\,)  cosnxzcosnt

N
xt:z l’)\ n) ao

n

~—

=0
N
Z ( cos p,r cos p,t  cosSnx cos nt)
ap a?

N
cosnt
Dp, (2,t) = Z o / x, s) cosnsds

n=0 0

N T
cos p,Sscosp,t cosnscosnt
Oy, (z,t) = /G(m,s) ( L Pl 5 )ds
’ o, oy

t

N
D, 1) = — 3 P /(t,sms,xn)ds
n=0 Qn

0

olarak alinirsa
CI)N(J,‘, t) = (I)N1 <I7 t) + (I)N2 (1"7 t) + cI)N:% (ZL’, t) + CI)N4 (ZL’, t)
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olur. f € ACI0, 7] olsun. Teorem 1.14 den dolayz;

lim max/f(t)@N(x,t)dt:O

N—oo 0<z<m

dir. Ayrica x € [0, 7] ye gore diizgiin yakinsaktir. Diger taraftan

lim [ f(t)®n,(x,t)dt = | f(t)F(x,t)dt
lim [ f(t)®n,(z,t)dt = [ f(t)G(x,t)dt

T

Jim. / F(&) D, (z,t)dt = / £(1) / G(x,8)F (s, t)ds | dt

0

An)
lim/f VPu, (z,t)dt = — lim G / (s, \n) /Hts ds
N—o0 N—>oo

—/ﬂf(t)H t,x) dt

esitliklerinden ve x < ¢ i¢in G(z,t) = H(x,t) = 0 oldugu goz 6niinde bulunduru-

lursa f(z) in keyfi se¢iminden

G (2,t) + F (1) +/G(x,s)F(s,t)ds ~ H(tz) =0
0
ifadesi elde edilir. Dolayisiyla ¢t < z igin (2.7) esitligi elde edilir.

Teorem 2.2: q(r) € Ly(0,m) olmak ftizere {\,,an}, 5, Giftinin  verilen
L(q(x),h, H) probleminin 6zdeger ve normallestirici sayilar1 olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul
—n-l—ﬂ-l—ﬁ a——+k— {kn} bk €la,an, >0, Ay # A
Pn = ni n ) _2 n1 25, Un ) n m

(n # m) asimptotik davranglarimin mevcut olmasidir. Ayrica,
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( N+1 4
w; k w
— _J n - =
pn—n+zlnj +nn+1 , wop =0 ,wl—ﬂ
q(x) € W5'(0,7) &
T N+1 + k
. —J n =
\ n=

dir.

Algoritma 2.1:

i) {A\n, an},so sayilan yardimyla

F(x,t) = i {COS P COS Pt COSNX COS Nt

0
o (079 oy

fonksiyonu olugturuluyor.
ii)
G(x,t)+F(x,t)—{—/G(x,s)F(s,t)ds =0, O<t<z
0
integral denkleminin ¢oziilmesiyle G (z,t) fonksiyonu bulunur.

iii)

iG (x,x), h=G(0,0), (2.8)

q(z) =2

Hew—h- % /q(t)dt (2.9)

formiilleri ile ¢(x), h, H hesaplanir.

Lemma 2.7: Her sabit = € (0, 7] i¢in

T

G(x,t)—l—F(:c,t)—l—/G(x,s)F(s,t)ds:O, O<t<ux
0

denklemi L, (0, x) de bir tek G (z,t) ¢dziimiine sahiptir.
Lemma 2.8: Asagidaki bagintilar saglanmaktadir:

—¢" (2, 0) +q(2) ¢ (2, A) = Mg (2, A) (2.10)
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¢ (0,A) =1, 301 (0,A)=0 (2.11)

ispat:
1) Tlk 6nce kabul edelim ki a (z) € W (0,27) olsun. Burada a(x) (2.3) ile

tanimlanan fonksiyondur.
J(24) = F (2.4) + G (2.) + / Gla,8)F(s,t)ds =0  (212)
0
ifadesinin diferansiyelleyerek;

Ji (z.t) = Fy (z.t) + G (x.t) + /:C G (x,s) Fy (s, t)ds =0 (2.13)

Ju (24) = Fy (.8) + Gl (2.8) + / Gl s) Fu(5.8)ds = 0 (2.14)

oz () = Fpp (2.8) + G (x.8) + %G (x,2) F (z.t) + G (x,2) Fy (2.t)
—l—c%_G (1) |j=z F (x.t) + /r Gaz (2,5) F (s,t)ds =0 (2.15)

olarak hesaplamir. (2.5) e gore
Fi(s,t) = Fys (s.t) ve Fy(z,t) [1=o=0
dir. O halde ¢t = 0 i¢in (2.13) den
2G( t) lt=0=0 (2.16)
at z, t=0— .

elde edilir. Ayrica (2.14) de kismi integrasyonla

OF (s,t oG
T (2,8) = By (5,8) + G (2,) + G O30 0G@8) -
0s 0s
+/GSS (x,s) F(s,t)ds =0 (2..17)
0

oldugunu alriz. (2.12), (2.15) ve (2.17) ve

oz (2, ) — Ty (2,8) — q(z) J (2,t) =0
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esitliklerinden

+ / (Ga:a: (l’, S) - Gss (137 5) —q (l’) G (l’, S)) F (S,t) ds =0

elde edilir. Lemma 2.7 ye gore bu homojen denklem sadece trivial ¢oziime sahip-

tir. Yani

Gz (2,1) — Gy (2,1) —q(2) G (2,t) =0, 0<t <z (2.18)

dir.
(2.6) ifadesinin iki kez diferansiyellenmesiyle

¢ (z,\) = —psin pz + G (z, x) cos px + /Gx (x,t) cos ptdt (2.19)
0

"

¢ (z,\) = —p?cos pr — G (z,z) psin pz

n (dG (x,x) N 0G (x,1) (2.20)

dr D7 ) |t=2 COS pT + /GM (x,1) cos ptdt

0

elde ederiz. Diger taraftan iki kez kismi integrasyonla

Ao (z,\) = p? cos px + p? / G (,t) cos ptdt = p? cos px + G (x, ) psin px
0
x

lt=o —/Gtt (x, 1) cos ptdt

0

n 0G (z,t)
ot

0G (z,t)
ot

COS pr —

t=x

elde ederiz. (2.6) ve (2.20) ile birlikte

1"

¥ (x’A)+A¢(va)_Q($)QD(I>A):

(P o )

t=0
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+ [ (Gar (0:0) = G (5.0) = 0 (2) G (2. ) cos
0
oldugunu ahriz.

(2.8) , (2.16) ve (2.18) den

_(,0" (l‘,)\) +q (l‘) ¥ (l‘,)\) =Ap (Z‘,)\)

esitligine ulaginz. x = 0 igin (2.6) ve (2.19) dan
e(0,A) =1, ¢ (0,A)=0

elde ederiz.
k Tk

— N —+

n 2

nin sagladig1 genel durumu diisiinelim. Lemma 2.4 e gore a () € W1 (0, 27) dir.
gladigl g S g 2 Y,

(2) Simdipn:n—l—:—ﬂ—l— Lo >0, A £ An (n#m)

2 (0,\) =1, gZ‘ (0, \) = h kosullarim saglayan
(y) ==y +qlx)y=Xy, =k, O<z<n
denkleminin ¢oziimiini ¢ (z, A) ile tammlayalim. Amacimiz
P2, A) =@ (z,A)

oldugu ispatlamaktir.

o) =t g )
on () =2+ I B ) ) () € 6

seklindeki {p,,, (j), an, (j)}n>0, j > 1 sayilarim secelim. j — oo i¢in

%= (Tlm+ e, 6)) —o
€n1 (]) = |Pn1 (]) _Pnl + |an1 (]) —

dir.

0; (z) = Z ((:ospn1 (j)x B Cosms) s

=\ o () ap
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tammlayalim. Lemma 2.5 den a; (x) € W3 (0,27) dir. G, (z,t) (j € N) fonksiy-

onlari

Gj(x,t)—i—Fj(x,t)—l—/Gj(x,s)F}(s,t)ds:0,0<t<x
0

olsun. Yani

17j<x7t):aj(x+t)—;—aj(x—t)

dir.
d
¢ () :=2—G; (z,z), h;:=G;(0,0)
@; (x,\) := cos pr + /Gj (x,t) cos ptdt (2.21)
0

alalim. a; (z) € WZ (0,27) oldugundan Lemma 2.8 den

olur. Ayrica Lemma 2.6 dan

lim [a; () = a (@)[ly; =0

J—0

oldugundan lemma 2.1 den yaralanirsak

lim max |Gj(z,t)—G(z,t)]=0 (2.22)

j—o0 0<t<z<m
lim {lg; —ql|;, =0, lim h; =h (2.23)
J—00 J—00

elde edilir. (2.6) , (2.21) ve (2.22) den

lim max max |<,0j (x,A\) — p(x, >\)| =0

Jj—o00 0<z<n |A\|<r

dir. Diger taraftan Lemma (2.3) ve (2.23) e gore

lim max max |¢; (z,)) — @ (z,A)| =0

j—r00 0<a<m [X|<r
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dir. Sonug olarak
p(x,A) =@ (2,))

elde edilir.

Lemma 2.9: H (x,1),

x

cos pr = (x,\) + /H (x,t) @ (t, ) dt (2.24)

ile tanimlanan siirekli fonksiyon olmak {izere

ijﬁdwaﬂ+/G@wF@mmm,O§t§x (2.25)

bagintis1 saglanir.

ispat:
1) 11k 6nce kabul edelimki a (z) € W3 (0, 27) olsun. (2.24) yi iki kez diferan-

siyellersek

x

—psinpz = ¢ (z,\) + H (z,2) o (z,\) + /Ht (x,t) p (L, \)dt (2.26)
—p?cos pr = 90” (z,\) + H (z,2) 0 (z,))
n <dH (x,x) N O0H (x,t)

dx ox

t_x) o) (2.27)

+/mmmm@Mﬂ
0

olur. Diger taraftan (2.24) ve (2.10) dan

€T
1"

—pPeospr = (2, 0) — g () (2. A) + / H(et) g (2.0) — g (t) o (1, \) dt

iki kez kismi integrasyon ve (2.11) kullamlarak
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—pPeospr =g (,A)+H (z,2)¢ (2,)

OH (z,t) OH (z,1)
(Y N (Y g
( i)+ (T weo
+/ (Hy (z,t) —q(t) H (z,t)p (t,A) dt
0
oldugunu gikaririz. (2.27) ve
dH (z,x)  (O0H (x,t) N O0H (x,t)
de Ox ot i
ile birlikte .
by () + by (2) 0 () + / b ) @ () dt = 0 (2.28)
0
elde ederiz. Burada
H
bo () W — hH (x, o))
=0
dH
by (z) = 2% +q(x) (2.29)
b(z,t) := Hyp (x,t) — Hy (x,t) + q (t) H (x,t)
dir.
(2.28) de (2.6) y1 yerine yazarsak
bo (z) + by (x) cos px + /B (x,t) cos ptdt =0 (2.30)
0
buluruz. Burada
B (z,t) =b(x,t) + by (x) G (x,t) + /b(m, s)G (s,t)ds (2.31)
t
dir.
B (x,t) Riemann anlamimda integrallenebilirse p = (n + 3) u (x > 0) igin
x

(2.30) dan

i 1
bo(x)+/B(x,t)cos <n+§> gt =0
X
0
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dir. Riemann-Lebesque lemmasindan n — oo iken integral 0 dir. Sonug olarak
2
by (x) =0 dir. Ayrica (2.30) da p = mdl} (x > 0) olarak alirsak
x

xT

by (z) + /B (x,t) cos

0

2nmt

dt =0

T

elde ederiz. Benzer sekilde by () = 0 dir. Dolayisiyla (2.30) dan

/B(:U,t)cosptdt:(), peC
0

aliriz ve sonug olarak B (z,t) = 0 dir. Bu yiizden (2.31)

x

b(:t,t)+/b(m,s)G(s,t)ds:0

t

saglar. Buradan b (z,t) = 0 dir. (2.26) da 2 = 0 yazarsak

H(0,0) = —h (2.32)
den H (z,t) fonksiyonu
H.p (z,t) — Hy (x,t) +q(t) H (2,t) =0, 0<t <z
H(z,z)=—h— %/q OH x’t) — hH (2.0) = (2.53)
t=0

sinir-deger probleminin ¢oztimiidiir.

Tersini kabul edersek de gegerlidir. Yani H (z,t) fonksiyonu (2.33) ii saglarsa
o halde (2.24) saglanir.

v (x, \) :ch(x,)\)+/H(x,t)gp(t,)\)dt

tanimlayalim. Benzer diigiinceyle,

V(@A) + Ay (2, 2) = ( W +q (:v)> ¢ (2, )

(5

x

+/ Hiyy (2,1) — Hy () + q (8) H (,1)) o (1, \) dt

— hH (:c,O))
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olarak hesaplanir. (2.33) e gore
v (@) + Xy (z,0) =0

elde ederiz. Agiktirki v(0,\) = 1,7 (0,\) = 0 dir. Dolayisiyla y (z,\) = cos px
yani (2.24) saglanir.

t

(@ t) = F(o4) + / Gt u) F (2, u) du (2.34)

tammlayalim. Gosterelimki H (x, t) fonksiyonu (2.33) ii saglar.

(i) ¢ ye gore (2.34) 1 diferansiyellersek ve ¢ = 0 alirsak

OH (x,1)

o = G (0,0) F (z,0) = hF (,0)

t=0

elde ederiz. H (x,0) = F (z,0) oldugu i¢in

OH (z,1)

g — hH (2,0) =0

t=0

dir.
(ii) (2.6) ve (2.34) dan

dir.
(iii) (2.34) tekrar kullanilarak

dG (t,t)

Hy (2,t) = Fy (z,t) + F (x,t)

dG (t,u)

+ G (t,t) Fy (x,t) + 7

F(x,t)

u=t

¢
+ /Gtt (t,u) F (z,u) du
0
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Hyp (x,t) = Fop(z,t)+ | G(t,u) Fup (z,u) du

c;\wo\W

=Fo (2, t)+ | G(t,u) Fu, (z,u) du
= Fy (2,8) + G (t,0) F, (2,1) — W F(z,1)
u=t

—i—/Guu (t,u) F (z,u) du

olarak hesaplariz. Sonug olarak

Hoo () — Hy (2.1) + q () B (2,1) = [q (t) - 2%} Fle.) - [ Gutt
—Gyu (t,u) —q (t) G (t,u) dt

dir. (2.8) ve (2.18) e gore

— —~ ~

Hyp (z,t) — Hy (z,t) +q(t) H (z,t) =0

elde ederiz. H (x,t) (2.33) u sagladigindan yukarida gosterildigi gibi
cos pr = p(x,\) + /f[(m,t)go(t,)\)dt

dir. (2.24) ile bu bagintiy1 kargilagtirirsak VA icin

xT

/<f](m,t)—]—[(x,t)>go(t,)\)dt:O

0

yani
H(z,t) = H (z,1)
dir.
o w o ky T kn
(Z)Slmdlpn:n+——l—% , QO §+7 ,Oén>0,)\n7é)\m
(n # m) nin sagladig1 genel durumu diisiinelim. a (x) € W} (0, 27) dir. Lemma2.8
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in ispatindaki diisiinceden yararlanirsak {pn(j),an(j)}n>0, J > 1 sayilarini ve
aj (x) € W3 (0,2m), j > 1 fonksiyonlarim kurariz dyle ki
Jlim fla; (2) —a(2) ]y =0
dir. O halde
lim max |Fj(z,t)— F(x,t)]=0

J—o0 0<t<z<m

ve (2.22) gegerlidir. Yukarida ispatlandi ki
Hj(z,t) = Fj (z,t) /G (t,u) Fj (x,u) du

dur. j — oo iken (2.25) e ulagiriz.

Lemma 2.10: Herbir g (z) € L (0, 7) fonksiyonu igin
T ) 1 T
/ r=) — / o (t,\) dt (2.35)
oy,
0 n=0
esitligi saglanmaktadir.
ispat:

™

Q)= [o0p N d
0
tamimlayalim. (2.6) esitliginden
Q) = /g( cos ptdt +

0
T

= /g( cos ptdt +
0

/g G (t, s) cos psdsdt

o\ O\

/ g (t) G (t,s) cos psdtds

™

— /g( cos ptdt + /g 3 t cosptdsdt

o\

g(t)—i—/g(s)G(s,t) ds | cos ptdt

t

h (t) cos ptdt

St — sy T T— °
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dir. Burada

olarak yazilir. Benzer sekilde

cospx:gp(x,)\)—l—/H(x,t)gp(t,/\)dt

0

+/H(s,t)h()d

ifadesinden
yi buluruz. Simdi

ifadesini F'(x,t) ile ¢arpip (0,7) de integre edelim

/ 0/9 xtdt+// (u,t)g

0
g(t xtdt—i—//Gut
g(t xtdt—l—//Gut

g@) |F(z,t)+ [ G(t

dir.

=
B
“ij
w
+
RO~

G(t,u) F(z,u)du,0 <t <z

[
[
:jg(t) F(x, t)—l—/G(t w) F (z,u) du
0/
J

L 0/ .
g(t —I—/G xudu]d
L 0

(2.36)

(2.37)

(x,t) dudt

(x,t) dtdu

(x,t) dtdu

dt

dt

xt+Fxt+/G )Jds=0,0<t<zx

0
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esitliklerini g (¢) ile carpildiginda

gt)H (x,t) =g @) F(x,t)+9g(t) | G(t ,u) du

g(t)G(x,t)+g () F(x,t)+g(t) | G(z t)ds =0

{
0/
olur. Birinci esitligi (0, x) araliginda, ikinci esitligi (z, 7) araliginda integre eder-

sek,

—/g(t)G(m,t):/g(t) |:F(m,t)+/G(t,u)F(x,u)du] dt

0

elde edilir. (2.25) ve (2.7) de yerine yazilirsa

™ T ™

/h(t)F(x,t)dt:/g(t)H(x,t)dt—/g(t)G(t,x)dt (2.39)

x

dir.

F (o) = i (COS pnT — COSp,t  COSNT — COS nt)

0
(8% «
n=0 n n

ifadesi ve Parseval esitliginden

/ﬂh2 (t)dt+//h(m)h(t)F(x,t)dxdt
_ j B2 (1) dt + ] ] h(x) h (1) [i (COSP “xa_n Cos Pl _ Cosma_g Cosnt)] dadt

™

= h2(t)dt+i L ﬂh(t)cospntdt 2— ! ﬂh(t)cosntdt 2
froas[L(] o)
Q@

Q) i (L) @i

n=0
@)
_g -
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olur. (2.38) i kullanarak

icya#:")z/ﬂh%)dw/ﬂh(x) (]g(t)H(x,t)dt) dx

0

_/ﬂh(ac) (/ﬂg(t)G(t,x)dt> dx

bulunur.
ht) = g(t)+/9(8)G(s,t)ds
g(t) = h(t)Jr/H(s,t)h(s)ds
esitliklerinden
ZQOE:”) :/h2(t)dt+/g(t)(g(t)—h(t))dt




esitligi gecerlidir.

Sonug 2.1: f(z), g(z) € Ly (0, 7) keyfi fonksiyonlar: igin

[r@e@a= 3 [10eerd [s0eer)a @)
dir.

Lemma 2.11: Asagidaki bagint1 saglanir:

h 0, n#k
[t d- (2.0
Qn, n==~F
0
Ispat: 1) f(z) € W2[0, ] olsun.
n=0
serisini diigtinelim. Burada
1 s
Cn 1= — /f () o (z, \y) dz (2.42)

dir. Lemma 2.8 ve kismi integrasyon ile

= an&n / £) (=6 (2. 0) + 4 (@) ¢ (5, \)) do

(Rf (0) = f(0) + @ (m, Aa) [ (7) = ¢ (7, \)) f (7)

)\
/m (@) +q() f (@) da

olarak hesaplanir.

k
Mkt {ay €

n
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ve

sinpr 1

ol
+ — qtsinpx—%dt—i—o( >
: 2p()/() (¢~ 21) pg

¢ (x,\) = cos pr + q1 (x)

\G)

T
! . 1 €|7—|33
¢ (x,\) = —psinpxr + ¢ (I)Cospx+—/q(t)cosp(x—2t)dt—|—0( e )
0

asimptotik formiillerinden n — oo i¢in

cnzo(i>, o) =0(1), z€0,7]

n2
dir. Dolayisiyla

J(@) =) cup (2, 20)

serisi [0, ] iizerinde mutlak ve diizgiin yakinsaktir. Sonug 2.1 ve ¢, nin tanimin-

dan
[r@g@d =Y e [a@er)d
_ / 9(6)S enp (t A)
- [o 1w

olarak bulunur. g (x) keyfi oldugundan f* (z) = f (z) tir. Yani

F@) =3 cap @A)

dir.
2) k > 0 sabit ve f (z) = ¢ (x, \¢) alalm. O halde

Fl) = cap(m,h) (2.43)

ifadesinden
T

= /gp(x, k) @ (t, \y) do

n

90($7>\k) = chkgp(x,)\n) Cny =
n=0 0
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olur. Ayrica bu sistem {cos p,z},5o L2 (0,7) de tamdir. Sonug olarak (2.6) ya
gore {¢ (7, An) },>0 sistemi de L (0, 7) de tamdir. Boylece

Cny = On, (0, Kronecker deltadir)

olur. Dolayisiyla

esitligi elde edilir.

Lemma 2.12: Vn,m > 0 i¢in

o(mA)  @(T Am) (2.44)
dir.

ispat :

% <oz, N p(z,p) >der=(A—p)e(x,\) ez, p) den;

™

(e — A / (2 M) @ (2, M) A = (2, 0) & (2 )= (2, M) 0 (2, M) [

[ 0 n#k
/ @ (t, ) @ (t, A\n) dt = oldugundan
o, n==k

¥ (Q?, )‘n) 90/ (1.7 )‘m) - 301 (ZC, )‘n) ¥ (ZC, )‘m) =0 (245)

dir.  Agktirki ¥n > 0 icin ¢ (z,\,) # 0 dir. Ashnda eger belli bir m igin
© (7, Amm) = 0 oldugunu kabul edersek bu durumda ¢’ (z, \,,) # 0 ve (2.45) e gore
Vn igin ¢ (m, \,) = (-=1)"+ O (%) oldugundan imkansizdir. Yani ¢ (7, A,,) # 0
olmalidur.

Vn > 0 igin ¢ (7, A,) # 0 oldugundan

© (M ) @ (7, Am)

P (m ) @ (mAm)
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dir.

tanimlayalim. Not edelim ki n den bagimsiz olan H ile (2.44) elde edilir. Boylece

QDI(W,)\n)—i—ﬁQO(?T,)\n):O, TLZU

dir. Lemma 2.8 ve

™

/80(15, k) @ (t, M) dt =

0

0, n#k

a,, n==k

ile birlikte L (q (x),h, H ) smir deger problemi i¢in {\,, .}, spektral karak-

teristiklerini verir. Agiktir ki

(2.46)

=

I

g

|

>

|
N =
o\:‘

=)

=

Q

~

olmak {izere H = H dur. Boylece Teorem 2.2 ispatlandi.

Ornek 2.1: )\, =n? (n >0), a, = g (n>1) ve ap > 0 keyfi pozitif bir
say1 olsun.
a:= ozi — % tamimlayalim. Algoritma 2.1 i kullanarak F'(z,t), G (x,t), h, H
ve q(z) i boulahm:
1)
2. [cosp,zcosp,t cosnxcosnt
Fla,t) = ; l p“An Pu® _ v ]
_ i [cos n cosnt  Cos T cos nt]
n=0 An )‘?z
= aio — aig —I—; (aio - 58) COS NI COS Nt
_ 1 _r_,
ag
= F(z,t)=a
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T

2) G(x,t) + F(z,t) + /G(:U,S)F(s,t) ds =0, 0<t <z denkleminde
0
buldugumuz ifadeler yerine yazilirsa;

G(a:,t)—ka—l—a/G(x,s)ds:OGxeL2(0,7r)
0

x

G(x,t) = —a—a/G(m,s)ds
0
olur. Ardigik yaklagim yonteminden

a
14 azx

G(z,t) =—

elde edilir.

3)
d 1 7
g(@) =25 Glww), h=G(0,0), H:w—h—§/q(t)dt
0
esitliklerinden
d d a d 1
o =200 =2 (i) =g ()
2a>
)= ———
4() (1—|—ax)2
bulunur.
a
h_Gm’O)__l—i—a.O__a
ve _
1
H :w—h—é/q(t)dt
0
[o22
_a—i/(1+a$)2d$
0
B 1+ ax|,
a a
= —a =
14+ ax 1+ arm



bulunur.
Teorem 2.3: ¢ (v) € Ly (0, 7) olmak tizere {y,,, .}, Teel sayilar

I(y) ==y +qx)y=Iy, A=k, O<z<m

Li(q(z),h) =
Uly) ==y (0) — hy(0) =0, V(y):=y(r) =0

sinir deger probleminin spektral karakteristikleri olmasi icin gerek ve yeter kogul

oy 7 o, (M F# M), 0y, > 0 olmak iizere

k

1 w1 n
_ - on . 2.47
Vim=n+g+—+=2 (k) €l (2.47)
Tk
Ay = 5 -+ 71, {knl} S lz (248)

saglanmasidir.
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2.2 ki Spektruma Gére Diferansiyel Operatorlerin Belirlenmesi

{Antnso ve {i, 5o sirasiyla

W(y) = —y +qlx)y=Xy, \=k* O0<ax<m

L(qg(z),h,H) =

Uly) :==y (0) — hy(0) =0, V(y):=y/(7) + Hy(r) =0

ve

I(y) ==y +qx)y=Ny, A=k, O<z<m

Uly) ==y (0) — hy(0) =0, V(y):=y(r) =0

operatorlerinin 6zdegerleri olsun. O halde

kn

0. —\/_/\n:n+l+? (k) € 1y
1 w1 n

/I :n+§+E+— {kn}EZQ

gosterimleri gecerli olur.

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

Teorem 2.4: q(z) € Ly (0,7) olmak tizere{\,, i, },~, reel sayllarmn L ve

Ly simir deger problemlerinin spektral karakteristikleri olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul (2.49), (2.50) ve

A <y < Aptts n>0

saglanmasidir.

(2.53)

q (z) fonksiyonu, h ve H sayilar agagidaki algoritma ile yapilandirilabilir:
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i) Verilen {\,, 4, },,5 sayilarindan
an = —A N d(\) (2.54)

formiiliinden «,, hesaplanir. Burada A () ve d()\) (2.51) ve (2.52) ile bulunur.

ii) {An, an},>o sayilarinm verilmesinden algoritma 2.1 aracihigiyla q (), b ve
H bulunur.

Teorem 2.4 iin gerekli kismi yukarida ispatlandi. Burada yeterlilik ispat-
lanacaktir. Teorem 2.4 iin kosullarim saglayan {\,, Mn}nZO reel sayilar1 verilsin
(2.51) ve (2.52) ile A () ve d () fonksiyonlarini bulalim ve (2.54) aracihigiyla o,
sayilarini hesaplayalim.

Amacimiz teorem 2.2 yi kullanmaktir. Bunun igin «,, sayilar: i¢in asimptotik-
leri elde etmeliyiz. Teorem 2.2 den ¢ (x) € Ly (0,7) olmak iizere
L=1L (cj (x) ,?L, H ) sinir deger problemi vardir 6yle ki {\,}, ¢ L nmn ozdeger-
leridir. O halde A ()) L nmn karakteristik fonksiyonudur ve sonug olarak

A n kn
A) =05+ 22 (k)b

dir. Ayrica

signA (A) = (=1)"™

seklindedir. Benzer sekilde teorem 2.3 kullanmilarak

d(Mn) = (=1)"+—  p(kn) € b2

oldugu ispatlanabilir.

O halde teorem 2.2 den ¢ (z) € Ly (0,7) olacak sekilde L = L(q(z),h,H)
sir deger problemi vardir dyleki {\,, O‘n}nzo L nin spektral karakteristigidir.
Ly (g (x),h) sinir deger probleminin 6zdegerlerini {f,}, > 0 ile gosterelim.

Yn > 0 i¢in p,, = g, oldugunu gostermeliyiz. d (\) L in karakteristik

fonksiyonu olsun. Boylece (2.54) den o, = —A(\,)d (A\,) olur. Fakat tersine
an = —A(A)d(\) ve d(A) = d (M), n > 0 oldugu ikar. Sonug olarak
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fonksiyonu A ya gore tamdir. Diger taraftan

1
@ (2, A) = cos px + O(m exp(|p| z))

¢ (x,A) = —psin pr + O(exp(|p| 7))

asimptotik formiillerinden

ld(N)] < el

‘J(A)‘ < cel™™
oldugunu alriz.
A (N)| > cs|p| e™PI™ ifadesinden yararlanirsak sabit bir § > 0 sayis1 igin

C
<7

dir. Maksimum prensibi ve Liouville teoremini kullanarak Z (A) = 0 yani

d (M) = d () oldugu ¢ikar. Sonug olarak ¥n > 0 icin p,, = n,, dir.

A€ Gs, |P| > p*
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3. BOLUM

F(z,t) FONKSIYONUNUN ARASTIRILMASI

(y) =~y +ql@)y=Xy, \=Fk, O<z<nm (3.1)

diferansiyel denklemi,

Uly) ==y (0) =0, V(y):=y(m)=0 (3.2)

sinir kosgullar1 ve

y(d+0) =ay(d—0), y'(d+0)=ay(d-0), (3.3)

stireksizlik kogullar1 verilmis olsun. Burada A spektral parametre; g(x) ve a reel;

de (g,w), a>0,a#1,q(x) € Ly(0,7) dir.

e(0,\) =1, ¢'(0,\) =0, (3.4)

baglangi¢ kosullarini ve (3.3) siireksizlik kogullarim saglayan (3.1) denkleminin
¢oziimii ¢(x,A) olsun. g, Ay, ...Jer (3.1), (3.2), (3.3) smur deger probleminin
ozdegerleri, p(x, \,) ler n > 0 6zfonksiyonlari, ¢(z) = 0 olmasi durumunda ise
(3.1), (3.2), (3.3) siur deger probleminin ézdegerleri A, \?, ... ve dzfonksiyonlar:
©o(z,A2), n > 0 olsun.

™

Q, = /@2@, An)dz, n>0 (3.5)
0

sayilarna (3.1), (3.3), (3.4) smur deger probleminin normallestirici sayilar1 denir.
0

n’

a,, n > 0 sayilar ise (3.1), (3.3), (3.4) s deger probleminin ¢(z) = 0

durumuna karsilik gelen normallestirici sayilaridir.
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1985 yilinda M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov [18] yapmus olduklar1 bir ¢als-

mada f(z), g(x) € Ly(0,7) olmak iizere

™ ™

[ t@g@de =3~ | = [ st ads [ et

n=0
Parseval egitliginin dogru oldugunu gostermiglerdir.
Buradaki { A}~ ve {au },,5, dizilerine (3.1), (3.2), (3.3) smir deger problem-
inin spektral karakteristikleri denir.

{Antso ve {an 5o dizilerinin yardimiyla ile F'(z,t) fonksiyonu

oo

Fo.) = 3 [ el ) - ool Bt )| (36)

n=1 n
olarak olugturulsun. Olugturulan bu fonksiyon yardimu ile, K (z,t) bilinmeyen bir

fonksiyon olmak iizere
Fla,t) + K (. 1) + / K (2, ) F(E,1)d€ = 0 (3.7)
0

Volterra tipi integral denklem kurulabilir. Bu integral denklemin ¢oziimiiniin var-
lig1 ilk kez 1985 yilinda M.G. Gasimov ve R.Kh. Amirov tarafindan [18] potan-
siyeli (é + q(a:)) olan diferansiyel operator icin gosterilmigtir. Bu ¢aligmada ise
bu integral denkleminin ¢oziimiiniin varhig ve tekligi ¢(x) reel potansiyeline ve
(3.2)-(3.3) siireksizlik kogullarina sahip bir operator i¢in aragtirilacaktir. Bunu
yapmak i¢in F'(z,t) fonksiyonunun 6zelliklerinin bilinmesi gerekmektedir. Bunun
icinde ,(z,\,) ve pq(z, A) fonksiyonlarmm asimptotik formiillerinden yarar-
lanilacaktir. Bu asimptotik formiiller x > 0 ve n’nin yeterince biiyiik degerleri
icin gecerlidir.

2006 yilinda R.Kh. Amirov [32] yapmg oldugu ¢aligmada (3.1) denkleminin
q(z) = 0 oldugu duruma karsilik gelen ve (0, \) = 1, e,(0,\) = ik baslangic
kogullar ile (3.3) siireksizlik kogullarim saglayan ¢oziimii eg(x, \) olmak iizere

eo(x, A) fonksiyonunu
etk 0<x<d,

eo(z,\) =
atehr 4 q=ekd=2) g < < 7,
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1 1
olarak elde etmistir. Burada a™ = 5 (a + —> dir.Problemin
a

e(x,\) = eo(z, \) + /K(x,t)eiktdt

seklinde ¢oziime sahip oldugunu gostermistir.

(3.1) denkleminin ¢(z) = 0 oldugu duruma karsilik gelen
baslangic kogullarim: ve (3.3) siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimii

cos kx, 0<z<d,
polx,A) = (3.8)
atcoskx +a cosk(2d —x), d<x<m,

olarak elde etmistir. (3.1), (3.2), (3.3) smur deger probleminin 6zdegerlerinin

asimptotik davranigi

d, O,
ko = K2 4+ — 3.9
+ 50 +— R0’ (3.9)
+ 0. _ 0 2 _
olarak bulmustur. Burada d,, = a” sinkym ZZ (]:;nk d—m ] / q(t
0
R N .
ve 0n =15 K,(m,t)sink,tdt dir.
©o(, \2) fonksiyonunun asimptotik formiilii
cos Koz, 0<z<d,
o, A)) = (3.10)
atcosklz +a”cosk®(2d — ), d<z<m,
seklinde elde edilir. Ayrica,
d
a, = ad + 6, ve ol = ((a™)?* + (a’)2)g + (1 —(a™)* — (a’)2)§ + 8y, dir.
Burada
sin 2k2d sin 2k07 sin 2k%d _
5171 == 4]{2 + (CL+)2W - (a+)24—k2 + 2a+a (7T — d) COS ngd +
ata” . (a™)? . (a™)? .
m sin 2k2 (7 — d) — 70 sin 2k2(2d — 7) + 170 sin 2k%d
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sinirh dizidir. Ayrica

1
an A +0, ol  (a0)2 + O%) (3.11)
1 9 )
af ((a*)2+ (a)2) 7+ (1 — (at)?2 — (a)2)d + O(E) (3.12)
dir.

Eger F(z,t) fonksiyonu (3.6) ifadesinde (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) ve (3.12)

yerine yazilirsa;

0 <z < d igin;
F(l',t):—

(@ P+ (@ + (1~ (@ — (@ )P 25 cos kS + 1)

T T e )

1
( n=1

(@ P+ @+ 11 R f; d, sin ’f?z(f;; d

(@) + (@) + 11 @ = (@) g 5, sin ky (:22— t)

a2+ ( >>Qf[fﬂ( )Q_leyﬂ§§¢fmk%g—t)

(@) + (a)? )ﬂ(f__lt_( Za Smkko t)

0
Zd 5, sin k) ( x—{—t)

2528mk‘ $+t)

@ @ P+ (1 @)

(z —1t) sin &9 ( x—t)
+[((a+)2+( 27+ (1 — (at Zd b

(z 1) 2smk x—t)
@@ e+ (- (@ Zé
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B (x+1t)? 2COS]{TOZL’+t)
@2+ @)D+ (1 (@) Zd

B 2(x +t)? cos k‘o (z + t)
(@2 @Hr+ (1 (a Zd &
B (z +1)? 2520081430 x—l—t)

[((@*)? + (a7)*)m + (1 = (a*

B (x —1t) , cos kO (z — 1)
T T

B 2(x —t)? Cos ko t)
(@2 @)+ (- (@ Zd &

B (x —1t) o cos kO (x —t)
(O P

T T S )
+[((cﬁ)2 + (a)2)7r<g:£1t)_2 @ Zd 528\t T ) ’fo (z + t)
T+ <a->2>7r(i+<1t)—2 @) — (@ ) 25%
(o e T i“%_ﬂ
@+ (a—)Q)j(—f (_1?2@)2 P g dnéi%
HUCOE <a‘>2>w(i_<1t)—2 (@ = (@)?)d i 5% +0(-5)

olarak bulunur. Son egitlikte d,, ve 9,, ifadelerinin degerleri yerlerine yazilirsa;

1
Ho ) = e @m0 @y @ P

2. coskO(z +t [ _
XZ%/KIAW,Q sin kO tdt
n=1 n 0

1
[((@*)? + (a7)*)m + (1 = (a*)? = (a7)?)d]
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Ky

2. coskO(z —t) ) '
XZ 0 /Kt(ﬂ, t) sin k:gtdt

= n
n=1 3

1
(@) + @)+ (1 (@) — (@)

. sink%(x +t) [asinko7 — @~ sink2(2d — 7
Ky ; ) ot
(kD) 2A(K9) /

1
(@2t (@ Pyr + (L~ (@) — (a P

Ko( t)
sz<—x+/K m,t) sin kOtdt
n=1

(x —1)
[((CLJr)Q —+ (CL*)2)7T + (1 _ (a+)2 _ (a*)Z)d]

. sinkO(x —t) [atsink®r — a~ sin k% (2d — )
3 (k0)2 2A(k0) q(t
n=1 n

0

(x — 1)
(@ + (@) + (1= (@)~ (a )]

0 —_—
XZW{E—It/KWtSIHkOtdt+O< )
n=1

ifadesi elde edilir.

d < x < igin;

nU=T ) 3 b, cos k2 (z
P t) = P @ rt (= @ P (@ PP 2 e+
: 20 + () 5 con K
()2 + (a)2)m + (1 = (a+)? = (a)2)d) > Gncosk(z —1)
2ata~

- 0, cos kO (z + 2d —
[((a*)2 + (a)2)m + (1 — (a*)? — (a-)2)d]? ; (z +2d — t)

data~
a S, coskO(2d — x —
T O e
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2ata~
a 5, cos k2(2d — x
T =G e

2(a™)?

- 0, cos k%(4d — x —
T T T P 2y =2

(@)@ + @)+ (L= (@) — (a7))d] o~ , sinkf(z + 1)
[((a+)? + (a7)2)7m + (1 = (a*)? = (a7)2)d]” ;dn kn
(a2 (x+t)[((a™)?+ (a))7+ (1 = (a7)? = (a7)?)d] i5 sin k0 (z + 1)
[((a*)? + (a7)?)7m + (1 = (a*)? = (a7)2)d]” — "R
2(a™)?(z + 1) = 5 sin kO (z +t)
+[((a+)2 + (@) + (L= (a*)? = (a7)?)d)” nz_:ldn R
2(a™)?(z + 1) = 52 sin k9 (x + 1)
+[((a+)2 + (@) + (L= (a*)? = (a)?)d)” nz—:l Tk

(@) + (@)@ =) [((a")? + (a)*)r + (1 = (at)? — (a7)*)d]
@ @ (@ ()P
XZ dn sin kg(x — t)

= kn
(@) + (@))(@ =) (@) + (a))m + (1 — (aF)? — (a7)*)d]
[((a*)? + (a7)2)7 + (1 = (a*)? = (a7)2)d]”
Xf: 5 sin k9 (x — t)

i

2((a™)? + (a™)?)(z —t) sin k:o sin k) (z — )
(@ 1 @))r+ (1= (@) - Zd O

A(ah)? + (a))(e - t> >, sin k(e — 1
(@7 1 @)2)r 1 (0 —(a ) — (@ )2)P Z T

ata”(z+2d—1t)[((a*)’ + (a”))7 + (1 = (a*)* = (a7)?)d]
[((a™)*+ (a )) )7+ (1= (at)? — (a™)2)d)?
sin k0 (z —i— 2d —t
Zd

_ata(x+2d— 1) [((a*)? + (a7)*)m + (1 = (a*)* — (a7)*)d]
[((a*)2 + (@) + (1 = (a*)? = (a)2)d]’
Zé sin k2 x+2d t)
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2a"a (x +2d — 1) sin k2 (x —I— 2d —t)
O
(@ + (@ )m+ (1—(a 2Zd
2aTa (x+2d —t) 2smlf ZL’+2d t)
@)+ @Hr+ (= (@) — (@) QZ

20ta”(x —2d + 1) [ ((a*)” + (a )2)W+(1 — (a*)* - (a‘)Q)d]
[((a*)? + (@) + (1 = (a7)? = (a7)?)d]’

Zd sin k9 ( x—2d+t)

_|_

2a7a" (v — 2d + t) [((a*)? + (@))m + (1 = (a*)? — (a7)*)d]
[((a*)? + (a7))m + (1 = (a*)? = (a7)?)d)”
25 sin k2 x—2d+ t)

n

_|_

4ata(z —2d + 1) 5 sin kQ(z — 2d +t)
(@) + (@) + (1 — (@) — (@)Dl ;d &
da*a (x — 2d +t) 2smlf x—2d—|—t)
@2+ @)2)r + (1= (@) = (@ 2)dP Z
fa”(2d =z + 1) [((a)* 4 (a7)? )7? + (1 — (af)? - (a‘)Z)d]
[((a™)2 + (a™))7 + (1 — (a7)2 — (a™)2)d]”

. sink®(2d —x + 1)
XZ d, 50

ata™(2d—x+t)[((a™) 2+ (a7))7 + (1 — (a™)? — (a7)?)d]
[((a*)2 + (a™)2)m + (1 = (a*)? = (a™)2)d]?
25 sin k9( 2d r+1t)

+

2a7a"(2d — x + 1) = 05 sin k2 (2d — z + t)
[((a*)? + (@) + (1 = (a*)? = (a~)?)d)* ; n kn
2ata"(2d — x4+ t) 2smk 2d—x—l—t)
@+ (@ Pmt (1= @ — @ 2P Z
(a”)*(4d -z —t) [((a")* + (a7)? ) + (1 —(a¥)? - (G_)Q)d]
[((a*)? + (a7)?)7 + (1 = (a*)? = (a7)?)d]’
XZ sin k9 (4d — z — t)

’fL
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(a7)*(4d — = — 1) [((a)* + (a7)*)m + (1 = (aF)* — (a7)*)d]
[((@*)? + (@) + (1 = (a*)? = (a7)?)d]’

Xf: 5 sin k9 (4d — z — t)

— kn
2(a™)%(4d — x — t) - 5 sink%(4d — z — t)
+[((a+)2 +(a7))m + (1= (a+)? = (a7)?)d)? ;dn ! kn
2(a™)%(4d — x — t) 2. o sink%(4d — x —t)
+[((a+)2 +(a7))m + (1 = (a+)? = (a7)?)d)? nz_; ! kn
@ L@ + @)+ (L= (@) = (@)
2[((a*)2 + (a7 )?)7m + (1 = (a*)? = (a7)?)d)?
, COS kO (z + 1)
2y
(@) +0)?[((a")? + (a))7 + (1 = (a")* = (a”)*)d]
[((a)? + (@) + (1 = (a+)? = (a™)?)d)?
de 5. COS/€0 :L‘—I—t)
C(ah)(z + t) [(( P4 (a))m+ (1 — (")~ (a”)*)d]
2[((a*)? + (a))m + (1 = (a*)? = (a7)?)d]”
2. o coskO(z +1)
xnz:; 5”W
(a™)?(x +t)? - 24 5% Ko(x +t)
+[((a+)2 +(a7))m + (1 = (a+)? = (a7)?)d)? ; (kD)
2(a™)?(z + t)? 6,02 5% (@ + 1) Cos ko :c—irt)
M@+ @ e+ (- ()7 - Z

(a®)?(z +t)? 5 cos kO (z + 1)
e S

(@)’ + ())& —8)* [((a*)* + (@")*)7 + (1 — (a)? — (a”)*)d]
2[((a)? + (a7)2)7m + (1 = (a¥)? = (a7)2)d]?

=~ ,coskd(z —1)

2 gy




0
de 5 cosk t)

_ (@) + (a” )2)(36 — ?[((a)* + (@™)*)m + (1 = (aF)* — (a7)*)d]
2[((a*)? + (a™))7 + (1 = (a*)? — (a7)?)d)”

252C03k (x —1)

+

(@) + (@)~ 2.y SR~ )
[((a*)2 + (a™)?)m + (1 = (a*)? = (a™)?)d]? 2 &b (k)2
(@) + (@) 1) 2 e =)
[((a)? + (a)?)m + (1 —(a+)2—(a)2)d]2n§: e (kD)?
((a*)?+ (7)) (@ = 1)? - 53008k2($—t)
(@ )?)m+ (1= (at)* = (a7)?) DB (k3)?
2d —1)*[((a*)* + (a)*)7 + (1 = (a)* = (a7)*)d]
[((a*)? + (a™)?)m + (1 = (a*)? = (a™)2)d]?
2COS/€ :L‘+2d t)
XZ w0y
Cata (@ +2d = 10)?[((a*)? + (@)1 + (1= (aF)* = (a7)*)d]
[((a*)2+ (a™)2)m + (1 = (a™)? = (a™)2)d]?
cos k? x+2d t)
XZCZ O G
Cata (@+2d—1)?[((a*)? + (@)1 + (1 = (aF)* = (a)*)d]
2[((a")? + (a)?)7 + (1 = (at)? = (a)?)d]”
252cosk (x +2d —t)

+

@)

_.I_
_ata(z+
2

e
ata™(x+2d —t)? 5o coskd(x+2d —t)
@r @t —(ay— Zd " e
2a"a™ (z + 2d — t)? 5 cos kY (x —l— 2d —t)
@+ @ —> (L (ar) de T )
a”(z +2d —t)? 5 cos K2 (z + 2d —t)
T e (0@ 22 Ry

_ata”(x—2d+1)*[((a*)? + (a” )) (1—(6&*) (a‘)z)d]
[((a*)? + (@) + (1 = (a*)? = (a)?)d]’
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—2
de2COSl€ r—2d+1)

2ata(z—2d+ t) [((a™)? + (a™)?)m + (1 = (a™)? — (a™)?)d]
[((a*)2 + (a)?)m + (1 = (a+)? = (a7)?)d]”
cos kO (z — 2d +t)

XZ dy0n L (kg)Q

20 a (x —2d + t)? 25 cos kY (x — 2d + t)
(@2t @ P+ (- (@) — (@ ) 4 Zd (k2

4ata”(z —2d + t)? 5 cos kY ac—?d—i—t)
d,0;,
zZ

@2+ @))m + (1 (a)E = e
2a"a™ (v — 2d + t)? 3cosk x—2d+t)
@)+ @+ (1= (@) — (@)’ Z e

Tam(2d — x4+ 1) [((a¥)* + (@_) )7T + (1 — (a¥)? — (a_)2)d]
2[((a*)? + (a7))m + (1 = (a+)? — (a7)2)d)”
2c:osk 2d—x+t)
XZ oy
a”(2d —z +1))*[((a¥)* + (a7)*)m + (1 — (a¥)* — (a”)*)d]
[((a*)? + (a))m + (1= (a+)? = (a7)?)d)”
> cosk%(2d — z +t)
D
ata”(2d -z + 1)) [((a")* + (a7)*)m + (1 — (aF)* — (a)*)d]
2[((a*)? + (a7))m + (1 = (a+)? — (a7)2)d)?

[es) 0 .
XZ 52 cosky(2d —x +t)
n=1

(k)2
a (2d —x +1))? 25 COB K2 2d r+1)
N TSP wrr e ——r Zd Ky
2aTa™(2d — v +t))? " 62cosk (2d —x +1)
@+ @+ (1= (@) — (@) Z (k)2
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a (2d —x +1))? 3cosk: 2d ZL’+t)

+[<<a+>2+<—>> T (a) - QZ

(a™)2(4d — = — £ [((a*) + <a>>w+<1—<a+> <a—>2>d]
2[((@)2 + (@) + (1 — (@h)? — (a-)2)d

_(@)@d -z —t)*[((a*)? + (a”)*)m + (1 — (a)* — (a7)*)d]
[((a*)? + (a7))m + (1 = (a*)? = (a7)?)d)”
cos k%(4d — z — 1)
XZd On EE
_( )’@d—x —t)*[((a*)? + (a7)*)m + (1 — (aF)* — (a7)*)d]
2[((a*)? + (a™)?)m + (1 = (a+)? — (a~)2)d]”

Xf: 52 cos k2 (4d — x — t)
n=1

g
T e
ot ZNCM o
Y (Cf)z));f(_lf_(a?y - $ g cosha(d (kg)_?x SUNVES

olarak bulunur. Son esitlikte d,, ve 9,, ifadelerinin degerlerini yerlerine yazilirsa;

ko(x+t)
F(z,t) = Fi(z, )ZM/K (m,t) sin kDtdt

n=1
ko(x —1)
—H%(m,t)ZM/K m,t) sin kDtdt
n=1

. cos k? 2d — t) ,
+Ey(r,0) Y 22 "(xl; / K,(m, t) sin K0tdt
0

—I—F4(x,t)z n 10 )/K;(W,t)sinkgtdt
0

i cosk?(2d — z +t)

P / K, (m,t) sin k2tdt
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2. cosk®(4d — z — ) [

+Fs(x,t) Y n P / K, (m,t) sin kotdt

+Fy(w,1) ) (02

+Fg(x

+Fy(x

+Fio(

—|—F11

+Fo(

+Fis(

+Fa(

+Fi5(

+F16<

+Fi7(

+Fis(x

_ n
n=1 0

. sinkO(z +1t) [aTsink7m — a~ sin k2(2d — ) /
2A(k0) at
0

n=1

2 sin kO (x + 1)
Zsm x—l— /K T, t) smkotdt

n=1

Zsmkox—t atsinkOw — a” sin k9 (2d — 7) /
2A (kD) att
=1 0

ko(z —t)
x t)Z%/K (,t) sin ktdt
-1

n

(.1 ismko ZL’+2d—t)
n=1

1

atsinkdr —a” sink2(2d — ) /
2A (kD) alt
0

K, (m, t) sin k2tdt

—

- sinko(:c—l—Zd—t)
x,t) Z ()2
n=1

- smk0 (z — 2d+t)
>
— 2A(K9)

— O

atsinkOm — a” sin k% (2d — ) 1/
q(t
0

™

00 0 . 2 )
z,t Zsmk r—2d+1) K, (m,t) sin K2tdt

—

n=1

ny ismko 2d—m—|—t)

— O

2A(K9)

n=1

atsin k0w — a” sin k9 (2d — ) }/
q(t
0

K, (m,t) sin kK2tdt

—

= SinkO(Qd—:L‘-l—t)
z,t Z (0)2
n=1 n

(k2)? 20(k3)

— 9

ot isinkg(éld—x—t) atsin ko7 — a” sin k2( 2d—7r}/q
n=1 0

o0

sin k2 ( 4d—x—t)

M

K;(w, t) sin kotdt + O(%)

n:l

S —

olarak elde edilir. Burada;
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Fi(x, 2
(@) [((a*)2 + (a™)?)m 4+ (1 — (a*)? — (a™)?)d]
Fy(z,t) = — 2((a*)? + (a7)?)
T @ @ r+ (L= (@) — (@ )dP

Fuf.1) = — 2aa

U (@ + @)+ (1= (@t = ()P
Fifo.1) = — da*ta”

e (@2 + (@)D + (1 (@) — (@ 2)d]
Fufe.t) - — 2a"a

e (@) + (@ )2)7 + (1 ()2 — (a)2)d]?
Fo(z,t) = — 2o

v+ 1) [((a*)? + (a7)*)7 + (1 = (a¥)* = (a7)*)d]

)+
((@")? + (@) + (L= (@) = (@ )P
Rty — 84 D@ T (@) (1= (@)~ ()]
| (@ + (@) + (1= (@) = (a))dP
Fyant) — @ @6 DI + @)+ (1= (@)~ (@))d]
| (@ (@) + (L= (@ — @)

Fii(x,t) _a+a (z +2d —t)[((aF)? )2 — (a™)2)d]
(@ P+ (@) +(1— (a2 — (@ )P
Fra(at) = — 0 @20 =D [((0)° + (@ )m + (1~ (1) — (a7))d]
(@2 + (@) + (1 — (a*)2 — (a)2)d]’
Fra(at) = — 2000 @ —2d+ [ (@) + (@ ))r+ (1 — ()" — (a7)*)d
[((@")2 + (")) + (1= (a*)? = (a7)?)d]’
Fra(at) = —2 0 @2+ D[ (@) + (@))m + (1 — ()" — (a7)")d]
(@) + (@ )27+ (1= (a*)2 — (a)?)d]’
Fuo(ant) — 04—+ (@ 4 (@) + (0= (@)~ (@ ))d
()2 + (a2 + (1 (a*)? — (a)2)d]
Fro(at) =~ @d—z 4+ D[((@)" + (@ P)m + (1~ ()" — (a7))d]
()2 + (a)2)m + (1= (") = (a~)2)d]?
P t) = L8P0 =2 = O[((@) + (@ P+ (1= (@) = (@ P)d]
(@ P2+ (@ )r+(1— (@)= (a )P
Fig(z,t) = — (@ )*(@Ad—z—t)[((a")?* + (@ ))7+ (1 = (a¥)* = (a7)*)d]
[((at)2+ (a)2)m+ (1 — (at)? — (a™)? d]z
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seklindedir.

e}

n=1

Zsmn:c T - icosnx_3x2—67rx+27r2
’ nz 12

,0< 2 <21

. sinnx . x 1 T
Z e :xln(2sm§>—§/xcot§dx, 0<zx<27

oldugundan F'(z,t) fonksiyonu 0 < x < 7 ve 0 < ¢t < 7 igin = ve ¢ degigkenlerine

gore siirekli tiirevlenebilirdir.

Teorem 3.1: Sabitlenmis her x € (0, 7] igin

oz, \) = oz, A) +/I~(xtcosktdt

cevirme operatdriiniin gekirdegi olan K (x,t) fonksiyonu

F(z,t) + k(z,t) + /
0

lineer integral denklemini saglar.

(z, &) Fo(€,1)dE = 0

(3.13)

(3.14)

Ispat: f ¢ AC(0,7), f(0) = f(7) =0 olan bir f fonksiyonu icin;

o(t, k
> / f(#) it = f(x)
n=1 0
esitligi saglansin.
cos kzx, 0<x<d,
@O(‘TJ, >‘) =
atcoskr+a cosk(2d—x), d<z<m,
¢oziimiinden faydalanarak cos kx e gore diizenlersek
900(‘%‘7]{7% 0<$<d7
cos kx =
atoo(z, k) —a @y(2d — x,k), d<z<m,

elde edilir. (3.8) ve (3.13) kullanirak hesaplanirsa

o7



Oy (x,t) = Z (90@7 knOZSD(t,kn) . ©o(, k2);p0(t, kg))

n an

[
NE

(QDO(IJ k’n)%(ta kn) o SOO(xa k2)¢0(t7 kg))

- o, ad

N
(t, kY) Cosko

_|_
O"\H ﬁ

. /K(M) i <¢O(t, k) coska€ (. k7)) cos k%) i
0 n=1

ap, al

n

N
+/K($7§)Zg0(x,kn) coskn§d£
n=1

0
elde edilir.

CI)N(*I7t) = (I)N1<x7t) + (I)N2(x7t> + CI)N3(ZL’, t) + CI)N4(ZL’,t)

burada

al ()00<Z',l€n)(,00<t,l€n) 900(x7k2)(p0(t7k2)
(I)Nl ($, t) = Z a, a0

n=1 n

y 0

B(ot) = [ Ko Z Polls k) O bt

0

_ % %Yo (t, kn) COS kni 900(t7 kg) Cos kgf

q)N:%(xut) —/K($,£)Z;< a, - a% d§

0 n=

n

t N
Baot) = [ Rlag Y LR bE g
0 n=1
dir.

f(z) € AC[0,7] olsun. Teorem 1.14 gore N — oo i¢in bu ifadelerin asimp-

totik davraniglari;

o8



N—o00

lim / FO) B, (,t)dt =

_ lim /f (% z, kn) 900(75 k) ol kp)eo(t, k?))dt

N—o0 042

_ /f(t)f: (%(w kn)po(t k) ¢0<ka2)¢o<tvk2)>dt

0
, 1 (7% (0%

. ot cosk0§
]\}Erloo/f VP, (x,t)d 1m / / Z dédt

0

N
+ lim / £(t) / K(x,€) %(t’kaws’fggdgdt

=1 n

+ lim / ) | K(x,€) o~ #olts K n) €S K€ ey

0
O

’I'L

+at lim [ f(1) / f((x,g)z%(t ki%(g’kg)dgdt

n

0 d n=1

—a lim /f(t) / Ry 2ol Fin)o(2d = & Ka) e

N—oo aO

n

2d—zx s

+at / R(x,€) / f(t)z%( ()l 20(6:Kn) 4y e

n

0 n=1
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2d—zx
—a- / / Z 300 300 2d 67 kn) dtdf
d

n

2d—x 2d—x

(2,6 f(6)de + a* / R (2.6 f(6)de —a~ / R(r.€)f(2d — €)de
d d

2d—x

R, €)f(€)d¢ +a* / R, €)f(€)d€ +a / R (.24 — €)f(€)de

R, f(€)dé +a- / R, 2d — &) £(€)d¢

- a k) cos ky, ,k9) cos kY
o L B Bl e &
0 0 n=
T d
_ /f(t)/f((x, )Z <g00(t, k7;)ncos knf  @olt, k:,i)ocos kgf)dgdt
0 0 n=1 "

:]f(t)/xl?(x,g)po(&t)dgdt

00 . ;
Fo(&t) = Z (900(75 k) cos k& B ©o(t, k,) cos kng)

0
ay

F(x,t) = a+F0

~—~

z,t)+a F0(2d —x,t)
po(t, kn) coskna  py(t, ky) cos k‘gx)

0
ap

+

NE

Il
—_

n

W i <900 (t, ko) cosn(2d — ) o(t, k9) cos kO(2d — x))

+

e o, a?
_ i 800 75 k 800 L, k <t7k2)¢0<x7k2)
n=1 ao
N
k,
lim /f ), (z,t)dt = lim /f / AT, kn) COSKnE ey
N—oo N—o0 ) —1 7%
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N
:A}i_r)noo/f ZSD / (t,&) cos kp&dE
0

n=1
ZN bl k) | i |
T, Kn r
_—n_lmo/ (t,f) COSknfdg

t

=— 3 Yl k) [ 1 cos
-y - >O/K<t,£> kg

Ak,

= — E{efd}gx»\) /f((t,f) cos AEdE
0

L e [ -
=27 a0 /K(t,f) cos AdEdA, O<t<z
0

INY
burada

L,={\:|]\ =N}
dir. Gs ={X:|A—\,| >0, J yeterince kiigiik pozitif say1} bolgesinde

c B cs
W(z, k)| < —elmBE=0 |A(k)| > 2elmklr
i) < 7o INCIES

dir. Dolaylslyla

K(t,&) cos A§dEdA

N—oo

lim /f VP, (z t)dt<

'y 0
< C |etmk(r—) / (t,€) cos Aéd€| oldugundan
27?05

0

N — oo iken limite gegilirse;

™

A}im f(t)®n,(z,t)dt = 0 elde edilir. Ohalde

Nninoo/f () (2, )d /f( V() dt
+a+/ (5, ) (€)dE +a” /K 24— €)f(€)de

+/f(t)/K(x’f)F0(§,t)d§dt —0
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bulunur.

F(z,t) +a"K(z,8) + a K(x,2d — £) / (x,&)Fy(&,t)de =0
0

k(x,t) = at K(z,t) +a K(x,2d —t) yazlrsa

F(z,t) + k(z,t) / z,£)Fo(€,1)d§ = 0 esas integral denklemi elde edilir.
0
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