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Bu calismada, kuantum fiziginin énemli denklemlerinden biri olan siireksiz
katsayil difiizyon denkleminin belirli baslangic kosullarimi saglayan c¢oziimii
i¢in bir integral gosterilim elde edilmigtir.Ayrica bu tip denklem igin gevirme
operatoriiniin varligi ispatlanmig ve gekirdek fonksiyonunun énemli ¢zellikleri
alinmigtar.

Bu ¢evirme operatorii difiizyon operatorii i¢in diiz ve ters problemler ¢ozii-
miinde, spektral verilerin davramiglarinin 6grenilmesinde ve Gelfand-Levitan-
Marchenko tipinde integral denklemin elde edilmesinde 6nemli bir yere sahiptir.

Anahtar Kelimeler: Difiizyon denklemi, Sturm-Liouville denklemi, Integ-

ral gosterilimi
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In this study, on integral representation for solution which satisfies certain
initial conditions of diffusion equation with discontinuous coefficients which is
from important equations of Quantum physics has been obtained. Moreover
existence of transformation operator for this kind of equation has been provided
and important properties of kernel function has been taken.

This transformation operator has an important place in solution of direct
and inverse problems for diffusion operator, in learning of behaviour of spectral
datas and in obtaining of integral equation with the type of Gelfand-Levitan-
Marchenko.
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GIRIS

Fizikte, matematiksel fizikte karsimiza cikan pek cok problem operatorlerin
spektral teorisi ile yakindan iligkilidir. Ozellikle fizigin bir cok alanmdaki cogu
problem spektral analizin dali olan ters (inverse) problemlere bagka bir deyisle
spektral karakteristiklerine gére operatorlerin kurulmasi problemine indirgenebil-
mektedir. Ornegin Mekanikte, verilen dalga boylarma gore homojen olmayan
yayda yogunluk dagiliminin 6grenilmesinde, Kuantum mekaniginde, verilen ener-
ji seviyelerine veya sacgilma verilerine gore parcaciklar arasinda etkilesmenin 6gre-
nilmesinde, jeofizikte yer alt1 madenlerinin aranmasinda ters probleme bagvuru-

lur.



1. BOLUM
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
onemli kavramlar ve teoremler verilecektir.
Tanim 1.1. V # @ herhangi bir kiime ve K herhangi bir cisim olsun.
Asagidaki kogullar saglaniyorsa V' ye K cismi iizerinde lineer uzay denir.
A) (V,+) cebirsel yapisi degismeli gruptur.
a;) Va,y € Vigin x +y € V dir. (Kapalilik Ozelligi)

as) Va,y,2 € Vigin z + (y + 2) = (z +y) + 2 dir. (Birlesme Ozelligi)

)
ag) Ve € Vigin x +0 = 0+2x = x € V olacak sekilde bir tek 0 € V' vardr.
aq) Vo € V igin o + (—z) = (—2) + = = 0 olacak sekilde bir tek —z € V'
vardir.
as) Yo,y € V igin x +y = y + z dir. (Degisme Ozelligi)
B)\Vz,y € V ve o, 8 € K olmak iizere agagidaki sartlar saglanir.
by) ax € V dir.
by) o (x +y) = ax + ay dir.
bs) (o + B) x = ax + Py dir.
by) ((af)xr = a(Bx) dir.
bs) Vo € V igin 1.z = x olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin
birim elemanidir.
Tanim 1.2. Lineer uzayda tanimh doniisiimlere operator denir.
Tanim 1.3. X ve Y aym bir K cismi iizerinde tamimlanmig iki lineer uzay
olsun. A : X — Y operatorii Vz,y € X ve a € K olmak iizere
L) A(z +y) = Alz) + Aly)
Ly) A(ax) = aA(x)
kogullarim sagliyorsa A ya lineer operator (doniigiim) veya Lineer Homomorfizm

denir. A : X — Y operatorii bire-bir 6rten ise A operatoriine Lineer Izomor-

fizm denir. X e A operatoriiniin tanim kiimesi, Y ye de A operatoriiniin deger



kiimesi denir. Genellikle A operatoériiniin tanim kiimesi D(A), deger kiimesi R(A)
isaretlemelerinden biri kullanilarak gosterilir..

Tanmim 1.4. Aym D kiimesi iizerinde tamimhi A ve B operatorleri Vo € D
icin Az = Bx esitligini sagliyor ise bu operatorler esittir denir.

D(B) € D(A) ve operatorler D(B) de esit yani
Vo € D(B) igin Az = Bx

ise A operatoriine B operatoriiniin geniglemesi denir. Boyle bir durumda B ope-
ratoriine A operatoriiniin D(B) ye kisitlanigi da denir.

Tanim 1.5. [a,b] arahiginda tamimh sonlu degerli f (z) fonksiyonu verilsin.
Ve > 0 igin [a,b] ye ait olan ve E |bp — ax| < 9 kogulunu saglayan keyfi sonlu

sayida ikigerli ayrik {(ag, bx)} arahklarl i¢in

Z|f (b0) — flar)] <<

olacak gekilde 6 > 0 sayisi varsa f(x) fonksiyonuna [a, b] kapali araliginda mutlak
stireklidir denir. [a,b] araliginda mutlak siirekli olan fonksiyonlar uzayr AC [a, b]
sembolii ile gosterilir.

Tanim1.6. (a,b) araliginda tammli f fonksiyonunun & = 0,n — 1 igin
f®) € AC [a,b] ve f™ € Ly [a, b] kosulunu saglayan fonksiyonlar uzayima Sobolev
Uzay1 denir ve W3 [a, b] ile gosterilir.

Tamm 1.7. a < x < b olmak tizere Ly [a,b] uzayi,

b

Lola,bl = 4 f () : /ﬁ@WM<m

a

seklinde tanimlanir ve bu uzayda i¢ carpim ise

b
<fy>=/f@mwﬂx

bigimindedir.(reel degerli fonksiyonlar oldugu durumda g (x) = g () olarak alinir.)



Tamm 1.8. L : D(L) C Wy [0, 7] — W3 [0, 7] diferansiyel operatorii verilmis
olsun. Vy, z € D(L) icin

< Ly,z >=<y,Lz >

oluyorsa L operatoriine Hermitian operator, D(L) = W3 [0, 7] ise L Hermitian
operatoriine Simetrik operator denir.

Tanim 1.9. < Ly, z >=< 1y, L*z > esitligini saglayan L* operatoriine L nin
adjoint operatorii denir.

Simetrik adjoint operator self-adjoint operatordiir. Buradan L = L* dir.

Tanim 1.10. n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

Uy) =po (@) y™ +p1 (2)y" D+ 4 pa(2)y

formundadir. Burada pg (z),p1 (2), ..., pn (z) fonksiyonlarma diferansiyel ifadenin
katsayilari, n sayisina da mertebesi denir.

Tanim 1.11. A gergel (veya karmagik) parametre

diferansiyel ifade olmak iizere

C(y) = Ap(x)y=0 (L.1)
denkleminin
Ul(y) = Ay (a) + By (a) =0
V(y) = Ay (b) + Bay' (b) =0

sinir kosullarinin sagladigr ¢oziimiin bulunmas: problemine Sturm-Liouville sinir

(1.2)

deger problemi denir. Burada Aj,B; As, By reel sabitler olup A% + B} # 0,
AZ + B2 # 0 kosullar saglanmaktadir. Ayrica p (), q(z) ve p(z) reel degerli
fonksiyonlardir.

(1.1)-(1.2) sinwr deger probleminde

a) Vx € [a,b] igin p(z) >0, p(z) >0

b) p' (x), q(x) ve p(x) [a,b] arahginda siireklidir.



c) —o0 < a<b<+oo
kogullarinin hepsi birden saglanirsa problem Regiiler Sturm-Liouville, kogullardan
en az biri saglanmazsa problem Singiiler Sturm-Liouville sinir deger problemi
adin1 alir.

p(z) >0 f(x)ve g(x) fonksiyonlar1 z € [a,b] araliginda tanmimlanmig ve
siirekli fonksiyonlar olsun. O halde

b

<ﬁwa=/ﬁ@iﬂ@g@ﬂw

biiyiikliigiine f (z) ve g (x) fonksiyonlarimim p(x) agirhk fonksiyonuna gore ig
carpimi denir.

Burada 6zel olarak p () = 1 alinirsa i¢ carpim

<ﬂg>:/f@w@mm

sekline doniigiir.
Tanim 1.12. (1.1) diferansiyel denklemi ve (1.2) smur kosullar1 tarafindan

iiretilen lineer operator L olmak iizere

Ly = \y

esitligini saglayan y # 0 ¢oziimii varsa A\ ya L operatoriiniin 6zdegeri, y ¢oziimiine
de X ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Tanim 1.13. (L — A\I)~! operatoriine L operatoriiniin Resolvent operatorii
denir.

Tanim 1.14. (L — A\I)~! in tiim Ly [0, 7] de mevcut ve smurh oldugu A € C
sayisina L operatoriiniin regiiler noktasi denir. Tiim regiiler noktalarinin kiime-

sine resolvent kiime denir ve p(L) ile gosterilir.



Tanim 1.15.
I) (L — AI)~! in mevcut olmadigr A noktalarimin kiimesine L operatoriiniin

noktasal spektrumu veya 6zdegerler kiimesi denir. Noktasal spektrum

o (L) ={A: Ly = y,y € D (L)}

ile gosterilir. Buradan

dur.

I0) (L — AI)~! mevcut olup, yogun kiimede tammh ve simirh olmayacak ge-
kildeki A larin kiimesine siirekli spektrum denir.

I1) (L—AI)~! mevcut, fakat yogun olmayan kiimede tanimh ) larin kiimesine
rezidii spektrum denir.

Teorem 1.16. A, )\, L self-adjoint operatoriiniin iki 6zdegeri olsun. Bu
ozdegerlere karsilik gelen y(z, A1), y(x, Ay) dzfonksiyonlar1 ortogonaldir, yani

b

/y(x, A)y(x, Ag)dx =0

a

Ispat. f € D(L) olsun. L self-adjoint oldugundan L = L* dir. Dolayisiyla
<Lf,g>=</[ Lg>

yazilabilir.

b b
Jri@gtyis = [ f@)Lgteis
Burada f(z) = y(x, M), g(z) = y(x, \y) alimirsa ve
Lf = Ly(z, \) = Ay(z, M)
Lg = Ly(z, A2) = Aay(z, Aa)



esitlikleri goz oniinde bulundurulursa

b b
/)\ly(x A)y(z, A2)d /y x, M) Ay(x, Aoy)dx

a
olur. Buradan
b

(A1 — Ag)/y(:c, AM)y(x, Ao)dxr =0 ve A\ — Ay # 0 oldugundan

a

b

/y(a:, M)y(z, Ay)dx =0

elde edilir.

Teorem 1.17. L operatoriiniin 6zdegerleri reeldir.
Ispat. Ozdegerler reel olmasin Yani \ ézdegeri kompleks olsun. ¢ () fonksiyonu
ve h, H sayilar1 reel oldugundan A\ = u + iv 6zdeger oldugundan \ = u — v
de L nin 6zdegerleridir. \ ozdegerine karsihk gelen ozfonksiyonuna y(z, A), A
ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonuna m denirse Teorem1.16 dan y(z, \)
ve y(x, \) vzfonksiyonlar: ortogonaldir.

b

b
/y(m, Ny(z, N)dx = / ly(x, )\)|2 dr =0

Boylece y(z, A) = 0 olur. Bu da y(z, A\) min 6zfonksiyon olmast ile geligir. O halde
kabul yanligtir; yani A reeldir.

Tanim 1.18. {\,}, ., dizisi L operatoriiniin dzdegerleri ve {y(x, A,)} ler de
bu 6zdegerlere karsilik gelen 6zonksiyonlar olsunlar.

b

o, = /yz(x, An)dz

a

sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar1 denir.
Tanim 1.19. {\.}, ., ve {a,},, dizilerine L operatoriiniin spektral karak-

teristikleri denir.



Tanim 1.20. a bir sabit K (z,y), 0 <z < a, 0 <y < z bolgesinde ve f (z)

ise 0 < x < a araliginda siirekli fonksiyonlar olmak {izere

u<x>=f<x>+/f<<x,y>u<y>dy

seklindeki denkleme Volterra integral denklemi denir.

Tanim 1.21. F lineer topolojik uzay olsun.F;, Fy C E kapali alt uzaylar
olmak tizere A: FE — F,, B:FE — FE; tamml lineer operatorleri verilsin.

X ise E' de tamimlanmig X : F; — FEj5 terse sahip lineer operator olsun. Eger

I) X operatorii £y uzayinda ve X ! operatorii E, uzayinda siirekli,

1) AX = XB veya A = XBX ! esitlikleri dogru
kogullar1 saglanirsa X operatoriine A ve B operatorler ¢ifti icin ¢evirme operatorii
denir.

Lemma 1.22. B operatoriiniin A dzdegerine kargilik gelen 6zfonksiyonu
¢, € E; olsun. Eger

By = Ap,

ise X gevirme operatorii olmak iizere A operatoriiniin A 6zdegerine kargilik gelen

ozfonksiyonu
Uy = X,
dar.
Ispat. X cevirme operatorii oldugundan
AX =XB
dir.
AYy = AXpy = XBpy, = XXy = A,

olur.



II. BOLUM
TERS PROBLEMLER

Bu boliimde spektral teoride yapilan ¢aligmalar 1ig1ginda " Siireksiz Katsayil
Difiizyon Denkleminin Integral Gosterilimi " konulu yiiksek lisans tezimde izle-
nilecek yol hakkinda bilgi verilecektir.

L seklindeki diferansiyel operator verildiginde onun {A, },54, {an},,5 spektral
karakteristiklerinin bulunmasi problemine Diiz Problem ve tersine eger {\,},,-,
{an},=0 veya {An},s0:{fn oz dizileri belli asimptotlara sahip diziler ise bu
diziler hangi L bicimindeki operatoriin spektral karakteristikleridir seklinde veri-
len probleme ise Ters (inverse) Problem denir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori giiniimiizde Sturm-
Liouville teorisi olarak bilinir. XIX. yiizyilin sonlarinda ikinci mertebeden dife-
ransiyel operatorler icin sonlu aralikta regiiler sinir sartlar1 saglanacak sekilde
adi diferansiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi Birkoff tarafindan incelen-
mistir.Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda tanimli operatorlerin 6zde-
gerlerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok 6nem tagimaktadir. Bi-
rinci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele alin-
migtir. Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak Weyl tarafindan in-
celenmigtir. Daha sonra Rietsz, Neumann, Friedrichs ve diger matematikgiler
tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olusturul-
mustur.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yaklagim
1946 yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde tanimli azalan(artan) potan-
siyelli

L=—-——+q(x)

Sturm-Liouville operatorleri igin 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafin-
dan bulunmustur. Son yillarda bu operatore bir boyutlu ¢ (x) potansiyelli Schro-
dinger denklemi de denir. Aymi zamanda bu ¢alismada Schrodinger operatorii

icin 6zdegerlerin dagilim formiilii de verilmigtir.
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Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel ope-
ratorlerin spektral teorisinde énemli bir yere sahip olan ¢aligmalar, 1949 yilinda
Levitan tarafindan yapilmigtir. Levitan bu caligmalarinda spektral teoriyi esaslan-
dirmak i¢in kendine has bir yontem vermistir. Farkl singiiler durumlarda diferan-
siyel operatorlerin spektral teorisi, 6zellikle 6zdegerlerin, 6zfonksiyonlarin asimp-
totigine ve tzfonksiyonlarin tamligina iligkin konular Courant, Carleman, Birman,
Salamyak, Maslov, Keldish vs. matematik¢iler tarafindan geligtirilmigtir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatérlerin spektral analizinde
onemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir sira problemleri ile siki
baglantilidir. Diferansiyel denklemler icin ters problemler teorisinin baglangici
sayilan ilk ¢caligma Ambartsumyan’a aittir. 1929 yilinda Ambartsumyan tarafin-
dan Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemler ilgili asagidaki teorem is-
patlanmistir:

Teorem 2.1. ¢(x) , [0,7] arahginda gergel degerli siirekli fonksiyon olmak

tizere Ao, A1, .y Ap, ... ler

Y +{A—q(@)}y=0, 0<z<m,

y (0) =y (m) =0

(2.1)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger \, = n? (n=0,1,...) ise ¢ (z) = 0 dir.

Ambartsumyan’in bu calismasindan sonra ters problemler teorisinde cesitli
problemler ortaya ¢ikmig ve bu tip problemlerin ¢oziimii i¢in farkh yoéntemler
verilmigtir. Bu problemlerle ilgili en énemli sonuclardan birisi Borg’ a aittir ve
elde ettigi sonug, asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 2.2. \g, \i, ..., A, ... 'ler (2.1) diferansiyel denklemi ve

y'(0) = hy (0) =0
y'(m) + Hy (m) =0

(2.2)

siur kogullari ile verilen problemin; pig, fiy, ..., f4,,, ... 'ler ise (2.1) diferansiyel

10



denklemi ve
¥ (0) —hy(0) =0

y (m)+ Hy(7) =0

sinir kogullari ile verilen problemin dzdegerleri olsun. O halde {A,},~ Ve {14, },,>0

(2.2))

dizileri, ¢ (x) fonksiyonu ve h, hq, ve H sayilari tek olarak belirtir (h # hy ve h,
hy, H sonlu gergel sayilardir).

Borg’ un (1945) cahsmasmda, {A,},5o ve {#,},, dizileri verilen operatoriin
farkli spektrumlar: oldugu farz edilir ve operator bu dizilerin yardimiyla belirlenir.
Yani bu tip operatoriin varhigi 6nceden kabul edilir. Borg ayni calismada, bu tip
diferansiyel operatériin tek olarak belirtilmesi icin bir tek {A,}, -, spektrumunun
yeterli olmadigim gostermigtir. O yiizden de, Ambartsumyan’ in sonucu istisna
bir durum olarak diisiiniilmektedir.

Cevirme operatorii kavrami operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde
Delsarte, Lions (1938), (1956) ve Levitan, Gasimov (1964) tarafindan verilmistir.
Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in doniisiim opertoriiniin yapisimi ilk olarak
Povzner (1948) kendi galigmalarinda incelemistir.

Araligin i¢ noktasinda singiilariteye ve siireksizlik kogullarina sahip diferan-
siyel operatorler, Amirov ve Yurko (2001) tarafindan ¢aligilmigtir. Bu ¢alismada
x = 0 noktasinda singiilariteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potansiyelli
Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu araligin i¢ noktasinda ¢oziimiin siireksizlige
sahip oldugu durumu incelenmistir ve verilen operatoriin spektral 6zellikleri ve bu
spektral ozelliklere gore ters problemin konumu ve ¢oziimii igin teklik teoremleri
ispatlanmigtir.

Benzer gekilde Amirov (2002) caligmasinda self-adjoint olmayan, Bessel potan-
siyelli Sturm-Liouville operatorii igin sonlu aralikta sonlu sayida stireksizlik nok-
talarina sahip oldugu durum incelenmistir. Burada verilen diferansiyel operatorii
iireten diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin davraniglari, operatoriin spektral 6zel-
likleri, spektrumu basit oldugu durumda yani yalmizca 6zdegerlerden olustugu
durumda, 6zdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyon ve kogulmusg fonksiyonlara gore

operatoriin ayrilisimi, spektral parametrelere gore ters problemin konumu ve bu
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ters problemlerin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri ispatlanmigtir.

Amirov’ un (2006) ¢aligmasinda, sonlu araligin i¢ noktasinda siireksizlige sahip
Sturm-Liouville diferansiyel operatorler sinifi icin gevirme operatorii, ¢ekirdek
fonksiyonunun bazi 6zellikleri, spektral karakteristiklerinin baz 6zellikleri ve ters
problem igin teklik teoremleri 6grenilmistir.

Guseinov G.Sh. (1984) galismasinda,

p(z) € W0, ), ¢(x) € Ly (0, 7) olmak iizere

—y" + 22 (z) + q ()] y = Ny

regiiler diferansiyel denklemini ele almgtir. f, (0,\) =1, f/(0,\) = \w,,
w, = (—1)"""i (v =1,2) baslangic kosullarim saglayan f, (z, \) ¢oziimleri
icin

fo(x,A) =R, (x) Mot /AV (z,t) Mt

—T

seklinde gosterimin varhgini ispatlamigtir ve R, (x) fonksiyonu ve A, (z,t) ¢ekirdek

fonksiyonunun sagladig asagidaki ozellikleri elde etmigtir:

R, (z) = e~ PA@), B(x) = /p (t)dt

o<x>=/[<x—t> (0] +2[p (6)]) de

0
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Ayrica A, (x,t) fonksiyonlar1 = ve t degigskenlerine gore [—a', a'] araliginda
ikinci mertebeden tiirevlenebilir ve bu tiirevler de Lo [—a', a/] siifindandir, ve
asagidaki denklemi saglamaktadir.

PA, (x,t)  PA, (v,t) DA, (x,t)

=4q (l’) A, (l’, t) + 2w,p (l’)

0x? ot? ot
Akhmedova (2002) galismasinda ¢ (z) € Ly (0,7), 0 < o # 1 i¢in
1, 0<z<a
p(z)= olmak iizere
a?, a<z<m

—y"+q@)y=Np(x)y, 0<az<m

siireksizlik katsayisina sahip Singiiler Sturm-Liouville denkleminde e (0,\) = 1,
€’ (0, \) = i\ baglangig kosullarim saglayan e (x, \) ¢ziimii igin
pt(x)
ez, \) =eo(x,\) + / K (z,t) e?at

—pt (@)

seklinde gosterimin varhgini ispatlamigtir ve K (z, t) ¢ekirdek fonksiyonunun agagi-

daki 6zelliklerini elde etmistir:

) K (st (2) =

1 1
o (1 v <x>> o

b) = (K (o, () +0) = K (2,4~ () — 0)} =

1 1
Ve (1 i p<x>> "
c) K (z,—p" (x)) =0
d) p(2) Kjj = K, +q(2) K =0,  0<z<m  [t|]<p’(z)
wt ()
e) / |K (z,t)|dt < C (exp {} lq (1)] dt} - 1> 0 < C =sabit
—pt(z) ’
Burada K (z;.) € Ly (—p™ (z),u" (z)) dur.
Bu tez galigmasinda, Guseinov G.Sh. (1984) ve Akhmedova'nin (2002) ¢alis-

malarindan farkh olarak diferansiyel denklem,

—y" +[2\p(z) +q(2)]y=Np(x)y, 0<az<m,
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bi¢giminde ele alinacaktir, yani siireksiz katsayili difiizyon denklem incelenecektir.

Burada A kompleks parametre p (x) € Wy (0,7), q(z) € Ly (0,7) ,ve
1, 0<zx<a

p(z)= 0 < a # 1 geklindedir.
2

a®, a<z<T
Bu singiiler diferansiyel denklem igin konulan baslangi¢ deger probleminin
¢Oziimiiniin bir integral gosterilimi verilecek ve bu integral denklemin c¢ekirdeginin

varligr ve sagladig1 6zellikler elde edilecektir.
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III. BOLUM
SUREKSIiZ KATSAYILI DiFUZYON DENKLEMININ
COZUMUNUN INTEGRAL GOSTERILIMI

Burada siireksiz katsayili diftizyon denkleminin belirli baglangic kosullarim
saglayan coziimleri i¢in integral gosterilimleri elde edilmis ve cekirdek fonksi-
yonunun bazi 6zellikleri 6grenilmigtir.

Stireksiz katsayili difiizyon denklemin ¢oziimiiniin integral gosterilimi.

0 <z <7 araliginda
—y"+ 22 (2) + ¢ (2)]y = Np (2) v, (3.1)
diferansiyel denklemini ele alalim. Burada
p(x) € Wi (0,7),q(x) € Ly (0,7), (3.2)
A kompleks parametre, p (x) parcal sabit fonksiyon:

p(x)= ¢ 0 <a#l. (3.3)

Marchenko (1977)" e gore, p (z) = 1 oldugunda (3.1) denklemi
e(0,A) =1, € (0,\) =i\ (3.4)

baglangic kogullarini saglayan "ticgensel" gseklinde gosterime sahip

e(z,\) = e + /K (z,t) eMdt

—x

bir tek ¢oziimiine sahiptir.

Bu alt boliimde (3.1)-(3.4) probleminin ¢6ziimiiniin gosterilimi ile ilgili agag-
daki teorem ispatlanacaktir. Oyleki bu teorem, p (x) fonksiyonunun verilen prob-
lemin ¢oziimiinii nasil etkiledigini, dolayisiyla bu durumda "tiggensellik" kavrami-

nin gecerli olmadigimi gosterecektir.
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Teorem 3.1. Eger (3.2) ve(3.3) kogullar1 saglaniyorsa o halde tiim \’lar igin
(3.1) denkleminin (3.4) kosullarin saglayan ve
pt(x)

e(z,\) =eo(x,\)+ / K (z,t) e?dt (3.5)

—ut(z)

1 1
gosterimine sahip bir tek e (z,\) ¢oziimii vardir. Burada a® = 3 (1 + —> ve

1, 0<z<a

V= olmak tizere
2, a<z<T

i (@) = Vo @z +a (15 /o (@) (3.6)

Ry (.f) ei)\x’ 0<zx<a
e (x,\) =
Oé+R2 (l’) eik(a:c—aa—&-a) + Oé_Rg (.f) ez‘)\(—ax—&-aa—ka)’ a<z<m
veya,
1 1 . 1 1 -
eo(z,\)==[1+—=—| R, (2) et (@) +- (1= R; (2) oA (@)
2 p() 2 o(z)

seklindedir. Ayrica K(z,-) gekirdegi Ly (—u™ (z),pn" (z)) uzaymin elemamdir.
0K (z,t) 0K (z,t)

K (z,t) fonksiyonu siirekli, ¢t # p~ (z) oldugu bolgede % ot kismi
tiirevlere sahiptir ve agagidaki ozellikleri saglamaktadir:
" Jla=0)la()+2lp())a
2—t)|q(t)|+2[p(t) 1 dt
) / K (2,4)|dt < C (eo weE Ol 1) | 0 < C-sabit. (3.7)
—pt(z)
b) K (2. (2)) + —Ap (2) K (" (1)
dx ’ V() ’
(144 () 4 (@) 1 L pi(a)] VO (3.8)
4y/p(x) Vo) ) | \/p() p(z)

) = (K (1™ (@) = 0) — K (2,1™ (2) +0)} -

— A= @) {K (.57 () = 0) = K (@17 (2) +0))
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=1 1p(:c) (1 B \/ﬁ) l_ﬁp,(x> +q(z) + ﬁpQ(I) o e gp(t)dt (39)
d) %K (&, —p* (2)) = ;(x)p(x) K (z,—pt (z)) = 0 510,

Eger p (z) € Wy (0,7),q(z) € W3 (0,7) ise K (z,t) fonksiyonu hemen hemen

heryerde agagidaki denklemi saglamaktadir:

PK (z,t) 32K(x,t)_2l,p OK (z,t)

&) () () =g () K (2,1) = 0 (3.11)

Teoremin ispatini agagidaki asamalarla yapalim.

3.1.1. (3.1)-(3.4) probleminin p () = 0 = ¢ () durumundaki ¢6ziimii.

Ik 6nce p(z) = 0 = ¢ (z) durumunu inceleyelim ve bu durumda (3.1)-(3.4)
probleminin eg (x, \) ¢oziimiinii kuralim.

p(x) =0 = q(r) durumunda (3.1) denklemi

—y" = Np(z)y, (3.12)
veya
—y' =Ny, 0<z<aq, (3.13)
—' =Xy, a<z <7 (3.13")
seklinde olur.
AT

0 <z < aiken ey(x,\) ¢oziimii olarak ey (x,\) = e |, a < x < 7 iken ise
(3.13") denkleminin temel ¢oziimler sistemini olugturan 2% ¢=#9% ciziimlerinin
lineer kombinasyonunu alirsak:

e, 0<z<a

e (z,A) =

Clei)\ax + 62671')\0490’ a<T S T

olur.
r = a noktasini inceleyelim. ey (a —0,\) = ey (a+0,A) ve ej(a—0,\) =

ey (a+ 0, A) kosullar: saglandiginda (3.12) denkleminin ¢oziimiiniin ve onun bi-

rinci mertebeden tiirevinin siirekliligini elde etmig oluruz. ¢; ve ¢y sabitlerini bu
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kogullardan yararlanarak elde edilirse,

AT 0<z<a
eo (x,\) =
i _ e
aTeiMaz—aata) + o el ( 0‘33"'0‘“"'“), a<x<T

1 1 ) 1 1 o
o)== |14+ —=|eM @421 i (@)
2 p(x) 2 p(x)

seklinde bulunur.

veya

3.1.2. (3.1)-(3.4) probleminin e (z, A)¢oziimii igin integral denklem.
(3.1) denklemini

'+ Np(x)y = f(x),

(3.14)

(3.15)

seklinde yazalim. Burada f(x) = (2Ap () + ¢ (z)) y dir. Denklemin sag tarafini

bilinen fonksiyon alarak sabitlerin degisimi yontemini uygulayarak e (x, ) fonksi-

yonu i¢in integral denklem elde etmeye ¢galigalim. Bunun i¢in e (z, \) fonksiyonunu

e(x,\) =c1(x)eg (x,\) + ca(x)eg (x, =)

seklinde arayalim.

(3.16)

(3.16) fonksiyonunu diferansiyellersek ve ) (z)eg (z,A) + cy(z)eq (z, —A) = 0

oldugunu kabul edersek

e(z,\) = cr1(x)ey (2, \) + ca(z)eg (2, —A)

e’ (z,\) = (x)ey (2, ) + cy(x)ey (2, —A) + cr(x)ey (x, N) + cax)ep (,

elde edilir.

~))

e(xz,\) ve €’ (z, \) fonksiyonlarinin ifadeleri (3.15) denkleminde yerlerine yazi-

lirsa;

ch(@)eh (2, X) + ch(@)eh (2.~ X) + ea(@)e (2, ) + calw)ef (a2, —A) +
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+X%p(x) [er(z)eo (2, ) + ea(w)eo (2, —A)] = f(2)

olur.
eo (x, A) fonksiyonu (3.12) denkleminin ¢oziimii oldugundan ¢, (z) ve c2(z) i¢in

asagidaki denklemler sistemini elde ederiz:
cd(x)eg (z,\) + y(z)eg (x,—A) =0

C/l(x)eé) (ZL’, >‘) + C/Q(I)eé) (ZL’, _)‘) = f(x)

(3.17)

(3.17) sisteminin esas matrisinin determinanti eg (x, A), eg (2, —\) fonksiyon-

larinin Wronski determinantidir ve bu determinant x’e bagh degildir, yani

eo (T, A) eg(x,—A) 11
A= = Wleg (x, ), €0 (z,—N)],_o = = —2i\
ep (T, \) ey (T, —A) i —iA
seklindedir.

(3.17) sisteminden ¢ (x) ve co(x) fonksiyonlar: igin
f 60 t — f 60 t )\
=+ / ) t, =c)— / 97\ dt (3.18)

ifadeleri elde edilir. (3.18)’i (3.16)’da yerlerine yazarsak,
I [(beo (t,—N) F(t)eo (8,
A= | —i—/ (t) ;;)\ dt| eo (z,\)+ |5 — 227/\)% eo (x, =)
0

esitligi elde edilir. Buradanda (3.4) sartinin saglanmam igin ¢ =1, &) = 0 olarak

alinmasi gerekmektedir. Sonugta e (z, \)¢oziimii igin

e (2, 2) = eo (3, \)+ / € (@M eolt, _A)%f;‘) (@, =N e A 931y + g (8) e (1 A) dt

0

(3.19)

integral denklemini elde edilmig olunur.

eo (T, \) eq (t, —A\) — e (x, —A) eq (t, \)

D (z,t,\) = 5
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olarak alalim. O halde (3.19) denklemi

xT

e (2.2) = eo (2, \) + / B (£, \) (22 (1) + g (1)) e (£, ) dt (3.20)

seklinde olur.

Kolayca goriilebilinir ki (3.19) esitligi ile belirlenen e (x, A) fonksiyonu (3.1)
denkleminin (3.4) kogullarimi saglayan ¢oziimiidiir.

3.1.3. (3.20) denkleminin g¢ekirdegi i¢in integral gosterilim.

(3.1) denkleminin

€0 (ZL’, )\) — €0 (*I? _)‘)
21\

eo (z,\) +eg (x, —A)

80 ('x7)\) = 2

, Co (l’,)\) =

¢oziimlerini gozoniinde bulunduralim.

(3.4)’den agiktirki sg (z,\) ve ¢y (x,\) ¢oziimleri p(z) = 0 = ¢(x) iken
S0 (0,A) = ¢4 (0,\) =0, s;(0,\) = ¢ (0,\) = 1 baglangi¢ kosullarini saglamak-
tadir ve aciktir ki

D (z,t,\) = sg (z,A) co (£, ) — 50 (E,A) o (x, N) (3.21)
seklinde yazilir.
Simdi sg (z,A\) ve c¢g(x,\) ¢dziimlerini belirleyelim.
0 <z < a durumu igin;

—y" = N’y ise y = c;cos Az + cysin Az

/ 1
y(0,N)=0=c1=0,y (0,A)=0=0cy = 3 oldugundan

sin Az

S0 (l’,)\): )\

ve
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y(0,\N)=1=c=1,4(0,\) =0= ¢ =0 oldugundan
co (x,\) = cos Az

seklinde bulunur.

a <z <7 durumu ve sy (z, \) igin;

—y" = Naly ise y = c¢jcosAax + cpsin dax bulunur. Dolayisiyla z = a

noktasindaki siireklilik kogullarindan,

sin Aa .
= €1 COS Aaa + ¢o sin Aaa
cos Aa = —ciAasin daa + ca Ao cos Aaa

sistemi elde edilir. Bu sistem coziilecek olursa,

o sin \a cos Aaa — cos Aa sin Aaa

Gl =

A
1
=3 lasin Aa (o + 1) — (o + 1) sin Aava cos Aa]
1 . 1 . .
=3 lasm)\a(a—kl)—5(a+1)81n)\a(a+1)+81n/\a(a—1)}
101 . 1 .
=3 [§(a—1)sm)\a(a+1)—§(Oz+1)sm)\a(a—1)]
1 1\ sinda(a+1) 1 1Y sinAa (o —1)
61_2(1_a> A _2(1+a> A
ve
acsin Adaa sin Aa + cos Aaa cos Aa
CoOx =

A

acosa (o —1) — (o — 1) cos Aaa cos Aa}

{a
{acos)\a a—1) —%m— 1) feos Aa (@ + 1) + cos Aa (a — 1)]}
-5 3¢

>a|r—‘ >IH >/|'—‘

(a+1 cos)\a(a—l)—%(a—l)cos)\a( —l—l)]

1\ cosha(a—1) 1 1Y cosAa(a+1)
QU e S AN [ N el St
e 2( +0¢> A 2( a> A

sabitleri alinir. Bu sabitler yerlerine yazilirsa
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so (z, A) = ¢1 cos Aax + co sin Aax
1 1_1 sinAa (o +1)cos dax 1 1+l sin Aa (o — 1) cos Aoz
2 @ A 2 o A
1 1Y\ cosha(a—1)sinax 1 1\ cos Aa (a+ 1) sin Aax
+- (14 = —2(1-=
2 o A 2 a A
1 1_1_1 sin)\[ax—aoH—a]_l_l l—l sin A [—ax + ac + a
2 a A 2 a A

¢oziimii elde edilmis olur. Benzer gekilde ¢ (x, \) igin;

COs Aa = ¢1 cos Aaa + ¢1 sin Aaa
—Asin Aa = —cy Aasin daa + cp Ao cos daa

sistemi elde edilir. Bu sistem c¢oziilecek olursa

€100 = (@ COS \a cos Aaa + sin Aa sin Aaa

=acosAa(a+ 1)+ (a+1)sin Aasin Aaa
1
=acos\a(a+1) +§(a+1) [cos Aa (. — 1) — cos \a (o + 1))]
1 1 1 1
= a=3 (1—1-5) Cos)\a(a—l)+§ <1—a> cos Aa (o + 1)

ve

Cox = (¢ COS Aa Sin Aaa — sin Aa cos Aaa
= asin A\a (a4 1) — (1 + «) sin Aa cos Aaa
1\1
= cp =sinda(a+1) — <1 + —) 5 [sin Aa (1 + ) — sin Aa (o — 1)]
«
1 1 1 1
=3 (1 - a) sin Aa (o + 1)—1—5 (14—5) sin Aa (o — 1)
sabitleri alinir. Bu sabitler yerlerine yazilirsa

co (z, \) = ¢1 cos Aax + cosin Aax

1 1 1 1
== <1 + —) cos Aa (a — 1) cos Aaxr+= <1 - —> cos Aa (a + 1) cos Aax
2 o} 2 @

1 1 1 1
+—(1——=)sinda(a+1)sin\z+= [ 1+ — | sin Aa (o — 1) sin Aax
2 ! 2 a
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1

1 1 1
=—-|1+—]cosA|ax —aa+a|l+<(1——)cosA[—azr+ aa+d
2 o} 2 o)

¢oziimii elde edilmig olur.

1
O halde p(x) = 0 = ¢ (x) durumunda ve a* = (1 + —) olmak tizere
o)

N —

co (z,N) =

cos \7, 0<z<a (322

atcos A (ar —aa+a)+a cosA(—ax+aa+a), a<zx<m

S0 (ZL’, )\) =
in A
sm)\ I, 0<z<a (3.23)

sin A (ax — aa + a) _sin A (—azx + aa + a)
h\ + « h\ , a<x<T

at

buradanda (3.3) ve (3.6) gozoniinde bulundurularak

1 1 sin \pt (z) 1 1 sin A\p~ ()
co(x,)\)=§<1+ p(x)) 3 +§<1— p(x)) \ )

1 1 1 1
So(x, ) == cos \ut (x) + = — cos A\~ (x
(&) 2(”%) ’ <>+2(1 pm) i ()

ifadeleri elde edilir.

(3.22) ve (3.23), (3.21) denkleminde yerlerine yazlirsa,

t <z <a iken,

sin A\x  sin At sin A (z —t)
@ - - = —-—
(x,t,\) = cos At ) T Cos A S
t <a<zx iken,
O (2,,\) = cos \t o SmA (ozx)\— aa + a) Lo S (_m;r aa + a)

sin A\t

ot cos A (ax — aa+a) + o~ cos A (—ax + aa + a)
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sin A (ax — aa + @) cos A\t — sin At cos A (ax — aa + a)

A
_sin A\ (—ax + aa + a) cos A\t — sin At cos A (—ax + aa + a)
+a
A
Lsin A (ar —aa+a —t) _sin A (—ax +aa+a —t)
=« + «

A A

a <t<ux iken,

P (z,t,\) = [ cos A (at —aa+a) + o cos A (—at + aa + a)] X
y {Oﬁsm)\(am—aa—l—a) _i_asm)\(—ax—i-oza—i-a)}

A A
B [a+sin/\(at—aa+a) sin)\(—at+oza+a)] y

+«

A A

X [aT cos A (e — aa + a) + a~ cos A (—ax + aa + a))

_sinda (v —1)
B Ao

alinir. Dolayisiyla @ (z,¢, \) fonksiyonu,

O (z,t,\) =
(sin A (z —t)
f’ t<zr<a
_ a+sin>\[ax—)\aa+a—t]+asin)\[—ax—;aa—l—a—t]’ f<a<u
sin Ao (x — t)
B a<t<uw
(3.24)

seklinde elde edilmig olur.
Diger taraftan (3.1) denkleminin (3.4) baglangi¢ kogullarim saglayan diger bir

¢Ozimi
ut(z)

e (2, \) = eo () + / K (z,8) Mt (3.25)
—ut(2)
seklinde bir integral gosterilime sahiptir. Burada
Ry (x) €™, 0<zr<a

eo (T, \) =
Oé+R2 (I) ei)\(axfoza+a) + C¥7R3 (I) 61’)\(fcw:+aa+a)7 a<z<m
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veya

1 1 : 1 1 o
€0 (iL‘, /\) = —RV (I) 1 4+ — €Z>\M+($) + = 1— Rg (ZL‘) ezAu (z)
2 p(x) 2 o(2)
bi¢imindedir.

(3.25) ifadesi (3.20) ifadesinde yerlerine yazilirsa;

pt(t)
1 A 1 - .
R, 1 1 iaut(z) | = 1— 1L i (z) / K ) eMdt =
2R (:C)( + p(m)>e +3 70 Rs(z)e + (x,t)e
—pt(t)
1 . 1 -
=2 (1 1 idut(z) Z (1= 1 iAp~ ()
2 < * p(x>> ¢ T3 < \/p(ac)) ‘
+ [0 (80 @00 +a®) ot d
0
x ut(t)
+/c1> (z,t,\) (22p () + ¢ (1)) / K (t,&) e?ededt (3.26)
0 —ut(t)

esitligi alinir.

(3.25) ifadesi ile verilen e (z,)) fonksiyonunun (3.1) denklemini ve (3.4)
kogullarini saglamasi icin (3.26) esitliginin saglanmasi1 gerekmektedir ve tersine
eger K (x,t) fonksiyonu her A € C i¢in (3.26) denklemini saglarsa o halde e (z, \)
fonksiyonu (3.25) esitligini saglar, yani (3.1) denklemini ve (3.4) kosullarini sagla-
yan ¢oziimiidiir.

0 <z < a durumu igin (3.26) denklemi,

xT

Ry (x) e + / K (2,8) eMdt = e + / B (2,1, \) (22 (£) + ¢ (£)) e (£, ) dt
[Ry (z) — 1] e + /K (z,t) eMdt =

_ / B (2, 0) (20p (8) + ¢ (1)) | B (1) e + / K (1, ) eéde | dt
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x x

_ / sinA (e — 1) (; ~ Do (t) Bu (1) ™ + / Az —¥) (;” ~ 0 (0) Ry (1) v

0

0
+/sin)\(;—t)2)\p(t) /K (t,€) eMdedt
0 ~t

[0 [ (g e

z)\(:r t) _ efi)\(z t)
( . >2p /K t, &) ePededt
( z)\(x t) _ —i)\(a: t) >

K IAE
o q(t / (t, €) eededt

x T

:—z/p()Rl() “’”dt+i/p( ) Ry (1) eNa+20 gy

0

1 ez‘)wc _ eik(—x+2t)
- t) Ry (t dt
+2/q<> o0 (—5—)
0

T t
—i / / K (t,&) eMNo=H0dedt + i / p(t) / K (t,&) M=o+ dedt
’L (z—t+&) _ el A—z+t+€)
/ /K (t,€) ( - )d{dt
A

T

:—z/ (@) R ()t + [0) B (1)

0 0
T T

+%/q (t) Ry (1) / e dudt — i/p (t) /K (t, &) eMNa—t+O g gt
0 0 —t

—x+2t
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r r—t+§

seklini alir. Son esitligin sol tarafindaki integraller degerlendirilecek olunursa;

[1:@'/ ()R1<) i z+2t)dt 2/p<x;—t>R1<x;—t>ei’\tdt
0

—T

T T z (z+t)/2

I, = %/q (t) Ry (t) / eMdudt = / / u) due dt
0 —z+2t
x t T T
Iy = —i/p (t) /K (t,€) ero=Hdedt = —i/ / p(u) K (u,t — x + u) due™dt
0 -t —x(z—1)/2
T t T x
Iy = ’i/p (t) /K (t,6) €Nt Odedt = @/ / p(u) K (u,t + 2 — u) due™dt
0 —t —x (z-+t)/2
x t T—t+E o
=t o [50 [ v =L] 1) [ K00 deeva
0 —t — gzt ~z 0 t—2+u

ifadeleri elde edilir. Integrallerin bu degerleri yerlerine yazilirsa,

T

(Ry(x) — 1) e + /K (z,t) eMdt = —iei’\x/p (t) Ry (t) dt

0

—l—%/p (”;t) R (””—”) eMdt 4+ = / / ) due™dt

—x

xT T

—i/ / p(u) K (u,t — x + u) due™dt
(2—t)/2
—H/ / (u,t + 2 — u) due™dt
—x(x+t)/2
t+a—u
// / (u, &) dédue™tdt
“2'0 t—z+u
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esitligi alimir. Buradan ise 0 < x < a durumunda R; (z) ve K (z,t) fonksiyonlar:

i¢in,
Ri(z)=1- z'/p (t) Ry (t)dt ise Ry (z)=e @) B(x)= /p (t)dt
0 0
(a+1)/2
1 (x+1 r+t 1
K (z,t) —513( 5 )Rl < 5 ) —1-5 / q(u) Ry (u) du—
0
— / p(u) K (u,t —x+u)du+i / p(u) K (u,t +x—u)du
(x—t)/2 (z+t)/2
1 T t+r—u
i3 o) [ K dean (327
0 t—x+u

egitlikleri elde edilmis olur.

Benzer sekilde a < x <7 durumu igin (3.26) denklemi,

put(t)
o Ry (x) M @) o~ Ry (z) e =) 4 K (z,t) eMdt = ate (@) po=etn (@)
—pt(t)
x wr(t)
+ / B (2,1, 0) (2Ap (6) +q (1)) | eo (1, 2) + / K (1, €) eédg | dt
0 ()
veya
()
ate @) Ry (x) — 1) + a~e™ O [Ry () — 1] + / K (z,t) eMdt =
—pt(t)
- / D (1,1, 0) (2 (1) + ¢ (1)) eo (1, ) dt
0
x wt(t)
4 / B (2.1, 0) (2Ap (1) + ¢ (1)) / K (1, ) e¥édgdt
0 )

a

_ / B (2, \) (2Ap (£) + q (1)) Ra () Mt
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T

+/<I> (@,t,A) (2Ap (t) + ¢ (1)) [OﬁRQ (t) MO £ o~ Ry (t) e | dt

—i—/CI)(ac,t, A) (2p (t)+q(t))/K (t, &) ePededt

x at—aa+ta

4 /@(m,t,)\)(2)\p(t)+q(t)) / K (1, €) edgdt

a —at+aa—a

_ [asinA[pT (z) — 1] —){\— a”sin A [u~ () — ] (2 (1) + g (1) R (1) et

A D) (op 1) + 4 () [ Ra (1) 1 0 Ry (1) 0]

_|_

atsin A\ [pu* (z) —t| +a sin A [p~ (z) — ]

@ (1) + ¢ (1)) / K (1,€) ededt

[0 onpi gy [ K0 e

a —at+aa—a

seklini alir. Buradan ise
pt ()

ate @) Ry (x) — 1) + a~ e O [Ry () — 1] + / K (z,t) eMdt =
—pt(z)

—at / Si“”“i(x) ~ U onp (1) + g (1) Bu (1) et

ta- / sin A [“;(‘” — 1 onp () + ¢ (8)) Bu (8) et

+a+/ | o (W () + g (D) Ry (1) e™ Ot
o / Sin AO;S ~ ) Ap (1) + 0 (1)) R (1) ¥ Oy

29



sin A [ut (z) — ]

@27 (1) + q (1)) / K (1,€) Pededt

2)\p( )+q(t) /K t,€) ededt

T at—aa+ta

+ / ST 0 (030 (1) 4+ (1)) / K (t,€) Peddt

—att+aa—a
/ sin\ [t (2) — 1] 2p () Ra (1) ™t
 sin A .
+at (t) Ry (t) edt
0
+a~ /sm)\ ) —t] 2p (t) Ry (t) e™dt
0

+a- / sin A [;L/\(l’) — t] q (t) Rl (t) ei)\tdt

+ x
+ 2 [ sin o (z — £)2p (t) Ry (£) M Ot
«

xT

+ e _
+a_/sm)\a§x t)q(t) Ry (1) et 0y
o

+ 2 [ sinda (x — 1) 2p (1) Ry () €™ Oy
(6%

xT

+Oé_/SlIl )\a;l’ - t) (t) R3 (t) el‘)\uf(t)dt
«

+oﬁ/smA ) —t]2p(t /K t, &) ededt
0

+at / sin A [ 1(1:) _t]q(t) / K (t,€) e dedt
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+a~ / sin A [~ (z) —t] 2p (t) / K (t,€) e™dedt

+a- / Sin”“A(‘r) ) / K (t,€) eSdgdt

x at—aa+ta

+ / %ﬁ’c—%p (1) / K (L,€) ePédedt
a —at+aa—a
z . A at—aa+a
+/wq t) / K (t,€) eXédgat
A
a —at+aa—a

egitligi alimir. Bu egitligin sol tarafinda bulunan integraller degerlendirilecek

olursa,

a

I =at /sin)\ (1t (x) = t] 2p (¢) Ry () €™Mdt =

_ iatent @) / p(#) By (1) dt
0

ar—aa—a

+E / p(t+aw—aa+a)Rl(t+am—aa+a)emdt

2 2 2

—azr+aa—a

—ar+aa+ta

+E / p(t+aw—aa+a)Rl<t+ax—aa+a)emdt

2 2 2

ar—aa—a

a

]2 —at / sin A [M+ (x) — t]q (t) Rl (t) ei/\tdt

A

0
a—aa—a (t+az—aa+ta)/2

= — / / q (u) Ry (u) due™dt
—az'taa—a 0
—az+aata(ttar—aata)/2

+2 / / q (u) Ry (u) due™dt
az-aa—a 0

4 oot o |
+5 / /q (u) Ry (u) due™dt

—azx+aa+a 0
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—ar+aa+ta

+z'oz_’ / p(t—ax+aa+a) R (t—ax+aa+a) SN gy

2 2

+z'oz_* / p(t—ax;aavLa)Rl<t—ax;aa+a)emdt

—azr+aa+ta

a

ILi=a / sin A (/f)\(x) — t)q (t) R, (t) ei)\tdt

—ar+aata

0
o r AU
-5 q(t) Ry () e""dudt
0

ar—aa—a+2t
Burada —ax + aa + a < a oldugundan

—axr+oata —axr+oata

= % / q(t) Ry () / e dudt
0 ar—aa—a+2t
a —azr+aata
o iy
+7 q(t) Ry (t) e“dudt
—azr+aa+ta ar—aa—a+2t

—az+aa+ta (t—aztaata)/2

= % / / q (v) Ry (u) due™dt
ar—aa—a 0
ar—oata a

_ O‘_; / / q (v) Ry (u) due™dt

—aztaata (t—az+aata)/2

+ xT
Is = %/ sin Ao (z — t) 2p (t) Ry (t) e Ot

x

s~
= / p(#) B (£) dt
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—I—E » t+ar +oaa—a R t+axr +oaa—a SN gt
202 200 200

+ g _
I = a_/SIH )\Oé)E:L' t)q (t) Ry (1) Mt () gt

ar—aa+a (tHartaa—a)/2a

= — / / q (u) Ry (u) due™dt
—ax+aa+ta a

xT

L= / sin Ao (z — £) 2p (t) Ry (£) M Ot
«

ar—oata

:_ioz_* » —t+ar+aa+a R, —t+ar+aa+a i g
2a2 2 2
—aztaa+ta
Qi ()
+i—eM p(t) R (t)dt
a
ofxsin/\a(x—t) -
Iy = — [ ———q(t) Ry (t) e Dt
= [ R0
a
_ az—oaata (—t+az+aata)/2a
= g—a / / q (u) Rs (u) duedt
—axr+aa+ta a
a t
Iy=at /sin)\ [t (z) —t] 2p(t) /K (t,€) ededt
0 —t
—ar+aa+ta a
= —iat / / p(u) K (u,t —ax + aa —a +u) du | eMdt
ar—aa—a (—t+az—aa+ta)/2
ar—aa+a a
—ia™T / / p(u) K (u,t — ax + aa — a + u) due™dt
—or+aata(—t+ar—aata)/2
+iat / / p(u) K (u,t + ar — aa + a — u) duedt

—ar+aa—a(t+ar—aata)/2
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—azr+aata a
+ia™ / / p(u) K (u,t + axr — aa + a — u) duedt

arx—aa—a (t+azx—aa+a)/2

a

o = ot / sinA " (@) =4y / K (t,€) e™dedt

A
0
ar—aa—a a t+ar—aata—u
at it
= / /q (u) / K (u, &) d¢due™dt
—ax+aa—a 0 t—ax+aa—a+u
—az+aata a t+ar—aata—u
o iXt
+ / /q(u) / K (u,§) d¢due"dt
ar—aa—a 0 t—ax+aa—a+u
ar—aat+a a t+ar—aata—u
ot it
+ - q(u) K (u, &) déduedt
—ax+aa+a 0 t—axr+aa—a+u

a

Iy =a” /sinA (1 (z) —t] 2p(t) /K (t,€) e™edeédt

= —ia~ / / p(u) K (u,t + ax — aa — a + u) due™dt
—artaa—a(—t—az+aata)/2

—aztaata a

—ia” / / p(u) K (u,t + ax — aa — a + u) duedt
ar—aa—a (—t—az+aa+ta)/2
—az+aata a

+ia” / / p(u) K (u,t — ar + aa + a — u) duedt
az—aa—a (t—az+aata)/2
ar—aa+a a

+ia” / / p(u) K (u,t — ax + aa + a — u) due™dt

—aztaata(t—ar+aa+ta)/2

a

Iy =a / sinA " (@) =4y / K (t,€) Xdedt

A
0
_ az—aa—a  q t—ar+aata—u
= % / /q (u) / K (u, &) dédue™ dt
—ax+aa—a 0 t+axr—aa—a+u
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—azrt+aata a t—azr+aata—u

s / / ¢ (u) / K (u, €) dedue™dt

2
ar—aa—a 0 l+ar—aa—a+u
B ar—aa+a a t—ar+aata—u
+0‘7 / / q (u) / K (u,€) dédue™ dt
—az+aa+ta 0 tt+ar—aa—a+u
T at—aa+a
Iis = /WZ}) (t) / K (t,&) e?dedt
a —at+aa—a

S / / p(u) K (u,t — ax + au) due™dt
—artaa—a(—t+azr+aa—a)/2a

—ax+taata x
L / /p (u) K (u,t — az + au) due™dt
«
ar—oaa—a a

ar—oata T

L p(u) K (u,t — ax + au) duedt
«
—aztaa+a a
4L / /p (u) K (u,t + ax — au) duedt
o'

—artaa—a a

—ar+aata x
+ L / /p (u) K (u,t + ax — au) duedt
a

ar—aa+ta T
+ L / / p(u) K (u,t + ar — au) due™dt
(0%
—azrtaata(t+artaa—a)/2a

T at—aa+a

in A —t .
ho= (2202000 [ R eaca
A
a —at+aa—a
1 ar—aa—a T t+ar—au
=5 / /q (u) / K (u, &) dédue™dt
[0
—azrt+aa—a a t—az+ou
1 —azrt+aata T t+ar—au
+ o / /q (u) / K (u, &) dédue™dt
ar—aa—a a t—azx+au
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ar—oaat+a T t+ar—au

+% / / ¢ (u) / K (u, €) deduc™dt

—ar+aata a t—azrtau
ifadeleri elde edilir. Integrallerin bu degerleri yerlerine yazilirsa;

wt(x)
atemt (@) (R, (x) — 1] + a— e (1) [R3 (z) — 1] + / K (z,t) eMdt =
—pt(z)
— iatet@ / p(#) By (8) dt
0

ar—aa—a

—I—% / p<t+a$;aa+a)Rl(t+a:c;oza+a)emdt

—art+oaa—a

—ar+aa+ta

—I—% / p<t+a:v;aa+a)Rl<t+aw;aa+a)emdt

ar—aa—a

ax—aa—a [(t+ar—aa+ta)/2
at .
+= / / q (u) Ry (u) du | eMdt
—azr+aa—a 0

—az+taata(ttor—aa+ta)/2

—I—% / / q (u) Ry (u) duedt
az—aa—a 0
- ar—aata a | e
—1-7 / /q (u) Ry (u) due™dt — ia~ ™ (@ /p (t) Ry (t)dt
—aztaata 0 0
—ax+aata

+m7 / p(t—am;aavLa)Rl(t—am;aavLa)emdt

ar—aa—a

ar—oaa+ta

+ioz7 / p(t—(w;aa—i—a)Rl(t—ozxq;oza—i—a)eiktdt

—axr+aa+ta

—az+aata(t—azt+aata)/2
+= / / q (u) Ry (u) duedt

s / / ¢ (u) Ry (u) du | et

—az+taa—a \ (t—azrt+aata)/2
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T

+ T . —
—FeiA“+(m) / p(t) Ry (t) dt + %e“’”””) / p(t) Ry (1) dt

a a

ar—oaa+ta

+E / » t+ar+aa—a R, t+ar+aa—a N gy
« 2¢ 2a

—azr+aa+ta

az—aa+ta (tHazt+aa—a)/20

Oé+ .
+% / / q (u) Ry (u) due™dt
—azx+aa+ta a
ar—oaata

o —t+ar+aa+a —t+ar+aa+a ,

e R Z)\tdt

2a2 / b ( 2a ) ’ ( 2a ) ‘
—azr+aa+ta

az—aa+a (—ttaz+aata)/20

L& / / q (u) Rz (u) due™dt

2a
—aztaata
—az+taata
_iat / / p(u) K (u,t — ax + aa — a + u) duedt
arx—aa—a (—t+ar—aata)/2
axr—aa+a
_iat / / P (u) K (u,t — ax + aa — a + u) duedt

fcw:+aa+a —t+ax— aa+a

ar—aa—a

+ia™t / / (u,t + ax — aa + a — u) due™dt
—aztaa—a(ttaz—aata)/2
—az+aata
+iat / / (u,t + ax — aa + a — u) due™dt
ar—oaa—a t—l—az aa+a
, or—oa—a a t+az—ocata—u
_1_% / /q (u) / K (u, &) dédue™dt
—aztaa—a 0 t—aztaa—atu
N —az+aata a t+azr—aata—u
& / / ¢ (u) / K (u, ) dedue™dt
az—aa—a 0 t—aztaa—atu
az—aata a t+az—ocata—u
+ % / /q(u) / K (u, &) dédue™dt
—aztaata 0 t—aztaa—atu
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—ia~ / / p(u) K (u,t + ax — aa — a + u) duedt

—ar+aa—a(—t—az+aata)/2

—aztaata a
—ia” / / p(u) K (u,t + ax — aa — a + u) due™dt
ar—aa—a (—t—azr+aata)/2
—aztaata a
+ia” / / p(u) K (u,t — az + aa + a — u) due™dt
ar—aa—a (t—av+aa+ta)/2
ar—oaa+ta a
+ia” / / p(u) K (u,t — ar + aa + a — u) duedt
—aztaata(t—as-taata)/2
_az—aa—a a t—az+aata—u
+% / /q (u) / K (u, ) dédue™ dt
—az+aa—a 0 t+az—aa—atu
 —aztoata a t—az+aa+a—u
+ & / / q (u) / K (u,€) dédue™dt
’ az-aa—a 0 t+oz—aa—atu
_ az-—aata a t—az+aata—u
+% / /q (u) / K (u, €) dédue™ dt
—az-+aa+a 0 t+os—aa—atu
—é / / p(u) K (u,t — ax + au) due™dt

—art+aa—a(—t+az+aa—a)/2a

—azr+oaata ©

L / /p (u) K (u,t — az + au) due*'dt
o

ar—oa—a a

ar—oat+a T

L / /p (u) K (u,t — az + au) due™dt
«

—azrtaata a

ar—aa—a T

L / /p (u) K (u,t + ax — au) duedt
¥ arton—d’s
—aztaata @

+2 / /p (u) K (u,t + ax — au) duedt

o

ar—aa—a a
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ar—oaa+ta x

+ 2 / / p(u) K (u,t + ax — au) due™dt
[0
—azrtaata(t+artaa—a)/2a
1 ar—oaa—a T t+ar—au
+5- / /q (u) / K (u, &) déduetdt
(0]
—axr+aa—a a t—ax+au
1 —azrt+aata T t+ar—au
+ 5 / /q (u) / K (u, &) déduedt
(0
ar—aa—a a t—azx+au
ar—aa+ta T t+axr—au

+% / / q(u) / K (u, &) dédue™dt (3.30)

—artaata a t—azrtau
esitligi elde edilir. Buradan ise ¢ < < 7 durumunda Rj (z) ve R3(z) fonksi-

yonlar1 igin,

T

Rg(&;)zl—i/ (t)Rl(t)dt—é/p(t)Rg(t)dt

—1—2/]9 B+~ /p(t)Rg(t)dt

0 a

denklemleri bulunur. Buradan ise (3 (z) = / p(t)dt olmak iizere

0

Ry (x) = e~ wB@ , Ry (x) = ewh®

esitlikleri elde edilir. Ayrica —ar+aa+a < ax—aa+a oldugunda (3.30) denk-

leminde K (z,t) cekirdek fonksiyonu i¢in agagidaki integral denklemleri alinir:

Na<z<7m,—ar+aa—a<t<ar—aas—a durumu igin,

iat [t+ar—aa+a t4+ar —aa+a

(t+azx—aa+ta)/2
Oé+

+ - / q(u) Ry (u) du

+iat / p(u) K (u,t +ax —aa+a—u)du

(t+ar—aa+a)/2
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—ia” / p(u) K (u,t +ax —aa —a+u)du
(—t—az+aata)/2

a t+ar—aata—u a t—ar+aata—u

+a—+/q(u) / K(u,g)dgdu+o‘2—_/q(u) / K (u,&) dédu

0 t—az+aa—a+tu 0 t+azr—aa—atu
L / p(u)K(u,t—am—Fau)du—l—l/p(u)K(u,t—kax—au)du
@ Q
(—t+az+aa—a)/2a a
ttar—au
= / | Kwgda (331)
t—aztau

a<zr<m,ar—as—a<t<—ar+aa+a durumu igin,

ot [t+ar—aa+a t+ar—aa+a
g (et o (15 0r o)

2 2 2
_i_z'of t—ar+aa+a R t—ar+aa+a
9 P 2 ! 2
(tazr—aa+a)/2 (t—az+aa+a)/2
at a”
= ¢ (u) Ry (u) du + — q(u) Ry (u) du
0 0

—ia’ / p(u) K (u,t —ax +aa—a+u)du
(—t+az—aa+a)/2
+ia™ / p(u) K (u,t + ax — aa +a —u) du

(t+azx—aa+a)/2

—i/p(u)K(u,t—aquozu)du
«

— i~ / p(u) K (u,t +ar —aa—a+u)du

(—t—az+aata)/2

+ia” / p(u) K (u,t —ax+aa+a—u)du
(t—az+aa+a)/2

t—azr+aata—u a t+ar—aata—u

%/ [ K@+ fow [ Ko e

t+ar—aa—a+u 0 t—azr+aa—a+u
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B T t+ar—au
—l—é/p (u) K (u,t + ax — au) du—l—%/q (u) / K (u, &) d¢du (3.31)

a a t—az+tou

a<zx<m,—ar+as+a<t<ar—as+a durumu igin,

at r o~ [(t—ar+aa+a t—oaxr+aa+a
K(x,t):7/q(u)R1(u)du+ 2p( >R1( >
0

2 2

ot [t+ar+aa—a t4+ar+aa—a o~ i
+2a2p( 2a )R2( 2a )_T/Q(U)Rl (1) du

0

i~ (—t+am—|—aa+a)R (—t—I—ax—I—oza—I—a)
3

202 2 2
(t+azx+aa—a)/2a (—t+azx+aata)/2a
at a”
™ q (u) Ry (u) du + 50 q (u) Rs (u) du

—ia™ / p(u) K (u,t —ax +aa—a+u)du
(—t+az—aa+a)/2

a t+ar—aata—u

o

G [aw [ K@
0 t—ar+aa—atu

+ia~ / p(u) K (u,t —ax +aa+a—u)du
(t—az+aata)/2

t—azr+aata—u T
0‘7/ / K(u,f)dédu—é/p(u)K(u,t—ozx—i—ozu)du

0 t+ar—aa—a+tu a

xT

4 / p(u) K (u,t + ax — ou) du
o
(t+az+aa—a)/2a

T t+ar—au
1
+% q (U) / K (u, g) dﬁdu (3.31//)
a t—azr+t+au

seklindeki esitlikleri alinir.

Boylece eger K (x,t) fonksiyonu [t| > |uT(z)| iken sifira egit ve (3.27), (3.31),
(3.31"), (3.31") denklemlerini sagliyorsa o halde (3.25) formiilii ile verilen e(z, \)
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fonksiyonu tiim A’lar igin (3.26) denkleminin ¢oziimiidiir, yani (3.1) denkleminin
(3.4) kosullarim saglayan ¢oziimiidiir ve tersine.

Ardigik yaklagimlar yontemi ile gosterelim ki (3.31), (3.31'), (3.31”) denklem-
leri (3.7) ozelligini saglayan K (z,-) € Ly (—u*(z), pt(z)) ¢oziimiine sahiptir.

Ik olarak 0 < z < a durumunu inceleyelim.

Sifirinc1 yaklagim olarak

Ko(x,t):%p <x;t> R, (x;t> %( //q(u)Rl(u)du

fonksiyonunu alalim ve bir sonraki yaklagimlar: sirasiyla

Ky (z,t) = —i / p(u) Ko (u,t —x +u)du+1i / p(u) Ko (u,t +x —u) du
(z—1)/2 (z+t)/2
1 T t+r—u
43 fa [ Kot deau
0 t—x+u
K, (z,t) = —i / p(u) Knpoq (u,t —x + ) duti / p(u) Ky (u,t +x —u)du
(z—t)/2 (z41)/2
1 T t+r—u
+§/q (w) / Knoa (u,§) dédu, n=1,2,...
0 t—x+u

seklinde alalim. (3.27) denkleminin ¢oziimiini

K (2,t) =) K, (z,1) (3.32)
n=0
seklinde arayalim. Tiimevarim yontemi ile gosterelim ki

o™t (z)

(n+1)!

/|Kn (x,t)|dt <

esitsizligi saglanilmaktadir. Dolayisiyla,

x T

z (z+t)/2
1 +1 + 1 1
/\Ko(m,t)]dtgg/‘p(x2 )HRl <x2 )‘dt—|—§/ / g ()] | By ()] dud
— —x —T 0

xT
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= [pl IR @ dut 5 [ el R (o) (/dt) a

0 u—x

T T x

s/2|p<t>|dt+/<x—t>|q<t>|dt:/[(x—t>|q<t>|+2|p<t>udt

esitsizligi elde edilir. Eger

xT

/ [(z =) lg @) +2[p@)]]dt = o (2) (3.33)

denilirse .
/ Ko (2,8)| dt < o (x) (3.34)

alinir. _

n =1 i¢in (3.33) ve (3.34) ifadeleri gozoniine alinirsa,

/|K1 xt!dt</ / Ip ()] | Ko (u, £ — 2 + u)| dud
—z(z—t)/2

x x T x t+r—u

+// |p(u)||K0(u,t+x—u)|dudt—|—%//|q(u)| / (K (u, €)| dédud

—z(x+t)/2 —x 0 t—x+u

/]p \/|Ko x+u|dtdu—|—/\p ]/|K0ut+:v—u)|dtdu

x t+r—u

/|q |// Ko (u, €)| dedtdu

—zt—z+u

< / p ()] / Ko (1,€)| dédt + / p ()] / Ko (1,€)| dédt

T

+/(ac—u lq (u |/|K0 (u,&)| dédu

/|p dt+/|p dt+/x—t|q dt

0
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/2\p )4+ (o= 1) g (0)]o (1) dt

:/U (/ 2p(8)|+(l‘—5)CI(3)]dS) ZUQQ(![E)

olur. Sonug olarak

¥ 2
x

/ | K ( 2(, )

alimir. Simdi n — 1 igin
o"(z

/ K, n(' ) (3.35)
dogru oldugunu kabul edelim. n icin

y O.nJrl (ZE)

K, (z,t)]dt < .
/| (2,1)] CES] (3.36)

esitsizligi saglanir m1? Bunun icin (3.33) ve (3.35) ifadeleri gozoniine alinirsa,

/|K a:t|dt</ / W) [Kr (0, ¢ — 2+ )| dudt

—x (z—t)/2

+/ / 10 ()] [ Kur (u, + & — )| dudt

z (z+t)/2
t+r—u
// g (u / | Koy (u, &)| dédudt
-z 0 t—x+u
/]p / | K1 (u,t — x4 u)| dtdu
r—2u

—l—/\p(u)| / | K1 (u, t + 2 — u)| dtdu

z t+r—u

/|q ] s 0.l dededa

—zt—x+u
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S/@@N/UQ1@£W%#+/@@N/UQ1@£M%ﬁ

E4+zr—u

/Iq / K1 (u,8)] / dt | dédu
—2z+u E—ztu
/@ / 7( —0)lg )] T g

~ [0+ E-0lho) = P

x S

- [Ela( [ebe+e- i) - T

bulunur. Buradan ise
On—|—1 ( l’)

/]Kn (et) dt < T

alinir.
Boylece (3.36) elde edildi.. (3.36) esitsizligi saglandigindan aliriz ki eger

0 <z < aise (3.32) serisi herbir fixe edilmis x i¢in L; (—z, ) uzaymda yakinsaktir

ve
/|K(x,t)|dt§ Z/|Kn(x,t)|dt
—x n=0 —x
0_2 (x) O-Tl-‘rl (x)
<1-1 |
< +o(z) + ST +(n—|—1)!+ e
e 210
/|K(x,t)|dt <e?@ 1 =¢0 -1 (3.37)

esitsizligi saglanilmaktadir.

Simdi ise ¢ < r < 7 durumunu inceleyelim. Burada ii¢ ayr1 durum soz

konusudur. Dolayisiyla,
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a<zr<m —ar+aa—a<t<ar—aas—a iken

|l{0($,t>|dtj§
—axr+aa—a
oﬁmj(m*a t+ar —aa+a t4+ar —aa+a
< — R dt
=7 / ‘p( 2 ! 5
—ar+oaa—a
ar—aa—a (tHar—aa+a)/2
at
e N O
—azrt+aa—a 0
ar—aoa + aATr—oa ar—oa—a
<—/ |2du—i—7/ / dt | |g (u)| du
0 2u—ax+aa—a
§a+/’ u)| du + . / (vx —aa —a —2u+ ar — aa+ a) |q (u)| du
0 0
§04+/|P<U)|dU+a+/ (ax — aa —u) |q (u)| du
0 0

x

_a+/2|p<t>|dt+a+/<x—t>|q<t>|dt

<ot / 20p(1)] + (x — ) [g B dt = a*o (2) (3.38)

a<r<m, ar—aa—a<t<—ar+aas+a iken

—azrt+aa+ta
| Ko (z,t)]dt <
—axr+aa+ta
at t+ar—aa+a t+ar—aa+a
=75 b 2 Rl 2
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—azrt+aa+ta

_i_a_ t—oar+aa+a
2 p 2

t—ar+aa+a
m ()

ar—aa—a
—azr+aata(t—oztaata)/2

L / / g ()| | Ry (u)] dudt

2
ar—aa—a 0
—az+aata(ttoar—aata)/2
a+
[ el ) dud
ar—aa—a 0
n a 7fax+aa+a
(0% (6]
<% [ b [ b2
ar—aa 0
—ar+aa+ta —ax+aa+ta
a
—|—7 / / dt | g (u)| du
0 2u+tar—aa—a

a —axr+oaata

+“—;/ / dt | |q (w)| du

ar—aa \2u—axr+aa—a

T T —ar+aa+ta
§oz+/|p(t)|dt—|—oz/|p(t)|dt+a / (—azr+aa+a—u)l|q(u)|du
0 0 0

a

120t / (a—u)lq (w)| du

ar—oaa

T x

g4a+/|p<t>|dt+2a/|p<t>|dt+a/<x—t> |q<t>|dt+a+/<x—t> g (8)]dt

0

§a+/ 2 Ip(t)|+(l‘—t)|Q(t)|]dt+a‘/[2lp(t)|+(fv—t)|Q(t)l]dt
= (204++0f)/[2 p ()] + (@ — 1) lq@)[]dt = (1 +a")o(2) (3.39)
alinir.

a<r<m, —ar+aa+a<t<ar—aa+a iken
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ar—oaa+a

|K0 (:L‘,t)| dt <
—ar+aa+ta
_ ar—aata
<& l—ar+aa+a
=9 5
—ar+aata
ar—oaata
+ Oé+ t + ax + aa — a
202 20
—azrtaata
ar—oaata
+Of —t+ar+aa+a
2&2 20
—azrtaata

ar—aa+a a
[ 10117 () duat

—azx+aa+a 0

e
2

ar—aa+a (ttaztaa—a)/2a

—azxr+aata

)

n
n

2

t—omc—l—oza—i—a)

2a

t+OéI+oza—a>

dt

dt

t
+ax+aa+a>‘dt

Rs ( 2x

lq (u)] | Ry (u)| dudt

a

ar—aa+ta (—tHaztaata)/2a

[ la@iiRs ) duat

+2
2c

—azxr+aata

ar—aat+a a

—ax+aa+a 0

a

q ()| |Ry (u)| dudt

ar—aata (t—az+aata)/2

+a
2

—azr+aa+ta

g (w)] [ Ry (u)| dudt

0

<a~ /|P |du—|——/|p |du+—/|p )| du

+—/|q

ar—aata

[

ar+oaa+a

—2ua+azr+aata

dt | |q (u |du+—/ / dt

a —azr+aa+ta

—ar+aa+ta

ar—aa+a

e U

ut+ar—oaa—a

Jr
du + —

du
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ar—aa+a

dt | |q (uw)| du

ua—ar—aata

ar—oaa+a

ar+aata

\q (u)| du



x T T

g4a‘/|p(t)|dt+4aoﬁ/]p(t)|dt—i—4oz+/]p(t)|dt

+ai/u—wmunﬁ+ai/@—wmunﬁ+mm{/@—wmuﬂﬁ
120~ / (x—1)]q (1)] dt < (2 + 200*) / 2p (1) + (x — 1) |q (1)) dt
<o / d / 2 () + (2 — u) |g ()] du | = 10 (2) (3.40)

esitsizligi elde edilir.
O halde (3.38), (3.39), (3.40) esitsizliklerinden a < z < 7 durumu igin

pt(x)
/‘muﬁmﬁg@q@ (3.41)
—pt(z)
oldugu alimir. Burada ¢; = 2 + 2aa™ , ¢ = 2a™ + 1 + ¢; seklinde sabitlerdir.
pt(x)
Simdi ise n = 1 i¢in her ii¢ durumda / | K1 (x,t)| dt integrali deger-

—pt(z)
lendirilecek olursa;

a<r<m,—ar+as—a<t<aoar—aas—a iken

ar—oa—a

/ Ky (o, )] dt <

—azrtaa—a

<at / dt / Ip (u)| | Ko (u,t + ax — a4+ a — u)| du

—ar+aa—a  (t+azr—aa+ta)/2

ar—oaa—a a

o / / Ip (u)| | Ko (u,t + ax — aa — a + u)| dudt
—artae—a (—t—aztaata)/2
] ar—aa—a x
s / / lp (u)| | Ko (u,t — ax + au)| dudt
«

—aztaa—a (—t+ar+aa—a)/2a
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1 ar—oa—a T
tx [ [l +ar - au) du

—ar+aa—a a

+ ar—oaa—a a t+ar—aata—u
(6]
S [ [ [ g dedude
—az+aa—a 0 t—ax+aa—a+u
B ar—aa—a a t+ar—aa—a+u
[0
S [ [ [ g dedude
—az+aa—a 0 t—ax+taata—u
1 ar—aa—a T t+ar—au
s [ @l [ 1K 9l dedud
—azr+aa—a a t—az+au
ar—oa 2u—ax+aa—a
<a’ / p () / | Ko (u,t + ax — aa + a — u)| dtdu
0 —azr+aa—a
rat [ p@l [ Kot +er—aa+a— )] did
ar—oa —azrtaa—a
o / [p (u)] / | Ko (u,t + ax — aa — a + u)| dtdu
—ar+aata —2u—az+aata

ar—aa—a

1 xr
+a/|p(u)| / | Ko (u, t — ax + au)| dtdu

—2ua+axr+aa—a

Z au—aa+ta
1
—l——/|p(u)| / | Ko (u,t + ax — au)| dtdu
(6]
a —azrtoaa—a

ar—aa—a t+or—aata—u

—I—a—;/alq(u)] [ [ iKawedea

—azrz+aa—a t—ax+aa—a+tu

ar—aa—a t+ar—aa—a+tu

v / ol [ [ K dsdida

—azr+aa—a t—ax+aata—u

ar—aa—a tH+ar—au

+%/x|q(u)| / / | Ko (u, §)| dédtdu

—ar+aa—a t—artou
<a’ [ Ip@] | [Ko(t,)ldédt+o [ |p(@)] [ [Ko(t,8) dédt
[ro] [ro]
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t
+a+/|pt|/]K0t§\d§dt
Oé+
+= [polo dt+—/|p o (0

N a 2ar—20a—u ftar—aata—u
(6%
S [ [ mwar| [ ) dca
0 —2ax+20a—2a+u —azr+aa—a+u
a 2axr—2aa—2a+u E+ar—aa—atu
a
s fawl [ im0 deda
0 —2azx+2aa—u —ax+aata—u
] T 2ar—aa—a—au Etar—au
toe flawl [ mweor| [ ar)dedu
a —2azx+aa—a+au —azr+au

§4a02/|p(t)]0(t)dt—l—202/|p(t)\a(t)dt—|—2a62/|p(t)|a(t)dt

0

+2a02/|p(t)|a(t)dt+2a62/(m—t)\q(tﬂa(t)dt

x

+2acz/(x—t) |q(t)|0(t)dt+62/(x—t)|q(t)|c7(t)dt

0 0

xT

< 03/[2 p )]+ (@ =) g ()]0 (t)dt (3.38)

0

bulunur. Burada c3 = (2aes + ¢ + 2c2a0) seklinde sabittir.

a<x<m, ar—aa—a<t<—ar+aa+a iken

—axr+oaata
K (2, )] dt <
ar—oaa—a

—ax+aa+ta a
<at / / Ip (w)] | Ko (u,t — ax + aa — a + u)| dudt

ar—aa—a (—t+az—aa+ta)/2
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—ar+aata a
+a’ / / Ip (u)| | Ko (u, t + ax — aa + a — u)| dudt
az—aa—a (t+ar—aata)/2

—az+aa+ta a

o / / Ip (u)| | Ko (u,t + ax — aa — a + u)| dudt
ar—aa—a (—t—ox+aata)/2
—ax+taata a

v [ [ bt — e+ o] dud

ar—aa—a  (t—aztaata)/2
—ar+oaata x
= / / Ip (u)| [ Ko (u,t — ax + au)| dudt
(6]
—ar+oaata x

= / / Ip (w)| [ Ko (u, t + ax — au)| dudt
o

ar—oaa—a a

n —azxtaata a t+ar—aata—u
[0
S [ fwwn [ g dedude
ar—aa—a 0 t—az+aa—a+u
_ —ax+taata a t+ar—aa—a+u
(6]
S [ [ [ g dedude
ar—aa—a 0 t—ax+aata—u
1 —azr+aata T t+ar—oau
- / / g (u) / Ko (u,€)| dédudt
ar—oa—a a t—axr+au
a —azr+aa+ta
<a’ / p ()| / | Ko (u,t — ax + aa — a + u)| dtdu
ar—aa —2utar—aa+ta
a 2u—ax+aa—a
+at / p () / |Ko (u,t + az — aa + a — u)| dtdu
—azr+aata —ar+oaa—a
v [ bl [ Kot +ar—aa—a )] dida
0 —2u—az+aata
a —azr+aa+ta
+a / p (u)] / |Ko (u,t + ax — aa — a + u)| dtdu
—azr+aata ar—aa—a
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—ax+aa+ta 2utaxr—aa—a

o / p (u)] / |Ko (u,t — ax + aa+ a — u)| dtdu

0 ar—aa—a
a —azr+aa+ta
+a / p (u)] / |Ko (u,t — ax + aa + a — u)| dtdu
—aztaa+ta ar—aa—a
1 x —ar+aa+ta
—l——/|p(u)| / | Ko (u,t — ax + au)| dtdu
[0
1 x —azr+aa+ta
+_/|P<U)| / | Ko (u,t + ax — au)| dudt
[0

—azrtaatat+ar—aata—u

+ / ol [ K dsdida

ar—aa—a t—art+aa—a+tu

—azrtoaatat+ar—aa—a+tu

+ / ol [ [ Kol ddidu

ar—aa—a t—ax+oaata—u

1 T —azr+aatatt+ar—au
soe [l [ [ 1K) dedeaa
a ar—aa—a t—oxrtoau
T —2ax+aa+tu

<ot [l [ 1K wolden

—Uu

0
x 2u—axr+aa—a
+04+/|IU(U)| / | Ko (u,t + ax — aa + a — u)| dtdu
0

ar—oaa—a

T

+Of/2\p(U)|/u!Ko (u,é)\déduﬂLof/xlp(u)l/ulKo (u, §)| d€du

—2azr+2aa+2a—u

+a” j P (u) / | Ko (u, §)| d€du

—Uu

—2azx+autaa+ta

o / p (W) / Ko (u,€)| dédu

au—aa—a

—autaa+ta

%/ Ip (u) / Ko (u, )| dedu

—aut+2axr—aa—a
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{4+ar—aa+a—u

+oﬁ/|q / | Ko (u,§)] / dt | dédu

—2a+u {—axt+aa—atu

¢t+ar—aa—atu

+0<_/I|Q(U)|/U|Ko (u, &)] / dt | dédu

¢—azx+aata—u

—az+aatat+ar—au

o / gl [ [ K () deden

ar—aa—a t—oxrtoau

xT

<2a+/|p o (£) dt + 20+ /|p o (£) dt + 20+ /|p(t)|cr(t)dt
+2a+/|p o (£)dt + 20+ /|p Vo ()

+2a+/|p o () dt + 20+ /(x—t)|q(t)|a(t)dt

T

+2a+/(x—t)|q(t)|a<t)dt+2a+/(x—t)|q(t)|a<t)dt

0 0

T

< 6a* / @]+ (@ — 1) lg @) o (£) dt

/ 20p(8)] + (1) g ()] o (1) dt (3.39)

bulunur. Burada ¢4 = 6t geklinde sabittir.

a<zr<m, —ar+aa+a<t<ar—aa+a iken

ar—oaata
K (2, )] dt <
—azrtaa+ta
ar—oata a
<at / / Ip (w)] | Ko (u,t — ax + aa — a + u)| dudt

—ar+aata (—t+ar—aata)/2
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ar—aat+a a

+a- / / Ip (W)| | Ko (u,t — ax + aa + a — u)| dudt

—az+taata (t—azrtaata)/2
1 ar—aata T
s / /p(u) | Ko (u,t — ax + au)| dudt

(6]
—ar+aata a

ar—aata T
1
T / / Ip (u)| | Ko (u, t + ax — ow)| dudt
[0
—az+taata (t+art+aa—a)/2a
ar—aata a t+ar—aat+a—u
Oé+
S5 [ Jaw [ K
—azr+aata 0 t—ar+aa—a+u
_ ar—aata a t+ar—aa—a+u
[0
= / / q(u) / | Ko (u, &)| dédudt
—ax+aa+a 0 t—ax+taata—u
1 ar—aat+a T t+ar—au
e [ [aw [ it dsaude
—azr+aata a t—az+oau
ar—oaa ar—aa+a
<at / p (u)| / |Ko (u,t — az + aa — a + u)| dtdu
0 —2utar—aata
a ar—oaa+ta
+at / |p (u)] / | Ko (u,t — ax + aa — a + u)| dtdu
ar—oaa —azxr+aa+ta
a 2utaxr—aa—a
o / p (u)| / | Ko (u,t — ax 4+ aa + a — u)| dtdu
—axr+oata —ar+oata
1 T ar—aa+ta
+—/|p(u)| / | Ko (u, t — az + au)| dtdu
[0
a —azx+aa+ta

T 2ua—ar—aa+ta
1
+—/|p(u)| / | Ko (u,t + ax — au)| dtdu
(0%
0

—axrtaa+ta

ar—aa+a t+or—aata—u

—I—a—;/alq(u)] [ i

—az+aa+ta t—ax+aa—a+tu

ar—aa+a tH+ar—aa—a+tu

+ / ol [ [ K dsdrdu

—azr+aa+ta t—ax+aata—u
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x ar—aata tH+ar—au

s [lawl [ [ Ketwoldedeaa

2
a —azr+aata t—ax+ou
T ar—aata
§a+/|17(“)| / | Ko (u,t — ax + aa — a + u)| dtdu
0 —2utar—aa+ta
z ar—oata
+a+/|p(u)| / | Ko (u,t — az + aa — a + u)| dtdu
0 —az+aata
T 2u+taxr—aa—a
—l—a‘/|p(u)] / |Ko (u,t — ax + aa+ a — u)| dtdu
0 —azrt+aa+ta
T —az+atau

+§/wwﬂ / Ko (u, )| dedu

0 —2ax+aata—ou
1 x au—oa+ta
+5/@mn [ 1Kot e) dedu
—au+taa+a
2ax—2aa+2a—u ¢H+ar—aata—u
/m [ mwor( [ a)aca
—2ax+2aa+tu —azrt+aa—a+u
T 2er—2aa+u {4+ax—aa—a+tu
a
S [ [ mwer| [ ) dea
0 —2ax+20a+2a—u —azr+aata—u
1 T 2ax—aat+a—au E+ax—au
soc [lawl [ ol [ ) dedu
0 —2ax+aa+a+au —az+ou

<20 (aat +at /|p |a()dt—|—202/|p ) o (t)dt

/|p ot dt+02/| ()] o (1) dt

-+@<aa++—a+{/kx——w|q@na<wdt

0
T x

+Cz/(l’—t) Iq(t)|0(t)dt+62/(fr—t)IQ(t)|U(t)dt

0 0
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T

< e / 20p ()] + (@ — ) [g ()] o (1) dt (3.40)

0
bulunur. Burada ¢; = ¢3 (aTa + at +2) geklinde sabittir.

O halde (3.38), (3.39), (3.40') esitsizliklerinden a < x < 7 durumu igin,

M+($) ar—oaa+a x
/ Ky (o, 0)] dt = / Ky (2, 0)] dt < O/Hp(t)l -t g (B dt
—ut(z —az+taa—a 0

o’ (x)

)
:C/a(t)d /up<u>|+<x—u>|q<u>udu =0~

0

oldugundan

pt () )
Ky (o, 1) dt < 022

2!
—pt(z)
egitsizligi elde edilmis olur. Burada ve daha sonra c3 + ¢4 + ¢5 = C ile farkh

sabitleri gosterecegiz.

Simdi n — 1 i¢in

nt(x) .
/ s (2, )] dt < €T (3.42)
n!
—pt(x)
esitsizligi dogru olsun. n igin
pt () ()
o' (x
—pt ()

esitsizligi saglanir m1? Bunun igin (3.33) ve (3.42) ifadeleri gozoniine alinirsa,

a<x<m,—ar+as—a<t<ar—aa—aiken
ar—oa—a
K, (2,)] dt <

—aztaa—a

<at / dt / Ip(w)| |[Kp-1 (u,t + ax — aa+a —u)| du

—aztaa—a  (t+azr—oaata)/2
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ar—oaa—a a

Tor / / p (w)] [ Kno1 (u,t + az — aa — a + u)| dudt

—azrtaa—a (—t—azr+taa+ta)/2
ar—aa—a x

""é / / Ip ()| | K1 (u,t — oz + au)| dudt

—ozr+aa—a (—t+ar+aa—a)/2a

ar—aa—a T

s [ [l 0 — ) dud
«

—azrt+oaa—a a

" ar—aa—a a t+ar—aa+a—u

S [ [ [ i e dgduar

—az+aa—a 0 t—ar+aa—a+u

B ar—aa—a a t+ar—aa—a+u

S [ fewl [ Kol deduar

—azr+aa—a 0 t—ar+aata—u

ar—oaa—a T t+ar—oau

o / / 19 ()] / Ky (u,€)] ddudt

—azrtaa—a a t—ax+au

ar—aa 2u—ax+aa—a
<af / p (u)] / | K1 (u,t + ax — aa + a — u)| dtdu
0 —az+aa—a
at / |p (u)] / | K1 (u,t + ax — aa + a — u)| dtdu
ar—oa —azr+aa—a
a ar—oaa—a

+at / p (uw)] K1 (u,t + ar — aa+ a — u)| ditdu

ar—oa —azrt+oaa—a

a ar—oaa—a

+a / p (u) / | K1 (u,t + axr — aa — a + u)| dtdu

—ax+taata —2u—az+aa+ta

ar—aa—a

1 x

+— / P (u)| / | K1 (u, t — ax + au)| ditdu

Q
a —2ua+tart+aa—a

ar—aa—a t+ar—aata—u

+O‘—; / g ()] / / Kot (u, )] dédtdu

—azr+aa—a t—ax+aa—a+tu

ar—aa—a tH+ar—aa—a+tu

e / gl [ [ K ) gt

—azr+aa—a t—ax+aata—u

o8



ar—oaa—a t+ar—au

+%fmw [ ] i wedet |

—ar+aa—a —azr+au
ar—oa 2u—artaa—a
<a' / p (u)] / |Kp, 1 (u,t + ax — aa + a — u)|dtdu
0 —azr+aa—a
a ar—aa—a
+at / |p (u)] | K1 (u,t + oz — aa + a — u)| dtdu
ar—oa —azrt+oaa—a
a ar—aa—a
+a / p (u)| / | K1 (u, t + ax — aa — a + u)| dtdu
—ax+taata —2u—az+aa+ta

+ é / P (u)| / | K1 (u, t — ax + au)| ditdu

—2ua+taxr+aa—a

ar—aa—a tH+ar—aata—u

+»2§-j7|q<u>| j/ g/" Koot (u, )] dédtdu

—azr+aa—a t—ax+aa—a+tu

2ar—2aa—u {+axr—aata—u

a
a-‘r
L fewl [ mawel| [ @)
0 —2azx+2aa—2a+u —azr+aa—at+u
a 2ar—2aa—2a+u §+ax aa—a+u
a
—|—7/|q(u)| / Kt (u, )| dt | dédu
0 —2ax+2aa—u fax+aa+a u
] T 2ar—aa—a—au f-l—ozz au
— K, dt | déd
+ 50 [lat / L (0.8) Edu
a —2ax+aa—a+au —az—i—au

<4a62/|p dt+2 /|p( )| dt+2a02/|p ﬁdt

n!
o™ (t
+2a02/|p / nf Lat

+zMa/Yx—tnq@>

0 0
x

<ar [ RO+ @ -0 la ()] T2

0

99

(3.38")



bulunur.

a<x<m, ar—aa—a<t<—ar+aa+a iken

—ar+aa+ta
[ K (2, 1) dt <
az—aa—a
—ar+aa+ta a
<at / / Ip ()] | Koy (u,t — 0 + aa — a + u)| dudt
az—0a—a (—t+az—aata)/2
—ar+aa+ta a
+a’ / / Ip (w)| | Kn-1 (u,t + ax — aa + a — u)| dudt
ar—aa—a  (t+ar—aata)/2
—aztaata a
ta- / / p (w)| | K1 (u,t + o — aa — a + u)| dudt
ox—oa—a  (—t—ox+oata)/2
—ar+aa+ta a
o / / Ip (w)| | K1 (u,t — ax + aa + a — u)| dudt

ar—aa—a (t—artaata)/2
1 —ox+oata x
+= / / Ip (u)] | Kn-1 (u,t — az + au)| dudt
(6]
1 —ox+oata x
+E / / Ip (u)| | K1 (u,t + ax — au)| dudt

—az+aata a t+oar—aata—u

Oé+
S [ fewl [ Kol deduar
ar—aa—a 0 t—azr+aa—a+u
B —azr+aata a t+ar—aa—a+u
(6]
S fuer [ e )i
ar—aa—a 0 t—ax+aata—u
1 —axr+aata x t+ar—au
vpe [ [l [ K ) dgaude
ar—aa—a a t—az+au
a —axr+aa+ta
<at / Ip (u)] / |Kno1 (u,t — ax 4+ aa — a + u)| dtdu
ar—aa —2utar—aa+a
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a 2u—ax+aa—a

+a’ / |p ()| / | K1 (u,t + ax — aa + a — u)| dtdu

—azr+oaata —ar+oaa—a
+a / P (u)| / | K1 (u,t + ax — aa — a+ u)| dtdu
0 —2u—az+aata
a —azr+aa+ta
+a / p (u)] / | K1 (u,t + ax — aa — a+ u)| ditdu
—azr+aata ar—aa—a
—az+aa+ta 2utaxr—aa—a
+a / [p (u)] / | K1 (u,t — ax + aa + a — u)| dtdu
0 ar—aa—a
a —azr+aa+ta
+a / p (u)] / | K1 (u,t — ax + aa+ a — u)| dtdu
—azr+aata ar—aa—a
1 x —azr+aa+ta
+— / |p ()| / | K1 (u, t — ax + au)| dtdu
(6]
1 x —azr+aa+ta
+ _/ [p (u)] / | K1 (u,t + ax — au)| dtdu
(6]

—azrtaatat+ar—aata—u

+“—; / g ()] / / Koot (u, )] dédtdu

ar—aa—a t—art+aa—a+tu

—azrztoaatat+ar—aa—a+tu

+ / gl [ [ e ] deita

ar—aa—a t—axt+oaata—u

—ar+aatat+ar—au

" %/ g/ / / K (,€)]| dédtdu

ar—aa—a t—oazr+au

a —azxr+taata
<a’ / p () / |Kno1 (u,t — ax + aa — a+u)| dtdu
ar—aa —2utar—aata
a 2u—az+oa—a
+a’ / |p (u)] / 1Ky (u,t + ax — aa + a — u)| dtdu
—ar+aata —ar+aa—a
+a” / p (u) / |K1 (u,t + a2 — aa — a + u)| dtdu
0 —2u—aztaata
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a —azr+aa+ta

+a / [P (u)] / | K1 (u,t + ax — aa — a + u)| dtdu

—azrt+aata ar—aa—a
—azrt+aata 2utaxr—aa—a
+a [p (u)] / | K1 (u,t — ax + aa + a — u)| dtdu
0 ar—aa—a
a —azr+aa+ta
+a / p (u)| / |Kno1 (u,t — ax + aa + a — u)| dtdu
—azrt+aata ar—aa—a
1 x —azr+aa+ta
+— / |p ()| / | K1 (u, t — ax + au)| dtdu
Q
1 T —2azx+autaa+ta
so @l [ Kol dedu
0 au—aa—a

—autaa+ta

+ é? p (u)| / [ K1 (u, )] d€du

—aut+2axr—aa—a

¢taxr—aata—u

+—/Iq / Ko (0, 6)| / at | dedu

—2a+u {—axt+aa—atu

ftax—aa—atu

+a_/IQ(U)!/|Kn_1 (u, &) / dt | dédu
0 —u {—axtaata—u
<a /|p dt+ +/|

tar /2 p (1) ”n( Dt +at /2 p ()| O;Et)dt

+a/|

(aa= +a- /x—t n?lgt)dt+/(x—t)|q(t)|U;St)dt

0

xT

g@/mmm+@—MMm

0
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elde edilir.

a<zr<m —artac+a<t<ar—oaa+a ign:

ar—aat+a
[ Ko (2, 8)] dt <
—aztaata
ar—aata a
<at / / Ip (w)] | Kno1 (u,t — ax + aa — a + u)| dudt
~az-+aata (—t+az—aa+a)/2
ar—oaat+a a
+a” / / Ip (W)| | Kn-1 (u,t — ax + aa + a — u)| dudt

—aztaata (t—azr+taata)/2

ar—oata T

1
s / /p (u) | Kno1 (u, t — ax + au)| dudt
—axr+aata a

az—aa+a z
+é / / Ip (w)] | Kne1 (u,t + ax — au)| dudt
—aztaata (t+azrt+aa—a)/2a
- az—aata a t+az—aat+a—u
S [ faw [ K ) dgdude
—aztaata 0 t—az+aa—atu
_ az—aata a t+ozr—aa—atu
+a7 / / q(u) / | K1 (u, €)| dédudt
—az+aata 0 t—azr+aata—u
ar—aata x t+ar—au
/ / / K1 (u,&)| dédudt
—az+aa+a a t—ax+au
az—aa az—aa+ta
<at / p (u)| / K1 (u,t — ax 4+ aa — a + u)| dtdu
0 —2utar—aa+ta
a ar—aata
+a’ / |p (u)] / | K1 (u,t — ax + aa — a + u)| dtdu
ar—aa —azr+aa+ta
a 2utar—aa—a
+a / P (u)| / |Kno1 (u,t — ax + aa + a — u)| dtdu
—azrt+aata —azrtaata
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T ar—aa+ta
1
+— / |p ()| / | K1 (u, t — ax + au)| dtdu
«

—azr+oaata

2ua—ar—aa+ta

1 €T
+ o / p (u)| / | K1 (u,t + ax — au)| dtdu
0

—axrtaa+ta

ar—aa+a tH+ar—aata—u

+“—; / g ()| / / Koot (u,€)] dédtdu

—az+aa+ta t—ax+aa—a+tu

ar—aa+a tHar—aa—a+tu

v / gl [ [ K )t

—azr+aa+ta t—axr+aata—u

ar—aata t+ar—au

+%/m|q(u)| / / | K1 (u, §)| dédtdu

—azr+oaa+ta t—ar+au

ar—aa ar—aata
<a® / p (u)] / | K1 (u,t — ax + aa — a + u)| dtdu
0 —2utaz—aa+a
a ar—aata
+a’ / |p (u)] / | K1 (u,t — ax + aa — a+ u)| dtdu
ar—aa —ar+aa+ta
a 2utaz—aa—a
+a / P (u)| / |Kno1 (u,t — ax + aa + a — u)| dtdu
—artaata —aztaata
T ar—aa+ta
+ L / p (u)] / | K1 (u,t — ax + au)| dtdu
“ a —ax+taata

2ua—ar—aa+ta

1 x
+—/|p(u)| / | K1 (u, t + ax — au)| dtdu
a
0

—azr+aa+ta

ar—aa+a tH+ar—aata—u

O / gl [ [ K ) gt

—azr+aa+ta t—axr+aa—a+tu

2ax—2aa+2a—u ¢tazrx—aata—u

+ / ol [ Eewol| [ ] dean

—2ax+2aa+u —azr+aa—a+tu
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T 2ar—2aa+tu Etax— aa atu
o
G fuwl [ e us( dt | dedu

—2azx+2aa+2a—u —azr+aata—u

1 T 2ax—aat+a—au Etax—au
o flawl [ nluu(/ dt | dédu
0

—2azx+aa+a+au —azr+au

0/|p

/ W e, (aa® + ot /m—t |q()\al§t)dt

<20 (e +at) /|
—i—@/\p(
o™ (t
—I—CQ/I—t]q / E)dt
n!

0 0

T

<2a(a+at+ ) [IpO1+ -0l 0] 70

0

[olp @1+ e~ late) 2Lt (340

=G5

o\

bulunur.
O halde (3.38"), (3.39"), (3.40") esitsizliklerinden a < z < 7 durumu igin,

ut(x) ar—aa+ta

[ il [ Eola<c [ o+ e-0hor 5D
—pt(x) —ortad—a 0
=J 7, J 1ol + (@ =) g () du =Cfn+(1>?

oldugu cikar.
Boylece (3.43) ispatlanmig oldu. (3.43) esitsizliginden alirizki herbir fixe
edilmis z > a igin (3.32) serisi L (—ax + ca — a, ax — aa + a) uzayinda yakin-

saktir. Ayrica,

pt(z) ar—aa+a 0o ar—aata
K (2,0)| dt = / K (o) dt <Y / K, (2,0)| dt
—pt(z) —art+aa—a nzO—aw—l—aa—a
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0.2 (ZE) O.ﬂ-i—l (I)
<C C—= 4+ ... +C L=
< Co(z)+ o +...+ (n+1)!+
0.2 (I‘) O.n+l (I)

_ _ _ (O (eo@) _
_C<1 L+0(2) +—; +...—|—(n+1>!—|—...>—0(e 1)
oldugundan

ut(x) z

[ l@=0)la@)+2lp)1dt
/ K (z,t)]dt < C (7™ —1) <O | e? ~1 (3.44)
—t ()

esitsizligi saglanilmaktadir.

(3.3) ve (3.6) gozoniinde bulundurularak (3.37) ve (3.44) den (3.7) esitsizligi
elde edilir. Benzer sekilde gosterebilirizki (3.32) serisi ¢t # p~ (x) oldugu bolgede
yakinsaktir.

Not: Yukaridaki hesaplamalarda kolaylik olmasi agisindan o > 1 alinmugtir.
Benzer iglemler 0 < aw < 1 igin de yapilabilir.

3.1.4. K (x,t) gekirdek fonksiyonunun (3.1) denklemindeki p(x) , g(z) ve
p(x) katsayilar ile baglantisi.

(3.31) integral denkleminden yararlanarak gosterelimki eger p () € W3 (0, 7),
q(z) € W}(0,7) ise K (x,t) gekirdek fonksiyonu hemen hemen heryerde (3.8) ,
(3.9) ,(3.10) ve (3.11) denklemleri saglanmaktadir. (3.5) den yararlanarak agagi-

daki hesaplamalar1 yapalim:

a <z <7 durumu igin,
pt(z)
e (.1,‘, )\) = aJFRQ (x) eiA;ﬁ(z) +a Rs (ZE) PRATC) + / K (I, t) oM ¢

—pt(z)

fonksiyonunun —p* (z) < p~ (2) < p* (z) durumunu gozoniinde bulundurarak

e (xz,\), e (x,\) tiirevleri almirsa;

¢ (z,)\) = at R} (x) et (@) 4 idataRy () eidt (@) 4 a~ R, (z) i (@)

— ida”afy (@) M0 — al (a5 () - 0) e

+ak (z, —pt (2)) e MW 4 K (a1t (x)) @30
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pt ()
A 0K (x,t) .
+ ok ('Ta B (.’If) + O) et (z) + / 8('1:’ )ezktdt
T
—pt(z)
¢ (z,)) = at R (z) @) 4 2idataR) (z) e (@)
— Nt a?Ry (x) €M@ 4o RY () e ) — 21\ Ry () e ()

o N
— XNa~a?Rs (z) eM @) — gt (f”)d—K (x, = (z) —0)
T

+ida?K (z, 1 (x) — 0) e @) 4 ae“““‘”diff (. —pt (2))
X

—iINPK (x,—u™ (x)) e~ Mt (@) _ M o (@)
O t=p~—(z)—0
pt(x) )
+a M et (@) | / aK—(f’t)ert
dx t=—pt(z) ox
—pt(z)

A d .
+oze”\“+(“f)d—K (z, 1t (2)) + iXa?K (z, ut (z)) e @)
X

.o od -
+aetM (m)d—K (z, 1~ (2) +0) —iAa?K (z, = (z) + 0) e @
T

eIt (@) 4 g OK (x,1)
ox

0K (z,t)

o —

iAp~ () 4
p e (3.45)

t=p—(z)+0

t=pt(z)

esitligi elde edilir.

(3.1) denklemindeki y ve y” ifadelerinin yerine sirasiyla e (x, A) ve e’ (z, \)

fonksiyonlarinin (3.5) ve (3.45) ifadeleri yazihirsa;

put (@)
K (z,t) | , ,
/ 0z (f’ )e”\tdt + ot RY (x) e @) 4 2i ataR), (z) e (@)
x
—pt(z)

— Nt a?Ry (x) €M@ 4 am RY () e ) — 2iha Ry (z) e ()
o o d
— )\204_052R3 (l’) AT () _ el (a:)d_K (m,,u_ (l’) . 0)
x

+iAa?K (z,p” (x) — 0) e () + oze“““"’“’)diK (z, —p* ()
T

N 0K (z,t) -

L IN2K (2 i () e—t @) _ (@)
INCK (z,—p™ (x))e pe e

t=p~—(z)—0
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N 0K (x,t)

L ot (@) + aezk,ﬁ(m)%[{ (l‘, ,U+ (QZ))

t=—pt(z)
: ooy d

+ A2 K (z, pt () €M @) 4 geitn (”)d—K (z,p~ (x) +0)
x

0K (z,t)

— A2 K (z, 51~ (z) + 0) e @ — ¢ it ()
0% |yt @)
+ M et (z) + )\2&2Q+R2 (ZL’) eiAM+ (z)
0T |imp-(y+o

()
+ Ma?a™ Ry (x) e @) 4 \%q? / K (z,t) e™dt

—pnt(z)
—2\p () at Ry (z) () — 2)p (x) a~ Ry (z) e ()
pt(z)
—2\p () / K (z,t) eMdt — q (z) at Ry (z) e (@)
—pt(z)
ut (@)
—q(z)a™ Rz (z) e™ @ — g () / K (z,t) edt = 0
—pt(x)
alinir. (3.46) esitligindeki
ut(x) wt(z)
Na? / K (z,t) e™dt , —2X\p (z) / K (z,t) e™dt
—pt(z) —pt(z)
integralleri degerlendirilirse;
wt(z) p (x) ut(z)
Na? / K (x,t) eMdt = N\?a? / K (x,t)eMdt + | K(z
—ut(z) —pt(2) p ()
n () pt(x)
= —jha? / K (z,t)d (™) + K (z,t)d (e™)
—pt(x) p(2)
[ pt(x)
N2 ixt |0 (@) ixt [ (@)
= —iXa? | K (z,t)e |t——u+( ) K (z,t) e i (2)40
—ut(z)

= —iX?K (z, 1 () — 0) @) 4 iXa?K (z, —p* (z)) e7 )
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—iNPK (z, 5 (2)) €M) 1M K (z, pu () + 0) e (@)

pt(z) OK (2.1 p(z) ——
+a? / %d (e™) + o / —gj’ )d (™)
w(z) —ut(x)

= —iAa?K (z, 5~ () — 0) M @) 4 iAa?K (z, —p* (2)) e (@)

—iAa?K (z, it (2)) e @) +ida? K (2, p7 (x) + 0) e (@)

p=(@)-0 e Hre
ra | e OK (z,t) Y 0K (z,t) B / 0K (a:,t)emdt
L —— Ot limy@)+0 ot
—pt(x)

= —iA2K (z, 1~ (z) — 0) M @ 4 i oK (2, —pt (z)) e~ @

—iN2K (2, p (2)) €M@ 4 iXa? K (2, 5~ (2) + 0) e @)

+a2eitn (@) M — 2o~ (@) M
ot t=p~(x)—0 ot b=+ (2)
+ a2etrrt (@) OK (z,1) _ q2ein (@) 0K (z,1)
ot t=p+ (z) ot bm - ()40
pt(z
- %emdt (3.47)
—pt(z)
ve
h (@) it (z)
—2Ap (z) / K (x,t) etdt = —2X\p (z) / K (z,t) edt + K (x,t) eMdt
—ut(z) —ut (@) @)
p(z) ut (@)
= 2ip (x) / K (z,t)d (eikt) i / K (z,t)d (ez')\t)
—pt(2) ()
- pt (@)
= 2ip (@) | K (o,0) N[00 K () [T - / %emdt
—pt(x)

= 2ip () K (2, = (x) — 0) &M @ — 2ip (2) K (2, —pt (2)) e @

— e (3.48)
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ifadeleri elde edilir (3.47) ve (3.48) esitlikleri (3.46) da yerlerine yazilirsa,

ut (@)
0K (x,t) , ,
/ %e“\tdt + ot RY (x) e @) 4 2i ataR), (x) e (@)
_u+ (J})
— NMata?Ry (z) M@ 4 a7 RY () e @) — 2iAaa Ry (x) e @)

o o d
— )\206_042R3 (Z’) e (T) _ o etin (z)d_K (QZ, [ (Z’) B 0)
i

- , d
+iNPK (z, 5 (z) — 0) e O 4 qe @) —_ K (2, —pt (x))

dx
, K (x,t o
—iNa?K (z, —pT (z)) et (@) _ o M o (@)
O t=p=(z)—0
0K (z,t . : d
+ o & e—l)xu*(a:) 4+ aezk;ﬁ(m)_K (l‘, ,U+ (.’IZ))
0T |1t ) dx

, N
+INP K (2, (1)) M) e K (o, (x) +0)
T

Sy 0K (x,t ,
— A2 K (x, u~ (z) + 0) e (@) _ o M et (@)
ox fm it (@)
0K (z,t - . -
+ o (.T, ) elAM (z) + )\2042OZ+R2 (117) 61)\“+(x) + )\QCIQ&*R:; (I) 61/\# (z)
Oz t=p~ (2)+0

—iA2K (z, 1 (z) — 0) €M @) — i\a?K (2, —pt (2)) e~ @)

HINPK (2, (2)) e @) — X2 K (z, 5~ (x) 4 0) e @)

L2 (@) OK (,1) _ (2ot @) 0K (z,t)
ot t=p~(2)=0 ot t=—pt(z)
+a2eirt (@) OK (z,1) a2 (@) 0K (z,t)
ot t=p*(z) ot t=p~ (z)+0
wt ()
— a2 / %Zv’t)emdt —2\p (2) a* Ry () oMt (@)
_u+(m)

—2)p (v) a” Rz (z) M @ + 2ip (2) K (x, u~ (z) — 0) e @

— 2ip () K (x,—u™ ()) e~ (@) 4 2ip (2) K (z, ™ (z)) it (@)
oK (ot
—2ip (2) K (z, u~ () +0) e™ @) — 24p (2) / #emdt

—pt(z)
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wt ()
—q(z) 't Ry () €M) — g (z) o Ry (x) €M) — g (x) / K (z,t)edt =0
—pt(z)

alinir. Buradan ise

pt ()
PK (z,t) K (z,t) OK (z,t) ;
/ [ o a? 502 — 2ip (x) 4 (z) K (x, t)] et
—pt(z)
+eM @ Lot RY () + 2idataR) (2) + oziK (z,pt (x) + OK (@,1) -
dx 22 P

+2ip (z) K (z, u" (x)) + o? —aKa(f’ 2 —2X\p () a™ Ry (z) — ¢ (z) @™ Ry (x)}
t=pt (2)

- , d OK (z,t)

Ip~ () — DN _ - / P — . I St A
h {a R (o) = 2idamaly (1) — o Ko @) =0 e = | e
—|—OéiK (z, 0~ () +0) 4+« O (1) o? OK (@,1) +

dx Ox t=p—(z)+0 ot t=p~(2)—0
2 M @1) — 20p (x) a~ Ry (2) + 2ip (2) K (1 (x) = 0) —

ot t=p~(x)+0
—2ip () K (x, 1~ () +0) —q(z) o R3 ()}
Fe— Mt (@) aiK (2, —pt (2)) + « M — a2 M
dx Ox t=—pt(z) ot t=—pt(z)

—2ip (z) K (2, —p" ()} = 0

veya

a%K@Hﬁ@»+a +2ip (2) K (2, p* () +

T

{aK (x,1) 0K (x,t)}
+
ox ot b=t ()
+at Ry (z) + 2idatTaR, (x) —2X\p () at Ry (z) — g (x) ot Re (x) =0
[OK (z,t) OK (z,t) ]

d
—a—K “(r)—0)— N
a— (z,p~ (x) —0) 0‘_ O Y _t:uf(‘r)foJr

d _ [OK (z,t) OK (z,t) ]
°K _
ta— (z, 17 () +0) + p a—py |

+2ip () K (z, p~ (x) = 0) = 2ip () K (2, p~ () + 0) + o~ B3 ()

+
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—2ida”aRy () — 2 \p () a Rs (x) — q(z) o Rs (x) =0

Q%K (2, —pu* (I)) + « OK (z,t) — aaK (z, 1)

= 2ip (x) K (2, =p* (x)) = 0

egitlikleri elde edilmig olur. Burada

T

d 0 0d . : . _ i}
pree + ETvr diferansiyel operatorii ve 3(z) = / p(t)dt olmak iizere
0
i l 1 1
Rala) = e 0, Bya) = ~Zol) Ralo), BY(a) = | ~500) = (o) Pte)
i ) ) 1
fﬁ@)zeﬂw%1%@):§p@ﬂ%@%I%Qﬂz{éﬂ@%—gw%@]R%ﬂ

esitlikleri gozoniinde bulundurulursa (3.8)-(3.10) esitlikleri elde edilir.
Ayrica her X icin

*(x)
OPK (z,t) ,O’K (z,1) , OK (x,t) i
/ l Or2 - 012 _QZP(JU)T—C](HJ)K(J?J)} eMdt =0
—ut(z)

(3.49)
esitligi elde edilir.(3.49) esitliginin sol tarafindaki ifade herhangi bir fonksiyonun
Fourier doniigtimii oldugundan Fourier déniisiimiiniin tekliginden dolay1 alirz ki
K (x,t) gekirdek fonksiyonu h.h.h.y. (3.11) denklemini saglamaktadir.

0 <z <a olmasi durumunda p*(x) =2 ve a=1 olacagindan,

d%K (r.0) +ip@) K (ra) =5 [i(@) +q(x) + () Bala)
d i
%K(% —x) — Ep () K(z,—x) =0
denklemlerinden
K(o.0) =5 qiv(o) + [ [0+ 920)] e



esitliklerinin alinacagi aciktir.

Sonug olarak tezde ispatlanan Teorem 3.1 den p(x) # 0, p(z) = 1 iken [11]
caligmasindaki Teoreml.1, p (z) = 0, p(z) # 0 iken ise [15] cahismasindaki Teo-
reml.1 elde edilmektedir.
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