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Bu c¢alismanin amacit Kuantum fiziginin 6nemli denklemi olan bir boyutlu Coulumb
Potansiyelli Schrodinger denklemi icin konulan ters problemin Ogrenilmesi ve ters
problemlerin yerel(lokal) ¢ézliimlerinin varlig1 ve tekligi ile ilgili teoremlerin ispatlanmasidir.
Bu amagla tezin giris boliimiinde, dnceden yapilan ¢alismalar 6zetlenmistir. Birinci boliimde
tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir. Ikinci boliimde sonlu aralikta Coulumb
potansiyele sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorii, birinci mertebeden denklem
sistemine indirgenmis, ve bu sistemin ¢oziimiiniin bir gosterimi elde edilmistir. Ugiincii
bdliimde, verilen operatdriin spektrumunun 6zellikleri incelenmistir. Dordiincii boliimde genel
hali ile verilen Sturm-Liouville sinir deger problemi i¢in ters problem kurulmus ve yerel
coziimlerden bahsedilmistir. Besinci boliimde ise verilen diferansiyel denklem ve st
kosullarinin iirettigi operator i¢in ters problem kurulmus ve yerel(lokal) ¢oziimlerinin varlig

ve tekligi ile ilgili teoremler ispatlanmistir.



ABSTRACT

THEOREMS ON THE EXISTENCE AND THE UNIQUENESS
OF THE LOCAL SOLUTIONS OF INVERSE PROBLEMS
FOR STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

OMER KiSi

Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. RAUF AMIROV
2010, 90 pages

The aim of the present study is to prove the theorems on the learning of the inverse problem
for one dimensional Coulumb Potential Schrodinger equation which is an important equation
of Quantum Physics and the existence and the uniqueness of the local solutions for inverse
problems. For this reason, the previous studies are summarized in the introduction part of the
present thesis. In the first part, the basic definitions and theorems used in the thesis are given.
In the second part, the Sturm-Liouville differential operators with Coulumb potential at finite
interval is reduced to a first degree equation system and a display of the solution of this
system is obtained. In the third part, the features of the spectrum of the given operator are
analyzed. In the fourth part, a test problem is established for the Sturm-Liouville limit value
problem given in its general state and local solutions are discussed. In the fifth part, an inverse
problem 1is established for the differential equation and the operator produced by limit
conditions, and the theorems on the existence and the uniqueness of local solutions are

proved.
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GIRIiS

Spektral analizin bir dali olan inverse (ters) problemler yani, spektral karak-
teristiklere gore operatorlerin kurulmas: problemi, fizigin bircok alaninda kul-
lanilmaktadir. Ornegin mekanikte, verilen dalga boylarina gére homojen ol-
mayan yayda yogunluk dagiliminin 6grenilmesinde, Kuantum mekaniginde,
verilen enerji seviyelerine veya sagillma verilerine gore, pargaciklar arasinda
etkilegiminin 6grenilmesinde, jeofizikte yeralt1 madenlerinin aranmasinda karsi-
miza ¢cikmaktadir.

Bu ytizden verilen sistemin enerji seviyelerinin ve dalga boylarinin bulun-
masi1 en 6nemli problemlerden biridir. S6z konusu problemlerin ¢oziimii, farkl
potansiyelli Schrodinger denklemi i¢in sinir deger problemlerinin 6zdeger, 6z-
fonksiyon ve normallestirici sayilarinin bulunmasina indirgenmektedir.

Ayrica, Kuantum teorisinin énemli problemlerinden birisi de sistemin ener-
ji seviyeleri belli iken sistemin bulundugu potansiyel alani bulmaktir. Bu tip
problemler, singiilariteye sahip Sturm-Liouville operatorler icin inverse (ters)
problemler yardimiyla c¢oziilmektedir. Bu yiizden de stz konusu operatorler, n
spektral karakteristiklere gore belirlenmesi probleminin ¢oziilmesi énem tagi-
maktadir.

Tanmim 01: Tamim bolgesi sonlu ve katsayilari toplanabilir fonksiyon-
lar olan diferansiyel operatore regiiler, tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari
(bazilar1 veya tamami) toplanabilir olmayan diferansiyel operatorlere singiilerdir
denir. Ikinci mertebeden regiiler operatorler icin spektral teori Sturm-Liouville
teorisi olarak bilinir. XIX. yiizyilin sonlarinda ikinci mertebeden diferansiyel
operatorler icin sonlu aralikta regiiler sinir sartlar: saglanacak sekilde adi dife-
ransiyel operatorlerin 6zdegerlerinin dagilimi Birkoff tarafindan incelenmistir.
Diskret spektruma sahip ve uzayin tamaminda taniml operatorlerin 6zdeger-
lerinin dagilimi, 6zellikle Kuantum mekaniginde ¢ok énem tagimaktadir. Bi-
rinci mertebeden iki denklemin regiiler sistemleri daha sonraki yillarda ele

alinmigtir. Singiiler operatorler icin spektral teori ilk olarak Weyl tarafindan
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incelenmigtir. Daha sonra Riestz, Neumann, Friedrichs ve diger matematikgiler
tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olustu-
rulmugtur. Simetrik operatorlerin tiim self-adjoint geniglemelerinin bulunmasi
problemi Neumann tara-findan bir siire sonra yapilmigtir.

Ikinci mertebeden singiiler operatorlerin spektral teorisine yeni bir yak-
lasim1 1946 yilinda Titchmarsh vermistir. Dogru ekseninde taniml azalan

(artan) potansiyelli

Sturm-Liouville operatorleri icin 6zdegerlerin dagilimi formiilii Titchmarsh tarafin-
dan bulunmugtur. Son yillarda bu operatére bir boyutlu ¢ (z) potansiyelli
Schrodinger denklemi de denir. Ayni zamanda bu ¢aligmada Schrodinger ope-
ratorii icin dzdegerlerin dagilim formiilii de verilmigtir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel ope-
ratorlerin spektral teorisinde 6nemli bir yere sahip olan caligmalar, 1949 yilinda
Levitan tarafindan yapilmigtir. Levitan bu caligmalarinda spektral teoriyi
esaslandirmak i¢in kendine has bir yontem vermistir. Farkl singiiler durum-
larda diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, ozellikle 6zdegerlerin, 6zfonksi-
yonlarin asimptotigine ve 6zfonksiyonlarin tamligina iligskin konular Courant,
Carleman, Birman, Salamyak, Maslov, Keldish vs. matematikgciler tarafindan
geligtirilmigtir.

Tanmim 0.2: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristik-
lerinin bulunmasi problemine diiz problem, spektral karaktristikleri verildiginde
bu Sturm-Liouville tipinde hangi L diferansiyel operatoriin spektral karakteris-
tikleri oldugu problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatorlerin spektral analizinde
onemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir sira problemleri ile siki
baglantilidir. Diferansiyel denklemler i¢in ters problemler teorisinin baglangici
sayilan ilk galigma Ambartsumyan’a (1929) aittir. 1929 yilinda Ambartsumyan

tarafindan Sturm-Liouville operatorleri igin ters problemlerle ilgili agagidaki



teoremler ispatlanmigtir:
Teorem 0.3: ¢(x) , [0,7] arahiginda gercel degerli sinirli bir fonksiyon

olmak iizere A\, A1, ..., Ap, ... 'ler
v +{A\—q(x)}y=0, 0<z<m, (0.1)

y (0)=y'(m) =0 (0.2)
probleminin 6zdegerleri olsun. Eger \, = n?, (n =0,1,...) ise ¢ (z) = 0 dir.
Ambartsumyan’m bu galigmasindan sonra ters problemler teorisinde gegitli
problemler ortaya ¢ikmig ve bu tip problemlerin ¢oziimii icin farkl yontemler
verilmigtir Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuclardan birisi Borg’ a aittir ve
elde ettigi sonuc, asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.4: Ao, A1, ..., Ay, ... 'ler (0.1) diferansiyel denklemi ve

y'(0) = hy (0) =0, (0.3)
y' (m)+ Hy(m) =0, (0.4)
siur kogullari ile verilen problemin; pg, fty, ..., ft,,, ... 'ler ise (0.1) denklemi ve
y'(0) — hay (0) = 0, (0.5)
Y (m)+ Hy(7) =0, (0.6)

siir kogullari ile verilen problemin ozdegerleri olsun. O halde {\,}, -, ve
{Un}nzo dizileri, ¢ (z) fonksiyonu ve h,h; ve H sayilarmm tek olarak belirtir.
(h # hy ve h, hy H sonlu gergel sayilardir)

Borg’” un (1945) cahsmasmda, {A.},5o ve {i,},>, dizileri verilen ope-
ratoriin farkli spektrumlari oldugu farz edilir ve operator bu dizilerin yardimiyla
belirlenir. Yani bu tip operatoriin varligi énceden kabul edilir. Borg ayni ¢alig-
mada, bu tip diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi i¢in bir tek {)‘n}nzo
spektrumunun yeterli olmadigini géstermigtir. O yiizden de, Ambartsumyan’

1n sonucu istisna bir durum olarak diigtiniilmektedir.



Bu galigmadan sonra potansiyelin ¢ (7 — x) = ¢ (z) simetriklik kogulunu
saglamasi durumunda bir spektruma gore Sturm-Liouville operatoriiniin belir-
lenebilecegi Levinson’ un (1949) ¢aligmalarinda ispatlanmigtir. Ayrica Levin-
son negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi durumda, sagilma fazinin, potansiyeli
birebir olarak tanimladigini gostermistir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden
biri de ters problemin ¢oziimlerinde 6nemli bir ara¢ olan cevirme operatorii
kavrami olmugtur. Bu kavram operatorlerin genellegtirilmis 6telemesi teorisinde
Delsarte, Lions (1938), (1956) ve Levitan, Gasimov (1964) tarafindan veril-
mistir. Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in doniisiim operatoriiniin yapisini
ilk olarak Povzner (1948) kendi ¢aligmalarinda incelemistir.

I1. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde
bir sonraki en énemli agamalardan birisi Marchenko (1950) tarafindan kaydedil-
mistir. Marchenko bu caligmasinda ters problemlerin ¢éziimiinde Sturm-Liouville
operatoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.

¢ (z, \) fonksiyonu (0.1) diferansiyel denkleminin
p(0,A) =1, ¢ (0,\)=h, (0.7)

baslangig kogullarimi saglayan ¢oziimii, ¢ (z, A,) = ¢,, (z) fonksiyonlar: ise (0.1)
diferansiyel denklemi ve ayrik simir kosullarinin iirettigi operatoriin 6zfonksy-

onlar: olsun. Bu durumda

™

a, = /4,02 (x, \,) dx (0.8)

0

sayilar1 verilen operatoriin normallegtirici sayilari;

1
PN =) —
Qp
An<A
fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere Marchenko,

Borg'un ispatladigi teoremin benzerini p (\) spektral fonksiyonu yardimiyla

vermistir. Ayrica bu ¢alismada p (A) fonksiyonun Sturm-Liouville tipinde bir

4



diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi icin gerek ve yeter kogulu

verilmigtir. Marchenko’ nun caligmalariyla hemen hemen ayni zamanda Krein

(1951) ve (1954) ¢alismalarinda Sturm-Liouville tipinde diferansiyel operatorii

{Antnso ve {#, b5 dizilerine gore belirtmek igin etkili yontem vermistir. Fakat,

bu calismalarda verilen gerekli ve yeterli kosul, {An},>q ve{u,},>, dizileri

yardimiyla degil, bu dizilerin yardimiyla kurulan yardimci fonksiyon kullanilarak
verilmigtir.

1949 yilinda Marchenko’ nun galigmasi yayinlanmadan 6énce Tikhonov (1949)
tarafindan Marchenko’ nun ispatladigi teklik teoremine denk olan bir teorem
ispatlanmigtir. Tikhonov’ un (1949) ¢alismasinda ispatlanan teoremin ifadesi
asagidaki sekildedir:

Teorem 0.5: )\ < 0 oldugunda

U'+Xp* () U =0, >0, U(c0)=0

probleminin ¢oziimii U (x, ) olsun. Burada p (z) pargali analitik fonksiyon ve
p(z) > py>0dr. R(\) = % olsun. Bu durumda A < 0 oldugunda
R () fonksiyonuna gore p () fonk’siyonu tek olarak belirtilir.

Gelfand ve Levitan’ in (1951) ¢alismalarinda, p (A) monoton fonksiyonunun
Sturm-Liouville operatoriiniin belirtilmesi igin etkili bir yontem verilmigtir.

Diger taraftan bu calismada verilen yontem klasik Sturm-Liouville oper-
atortintin { A, },,5o ve {an},5q, (an > 0) dizilerine gore belirlenmesi, igin yani,
verilen dizilerin sirasiyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve nor-

mallegtirici sayilar1 olmasi icin gerekli ve yeterli kogul agagida verilen klasik

asimptotik egitliklerin saglanmasidir:

Y S 1 T,
S A EIE
b JE] ,

I I e [ Y Y

™

1
Burada ag = - h+H+ 1 /q (t)dt| dir. Eger cift say1 ise Z'yi < 00 ve
0



Tn\2 . . N2 .
Z (;) < 00, eger m tek ise Z (7") < 00 ve ZT% < oo dir.

Fakat, bu caligmalarda ters problemin iki spektrumuna gore tam ¢oziimii
verilmemistir. Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani, iki
spektruma gore regiiler Sturm-Liouville opertoriiniin belirlenmesi Levitan ve
Gasimov’un (1964) caligmasinda verilmistir. Bu ¢aligmada verilen problemin
{O‘n}nzo normallestirici sayilarinin iki spektruma bagl oldugunu gosteren en

onemli formiil,
hi—h 1 M — A
My — )\Tl k=0 My — )\ﬂ

ay =

seklinde elde edilmigtir. Burada H sembolii, sonsuz carpimda k£ = n. carpanin
bulunmadigini gosterir. (0.9) formiilii iki spetruma gore ters problemin ¢dziimii-
nii vermektedir. Gergekten de eger, dizileri {\,},-, ve {11, },5, dizileri

1
Vo = n+@+a—;+o(—> (0.9)
n n

A
a0
Vi, = n+—+—+0(—

seklindeki klasik asimptotik formiilleri saglarsa, (0.9) formiiliinden yararla-
narak {a,},, saylarmin asimptotik ifadeleri bulunur. Buradan ¢ () siirekli
fonksiyon oldugu durumda {A,},-, ve {an}, -, dizilerinin (0.1) formundaki
denklemin iki spektrumu olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar alinir. Bu kosullar
asagidaki sekilde siralanabilir:

1) {An}so ve {i, }oso dizileri sirahidir, yani Ay < pp < A1 < py < Ag <
o < ... seklindedir.

2) An ve u, 'ler (0.9") asimptotik formiillerine sahiptir.

3) g #

Simdi ise, singiiler Sturm-Liouville operatorleriyle ilgili baz1 sonuglardan
kisaca bahsedilecektir.

Gasimov’ un (1965) calismasinda,

—y" + {l(l; Uiy (I)} y=">X (0.10)




diferansiyel denklemi ve

y(0) =0, (0.11)
y' (m) — Hyy (m) =0, (0.12)
y' (m) — Hay (m) =0, (0.12')

sinir kosullan ile verilen diferansiyel operatorii incelenmis ve bu diferansiyel
operator icin iki spektruma gore ters problemin ¢oziimii verilmigtir.

Teorem 0.6: [ pozitif tamsay1, ¢ (z) € Lo [0, 7] olmak iizere Ag, A1, ... ve
Loy Hqs - dizileri sirasiyla (0.10),(0.11), (0.12) ve (0.10),(0.11),(0.12") tipin-
deki diferansiyel operatorlerin 6zdegerleri olmasi igin:

1) {M}nso Ve {f,},so dizileri ortak olarak sirahdr,

l
2) A\, = <n+§>+a+an,

2
asimptotik formiilleri saglansin, burada a # b ve {a,}, {b,} dizileri oyle ki

Z lan|® Z |b,|* serileri yakinsaktir,

An
3) E |A,,|” serisi yakimsak olmak tizere j1,, — A\, = b — a + — kogullarmin
n

l
y, = <n+—) + b+ by,

saglanmasi gerekli ve yeterli sarttir.

Gasimov ve Amirov’un (1985) caligmasinda,

/! A
+y +{;+Q($)}y=&;

diferansiyel denklemi ve

y(0)=0 (0.13)
y' (1) = hay (7) =0 (0.14)
y' () — hay () =0 (0.14')

sinir kogullari ile verilen diferansiyel operator icin iki spektruma gore ters prob-
lemin ¢oztimii ile ilgili agagidaki teorem ispatlanmigtir:
Teorem 0.7: {\,}, -, ve {4}, dizileri asagidaki kosullar1 saglasin:

1) {Mu}oso Ve {#n },5o dizileri ortak olarak sirahdir,



1\*> 4 1
2) Mn=(n+=) +—=In(n+=|+24+an
2 T 2

[y = <n+%)2+§ln (n—l—%) + 245 + al,
asimptotik formiilleri saglansin, burada Ay # Aj ve {a,},{al,} dizileri tyle
ki Z |an|? Z |a!,|* serileri yakinsaktir,
O halde bir ¢ (x) siirekli fonksiyonu ve hy, hy gergel sayilar vardir ki,
{Antnso, (0.13),(0.14) , (0.15) operatériiniin {1, },,- ise (0.13) , (0.14) , (0.15")

operatoriiniin spektrumlaridir ve
hl—hQZﬂ'(Ag—AQ)

esitligi saglanir.

Diger taraftan W, ! (0, 1) uzayinda singiiler reel degerli potansiyellere sahip
Sturm-Liouville operator sinifi i¢in ters spektral problem Hryniv ve Mkytyuk
(2003) galigmasinda incelenmistir.

Bu calismada ¢ € W5 (0, 1) reel degerli dagilim (distrubition) fonksiyonu
olmak iizere H := Ly (0,1) Hilbert uzayonda

2

[P
dz?

+4q

diferansiyel ifadesine karsilik gelen 7" Sturm-Liouville operatorii tanimlanmig
ve Savchuk ve Shkalikov’un (1999) ¢aligmasina gore, regiilarizasyon yontemi
ile Dirichlet simir kogullarindan bahsedilmistir.

Distrubition anlaminda ¢’ = ¢ olacak sekilde reel degerli o € H alinmig ve
D(T,) = {ue W} (0,1)|v —oue W (0,1), l,(u) € H, u(0) =u(1) =0
kiimesinde taniml
Tu="Tyu=1I(u) :=—(u —ou) —ou

operatorii yazilmigtir.
Burada, distribution anlaminda biitiin « € D (T,) igin Iy (u) = —u" +

qu ifadesi incelendiginde 6zellikle T, operatorii regiiler potansiyeller icin ilkel

8



o nin 6zel segimine bagh degildir, ve (0.16) ya karsilik gelen standart Dirich-
let Sturm-Liouville operatérii ile cakigir. Ayrica T, , ilkel o € H' ye diizgiin
rezolvent anlaminda siirekli olarak baghdir, ve boylece T, , herhangi bir ¢ =
o € Wyt (0,1) icin (0.16) ya ait standart Dirichlet Sturm-Liouville oper-
atoriidiir. Ele alinan potansiyeller sinifi Dirac d— tipli ve %— Coloumb tipli
potansiyelleri icerir ve matematiksel fizik ve kuantum mekaniginde genis olarak
kullanilir (Albeverio, Gesztesy, 1988) ve (Albeverio ve Kurasov, 2000)

Savchuk ve Shkalikov’un (1999) ¢alismasindan iyi bilinir ki, her reel degerli
o € H icin yukarda tamimlanan 7, operatorii, diskret basit ()\i) , ke N
spektrumlu self-adjoint operatordiir ve A\j, Ay = 7k + pk (pk € [ olan dizi)
seklinde asimptotige sahiptir. (Savchuk ve Shkalikov,1999, Savchuk,2001, ve
Hryniv, 2003). Regiiler ¢ potansiyelleri igin yukaridaki asimptotikler pk =
0 (%)olacak sekilde yazilir.

" reel ikigerli farkl sayilardan olusan ve yukarida ifade

Bu c¢alismada
edilen asimptotiklere sahip hangi (A7) dizileri , W' (0,1) den olan singiiler
potansiyelli Sturm-Liouville operatorlerinin spektrumudur " sorusunun cevabi
aragtirilmigtir. Bu soru , ele alinan potansiyeller icin ters spektral probleme
gotiiriir. Yani bu durum, karsilik gelen spektral parametreye dayanan ¢ potan-
siyelinin kurulmasidir.

Regiiler durumda, yukarida bahsedilen problemin ¢6ziimii sadece (/\z) spekt-
rumunun yetersiz oldugu bilinmektedir. Aymni Dirichlet spektrumlu Sturm-
Liouville operatorlerinin iirettigi bir ¢ok farkli ¢ potansiyelleri (isospectral)
vardir. Poschel ve Trubowitz(1987), verilen (A;) spektrumlu (reel, basit ve
M = 7Tk +0 (%) asimptotigine ait) H Hilbert uzaymmdaki biitiin potansiyel-
lerin kiimesinin, analitik olarak w, = n agirhiklan ile [ (w,) agirhkh uzaya
difeomorfik oldugunu géstermislerdir.

q potansiyelini yeniden tek olarak elde etmek icin spektrumun yaninda bazi
ek bilgiler verilmelidir. Bu bilgiler, (0,1) araligimin yarisi iizerindeki potan-

siyelin bilinmesi veya farkli sinir kogullar olan aymi diferansiyel ifade ile verilen



Sturm-Liouville operatoriiniin spektrumu veya biri biitiin aralik igin digerleri
araligin esit iki yarisi i¢in olan ti¢ spektrum olabilir.

(Cevirme operatorlerine dayanan regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin spekt-
ral verisinden , q potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmasi Marchenko
(1950) ve Gelfand (1951) tarafindan gelistirilen Gelfand-Levitan-Marchenko
denklemi olarak adlandirihir. Iki spektrum ile ¢ potansiyelinin kurulumu icin
bir alternatif metod, Krein (1951) tarafindan gelistirildi. Daha sonra H Hilbert
uzayindan potansiyellere sahip Sturm-Liouville operatorler sinifi i¢cin Trubowitz
ve Poschel (1987) tarafindan farklh bir yaklagim onerildi. Yazarlar spektral
veriyi ve H ¢ deki potansiyeller arasindaki doniigiimii ayrintili olarak ¢aligmiglar
ve ters spektral problemin ¢oziilebilirligini ispatlamislardir. Ozellikle spektral
veriyi tam olarak karakterize etmiglerdir.

Hryniv ve Mkytyuk ‘ un (2003) galigmasinda Gelfand,Levitan ve Marchenko-
'ya gore, klasik yaklasim genellestirilmis ve W, ' den singiiler potansiyellere
sahip Sturm-Liouville operatorler sinifi igin ters spektral problem tam olarak
¢oziilmiis-tiir. Soyle ki spektral veriler kiimesinin acik bir sekli verilmis ve bu
kiimenin keyfi bir elemanindan ¢ 'nun yeniden nasil elde edildigi agiklanmigtir.

Diger singiilarite tiplerine gore (6rnegin Sturm-Liouville operatorler simifi
‘ ya benzer potansiyeller vs.) , Hald (1984),
Andersson (1988), Carlson (1994), Hald ve McLaughlin (1988), Yurko (200)
ve Freiling (2002), Amirov ve Yurko (2001) baknuglardur.

icin « siireksizlik noktasi x%

Araligin i¢ noktasinda singiilariteye ve siireksizlik kogullarina sahip dife-
ransiyel operatorler, Amirov ve Yurko (2001) tarafindan ¢aligilmigtir. Bu galis-
mada 7 = 0 noktasinda singiilariteye sahip self-adjoint olmayan Bessel potan-
siyelli Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu araligin i¢ noktasinda ¢oziimiin
siireksizlige sahip oldugu durumu incelenmigtir ve verilen operatoriin spektral
ozellikleri ve bu spektral ozelliklere gore ters problemin konumu ve ¢oziimii
icin teklik teoremleri ispatlanmigtir.

Benzer sekilde Amirov (2002) calismasinda self-adjoint olmayan, Bessel
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potansiyelli Sturm-Liouville operatorii i¢in sonlu aralikta sonlu sayida siireksiz-
lik noktalarina sahip oldugu durum incelenmistir. Burada verilen diferansiyel
operatorii iireten diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin davraniglar: , operatoriin
spektral ozellikleri , spektrumu basit oldugu durumda yani yalnizca 6zdeger-
lerden olustugu durumda , 6zdegerlere karsilik gelen ¢zfonksiyon ve kogulmus
fonksiyonlara gore operatoriin ayriligimi, spektral parametrelere gore ters prob-
lemin konumu ve bu ters problemlerin ¢oziimii icin teklik teoremleri ispatlan-
migtar.

Amirov ¢ un (2006) ¢aligmasinda, sonlu araligin i¢ noktasinda siireksizlige
sahip Sturm-Liouville diferansiyel operatorler sinifi igin ¢evirme operatorii,
¢ekirdek fonksiyonunun bazi 6zellikleri, spektral karakteristiklerinin bazi 6zel-
likleri ve ters problem icin teklik teoremleri 6grenilmistir.

Sonlu aralikta Coloumb potansiyeline sahip Sturm- Liouville operatorleri
icin ters problemlerin aragtirildigl bu tezde agagidaki yol izlenmistir :

1. Bolimde tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmigtir.

2. Boliimde sonlu aralikta Coloumb potansiyele sahip Sturm-Liouville
diferansiyel denklemi, birinci mertebeden denklem sistemine indirgenmis ve
bu sistemin ¢oziimiiniin bir gosterilimi elde edilmigtir.

2.1 alt boliimiinde |,

Y1 — Yy =u(x)y

, (2.1.3)
Yo — Ky = —u(x) y2 — u? (2) y1 + g (2) 1
y - (1 1
olmak iizere (2.1.3)-(2.1.4) probleminin (0) = baslangic kogu-
Y2 1k
9 N NP
lunu saglayan y (z, k) = (x,k) ¢oziimiiniin
Y2

11



Y1 = €ikx -+ / KH (.%, t) €iktdt

Yo = ike*® + b (z) ekT + /Kgl (z,t) e*dt 4 ik /Kgg (z,t) e*dt

\

(2.1.7)
seklinde bir gosterilime sahip oldugu gosterilmigtir. Ayrica farkli bolgelerde
K;j (z,t), (i, = 1.2) fonksiyonlar: i¢in integral denklemleri sistemi elde edilmistir.

3. boliimde, verilen operatoriin spektrumunun 6zellikleri, incelenmistir.
3.1 alt boliimiinde , A =0, ¢ () = 0 durumuna kargilik gelen Ly problemi-
nin

Ag (k) = sinkm

karakteristik fonksiyonunun ¢zellikleri ve L probleminin ¢zdegerlerinin tzellik-
leri incelenmigtir.

3.2 alt boltimiinde , L probleminin spektral karakteristiklerinin n ‘ nin
yeterince biiyiik degerlerinde davraniglar: 6grenilmigtir.

3.3 alt boliimde L Sturm-Liouville sinir deger probleminin 6zfonksiyonlar
sisteminin tam oldugu ve Lo (0,7) de ortogonal bir taban olugturdugu ispat-

lanacaktir.

4.boliimde,

ly=—y"+qx)y=\y , A=k, 0<z<m
y' (0) = hy (0) = 0
y () + Hy (m) =0
sinir deger problemi i¢in inverse problem kurulacaktir.
5.boliimde,
y (z) aranan fonksiyon, A gergel sabit; A spektral parametre g (z) € Ly (0, 7)

12



gercel degerli sinirli bir fonksiyon olmak iizere,
1 A
-y + {;—l—q(x)}y(x) =Xy, O<z<m
diferansiyel denklemi ve
y(0)=0 , ¢ (m)+ Hy(m) =0

sinir kosullarinin iirettigi operator icin konulan ters problemin 6grenilmesi ve
ters problemlerin yerel (lokal) ¢ziimlerinin varhig: ve tekligi ile ilgili teoremler

ispatlanacaktir.
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1. BOLUM

Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
onemli kavramlar ve teoremler verilmigtir.
Tanmim 1.1 : o <t < b olmak iizere Ls [a, b] uzayu,

b

Lola,b] = x(t):/[a:(t)]2dt<oo

a

seklinde tanimlanir ve bu uzayda i¢ carpim ise
b
)= [ 1@ 9@ do

seklinde tammmlanir (reel durumda g (z) = ¢ (x)).

Tanmim 1.2 : [; uzay1

= { = (1,22t ) |3 Jf? < OO}
n=1

seklinde tanimlanir.

Tanim 1.3: L, D (L) tanmim kiimesinde siirh lineer bir operator ve

0 1 Q) = p(r) q(x) () = Y1 (2, A)

-1 0 q(x)  —p(x) ya (2, )

B =

olmak fizere

L,=By +Q(x)y=\y

esitligini saglayan y () # 0 vektor fonksiyonu mevcut ise A sayisina L oper-
atoriiniin 6zdegeri, y (x, \) fonksiyonuna ise A ya karsilik gelen 6zfonksiyon

denir.
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Tanim 1.4 : {\,} dizisi L operatériiniin dzdegerleri ve y (x, \,) ler bu

ozdegerlere karsilik gelen 6zfonksiyonlar olmak {izere

b
an= [ {5 A0) + 43 . A

sayilarina L operatoriiniin normallegtirici sayilar1 denir.
Tamm 1.5 : L — A operatoriiniin smirh (L — AI) ™" tersinin meveut ol-

madig1 A * lar kiimesine L operatoriiniin spektrumu denir ve o (L) ile gosterilir.

o(L)={\: Ly =y, y€ D(L)}

Tanim (Adjoint Operator) 1.6 : H; ile Hy iki Hilbert uzaylar ve L :
H, — H, smirh lineer bir operator olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii
(Lx,y) = (x, L*y) sartlarim saghyorsa L* operatoriine L nin adjointi denir.
Eger L = L* ise L operatoriine self adjoint operator denir.

Tanim (Cevirme Operatorii) 1.7 : E lineer topolojik uzay, A ve B de
A:F — FE, B: F — FE geklinde tanimu iki lineer operator olsun. Fj ile Fy
de E lineer uzaymin kapali alt uzaylar: olmak tizere E uzayimin tamaminda
tanimhi, F; den Fs ye doniisiim yapan ve lineer terse sahip X operatorii,

i) X ve X! operatorleri £ uzayinda siireklidir,

i) AX = X B operator denklemi saglanir.
sartlarini sagliyorsa, bu operatore A ve B operator ¢ifti icin ¢evirme operatorii
denir.

Tanmim 1.8 : f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zp noktasinm ¢
komgulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse , f (z) fonksiyonuna zy nok-
tasinda analitiktir denir.

Tanim 1.9 : f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarida anali-
tik ise f(z) ¢ ye tam fonksiyon denir.

Teorem (Rouché Teoremi) 1.10 : f ve g kompleks diizlemin bir B
bolgesinde sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri diginda

analitik olan fonksiyonlar olsunlar. Eger v, f ve ¢ nin hicbir sifir ve kutup

15



yerinden ge¢meyen , B icinde bulunan basit kapali bir egri ve de v tizerinde

g (2)] < |f (2)

sifirlarin sayis1 kathligi ile birlikte aynmdir.

ise bu durumda f (2) ve f (2)+g¢ (2) fonksiyonlarmin ~ i¢indeki

Teorem (Cauchy Integral Teoremi) 1.11 : f(z) baglantih G bol-
gesinde birebir analitik fonksiyon v ise G ’ de bulunan keyfi diizlendirilebilir

kapali egri olacak bigimde f (z) ¢ nin v egrisi iizerinden integrali sifira egittir :

/f(z)dz:O

Teorem (Cauchy Integral Teoremi) 1.12 : B bir bolge ve v bu bolge
icinde bir kapali egri olsun. Eger «, v i¢inde bir nokta ve f (z) de analitik ise,
1

271 Z—Q
¥

dir.
Tanim 1.13 : Analitik bir f (z) fonksiyonunun ayrik tekil noktasi zq olsun.
Eger,
lim f(z) = o0

z—20
ise zg noktasina f (z) nin kutup noktasi denir.

Teorem (Rezidii Teoremi) 1.14 : D bolgesinde ( f () nin sonlu sayida
ayrik tekil zq, 29, ..., z,, noktalar1 hari¢) ve D nin I' siirinda analitik f (2)

fonksiyonu ic¢in
/f (2)dz = 27?2'2 Res f (2)
2 =1
esitligi saglanir. zo noktasi f (z) nin k& kath kutup noktas: ise

1 dkfl

Res () = Gy i = [f () (z = =)"

2o noktast f (z) nin basit kutup noktas: oldugunda ise

Res f (z) = lim [f (2) (z — 2)]

z=zy Z=z0
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dir.f (z) tam fonksiyon olmak iizere

R~ (Vo)

formiilii ile tamiml R sayis1

f(z) = Zakzk

serisinin yakinsaklik yaricapr ve M (r) = 1‘rn|ax |f (2)] olsun.

Tanim 1.15 : » > R igin
M (r) < exp (")

olacak gekilde p > 0 varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir denir ve

yukarida verilen esitsizligi saglayan p sayilar kiimesinin

b= Tim Ll M (1)

r—oo 1

formiilii ile tanimh p alt sinirima f (z) nin mertebesi denir.
Tamim 1.16 : f(z) tam fonksiyonunun mertebesi sonlu p (0 < p < 00)

olmak tizere r > R icin

M (r) < exp (ar?)

olacak sekilde a > 0 sayisi varsa f (z) sonlu tipe sahiptir denir.
(1.1.1) esitsizligini saglayan o = inf {a} sayisina f (z) fonksiyonun tipi denir
ve
—InM (r)

o = lim
r—00 rp

formiiliiyle hesaplanir.
Tamim 1.17 : ¢ = 0,0 < ¢ < oo olmak iizere p (0 < p < 0o0) mertebeli
f (2) tam fonksiyonu sirasiyla minimal, normal, maksimal tipe sahiptir denir.
Tamim(Mittag-Leffler Agilimi) 1.18: Bir f (z) fonksiyonunun diizlemdeki
aykirihiklart mutlak deger biiyiikliigiine gore siralanmig , basit aq, as, as, ...

kutup yerleri ve bu noktalardaki rezidiileri sirasiyla b, by, b3, ... olsun. Eger Ay
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higbir kutup yerinden ge¢meyen , iizerinde |f (2)| < M esitsizliginin gergek-

lendigi Ry yarigaph ¢ember ise ve N — oo oluyorsa

f(Z)Zf(0)+§.;bn{ o

Z— 0, O

yazilir.
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2. BOLUM
COZUMUN INTEGRAL GOSTERIMi VE OZELLIKLERI

2.1 integral Denkleminin Olusturulmasi

y) =~y + %y +q(2)y
diferansiyel ifadesini ele alalim. Tanim 0.1 geregi bu ifade singiiler diferansiyel
ifadedir. Bu durumda —y" + %y + q(x)y = Ay veya bagka bir gosterimle
[ (y) = Ay diferansiyel denklemi bir singiiler diferansiyel denklemdir. Ayrica
y' (0) degeri mevcut degildir. Dolayisiyla éncelikle verilen diferansiyel opera-
toriin bu ifadelere benzer degerleride tanimli olacak gekilde yeni bir operator
tanimlamak gerekir. Bu operatorse , verilen operatoriin self-adjoint geniglemesi

olarak alinabilir.
" A 2
L(y) =—y +;y+q(x)y=)\y,)\:k,0<x<7r (2.1.1)
diferansiyel denklemi
y(0) =0, y' () + Hy(m) =0 (2.12)

sinir kogullarinin iirettigi L problemini ele alalim. Burada A spektral parame-
tre, ¢ (x) gercek degerli, sinirli bir fonksiyon ve g (z) € Lo (0, 7) dir.

(2.1.1) diferansiyel denkleminde u(x) = Alnz € Ly (0,7) olmak iizere
(Ty) (z) =y — u (v)y alinirsa,

[y) =—y' +u @y+a@)y=— —ul@)y) —u@)y +q@)y="ry

Ly) =—[Ty)(2)] —u(2)(Ty) (z) = u? @)y +q(x)y =y

Uly) =u(0)=0, V(y) :=(Ly2)(7)+ Hys(m) =0
elde edilir. Simdi y; =y , o (z) =y —u(z)y = (I'y) (z) denilirse,

—u(x =qyyg =T
Y1 ()yl Y2 n (2'1'3)

Yo + K2y = —u (2) yo — u? (2) 1 + g (2) 1
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y1(0) =0, (Ty2) (7)) + Hyy (m) =0 (2.1.4)

problemi elde edilir.

(2.1.3) sisteminin matris gosterilimi

U 1
S . (2.1.5)
Y2 —k* v’ +q(x)  —u(x) Y2
u(x 1 ,
veya A = () LY = u olmak iizere y = Ay
-k —u’+q(z) —u(z) Yo

matrisinin elemanlar: integrallenebilir olduklarindan Naimark " in (1967) galis-
masinda iy = Ay+ f, f € Ly (0,7) sistemleri icin baglangic-deger probleminin
¢Oztimiiniin varhg ile ilgili teorem geregi her ¢ € [0,7],v = (v1,v2)" € A2 i¢in
(2.1.3) sisteminin y; (¢) = v1 y2 (¢) = vy baglangi¢ kogullarim saglayan sadece
bir tek ¢oziimii vardir. Ozel olarak y; (0) =1 , y,(0) =ik almabilir.

Tanmim 2.1.1 : (2.1.3) diferansiyel denklemler sisteminin y; (¢) = vy, y2 (¢) =
(T'y) () = v baglangig kogullarimi saglayan ¢oziimiiniin birinci bilegenine ,(2.1.1)
denkleminin ayni kosullarini saglayan ¢oziimii denir.

Simdi (2.1.3) diferansiyel denklemler sisteminde A = 0 ve ¢(x) = 0

aliirsa

Yy —y2 =0
Yo + K2y =0
lineer homojen diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin . (0)
Y2
o e e Y1 1 ik
= baglangic kosullarimi saglayan coziimii () = e
N L el N 1 —ik
dir. Lineer homojen sisteminin bir diger ¢tziimii de (x) = e e
Y2 —ik
dir. O halde lineer homojen sisteminin genel ¢oziimii de
c eikx +ec eik:c
= T | dir. Simdi
Yo ikcie*® — jkeqe— ke
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Y1 — v = u (7)Y

Yo + Ky = —u(2)ys = (2) y1 + g (2)
homojen olmayan lineer diferansiyel denklem sisteminin genel ¢oziimiinii bul-

mak igin,
m ( ) 1 (ZE) eikz + o (37) efikx
xT) =
Yo ikey (z) €% — ikey () e~k
n (2) ¢y () €*® 4 ¢y (1) e 4 ikey (z) € — ikey (z) e
xT) =
y'2 chll (37) eikz . Zk’CIQ( ) —ikz — k2¢ ( ) ikr k202 (IL‘) efikm

alimir ve (2.1.4) sisteminde yerine yazilip , parametrelerin degigimi metodu

uygulanirsa;
- 1 |
c (z) = 5/ {u (t)y1 — o (u®)y2 + v (&) y1 — q () 1) elkt} dt + ¢}
0 €T
1 1 2 ikt 0
@) =5 [ Ju®u+ (@) g+ (On—q@)y)|e™d+c
0

elde edilir. c1 (x) ve ¢y (z) ifadeleri denklemde yerine yazilirsa;

v (2, k) = et 4 Heihe

+%0/ [u )y — % (w(t)ys +u® (t) y1 — q () yl)} k(=0 gy
—l—%O/ [u (t)y1 + i (u(t) y2 +u? (t) y1 — q () yl)} e~ k=t gt

Yo (2, k) = ikc{er™ — ikcGe~ e

—I—%/ {u )y — % (u(t)ys +u® (t)y1 — q (¢) yl)} @) gt

MI%

Yo+ o ( (D ya+u? )y —q () ) | e at
5[ e |
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ikx + Cgefikx

=O
]

y1 (z, k) =¢

+ [ [u(t)yicos k(x—1t)

HO\H

o @® e+ Oy —a () yo)sin k(z —t)| dt

yo (2, k) = ikcle

xT

ik ikcge_“”
—I—/ [—ku (t)ypsin k (z —t)

—(u)y2+u () y1 —q(t) y1) cos k(x —t)|dt

denklemleri elde edilir. Dolayisiyla (2.1.3) sisteminin

1 1

baglangic kosullarini saglayan ¢oziimii;
( T
. 1
wh) = et [ @ eosk =0 - 1 (WO wO +7 Ou®
0
—q(t)y1 (t))sink (x — t)]dt

Yo (2, k) = ike*® — /[ku (t)y1 (t)sink (z —t) + (u (t) g (t) + 2 (t) y1 (2)

—q(t)y1 (t)) cosk (x — t)]dt

olarak elde edilir Amirov’'un [1] ¢alismasinda,

\

1 1

baglangic kosullarini saglayan her ¢oziimiiniin

¢

T
y1 = ekT /Kn (z,t) e*tdt

Yo = ke 4+ b (x) e + /Kgl (z,t) e™dt 4 ik / Ky (,t) e dt

\ —T

(2.1.6)
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seklinde bir integral gosterilimine sahip oldugu ispatlanmigtir. Burada K;; (z,t)
, 14,7 = 1,2 ve b(x) reel degerli fonksiyonlardir.
Dolayisiyla asagidaki teorem ispatlanmigtir:

Teorem (2.2.1): L probleminin

baglangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii igin su gosterim mevcuttur.

Yy = €ikx+/K11 (l‘,t) eiktdt

yp = ke +b(x) e 4 /K21 (z,t) e*dt + ik / Ky (x,t) e*dt

Burada b (z) = —%/ [W® (s) —q(s)]e = ds ve

Ky (z,z) = %u (x)
Ko (z,2) = =b' (z) — 1 /u2 (s) K11 (s,8)ds — %/u (s) K1 (s,5)ds

ve
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3. BOLUM
3.1 Karakteristik Fonksiyon ve Ozellikleri

Bu boliimde L operatoriiniin spektrumunun 6zellikleri aragtirilacaktir. A =

0 ve ¢ () = 0 olmas1 durumunda L operatorii Ly ile gosterilsin.

r, k
ok =" b
P2 (SIZ‘, k)
0
fonksiyonu ¢ (0, k) = baglangi¢ kogulunu saglayan ¢oziim olsun A = 0
1

ve ¢ () = 0 olmasi durumunda bu ¢oziim ¢, (z, k) ile gosterilir.

Yo1 (% k) — yo1 (m, k)
21

Yo2 (% k) — yo2 (m, k)
21

= sin kx

Po1 (xa k) =

= kcoskx

Yo2 (xa k) =

seklindedir.

Ap (k) ile Lo probleminin karakteristik fonksiyonu gosterilirse;
o1 (M, k) = Ao (k) =sinkr =0

oldugu agiktir. Ag (k) denkleminin n € IN igin kO kokleri Lo probleminin
ozdegerleridir.
Tamm 3.1.1: y (z,\), 2 (z, ) € D (L) fonksiyonlar

™

/y(x, A)z (z, p)dz =0

0

kosulunu saglarsa; y (z, A), z (x, 1) fonksiyonlar1 ortagonaldir denir.
Tanim 3.1.2: y (z,\) € D (L) i¢in a,, normallegtirici sayilari;

™

o, = /y2 (x,\,) dx

0

olarak tamimlanir.
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Lemma 3.1.3 (Lagrange Formiilii) : f,g € D (L) olsun. Bu durumda;

™

(Lif.g) = / L) gde = (f, Lig) + (1.9 []

0

esitligi saglanir.

Burada;
£3[5 = [09) @) £ @) - ©H @ 9 @) |,
ispat:
(Lif.g) = / (f' — uf) gz — / w(f — uf)gde — / (« — q(z)) fgde
- / (' — uf) (7 — ug) dr — / (¢ — q () fgde — (TF) (@) 9 ) []
- / L@ de + 1,35 = (f, Lig) + (£ 9)
Lemma 3.1.21:

ggi}kg—k%}:q>0

Yani Ag (k) karakteristik denkleminin kokleri ayriktir.
Ispat: Kabul edelim ki {0} dizisinin {k } ve {%223} alt dizileri vardir;

oyleki k), # %gp ve p — oo iken

0 70 | _
Ky, — k| =0

lim

p—00

dir. Yani L (0,7) uzaymda Lo probleminin ¢, (z,k0)) ve ¢ (.75 K0 ) oz

» "Ynp ) "Ymp

fonksiyonlarinin ortagonallik kosulundan yararlanilirsa;

™

0= /(po (z, k) @0 (m,%%) dx

0
T

- /()OO (I7 kgp) ()00 (I7 k'(r)zp)dx

"‘/SO() (l’, kgp) |:()00 <x7%np> — ¥o ('Iu kgp):| dx
0
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- / sin? (k2 x) d + j o (z, knp)l (.52,) = 0 (= k:np)} dx

()

/ (1 — cos (2k,x )> dz + j o (.K9,) {% (x,'/%gp) (;,;7;%)] da:
-3

0

_%Jr/ﬁ (I,knp){ (x,%2p> ~ ¢ (ijkgp)}dx

™

+ [ (wa,) [% (7o) — 0 (. knp)} dr

0

|8

elde edilir.

Ayrica;

(m, k’np> o (z, k:gp) = sin (E?pr> — sin (k:gpx)

esitsizliginden ve hipotezden,

lim ‘900 <$, knp) — %o (l’, knp) =0

p—00

yazilabileceginden p — oo iken limite gegersek 0 > £ olur. Buise 0 <z <7

olmasiyla geligir. Bu ¢eligki ile lemma ispatlanir.

A(k) = <w(x,k),o(zk)><y(z),z(z)>
=y () ([z) (z) = (Ty) () 2 (x)

olarak tamimlansin. ¢ (z, k) fonksiyonu ¢ (0,k) =1 (') (0, k) = h baglangig
kogullariny; w (m, k) = 1, (I'w) (7,k) = —H baglangic kosullarin1 saglayan
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¢oziimii olsun. Agktir ki < w(x,k), ¢(x,k) > ifadesi = degiskenine bagh

degildir. Gergekten;

| oewn  w@n |
(Te) (z,k) (Tw) (z, k)

dWw

dx

Aym zamanda ¢ (x, k) ve w (z, k) 2.1.1 denklemimizin bir ¢ziimii olsunlar.

=p(zx, k)" (2, k) — " (z,k)w (x, k)

R+ S (k) + (@) g () = Mg (0, B)

A
—" (x, k) + —w (z, k) + q(x)w(x, k) = M (2, k)
birinci denklemi w (z, k) , ikinci denklemi ¢ (x, k) ile garpip, taraf tarafa gikaril-
diginda;
o (z, k)" (z,k) — " (2, k) w (z,k) = 0

aw
dx

olmasi agiktir. Yani < w(x, k), ¢ (z, k) > ifadesi x degiskenine bagh degildir

A(k)=V(p)=-U(w)
r =0 icin
A(k) = w(0,k)(Tp)(0,k) — ¢ (0,k) (Tw) (0, k)
= —((Tw) (0,k) + hw (0,k)) = =U (w)

A (k) = w (ﬂ-’ k) (P(p) (71—7 k) - (ﬂ-’ k) (Fw) (71—7 k)
- (P(p) (7T7 k) + Hyp (71—7 k)
= Vip)

yani A (k) fonksiyonu k ’ya gore tamdir ve onun sayilabilir sayida olan sifirlari

L probleminin 6zdegerleridir.
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Lemma 3.1.5: L probleminin dzdegerleri basittir. Yani A (k,) # 0 dur.
Ispat: w(z,k) denklemimizin w (7, k) = 1, ' (7, k) = —H kogullar al-

tinda ¢oziimleri olsun.

—M%mm+{§+q@4owM:kw@k)

A
(o) + [+ 0(@)] o) = b o)
ilk denklem ¢ (z, k,,) ile ikinci denklem w (z, k) ile garpihip taraf tarafa ¢ikardik-
tan sonra

% <wl(x, k), oz, ky) >=(k—ky)w(z, k) p(x, k)

elde edilir. Son egitligin her iki tarafi = ’e gore [0, 7] de integrallenirse;

™

(k:—k:n)/w(x,k)cp(x, kn)dr =< w(x, k), (z, k) > |5

(k= kn) /w (@, k) @ (2, kn) dx = ((Tp) (z, k) w (2, k) = (Tw) (2, k) @ (2, kn)) [5

(k - kn) /w ("L" k) ¥ ("L" kn) dr =w (ﬂ-’ k) (P(p) (ﬂ-v kn) - (Pw) (ﬂ-’ k) ¥ (77-’ kn)

—w (0,k) (T'p) (0, ky) + (Tw) (0, k) ¢ (0, kn)
= (L'p) (7, kn) + He (7, ky) + (Tw) (0, k)
—hw (0,k) = A (k) — A (k)

elde edilir. k£ — k,, iken limite gegersek

™

/w (2, kn) @ (x, ky) dz = —A (k)

0
[0, 7] arahginda w (x, k,) = B,¢, (x,k,) esitligini saglayan 0 # 3, ’ler icin
anf3, = —A (k) elde edilir ki bu A (k,) # 0 anlamma gelir.
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Lemma 3.1.6: L ve L sir deger probleminin 6zdegerleri siralidir.

Eger H> H ise A\, <1, < A\pt1
Egerf}<Hise Np < A < Myt
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3.2. Ozdeger ve Normallestirici Sayilarin Asimptotik Ifadeleri

Bu boliimde L probleminin 6zdegerleri ve normallestirici sayilar: i¢in n 'nin
yeterince biiyiik degerlerinde asimptotik ifadeler elde edilecektir.
Lemma 3.2.1: L probleminin 6zdegerleri agagidaki asimptotik davraniga

sahiptir:

01 (T, \) = cosnx—i-gl” /u sm2ntdt+€2n( z) €10 ()], [€9y ()] < C
0

(3.2.2)
Burada,
™ A2 | 1 9
1 T ;1 9 sin2 Inw sin“t
w—H—l—h+§/q(t)dt—T (In*7 —2Inm +2)+A4 1 g —/ ; dt
0 0

Ispat: [0, 7] arahiginda; |p| — oo iken z € [0, 7] i¢in asagidaki asimptotik

ifadeler mevcuttur.

¥1 (l', )\) = COS px + O <—e(7—|$))
p

~0 (1 |m))
p

(Ly) (2, X)) =y (2,A) = —psmpx—i-O(p Ifw))

Burada; A = p?, 7 = Imp ve (p; (z,A\), 0, (z,))) (2.1.3) sisteminin
01 (0,A) = 1, 5 (0, A) = h kosullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar. ¢, (z, \)

ve @, (x, A) asimptotik ifadelerini
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( T

h
oy (T, A) zcospx+—sinpx+/{u(t)cp1 (t,\)cosp(xz —t)
p
0

+[(q (#) = u? () ¢y (£, 2) = u (t) o (£, 1) W} "

o2 N) = —psinpr+ heospr + [ {=pu ()2, (6 \)sinp (a1
0

+1(q (8) —u? (1) 1 (8, A) — u(t) pq (£, A))] cos p(z — t) di
integral denklemler sisteminin sag tarafinda yerine yazildiginda,

T T

sinp (z —t)

©q (2, \) :cospx+/u(t)cosp($—2t)dt—h/u(t) dt
N 0 0 P
—/u2 t) sinp (z — Qt)dt
2p
x 1 x X
+ (h+—/q(t)dt§/u2(t)d> Smppx
\ 0 0
i — (I7l)
+/q(t)smp(x 2t)dt+0(€ )
J 2p o]
(3.2.3)
Ly, (z,\) = —psinpx—p/u(t)sinp(x—t)dt - h/u(t)cosp(x — 2t)dt
N 0 0
1 2
—5 [ u (t)cosp(z —2t)dt
0
1 1,
+ h+§ q(t)dt—§ u® (t)dt | cos px
0 0
1
+§/q(t) cosp(x —2t)dt + O (e(“‘x))
0
(3.2.4)
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elde edilir.
A (N) = (Tp) (r,\) + Hp (7, \) oldugundan

™

A () = —psin pr — p/u (t)sinp (m —2t)dt +wcospr + k(p)  (3.2.5)
0

olur. Burada

w:H+h+%/(q(t)—u2(t))dt

xT

k(p) :(H—h)/u(t)cosp(w—?t)dt—E/UQ(t)cosp(ﬂ—Qt)dt

2
_ 0
1 D
+§/q(t)cosp(7r—2t)dt+0( )
)
0
Gs == {p:|lp—kl >0 ,p>0, k=0,F1,F2,...} alahm. Yeterince

biiytik p* > 0 icin

AN > Cslplel™™ peGs, p>p (3.2.6)

mevcuttur.

1\ 2
Simdi T, = {)\: Al = (n + 5) } alinsin. Rouche teoremi kullanilarak

A(A) 'm T, bolgesinde (n+ 1) tane sifira sahip oldugu elde edilir, ¢iinkii
Y (0) = {p:|p—n| <0} gemberi i¢inde n’'nin yeterince biiyiik degerlerinde

sadece bir tane sifir1 vardir. Keyfi § > 0 i¢in

P =n+¢n, €n=0(1),n— 0 (3.2.7)

mevcuttur. Eger 3.2.7 ifadesi 3.2.5’te yerine konuldugunda,
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0=Ap)= —(n+ey)sin(n+e,)m™—(n+e,)

™

/u(t)sin(n—l—sn) (m—2t)dt +wcos(n+e,)m+k,

" (3.2.8)

elde edilir.

u(t) = Alnt oldugu za,ma,n/u (t)sin (n + &,) (m — 2t) dt, (g, — 0,n — 00)
0
integralinin yakinsak oldugu gosterilsin.

Verilen € > 0 i¢in verilen integral,

™ 3

/u(t)sin(n+en) (m—2t)dt :/u(t)sin(n+en) (m—2t)dt

0 0
ks

+/u(t)sin(n—|—5n)(7r—2t)dt:[5+[7r

€
seklinde yazlabilir.
f(t)=Alntsin[(n+¢,) (m — 2t)] fonksiyon |, t] iizerinde siirekli oldugun-
dan I, 'niin Riemann anlaminda integrali mevcuttur.
Diger taraftan agagidaki esitsizlikten verilen integralin mutlak yakinsak

oldugu ve bu yiizden yakinsak oldugu sonucuna varilir.
|A|/|lnt|sin[(n+€n) (7 — )] dt < — |A|/|lnt|dt
0 0

€
Ciinkii / [In¢| dt integrali yakinsaktir. Aymi zamanda iki integral de n’ye
0
gore diizgiin yakinsaktir.

™

En = 1 /u (t) sin 2ntdt + O <l)
T n

0
3.2.8 tekrar kullanilirsa,
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1 . w ok,
en = — [ w(t)sin2ntdt + — + —
™ ™m o n
0

Sonug olarak,

Alnn W

po=n— o —+
2r n ™

s |

Diger taraftan

k(pn) = u (t) cos p, (m

l\D|'—‘

o\

17 o(I7lz)
+§/q(t)cos,0n(7r— 2t)dt + O <
0

/u ) cos p,, (m — 2t)dt
0

™

—(H—h) / w(t) cos [(n + &) (x — 20)] dt

0
by

T /q (t) cos cos [(n +ea) (m — 20)] dt +O ( g )

2 (n+en)
0

u(t), u?(t), q(t) € Ly [0, 7] oldugundan k, € Iy 'dir. Ciinkii k, = k (p,,)

ifadesinin sag tarafindaki elemanlar [ 'nin elemanlaridir. Boylece 3.2.1 is-
patland.
Simdi 3.2.1 ifadesi 3.2.3’de yerine konuldugunda 3.2.2’ye ulagilir. Burada;

T

&, (x) = —xsinnz+ 2/tu (t)sinn (z — 2t) dt
K 0 €T
2z )
+— [ u(t)sin2ntdt / tu (t) cosn (x — 2t) dt

T

0 0
1 f 1 f 9 w .
Eop () = h—{—§ q(t)dt—§ u (t)dt—x;—a:kn sin nx

0 0

™

+3 [uttysinn @ - 20de +0 (%)

0
Boylece i = 1,2 i¢in |, (z)| < C 'dir.
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3.3. Tamlik ve Ayrisim Teoremleri

Bu alt boliimde L siir deger probleminin 6zfonksiyonlar sisteminin tam
oldugu ve Ls (0,7) de ortogonal bir taban olugturdugunu ispatlanacaktir. Bu
teorem ilk olarak 19. yiizy1l sonunda Steklav tarafindan ispatlandi. [0, 7] ar-
aliginda diizgiin yakinsak 6zfonksiyonlar i¢cin Fourier serisinin saglandigi kogullar-
da ispatlanmigtir. Tamlik ve ayrisim teoremleri Fourier metodu aracihigiyla
metamatiksel fizikte cesitli problemlerin ¢oziimii igin ve spektral teori igin
onemlidir.

Teorem 3.3.1:

1) L sir deger probleminin {¢ (¥, A) },,», 0zfonksiyonlar sistemi L, (0, 7)’de
tamdir.

2) f(x), z €[0,n] 'de siirekli fonksiyon olsun. O halde

F@) =S e ), an=— [ FHeEA) e (331)

Qp
n=0 0

ve bu seri [0, 7] 'de diizgiin yakinsaktir.

3) f(z) € Ly (0,7) igin 3.3.1 serisi Lo (0, 7) 'de yakinsaktir ve

/ F@Pdr =S an fanf?
0 n=0

(Persavel esitligi) gegerlidir.
ispat:
1) {p, ()}, 0zfonksiyonlar sistemi x € [a,b], Lg[a,b] ’de tamdir.
Yani Vn € IN igin,

b

/f(x)@n(m)dxzo — f(r)=0

a

dir.
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L probleminin ), 6zdegerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonu ¢ (x, \,,) olsun.

baglangic kosullarini saglasin

1 e@Nwt ) e <t
G(Q?,t,)\)_ A()\) @(t,)\)w(x,)\) >t

fonksiyonunu tanimlayalim.

™

g (2, )) = /G(:z:,t,)\)f(t)dt

0
T T

1

= 5 (v [eenrwarowy [eensoa

fonksiyonu diigiinelim y (x, \), L siir deger probleminin ¢oziimiidiir.
A (M) karakteristik fonksiyonun {\,} sifirlari ile L sinir deger probleminin

ozdegerleri cakigmaktadir. ¢ (z, \,) ve w (x, \,,) 6zfonksiyonlardir ve

w(x’An):BnQO(x’)‘n) ) Bn#o

olan {f,} dizisi vardir, ayrica L 'nin {\,} 6zdegerleri ve ¢ (z,\,), w(z, \,)
ozfonksiyonlar: reeldir. A (\) "nin tiim sifirlan basittir. A (\,) # 0 dir.
Bu teoremi kullanarak,

™

ResY (2,)) = —— (x,)\n)/gp(t,)\n)f(t)dwrgo(x,/\n)/w(t,)\)f(t)dt

w
A=An A (M)

x

™

S—F / o (M) 0 (M) f (1) dt + / (M) 0 (6 A) [ (1) dt

a3

x

elde edilir.
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2) f(z) € Ly (0, ) igin,

™

/f(t)w(t,)\n)dtzo

olsun.

(n > 0) kaldirilabilir singiilariteye sahip herbir noktanin diferansiyellenebilir

olmasindan,

ResY (z,\) =0
A=Ay,
olur. Dolayisiyla [0, 7] arahigindaki her x noktasi i¢in y (z,A), A ’'nmin tam

fonksiyonudur.

o2 N) =0 (™) ol = oo
(@, 0) = O (A=) | o] = oo
dur. |A(N)| > Csp|e™9™ pe Gs , |p| > p* oldugunu kullanarak,
Cs
ly (2, )] <
Il

oldugu gosterilirse

1 xT s
N < F 0 IW(fE,A)|O/|90(t,A)|If(t)IdH\w(x,A)\I/|W(t,A)||f(t)|dt
1 ol p(m ) / Sl pit
< w1 G /01 f (1)] t

0
™

+Celmele / Coel™Pm=0) | £ (1)) dt

x

C r —x f m T—1TT
< & / elmAlm=e 40| £ (1) di + / elm A=) | £ (1)
0
e‘lmp‘
%

4
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Css .
ly(x, N <— , peGs , [p|>p

4

Maksimum prensibi ve Liouville teoremi geregi y (z, A\) = 0 oldugunu agiktir.
Gergekten Re sy (x, \) = 0 oldugundan analitik ve sabit fonksiyondur. Ayrica
|p| — o0 i¢in y (z, A) — 0 oldugundan y (x, \) = 0 dir.
ly— Ay + f (x) =0 oldugunda f (z) = 0 olur.

3) fe AC[0,71] w(x,\), ¢(x,\) verilne denklemin ¢oziimii oldugundan

Ve = 130 {w(x,» -2 €04 Foen a0 ] s i

t
0

(2, \) / {—w" 0 A)+éw (t,)\)+q(t)w(t,)\)} £ ) dt}

T

Burada;

T T

- / S (LN F(B)dE = — (D) (EN) £ (1) [E + / (Tp) (1. 0) f (1) dt

— (T9) (0.0) £(0) — (T) (2. \) f () + / g (t) (D) (¢ \) dt

ve

Bu durumda;

V@) = —pp (@0 -0 @) T ) f @)
+w@) [0 C) N ) [a)een f o)
i () f () + 0 (2, 2) (T) (5, 3) £ (2)

™ ™

o (M) / 9 (t) (Tw) (1, \) dt + o (2, ) / G (0w (L) f () dt

x x
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bulunur.

Zi(z ) :ﬁ xt/g o) () dt+ o (x, A)] ()(Pw)(t,)\)dt]
BN ¢ =g M O ) + B (1)) x
+w<x,A>/q<> (M)f()dt+@(%A)/wq(t)w(t,k)f(t)dt}
denirse; 0 m
g\ = (;3) - % 2 (2, A) + 22 (2, M)

olur. § > 0 ve yeterince biiyiik p* > 0 igin

¢ ‘
max |z, (z,A)| < o PEG ol = p

0<z<m
dir. Ciinkii,
IA(N)] > Cs |p| el
ve
@ (z,A) = O (elmele)
lp| — o0
w(z,\) =0 (e‘lmp‘(”*‘r))
kullanilirsa;
1
|29 (2, A)] < |A(A)|{Ihllf(O)IIw(df,A)IHHIIf(ﬂ)llso(:r,k)lJr
w(:c,w/|q<t>||¢<t,x>||f<t>|dt+ so(x,»/q(t)w(t,xwamt}
0 x
I p|(n—2) mplz | JIm pl(n—2)
< A()\) {016 +02€ +e
/IQ(t)IIf(t)lelm”dHelm”/\Q(t)lelm’”(”“’ f(t)dt}
0 T
< 1 , {Clelm’”wLCzeIm”“reIm’”/Q(t) f(t)dt}
0
<o .c
Cslpl  |pl
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Vz € [0, 7] igin saglandigindan,

¢ ‘
O@ggﬂl@(ﬁc M| < i p€Gs,p>p

elde edelir. Simdi ise

lim max |z (z,\)| =0

|p|—00

oldugu gosterilsin. g € AC'[0, 7] olsun.

Zi (2, A) == ——

/g @) (t,\)dt + ¢ (x, A)/ ()(Fw)(t,)\)dt}

xT

Benzer sekilde; Jnax |21 (2, )] < — E | p€G,,|pl > p* gecerlidir.
g € AC'[0,7] ve g € L (0, 7T) olmasindan,

olacak bi¢imde g. (t) siirekli fonksiyonu vardir. Burada;

C* = max sup

1 X
= uax sup o | o () / () e W de + o ()] [ 1(0) (00

1

(@) = o) / 9(6) — 9. (0] (D) (1, \) i

—l—wx)\/gg (Ty) t)\)dt+cpxx\/|g g ()] (Tw) (£, 2) dt

oz, A) [ g-(t) (Tw) (x, A) dt,

8

max |z (z,4)] < max |2 (2,4 g0)| + max [z (2,79 — ge)|

§+C’(5)

2 o’
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lp| > p° igin Jnax |21 (z,\)] < € olacak bigimde p° > 0 vardir. ¢ > 0 keyfi
oldugundan,; o

lim max |z (z,\)] =0
Iploo O<w<r

elde edilir.

21
I'n

IN(x):i/y(x,)\)dx

integralini alalim. Burada ['y = {)\ | Al = (N + %)2}

2me
I'n

In (z) = L/ [f(;”) _ % (21 (2, ) + 2 (z, )\))}
olmasindan

In(z)=f(z)+en(z) , lim max |ey (z)|=0

N—oo 0<z<m

olur.

Rezidii teoremi geregi eger f , bir B bolgesi ve sinirinda sonlu tane 21, 23, ..., 2, €

B ayrik aykiri noktasina sahip olsun. Bu durumda
/f(z)dz = 27TiZRes(f,zk).
5 k=1

dir. Rezidii teoremi yardimiyla;

In(2) = S ResY (2, 0) = Y anp (3.0 an:i/f(t)go(t,)\n)dt.

Qp
0

elde edilir.
Iy (z) = f(z)+en () ve J&im nax len ()] = 0 olmasindan dolay1

™

F@) = anp (@A), an= &i F (@)@ (t, N\ dt.
n=0 n 0

elde edilir. Burada seriler [0, 7] ’de diizgiin yakmsaktir.
4) {¢ (7, \n)},,5 0zfonksiyonlart tam ve Ly (0, ) 'de ortogonal oldugundan

Lo (0, 7) ’de bir ortogonal taban olugtururlar ve Persaval esitligi gegerlidir.
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IV. BOLUM
TERS PROBLEMIN LOKAL COZUMU

Bu boliimde;

ly=—y"+qx)y=2Xry , A=k, 032 =7

v (0) ~ hy (0) =0

Y (7) + Hy (m) = 0
sinir deger problemi i¢in inverse problem kurulacak ve yerel ¢coziimlerden bahsedile-
cektir. Oncelikle Iy := —y" +q(z)y , = € [a,b] sonlu, ¢ (x) bu aralikta inte-
grallenebilirse bu ifadeye regiiler diferansiyel ifade; (a,b) smirsiz veya ¢ (x)
sonlu aralikta integrallenebilir degilse bu ifadeye singiiler diferansiyel ifade
denir.

Bu tanimlar 1s1¢inda biz regiiler diferansiyel ifadenin iirettigi diferansiyel
denklem ile sinir kosullarindan olusan sinir deger problemi igin ters problemin
konumunu ve yerel ¢oziimii ilgilenecektir. Genelligi bozmadan H = 0 durumu
alinacaktir.

Temel olarak bu boliimde ters problemin lokal ¢oziimleri i¢in bir metod
geligtirilecektir. Bu metod yardimiyla ters problem, lokal coziilebilen lineer

olmayan integral denkleme indirgenebilmektedir.

4.1 Borg Denkleminin Kurulusu

Ai = p%, n>0 , i=12, L; stur deger probleminin 6zdegerleri
olmak {izere

ly:=-y"+q(@)y=Xy (4.1.1)

(Ty) (0) = hy (0) =0 =y (1) =0 (4.1.2)

simir deger problemini diigiiniilsiin. Burada ¢ (x) € Ly (0,7) gergel degerli

sinirl bir fonksiyon ve h, reel bir sayidir.

1 a kn a kn
pm=Q”5)+;+?%Pm:"+g+—g (4.1.3)



1 1

hesaplamalar1 mevcuttur.

(4.1.1) — (4.1.2) smur deger problemini bir defa daha diisiiniildtigiinde

ly:=—y"+q@)y=Xy
I'(y) (0)—hy(0)=0
y(m)=0

ly=—y"+q(x)y =Ny
I'(y) (0)—hy(0)=0
[(y) (m)=0

LiveL;,i=1,2 a=a y1saglayan iki simr deger problemi olsunlar. Agktir

ki bu sinir deger problemlerinin 6zdegerlerinin asimptotik davraniglarindan;

o, —

~ knz
Pp. — Pp. = ——— € ly oldugu agiktir.
1 T n

N | —

©° ~ 2 ~ 2
A:—(Z Ay — Any +)\n2—)\n2> < 00
n=0

A € I, olan reel degerli bir say1 tanimlansin.
Ciinkii;

2
= }Pil —ﬁil ’

)\nl - an
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~ 2
1 a knl 2 1 a knl
n+=-|+—+—1 — n+—=-|+—+—
2 n n 2 n n
+1 2+a2+k‘,2ﬂ+2 a +1 +kn1 +1 +akn1
= n _ —_— —_— _— —_ —_— —_
2 n?2 n? n " 2 n " 2 n2

ko +ky  4(2n+1)  a
1 : 1 ( )+_2
n n

knl - Enl

~ 2
Aymi gekilde |2 — Ap2| € [o

Sonug olarak A € [y ’dir.

>

oi () = 0 (. 3ni) G (2) = 7 (.30
Spi () =S (x,Xm> , Sni () = S (x,xm>

olarak alindiginda (4.1.1) ve (4.1.2) smur deger problemi igin

Gri (z,t) = i(x7 Xm) ¢ (t’ Xm) -5 (t7 Xm) C (I, Xm) , 2

IN
IA
IA

r<t<m
T

IN
IA

t

IN

™

fonksiyonu green teoreminden verilen sinir deger probleminin bir green fonksiyon-
dur.

o (z,A),C(x,A),S(xz,\); (4.1.1)—(4.1.2) siur deger problemi i¢in C' (0, \) =
e (0,A) = (I'9)0,A) =1 , (I'C)0,N) = S(O0,A) =0 (T'e)(0,\) =h
kogullar altinda ¢oziimleridir.

lyni () = mem (x) , . (x) = Xmﬂm (x) denklemlerinde birinci denklemi
Uni (z) , ikinci denklemi y,,; () ile carpip taraf tarafa ¢ikarildiginda ve r = g—q
olarak ifade edildiginde;

_yZi () + q () Yni () = mem (),

i (1) + () Yni (¥) = Al (),
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~1

~ Ui (2) Yni () = s (2) + (7 (2) = ¢ (2)) Yni (2) Ymi () = 0,

7 () Yni (2) Y () dz = / (Ui () Y (2) = Yy () Yi (7)) dez,  (4.1.4)

D\z\ O\ﬁ

= (Tni) (7) Yni (1) = (PYni) () Yns (7) — h 4R

= (Fgm) (ﬂ-) Yni (7‘(‘) - (Fym) (7‘(‘) Uni (ﬂ-) —D-

Yani
/ (2) Tai () s (2) A2 = (TGrg) (1) i () — (Cad) () T (1) — p.

olur. Burada p = h — h olur.

Aynmi zamanda; a = a olmasindan

p= —%/r(t) dt (4.1.5)

bulunur.
Uni (), L; smir deger problemin 6zfonksiyonlar1 olmak iizere sinir kogullarin-

dan

U1 (1) =0, (Tn2) (7) =0, n >0 (4.1.6)

oldugu aciktir.
Sinir deger probleminin green fonksiyonunun bir ¢oziimii olan ¥,; () fonksiy-
onu igin;

' (4.1.7)
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gecerlidir. Bu denklemi;

719 (@) = yS?( )+ ps' ()

i (z) = /Gm () rO VW dt, n>0, i=12

0

olmak iizere ardigik yaklagimlar yontemi uygulanirsa,;

Uni () = Ypi () + pSpi () + p,; () , n>0,i=1,2 (4.1.8)

denklemine doniisiir. Burada

SDm Z/ / ni ZE tl) an (tl, tQ) Gm (tj—la t]) T
- \H,_/
7 tane

7 (t1) ..r (t5) (Yni (t;) + psni (t5)) dty...d¢;, (4.1.9)

O\A

(@) o (@) o (2) d = / (@) Y (2) (s (2) + D (2) + 1 (2))

= (%) ()i (%) = o) (Mo () + 5 [ 72

wni = Y1 (1) (Tyn1) (1) +p (Csn1) (1) + (Cpr) (7)) = / pr () sn1 (%) yny () dz

0

- / (@) gon (2) oo (2)
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wnz = = (Dyn2) (7) (Yn2 (T) + psnz () + @2 (7)) — / pr () sn2 () Yna () d

™

~ [ @)z () s () d,
0
olmak {izere i
/r ()&, () dxr = wpi(x). n>0,i=1,2 (4.1.10)
0
_ 11 f
o (z,\)p(x,\) — 3=75 | cos 2px + /V (x,t) cos2pTdT (®)

0

doniigiim operatoriinden, Vi (z,t) siirekli fonksiyon iken;

1 ~ f ~
Eni () = 5 | cos 20, () + /V1 (x,t) cos 2p,,;tdt
0
® doniigiim operatorii su sekilde elde edilir.p (x, \) = cos pz+ / G (z,t) cos ptdt
0

1
déniigtim operatoriinii kullanarak ¢ (z, \) ¢ (z, \) — 3 fonksiyonunu agagidaki

gibi yeniden yazilirsa ,
- 1
90('%7)‘)()0(1‘7)‘) - 5

x x

1
= | cospz+ /G (x,t) cos ptdt | | cospx + /G (x,t) cos ptdt — 3
0

2
= cos? px + / G (x,t) cos px cos ptdt
0

xT

x x _ 1
+ / G (z,t) cos px cos ptdt + / /G (x,t) G (z,s) cos pt cos psdtds — 5
00

0
T

1
= 5 cos 2px + / (G’ (z,t) + G (z, t)) cos px cos ptdt
0
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+ /G’ 2,1) G (1, s) cos pt cos psdids
0

T

l\DIH O\

os2px+;/<G(x,t) —i—é(x,t)) cosp(x—t)dt

// (z,1) G (z,t) cos p (t — s) dtds

—Tr —T

dir. Burada G (z, —t) = G (z,t) , G (z,—t) = G (z,t) dir. Sirasiyla;

x—1 s—t
2 0 T T2
t=x—27 |, t=s5—271

T =

degigken degigimi yapalirsa,

1 1
gp(m,)\)'@(x,)\)—i = 3 cospr—i—Q [Gmx—ZT + G (z, x—27’)]
%
+/ /st—QT cos2p7dT | ds

ve dolayisiyla

_ 11 f
o (z,\) P (x,\) — 5 =75 |cos 2px + /V (x,T)cos 2pTdr
0
Burada;

xT

Viz,7) = 2(G($,$—2T>+é($,l‘—27’)>+/G(l‘,S)G(l‘,S—QT)dS

2T—x
T+2T

+ / G (x,5) G (x, 5+ 27) ds

—z
Han (JZ) = §n2 (I) » HMant1 (l’) = gnl (I) )y A2 = 25712 y R2n4l = 25711
olacak bigimde {y,, ()}, fonksiyonlar ve {z,}, ., sayilarim tanimlansin.

kn
=t =2 , Ak} ey
non
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i¢in
x

1
o, () = 5 (cos zpx) + /V1 (x,t) cos z,tdt

0
elde edilir. Ters problemlerin lokal ¢oziimleri caligilirken verilen fonksiyon-
lar sistemi Ly (0,7) ’de Riesz bazi olugturmaktadir. Lo (0,7) ’de Riesz baz
olugturan her fonksiyonlar sistemi ayn1 zamanda tam oldugundan{y,, (x)}

n>0

fonksiyonlar sistemi Ly (0,7) ’de tamdur.

™

/r(x)im-(x)dx:wm(x) , n>0,i=1,2
0

momentum problemine déniildiigiinde bu problemin tam olmasindan;
r ([E) = Z wTLQXQn (:E) + wﬂlXQn—f—l (:E)
n=0

ayrigimina sahiptir. Burada { Xj} binormal bazdir.
Wn1 Ve wya ifadeleri ayrisim denkleminde yerine yazildiginda ve ardigik yak-
lagimlar yontemi uygulandiginda denklemimiz lokal ¢oziilebilen integral den-

klemine doniisiir.

r(z) = f(z)+ Z/ /Hj (z,tr t;)7 (t) or () dby.dt;  (4.1.11)
=lo 0
f(x) = Z (= Yn2 () Yn2 () T2 () + ?/7,11 () Yn1 (7) Tany1 ()
(o) = 3 (<o (o) (Goa 0 0 (1) = () ) 0 )

b 1) (22 10) = 500 () s (o))

Hj ($, tl, ceey tj) = (— (ynz (tl) + y;Lz (7T) Gng ($, tl)) Gng (tl, tg)

[M]8

3
Il
=)

1
Gha (tj—a,tj—1) <Gn2 (tj—1,t5) Yn2 (t;) — 55n2 (tjl))

v 0) = (s (1) = () 22200
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(4.1.11) denklemi Borg Denklemi olarak bilinmektedir.
Borg denklemini tiretmek igin Ls (0, 7) ’de fonksiyonlar sisteminin Riesz bazi
olusturmasi ve tamhigi kullanildi. Genelligi bozmadan H = 0 durumunu
incelendi.

Tanim: H, Hilbert uzayi olmak {izere { fj}j21 bazi, lineer, sinirh ve ter-
slenebilir operatér yardimiyla ortonormal bazdan elde ediliyorsa {f;},., baz

Riesz bazdir.

Ky,
n .

{Pntnso ve n # k igin p, = p; verilsin. Oyle ise {cosp,z},~, , L2(0,7) bir

Onerme 4.1.1: p, = n + 2 , {kn} €ls, a € C olacak bigimde
n

Riesz bazdir.
Bu onerme 1gigmda {u,, ()}, L2 (0,7) ’de Riesz bazidir, Ly (0,7) 'de Riesz
bazi olan fonksiyonlar sistemi aym zamanda tam olmasindan {u,, (z)} tamdir.

Tanmim: H Hilbert uzayimn iki dizisi icin

1 i=j
0 i1#J

(f5:Xk) = Ok =

ise bu diziler binormal olarak tanimlanir.

Uyar1 4.1.1 :{p, (7)},, fonksiyonlar sisteminin Ly (0,7) ’de Riesz bazi
olugturmasi igin gevirme operatorii kullanilir. Ama ¢ogu zaman ¢evirme oper-
atoriiniin yetersiz oldugu noktada Borg metodu kullanilmalidir. Borg un temel

ilkesi, 6z fonksiyonlar sisteminin Ly (0, 7) 'de Riesz baz1 olusturmasidr.
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5.BOLUM

Bu boliimde, y () aranan fonksiyon, A gercel sabit; A spektral parametre

q(x) € Ly (0,7) gergel degerli sinirh bir fonksiyon olmak iizere,

A
—y"—l—{;—l—q(m)}y(m):)\y , O<z<m

diferansiyel denklemi ve

y(0)=0, (Iy)(m)+ Hy(r) =0

sinir kogullarinin {irettigi operator igin konulan ters problemin 6grenilmesi ve

yerel (lokal) ¢oziimlerinin varhg: ve tekligi ile ilgili teoremler ispatlanacaktir.

5.1 Borg Denkleminin Kurulusu

Ai=p2 , n>0, i=1,2 L; simir deger probleminin 6zdegerleri olmak
izere;
! A
ly . =—y" + = +q(z) py(x) =Ny (5.1.1)

y(0)=0, y" V(@) =0 (5.1.2)

smir deger problemi ele alinsin. Burada ¢ (z) € Ls (0,7) reel fonksiyondur.

(5.1.1)-(5.1.2) siir deger problemleri i =1 igin;

ly == —y"+ {§+Q($)}y(fc) = \y

y(0)=0, y(m) =0

siir deger probleminin {p,,} 6zdegerleri,

Alnn  w  kp
=n————+ — 4+ —, {knt €l
Pn1 nﬂ?ﬂn +7rn+ n’{ i eb
1 A?
w1:§/q(t)dt—Tﬂ(ln27r—21n7r+2)

0
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1
sin2 Inm sin? ()
A _ 2
S e b

asimptotik ifadesine sahiptir.

dt
0

(5.1.1)-(5.1.2) siir deger problemleri i = 2 igin;

==+ {2+ by
y(0) =0, (T)() =0

Ay

siir deger probleminin {p,,,} 6zdegerleri,

1 +1
An " 2 Wo
Pra=1n+ =+ ——m L

an
5 %( 1)+%+7ﬂm“h
n -+

2

™

1 A?
U)Q:§/q(t)dt—77r(ln2ﬂ'—21nﬂ'+2)

0
1
sin2 2/ sin? (t) gt
2 t
0

asimptotik ifadesine sahiptir. L; ve L; , i = 1,2 i¢in w; = w;’y1 saglayan iki

sinir deger problemi olsunlar.

A
—|—§ Inmt—In4 +

(

ly = —y" + {é +fi(9€)} y(z) =Ny
b y (0)
\ yi = (m) =0

gi problemi ¢ =1 i¢in

. Alnn oy l;;nl
Pn1 =T — T

Al o b g,
7T27rn ™ n

1 A?
QIJl 5/@(t>dt-7ﬂ(ln2’ﬁ—2hl7r+2)
‘ 1
~[sin2 Inw sin? (¢)
A - — = dt
+ 4 2 / t
0

L; problemi 7 = 2 igin
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SN

1 A?
@:5/ (t)dt—%(ln2ﬂ—2ln7r+2)

1

A in 2 in? (¢
+5 1n7r—1n4—|—8u;l —Q/SHltAdt

0

L; ve L; , i@ = 1,2 smir deger problemlerinin asimptotik davraniglarindan

Pri — Ppi € lodir. Gergekten ¢ = 1 i¢in )
A—Alnn wl—ﬁ)l knl_knl
= + +

Pn1 — Pn1 o n m n
A—Alnn knl_knl
= +
N 2t n n
Pp1 — Pn1 € l2 oldugu incelensin.
A— Al S
a, = BTy Bl = el larak ifade edilirse Z |an|* < oo oldugu aragtirili-
2t n n p—
caktir.

(A — A) lnn (km - ifnl) :

(0.0 ) B (0.0
;'anl nz 2 n + n
(A A) In’ n+§:A—A(’fn1—’5n1)1n”

n2 T n2

(nl_ nl)
n=1

Burada; k1, kni € o oldugundan Fpy — l?:nl €h
~\ 2 2
2 [A-A Inn n1 —

00 (l{;nl — ];:m) Inn o ( nl — lz?nl) Inn

- Z PR

n=1

n=0 n=0
AU
e (knl_knl) s ln2n 5
< N 7
DD > | <

oo
Dolayistyla, Z lan|” < oo olur. Benzer sekilde p,, — p,o € ly'dir.
n=0
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N =

= (Z |bn1 - /0711|2 + |ﬁn2 - pn2|2> < 0

n=1

A €[5 olan reel degerli bir sayis1 tanimlansin.

Yni (7) = (xaxni> , Yni(2) =9 (%Xm)
Spi () = 8 (:c,XW> . Spi () = S (x,xm>
olarak alindiginda (5.1.1) ve (5.1.2) sinir deger problemi igin;
S (:z:Xn> C (t,Xm) ~S (t,Xm-) Clz, ) , 0<z<t<m

0 0<t<zr<m

fonksiyonu, sinir deger probleminin bir green fonksiyonudur.
o (x,A), C(z,\), S(z,\) (5.1.1) — (5.1.2) smur deger problemleri igin
C0,2) =¢(0,A) = (I'9) (0) =1, 5(0,A) = (IC) (0) =0, (T'p) (0, A) = h

kosullar altinda ¢oziimleridir.

Wi (2) = Mithni () TG () = Xils (2)

A -
@)+ {5 0@ s () = T (0
~1 A ~ ~ N~
—ni () ++ {; +Q(af)} Yni () = NJni ()
denklemlerinde birinci denklem %,,; (), ikinci denklem y,,; (x) ile carpip taraf

A—A 3
+Q($)_Q($)> , p = h — h olarak ifade

tarafa gikarihip ve r (z) = (

edildiginde

A—

ggz (I) Yni (JZ) - ym ym + ( — gz ( )) gm (ZL‘) Yni (l') =0

™

[ 7@ @) s () / (5 (@) i (&) — o (2) i (1)) it

0 0
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™

/ 7 () Yni () Yni () dz = ((PYni) (2) Yni (£) = Yni () (2) Tymi) ()) [5

0

/ 7 () Yni () Y (2) dz = {(TYns) (1) Y (7) = (Tni) () Yo ()

/ (@) P (2) Wi (2) A = (TFi) () s () — (Tod) () o () —
i (5.1.4)

Uni (x), L; simr deger probleminin 6zfonksiyonlar: olmak iizere,
U (M) =0 , (T)(m)=0 , n>1 (5.1.5)

yazilabilir.
Sinir deger probleminin Green fonksiyonunun bir ¢6ziimii olan ¥,,; (x) fonksiyo-

nu,

™

Yni () = Yni (x)+/Gm~ (2, 8) v (t) Uns (£) dt (n>0,i=1,2) (5.1.7)

gecerlidir.
Bu denkleme;

79@) = 49 ()

™

W@ = [ G5 0 d
0
olmak tizere ardisik yaklagimlar yontemi uygulanilirsa

C)Onz Z/ /G x, tl Gm (tl,tg) Gm (tj_l,tj)llf (519)
J=1 0
]tane

T (tl) T (Zf]) Yni (ij) dtl...dtj
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(5.1.8) — (5.1.9) denklemleri (5.1.4) denkleminde yerine yazilirsa

™

/ (@) s (2) (g (2) + 0y (2))
— (D) () s (1) — (D) () i (1) — p

(n>1 , i=12)
™ ™

[r@ i @de+ [r@ @@ d

= (Tni) (1) Yni (1) = (Cyni) (7) Yni (1) = p

(5.1.10)

ont = (G (1) + P (1)) s (1) —p— / F (@) Yot (2) @y (2) d

wpz = —Yn2 (T) (Yn2 (7) + @z (7)) — P — /7“ (%) Yn2 () @ () do
/T(x)um'(ﬂ?)dﬂﬂ_wm , n>1,1=12

denklemi elde edilir.

Mo (T) = Una (¥) , Ngy_1 (T) = un () olacak bigimde {n,, ()}, -, fonksiyonlar

sistemi tanimlansin.

Ters problemlerin lokal ¢oziimleri caligilirken verilen fonksiyonlar sistemi

Ly (0,m) ’de Riesz bazi olusturmas: gerekmektedir. Ly (0,7) 'de Riesz bazi

olusturan her fonksiyonlar sistemi aym zamanda tam oldugundan{, ()},

fonksiyonlar sistemi Ly (0, 7) 'de tamdur.

™

/T(ﬂ?)nm(fﬁ)dxzwm(:c) . on>0,i=1,2
0

momentum problemine doniildiigiinde bu problemin tam olmasindan;

0
r (@) =) wnaXon () + Wn1Xans (7)
n=0
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ayrigimina sahiptir. Burada { Xj} binormal bazdir.
Wn1 Ve Wy ifadeleri ayrigim denkleminde yerine yazildiginda ve ardigik yak-
lagimlar yontemi uygulandiginda denklemimiz lokal coziilebilen integral den-

klemine doniisiir.

r(z) :f(x)+Z/ /HJ vty ) (t) o (t) dhdty.dty (59 17)

~
5

I
M8

(= (TYn2) (1) Yna (1) 2an () + (Tym1) (1) Yo (7) a1 ()

n

(= (TYn2) () (G (7, 1) Y2 (t1)) T2n ()

=
B

[
o

I
o

n

g (1) (wmaif’“)'” - (tl)) onn @)) (5.1.12)

o0

Hj (SL’, t17 . t]) = Z (— (ynZ (tl) + (Fyng) (71') Gng (I, tl)) Gng (tl, tg)

n=0
Gna (tjf2, tjfl) z (Gpa (tjfla tj) Yn2 (tj)) Ton (7)

= (1) =g (1) 2220

Gt (t1,t2) .G (tj—2,tj-1) (G (tj-1,t))) Tonsa () j > 2

5.1.11 denklemi Borg Denklemi olarak bilinmektedir.
Borg denklemini elde etmek igin Lo (0,7) ’de verilerin tamhig ve Riesz bazi
olusturmasimi kullandik.

Tanim: H, Hilbert uzay1 olmak {izere { fj}j21 bazi, lineer, simirhi ve ter-
slenebilir operator yardimiyla ortonormal bazdan elde ediliyorsa { f; }]21 baz
Riesz bazidir.

Tamim: A Hilbert uzayimn iki dizisi icin
1 7=k
(fis X) = 0jk = ,
0 j#k
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ise bu diziler binormal olarak tanimlanir.

Uyar1 5.1.1 :{p, (7)},, fonksiyonlar sisteminin Ly (0,7) 'de Riesz bazi
olugturmasi i¢in ¢evirme operatorii kullanilir. Ama ¢ogu zaman ¢evirme oper-
atoriiniin yetersiz oldugu noktada Borg metodu kullanilmalidir. Borgun temel
ilkesi, vzfonksiyonlar sisteminin Lo (0, 7) 'de Riesz bazi olugturmasidir.

Temel Teorem 5.2: (5.1.1) — (5.1.2) formunda verilen L; sir deger
problemi icin eger {Xm} o 1 = 1,2, yeterince kiigiik 6 > 0 sayist igin A < d
kosulunu saglarsa, q () Enzz (0, ) reel degerli fonksiyonu ve & tek bigimde be-

lirlenir, {5\7”} ,i=1,2, L; simir deger probleminin ¢zdegerleridir. Ayrica;
n>0

”q - Z\jlng(OJr) < CA )

i

< CA (5.1.13)
L2 (0,m)

gergeklesir. (Burada C, L; ’ye bagl olan pozitif sabitlerdir.)

Ispat: Eger §; > 0 icin {)\m} , =12, A < d; kogulunu saglarsa
N n>0
(n,i) # (k,7) igin A\n; # Ay, dir.

Yn2 (M) #0 , (Tyn1) (1) #0 , n>0 (5.1.14)

vardir. Qiinkii ¢ (x, \y2) , Lo sinir deger probleminin 6zfonksiyonu ise; ¢ (7, Ap2) #
0, (Te) (m, Ap2) = 0 dir. Aksi takdirde ¢ (x, \y2), Lo smur deger probleminin

ozfonksiyonu olmasi ile celigir.

1
o (x,\) =cospr+0 (mé”) , p— 00

olmasindan

n

@ (T, An2) = cosnm + 0 (l> = (=1)"+0 <_)

gecerlidir. Buradan

lo (m, An2)| = C > 0.

x

© (2, Ap2) = COS Pt + /G (x,t) cos potdt
0
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gosterimi kullanilarak

+ / G (7, t) (cos pat — cOS p,ot) dt
0

yazilabilir.

) rT+y\ . Tr—y
cosT —cosy = —2sin | —= | sin
2 2
ozelliginden

’gp (W,Xng) — ¢ (m, )\m)‘

™

= |(COS PoT™ — €OS P,o™) + /G (m,t) (cos ppat — cos p,t) dt

0
< —92¢in (anﬂ- + pn27T) sin (IonQT‘- _ pn27T) '

2 2
[ 160 [-2sin (Pt ) (B —pom
2 9
0
< ¢ |ﬁn2 - pn2|

Sonug olarak;

< ClﬁnQ - pn2| .

’(p (W,Xn2> — @ (7, An2)

olmasi aciktir. Yeterince kiiciik A igin

Yn2 (1) CZSD(W,S\ng)#O (n>0).

n>0,1=0,1,0<xzt<7icn

aan ; 13
s (0)] < € [T ()] < Cla+ ), |20 <
C ~
|Gi (,1)] <o s [(Tyne) (1)] < C' g — P2l
c - C
|yn1(ﬂ)|<:;;;TI|pnl__pnﬂ 7|(Fynl)(7)‘<:;;;f1

esitsizlikleri gegerlidir.
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(T'e) (7, Anz) = 0 oldugundan

(Tyn) (7) = (09) (7. Auz) = (D) (7w, Avo)

yazilabilir. (T'¢) (z, ) = ¢/ (2, \) —u (x) ¢ (x, \) seklinde tanimlanmigt.

[ t
ol (x, \) = —psinpz + G (z,x) cos pr + / 80655, ) cos ptdt
0

xT

o (x,\) =cospr+ /G (x,t) cos ptdt
0

(@) (2,A) =l (z,A) —u(x) ¢ (z,))

xT

0G (x,t
:—psinpm+G(x,x)cospx+/ ’

) cos ptdt

0
x

—u (z) cos pr — /u () G (z,t) cos ptdt

[y ( ry) (r. Anz) () (. Av2)

P2 S0 Ppom + [G (1, ™) — u ()] cOS o

|
+/ (I'G),_. (m,t) cos ppotdt + posin p,om
0

— |G (7, m) — u(m)] cos p,am — / (I'G)_ (m,t) cos p,otdt

21 - -
~ . ™ A . (n+ 2) /(IJQ k/’ngﬂ'
= |—ppsin | —+mn+ ————-—+ +

2 2 +1 n n
n —_—
2
1

In{n+
()
+[G (7, m) — u(m)] cos E+7Tn+—72—|—%+

2 2 +1 n
n —_—
2
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7 . ;11“(“5) R .
2 n2
—I—/(FG)F(TF,t)COS §+ﬂ-n+§ﬁ+7+ " tdt
0 n+§

Y
AT\ wy kpr

. T
+p,,2 SIN §+7TTL+§H—1+7+T
2
| ( +1)
nin —
A 2 W9 k’ngﬂ'
_[G(ﬂ',ﬂ')—u(ﬂ')]COS §+7Tn+§ﬁ ? n
n+ -
2
| ( +1)
T n n i
A 2 k,
—I—/(FG)F(TFJ)COS T oimn+ s L 2| tat

—l—/(FG)7T (m,t) (—1)" cos
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~ (~1)" Py + [G () — ()] (~1)" + / (TG), (m,1) (~1)" tat
(1) pry — [C () —u ()] (n— o0)

< C |pn2 - pn2|
elde edilir.

(5.1.11) — (5.1.12) kullanarak;
|l < CA, ||Hi|| < CA | ||H;|| < C? (j > 2) hesaplanabilir.

flx) =) far(z)

dir. Burada;

fon = = (Pyn2) (1) Yn2 (1) fon-1 = (TYn1) (7) Y1 (7)
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olarak aldigimizda

f (:C) = Z Jnkn (l‘) = Z (f2n"i2n ((L‘) + fon—1Kon—1 (x»
n=0 n=0
[fonl = |(TYn2) () Y2 (7)| < C' (D2 — pro
| fon-1l = |(Tyn1) (7) Y1 (7)| < C'(n + 1) Pt = Pral = C'[Pn1 — Pra

(n+1)

elde edilir. Simdi ||f]| < CA oldugunu gosterilsin;

™ ™ . 2
1117 c0.m) :/f2 (x) dx:/ (Zf2n><2n ($)+f2n—1/f2n—1($)> dx
0 0o \n=0

™

<2 /(ifzn@n) dx—i‘/(f:fznl/@znl (flf)> dx
n=0 0 n=0

0 =

< CA
Benzer sekilde || H: | < CA ve ||H;|| < C?  (j > 2) hesaplanabilir.
L5 (0,7) ’de elde edinilen lineer olmayan denklemi tekrar yazildiginda,

r = f+4+ Ar

Ar = i Ajr
=1

(Ar) (z) = /.../Hj (2,11, tay oo ) (82) o (85) by,
0 0

J tane
gecerlidir.
Ifl <CA L Hil < CA L [Hsl <C7 (522

olmalar1 goz oniinde tutularak; fix edilmig C' > % igin

[Aur|| < CAlrl] [[Avr — Avrl] < CAflr — 7]
1Al < (@ lrllY s 1A = A7l < Cllr = 7] (A + 2max (7], [[7]]))
(5.1.15)
hesaplamalar1 mevcuttur.
1 - 1
Bger [rll < 55 7l < 55 ise
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io: Aj’l“

j=1
< CA|r|| + (CIr[)? + ...

1
= CAI+C P =y

< CAr|l+2C% |||
|Ar]| < CA 7|l +2C2 7|

[Ar|| = < Ay + Agr + .||

gecerlidir. Benzer gekilde
[ A7 = A7l < Cllr — 7l (A + 2max ([|r[], [|7]]))

gecerlidir. Ustelik eger;

1

1
A< — < — | < —
|| — 802 Y ||TH — 802

ise
1 ~ 1 ~
[Ar]f < Sirll [Ar = APl < S {lr = 7]
2 2
gecerlidir.
Sonug olarak yeterince kiiciik 65 > 0 i¢cin A < 05 ise Borg denklemine ardigik

yaklagimlar yontemini uygulandiginda;

ro = f , rema=f+Ar , k>0

(e.¢]
r = ro-+ Z (rpe1 — 75)
k=0

1
olur. d; = 6c2 alindiginda eger A < 95 ise
1 1
< A< —
1 ~ 1 ~
lAr < S llell o Ar = APl < 5 [lr =7 (5.1.16)
esitsizliklerinden;
1
el < Z s e =l < g IF k20
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elde edilir. Bununla birlikte ||r|| < 2||f|| dur.

1
lrlf = 11f + Arll < LA+ Al < 1A+ 5 el

Burada ||7|| < 2| f|| ’dir.
d = min (d1,02) ve r (z) Borg denklemi olarak bilinen lineer olmayan integral
denkleminin ¢oziimiidiir. ¢ (x) ,ﬁ’yz’ qg=q+r, h=h+ p formiilleriyle

tanmimlansim. Acikca

G = all oy < CA ve =) < CA

L2(0,m)

gecerlidir. Ciinkii,
g —qll = lIr]l <2[|fl < CA

< CA

=
L2(0,m)

hesaplamalar1 mevcuttur.
Simdi ise {Xm} verilen Zl sinir deger probleminin 6zdegerleri oldugunu
n>0

gostermek kahyor.{xm-} i=1,2, A < kosullar saglaniyorsa g, (7) # 0
n>0

; (Pgn1) () # 0 (n > 0) meveuttur. {Fn; () },,50 EZ siir deger probleminin
ozfonksiyonlar olmak iizere (5.1.2) sinir kogullarindan; ¢,1 = 0, (I'gue) (7) =0

n > 0 oldugu aciktir. Bu durumda {y:n (3:)} L; smir deger probleminin
n>0

ozfonksiyonlardir, ve aym zamanda {)\m} o i = 1,2 L; probleminin 6zdeger-
leridir. -

5.1.3. Dirichlet sinir kogullar1 durumu:
Benzer sonuclar Dirichlet sinir kogullar1 durumunda da gegerlidir.
Mi=p% , n>0 , i=1,2 L; sir deger probleminin 6zdegerleri olmak
izere;

==/ + {2+t by @) = (5.1.17)

y(0) =0, gV (m)=0 (5.1.18)
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siur deger problemi ele alinsin. Burada ¢ (z) € Ly (0, 7) gercel degerli simirh

bir fonksiyondur. (5.1.1)-(5.1.2) simir deger problemleri i = 1 igin;

ly = —y"+ {§+q(x)}y(w) =y

y(0)=0, y(m) =0

smir deger probleminin {p,,;} 6zdegerleri,

Alnn  w k,
=n———+—+— {k, l
P =1 27Tn+7m+n’{ L X
1 r A2 sin2 Inm sin? (t)
= — —  (In%’7—21 2)+A _—
wy 2/q(t)dt 5 (In* 7 nm+2)+ 1 5 / " dt
0

0
asimptotik ifadesine sahiptir.

(5.1.1)-(5.1.2) sinir deger problemleri i = 2 igin;

ly = —y"+ {§+Q($)}y(x) = \y

y(0)=0, (I'y)(m) =0

smir deger probleminin {p,,,} 6zdegerleri,

1
1 _
A" TS w, ok
prp=nd b N AL W e gy
™ n

2 27 +1
n —_—
2

™
2

1 A
wz——/q(t)dt—Tﬂ(lnzw—Zlnﬁ—FQ)

1
A in 2 in? (¢
+5 1n7r—1n4+s’1%—2/wczt
0

asimptotik ifadesine sahiptir. L; ve L; , i = 1,2 i¢in w; = w;’y1 saglayan
iki sinir deger problemi olsunlar. Bu sinir deger probleminin ¢zdegerlerinin

asimptotik davraniglarinin,
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(5.1.1) — (5.1.2) smur deger problemleri i = 1.2 i¢in

Li= y(0) =

Pri — Pi € lp'dir.
i =1,2 icin

Ani = p2,,m>0,1=1,2igin

DO | =

A= (Z |Z)n1 - pn1|2 + |Z)n2 - pn2|2) < 0

n=1

A € I3 olan reel bir sayisi tanimlansin.

i () = (2. 00i) o G () = 7 (.3
Spi () =S (x,xm> , Spi () = S (x,an>

olarak alindiginda (5.1.1) ve (5.1.2) sir deger problemi igin;

N o) N , < p <t <
G5 (2 3) € (8 00i) = (£ 2) C (@), OS2 <t <n
0 0<t<zr<m
fonksiyonu, sinir deger probleminin bir green fonksiyonudur.
o (z,t),C(x,t), S (z,t) (5.1.1)—(5.1.2) sir deger problemleri i¢in C (0, \) =
0 (0,A) =('S)(0)=1,5(0,\) =TC)0) =0 , (I'e) (0,\) = h kosullar

altinda ¢oztimleridir.

Lsni () = Anisni () 5 18mi (2) = Aniding ()
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A
=i (2) + 9 — + ¢ (2) ¢ 5ni () = Aspi (2)
=i (1) + 4 — + ¢ () 0 5pi (1) = Aspi ()
denklemlerinde birinci denklem $,; (x), ikinci denklem s,,; (z) ile garpip taraf
A-A -
tarafa ¢ikarihp ve r (z) = <7 +q(z) —q (x)) , p = h — h olarak ifade
x
edinildiginde
Spi () sni (x) = 7, () i () + (¢ () — q () Si (%) i (2) = 0

/ () B (&) S (2) iz = / (37, (&) i (2) — 7% (&) B (2))
/ () B () S (2) dz = () (&) S0 (2) — o (&) (&) (Psni) (2)) 7
/r Sni () Spi () dz = (I'Sp;) (1) Spi (7) — (Dspg) () Spi () (5.1.19)

Sni (z), L; simir deger probleminin 6z fonksiyonlar1 olmak iizere,

S (m)=0 , (['Sp)(m)=0 , n>1 (5.1.20)
yazﬂabilir
L; ve L; , ,2) ,w = w ’y1 saglayan iki smir deger problemi olmak tizere
1
1 sin2  In7 sin? (t)
§/q dt—— ln 77—21n7r+2)+A TR —/ ; dt
0
1
~ 1 ~[sin2 In7 sin? (t)
wzi/ dt—— ln 7r—21n7r+2)+A V) —/ ; dt
0 0
N A (AQ — AQ) T
W= — /(a(t) —q(O) dt 4~ (w27 12)

0
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1
sin2 Inmw /sin2 (t)d

- t] =0
4 2 t

+ (21 - A)
0
Sinir deger probleminin green fonksiyonunun bir ¢oziimii olan s,; () fonksiy-

onu,

™

Sni () = s (z) + / Ghi (x,t) 7 (t) Sp; (t) dt (n>1, i=12) (5.1.21)

integral denkleminin bir ¢oziimiidiir.

Bu denkleme;

30 () = s ()

nt
m

s () = / Gri (2, ) r (1) 357D (1) at

0

olmak tizere ardigik yaklagimlar yontemi uygulandiginda. Bu denkleme;

i (@)

S’VL’L
5 () = / G (2, 8) 7 (£) 35 (1) dit
0

olmak tizere ardigik yaklagimlar yontemi uygulandiginda,
8ni (1) = Sni () + wyi (2) (5.1.22)

denklemi elde edilir. Burada,

™ s

Wni (ZC) == Z//Gm (ZL’,tl) Gm (tl,tg) Gm (tj_l,tj)l’ (5123)

J=17% 0

<.
-+
I
=
@

T (tl) ...r (tj) Sni (t]) dtldtj

(5.1.8) — (5.1.9) denklemleri (5.1.4) denkleminde yerine yazilirsa
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Ui (1) = 2n°s2, (2) (5.1.24)

Wot (2) = 2n? (Sm () (Csp1) (m) + (LPwpy) () — /r () $p1 (z) wn1 () dx)

wne () = ( (T'sp2) () (Sn2 () + wn2 ( / ) Sn2 (z) wna () dm)

olarak alindiginda
/’I“(:L‘)Um ()dr =wn; , n>1,i=1,2 (5.1.25)
0

denklemi elde edilir.

{un ()}, fonksiyonlar1 ve {wy}, ., sayilar

Ugp () 1= Un1 () , Uon—1 (Z) = Un2 (T) , Won = Wn1 , Wop—1 = Wp2, w =0

seklinde ifade edildiginde, (5.1.11) denklemi

™

/r () uy, (x)de =wy, , n >0 (5.1.26)

olur. w, =1 — u, (x) olarak tamimlandiginda

™ ™ s

/r(a:)(l—un(x))da;:/r(m)daj—/r(m)wn(z)dz:—wn.
0 0 0

0
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Buradan
v

/r(x)un(x)dx:—wn,nzo.

Lemma 5.1.1: {v, (2)},5; ve {wn (7)},, fonksiyonlar sistemi Ly (0, )
‘de Riesz bazidir.

Ispat: ¢ (z) € W} vey,
A
Yy ta@)y =Xy

denkleminin y (0) = 0 kogulunu saglayan bir ¢oziimii olsun. Benzer gekilde 3

da,

A
'yt a@)y =X
denkleminin 7 (0) = 0 kosulunu saglayan bagka bir ¢oziimii olsun. Burada

q (z) € Wy dir.

u=yy
olarak ifade edilirse,
o= yy+y'y
o= 20+ (¢g+Qu+yY

u +4x = (g + v — (' + v = 2(qud + qy'D)

hesaplanir.

2y +v'y) = @+ Wy+yd)+ (- Wy —y7y)

= (¢+ v+ (-9 Wy —v'y)

¥ — YT = / (T(s) — q(5)) u(s) ds

0

olmasi dikkate alinirsa;
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denklemi elde edilir.

v = u’ olarak gosterilirse, u (0) = (I'u) (0) = 0 oldugunda v (0) = 0, u (z) =

xT

/ v (s) ds "dir.

0
Sonug olarak;

xT

—0"4+2(q(x)+q(x)v+ /N (x,8)v(s)ds = 4 v (5.1.27)
olur. Burada;

N (z,s) = (d (x) + 7 (2)) + (¢ (z) — ¢ (x)) / (q(§) —q(&))d¢

Qiinkii;

q = q igin {v, (7)},, fonksiyonlar sistemi,

oldugu zaman

sinir deger probleminin 6zfonksiyonksiyonlaridir..

1
vn(x):cosmc—i-O(—) , M — 00

n

olmasindan ve {cosnz},., Lo (0,7) 'de Riesz bazi oldugundan,{v, (7)},>,

; L (0,m) 'de Riesz bazadir. Simdi ise {w, (7)},, fonksiyonlar sisteminin
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Lo (0,7) 'de tam oldugu gosterilsin.

/f(m)wn(x)dxzo n>0 . f(z)€ Ly(0,7).

oldugu kabul edilsin. Buradan,

oldugu aragtirilacaktir. Sonug olarak;

™ s

jf(x)(l—un(r))dﬂ:=/f(x)dx—/f(x)un(x)dx

0 0

olur. Yani,
™

/f(x)un(a:)da::() R

0

Kismi integrasyonla ve v, (0) = v, (7) = 0 kullanilarak;

]vn(x)dx]f(t)dtzo , n> 1.
0 2

elde edilir. Ciinkii;

Buradan goriiliir ki,

jvn(x)jf(t)dt:o ,n>1

{vn () },,5, fonksiyonlar sisteminin Ly (0, 7) 'de tamdir. Boylece = € [0, 7] i¢in

/f (t)dt = 0 ’dir. Boylece f (x) = 0 ’dir. Sonug olarak {w, ()}, L2 (0,7)
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’de tamdir. Onerme 4.1.1 ’den tam olan her fonksiyonun ayni zamanda Riesz

baz1 olugturdugu bilindigine gore {w,, (x)} Ls (0,7) ’de Riesz bazidir.

™

/r(x)un(x):wn , n>1

0

momentum problemine doniildiigiinde, bu problemin tam olmasindan
Z Wn2kon (T) + Wnikent1 (T)

ayrigimina sahiptir. Burada {x;} binormal bazdir. wy,; ve w2 ifadeleri ayrigim
denkleminde yerine yazildiginda ve ardigik yaklagimlar yontemi uygulandiginda

denklem lokal coziilebilen;

r(:v):f(x)—i—Z// (2, t1, ta, ;)7 (ty) o (t;) dty...dt; — (5.1.28)

denklemine doniisiir.
fo(x )
= - 22” (I'sn1) () s () v2n () = (Dsp2) (7) sn2 () vap-1 (2))

=—ZQ” (500 () 22 (1), () = () () (7)1 (o)

ox |z=m
H ($ tl, ,t)
8Gn x,t
= —ZQn <sn1 1&(75 ) T Sm (t1) Gna (t1,t2) ...G1 (tj-1, 1)

Sni (tJ) V3, (2) = ((Tsn2) () Gz (7, 1) + sn2 (t1))

Gz (t1,t2) ..G2 (tj-1, ;) sna (t5) V3,1 (2)
Ly (0,7) *de {v, ()} dizisi i¢in {v}, (z)},-, bianormal dizisi mevcuttur ve v}, (z)

adjoint sinir deger probleminin 6z fonksiyonlaridir.

(5.1.15) denklemi,

A
—y”+5y+q(fv)yzky, 0<z<m
y(0)=0, (T'y)(m)+Hy(r)=0
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diferansiyel denklem ve sinir kosullarinin iirettigi operator icin konulan ters
problemlerin lokal ¢oziimiidiir. Bu denklem Borg denklemi olarak bilinmek-
tedir. Borg denklemini elde etmek icin Lo (0,7) ’de 6zfonksiyonlar sisteminin
Riesz baz1 olugturmas: ve tamlig kullanildi..

Teorem 5.1.1 : Eger A; < ¢ kogulunu saglayan 6 > 0 mevcutsa;
max |q (z) — 3 ()] < CA, ’h —%| < CA

gecerlidir. Burada C, L; 'ye bagh cesitli pozitif sabitlerdir. Ispata gecmeden

once bazi lemmalar ispatlanacaktir.

™

Oni = /902 (37’ )‘m) dx
0

L; probleminin normallestirici sayilaridir.

Lemma 5.1.2: Eger A; < d; kogulunu saglayan §; > 0 mevcutsa

o0

D an —an| < CAy (5.1.29)
n=0
gecerlidir.
. - d
Ispat: Ay () = aAQ (A) oldugunda

vardir. Gergekten;

Ay (An2) := ¢’ (7, \p2) olmak iizere;

d
d_ < 2 (ZL‘ )\nl) (517 An2) >= (Anl - )\n2) @ (I, Anl) @ (ZL’, )\n2)

nl - /90 xz, )\nl .’L' )\nZ)dx =< So(xaAnl)a(p(ma)\rﬂ) > ‘g
0

= (7T7 )\nl) ()0, (7T7 )\n2) - 30/ (7T7 )\nl) @ (7T7 )\n2)

— AQ ()\nl) A1 (/\nQ) - A1 (/\nl) AZ ()\nZ)
Anl — Ap2 icin

™

/802 (% )\n2) dx = A1 ()\nQ) AV ()\nQ)l — A ()\nQ) A2 ()\m)

~
0 0
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(A2 karakteristik denklemin bir kokii oldugundan Aj (A,2) = 0 ’dir.) Sonug olarak

a, = =4\ ()\nQ) A2 (>\n2)

bulunur. A; (A\), A 'nin % "inci dereceden tam fonksiyonu oldugundan, Hadamard

fakterizasyon teoreminden;

= B H (1 - E) (5.1.31)

yazilabilir. Hadamard fakterizasyon teoremi;
f(2) q€(0,1) olmak iizere ¢ uncu dereceden tam fonksiyonu ise
= cz™ 1- =
k=1
esitligi gegerlidir. Burada m , f(2) ’'in z = 0 noktasindaki kathhgidir, z; lar

f (2) 'nin sifirdan farkh sifirlaridir.

~ B; II (1 - é)
A; (M) _ k=0 Aki
s11(1-5)
k=0
E@ s )\kz ﬁ ( chz Akl)
i k=1 >\ki k=0 )\kz - )\
A () Nei — Aki
| =1 | 1 1
Atbo A, (V) et ( L W
oldugu zaman N
& & =1 (5.1.32)
i im0 ki

oldugu aciktir ve sonug olarak

P A
B An
Ay (An2) —A—2 (1 - —2)
n2 k=0 )\kQ
k#n



(5.1.18) goz 6niinde bulundurulursa

Ay <)\n2) k;n

A2 <)\n2) _B2 ﬁ 1 @
)\n2 )\k2

Buradan

A ) MRG0
k#n
(5.1.16) gozoniinde bulundurulursa
Tn =D (a) At () Ay (Aaa) Ay (o)
(7% —AQ ()\nQ) Al ()\ ) A2 ()\nQ) A1 ()\n2)

o >\k1 n2 /\k2 -
B H )\kl H )\k2 -
k;én

yada
(- TI (- @) (5.1.33)
k=0 k=0
k#n
yazilabilir. Burada
@ _ Mk ki An2 2

hn )\kz - )\n2 )\kz - )\n2
Q= Yok
k=0

k:;z:én
oldugu gosterilsin.
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Alnk k
- +% SR ) €

5 Alnk /g,ﬂ -
A N {k} !
P ok kn kUSSR

’)\m — Ak _ P21 — Pri | VI
[ Akt — Anzl |Pi1 — Pral ’ K ) " ) ) ,
. A 2wy A In“k w k
pil_pil :kQ—;l k—l———|—2kk1+(4ﬂ2 2 _kQ;Q_%>
A 20y - A2’k @2 k2
_ 12 _ 47t _ 1 _ kL
kot T ok T 2k = (47?2 k2 k2m2 k2
(A _ A) In k i
I + 2k — 2k
A2 — A2 1n2k+w§—w§+%,§1—kgl
472 k2 k22 k2
(A—fl)lnk A2 — A2\ 2k @2 —w? 2 —
_ 1 1 1 kl
A = T + 2k = 2k + ( 472 ) k2 + k22 + k2
olarak ifade edilsin.
A2k w? kR

A 2w
2 2 _ 1.2
Pia = Pz =K —jl ’“*27 Tt T T e
-n ——lnn+i 2k + ——5—— — —
T 472 n? ,, N
]{j 1 Alnk + 2’[1)1 Qkkl i 1 A2 In“ k /LU% k]%l
T k2 k2 k2 k2 \ 472 k2 k22 k2

n®  Alnn 2w2 2kn2+i(A2ln2n w3 k:?ﬂ))

k2 1 k2 k’27r k2 k2

1
- (-o(w))
‘)\kl_)\kl‘ _ P21 — P :@<1—O(i))
[ A1 — Anzl PRy — Prol k? ke

(A_[l> In k . 2%kt — ki L0 <i>

TR 2 A
Dolayisiyla,
o ‘)\kl—xkl o (A—A) Ink 2% _21% 1
k1 k1
— = O < lur.
2 e =l R <k;4) SO ot
k=0 k=0
oo — )\ ‘)\kl — )\kl © | A2 — A2
Benzer gekilde < 00, < 00, —_— <
Z |)\k1 n2| Z [ A2 = Ang] | Ak, — An2]

(0. 9]
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e )\kl - }v\kl >‘n2 - >‘n2
|

ILAED NS

+
n—=0 k—0 )\kl - >\n2| |)\k1 - >\n2|
> ’Akl - Xkl an — A2
+ +
nZ:O; |)\k2_)\n2‘ |)\k2 _)\n2‘
Ans — Ama| | 2 5.1.34
2 Ao = Ao ZMM Al Z preswrl BGERD
k;én
+3 (- 2) Xt
ozdegerlerin asimptotik davraniglarindan;
[ Ak — Ana] a s = Pial 1
N A 2w, A2’k w2
2 2 k2
g _;lnk+—+2kk2+ Ar? k2 R2m? k2
A 2w, A*In®n wi K2
—_n2 -] 22 4 9k - = 22 _ ™2
" Wnn+ 7T * n2+<42 n?  n?n?  n?
C
< L2 _ 2
1 kA
, n
[Ae2 = An2| K2 —n?|
Z k2 — n2| n=>1
k=1
k#n
oldugundan
- 1
> <c
1 | A2 — Anzl
k#n

sahip olunur. Benzer sekilde

3 ( ! + ! ) <C
=0 |)\k1 - )\n2| |)\n1 - )\k:2|

Aﬂzéi(

)\nl - an + )\n2 - )\n2

) <o
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olarak tamimlanan biiyiikliik olmak {izere

%Qn < % n2 — n2 2Z|)\k2 n2| Z |)\k1 n1|
k#n
+nz:% nl — nl Z |>\n1 . >\k2|
< Ci(A - +>‘n2_5‘/712>:0A1'
n=0

Buradan o
Y Qu<OA
n=0

elde edilir. Eger A; < ¢; kosulunu saglayan ¢, > 0 varsa @, < i diir. €] < %

oldugu zaman
In(1—¢ ZT > el < 2§
k=1 k=1
(5.1.19) ’den

< D[ (1-al) [+ X fn (1-t)

k;én

< 2Q,

& _ 1' <4Q, yada |a, — a,| < CQ, yazlr.

In fonksiyonunun 6zelliginden
an

S o - < O3 Qu < OA,
n=0 n=0

Gergekten, limf (z) = A > ¢ ise 30 > 0 i¢in |z — a|] < 0 iken Vo € Kj(a) igin
|f (x)| > ¢ oldugu biliniyor.

1
P%M =1 > 3 oldugundan 3Kj;(0) = (—4,0), Vt € (—9,0) igin
ln(l—i—t)‘ 1

- Z

N}
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Buradan [t| < 2|In (1 +t)|, t € K (0) yazilabilir. lim (&, — «,) = 0 oldugun-

dan lim (1-22) = 0,t=1- In ¢ (—9,0) olarak ifade edilirse, |t| =
n—00 679 679

o 4 <2 In 22 <4Q,

an n

Lemma 5.1.2: Eger A; < §; kosulunu saglayan o > 0 varsa

]G(x,t) —é(x,t)) < s = (5.1.35)
(T) (T, M) 2 (M, Any) < Ay — Ay (5.1.36)
(D) (W,Xn2> % (n,Xm) < Clh, =, (5.1.37)

gecerlidir.

Lemma 5.1.3 : g(z), [0,n] 'de siirekli bir fonksiyon, {z,},, sayilarn

oo
Z|zn —n| < oo
n=0

kosulunu saglayan sayilar olarak alinsin.
Q = Z len] < 00 Ep 1= /g (x) cos zpzdr
n=0 0

ise, M sadece {z,},-, kiimesine bagl olan sabit olmak {izere

lg (2)] < MQ

gecerlidir.
Ispat: {cosz, (2)},50 fonksiyonlar sistemi, Ly (0,7) de tam oldugundan
en ler g (x) fonksiyonunu birebir olarak belirlemektedir. g (z) Lo (0,7) ’de

siirekli bir fonksiyon ve {cosnz}, ., fonksiyonlar sistemi, L (0,7) 'de tam

olmasindan;
1
g(x) =322, ancosnx an =—5 [ 9 (x) cos nxdx
an
0
yazilabilir.

™

/g (x) cosnxdr = e, + /g (x) (cosnx — cos z,x) dx
0 0
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esitliginden

™

oo " oo 1
g(x)= Zemﬂ +Z—cosnx/(cosnt— cos z,t) g (t) dt

0 0
(0% (0%
n=0 n n=0 0

yazilabilir. Ciinkii;

1
g(@) =205 /g (x) cosnxdx | cosnz
a'fL
0

1
=Y 0 g Ent /g (x) (cosnt — cos z,t) dt » cosnx
a
n 0 _
1
=30 p Scosnz + Y oo, a cosnz | g(x) (cosnt — cos z,t) dt

0

Boylece g (x) integral denkleminin ¢oziimii olmak iizere

g(z)=¢(z)+ /H (x,t) g (t)dt (5.1.38)
0
Burada
Z 0 Cosnz Z —0 cos nx (cosnt — cos z,t)
—o “n —o “n

= 1 —cosz,x

ad = [ cos® nadr = [ 5

. T
dr = Jy cos zpxdr = B

bo |
N[ =

seklinde hesaplamr Aym zamanda

(@)l = Za—cosmc <= Z|en|——

n=0
t
cosnt — cos z,t = 2sin < ) sin (@)

goz 6niine alinirsa; (0 < z, ) i¢in

(520 fn(52)] <

|cosnt — cos z,t| = 2
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Bu durumda;

|H (z,t)] < Z |cos na| |cosnt — cos z,t] < — Zw|zn—n| < CZ|zn — 7|

=i n=0
seklinde hesaplanlr Boylece;
E oo
e(x) = ZO a0 cosnzw , Z cos nx (cosnt — cos z,t)
serilerinin mutlak ve diizgiin yakinsak lmasmdan 0<zt<7igin
2 (0.9}
el <=Q  |H (2,8)] < CY e — 2.
n=0
Simdi
= /H(x,t)y(t) dt , y(t)e C[0,7]. (5.1.39)

homojen denkleminin sadece trivial ¢oziime sahip oldugu gosterilirse, serinin

diizgiin yakinsak olmasindan

o0 1 n
Z o C08 na:/ (cosnt — cos zpt) y (t) dt
n=0 Qy O

yazilabilir. {cosnt}, ., L2 (0,7) 'de tam ve y(z) Lo (0,7) ’de siirekli bir

fonksiyon olmak tizere;
s

1
5 | (cosnt —cosz,t)y(t)dt =— / cos ntdt
a a
"0 "0
/y (t) cosntdt = / (cosnt — cos zpt) y (t) dt
0 0
Boylece;

™

/y (t) cos zptdt =0
0

{cos znx}, 5, fonksiyonlar sisteminin tam olmasmdan y (z) = 0 'dir. Bu du-

g(x)zs(x)+/H(x,t)g t)dt

integral denklemi tek bicimde ¢oziilebilir.

rumda
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lg (z)] < |e(z |—|—/th (t)dt| < Q+C/|g )| dt
Gronoull’s e§1t51zhg1nden lg (z)| < M@ ’dir.
Gronoull’s esitsizligi: [a,b] arahginda u(z) >0, ¢ (z) >0, w(t) > 0 ve

u(x), ¢ (z), w(t) € L(a,b) fonksiyonlar: olmak iizere

ise;
b
u@ < ela)+ [wbpel
Lo . 2Q
esitsizligi gegerlidir;Burada; u (x) = |g (z)| , ¢ (zr) = — , w = C' > 0 olarak
7r

diistiniildiigiinde e§itsizlikten

lg (x <—+C/2th 20 o0 = Q( )—MQ <M—%+C>

elde edilir.

Teorem 5.1.1’in ispati:

@A) D b a@) ) = e

~I

@A@Y = W)

kullanarak

/ G@) @ NF @ N de = (Dp) (m,) 3 (m,\)

—¢ (ﬂ-’ )‘) (P&) (77-’ /\) + E —h

]a(x) der =0
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oldugu zaman

™

7@ (N30 - 3) o= O (0 F (7,0 = o () 0F) (7.

(5.1.40)
elde edilir.

_ 11 f
¥ (fL’, )‘m,) ¥ (37, )‘m) - 5 = 5 COS 2pp; T + / 14 ($7 t) cos 2pnztdt
0
esitligini denkleminde yerine yazarsak

s x

1
/q (x) 5 cos 20, + / V (z,t) cos 2p,,;tdt | cos2p,,xdx
0 0
= (FSO) (7Ta )‘) gb (7‘-7 )‘) - (7Ta )‘) (F@ (ﬂ'a )‘)

A=A\, ve A= ),, icin

™

g(0)=2|q()+ / V(2,03 (1) dt

oldugunda

/g (z) cos 2p,,,xdx = (L'yp) (7?, Xm) 0 (7?, Xm)

0

V() = Z(G(m,x—%)—i—é(:c,x—%))
+]é(m,s)G(m,s—QT)ds—i-7Té(x,s)G'(:c,8+27)ds

27—z -z

A1 < py icin

V (2,8)] < C

q (x) Volterra integral denkleminin ¢6ziimii oldugundan |q (x)| < C'A; ve boylece

’%’ < C'Aq olur.
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5.2. RIESZ BAZLARI

Bu alt baglikta, Hilbert uzaylarda Riesz bazlarinin bazi 6zellikler verileAek-
tir. H, <, > i¢ carpimla birlikte bir Hilbert uzay1 olsun
Tanim 1:{f; }j>1 , H Hilbert uzayinin vektorlerinin bir dizisi olmak {izere

, eger f € H vektorii H uzayimin nornuma gore yakinsak olan;
F=Y Af (5.2.1)
j=1

serisiyle bir tek bicimde ifade edilebiliyorsa {f;},., vektérlerinin dizisi H ’da
bir bazdir.

Tanmm 2: Eger (f, kx) = 0% (0. bir Kraneker delta) ise {f;} ve {ri}
dizileri A ’da bianormal olarak tamimlanir.
Eger {f;} bir baz ise, {x;} bianormal bazi mevcuttur. Ayni zamanda {x;} H

‘m bir bazidir. (5.2.1) deki A; katsayilar
Aj = (f,r5) (5.2.2)

formundadur.

Tanim 3: mf | fill > 0 ve Sup 1f;]l < oo ise {f;};>, normallesmis olarak
tammlanmaktadlr Eger {/;},5 normalle§m1§ baz ise {x;} ., bianormal bazida
normallegmis bazdir.

Tanim 4: Eger j # k ic¢in (e;,e;) = 0 ise {e;} dizisi ortogonal olarak
tammlanmaktadir. Eger (ej,ex) = d;, ise {e;},, ortonormal olarak tanim-
lanir.

{ej};>; » B ’de ortonormal ve tam ise aym zamanda B ’nin bir bazidwr.

(5.2.1) — (5.2.2) iligkilendirilirse;

f=2_(fee (5.2.3)

formunu alir.



Tanim 5: {e;} , H Hilbert uzayimin ortonormal bir baz, A : B — B smrl,
lineer ters operator alalim. Bu durumda A~! de smurhdir ve f € B vektorii
icin

Alf:i(Alf,ej i(f A )

Jj=1

Sonug olarak

=Y (fr)
j=1
olur. Burada
fj = A@j , Ky = A*_lej (524)

Aqktirki {f;},., ve{r;},5 5 (f5.65) = 6k (J,k = 1) oldugunda bianormaldirler,
ve Aj = ( f,{j) tek bir bigimde belirlenir.
Boylece her sinirli, lineer, ters operator ortonormal bazi, H ’in bir diger bazina
doniigtiiriiliir.

Tanmim 6: H Hilbert uzayinda, {f; }]21 bazi sinirli, lineer, terslenebilir op-
erator yardimiyla ortonormal bazdan elde ediliyorsa, Riesz baz olarak tanim-

lanir.

{f;} i>1 (f; = Ae;) Riesz baz1 igin B ’deki her f vektorii i¢in
CoY 1l < AP < Co ) If kgl (5.2.5)
Jj=1 j=1

esitsizligi gecerlidir. (Burada {lij}j>1 baz1 K; = A*flej saglayan bianormal
baz, C ve Cy sadece A operatoriine bagh sabitlerdir.) Persavel egitliginden ve

(5.2.4) ’den
A7 =D 1A e [ =210kl
hesaplanabilir.
IFl = [|AA= flf < Al [[ATH
1A=l < LAl

IN

olmasindan

Cu A7) < IFIP < Co || f)?
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elde edilir. Burada Cy = ||A7| 7>, Cy||A||* sonug olarak (5.2.5) elde edilir.

Tamm T7: Bir {g;},., vektorler dizisi icin
> Ajgi=0
J=1

denklemi sadece A; = 0 (j > 1) olmas1 durumunda gegerli ise {g;} ., dizisi
w-lineer bagimsiz olarak tanimlanir.
Teorem 5.2.1: (Bari teoremi) Eger {g;} ., w-lineer bagimsiz ise {g;},.,

B’nin bir Riesz bazidir.

Ispat:
T (Z Ajfj) = A (fi —9)
J=1 J=1
olacak bigimde bir T operatorii tammlansin. (A —T) f = 0 sadece trivial
¢oziime sahiptir. Gergekten eger (A —T') f = 0 ise buradan
(A=T)f=> (f=e)fi=> (f—e)(fi=g)=> (f—e)y
J=1 J=1 J=1

olur ki buradan Z (f —€;)g; =0 dir. Boylece (f—¢;) =0j =1, {g;};,
J=1
w-lineer bagimsizligindan f = 0 ’dir. Sonug olarak A — T lineer,sinirh ve ters

operatordiir. (A —T)e; = g; oldugunda {g;},., B'nin bir Riesz bazidur.
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