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OZET

SUREKSIZ KATSAYILI STURM-LIOUVILLE OPERATORU ICIN DUZ
VE TERS SPEKTRAL PROBLEMLER
Doktora Tezi

A. Sinan OZKAN
Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Ana Bilim Dali
Damsman: Prof. Dr. Rauf AMIROV

Bu calismada, katsayilar1 reel degerli, siireksiz fonksiyonlar olan Sturm-
Liouville diferansiyel denklemi, spektral parametreye bagh simir kosullar1 ve
siireksizlik kogullar1 tarafindan iiretilen sinir deger problemi incelenmektedir.

Birinci boliimde, ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlardan bahsedilmigtir.

Ikinci boliimde, 6ncelikle ele alman problemin teorik operatér yorumu ince-
lenmig ve operatoriin bazi onemli 6zellikleri 6grenilmistir. Ayrica bu boliimde,
problemin 6zdegerlerinin énemli 6zelliklerini ve asimptotik ifadelerini iceren,
diiz spektral problemin temel teoremi ispatlanmigtir.

Uciincii boliim ters probleme ayrilmistir. Oncelikle Priifer acis1 ve Weyl
fonksiyonu kavramlar: tanitilarak bunlarin bazi kullanigh ¢zellikleri verilmis ve
bu fonksiyonlara gore ters problemin coziimii i¢in teklik teoremleri ispatlan-
mustir. Iki spektruma gore ters problem yine bu boliimde incelenmistir. Yani,
problemin 6zdeger dizisinin yanisira bir sinir kogulunun degistirilmesiyle elde
edilen yeni problemin 6zdeger dizisi de verildiginde, problemin katsayilarinin
tek olarak belirlenebilecegi ispatlanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Siireksiz katsayili Sturm-Liouville denklemi, stirek-

sizlik kogullari, parametreye bagh sinir kosullari, ters problem.
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ABSTRACT

DIRECT AND INVERSE SPECTRAL PROBLEMS FOR THE
STURM-LIOUVILLE OPERATOR WITH DISCONTINUOUS
COEFFICIENT

Ph. D. Thesis

A. Sinan OZKAN
Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Advisor: Prof. Dr. Rauf AMIROV

In this study, the boundary value problem which is generated by Sturm-
Liouville equation with discontinuous coefficient, boundary conditions depent
on spectral parameter and discontinuous conditions is considered

In the first section, we recall some basic consept.

In the second section, an operator theoreric formulation of the problem is
studied. Moreover, the basic properties of the solutions and the asymptotic
behaviour of eigenvalues are investigated.

The last section consist of the inverse problems. The Priifer’s angle and
the Weyl’s function are explained; the uniqueness theorems of inverse problems
according to these functions and two different eigenvalues sets are proved.

Key Words: Sturm- Liouville equation with discontinuous coefficient, dis-
continuous condition, eigenvalue dependent boundary condition, inverse prob-

lem.
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GIRIS

Bir takim uygulamali bilimlerde 6zellikle de bazi fizik problemlerinde énemli
bir yere sahip olan, diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, diiz spektral
problemler ve ters spektral problemler olarak iki ana kola ayrilir.

Diiz spektral problemler, verilen operatoriin spektrumunun ve 6zfonksiyon-
larinin aranmasi ve verilen bir fonksiyonun operatoriin 6zfonksiyonlarina gore
ayrigiminin incelenmesinden ibarettir. Spektral analizin ters problemleri ise
verilen belirli dizilere gore, spektral karakteristikleri bu diziler olan operatoriin
ingaas ile ilgilenmektedir. Bu konudaki bazi1 calismalarda, verilen spektral
karakteristiklerin operatorii tek sekilde belirledigini gosteren, ters problemlerin
¢oziimii i¢in teklik teoremleri verilmisg; bazilarinda ise verilen spektral karakter-
istiklere gore operatoriin nasil elde edilebilecegi arastirilmig, yani algoritmasi
verilmistir.

Fizik, mekanik, jeofizik, elektronik ve metalurji gibi farkli bilim dallarinda
bir cok kez ters problemlerle karsilagilmaktadir. Homojen olmayan telin, onun
0z titregimlerine gore yogunlugunun hesaplanmasi; parcaciklar arasindaki etk-
ilesim kuvvetlerinin, bu parcaciklarin enerji seviyelerine gore belirlenmesi; kuan-
tum fiziginde sagilma verilerine gore alan potansiyellerinin bulunmasi; jeofizikte
yeralt1 madenlerinin yeraltindaki elementlerin dagilhim karakteristiklerine gore
belirlenmesi problemlerinin herbiri spektral analizin ters problemlerine 6rnek
tegkil eder.

Literatiirde, ikinci mertebeden

i (p@)j_i) T @)y = Mw(z)y 0.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi; bu denklem veya bu den-
klem ve farkl bir takim sinir kogullar1 tarafindan iiretilen operatorlere Sturm-
Liouville operatorleri; bu operatorler igin konulan spektral problemlere ise

Sturm-Liouville problemleri denir. Diferansiyel operatorlerin diiz ve ters spek-
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tral problemlerinde bu operatorler sinifi onemli bir yere sahiptir. Zira, Sturm-
Liouville problemleri daha fazla somut uygulama alanina sahiptir.

Ornegin, kuantum mekanigindeki Schrodinger dalga denklemi,

Pu(x,t)  h O*u(w,t)
gury) rounl iy =0
ot? 2m  Ox? +V(@u(z,1)
seklindedir. Burada u(z,t) pargacigin dalga fonksiyonu, V(x) potansiyel alan,
m parcacigin kiitlesi ve A Planck sabitidir. £, v'nun konumuna kargilik gelen

enerji seviyesi olmak iizere yukaridaki denklemde
u(z, t) = ¢Py(x)

doniisiimii yapilirsa,

2m 2m
"
T p— V/ = —F
Yy 7 (:L’)y 7 Yy

denklemi elde edilir ki bu, Sturm Liouville tipinde bir denklemdir.

Klasik fizikten bir bagka trnek de telin titregsim denklemidir. p(z) telin z
noktasindaki gerilimini; w(x) yogunlugunu; ¢(x) ise geri ¢agirict kuvvet kat-
sayisini belirtmek iizere bu denklem asagidaki gibidir:

2 (o242 — gtayute. 6 = w5

Telin normal salimim yaptig1 kabul edilerek, bu denklemin ¢oziimii,
w(z, t) = y(z) sin VAt

seklinde aramirsa, yeni aranan y(x) fonksiyonunun asagidaki klasik Sturm Li-

ouville denklemini saglayacagi kolayca goriiliir:

. (p@)j_i) +ala)y = M)y

Sturm Liouville operatoérlerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuglar Bernoulli,
D’Alembert, Euler, Liouville ve Sturm’a aittir. 1830’larda Sturm (1836) ve Li-
ouville(1836), belirli kogullar altinda (0.1) denklemini ve belli sinir kogullarim:
saglayan sifirdan farkh y(x) fonksiyonlarinin varhgina olanak veren A sayilarimin,

yani 6zdegerlerin, ayrik bir kiime olugturdugunu ispatlamiglardir.
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20. yuzyilda farkli operator siniflari igin spektral teori daha hizh bir bigimde
geligmigtir. Bu dénemde, Birkhoff, Weyl, Hilbert, Neumann ve diger birgok
matematikci 6nemli sonuclar elde etmiglerdir. Sonlu aralikta ikinci mertebe-
den diferansiyel ifadeler ve regiiler simir kogullari ile iiretilen operatorlerin
ozdegerlerinin dagiimi G. D. Birkoff tarafindan incelenmistir. Integral den-
klemler teorisinde yapilan calismalarda, lineer cebir problemleri ve titresim
teorisi problemleri arasindaki benzerliklerden faydalanan ilk olarak D. Hilbert
olmugtur. Bunlarin sonucu olarak 6nce /5 uzay1 daha sonralari ise genel Hilbert
uzay1 kavramlar: kurulmustur. Soyut H Hilbert uzay: tanimlandiktan sonra
H’da lineer selfadjoint operatorler teorisi hizla gelismeye baglamigtir. 19. ve
20. yiizyillarda yagamig bircok matematikci sayesinde bu teori miitkemmel bir
seviyeye ulagmustir. Ozel olarak bu calismalarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar,
spektral fonksiyon, normallegtirici sayilar, vs. spektral veriler tanimlanmig
ve farkli yontemlerle bunlar i¢in asimptotik formiiller elde edilmistir. Daha
sonra F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs ve diger bazi matematikgiler
tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral teorisi olustu-
rulmustur. Simetrik operatorlerin tiim selfadjoint genislemelerinin bulunmasi
problemi Neumann tarafindan ele alinmigtar.

Diferansiyel operatorler icin ters spektral problemler teorisinin baglangici
sayilan ilk calisma V.A. Ambartsumyan’a aittir. 1929 yilinda V.A. Ambart-
sumyan agagidaki teoremi ispatlamigtir:

Teorem 0.1(Ambartsumyan, 1929): ¢(z), [0, 7| araliginda gergel degerli

stirekl bir fonksiyon olmak tizere Ao, A1, -+, A\p, -+ sayilar
y'+{A—q(x)}y=0, (0.2)
y'(0) =y/(m) =0, (0.3)

probleminin ozdejerleri olsun. Eger A\, =n? (n=0,1,...) ise q¢(x) =0 dor.
V.A. Ambartsumyan’in bu ¢aligmasi ilk bakigta, 6zdegerlerin g(z) fonksiy-
onunu tek sekilde belirleyebilecegini akla getirse de bunun genelde dogru ol-

madigr G. Borg’ un 1945 yilindaki calismasinda gosterilmistir. Bu nedenle



4

de, V.A. Ambartsumyan’in sonucu istisnai bir durum olarak diisiiniilmekte-
dir. Borg, bu ¢aligmasinda {\,},>0 ve {i, }n>0 dizilerinin verilen operatoriin
farkli spektrumlar: oldugunu farz ederek operatorii bu dizilerin yardimiyla be-
lirlemektedir. Bu sonug, asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.2(Borg, 1945): h,h; ve H sonlu gercel sayilar olmak iizere,
Aoy ALyt 0y A,y oo ler (0.2) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) =0, (0.4)

y'(m) + Hy(m) =0, (0.5)

swmar kogullary ile verilen problemin; fuy, fby, -+ , lhy, - - ler ise (0.2) denklemi,
(0.5) ve

y'(0) — hyy(0) = 0, (h # hy) (0.6)

siar kogullaryla verilen problemin ézdegerleri olsun. O halde {\,}n>0 ve
{1tn }n>0 dizileri q(z) fonksiyonunu ve h, hy ve H saylarim tek olarak belirler.

Bu galisgmadan sonra potansiyelin ¢(m — x) = ¢(x) simetriklik kogulunu
saglamasi durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii belirledigini
N. Levinson(1949) ispatlamigtir. Ayrica, N. Levinson negatif 6zdegerlerin mev-
cut olmadigr durumda, sacilma fazinin, potansiyeli tek olarak belirledigini de
gostermigtir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden
biri de ters problemin ¢oziimlerinde énemli bir ara¢ olan doniigiim operatorii
kavrami olmustur. Bu kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde
J. Delsarte(1938), J. Lions(1957) ve B. M. Levitan(1964) tarafindan verilmistir.
Keyfi Sturm-Liouville denklemleri i¢in doéniigiim operatoriiniin yapisini ilk olarak
A. V. Povzner(1948) kendi ¢aligmalarinda incelemistir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde
bir sonraki en 6nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko tarafindan kaydedilmistir.
1950 yilinda V.A. Marchenko ters problemlerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville op-

eratoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.
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©(x, A) fonksiyonu (0.2) diferansiyel denkleminin
p(0,A) =1, ¢(0,A) =h, (0.7)

baglangig kogullarini saglayan ¢oziimii, p(z, A,) = ¢, (z) fonksiyonlar1 ise bu

operatoriin 6zfonksiyonlar: olsun. Bu durumda

™

Q= /gpz(ac, An)dz (0.8)

0

sayilar1 verilen operatoriin normallegtirici sayilari,

=3 —

An<A "

fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere V.A. Marchenko,
G. Borg’ un ispatladig1 teoremin benzerini p(\) spektral fonksiyonu yardimiyla
vermistir(V.A. Marchenko, 1950). Ayrica bu galigmada, p()\) fonksiyonun
Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi
icin gerek ve yeter kosulu verilmigtir. V. A. Marchenko’ nun caligmalari ile
hemen hemen aym zamanda M.G. Krein(1951, 1954), Sturm-Liouville tipin-
deki diferansiyel operatorii {\, }n>0 ve {i, }n>o dizilerine gore belirlemek igin
etkili yontem vermigtir. Fakat, bu caligmalarda verilen gerekli ve yeterli kosul,
{A\n}nzo ve {i, tn>o dizileri yardimiyla degil; bu dizilerin yardimiyla kurulan
yardimci fonksiyon kullanilarak verilmistir.

1949 yilinda V.A. Marchenko’ nun galigmasi yayimlanmadan once A.N.
Tikhonov (1949) tarafindan V. A. Marchenko’ nun ispatladig: teklik teoremine
denk olan bir teorem ispatlanmigtir. A.N. Tikhonov ¢alismasinda ispatlanan
teoremin ifadesi agagidaki sekildedir:

Teorem 0.3(Tikhonov, 1949): p(z) parcale analitik bir fonksiyon ve

p(z) > py > 0 olmak iizere,

U'+2\* (@)U =0, x>0 U(x)=0

U'(0,\)

— ksiy-
GOy fonksiy

probleminin ¢ozimi U(z, \) olsun. Ejer A <0 ise R(\) :=

onuna gore p(x) fonksiyonu tek olarak belirlenir.
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I. M. Gelfand ve B. M. Levitan (1951) galigmasinda, p(\) monoton fonksiy-
onun Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi igin gerekli ve
yeterli sartlar1 verdiler. Diger taraftan bu calismada klasik Sturm-Liouville
operatoriiniin {\, }n,>0 ve {a,}n>0 dizilerine gore belirlenmesi igin yani, ver-
ilen dizilerin klasik Sturm-Liouville probleminin, sirasiyla, spektrumu ve nor-
mallegtirici sayilar: olmasi i¢in gerekli ve yeterli kogullar verilmistir. Bu kogullar

agagidaki gibidir:

a
L a 12| "
e [ [FE Y Y B
b
B 12| Tn
R N Y F¥ I ey

1 1 n\ 2
Burada ap = — |h+ H + §/q(t)dt , m Gift ise Y42 < oo ve Y (T—)
m n
0

oo; m tek ise (%)2 < oo ve Y 12 < oo dir.
Fakat bu caligmalarda ters problemin iki spektrumuna gore tam ¢oziimii
verilmemistir. Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢cin bu problemin yani,
iki spektruma gore regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi prob-
lemi B.M. Levitan ve M.G. Gasimov’ un (1964) ¢alismasinda verilmistir. Bu
caligmada, verilen problemin {an}nzo normallestirici sayilarinin iki spektruma
bagh oldugunu gosteren en énemli formiil,
hi—h 0, Ak — M
I, = An o Mk — An

(0.9)

oy =

seklinde elde edilmistir. Burada []' sembolii, sonsuz carpimda k = n carpanm
bulunmadigimi gosterir. (0.9) formiilii iki spektruma gore ters problemin ¢oziimiinii
vermektedir. Gergekten de, eger {\, },>0 ve {1, tn>o dizileri verilmis ise (0.9)
formiilinden yararlanarak {a,}, -, sayilarmm asimptotik ifadesi bulunur ve
Levitan(1951) calismasimin sonuclarimdan yararlanarak {\,}.>0 ve {a,}n>0
dizilerine gore ters problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore ters
problemin ¢6ziimii icin gerekli ve yeterli kogullar1 verecektir ve o kosullar agagi-

daki sekilde siralanabilir:
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1) {Antnso ve {p, tn>o dizileri siralidir, yani Ay < g < A\ < p; < A2 <

g < -+ dir.

2) A\, ve pu,’ler

a a 1
n+—°+—§+0<—4
n n n

! ! 1
— o+ 8 0=
n nd nt

asimptotik formiillerine sahiptir.

3) ap # ap dir.

Son yillarda, operatorii belirlemeye olanak veren bazi farkl veriler daha sik
kullanilmaya baglamigtir. Bunlarin igerisinde belki de en énemli olanlar1 Weyl
fonksiyonu ve Priifer acisidir.

Weyl, kendi adiyla anilan m-fonksiyonunu ilk olarak 1910’da bazi singiiler
problemler iizerine ¢ahgirken kurmustur(Weyl, 1910). Fakat daha sonra bu
fonksiyon, klasik siir kogullu Sturm -Liouville ters problemlerinin ¢oziimiinde
kullanimugtir. (Freiling, G. and Yurko, V.A. 2001)

Priifer agisi ise ilk olarak Sturm-Liouville osilasyon teorisi galigilirken kul-
lanilan Riccati denklemlerine bir alternatif olarak tanimlanmigtir(Priifer, 1926).
Yakin zamanin P. Binding, P. J. Browne, K. Seddighi(1993), B. A. Wat-
son (2000, 2001 ve 2004), C. Tretter ve H. Schmid(2002) gibi bazi matem-
atikgileri, Priifer acisim Sturm-Liouville ters problemlerinde kullanmislardir.

Aralhigin i¢ noktasinda siireksizlik kogullarina sahip Sturm-Liouville oper-
atorleri genel olarak agagidaki egitlikler ve bunlara eklenen cegitli sinir kogullar

ile tiretilir:

—y" +q(x)y=Ny z€(0,d)U(d,) (0.10)

y(d+0) = ay(d - 0)
(0.11)
Y (d+0) =a 'y (d—0)+ By(d - 0)

Burada a > 0, |a — 1|* 4+ 8% # 0, d € (0, 7)’dur.
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Bu tiir operatorlerle ilgili ilk ¢alisma H. Hald’a aittir (Hald, O., 1984).
Bu calismada Hald, klasik sinir kogullari altinda diiz ve ters spektral prob-
lemi incelemis ve operatoriin bir 6zdeger dizisinin ve araligin ilk yarisinda
q(z) fonksiyonunun bilinmesi halinde operatériin tek olarak belirlenebilecegini
gostermigtir.

R. Kh. Amirov (2006) galismasinda benzer bir problemi ele almig ve ver-
ilen operatoriin belli baslangic ve siireksizlik kosullarini saglayan ¢oziimleri
icin integral gosterim elde etmistir. Ayrica bu calismada operatoriin spektral
ozellikleri ile bu spektral ozelliklere gore ters problemin ¢oziimii igin teklik
teoremleri ispatlanmigtir. Diger yandan R. Kh. Amirov 'un (2004, 2009) ¢alis-
malari, farkl tipten siireksiz Sturm-Liouville ve Dirac operatorleri icin diiz
ve ters spektral problemleri icermektedir. Bu ¢aligmalardaki ters problemler,
Weyl fonksiyonuna gore, dzdeger ve normallesirici say1 dizilerine gore ve iki
spektruma gore ayr1 ayr1 ele alinmig ve teklik teoremleri ispatlanmigtar.

Stireksiz katsayili Sturm-Liouville operatorleri son yillarda yaygin bir gsek-
ilde cahisilmaktadir. Ozellikle klasik fizikte, jeofizikte ve elektronikte dogrudan
uygulamaya sahip olmasi uygulamali matematikcileri bu konulara yoneltmistir.

Bu tiir operatorler genellikle,

—y" +q(x)y = Ap(2)y (0.12)

denklemi ile iiretilir. Baz1 caligmalarda, ayrica aralikta siireksizlik kogullar: da
olabilmektedir. Her iki durumun da fiziksel uygulamalar: vardir.

Ornegin, p(x) parcali tamimh bir fonksiyon iken,

p(m)% = % +q(z)u(x,t), z€(0,d)U(d,m)

uw(d+0,t) = oau(d—0,t) (0.13)
u'(d+0,t) = a ' (d—0,t)+ Bu(d - 0,t)

problemi klasik Fourier metodu uygulanarak, agsagidaki gibi bir siireksiz kat-
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sayili Sturm-Liouville problemine doniistir.

" +q(x)y = Ap(z)y z € (0,d) U (d, ) (0.14)
y(d+0) = ay(d —0)

Y (d+0)=a "y (d—0)+ py(d—0)

(0.13) problemi ashnda iki farkh materyalin ug noktalarindan birlegtirilmesiyle
olugturulan kati cismin titregim problemidir.

Benzer sekilde iki farkli materyalin birlegtirilmesiyle olusan cisimler icin 1s1
ya da elektrik iletimi problemleri de siireksiz katsayil ya da aralikta siireksizlige
sahip Sturm-Liouville problemlerine doniistiiriilebilir.

R. Carlson(1994), L-E. Andersson(1988), C. F. Coleman ve J. R. Maclaugh-
1in(1993), A. McNabb, R. Anderssen ve E. Lapwood(1976) ¢aligmalar1 siirek-
siz katsayili Sturm-Liouville spektral problemlerine érnektir. Bu ¢aligmalarda
gesitli ters problemler ele alinmis ve bazilarinda tam ¢oziimii yapilmig; bazilarinda
ise bunun yanisira, verilen spektral verilerin operatore ait veriler olabilmesi i¢in
gerekli ve yeterli kosullar aragtirilmistir. Ozellikle L-E. Andersson(1988), calis-
masinda hem problemin fiziksel yorumunu vermis hem de ters problemi tam
olarak ¢ozebilmigtir.

Spektral parametreye bagl sinir kogullar: Sturm ve Liouville’in zamanindan
gok once S. D. Poisson(1820) tarafindan incelenmistir. M. A. Naimark, "Linear
Differential Operators"(1968) kitabinda simir kogullarimin parametreye bagh
oldugu 6zdeger problemlerini tanimlamis ve bu tiir problemleri genellegtirilmis
vzdeger problemi olarak adlandirmugtir. Bu tip problemler genelde (0.4) ve
(0.5) sinir kogullarimin birinin veya her ikisinin katsayilarini A parametesine
bagh se¢mekle elde edilir. Ornegin, a()\) ve b(\) herhangi iki fonksiyon olmak
tizere, (0.5) kogulu

a(A)y(m) +b(AN)y'(m) =0 (0.15)

seklinde yazilirsa parametreye bagl bir sinir kogulu elde edilir. Eger a()) ve

b(\) fonksiyonlart A'min lineer (dogrusal) fonksiyonlar: ise sinir kogulu parame-
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treye lineer sekilde baghdir denir. Boyle sinir kogullu Sturm-Liouville oper-
atorii igin spektral problem ilk olarak C. T. Fulton(1977, 1980) tarafindan
ele alinmigtir. Bu ¢aligmada Fulton, probleme karsilik gelen teorik operatorii
tanimlayarak bu operator yardimiyla, problemin 6zdegerlerinin bazi ¢nemli
ozelliklerini (6rnegin reel ve cebirsel olarak basit olmasi gibi) elde etmistir.
N. J. Guliyev, (2005) ¢ahsmasinda bir simir kogulu parametreye lineer sekilde
baglh Sturm-Liouville ters problemi icin Gelfand-Levitan-Marchenko tipinde
esas denklem elde ederek bu problemin tam ¢oziimiinii vermistir. Ayrica, O.
Sh. Mukhtarov(1994), R. Kh. Amirov, B. Keskin ve A. S. Ozkan(2009) ve ben-
zeri bir takim calisma, lineer kogullarla ilgili diiz ve ters spektral problemleri
icermektedir. Bu ¢aligmalarin bazilarinda parametreye bagh sinir kogullarinin
yamsira aralikta siireksizlik kogullar1 da bulunmaktadir.

Son zamanlarda daha ¢ok a(X) ve b(\) fonksiyonlarmin \’ya daha genel
sekilde (polinom veya tam fonksiyon geklinde) bagh oldugu durum ele alinmak-
tadir. a(A) ve b(A)'nin keyfi birer polinom oldugu durum ilk olarak E. M. Rus-
sakovskii(1975) tarafindan ele alimmigtir. Bu durumda problemin teorik oper-
ator ifadesi ve 6zdegerlerinin bazi 6nemli 6zellikleri bu ¢aligmada aragtirilmigtir.
Bu tiir operatorler igin diiz problemler yaygin bir sekilde caligilmis olmasina
ragmen ters problemler ancak son yillarda ilgi gérmeye baglamigtir. P. A.

Binding, P, J. Browne ve B. A. Watson, (2004) ¢ahsmalarinda,

—y" +aq(x)y = Ny
y(0)cosa — ¢/ (0) sinaw = 0 (0.16)
a(A)y(1) +b(N)y'(1) =0

problemini ele almig ve bu problem igin, 6zdegerlerin asimptotik ifadeleri, 6z-
fonksiyonlarin salinimi gibi bazi spektral ¢zellikleri inceleyip, farkli baz verilere
gore ters problemin ¢oziimii igin teklik teoremlerini ispatlamiglardir.

a(A) ve b(\) fonksiyonlarmin gesitli durumlarina gore diiz veya ters spek-
tral problemler diger baz1 matematikciler tarafindan da ¢cok yaygin bir sekilde
caligilmigtir. Zh. Ben Amara, A. M. Savchuk(1999), A. A. Shkalikov(1986), N.
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Yu. Kapustin(1999), N. B. Kerimov(2003), P. Binding, P. J. Browne, K. Sed-
dighi(1993), ve P. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson(2000, 2001) bunlarin
en onde gelenleridir.

Bu tezde, yukarida bahsedilen problemlerin tiimiinii kapsayacak bir prob-
lem ortaya atilmis ve yukarida adi gecen bazi calismalardaki (Ornegin R. Kh.
Amirov, 2006, 2009; O. Sh. Mukhtarov, 1994; N. J. Gulijev, 2005 ve P. A.
Binding, 2004 gibi) sonuglar ele alinan probleme genellestirilmeye ¢aligilmigtir.

p(z), p~'(x) ve q(x) fonksiyonlari, Ly (0, 7) smifindan, reel degerli fonksiy-

onlar olmak iizere, bu calismada agagidaki sinir deger problemi incelenmigtir.

—p() [p(x)y] +a(z)y = Ay, € (0,d)U(d,m) (0.17)
y(0) cosa+ ¢'(0) sinaw = 0 (0.18)
a(A)y(m) + b(A)p(m)y/ (7) = 0 (0.19)

y(d+0) = By(d - 0)
(0.20)
(@)Y (2)],—gs0 = B (@)Y (2)],4_0

Burada o € [0,7), d € (0,7), B € Rt \ {1}, a(N), b()), ortak sifira sahip
olmayan, reel katsayili polinomlar ve A kompleks parametredir

Dikkat edilirse p(z) parcali sabit bir fonksiyon almirsa, (0.17) denklemi
(0.12) ile belirtilen siireksiz katsayili Sturm - Liouville denklemine doniistir.
Soyle ki, 6rnegin p(z) fonksiyonu

(
1 0<z<d;

di<x<d
p(z) = p,l P pieR, i=1,2,..n.

[ Pn d,<z<m

seklinde alimirsa, (0.17) denklemi

="+ q(z)y = Ap(x)y,
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denklemine doniisiir. Burada

(

1 0§l’<d1

o) =4 "I = et

P2 dy<z<m

0
seklindedir. Ayrica burada p(z) pargali sabit ve pozitif degerli oldugundan,
yeni denklemde ¢(z) fonksiyonunun simfi degismeyecektir. Dolayisiyla (0.17),
(0.12)’den daha geneldir. Ayrica, (0.19) sinir kogulunun \’ya polinomlar yardimiyla
baglanmig olmasi ve (0.20) siireksizlik kogullari, ele alinan problemin 6ncekil-
erden daha genel oldugunu gosterir.

Bu tezin birinci boliimiinde, ¢alismada kullanilan bazi temel kavramlar-
dan bahsedilmigtir. Bu boliim hazirlanirken Tichmarsh(1932), Freiling ve
Yurko(2001), Levitan ve Sargsyan(1988) ve M. A. Naimark(1968) kaynaklar
esas alinmigtir.

Ikinci boliimde, 6ncelikle ele alman problemin teorik operatér yorumu ince-
lenmis, yani, spektrumu bu problemin spektrumuyla ¢akigan bir operator kuru-
larak bu operatoriin bazi énemli 6zellikleri 6grenilmigtir. Ayrica bu boliimde,
(0.17) denkleminin belli baglangig ve siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimleri
aragtirilarak bu ¢oziimlerin asimptotik ifadeleri elde edilmistir. Daha sonra
bu asimptotik formiiller kullanilarak, problemin karakteristik fonksiyonu ve
onun ozellikleri dgrenilmistir. Ikinci boliimiin sonunda problemin 6zdeger-
lerinin 6nemli 6zelliklerini (reel ya da kompleks olmasi, basit ya da kath olmasi
gibi) ve asimptotik ifadelerini igeren, diiz spektral problemin temel teoremi is-
patlanmigtir. Bu teoremin ifadesi agagidaki gibidir:

Teorem 0.4(Teorem2.4.2): a) L sinuwr deger problemi, mutlak degerlerine
gore swralandiginda simirsiz sekilde biiyiiyen, sayilabilir saypnda dzdegere sahip-
tir.

b) Bu ozdegerlerin en fazla sonlu tanesi kompleks ya da katle (cebirsel)

olabilir; digerleri reel ve basittir.
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c) Ozdegerler reel eksene gore simetrik olarak yerlesir.
d) Ozdegerler dizisini {\,} ile gosterirsek, n’nin yeterince biiyik deger-

lerinde asaqidaki asimptotik ifade gecerlidir:

Burada, \/)\_2, Ao(X) 'man sifirlarina gosterir ve ayrica \/E = n(_z:) + hp,
sup,, |h,| < oo ifadesi dogrudur. !

Uciincii boliim ters probleme ayrilmustir. Oncelikle Priifer acisi ve Weyl
fonksiyonu kavramlar: tanitilarak bunlarin bazi kullamigh 6zellikleri verilmis
ve bu fonksiyonlara gore ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri ispat-
lanmustir. ki spektruma gore ters problem yine bu boliimde, incelenmistir.
Yani, problemin 6zdeger dizisinin yamsira (0.18) sinir kogulunun degisgtirilme-
siyle elde edilen yeni problemin ¢zdeger dizisi de verildiginde, problemin kat-
sayilarinin tek olarak belirlenebilecegi ispatlanmistir. Bu boliimiin temel sonucu
su sekildedir:

Teorem 0.5(Sonug3.3.3):

Asagndaki verilerin her biri (0.17)-(0.20) sinawr deger problemini tek olarak
belirler:

1) M(\) Weyl fonksiyonu,

2) ®(0,\) Priifer ag¢ist ve « agist,

3) {\n} ve {n,} dzdeger dizileri.
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I. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1. Analitik Fonksiyonlarin Baz1 Temel Ozellikleri:

Tanim 1.1.1: Kompleks diizlemde bir zy noktasi ve bu noktanin en az bir

d > 0 komsgulugunda tammh olan bir f(z) fonksiyonu verilsin. Eger,

i {20+ A82) — f(20)

Az—0 Az

(1.1)

limiti mevcut ve sonlu ise f(z) fonksiyonu zy noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limitin degeri de f(z) fonksiyonunun z, noktasin-
daki tiirevi olarak adlandirihr, f'(z) ile gosterilir.

Tamim 1.1.2: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir z; noktasmm ¢
komgulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna zy nok-
tasinda analitiktir denir. f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir W alt kiimesin-
deki tiim noktalarda analitik ise f(z)’ye W’de analitik fonksiyon denir.

Tanmim 1.1.3: Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiy-
ona tam fonksiyon adi verilir.

Tamim 1.1.4: f(z), kompleks diizlemin bir W' alt kiimesinde tamml bir
fonksiyon olmak tizere, Vz € W igin |f(2)| < M olacak sekilde bir M sayisi
varsa f(z)’ye W’da sinirh fonksiyon denir.

Teorem 1.1.5(Liouville): Komleks dizlemin tamaminda sinarle olan tam
fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tanim 1.1.6: f(z) kompleks degiskenli herhangi bir fonksiyon, zy ise
f(2)’nin tammh oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(z) = 0 ise zy nok-
tasma f(z) fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca sifir1 denir. Eger f(z9) = 0,
f'(20) =0, ..., f* D (z) =0, f™(z) # 0 ise 2o noktas1 f(z) fonksiyonunun
n-kath sifir1 diye adlandirilir.

Tanim 1.1.7: f(z), 2o noktasinin en az bir komsulugundaki her nok-
tada diferansiyellenebilir ama z,’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise zp’a

f(#)’nin ayrik singiiler (aykir1) noktas: denir.
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Tanim 1.1.8: 2, bir f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: olsun.
i) zhj? f(2) limiti mevcut ve sonlu ise zy noktasina f(z)nin kaldirilabilir
aykiri nolita& denir.
ii)
lim f(z) = o0 (1.2)

2=20
ise zg noktasina f(z) nin kutup noktasi (kutup yeri) denir.

iii) 2113;1 f(#) limiti mevcut degilse zy noktasina f(z)nin esas aykir: noktasi
denir. O

Teorem 1.1.9(Rouché): [ ve g kompleks diizlemin bir B bolgesinde sonlu
sayrda sifer yeri olan ve sonlu sayida kutup yerler: disinda analitik olan fonksiy-
onlar ve v, B bolgesinde bulunan ve f ve g min hichbir sifir ve kutup yerinden
gegmeyen basit kapaly bir ejri olsun. Eger v uzerinde |f(z) — g(z)| < |f(2)]
esitsizligi gergekleniyorsa, Zy — Py = Z, — Py esgitligi gecerlidir. Burada, Z¢ ve
Zy, f(2) ve g(z)nin v’'mn surlandirdige bolge igindeki suferlarimn sayising
Py ve Py ise f(z) ve g(z) nin v 'nan starlandirdige bolge igindeki kutuplarinan
saysim gostermektedir. Eger f ve g, B i¢inde analitik fonksiyonlarsa Z; = Z,
olur.

Tanmim 1.1.10: f(z) bir tam fonksiyon ve

M (r) = max | f(z)] (1.3)

|2|=r

olmak {iizere yeterince biiyiik r’ler igin
M(r) < exp(r*) (1.4)

esitsizligini saglayan p > 0 sayisi varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir
denir. Bu esitsizligi saglayan p sayilarimin infimumuna f(z)’nin mertebesi adi
verilir ve p ile gosterilir.

Tanim 1.1.11: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak iizere yeter-
ince biiyiik r’ler igin

M(r) < exp(ar?) (1.5)
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esitsizligini saglayan a > 0 sayisi varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir. (1.4) esit-
sizligini saglayan a sayilarimin infimumuna f(z) fonksiyonunun tipi adi verilir.
ve o ile gosterilir.

Teorem 1.1.12(Hadamard): Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu
fz)=cmI] <1 - Zi> (1.6)

geklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z) nin orijindeki sifirinin katllign,
{#n}ns1 ise f(z) 'nin 0’dan farkl tim sifirlariman kiimesidir.

Teorem 1.1.13: f ve g kompleks diizlemin bir B bélgesinde analitik fonksiy-
onlar ve {z,} C B

JUEES

ii) zo € B

i11) Yn igin, f(zn) = g(2n)
kosullariny saglayan bir dizi ise Vz € B igin f(z) = g(2) esitligi gegerlidir.

Sonug 1.1.14: f ve g birer tam fonksiyon ve {z,}, her n igin f(z,) = g(z,)
kosulunu saglayan, kompleks diizlemde en az bir limit noktasina sahip bir dizi
ise f(2) = g(z) dur.

Teorem 1.1.15(Zhdanovich, 1960): i = 1,p olmak iizere «;ler, ay >
o > .. > apq > 0 esitsizliging saglayan gergel saylar, 3, ler ise herhangi

kompleks saylar olsun. Bu durumda 3, # 0 ise,
e™N + Bre® N+ 4 B, e+ B, =0

denkleminin kokler:

Ap = +U¥(n) (n=0,+1,...)

seklindedir. Burada V(n) sinarl kompleks degerli fonksiyondur.
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1.2. Hilbert Uzayinda Lineer Operatorler:

Tanim 1.2.1: H, C kompleks sayilar cismi iizerinde tanimh bir vektor
uzay1 olmak tizere, Vr,y,z € H ve VA € C icin agagidaki ozellikleri saglayan
(.,.) : Hx H — C fonksiyonuna H’da bir i¢ ¢arpim; H’a da bir i¢ ¢carpim uzay1
denir.

i) (z,z) > 0; (z,2) =0 =0

i) (v,y) = (y,v)

iii) (A\z,y) = A(x,y)

w) (x+2,y) = (x,y) + (2,9).

|z :== \/(, z) ifadesi z’in normu diye adlandirilr.

Tanim 1.2.2: H bir i¢ garpim uzayi, (x,) C H ve zg € H olsun. Eger Ve >
0 i¢in AN dogal sayis1, ¥n > N icin ||z, — zo|| < ¢ esitsizligi saglanacak sekilde
mevcut ise (z,) dizisine H uzayinda x,’ a yakinsaktir denir. z elemanina ise
(x,,) dizisinin limiti ad1 verilir ve

lim z,, = xg
n—oo

ile gosterilir.

Tanim 1.2.3: H bir i¢ garpim uzayi, (z,) C H olsun. Ve > 0i¢in 3N dogal
sayisi, Vn,m > N i¢in ||z, — x| < ¢ esitsizligi saglanacak sekilde mevcut ise
(x,,) dizisine H uzaymnda bir Cauchy dizisi denir.

Tanim 1.2.4: Bir i¢ ¢arpim uzayimdaki her Cauchy dizisi uzay icinde bir
limite sahipse bu uzaya tam i¢ carpim uzayi veya Hilbert uzayi adi verilir.

Ornegin,
b
Lola b = 4 2(t) - /|x(t)|2dt<oo

uzayl,
b

(f.9) = / f(2)g(x)da

a

ile bir Hilbert uzayidir.
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Tanim 1.2.5: M ve N bir vektor uzaymin iki alt uzay1 olmak {izere,

MNN = {0} ise
Me&N:={zx:z=m+n, me M, ne N} (1.7)

uzayina bu iki uzayin direkt toplami denir. M & N’de © = m + n yazilis1 tek
tiirliidiir ve bu nedenle bu uzayin elemanlarini (m, n) sirali ikilileri ile belirtmek
miimkiindiir.

Tanim 1.2.6: H,, H, birer Hilbert uzay: ve L, D(L) C H; alt uzaymdan

Hy’ye tanimli bir doniigiim olsun. Eger Va,y € D(L) ve Vo, 5 € C igin
L(ax+ By) = aL(z) + SL(y) (1.8)

esitligi gegerli ise L'ye Hy’den Hs’ye lineer operator adi verilir. D(L) alt uzay:
L’nin tamim uzay1 olarak adlandirilir. Ayrica R(L) ={y:y = Lz, x € D(L)}
kiimesine L’nin goriintii kiimesi ve N(L) = {x € D(L) : Lv = 0} kiimesine
L’nin ¢ekirdegi denir.

Tanim 1.2.7: Aym1 H uzayinda tamiml L, ve Lo operatorleri verilsin.
Eger D(L1) C D(Ls3) ve Yz € D(Ly) igin Lyx = Lox ise Lo operatoriine L
operatoriiniin geniglemesi denir, L; C Ly ile gosterilir. Eger D(L;) = D(Ls) ve
Vo € D(Ly) igin Lixz = Loz ise bu operatorler esittir ve Ly = Ly ile gosterilir.

Tanim 1.2.8: Bir H Hilbert uzayinda tanimh L lineer operatorii verilsin.
Eger her z € D(L) igin || Lz| < m ||z|| olacak sekilde m > 0 sayisi varsa L’ye
sinirh lineer operator denir.

Tanim 1.2.9: L, H Hilbert uzayinda tanimh bir lineer operator ve (x,,) C
D(L) asagidaki kogullar1 saglayan bir dizi olsun.

) Jman =2

i1) JLIEO Lz, =y
Bu durumda, x € D(L) ve y = Lx tzellikleri gergekleniyorsa L’ye kapali lineer
operator denir.

Tanmim 1.2.10: H bir Hilbert uzay1 ve M onun altuzay: olsun. Her bir

xr € H igin, lim z,, = x olacak gekilde en az bir (z,,) C M dizisi varsa M’ye
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H’da yogun alt uzay adi verilir. M = H ile gosterilir.

Teorem 1.2.11: M = H olmas: icin gerek ve yeter kosul M+ = {0}
olmasidir. Burada M+ := {x :¥Ym € M igin (z,m) = 0} dar.

Tanim 1.2.12: [, H Hilbert uzayindan kendi iizerine tanimh bir lineer

operator ve D(L) = H olsun.
M:={ye€ H:Vx e D(L) igin (Lz,y) = (z,2) olacak sekilde z € H mevcut}

kiimesi iizerinde y € M i¢in L*y = z seklinde tanimh operatore L’nin eglenik(adjoint)
operatorii denir.

Tanmim 1.2.13: Bir L lineer operatorii igin L C L* ise L’ye simetrik oper-
ator; L = L* ise L’ye ozeglenik (selfadjoint) operator adi verilir.

Tanmim 1.2.14: L bir lineer operator olmak iizere Lxr = Az esitligini
saglayan sifirdan farkl € D(L) varsa A sayisina L operatoriiniin bir 6zdegeri,
x elemanina da A 6zdegerine karsilik gelen 6zvektorii denir. L’nin tiim 6zdeger-
lerinin kiimesi 0,(L) ile gosterilir.

Teorem 1.2.15: L bir selfadjoint operator olsun. Bu durumda,

a) L'nin tim ozdegerleri reel saydardvr, yani o,(L) C R dur.

b) Farkly 6zdegerlere karsilik gelen 1, yo 6zfonksiyonlar: ortogonaldir, yani

(y1,y2) = 0’dar.
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1.3. Lineer Diferansiyel Operatorler:

Tanim 1.3.1: n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

0y) =po (@) y™ +p1 (2)y™ D + . 4 pa (2) y (1.9)

seklinde tamimlamir. Burada pg (x),p; (), ..., p, (x) fonksiyonlarma diferan-
siyel ifadenin katsayilar1 denir.

Tamim 1.3.2: a ve b sonlu sayilar olmak {izere %, p1(T), oy Pn (2)
fonksiyonlar [a,b] araliginda integrallenebilirse (Leb];(;gue anlaminda) (1.9)
diferansiyel ifadesine regiiler diferansiyel ifade; aksi halde, yani a veya b son-
suz veya %, p1(x), ..., pn (x) fonksiyonlarindan en az biri [a, b] araliginda
integralleﬁgbilir degilse (1.9) diferansiyel ifadesine singiiler diferansiyel ifade
denir.

C™(a,b), (a,b) araliginda n. mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlarin

uzay1 olmak iizere bir y € C™ (a, b) fonksiyonunun ve (n — 1) . mertebeye kadar

olan tiirevlerinin belli bir lineer birlesimini U(y) ile gosterelim:
U(y) = agy(a)+ary/(a)+ ...+ a1y (a)+boy(b) +b1¢/ (b) + ...+ b1y (b)

Belli ki U(y) ifadesi a;,b; katsayilarina baghdir. Buna gore bu katsayilar
degistirilerek farklh sekillerde U,(y), v = 1,2,...,m ifadeleri elde etmek
miimki{ind{ir.
Tanim 1.3.3:
Usy) =0, v=12,....m (1.10)

esitliklerine y € C™ (a, b) fonksiyonu igin konulan sinir kogullar1 ad1 verilir.
Tamim 1.3.4: D = {y € C"(a,b) : U,(y) =0, v=1,2,...,m} kiimesi iiz-
erinde Ly = ¢(y) esitligi ile bir lineer operator tamimlanir. Bu operatore £(y)
diferansiyel ifadesi ve (1.10) smir kogullar1 tarafindan iiretilen diferansiyel op-
erator denir.
Bu tanimdan anlagildigi gibi ayn diferansiyel ifade ile, sinir kogullar: degistir-

ilerek, farkl operatorler tanimlamak miimkiindiir. Ayrica (1.10) kogullar: ver-
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ilmeksizin de operator tanimlanabilir ki bu, C" (a, b) iizerinde ¢(y) ile iiretilen
tiim operatorlerin genislemesi olur.

Teorem 1.3.5(Lagrange Formiilii): C" (a,b) uzayindaki herhangi y ve
z fonksiyonlar: i¢in,

b

/€ (y)zdx = P(&,n) + /yf* (2)dx (1.11)

a

esitligi gegerlidir. Burada, 0*(z) = (—1)" (oz) " +(=1)"" (p12) " V+(=1)"2 (;22) "2+
<. +Pnz ve P(&,n),

¢ = (y(a),y'(a), ...y a),y(b),y' (b), ... y" (b)),
n = (z(a),z'(a),...,Z("_l)(a),z(b),z'(b),...,z(”_l)(b))

degiskenlerinin belirli bir lineer formudur.

Tanim 1.3.6: /* ifadesi ¢'nin adjoint diferansiyel ifadesi olarak adlandirilir.
Eger ¢* = ( egitligi gergeklenirse (’ye selfadjoint (6zeglenik) diferansiyel ifade
denir.

Teorem 1.3.7: Reel katsaiynly herhangi bir selfadjoint diferansiyel ifade cift
mertebelidir ve asagidaki sekildedir:

() = (oy™)"™ + (py™ )"+ 4 pay (1.12)
1

Teorem 1.3.8: o () p1 (), ooy po(x) ve f(x) fonksiyonlary (a,b) ar-
Do (T

alwinda él¢ilebilir ve onun her bir [a, 8] alt araliginda integrallenebilir ise,

herhangi bir zo € (a,b) noktast ve y1,ya, ...y2n—1 keyfi sabitleri i¢in,

denkleminin

yM(zo) =y, k=0,2n—1

baslangic kosullarm saglayan bir tek y(x) ¢ozimi vardwr. Burada, y*(x)
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ifadest y(z) fonksiyonunun k.mertebeden quasi-tirevini gosterir ve

dry
k] __ _
y[] = %, k—l,n—l

g = p Y

Odﬂﬁ‘n,
dnszy d

[n+k] () [ntE—1] EF=1

Yy Pk dxn—F dx ( ) ) T

seklinde tanimlanar. (Naimark, 1968)

Tanim 1.3.9: A bir kompleks parametre olmak iizere,

l(y) =y

L (1.13)
Uy(y) =0, v=1,m

sir deger probleminin sifirdan farkli bir y(z) ¢oziimii varsa A’ya bu smur
deger probleminin bir 6zdegeri; y(x)’e de N'ya karsilik gelen 6zfonksiyonu
denir. (1.13) siur deger problemi ¢ogunlukla ¢(y) diferansiyel ifadesi ve (1.10)
siur kogullar tarafindan iiretilen 6zdeger problemi olarak adlandirilir. (1.9) ve
(1.10) tarafindan tiretilen operator L ile gosterilirse bu tanimmm Tanim1.2.14
ile uyumlu oldugu goriiliir.

Tamm 1.3.10: Tamm 1.3.9’da n = m olsun. y;(x, ), ya(x, A), ..., yn(z, \)

fonksiyonlari,
C(y) =My
denkleminin
yi(j*l)(a, A = 0, ©#j ise Cii=Tm
1, 1=71ise

baslangic kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak iizere,
Ui(y1) - Ui(yn)

AN = : : (1.14)
Un (yl) e Uy (yn)

determinantina (1.13) probleminin veya ona kargilik gelen diferansiyel oper-

atoriin karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.3.11: (1.13) probleminin ozdegerleri ile A (X\) 'nan sufirlary ¢akigor.
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Tanim 1.3.12: Herhangi bir A 6zdegeri A (A\)'min k-kath sifir1 ise k’ya
A ozdegerinin cebirsel kathihig1r denir; eger 6zel olarak £ = 1 ise \’ya cebirsel
olarak basit 6zdeger ad1 verilir.

Uyar1 1.3.13: (1.13) probleminde / (y) diferansiyel ifadesinin yada U, (y) =
0 smir kosullarimin katsayilar1 A parametresine bagh secilebilir. Bu durumda

daha genel bir tzdeger problemi elde edilir.(Naimark ,1968)
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1.4. Sturm-Liouville Operatorleri:

Tanim 1.4.1: p bir kompleks parametre olmak iizere,

(=5 (P05 )+ QW= te@h) L)

diferansiyel denkleminin

Aju(a) + Byu' (a) =0
(1.16)

Aou (b) + Bau/ (b) =0
sinir kogullarimi saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine Sturm-Liouville
sinir deger problemi denir. Burada A;, By, Ay, B, reel sabitler olup A2 + B? #
0, A2+ B3 # 0 kogullar saglanmaktadir. Ayrica p (t), g (t) ve w (t) reel degerli

fonksiyonlardir.

Simdi p(t) > 0, w(t) > 0 ve dp(t) d?

- Ve = (p(t)w(t)) fonksiyonlarmin

(@, b)’de siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

:/‘/Z((j))ds’ f(t) = V/pt)w(t)

M/ jds y =uf(t) (1.17)

olmak tizere

doniigiimii yapilirsa, (1.15) denklemi,

' +al@)y =Xy, z€(0,1) (1.18)
denklemine; (1.16) siur kosullar ise

y'(0) +hy (0) =0
y' (1) +Hy(1) =0

(1.19)

"

kosullarina doniigiir. Burada, ¢(z) = () +M2Q(x), A=M?*pveh,HeER
f(z) w(z)

dir. (1.18)-(1.19) problemine Sturm-Liouville probleminin kanonik hali ad

verilir.
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L5(0,1) tizerinde, tanim kiimesi
D(L) = {y(z) : y(z) ve y/(z) fonksiyonlar (0, 1) araliklarinda mutlak siirekli,
ly € Ly(0,1), ¥ (0) + hy (0) =0, y' (1) + Hy (1) = 0}

olan L operatorii su sekilde tamimlansin:

Ly=—y"+q(z)y (1.20)

L operatorii bir lineer diferansiyel operatordiir. Ayrica kolayca goriiliir ki,
(1.18)-(1.19) problemini L operatérii i¢in 6zdeger probleminden bagka bir gey
degildir. Bu sekilde tanimli operatore Sturm-Liouville operatorii denir. Sturm-
Liouville operatorlerinin sahip oldugu en temel 6zellikler agagidaki teoremde
siralanmastir.

Teorem 1.4.2: a) L, D(L) tzerinde kapali, selfadjoint bir operatordiir.

b) L sumr deger problemi, mutlak degerlerine gére siralandwginda sinirsiz
sekilde biiytiyen, sayilabilir saypnda ozdegere sahiptir.

¢) L’nin ézdegerleri reel saylardir ve herhangi farkl iki ozdegere kargilik
gelen ozfonksiyonlar ortogonaldir, yani Ay # Ay 0zdegerler ve y(x, A1), z(x, A2)

onlara karsilik gelen dzfonksiyonlar ise,

1

/y(x, A)z(x, Ag)dr =0 (1.21)

0
esitligi gecerlidir.
d) Ozdegerler dizisini {\,} ile gosterirsek, n’nin yeterince biiyik deger-

lerinde asagudaki asimptotik ifade gecerlidir:
1
Vo =01 + — 4+ 0 <—) (1.22)
nm n
11
Burada, ¢ = h+ H + 3 [ q(x)dz dir.
0
e) u(xz, \) ve v(x, \) fonksiyonlar: (1.18) denkleminin, siraswla,

uw(0,A) = 1, 4/ (0,\)=—h
V1)) = 1, J(1N)=-H
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baslangic kosullarini saglayan ¢ézimleri olmak iizere, herhangi bir f(z) €

Ly(0,1) fonksiyonu igin
"+ {q(x) = A}y = f(z), xz€(0,1) (1.23)
denkleminin ¢ozimii
1
o) = [ Glat N (1.24)
0
egitligi ile verilebilir. Burada G(z,t,\), Green fonksiyonudur ve

1 u(z, Mv(t,A), x<t

GlotA) = AR u(t, v(z,A), t<ux

seklindedir. (1.24) ile tanamlanan operatore L’nin resolvent operatori adi ver-

ilir ve bu operator L’nin ozdegerleri disinda tanymivdar.
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II. BOLUM
DUZ SPEKTRAL PROBLEM

2.1. Problemin Konumu ve Ozellikleri:

Asagidaki sinir deger problemi L ile gosterilsin.

ty == —p(x) [p(2)y] + q(x)y =Ny, we(0,d)U(dm) (2.1)

y(0) cos v+ /(0) sin = 0 (2.2)

V(y) = a(N)y(m) + b(A)p(m)y'(m) = 0 (2.3)
y(d+0) = By(d—0)

P(2)Y' ()] 1—go = B @)y ()], —ao

-
—~
<
~—

I

Burada o € [0,7), d € (0,7), 5 € Rt \ {1}, p(x), ¢(x) fonksiyonlar1, Ly (0, 7)
sinifindan, reel degerli fonksiyonlar ve A\ kompleks parametredir. Ayrica Vx €
[0, 7] igin p(z) > 0, p(0) = 1 ve p~(z) € Ly (0, 7) kabul edilir. a(\), b()) ise
ortak sifira sahip olmayan, reel katsayili polinomlardir.

fA) = —% yazilirsa L problemini belirleyen parametreler p(x), ¢(z)
ve f(A) fonksiyonlan ile «, d, ve 8 sayilaridir. Bu aciklamanin 1181 altinda
L problemi, L = L (p,q, f,a,d, ) seklinde yazilabilir. Bundan boyle, L sir
deger problemi denildiginde (2.1)-(2.4) problemi anlagilacaktir.

Tanim 1.3.2 ve Uyar1 1.3.13 g6z 6niinde bulundurulursa, L’nin, sinir kogulu
parametreye bagh regiiler bir sinir deger problemi oldugu goriiliir.

Simdi oyle bir operator tanimlayalim ki, onun 6zdegerleri ile L sinir deger

probleminin 6zdegerleri ¢akigsin. Boylece L probleminin farkli bazi spektral

ozelliklerini incelemek miimkiin olacaktir. a(\), b(\) polinomlarini

a(A) = ag + A+ as 2+ - - -+ ap\™
b(A) = bo+bA+b A+ b\
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seklinde yazalim. Aslinda bu polinomlarin dereceleri ayni olmak zorunda
degildir. Yani, a,,, b,, katsayilarinin bazilari sifir olabilir. Genelligi bozmadan,
derecesi biiyiik olan polinomun bagkatsayisi 1 alinacaktir.

H:= Ly(0,7) ® C™ uzaymu ele alalim. Bu uzay iizerinde ||.||,, normu asag-

daki sekilde tanimlansin.

d

|Y||H : /+/ o) dr + Vi) + Yo+ -+ |Y]* (2.5)
0

Burada, Y = (y(x), Y1, Ys, - -, Yy,) € H dir. Agiktir ki bu norm H uzayinda,
<YZ>—/ / Wx)de + Y2+ YoZo+ -+ YZym  (2.6)

i¢ carpimindan elde edilen normdur ve H, bu norma gore bir Hilbert uzayidir.
‘H uzayi tizerinde, tanim kiimesi
DIT) ={Y e H:Y = (y(x),Y1,Ys, -+, Vi), y(x) ve p(z)y(x) fonksiy-
onlar1 (0,d) ve (d, ) araliklarinin her birinde mutlak siirekli, fy € Lo(0, ),
y(0)cosa +y/(0)sina =0, Y1 = any(m) + bup(m)y'(n), y(d + 0) = fy(d - 0),
[p(2)y' (7)), _gy0 = e [p(2)y' (7)],—g_o}
olan T operatorii su sekilde tammmlansi: T(Y) = Z = (2(x), Z1, Za, -+ +, Zm)
burada z(z) = ly(x), Z; = Yis1 — am-iy(m) + by_ip(m)y'(7) (i =1,m —1) ve
Zy = —agy(m) — bop(m)y'(m) dur.
Teorem 2.1.1: T' operatériniin ozdegerleri ile (2.1)-(2.4) (veya L ) sinar
deger probleminin ozdegerleri kathliklar: ile birlikte cakisir. Yani, L’nin 6zdeger-
leri kiimesi o,(L) ile gosterilirse, o,(L) = o,(T") esitligi gegerlidir.

Ispat: Kabul edelim ki A\, 7" operatériiniin bir 6zdegeri ve
Y = (y(x)v}/la Yan t 7Ym)

ise ona kargilik gelen 6zvektoriidiir. Buna gore Y € D(T') oldugundan, y(0) cos a+
Y (0)sina =0 ve y(d+0) = By(d—0), [p(=)y' (2)],_4r0 = 67" [P(2)y'(2)],—a o
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kogular1 saglanir. Ayrica, TY = \Y egitliginden fly(z) = Ay(z) oldugu gikar.
Dolayisiyla, T' operatoriiniin bu A 6zdegeri ve ona karsilik gelen Y 6zfonksiy-
onunun y(x) bilegeni igin (2.1), (2.2) ve (2.4) kosullar1 gergeklenir. (2.3) kosulu-
nun saglandig1 da, yani, a(A)y(7) + b(A)p(7)y/ (7) = 0 esitliginin dogrulugu da
gosterilebilirse, A sayisimin (2.1)-(2.4) simir deger probleminin de bir 6zdegeri
oldugu ispatlanmig olur. Bunun i¢in yine 7Y = AY egitligini kullanalm. T

operatoriiniin tanimindan asagidaki esitlikler sistemi elde edilir:

A=Y, — am—ly(ﬂ') - bmflp(ﬂ-)y%ﬂ-)

AYz = Y3 — ay0y(7) — by_ap(m)y/ ()

)\Ym—l = Ym - a1y<7T) - blp(ﬂ—)y/(ﬂ-)
A, = —agy(m) — bop(m)y/ (w)
Bu esitliklerdeki Y;, ¢ = 2,3, ..., m ifadeleri yukardan agagi dogru sirayla yerine
yazilirsa,
A+ (@m 1t A"+ a2 A"+ L+ ah + ag) y(m)+

o (B A" b2 AT+ L DA+ b)) p(m)Y () =0 (2.7)

elde edilir. Diger yandan D(7")’nin taniminda ki,

Y1 = amy(m) + bmp(m)y'(7)

bagintisi (2.7) esitliginde yerine yazilirsa,

a(A)y(m) + b(A)p(m)y'(m) = 0

elde edilir. Boylece, A sayisinn (2.1)-(2.4) (veya L ) smir deger probleminin
de bir 6zdegeri oldugu ispatlanmig olur.

Simdi de, L sinir deger probleminin her bir 6zdegerinin 1" operatériiniin de
bir 6zdegeri oldugunu gosterelim. Eger bir A sayist L'nin bir 6zdegeri ve y(x)

ona kargihk gelen ozfonksiyon ise (2.1)-(2.4) esitlikleri saglanacaktir. Buna
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gore, Y1 = apy(m) + bpp(m)y'(7) olmak tizere Y = (y(z), Y1, Y3, - -~ Yin) € H
elemanini goz Oniine alirsak Y € D(T) ve T'(Y) = AY oldugunu kolayca

gorebiliriz. Dolayisiyla A, T"nin de bir 6zdegeri olur.
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2.2. Coziimlerin Asimptotik Ifadeleri:
Asgagidaki kogullar1 saglayan y(x, ) fonksiyonuna (2.1) denkleminin (2.4)

siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimii ad1 verilmektedir.
i) y(x, \) ve p(z)y'(z, \) fonksiyonlar: (0, d) ve (d, w) araliklarinin her birinde
mutlak siirekli,
i) £(y) € La(0, ),
iti) y(x,A), (0,d) ve (d,7) araliklarinda (2.1) denklemini ve z = d nok-
tasinda (2.4) kosullarim gergekler.
Simdi, ¢(z, A) ile (2.1) denkleminin
©(0,\) _ sin v (2.8)
©'(0, \) —cos
baslangi¢ kogullarimi ve (2.4) siireksizlik kogullarimi saglayan ¢oziimiinii isaret
edelim.
Lemma 2.2.1: ¢(z, \) fonksiyonu ile asagidaki integral denklemlerin ¢ozim-
leri ¢akisir:

xr < d i¢in,

p(x,A) = sin acos py(z)—cos oSn) | /0 "sinp (le) - 7<TLL»J_D’l(t)q(t)w(t A)dt

P P ’
(2.9)
x > d i¢in,
= B |sinaccos py(x) — COMM
la,2) = 3 [sinacos (2 ; |+
+5~ [Sinozcosp (2v(d) — ~(x)) — cos P (27(? - 7(@)} n
+2 [ 5% sinp 0 (0) = () Oato)ele, Vi .10

% /0 B sinp (2y(d) — y(z) —v(t)) p~ ' (t)q(t)p(t, N)di+
1 X

+ / sinp (7(2) — 4(8)) p~ (Dt plt, Nt
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v 1
Burada, () = / p t)dt, p=vV\, BT = 5 (5 + 5_1) dar.
) Py 0
Ispat: Oncelikle p(z, \) ¢oziimiiniin varligin ve tekligini gosterelim. (2.1)

denklemini su sekilde yeniden yazalim:

g @) 1
— [p(@)y] +p<x)y = p(@ky

p(z) ve q(z) fonksiyonlarina konulan kosullar gtz oniine alinirsa, Teorem
1.3.8’¢ gore bu denklemin (2.8) baglangi¢ kogullarim saglayan bir tek ¢(x, \)
¢Oziimii vardir.

Simdi, (0,d) araliginda (2.1) denkleminin ¢oziimiinii bulalim. Agktir ki,
y1(z, N) = exp ipy(z)] ve ya(x, \) = exp [—ipy(x)] fonksiyonlar,

—p(@) [p(=)y] = Ny (2.11)
denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleridir. O halde bu denklemin genel ¢oziimii,
y(z, A) = Crexplipy(z)] + Caexp [—ipy(z)]

seklindedir. (2.1) denkleminin ¢oziimiinii bulmak igin bu ¢oziime Lagrange’in

sabitlerin degisimi metodu uygulanir ve elde edilen

C1(z) exp [ipy(z)] + Cy(x) exp [—ipy(x)] = 0
p‘l(fv)q(w)y(fﬂ, A
ip

Ci(x) exp [ipy(x)] — Cy(w) exp [ipy(z)] =

sistemi ¢oziilerek yerine yazilirsa,

Ve N) = G+ o) 2 [ i o) = 56 5 atey(e N
0
(2.12)
integral denklemi elde edilir. (2.8) baslangi¢ kosullar1 ve p(0) = 1 oldugu g6z

oniine alinirsa,

1 1
Cy = —(sina—,—cosa)
2 P
1
2
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bulunur. Cy, Cy katsayilarimin (2.12)’de yerine yazilmasiyla

o(x, \) = sin a cos py(x)—cos a%—i—% /Ox sinp (y(x) — (1)) p~ () q(t)p(t, \)dt

denklemi elde edilir. Boylece (2.9) ispatlanir.
(2.10) esitligini ispatlamak icin ¢(z, \) fonksiyonunu (d, 7) araligina (2.4)
sicrama kogullarin da saglayacak sekilde devam ettirmek gerekir. Bunun icin

o(x,\), (d, ) araliginda agagidaki sekilde aransin:

oz, \) = Ci cos pv(x)+5aw+% /0 sinp (4(2) — 1(0) p (Balt)p (t Nt

p
(2.13)
(2.9) ve (2.13) esitliklerini kullanarak,
x < d igin,
p(@)¢'(w,\) = —psinasinpy(r) — cosacos py(z) +

+ [ eosp (20 = 200 Oatolpte
ve x > d igin,

p(x) (2, \) = —Cipsinpy(z) + Cycos py(z) +
[ eosp0() =0 57 Ottt

elde edilir. Bu ifadeler (2.4) esitliklerinde yerine yazilirsa,

amww@+@@%%@=—lésmmw@—wmp%mmmwMﬁ+

p i (@}
sinpy(d) Y,

+ {sina cos py(d) — cos «
p

2 [T p (atd) = 50 5 Oate) (e Ve

@wmm@—@wWWﬁjAwwﬁ@—%mﬁwwmﬁﬁm+
+p7t Ep sin asin py(d) + cos v cos py(d) } —
—@Acwpww»—wwm1@mwwwAMt

denklem sistemi ortaya cikar. Bu sistemin 61 ve 62 bilinmeyenlerine gore

¢oziilmesi ve bulunan ifadelerin (2.13)’ de yerine yazilmasiyla (2.10) esitligi
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elde edilir. Boylece ispatin birinci béliimii tamamlamr. Yani, (2.1) denklemi-
nin (2.8) baglangig kosullarim ve (2.4) siireksizlik kogullarini saglayan her bir
¢oziimii, (2.9), (2.10) integral denklemlerinin bir ¢oziimiidiir.

Simdi de, ¢(x, A) fonksiyonu (2.9), (2.10) integral denklemlerinin bir ¢tziimii
olarak verilsin. ¢(x, A\)’nm (2.1), (2.4) ve (2.8) esitliklerini sagladig1 gosterilme-
lidir. = < digin (2.9) ile verilen ¢(z, A)'mn (2.1) ve (2.9)'u sagladig agiktir. C,
ve Cy katsayilariin bulunug yontemine bakilirsa, (2.4) sigrama kogulunun da
saglanacag kolayca goriiliir. Dolayisiyla, (2.10)’da verilen p(z, A)’min (2.1)’i

sagladig gosterilirse ispat tamamlanir. (2.10)un her iki yan tiirevlenirse,
pla)¢/(@,3) = 3" [~psin asin p3(x) — cosa cos py(z)] +
~ [psinasinp (2y(d) — y(x)) + cosacos p (2v(d) — y(x))] +
/ 8" cos p (1(x) = 7(6)) p~ (Da(O)p(t, Nt~
/ 8™ cos p (29(d) = A(x) = 1(1) p~ (Da(t) (t, N+
# [ cosp (2(0) =20 Daltypte N
elde edilir. Son esitlikten tekrar tiirev alinirsa,
p(z) (p(fv)sr)'(% N) = B [=p*sinacos py(x) + pcos asin py ()] +
—p?sinacos p (2y(d) — y(x)) + peos asinp (2y(d) —~(x))] —
—p / 5% sinp (1(x) = 7(1)) P (Da()p(t, Nt~
/0 5~ sinp (29(d) = 1(x) — 7 (0) p~ (Dt p(t N dt—
~p [ sinp (20) =20 Oa(trple Vit + a(o)el, )
bulunur. Buradan da,
—p(a) (p(@)! (@, N)Y + a(@)p( A) = pela, N

esitliginin dogru oldugu goriiliir. Boylece, (2.9), (2.10) integral denklemlerinin
¢Oziimii, (2.1) denkleminin (2.8) baglangig kogullarim ve (2.4) siireksizlik kogullarim

saglayan coziimii ile cakisr.
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Simdi de ¢(x, \) fonksiyonunun, |p|nin yeterince biiyiik degerlerindeki davranigimi
ogrenelim.
Lemma 2.2.2: p(z, \) fonksiyonu i¢in, |p| — oo iken asagidaki asimptotik
ifadeler gecerlidir:
x <d ise
o(x, A) = sinaccos py(z) — cos ozSiL:(x) +0 (M) (2.14)

p(x)¢' (x, ) = —psinasin py(z) — cosacos py(z) + O (expry(z))  (2.15)

x> d ise

sin py(x)

o(x,\) = p* [sinacosp’y(x) — cos P

sinp (27(d) — y(x))

+5” [sinacosp (2v(d) — v(z)) — cos a

)
exp 7y(z)
+0 <7p ) (2.16)
p(x)o'(x,\) = —pB [psinasin py(x) + cos acos py(x)] +

+8~ [psinasinp (2y(d) — y(x)) + cos acos p (2y(d) — ()]
+ O (exp y(z)) (2.17)

Burada, 7 = |Im p| dor.

Ispat: = < d olsun. Herhangi z kompleks says1 igin |sin z| < exp |Im z|
ve |cosz| < exp |Im z| esitsizlikleri gegerli oldugundan, (2.9) integral denkle-
minden yararlanarak, Vz € (0,d) i¢in
exp (=73() (e ) < 1 77 [ exp (=ma(0) o N )] )

degerlendirmesi yapilabilir.

h(A) := sup {exp (=7v(2)) [p(2, )| - & € (0,d)}
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aliirsa

1 C
h(A) <14 — + —h())
ol pl

olur. Burada C sabittir. Son esitsizlik diizenlenirse h(\) = O(1) oldugu ko-
layca goriiliir. O halde V¢ € (0,d) ve her A igin

lo(t, )] < Cexpry(t) (2.18)

gegerlidir. (2.18) esitsizligi (2.9)’da kullanihirsa (2.14) ispatlanir.

x > d olsun. (2.10) integral denkleminden yararlanarak, Vo € (d, 7) igin
eV < (147 (6 + 15 el =) +

+H/ exp 7 (y(z) = (1) lo(t, M) la)| [p~" (1)] dt +
| *\

expT|2’V(d)—7(’£) Y] 1ot M a®)] [p~ ()] dt

o / exp (1) = A1) |9t )| la()] [ (1)

yazilabilir. ~y(z) artan fonksiyon oldugundan |2y(d) — v(z)| < v(x) esitsizligi
dogrudur. Ayrica Vz € (0,d) igin exp (—7y(t)) |p(z, A)| < C oldugu da goz

Oniine alinirsa,

exp (—r1(@) oo, V] < (57 +|57)) (1+—+— / 4] [ \dt)

]
o [ e (=m0 lole a0l o 0)]

elde edilir. x < d durumunda yaplldlgl gibi

h(A) := sup {exp (=77(2)) (2, )| - & € (d, )}

aliirsa,

h < 3%+ 107) (14 50) + o

olur. Burada C; = 1+ C / lg(t)] [p~"(¢)| dt dir. Son esitsizligin diizen-
0

lenmesiyle |p|'nmn biiyiik degerlerinde h(A) = O(1) elde edilir. Dolayisiyla

Vt € (d,m) ve her A i¢in

o(t,\) = O(exp1y(1)) (2.19)
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olur. (2.19) bagmtis: (2.10)’da kullanilirsa (2.16) ispatlanir. (2.15) ve (2.17)

esitliklerinin de dogrulugunu gostermek icin agagidaki integral denklemlere

bagvuralim:
x < d icin,
p(x)¢ (x, ) = —psinasinpy(z) — cosacos py(x) +
+ [ cospla(a) = 1(0)  Oate)ete A
x > d igin,

p(x)¢' (2, \) = B [—psin asin py(z) — cosacos py(z)] +
~ [psinasin p (2y(d) — y(z)) + cos accos p (2v(d) — v(z))] +
/ 3 cos p (1(2) = 2(0) ™ (Oa(t)t, )t~

— [ cosp @10) = 2() = 2(0) 57 atehete e+
+ /d:C COs p (’7(1‘) — fy(t))p—l(t)q(t)cp(t’ )\)dt

Bu denklemlerin sag tarafindaki integralli terimlerde (2.18) ve (2.19) esitsiz-
likleri kullanilirsa;

x < d igin,

< / IO O (1)g(1)e™ O dt
0

e / I (0)a(t)| dt
0
elde edilir. Bu ise

/0"” cos p (y(w) —¥(t)) p~ (t)a(t)o(t, A)dt = O (exp 7(x))

oldugunu gosterir. x > d icin de benzer sekilde,

/0 Bt cosp(y(x) = () p (t)a(t)p(t, \)dt—

IN

- / B cos p (27(d) — 7(x) — 1(1) (Dt ot N+

+ / " cos p (1(2) — (8) 7 (Ba()et, Nt = O (expr(2)

d

[ cosntat0) =007 Batoyst A)dt\ < [leosp o) =20)p a0

(t, \)| dt
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olacagi agiktir. Dolayisiyla, (2.15) ve (2.17) esitliklerinin de dogrulugu goster-

ilmig olur. Boylece lemmanin ispati tamamlanir.
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2.3. Karakteristik Fonksiyon ve Ozellikleri:

Bu boliimde, sifirlar: (2.1)-(2.4) siir deger probleminin 6zdegerleri olan bir
fonksiyon tanmimlanarak bu fonksiyonun bazi 6zellikleri incelenecektir. Agiktir
ki, bu ozellikler problemi belirleyen parametrelere baghdir. Ozellikle a()\) ve
b(\) polinomlarimin yapisi bu fonksiyonun ézelliklerinin belirlenmesinde énemli
rol oynar. Oncelikle, lineer diferansiyel denklemlerin genel teorisinde de verilen
ve burada da kullanilacak olan Wronskian determinant: kavramindan bahsede-
lim.

o(x, A) ve (x, \) fonksiyonlar1 (2.1) denkleminin herhangi iki ¢6ziimii ol-

mak tizere,

Wlp, 4] := Pl w(‘r,’A) (2.20)
p(x)¢'(z,A) pla)y/(z,))

= p(l‘) {gp(l‘, )‘)d}/(l'v )‘) - 90/<x7 )\W(% )‘)}

esitligi ile tamimlanan W[, ¥] fonksiyonuna p(x, \) ve ¢(x, A) fonksiyonlarinin
Wronskian determinanti adi verilir. (2.1) tipinde bir diferansiyel denklemin
¢oziimleri i¢in yazilan Wronskian determinanti baz énemli 6zelliklere sahiptir.
Once bunlardan bahsedilmelidir.

Lemma 2.3.1: Wip,¢| fonksiyonu [0,7] \ {d} kiimesinde x’e bagl degil;
sadece \ parametresine bagldar.

Ispat: (2.20) esitliginin her iki yam [0,d) ve (d, 7] arahklarinda x’e gore
tiirevlenirse,

d%W[% Y] = (2, A) [p(2) (2, N)) = v(2,A) [p2)¢'(, A)] (2.21)

elde edilir. ¢(z, \) ve 1(x, \) fonksiyonlar: (2.1) denkleminin ¢oziimleri oldugun-
dan, son esitlikten, Vx € [0,d) U (d, 7] igin,

Ao ) v(a. )
RS TE o)

oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla W (g, 1| fonksiyonu, [0, d) ve (d, 7] aralik-

{g(z) = Ay o(x, A) -

{a(z) = Ay (2, 2) =0

larinda 2 degiskenine gore sabit fonksiyondur. Bagka bir deyimle, Wy, v],
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[0, 7] araliginda, x’e gore pargali sabit bir fonksiyondur. Diger yandan, (2.4)

sicrama kogullarina gore

o(d+ 0, \)p(d+ 0)¢'(d+ 0,\) —1(d + 0, \)p(d + 0)'(d + 0, \)
= Bep(d —0,X)8"'p(d — 0)¢'(d — 0,\) — B~ 'p(d — 0)¢'(d — 0, A)Bp(d — 0, \)
= @(d—0,\)p(d = 0)¢'(d = 0,\) — p(d — 0)¢'(d — 0, \)¢(d — 0, )

oldugundan,
W [SO,Q/JHCHO =W [%@b”dfo

esitligi dogrudur. Bu ise ispati tamamlar.
Simdi ¢(z, A) ve ¢(x, \) fonksiyonlarim daha 6zel olarak segelim. Soyle ki,

bu fonksiyonlar, (2.1) denkleminin, sirasiyla, (2.8) ve

A —b(A

CE VI W OV 0
p(m)d (m, A) a(A)

baglangi¢ kosullarim ve (2.4) sicrama kogullarimi saglayan ¢oziimleri olsun.

Wp, 1] fonksiyonuna L probleminin karakteristik fonksiyonu adi verilir ve

bu fonksiyon sadece A'ya bagli oldugundan, A(\) ile gosterilebilir.

Lemma2.3.1’in 15181 altinda,

A =W g, ¢][,—r = a(N)g(m, A) + b(A)p(m)¢' (7, A) (2.23)

veya

AN) =W [0, ¢]],_o = ¥(0,A) cosa + ¢'(0, \) sinax (2.24)

yazilabilir.
Lemma 2.3.2: A()\) fonksiyonu %.mertebeden bir tam fonksiyondur.
Ispat: A()\) fonksiyonunun bir tam fonksiyon olmasi (2.23) veya (2.24)
esitliklerinden agiktir. Zira, p(m,\) ve ¢/(m, A) birer tam fonksiyon, a(\) ve
b(\) ise birer polinomdur.

Diger yandan, Lemma 2.2.2’deki (2.16) ve (2.17) esitlikleri kullanilarak;
lp(m, )] < Cexpry(m)

< Cexplp|~(r)
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ve

Ip(m)¢'(m, A)| < Clplexp ()

< C|plexp|p|(m)

yazilabilir. Bu esitsizlikler (2.23)’de degerlendirilir ve p = v/ oldugu goz
oniine alimirsa A(\) nin %.mertebeden tam fonksiyon oldugu ispatlanmig olur.

Teorem 2.3.3: A()\) fonksiyonunun sifirlary ile L sinar deger probleminin
ozdegerleri ¢akisr.

Ispat: Kabul edelim ki Ay, A()\) fonksiyonunun bir sifindir. Bu durumda
©(x, \g) fonksiyonu, (2.1)-(2.4) kogullarimi saglayacagindan, L'nin bir 6zfonksiy-
onu olur. Dolayisiyla A\g, L'nin bir 6zdegeridir.

Tersine, g, L’'nin bir 6zdegeri, y(z, Ag) da ona karsilik gelen 6zfonksiyon

olsun. y(z, \g) ve p(x, \g) fonksiyonlarmin Wronskian determinantin yazalim:
Wip,yl =W [£,yll,— = y(0, Xo) cosa+¢/(0, do) sinw (2.25)

y(z, Ag), bir dzfonksiyon olddugundan,(2.25) esitliginin sag tarafi sifira esittir.

Bu da Wy, y|/'nin sifira 6zdes oldugunu gosterir. Buna gore,

W o, 9llo—r = @(m, Xo)p(m)y/ (7, o) — y(m, Ao)p(m)¢' (7, Ao) =0 (2.26)

olur. a(\) ve b(A) polinomlar1 ortak sifira sahip olmadiklarmdan a()g) ve
b(Ao) ayn1 anda sifir olamaz. b()\g) # 0 olsun. (a(\g) # 0 oldugunda da benzer
islem yapilabilir) (2.26) diizenlenir ve y(z, A\g)'m (2.3) smur kogulunu sagladig

hatirlanirsa,

a(Ao)
b(No)

— ) {—m, Ao

- ——yégj;) {a(Xo)p(m, Xo) + b(Ao)p(m)¢' (mr, o) }

elde edilir. b(\g) # 0 oldugundan y(m, \g) = 0 olamaz. Ciinkii bu du-

0 = _90(77-7 )‘0) y(ﬂ', )‘0) - y(ﬂ', /\O)p(ﬂ')gplﬁn /\0)

a(Ao)
b(Ao)

= p(m)¢/(, )\0)} (2.27)

rumda (2.3) smur kosulundan p(m)y' (7, Ag) = 0 olur. Bu ise (2.1) denkleminin
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¢oziimiiniin tekliginden dolay1 y(z, Ag) = 0 olmasi demektir. Oysa ki y(z, Ag)
bir 6zfonksiyondur. Dolayisiyla (2.27)’den,

a(Ao)p(m, Ao) + b(Ao)p()' (7, Ao) = 0

bulunur. Bu ise A\g'in A(\)'nin bir sifir1 oldugunu gosterir.

Lemma2.3.3 gosterir ki, L probleminin 6zdegerlerini A()\) karakteristik
fonksiyonunun sifirlarinda aramak gerekir. Boylece L’nin 6zdegerlerinin bu-
lunmasi problemi A(A)’nin sifirlarinin bulunmasi problemine indirgenmis olur.

Lemma2.2.2'yi ve (2.23) esitligini kullanarak A(\) karakteristik fonksiy-
onunun |A|'mn biiyiik degerlerindeki davramsgim 6grenebiliriz. $oyle ki, (2.16)

ve (2.17) esitliklerini (2.23)’de yerine yazarsak,

AN = BgH{a(N) (sinacos py(m) — cos OzSiLZ(W))

—b(A) [psinasin py(m) + cos a cos py(m)]}
#9{a) (sinacos p (24(d) = () - cosa L EUD =20
+b(A) [psin asin p (2y(d) — (7)) + cos acos p (2v(d) — v(m))]}
+a(\)O (M) £ B0 (exp ()

elde ederiz. Bu egitlik diizenlenirse agagidaki ifadenin dogru oldugu kolayca
gortiliir:

AN = Ao(N) + R(N) (2.28)

Burada, o # 0 iken,

A \m1 (_ﬁ+sinp:(7r) N /B_sinp@v(i)—v(ﬂ))), derb(\) > dera())

AN [BY cospy(m) + B cosp (2y(d) — ()],  dera(X) > derb())
(2.29)

ve o = 0 iken,

. A" [=B7 cos py(m) + 57 cos p(2y(d) = 5(m))] . derb(X) = dera(})
o =9y (—5+—Smpp7<”)) _g3ne (M? - WT”) . dera()) > derb()\)
(2.29°)




O(A™ exp7(T)),
O™ % expy(r)),
O(N" "% exp(m)).

| 00 expra(m)),,
ve m = max {derb(\), dera(\)} dir.

R(\) =

(2.30)
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2.4. Ozdegerler ve Ozfonksiyonlar:

Diiz spektral problemin ¢oziimiinde temel amag, verilen simir deger prob-
leminin 6zdegerlerinin ve 6zfonksiyonlarinin bulunmasidir. II.Béliimiin son
kismi olan bu boliimde, (2.1)-(2.4) simir deger probleminin 6zdegerlerinin ve
ozfonksiyonlarinin baz temel o6zellikleri aragtirilacaktir. Buraya kadar olan
tiim ¢aligmanin nihayi amaci, bu béliimiin temel teoremi olan Teorem?2.4.2’yi
ispatlayabilmektir.

Oncelikle, a()\) ve b(A\) polinomlarmin baz 6zel durumlarinda daha iyi
sonuclar alindigini agagidaki teoremle gosterelim:

Teorem 2.4.1: m = max {dera(\),derb(\)} <1 ise

a) L sinar deger problemi bir selfadjoint operatér tretir.

b) L’'nin tim ézdegerleri reeldir ve ayrica A1, Ao gibi herhangi farkly iki

ozdegere karsilik gelen y(x, A1), y(x, Xo) dzfonksiyonlar:

d

/ /(L e AT e+ — 2 (2.31)

apby — a1bg
0

egitligini saglarlar. Burada, Y1 = a1y(m, \)+bip(m)y' (m, A1) ve Yo = ayy(m, Ao)+
bip(m)y (7, Aa) "dur.

c) Her bir A\, dzdegeri i¢in A'(\,) # 0 dur. Yani, ozdegerler cebirsel olarak
basittir.

Ispat: p(z) = 1 oldugunda, yani klasik Sturm-Liouville diferansiyel den-
klemi i¢in, bu teoremin ispati, m = 0 iken R. Amirov(2006) tarafindan; m = 1
iken de R. Amirov, A. S. Ozkan ve B. Keskin(2009) tarafindan verilmistir. Bu-
rada da, benzer yontemler kullanilarak m = 1 icin ayrintil ispat verilecektir.

a(X) = ag + ar A, b(N\) = by + by A alalim.

a) 2.1.’de yaptigmmz gibi, H = Lo(0,7) & C Hilbert uzaymi ve bu uzay

tizerindeki,

¥, 7) = | / + / ] Z%I)y(x)mdaz n % (2.32)
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iggarpimi goz oniine alahm. Burada Y = (y(z),Y1), Z = (2(x),7;) € H
ve apby — arbyp > 0 dir. H iizerinde T operatoriinii, D(T) = {Y € H :
y(x) ve p(z)y'(z), [0,d) ve (d,n] araliklarinda mutlak siirekli, fy € Ly(0, ),
y(0)cosar + 3 (0)sinev = 0, Y1 = ary(m) + bip(m)y'(7), y(d + 0) = By(d — 0),

p(2)y (2)],_gs0 = B [P(2)y (2)],_4_o} tamm kiimesi iizerinde,

ly(x)
T(Y) = (2.33)
( —agy(m) — bop(m)y/ () )

seklinde tanimlayalim. Kismi integrasyon formiilii uygulanarak, y(x), z(z) €
D(T) igin,

™

[+ 1@ @) e = (pla)y @) T, + (pla)y' (@) 5

esitligi elde edilir.

P(y.2) : = )y () 50, + (pla)y/(2) 200)

isaretlemesi g6z 6niine alinirsa bu esitlik,

™

[+ 1oty @) Z@ide = P2+ ([ + [1no) (o)) do (230

seklinde yazilabilir. 7T"nin tamim kiimesindeki kogullar goz oniine alinirsa,

P(y, z) = 0 oldugu kolayca gosterilebilir.



46

Diger yandan, yine D(T)’nin ifadesinden ve Wronskian determinantinin

x’den bagimsiz olmasindan,

T(V)Zi =T (Z1) = [~aoy(r) = bop(m)y' (7)) [ar=(m) + bup(m)2'(m) |
— [—aay(r) = bup(m)y' (7)) [a0=(m) + bop(m) /()]
= (v (m) = =@p(m)y (7)) (aobs — arbo)
= (aobi — arbo) W [y, 2l|,_, = (aobr — a1bo) W [y, 2|, = 0

esitligini aliriz. Buna gore (2.32) ve (2.34) kullanilirsa, y(z), 2(z) € D(T) i¢in,
(r(Y),2)={,\T(2)) =0 (2.35)

olur. Dolayisiyla T' bir simetrik operatordiir. Ayrica, P(y,z)nin yapisi goz
oniine almarak gosterilebilir ki, Y € D(T) igin (2.35) esitligini gecerli kilan
Z = (z(x), Z1)lerin en genis kiimesi yine D(T")’dir. Bu ise T"nin selfadjoint
operator oldugunu gosterir.

b) T, selfadjoint operator oldugundan tiim ozdegerleri reeldir ve farkh
vzdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyonlar ortogonaldir(Teorem1.2.15). Teorem2.1.1’de
oldugu gibi burada da ¢,(L) = 0,(T) oldugundan o,(L) C R’dir, yani, L'nin
de tiim 6zdegerleri reel sayilardir. Ayrica, 6zfonksiyonlarin ortogonal oldugu
goz oniine almirsa (2.32) esitliginden (2.31) elde edilir.

¢) A\, L’nin bir 6zdegeri; p(z, \,), bu dzdegere karsilik gelen 6zfonksiyon,
ve ¥(x, A), (2.22)’deki baglangig kogullarinin 6zel sekli olan,

ZZJ(?T, )\) —bo — bl)\
p(m)¢!(m, A) ap + a1\

kogullarini ve (2.4) sigrama kosullarini saglayan ¢oziim olsun. Agktir ki, bu
¢oziimler icin,

o(x, A\n) = kntb(z, \y) (2.36)

bagintis1 dogrudur. Burada k,,, sifirdan farkli bir sabittir.
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(2.1) denklemini bu ¢oziimler i¢in birer kez daha yazarsak,

— €T / T ! M T )\n T
— [p(2)¢' (z, \)] a(x) x _ A T
[p(z)¢(z, A)] +p<x)w< ,A) p(m)w ,A)

elde ederiz. Bu egitliklerin ilkini ¢(x, \) ile; ikincisini de ¢(x, \,) ile carpip

taraf tarafa ¢gikaralim:

oz, M) [p(2) (2, N)) =z, A) [p(x)¢ (z, M)
= %gp(w, An)(z, A)  (2.37)

Son esitligin her iki yam z’e gore (0, ) araliginda integrallenirse;

(@) [p(a, A)t (a2, A) — (@, N (2, A)ls "+

™

dx
=\ — A A)U(z ) ——  (2.38
CHEDY / Pl d (e ) (238
elde edilir. (2.4) sigrama kogullarindan dolayn,
p(x) (@, A)¥' (2, ) — (2, A (2, A)][5g = 0 (2.39)

esitligi gecerlidir. Ayrica p(z, A,) 6zfonksiyonu (2.2) ve (2.3) siur kogullarim

saglayacagindan, (2.38) esitligi diizenlenirse,

aéli__);)bo larp(m, An) + bip(m) @' (m, An)] [aap (m, A) + bip(m)d' (7, A)] — A(N)
T dx
= 0= [ el a5 (2.40)

0
elde edilir. Son egitligin her iki tarafim (A — A,)’e bolip A — A, iken limit
alirsak ve (2.6) esitligini kullanirsak,

™

AN = / Z%@Q(x,)\n)dx +

[a10(7, An) + bip(m) ' (0, An))
a0b1 — albo

(2.41)

oldugunu aliriz. ¢(z, \,) 6zfonksiyonu reel degerli (6zdegerler reel oldugun-
dan) ve k,, # 0 oldugundan A’()\,) # 0 olur. Bu ise m = 1 iken her bir A,

ozdegerinin cebirsel olarak basit oldugunu gosterir.
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Boylece teoremin ispati tamamlanir. Teorem2.4.1, simir kogulu, 6zdeger
parametresine lineer sekilde bagh olmasi halinde spektral 6zellikleri karakterize
eden 6nemli bir sonuctur.

Simdi asil amacimiza donelim ve a(\) ve b(\) polinomlarimi herhangi reel
katsayili polinomlar olarak segelim. Yine m = max {dera(\), derb(\)} oldugunu
ve derecesi biiyiik olan polinomun bagkatsayisinin 1 alinacagini hatirlayalim.

Teorem 2.4.2: a) L sumar dejer problemi, mutlak degerlerine gore sira-
landvginda sinarsiz sekilde biiytiyen, sayilabilir sayida dzdegere sahiptir.

b) Bu ozdejerlerin en fazla sonlu tanesi kompleks ya da katl (cebirsel)
olabilir; digerleri reel ve basittir.

c) Ozdegerler reel eksene gore simetrik olarak yerlesir.

d) Ozdegerler dizisini {\,} ile gisterirsek, n’nin yeterince biiyiik deger-

lerinde asaqidaki asimptotik ifade gecerlidir:

N+ 0 (l) , a0, derb(\) > dera()\)
n

A+ O (E) : diger durumlarda
Burada, /), Ao(\)’'man sifirlarime gésterir ve ayrica /A0 = n(_7r) + h,,
v (m

sup,, |hn| < oo ifadesi dogrudur.

Ispat: a) A(\)’nm sonsuz sayida sifirt odugu agiktir. Eger bu sifirlar sayila-
mayan ¢oklukta olsa, analitik fonksiyonlarmm teklik (birebirlik) teoremi geregi,
A(X) = 0 olur. O halde A(A)'nin sifirlar1 ve dolayisiyla L'nin 6zdegerleri
sayilabilir sayidadir. Diger taraftan, {\,}, L’'nin 6zdegerlerinin dizisi olmak
tizere, Vn i¢in |\,| < M olacak gekilde M sayis1 var olsa, Bolzano Weierstrass
Teoremi geregi bu dizinin en az bir limit noktas1 olmalidir. Bu ise yine anali-
tik fonksiyonlarin teklik (birebirlik) teoremi geregi, A(A) = 0 olmasi1 demektir.
Boylece a) sikkimin ispat1 tamamlanir.

b) Bu iddianin ispat1 Russakovskii(1975) tarafindan yapilmigtir.

¢) An, L'nin herhangi bir 6zdegeri, y(z, \,,) ise ona karsilik gelen 6zfonksiyon

olsun. Bu durumda, fy’nin katsayilar1 olan p(z) ve ¢(x), reel degerli fonksiy-
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onlar; «, 3, d sayilar1 ve a()), b(A) polinomlarinin katsayilar: da reel sayilar
oldugundan, A, de L’nin bir dzdegeri ve m de ona karsilik gelen 6z-
fonksiyon olur. Dolayisiyla, 6zdegerler z-eksenine gore simetrik olarak yerlesir.

d) a # 0, derb(\) > dera()) oldugunu kabul edelim. Diger durumlarda

benzer ispat yapilir. n =0, 1,2, ... olmak {izere,
Gni={AeC:X=p%|p| <|p| — ¢}, (2.43)

bolgelerini olugturalim. Burada e yeterince kiigiik pozitif reel say1 ve p? =

VAYdir. Her bir A € 9G,, icin
[Bo(N)| = C A" exp Ty (r) (2.44)
AN) — Ag(N) = O (A exp 77y (1)) (2.45)

oldugundan, bu fonksiyonlara G,, bolgelerinde Rouche teoremini uygulanabilir.

Soyle ki, (2.45) esitliginden,

lim A~ ("2) exp [—7 (1)] [A(N) — Ag(\)] = 0

[A|—o0

bulunur. Bu ise VA € 9G,,, VC' > 0 ve yeterince biiyiik n’ler igin,
AQ) = Bo(V)] < ™ expry (m) (2.46)
egitsizliginin dogrulugunu garanti eder. Dolayisiyla, VA € 0G),, igin,
[AA) = Ao(A)] < [Ag(N)] (2.47)

gegerli olur. Boylece Rouche teoreminden (Teorem1.1.9) Ag(A) ve A(X) fonksiy-
onlarinin her bir n ic¢in G,, i¢inde aym sayida sifira sahip oldugunu gorebili-
riz. Buna gore, G,, ve G, 41 arasinda kalan bolgelerin her birindeA(\), tam
olarak bir tek pozitif sifira sahiptir. Bu sifirn 72 ile gosterirsek, her bir poz-

2

itif A, ozdegerinin, \,i,, = 7, esitligini sagladigin soyleyebiliriz. Ayrica

n > 1icin 7, = VA 4+ &,, (limy_eoe, = 0) esitligi gecerli oldugundan,

Van = /A2 +o0(1) yazlabilir. €, — 0 iken,

AN +¢,) =¢, [A’O(Ag) + 0(1)] (2.48)
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oldugunu kullanarak ¢,, = O esitligini gosterebiliriz. Teorem 1.1.15’den

0
)‘n—m

yararlanarak Ag (\) fonksiyonunun orijinden farkh sifirlar igin,

M = T hyp, sup|h,| < oo
7 (m) n

1

bagintisinin dogrulugu ispatlanabilir. Buna gore ¢, = O (—) esitligi dogru
n

olur. Boylece (2.42) esitligi ispatlanmig olur.
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I1I. BOLUM
TERS PROBLEMLER

3.1. Priifer Acis1 ve Weyl Fonksiyonu:

(3.1)
P (2, \) # 0 ise,
fonksiyonu tamimlansin. Burada, ¢ (x,\), (2.1) denkleminin (2.22) baglangig
kogullarii ve (2.4) siireksizlik kogullarimi saglayan ¢oziimiidiir. v (z, \) ve
p(x)y' (z,\) fonksiyonlar (0,d) (d,w) araliklarinda mutlak siirekli oldugun-
dan ®(z, ) da oyledir. Ayrica ®(z, \) fonksiyonu, (0,d) U (d, 7) kiimesinde

agagidaki diferansiyel denklemi saglar.
p(2)®" = {\ — q(z)} sin® ® + cos® P (3.2)
Gergekten de,
p(@)y! (i, \) tan & = v(x, \) (3.3)

esitliginin her iki yami diferansiyellenirse,

(b/
cos? @

(p(@)¥' (2, 1)) tan @ + p(2)¢ (w, \) =1(z,4) (3.4)

elde edilir. ¢(x, A), (2.1) denklemini saglayacagina gore, (3.4),
/

cos? @

{a(@) = A} (2, A) tan @ + p*(2))' (2, A) p@)y'(z, A) (3.5)

seklinde yazilabilir. Yeniden (3.3) kullanilirsa,

@/
cos2d

{a(@) = A} p(@)d (2, ) tan® @ + p*(2)¢ (z, ) p()y (2, A)

esitligi ve buradan da,
{q(z) — N} sin® @ + p(x)®’ = cos® @

esitligi elde edilir. Bu ise (3.2)’nin dogrulugunu gosterir.
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Ayrica (2.22) baglangic kogullar1 ve (2.4) sigrama kogullar1 dikkate alinirsa,
®(x, \) fonksiyonunun, agagidaki baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii oldugu
ortaya cikar.

p(2)® = {\ — q(z)}sin® ® + cos? @, € (0,d) U (d,7)
cot ®(m, \) = f(N) (3.6)
B2®(d+0) = &(d —0)
®(x, \) fonksiyonuna L sinir deger probleminin Priifer a¢ist adi verilir.
Simdi de, Weyl fonksiyonunu tammlayalim. Bunun igin énce (2.1) denklem-

inin 6zel bir ¢oziimiinii belirleyelim. x(z, A) fonksiyonu, (2.1) denkleminin,

0, A cos &

x(0,2) ) _ (3.7)
X' (0, \) sin «v

baglangi¢ kogullarim ve (2.4) siireksizlik kogullarin saglayan ¢oziimii olsun.

Lemma 3.1.1: L’nin ézdegeri olmayan her A\ sayisi i¢in,

b (x, )
AN

= x(,A) = M(Mg(x, A) (3.8)

esitligi gecelidir. Burada,

Y'(0,\) cosa — (0, \) sin v

M) = A

(3.9)

dar.
ispat:

Wle,x] = p(z) {e(z, X' (2, ) = ¢'(2, x(z, A} oo = 1

oldugundan, p(z, ) ve x(z, A) fonksiyonlar: lineer bagimsizdir. Buna gore her
bir A sayist igin ¢ (z, A)’y1 bu iki fonksiyonun lineer bilesimi geklinde yazmak

miimkiindiir. O halde,
¥ (z,A) = AN e(x,A) + B(A)x(z,A) (3.10)

esitligini gergekleyen A(M) ve B(\) fonksiyonlar: bulunabilir. (3.10) esitliginde

x yerine 0 yazilirsa,

¥ (0,A) = A(N)sina + B(A) cos (3.11)
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bulunur. Ayrica (3.10) esitliginden 2’ gore tiirev alip, = yerine 0 yazilirsa,
P (0,\) = —A(\) cosa + B()\) sin« (3.12)
olur. (3.11) ve (3.12) esitlikleri A(\), B(A) bilinmeyenlerine gore ¢oziiliirse,

A(N) = ¥(0,\)sina — (0, \) cos a
B(\) = ¥(0,\)cosa+¢'(0,\)sina = A(N)

elde edilir. Dolayisiyla (3.10) esitliginin,
b (2, 3) = [6(0, A) sina — /(0. ) cos ] p(z A) + AN)x(z, )

seklinde oldugu goriiliir. (3.9) isaretlemesi goz dniine alinarak ispat tamalanir.
M () fonksiyonuna L siir deger probleminin Weyl fonksiyonu denir. Agik-
tir ki, bu fonksiyon, C\ 0,(L) kiimesinde analitik ve her bir 6zdeger bir kutup
noktasi olan, meromorfik bir fonksiyondur. Bu kutuplardan sonlu tanesi kath
olabilir; digerleri basit kutuplardir.
Teorem 3.1.2: VA € C\ 0,(L) igin,

M(N) = cot (B(0, \) + o) (3.13)

egitligi gecerlidar.
Ispat: (3.9) esitligi,

Y'(0,\) cosa — (0, \) sin av

M) = NGy

(0, X) cosar — p(0, \) sin

(0, \)sina + (0, \) cosa
qf[;,(((())’i\)) cos o — sin v

— Y0

———~sina + cos o

¥(0,))
seklinde yazilabilir. Burada (0, \) # 0 kabul edildi. (0, \) # 0 oldugu du-

;b/((% i\\)) Z(((())’i\)) = cot ® (0, ) oldugun-

M) = cot ® (0, A) cos v — sin «v
~ cot ® (0, \) sina + cos

rumda da,

terimi ele almir. Ayrica,

dan,

(3.14)
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esitligi dogrudur. Son egitlikten, o = 0 ise M(A) = cot ® (0,\);. a # 0 ise
P -1

M) = C;jt q>(?(3 X)Citz)t — = cot (0, A) + ) elde edilir. Her iki durumda

da (3.13) gegerli olur.

Sonug 3.1.3: M () fonksiyonu a ve (0, \) tarafindan tek sekilde belir-

lenir.
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3.2. Weyl Fonksiyonuna Gore Ters Problem:
Lile agagidaki sinir deger problemi belirtiliyor.

—p(z) [p(2)y'] + qlz)y = Ay, x € (0,d) U (d, )
y(0)cosa +y'(0)sina =0

a(A\)y(m) +b(A\)p(m)y'(7) = 0 (3.15)
y(d +0) = By(d —0)
Py @), =B @)y (@),
Burada, §(z), &, a(\), b(\), d ve 3 parametrelerinin (2.1)-(2.4)’deki kosullar:
sagladiklar1 kabul ediliyor. Bagka bir deyisle, L problemini belirleyen (g, f, v, d, 3)
parametrelerinin yerine, ayni siiftan, farkh (5, }V, Q, CZB) parametreleri ali-
narak, L problemi olugturuluyor.

Bu boliimiin amaci, Weyl fonksiyonu yardimiyla L probleminin tek sekilde
belirlenebildigini; yani, L ve L problemleri, aynm1 Weyl fonksiyonuna sahip ise,
L=1"L oldugunu ispatlamaktir. Oncelikle baz1 yardimci sonuclar verilmelidir.

Lemma 3.2.1:¢p(x,\) ve ¥(x,\) fonksiyonlari, |p|'nan yeterince biyiik
degerlerinde asagqidaki davranislara sahiptirler:.

oz, \) = Coxp [—ipy(a)] <1 +0 <%)) C lc<agp<r—c)  (3.16)

@) ()\m exp T [y(m) — y(x)] > . derb(\) > dera(\)

U(x,A) = . (3.17)
O (/\m 2expT [y(m) — y(x)]) , dera(X) > derb(\)

O ()\””% exp T [y(m) — ’y(x)]) , derb(\) > dera(\)

p(@)d'(z, A) =
O(N"expt[y(m) —~(x)]), dera(\) > derb(\)
. (3.18)
smoz7 v d
Burada, £ herhangi bir pozitif sayr ve C' = gt 2 dar.

7sina, r>d
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Ispat: (2.14) ve (2.16) esitliklerini asagidaki sekilde birlestirelim:

(- expipy () + exp [—ipy(z)] exp 7y(x)
5 +0 (T) , x<d
L [expipy(x) + exp [—ipy(x)]
3 { pipy : p[—ipy }
plx,A)
sina expip (2y(d) — (7)) + exp [~ip (27(d) — y(z))]

o
+0< >,x>d

Bu egitligin her iki yamim exp ipy(z) ile garparsak

2

exp7y()
p

\

(exp2ipy(z) +1

2
o{

exp 77y(x)
p

+ expipy(z)O <

|

exp 2ipy(r) + 1

),a:<d

2
exp ipy(z) o2, ) =
pipy (@)= — s {eXp 2ipy(d) + exp 2ip [y (x) — 7(d)]
2
exp 7y()

+ expipy(z)O <

),33>d

exp7y(z)

P

buluruz. Buradan da,

( exp 21pv(x
L P py()

1 .
3 5 + expipy(x)O (

gt N B exp 2ipy(x)

|

), r<d

BRI B i
expipy(e) = = = s {exp 2ipy(d) + exp 2ip [y (z) — y(d)]
2
exp 7y(x)

+ expipy(z)O (

), x>d

p

\

elde edilir. Son esitligin sag tarafindaki ilk terimlerden sonraki terimler, ¢ <

arg p < m — ¢ bolgesinde iistten degerlendirilirse, |p| — oo iken,

vt (2552) o)

|

} (3.19)

(3.20)

(3.21)
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oldugu ve,
exp2ipy(x)| _ |exp[2my(0)]| _ ¢
2 2 =
exp 2ip [y(z) — 7 (d)]‘ _ |exp27[y(d) —(x) ‘ < ©
2 2 ~ ol

esitsizliklerini gercekleyen ¢y, co sabitlerinin var oldugu goriiliir. Dolayisiyla,

(3.22)

R 2o (Y), e

olur. Bu ise (3.16)’nin ispatin1 tamamlar.

(3.17) ve (3.18)’i ispatlamak igin

Ob(,\) = M(z, \), € (0,d) U (d, )
Y(m,A) = =b(A), p(m)d(m,A) = a(N)
Y(d+0) = B(d —0)

[p(2)Y (2, M)] = g0 = B () (2, M),y

baglangic deger problemini ¢ozmek gerekir. Lemma2.2.1’dekine benzer olarak,

bu problemin ¢oziimii, agsagidaki integral denklemin c¢oziimii ile cakigir.

x > d icin,

b)) = —b(A)cosph(w)—wx)]—a(A)Si“p”(?‘”(x” (3.23)

™ sinp (v(tg =) (et At

+
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x < d igin,

() = =67 [b()\) cosp [y(m) — ~v(z)] + a(N) sin p [7(7;) - ’Y(x)]}

+8 lb()\) cos p (2y(d) — y(x) — (7)) + a(N) sin p (2y(d) —~(z) — 7(7))}

+% /dﬂ B sinp (v(t) = y(x)) p~ (1)q()y(t, N)dt (3.24)
_% /U;r B sinp (2y(d) — ~(x) — (1)) p~ (H)g(t)y(t, A)dt
+2 [ sinp(0) = 2@ Oate)(e Nt

Simdi, « > d igin, m = derb(\) > dera(\) durumunda, (3.17)’yi ispatlayalim.
Diger durumlarda tamamen benzer sekilde ispat yapilabilir.

(3.23)’tin her iki tarafim A™ exp 7 [y(7w) — v(x)] ile garparsak,

lcosp[y(m) = v(2)]] < expTly(r) — ()]

sinp [y(m) =y (@)]| < expTly(m) —(z)]
oldugundan,

A exp () — (@] bl A)| < A O]+ A a()]
FAE [ a0 3 epp (90 =2 (m) it V) de - (325

elde ederiz. m = derb(\) > dera(\) oldugundan
AP B+ A H ) =140 (3F) L - o0
yazilabilir. Buna gore
h()) := max{‘)\_m exp 7 [y(x) — vy(m)] ¥(x, /\)| cx € (d, 7r)}
olmak iizere, |A|'mimn biiyiik degerleri igin,
h(X) < 1+ c2h(N)

esitsizligini saglayan ¢, o sabitleri vardir. Buise h(A) = O(1) olmasi demektir

ve x > d icin (3.17)’yi ispatlar. (3.18) esitligini ispatlamak icin, (3.23) ve
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(3.24)’den formal olarak tiirev alirsak,

p()Y (z,X) = —pb(N)sinp[y(r) — v(x)] +
+a(A) cos p [y () — 7(z)] - (3.26)
- / cos p (1(t) — () p (Da(typt, Ndt, = > d,

p<x>w'<x N) = B [pb(A) sin p [y(m) — 4(@)] — a(A) cos p [4(r) — A()]
pb(N) sin p (29(d) — 7(z) — A()) — a(A) cos p (2y(d) — 1(x) — 4(x))]
/ B+ cos p (1(t) — 3(x)) p~ (DB (t, Nt (3.27)

/d B cos p (29(d) — 7(x) — A(1)) p (Da(t)b(t, Nt

- / cos p (1(t) — 2(x)) p (Dbt Ndt, = < d

x

esitlikleri elde ederiz. (3.17), (3.26) ve (3.27) esitliklerini kullanarak (3.18)

kolayca ispatlanir.

Lemma3.2.2: VA € C\ 0,(L) i¢in, |p| — oo iken
1
cota—i—O(—), a#0
M) = p (3.28)
p+0(1), a=0

esitligi gecerlidir.
Ispat: (3.9) esitligi yeniden diizenlenirse,

( / A
12(((?:)\)) a =0 ise
M()) = _¥(0,4) _T 3.29
(A) 0N a=g ise (3.29)
\ cota—Az&()O(’:iia a%Ovea#gise
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elde edilir. (3.17) ve (3.18)’den ¢ikan,

e, (A" expTy(m)),  derb(A) > dera(X)
¥(0,A) = _1
0O ()\m 2 exp T’y(w)> , dera(X) > derb(\)
\
(3.30)
e (/\m+2 exp (7 )) derb(\) > dera()\)
w,(()?/\) =
O(\"exp7y(m)),  dera(A) > derb(A)
\
esitlikleri ve Bs :== U o {A A= \,| > 0} olmak iizere, VA € By igin gegerli
olan,
Cs |\ expry (m)  derb(\) > dera(\)
|¢<O7 )‘)| 2 _ 1
Cs M Zexpry(m) dera(N\) > derb()\)
(3.31)
et ])\|m+% exp7y(m), derb(\) > dera())
W'(0,8) =
Cs |\ expry(m), dera(\) > derb(\)
o co (0,0 ¥(0,A) < )
esitsizlikleri birlikte diisiiniiliirse, =p+0(1 =0 ,
w0y POy~ O

|p| — 00, oldugu goriiliir. Dolayisiyla, (3.29)’daki ii¢ durumda da (3.28) bagin-
tis1 gecerli olur.

Lemma 3.2.3: M()\) fonksiyonu o saypsina tek sekilde belirler, yani,
M) = ﬁ()\) ise a = a’dar.

Ispat: M()\) = M (A) ise (3.28)e gore, o ve @, ayn1 anda sifirdir veya ayni
anda sifirdan farkhdir. Ciinkii, aksi halde, |A| — oo iken M(\) = M()) dogru
olamaz. .o ve & sifir ise ispat biter. a # 0, & # 0 olsun. M(\) = M(\)

oldugundan (3.28)’e gore,

~ 1
cota — cota = O (—) , |p| — o0 (3.32)
p
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esitligi yazilabilir. |p| — oo iken limit alimirsa, esitligin sol tarafi p’ya bagh
olmadigidan, cot o = cot &, (e, @ € (0, 7)) bulunur. Bu ise & = @ demektir.

Simdi bu boliimiin temel teoremini verelim. Siradaki teorem, Weyl fonksiy-
onu yardimiyla L probleminin tek gekilde belirlenebildigini; yani, L ve L prob-
lemleri, ayn1 Weyl fonksiyonuna sahip ise, L = L oldugu sonucunu verir.

Teorem 3.2.4: M(\) fonksiyonu L’yi tek sekilde belirler, yani, M(\) =
M()\) ise, (0,m)’de hemen hemen her yerde q(z) = q(z), f(\) = f(\),
(v, d, ) = (54, c?,é) “dar.

ispat: M(\) = M()) olsun. Lemma3.2.3%e gore o = &’dur.

U (z, ) p(z, ) Q&E:\)}‘)
| p(@)¢' (2, \) p(m)ib(ia)c, \)

Y(w,\)

oz, \) \

v = A(N)
U(z,\) @ = N (:E)é(x, N

p(@)@ (2, A) 0

olmak {izere,
P, A) =W (2,) 07 (2, ) (3.33)

matrisi ele alnsin. P(z, A) = [P;(z, A)]; ;_, , ile gosterilirse, (3.33) esitliginden,

( ~/

Pula,3) = ol A)% pa) (o wg( o
vz, Dz, )
7, ey
Pua(z,X) = pla)g'(x A)% ) o )
pa)/ () IESY

Py(z, ) = @(x, \)

A(N) A(N)
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elde edilir. (3.8) esitligini (3.34)’te yerine yazarsak,

Pu(@, ) = (@A) [p@)X (2,3) = MO)p(@)F (2. 3)] -
~p(@)@ (@, ) [x(@, A) = M) (, )]
= ple) {p(e VX (2, A) = @' (@, Ml )} +
+ [MO) = M| pl@)# (2, Nple, A

Pola, ) = Bl [x(@ ) = Mgl )] -
—p(@, ) [X(w, N) = M3, )|
= o, Mx(e, A) — oz, x(z, A) -
— [ M) = M) Bl el A

Pa(w,) = p@)e (@) [p@)T (2, 0) = M)p()F (2, )] -
—p(@)7 (@, ) [p(2)X (2.2) = M(\)p(a) (. V)]
= p(2)¢' (2, N)p(2)X (2, A) — p(2)@' (z, p(2)x (2, A) +
(M) = M| ()P (@, Dp()e (@, 2)

+

P, A) = @l 0) [p(@)X' (@, A) = M(\)p(a)e (x,N)] -
—p(@)¢ (2, )[R A) = MO)Z(, M|
= pla) (Bl VX' (2. ) — '@, VX (@A)} —
— [MO) = M| @, () (@, )
esitliklerini aliriz. M(\) = M(A) oldugunu kullanarak,
Pu(a,A) = pla) {p(e. VX' (@A) — @ (2. N)x(x.0)}
(3.35)
Pia(a,A) = @le, Nx(x,A) — oo, VX[, \)

Pu@h) = pP@) {¢ @ R (@A) - a0 (@ 0)
(3.36)
P22(x7)‘> = p(%) {&(%, )\)X’(%, )‘) - <p'(x,)\)§'<(x, )‘)}
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esitliklerini elde ederiz. Bu ise gosterir ki, M(\) = M (A) iken P;(x, \) fonksiy-
onlar1 A’'nin tam fonksiyonlaridir. Diger yandan, (2.14) esitliginden, |p| — oo

iken,
o(x,\) = O(exp1y(x)) (3.37)
p)¢'(z,A) = O(pexpry(z)) (3.38)

davranmglariim dogrulugu kolayca gosterilebilir. Bunlari, (3.17) ve (3.18) esit-

liklerini ve

Cs ])\|m+% exp7y(m), m = derb(\) > dera(\)

[AN)[ = , A€ Bs (3.39)
Cs |\ expmy(m), m = dera(\) > derb())

esitsizligini (3.34)’de kullanarak Vo = [0, 7] \ {d, glv}igin,

[Pz, M) < Cifz)
’P12($,>\)| <

esitsizliklerini saglayan Ci(x) ve Cy(x) fonksiyonlarinin var oldugunu gostere-
biliriz. Bu fonksiyonlar sadece x’e bagh oldugundan,P;;(z,\) ve Pia(z, \)
fonksiyonlar1 \’ya gore tiim diizlemde simirhdir. Bu ise, Liouville Teoremi
(Teorem1.1.5) geregi bu fonksiyonlari N’ya bagh olmadigim gosterir. O halde,
Pii(z,A) = C(z), Pia(z,\) = D(x) yazlabilir. Ayrica |pl|i£noo|P12(x,)\)\ =0
esitligi Vo = [0, 7]\ {d, élv} icin gegerli oldugundan, Pjs(z, A) = 0 olur. Boylece
Va = [0,7] \ {d,[f},

Py(z,\) = C(x) (3.40)

Pi(z,A) = 0
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esitliklerini aliriz. Bunlar (3.34)’de yerine yazarsak,

(3.41)

sistemini elde ederiz. Bu sistemin coziilmesiyle,

plz,A) = Clx)p(x, A)
(3.42)

i?
=
=

bulunur. Diger taraftan, W [(p(ac, A), A(;\) ] ve W [&(a:,)\), Ay Wronskian

determinantlar1 hesaplanirsa,

wloen 5] - o

o, Np(z)d' (2, A) — p(2)¢'(z, ) (z, A)]

AN
= S [PON0.) — £0.0)(0. 0] = 1
ve benzer sekilde, W [@(x, N), @XE’S)] — 1 bulunur. (3.42)’den yararlanaralk,
)
. c(x)gz(x,A),c(x)"‘N”X‘E’S)
— ()3, A)C’(x)iix(’)\))\) L) A)ﬂ(fg’;)

~CwRENC @) T - C@E e N
= C2(£)W [@(:C A), 1/1?)\/)\) _ 02(@

elde edilir. Buna gore, (3.42)’yi gegekleyen C(z) fonksiyonu icin C?(z) = 1
gecerlidir.
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Simdi Lemma3.2.1’e dénerek, (3.16) esitligini ¢ (z, A) ve p(z, ) igin yeniden

yazalim.
1
p(x,\) = Cexpl—ipy(x)] (1 +0 (;)) (3.43)
~ 1
e(x,\) = Cexpl—ipy(x)] (1 +0 (;)) (3.44)
sinoz7 v <d - 5112104’ x<c?
Burada, C' = + 2 ve C = gt ‘dir. Genelligi
7511104, r>d 781I10(,l‘>g

bozmadan d < d kabul edilebilir. Aksi halde de degigen bir durum olmaya-
caktir. (3.43), (3.44) esitliklerini (3.42)’de kullanarak agagidaki durumlar elde
edilir.

r € [0,d) ise C(x) =1

r € (d,(j) ise C'(z) = g+

r € (g,ﬂ} ise C(x) = =

Bu durumlar incelenirse, C?(x) = 1 ve 87 # 1 oldugu da diisiiniilerek, d = c?,

Cz)=1ve gt = Ejr elde edilir. Dolayisiyla,

oz, ) = c}i(:r, A)
Y@, N Y,
AN AW

ve (o, d, B) = <&, CZ E) olur. p(z,\) = @(x, \) esitliginin (2.1)’de yazilmasiyla,

—p(z) [p()¢) + qlz)e = Ao

—p(2) [p()¢) + qx)e = Ao

ve buradan da, ¢(z) = q(z), (h.h.h.y.) elde edilir. Diger yandan,

wA(,m’ a) esitliginin (3.1) ve (3.6) ile birlikte diigtiniilmesiyle de, f(A) = f(A)

A(A)

oldugu ispatlanir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanir, yani, M (\) fonksiyonu

L(q, f,a,d, )’y tek sekilde belirler.
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Sonug 3.2.5: (a,® (0, \)) ikilisi L sumr deger problemini tek sekilde be-

lirler, yani, ® (0,\) = ®(0,\) ve a = & ise (0,7) de hemen hemen her yerde
a(x) = @), FN) =T ), (@,8) = (d.5) du.

fspat: Sonug3.1.3% gore, @ (0,\) = & (0,\) vea = & ise M(\) = M(A)’dlr.
Dolayisiyla, Teorem3.2.5’e gore, L = L olur.
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3.3. Iki Spektruma Gore Ters Problem:

Bu béliimde, (2.1)-(2.4) probleminin {\,} 6zdeger dizisi ile birlikte, (2.2)
siir kosulu degistirilerek elde edilen yeni problemin {7, } 6zdeger dizisi ver-
ildiginde, bu diziler yardimiyla problemin tek gekilde belirlenebilecegini gore-

cegiz. Ly ile agsagidaki simir deger problemini belirtelim.

—p(z) [p(z)y] + q(x)y = Ay, =€ (0,d)U(d,~)

y(0)sina — ¢'(0) cosax = 0
a(A)y(m) + b(A)p(m)y/ () = 0 (3.45)
y(d+0) = By(d—0)

(@)Y ()] —gyo = B )y ()] ,—ao

Dikkat edilirse bu problem, L’de (2.2) simir kogulu degistirilerek elde edilmistir.
{n,,}’in Ly probleminin 6zdeger dizisi oldugunu kabul edelim. Agktir ki,

n,, sayilari,
Ay(N) =W [, ]| ,—g = (0, N) sinew — ¢'(0, X) cos (3.46)

karakteristik fonksiyonunun sifirlaridir ve {7, } dizisi, Teorem2.4.2’de {\,}
dizisi igin verilen 6zelliklerin tiimiinii saglamaktadir. Amacimz {\,} ve {7, }
dizilerinin L (ve dolayh olarak L) problemerini tek sekilde belirleyecegini is-
patlamaktir.
L=1L (Z], a, f, &B) ve Ly = L (a, Q, f, (ZB) isaretlemelerini goz oniine
alalm. Burada, dera () = dera (), derb (\) = derb (\) olmak iizere f (\) =
a() ve ayrica d ve d icin 2 (d) # v (m) ve 2y (El) # 7 (m) oldugunu kabul

b())
edecegiz.

Lemma 3.3.1: {\,} dizisi (d,3) ikilisini tek olarak belirler, yani, Vn i¢in
Ap = Xn ise d = d ve b= B egitliklert gegerlidir.
fspat: a # 0, derd (\) = dera(\) < derb()\) = derb()\) = m durumunu

ele alalim. Diger durumlarda tamamen benzer yontemlerle ispat yapilabilir.
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(2.28)-(2.30) esitliklerinden,

AN) = Ag(N) +O(A"expTy(m)) (3.47)
A = Ag(N) + O™ expTy(r))

yazilabilir. Burada,

Bo(N) = X"™Fsina [~B* sinpry(m) + 5 sinp (25(d) — 1(7) |
(3.48)

Ao(N) = )\m+% sin o [—6+ sin py () + B sinp (27(5) - ’7(71’)) }

1
dir. Lemma2.3.2’de A(\) fonksiyonunun §.mertebeden bir tam fonksiyon

oldugu ispatlandi. Buna gore, Hadamart teoreminden (Teorem1.1.12)

AN = ] (1_%)

n=—0oo

Ay = o ] (1_%)

n=—oo

yazilabilir. Vn i¢in A, = Xn oldugundan,
AN = CA(N) (3.49)
ozdegligi gegerlidir. (3.49) esitliginden VA € C igin,
Bo(A) = CBo(N) = C[AN) = Bo(W)] = [AN) = 26(V)]  (350)
yazilabilir. (3.48)’deki Ag(\) ve Ag(\) ifadelerini (3.50)’de yerine yazarsak,

C 1AM = Bo(N)| = [AR) = 2oV

— ™3 sina [—B% sin py(m) + B~ sin p (2y(d) — y())] (3.51)

— C’/\er% sin o [—BJF sin py(7) + B sinp (27(67) - 7(”))}

elde ederiz. (3.51) esitliginin her iki yanim sin py() ile garparak, 7' herhangi
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bir pozitif reel sayis1 olmak iizere, (0,7) araliginda p’ya gore integralleyelim:

c /OT {0 A0) = Ba)] = [A0) = 2o(0)] } sin pr(m)dp

sin av

= [ XS [ sin )+ 8 s p (29(d) =9 ()] sin pr(7)dp(3.52

~C /0 ' o [—F sinpy(m) + 5 sinp (27(07) - 7(7?))] sin py(7)dp

A = p? oldugundan,

C /OT {C [3()\) — 30()\)} —[AN) - Ao()\)]} sin py(7)dp

sin «v

- / L [— B sin pry(m) + B~ sin p (29(d) — ()] sin py(m)dp(3.53)

T . . _
—C / p>m ! [—5 sinpy(m) + B sinp (%(d) —7(@)] sin py(m)dp
0
ve buradan da,

c / C [A0) = BoN)] = 1A() = 29N

p2m

- sin py(m)dp
sin o

= [ o8 singn(m) + 87 sinp (29() = 3 (m)] sin ey (359

—C/ —N sinpy(m) + 5 sinp (27(67) - 7(%))] sin pry(7)dp
bulunur.
e /OT C A0 - ﬁoul]%j AN 2]

L= [ [=8%sing(m) + 87 sin p (2a(d) = 1(m)] sin  (r)dp (3.5)

I3 := C/ —5" sinpy(m) + B sinp (27(67) —7(%))] sin py(m)dp
seklinde igaretlemeleri kabul ederek bu integralleri degerlendirelim:
(3.47)’ye gore reel plar igin A(X) — Ag(A) = O(p*™) ve AX) — Ag(\) =
O(p*™) oldugundan,

|11

IN

T
/ |sin py(m)| dp

lsinal J
cT

|sin o]

IN
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olur. Bu ise [; = O(T) demektir. Diger yandan,
T
fo= [ p =57 sinpy(m) + 57 sinp (2(d) = 1(x)] sn 1 (m)dp
0

T T
_— / psin? py(m)dp + B / psinp (21(d) — () sin py(m)dp
0 0

— _%/0 p[1 — cos2py(m)| dp
+67_/0 p[cos 2p (v(d) — (7)) — cos 2py(d)] dp
_ﬁTQ
4

*’]ﬁ pcos 2py(m)dp
+B—/0 p[cos 2p (v(d) — (7)) — cos 2py(d)] dp

2
—ETZ st cos 2T(m) — 1 }
2y(m)

+
{T sin 27 (y(d) — y(m)) —

1 ) {T sin 27v(7) +

)
TT0@) =)

_ sin 27y(d)

4(d)
=BT
= TT +O(T)
ve benzer gekilde,
B+
g:—azﬁ+0@)

oldugundan, (3.54) esitliginden,

~+
Oﬁ _6+T2:
4

O(T)

veya,
cp -pt
.

o(T™)

elde edilir. Buradan, 7" — oo iken limit alinirsa,
n ~+
LT =0Cp (3.56)

bulunur.
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Oncelikle d = d kabul ederek B = E oldugunu gosterelim. Daha sonra d # d
olmasinin imkansiz oldugunu gosterirsek ispati tamamlamig oluruz.

d = d olsun. (3.51) esitliginin her iki yanini sin p (27 (d) — v(r)) ile garparak,
(0,7T) araliginda p’ya gore integralleyelim:

sinp (2 (d) = ~(m)) dp

c / C A = Bo(V)] = 1A = AoV

sin « p2m

= 0" /OT psin py(m)sin p (27 (d) — (7)) dp
+53~ /0 ' psin® p (2y(d) — y(m)) dp (3.57)
+OB " /0 " psin py(m)sinp (27 (d) — y(w)) dp
~CF [ psint p(2r(a) =5y

esitliginde yine,

I = ¢ /T ¢ [E()\) B AOO\)} — [AA) = Ag(N)]

me

N sin p (2 (d) = ~(m)) dp
== [ psinpn(m)sinp (2x (@)~ 2(m)dy

v [ psintp(29(0) =) (3.5%)
toi= O3 [ psinnta)sinp 23 () () dp

—CF / psin? p (2y(d) — () dp

isaretlemelerini g6z oniine alalim. (3.56)’y1 ispatlarken yapildig1 gibi yine bu

integraller degrlendirilirse,

I = C%T2+O(T)
Igzcﬁ %+ O(T)

4
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bulunur. (3.54) esitligine gore,

Oﬁ 4_ 67T2 — O(T)

veya,
¢ -5
4

oldugundan, 7" — oo iken limit alinirsa,

=0(T™)

B~ =CB (3.59)

elde edilir. (3.56) ve (3.59) esitlikleri taraf tarafa toplanirsa, 3 = CJ3; taraf
tarafa cikarilirsa, 5! = Cg_l bulunur. Buise C' =1, yani § = E demektir.
Boylece d = d iken b= B oldugu gosterildi. Simdi de d # d olmasinin imkansiz
oldugunu gosterelim.

d # d olsun. Yeniden, (3.51) esitliginin her iki yanim sin p (27 (d) — y())
ile garparak, (0,7") araliginda p’ya gore integrallersek:

T C AN = AoV | = [AN) = Ag(N)]
< / | jm sinp (2 (d) — 4(m)) dp

sin «v

=—p* /0 psin py(m)sinp (2y (d) — v(m)) dp
487 [ psind p(23() = 1(m) dp (3.60)
+CB" /0 psin py(m) sin p (27 (d) — (7)) dp

= /OT pB sinp (27(07) - v(ﬂ)) sinp (2 (d) — (7)) dp

elde ederiz. Esitligin her iki tarafindaki integrallerin degerlendirilmesiyle, ben-

zer sekilde,

O(T) = 5—T2
4
veya
B~ _ et
= O(T™) (3.61)
bulunur. Buradan da, T" — oo iken limit alimirsa, 5~ = 0 ¢kar ki bu imkan-

sizdir. Ciinkii, 5~ = 0 ise § = 7" ve dolayisiyla § = 1 olur. Oysa ki
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baglangicta 5 # 1 kabul edilmistir. Boylece d # d olamayacagini gostermis
olduk. Dolayisiyla, {\,} = {Xn} oldugunda, d = d ve 8 = 3 esitlikleri gecer-
lidir.

Teorem 3.3.2: {\,} ve {n,} dizileri L’yi tek sekilde belirler, yani, Vn
icin Ay = A ve 1, =7, ise, (0,7)’de hemen hemen her yerde q(z) = §(x),
FN =T, (@8) = (d.5) dn.

Ispat: Lemma3.3.1’de (d,3) = (c?, E) oldugu gosterildi. Ayrica yine bu
lemmanin ispatnda

AN = CA(N)

esitligindeki C' sabitinin 1’e egit oldugu da gosterildi. Buna gore, {\,} = {Xn}
iken A(X\) = z()\) esitligi gegerlidir. Yani sifirlar1, karakteristik fonksiyonu
tek olarak belirler. Dolaywsiyla, {n,} = {7, } iken A;(A) = A;()\) olur. Bu
durumda, (3.9) ve (3.46) esitlikleri birlikte diistiniliirse, M(\) = M()) oldugu
kolayca goriiliir. Bu ise, Teorem3.2.4’den dolay1, L = L demektir. Boylece
ispat tamamlanir.

Sonug 3.3.3:

Asagqudaki verilerin her biri (2.1)-(2.4) swnar deger problemini tek olarak
belirler:

1) M(\) Weyl fonksiyonu,

2) ®(0,\) Priifer ag¢ist ve a agis,

3) {\n} ve {n,} dzdeger dizileri.
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