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BÖLÜM 1. GĐRĐŞ             Sercan ÖLMEZ 

 

BÖLÜM 1 

 

GĐRĐŞ 

 

 Bu tezdeki amaç zayıf gδpr*-kapalı kümeler ve zayıf gδpr**-kapalı 

kümeleri çalışmaktır.  

 Zayıf gδpr*-kapalı kümeler ile zayıf gδpr**-kapalı kümeler arasındaki 

ili şkiler ve gδpr*-kapalı kümeler ve gδpr**-kapalı kümeler ile olan ilişkileri 

araştırılmıştır.  

 Öte yandan zayıf gδpr* ve zayıf gδpr**-kapalı kümelerin özellikleri 

tartışılmıştır. 

 

 Bu tez altı bölümden oluşmaktadır. 

 

 Đlk bölümde tezin tanıtımına yönelik bilgiler sunulmaktadır. 

 

 Đkinci bölümde tezde kullanılacak olan temel tanım ve teoremler 

sunulmaktadır. 

 

 Üçüncü bölümde zayıf gδpr*-kapalı kümeler ve özellikleri ve ilişkileri 

çalışılmıştır. 

 

 Öte yandan çeşitli temel özellikler çalışılmıştır. 

 

 Dördüncü bölümde zayıf gδpr*-kapalı kümeler ve gδpr*-kapalı kümeler 

arasındaki ilişkiler araştırılmıştır. 

 

 Beşinci bölümde zayıf gδpr**-kapalı kümeler ve özellikleri ve ilişkileri 

araştırılmıştır. 
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Aynı zamanda zayıf gδpr**-kapalı kümelerinin ek koşullarla 

ili şkilendirilmesi araştırılmıştır. 

 

 Son bölümde zayıf gδpr*-kapalı kümeler ve zayıf gδpr**-kapalı kümeler 

arasındaki ilişkiler incelenmiştir. 
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BÖLÜM 2 

 

ÖNCEKĐ ÇALI ŞMALAR 

 

Bu tezde topolojik uzayları (X,τ) ya da kısaca X ile göstereceğiz. 

  

X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinin kapanışını cl(A) ve içini 

int(A) ile göstereceğiz. 

  

 Tanım 2.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A=int(cl(A)) ise A  

kümesine düzenli açık denir (Stone,1937). 

 

 Tanım 2.2. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A= cl(int(A)) ise A 

kümesine düzenli kapalı denir (Stone,1937). 

 

Tanım 2.3. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A⊂ int(cl(A)) ise 

A kümesine önaçık denir (Mashhour ve ark., 1982). 

 

Tanım 2.4. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Önaçık kümelerin 

tümleyenlerine önkapalı kümeler denir (El-Deeb ve ark., 1983). 

 

Tanım 2.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. ∀ (x∈B)∈τ için 

int(cl(B)) ∩ A ≠ ∅  ise x noktasına A kümesinin bir δ-kapanış noktası denir 

(Velicko, 1968). 

 

A kümesinin tüm δ-kapanış noktalarının kümesine A nın δ-kapanışı denir 

ve δ-cl(A) ile gösterilir (Velicko, 1968). 

 

Tanım 2.6. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A⊂  int(δ-cl(A)) ise A  

kümesine δ-önaçıktır denir (Raychaudhuri ve Mukherjee,1993). 

 

Tanım 2.7. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. δ -önaçık kümelerin 

tümleyenlerine δ-önkapalı kümeler denir (Raychaudhuri ve Mukherjee,1993). 
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 Tanım 2.8. X bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. x∈X alalım. Eğer x’i 

bulunduran her δ-önaçık küme A’nın x’ ten farklı bir noktasını kapsarsa x 

noktasına A kümesinin bir δ-önyığılma noktası denir (Ekici, 2005). 

  

A kümesinin tüm δ-önyığılma noktalarının kümesi A~Pδ ile gösterilir. 

 

Tanım 2.9. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini kapsayan     

tüm δ-önkapalı kümelerin arakesitine A kümesinin δ-önkapanışı denir          

(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

 Tanım 2.10. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinde 

bulunan tüm δ-önaçık kümelerin birleşimine A kümesinin δ-öniçi denir 

(Raychaudhuri ve  Mukherjee, 1993).  

 

 Teorem 2.11.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun. Bu durumda 

A ⊂ B ise δ-pcl(A) ⊂  δ-pcl(B) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

   

Teorem 2.12.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda δ-

pcl(A) kümesi δ-ön kapalıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

 Teorem 2.13. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda δ-pcl(δ 

pcl(A)) = δ -pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

 Teorem 2.14. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda x∈δ-

pcl(A) olması için gerek ve yeter koşul ∀ (x∈)B∈δ-PO(X) için A∩ B ≠ ∅   

olmasıdır (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993). 

 

Tanım 2.15. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. B açık küme olmak 

üzere A ⊆  B iken cl(A) ⊆  B oluyorsa A kümesine genelleştirilmi ş kapalı küme 

denir (Levine, 1970). 

 

Genelleştirilmi ş kapalı kümeye kısaca g-kapalı küme denir (Levine, 1970). 
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Tanım 2.16. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer X \ A g-kapalı 

ise A kümesine genelleştirilmi ş açık küme denir (Levine, 1970). 

 

Genelleştirilmi ş açık kümeye kısaca g-açık küme denir (Levine, 1970). 

 

Tanım 2.17. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere her g-kapalı küme kapalı 

küme ise uzaya T2/1 -uzay denir (Levine, 1970). 

 

Tanım 2.18. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂  B ve B ⊂  X  

düzenli açık olduğunda δ-pcl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine gδpr-kapalıdır denir 

(Ekici ve Noiri, 2006). 

 

Tanım 2.19. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer X \ A gδpr-

kapalı ise A kümesine gδpr-açık denir (Ekici ve Noiri, 2006). 

 

Tanım 2.20. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi için A ⊂  

B ve B ⊂  X gδpr-açık olduğunda cl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine gδpr*-kapalı 

küme denir (Özen,2009). 

 

 Tanım 2.21. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. X \ A kümesi gδpr*- 

kapalı ise A kümesine gδpr*-açık küme denir (Özen,2009). 

 

Tanım 2.22. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere A kümesi için 

A ⊂  B ve B ⊂  X gδpr-açık olduğunda δ-pcl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine 

gδpr**-kapalı küme denir (Özen,2009). 

 

Tanım 2.23. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. X \ A kümesi 

gδpr**-kapalı ise A kümesine gδpr**-açık küme denir (Özen,2009). 

 

Tanım 2.24. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her x, y ∈ X için x ∈ cl({y}) 

iken y ∈ cl({x}) oluyorsa bu uzaya simetrik uzay denir (Levine, 1970). 
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 Tanım 2.25. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini 

kapsayan tüm açık kümelerin arakesitine A’ nın çekirdeği denir (Maki,1986). 

 

Bir A kümesinin çekirdeği çek(A) ile gösterilir. 

 

Tanım 2.26. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini 

kapsayan tüm önkapalı kümelerin arakesitine A kümesinin önkapanışı denir (El-

Deeb ve ark., 1983). 

 

Tanım 2.27. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  A ⊂  B ve B ⊂  X   

açık olduğunda pcl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine genelleştirilmi ş p-kapalı küme 

denir (Maki ve ark., 1996). 

 

Genelleştirilmi ş p-kapalı kümeye kısaca gp-kapalı küme denir (Maki ve 

ark., 1996). 

  

Tanım 2.28. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂  B ve B ⊂  X 

düzenli açık olduğunda cl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine düzenli genelleştirilmi ş 

kapalı küme denir (Palaniappan ve Rao, 1993).  

 

Düzenli genelleştirilmi ş kapalı kümeye kısaca rg-kapalı küme denir  

(Palaniappan ve Rao, 1993).   

 

Tanım 2.29. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂  B ve B ⊂  X 

düzenli açık olduğunda pcl(A) ⊂  B oluyorsa A kümesine genelleştirilmi ş 

öndüzenli kapalı küme veya düzenli genelleştirilmi ş önkapalı küme denir 

(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998).  

 

 Düzenli genelleştirilmi ş önkapalı kümeye kısaca gpr-kapalı küme denir 

(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998). 

 

 Uyarı 2.30. (Ekici ve Noiri, 2006). (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X 

olsun.  
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Bu durumda aşağıdaki diyagram geçerlidir. 

 

  kapalı →   g-kapalı →  rg-kapalı 

 

 

    ↓                   ↓                 ↓   

       

          önkapalı→   gp-kapalı →gpr- kapalı 

 

    ↓                    ↓                 ↓  

 

                δ-önkapalı  →  gδp-kapalı →  gδpr-kapalı 
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BÖLÜM 3 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

ZAYIF  g δpr*-KAPALI KÜMELER 

 

                   VE 

 

ÖZELL ĐKLER Đ 

 

Tanım 3.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi için A⊂ B 

ve B⊂ X gδpr-açık olduğunda cl(int(A))⊂ B oluyorsa A kümesine zayıf gδpr*-

kapalı küme denir. 

 

Örnek 3.2. X={a,b,c} τ={X, ∅ ,{a},{c},{a,b},{a,c}} olmak üzere  

A={b,c} kümesini alalım. Buradan A⊂ B olan B gδpr-açık kümesi için 

 

cl(int(A)) ⊂ B elde edilir.  

Yani A zayıf gδpr*-kapalı kümedir.  

 

Tanım 3.3. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. X \ A kümesi zayıf 

gδpr*-kapalı küme ise A kümesine zayıf gδpr*-açık küme denir.  

 

Teorem 3.4. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kapalı bir küme 

ise A zayıf  gδpr*-kapalıdır. 

 

Đspat: 

 

A ⊂ X kapalı bir küme olsun. B gδpr-açık küme ve A⊂ B olsun.  

Bu durumda  

 

cl(int(A)) ⊂ cl(A)=A ⊂ B 
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olur.  

 Yani cl(int(A)) ⊂ B elde ederiz. Böylece A zayıf gδpr*-kapalıdır. 

 

Teorem 3.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A açık bir küme ise 

A zayıf gδpr*-açıktır. 

 

Đspat: 

 

Kabul edelim ki A⊂ X açık bir küme olsun. O halde X \ A kapalıdır. Bir 

önceki teoremden  X \ A  zayıf gδpr*-kapalıdır.  

O halde A zayıf gδpr*-açıktır. 

 

 

Teorem 3.6. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesinin zayıf 

gδpr*-açık olması için gerek ve yeter koşul, B  gδpr-kapalı olmak üzere B⊂ A 

iken B⊂ int(cl(A)) olmasıdır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Kabul edelim ki A zayıf -gδpr*-

açık ve B  gδpr-kapalı olmak üzere B⊂ A olsun.  

 Buradan X \ B gδpr-açık ve X \ A ⊂  X \ B dir. X \ A zayıf gδpr*-

kapalı olduğundan  

 

cl(int(X \ A)) ⊂ X \ B 

 

dir.  

 Buradan  

 

X \ int(cl(A)) ⊂ X \ B  

 

ve  
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B ⊂ int( cl(A)) 

 

olur.  

 Sonuç olarak B ⊂  int(cl(A)) elde edilir. 

 

 Tersine B gδpr-kapalı olmak üzere B⊂ A iken  B ⊂ int(cl(A)) olsun. 

C⊂ X gδpr-açık ve X \ A⊂ C alalım.  

 O halde X \ C ⊂  A ve  X \ C gδpr kapalı olduğundan  

 

X \ C⊂ int(cl(A)) 

 

olur.  

 Buradan  

 

X \ int(cl(A))= cl(int(X \ A)) 

 

olduğundan X \ A zayıf -gδpr*-kapalıdır.  

 Yani A zayıf  gδpr*-açıktır.  

 

 

Teorem 3.7. (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B ⊂  X olsun. A ve B zayıf 

gδpr*-açık ve kapalı kümeler ise A ∩  B kümesi zayıf gδpr*-açıktır. 

 

Đspat:  

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A, B ⊂  X olsun. A ve B zayıf gδpr*-açık ve 

kapalı kümeler olsun.  

 Bu durumda X \ A ve X \ B zayıf gδpr*-kapalıdır.  

 

(X \ A) ∪ (X\ B) ⊂ C 

 

olacak biçimdeki C kümesi gδpr-açık olsun. X \ A ve X \ B  zayıf gδpr*-kapalı 

kümeler olduğundan  
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cl(int( X \ A)) ⊂  C 

 

ve    

 

cl (int( X \ B)) ⊂  C 

 

olacaktır.  

 Bu durumda  

 

cl (int( X \ A)) ∪ cl (int( X \ B)) 

 

      = cl(int( X \ A)∪ int( X \ B))  

      

      = cl(int(X \ (A∩ B))) 

 

      ⊂  C 

 

olur.  

 

Böylece X \(A∩ B) zayıf gδpr*-kapalı kümedir.  

Yani A∩ B zayıf gδpr*-açık kümedir.  

 

Tanım 3.8. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini kapsayan 

tüm açık kümelerin arakesitine A’ nın çekirdeği denir (Maki,1986). 

 

 Bir A ⊂ X kümesinin çekirdeğini çek(A) ile göstereceğiz. 

 

 Tanım 3.9. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesini kapsayan 

tüm gδpr-açık kümelerin arakesitine A kümesinin gδpr-çekirdeği denir. 

 

 Bir A ⊂ X kümesinin gδpr-çekirdeğini gδpr-çek(A) ile göstereceğiz. 
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           Teorem 3.10. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere A’nın  zayıf 

gδpr*-kapalı olması için gerek ve yeter koşul cl(int(A)) ⊂ gδpr-çek(A) olmasıdır. 

 

 Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olmak üzere A⊂ B ve B gδpr-açık 

olsun. A zayıf gδpr*-kapalı olduğundan cl(int(A))⊂ B dir.  

 Buradan  

 

cl(int(A)) ⊂ gδpr-çek(A) 

 

elde ederiz. 

 

 Tersine cl(int(A))⊂ gδpr-çek(A) olsun. A⊂ B ve B gδpr-açık olsun. Bu 

durumda  

 

cl(int(A)) ⊂ gδpr-çek(A) ⊂ B 

 

olur.  

 O halde cl(int(A))⊂ B olduğundan A zayıf gδpr*-kapalıdır. 

 

            Teorem 3.11.  (X,τ) bir topolojik uzay olsun. X uzayında her gδpr-kapalı 

küme kapalı olmak üzere A kümesinin zayıf gδpr*-kapalı olması için gerek ve 

yeter koşul cl(int(A)) ⊂ çek(A) olmasıdır. 

 

 Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A zayıf gδpr*-kapalı, A⊂ B ve B 

gδpr-açık olsun. A zayıf gδpr*-kapalı olduğundan cl(int(A)) ⊂ B olur.  

 Buradan  

 

cl(int(A)) ⊂ çek(A) 
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elde edilir. 

 

 Tersine  

cl(int(A)) ⊂ çek(A) 

 

ve A⊂ B, B gδpr-açık olsun.  

 Buradan  

 

cl(int(A)) ⊂ çek(A)  

                                                                   

        ⊂ B 

 

olur.  

 

Böylece cl(int(A)) ⊂ B olup A zayıf gδpr*-kapalıdır. 

 

 

Tanım 3.12. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. x ≠  y olan her x, y noktası 

için x ∈ A y ∉ A ve x ∉ B, y ∈ B olacak biçimde A ve B zayıf gδpr*-açık 

kümeleri varsa X uzayına zayıf gδpr*-T 1  uzaydır denir. 

 

  Teorem 3.13. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her x ∈ X için {x} kümesi 

zayıf gδpr*-kapalı ise (X,τ) zayıf gδpr*-T 1  uzaydır.  

 

Đspat: 

 

 Her x ∈ X için {x} kümesi zayıf  gδpr*-kapalı olsun. x, y ∈ X olmak 

üzere x ≠  y alalım.  

 Bu durumda {x} ve {y} zayıf  gδpr*-kapalı olur. O halde X \ {x} ve X \ 

{y} zayıf  gδpr*-açıktır.  

 Ayrıca 

 

x ∉  X \ {x}, y ∈ X \ {x} 
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ve  

 

x ∈ X \ {y}, y ∉  X \ {y} 

 

 olur.  

 O halde (X,τ) zayıf gδpr*-T 1 uzaydır. 

 

Tanım 3.14.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Bu durumda z-gδpr* 

cl(A) = ∩{B : A ⊂ B ve B, X de zayıf gδpr*-kapalı küme} olarak tanımlanır. 

 

Teorem 3.15. (X,τ) bir topolojik uzay ve  x∈ X olsun. x∈ z-gδpr*-cl(A) 

olması için gerek ve yeter şart x i bulunduran her B zayıf gδpr*-açık kümesi için 

B ∩ A ∅≠  olmasıdır. 

  

 

Đspat:  

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. x∈ z-gδpr*-cl(A) ve kabul edelim 

ki B ∩ A= ∅  olacak biçimde x i bulunduran bir B  zayıf gδpr*-açık kümesi var 

olsun.  Bu durumda A⊂ X \ B olduğundan   

 

z-gδpr*-cl(A) ⊂  X \ B 

 

olur.  

 Buradan x∉ z-gδpr*-cl(A) olur ki bu bir çelişkidir.  

 O halde  A∩ B ∅≠  olmalıdır. 

 

 Tersine , kabul edelim ki x∉ z-gδpr*-cl(A) olsun. O zaman x∉ B olacak  

biçimde A⊂ B olan bir B zayıf gδpr*-kapalı alt kümesi vardır.  

 Buradan x∈ X \ B ve X \ B zayıf gδpr*-açıktır. 

 

(X \ B) ∩  A =∅  
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olur ki bu bir çelişkidir.  

 O halde x∈ z-gδpr*-cl(A) olmalıdır. 

 

Teorem 3.16. (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun.  

 A ⊂ B ise  z-gδpr*-cl(A) ⊂  z-gδpr*-cl(B) olur. 

 

 Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun. A ⊂ B olmak üzere x∈ z-

gδpr*-cl(A) olsun. x i bulunduran her C zayıf gδpr*-açık kümesi için  

 

C∩ A ∅≠  

 

olur.  

 A ⊂ B olduğundan  

 

C∩ B ∅≠  

 

dir.  

 Dolayısıyla  x∈ z -gδpr*-cl(B) dir. 

 

 O halde  z-gδpr*-cl(A) ⊂ z-gδpr*-cl(B) olur. 

 

Teorem 3.17.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun.  

 z -gδpr*-cl(A ∩ B) ⊂ z-gδpr*-cl(A) ∩ z-gδpr*-cl(B) olur. 

 

Đspat:   

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X olsun. x∈ z-gδpr*-cl(A ∩ B) olarak 

alalım.  

 Bu durumda x i bulunduran her C zayıf gδpr*-açık kümesi için 

 

C∩ (A ∩ B) ∅≠  
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dir.  

 Yani x i  bulunduran her C açık kümesi için  

 

C ∩  A ∅≠   ve  C ∩  B ∅≠  

 

olacaktır.  

  

Dolayısıyla x∈ z-gδpr*-cl(A) ve x∈ z-gδpr*-cl(B) olur.  

 

O halde  

 

z-gδpr*-cl(A ∩ B) ⊂ z-gδpr*-cl(A) ∩ z-gδpr*-cl(B) 

 

elde edilir. 

 

Teorem 3.18. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A zayıf gδpr*-

kapalı küme ise cl(int(A)) \  A kümesi boş kümeden farklı gδpr-kapalı altküme 

içermez. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A zayıf gδpr*-kapalı küme olmak 

üzere B gδpr-kapalı ve B ⊂  cl(int(A)) \  A olsun.  

 Buradan X \ B gδpr-açık olacaktır. A zayıf gδpr*-kapalı küme 

olduğundan cl(int(A)) ⊂  X \ B ve buradan  

 

B ⊂ X \ cl(int(A)) 

 

olacaktır.  

 Böylece  

 

B ⊂ cl(int(A)) ∩ [X \ (cl(int(A)))]  

                                              = ∅  
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olacağından B = ∅  elde ederiz. 

 

 Sonuç olarak  cl(int(A)) \  A kümesinin boş kümeden farklı gδpr-kapalı 

altkümesi yoktur. 

 

 Tanım 3.19. (X,τ) bir topolojik uzay olsun. Her zayıf gδpr*-kapalı küme 

kapalı ise uzaya z-gδpr*-T 2/1  uzay denir. 

 

Teorem 3.20. Bir (X,τ) topolojik uzayı zayıf gδpr*- T 2/1   uzayı ise her tek 

nokta kümesi gδpr-kapalı ya da açıktır. 

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) topolojik uzayı zayıf gδpr*- T 2/1  uzay ve  x ∈ X olsun.  

 Kabul edelim ki {x} gδpr-kapalı olmasın. Bu durumda  X  \ {x} gδpr-açık 

değildir.  

 O halde X \ {x} gδpr*-kapalıdır. X \ {x} gδpr*-kapalı ise zayıf gδpr*-

kapalıdır. X uzayı zayıf gδpr*- T 2/1  uzay olduğundan X \ {x} kapalıdır.  

 Yani {x} açıktır. 

 

 Teorem 3.21.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A zayıf gδpr*-

kapalı ve açık bir küme olsun. Bu durumda A kümesi kapalıdır. 

 

Đspat: 

 

A ⊂ X zayıf gδpr*-kapalı ve açık bir küme olsun. Bu durumda A⊂ A ve A 

zayıf gδpr*-kapalı küme olduğundan   

 

cl(int(A)) = cl(A) ⊂  A 

 

elde edilir.  

 Buradan cl(A) = A olur.  
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 Dolayısıyla A kümesi kapalıdır. 

 

 

Teorem 3.22.  (X,τ) bir topolojik uzay olsun. 

 Bu durumda X in bir z-gδpr*-T 2/1  uzay olması için gerek ve yeter 

şart her A⊂  X zayıf gδpr*-açık alt kümesinin açık olmasıdır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X z-gδpr*-T 2/1  uzay ve A bir zayıf 

gδpr*-açık bir alt küme olsun.  

O halde X \ A zayıf gδpr*-kapalı kümedir. X uzayı z-gδpr**-T 2/1  uzay 

olduğundan X \ A kapalıdır.  

Dolayısıyla A kümesi açık kümedir. 

 

 Tersine A zayıf gδpr*-kapalı küme olsun. Bu durumda X \ A zayıf gδpr*-

açıktır.  

 Buradan X \ A açıktır. O halde A kapalıdır.  

 Sonuç olarak X bir z-gδpr**-T 2/1  uzaydır. 

 

 Teorem 3.23.  (X,τ) bir topolojik uzay, A ve B, X’ in iki altkümesi olsun. 

Bu durumda  A ve B zayıf gδpr*-kapalı ve açık kümeler ise A∪ B kümesi de 

zayıf gδpr*-kapalıdır.  

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay, A ve B, X’ in iki altkümesi olsun.  

 A ve B zayıf gδpr*-kapalı ve açık iki küme olsun. A∪ B ⊂ C olmak üzere 

C gδpr-açık kümesini alalım. A ve B zayıf gδpr*-kapalı kümeler olduğundan  

 

cl(int(A)) ⊂ C 

 



                                                                                                                                        19

BÖLÜM 3. TOPOLOJ ĐK UZAYLARDA ZAYIF g δpr*-        Sercan ÖLMEZ 

 

 ve  

 

cl(int(B)) ⊂ C 

 

olacaktır. Bu durumda  

 

cl(int(A ∪ B))=cl(int(A)) ∪ cl(int(B)) 

 

              = cl(A)∪ cl(B) 

 

              = cl(A ∪  B)  

              ⊂  C  

 

olur. 

 

 Sonuç olarak A ∪  B zayıf gδpr*-kapalı kümedir. 

 

Teorem 3.24. (X,τ) bir topolojik uzay ve A,  X in bir zayıf gδpr*-kapalı 

altkümesi olsun. A⊂ B ⊂ cl(int(A)) ise B kümesi de zayıf gδpr*-kapalı kümedir.  

 

Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A,  X’ in bir zayıf gδpr*-kapalı 

altkümesi olmak üzere A⊂ B ⊂ cl(int(A)) olsun.  

 B⊂ C ve C gδpr açık küme olsun. A⊂ B ⊂ C ve A zayıf gδpr*-kapalı 

olduğundan cl(int(A)) ⊂  C ve buradan 

 

cl(int(B)) ⊂ cl(int(A)) 

   ⊂ C 

 

olacaktır.  

 O halde B  zayıf gδpr*-kapalı kümedir. 
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Teorem 3.25. (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X zayıf gδpr*-açık küme ve 

int(cl(A)) ⊂ B ⊂ A ise B zayıf gδpr*-açık kümedir. 

 

Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A, X in  zayıf gδpr*-açık alt 

kümesi ve  int(cl(A))⊂ B ⊂ A olsun.  

 Bu durumda  

 

X \ A ⊂  X \ B 

 

                      ⊂  X \  int(cl(A)) 

 

                     =cl (int( X \ A)) 

 

olur.  

 

Bu durumda X \ A zayıf gδpr*-kapalı küme olduğundan X \ B zayıf gδpr*-

kapalı olacaktır.  

O halde  B kümesi zayıf gδpr*-açıktır.  

 

Teorem 3.26. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf 

gδpr*-açık ve kapalı bir küme ise int(A) da zayıf gδpr*-açıktır. 

 

 Đspat:  

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A, X in bir zayıf gδpr*-açık ve 

kapalı alt kümesi olmak üzere  

 

int(cl(A)) ⊂ int(cl(A)) 

 

                                = int(A)  
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        ⊂  A   

 

olduğundan bir önceki teoremden int(A) kümesi de zayıf gδpr*-açıktır. 

 

 Teorem 3.27.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. A zayıf gδpr*-

açık, B gδpr-açık ve int(cl(A))∪ (X \ A) ⊂ B ise B = X olur.  

 

Đspat:  

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun.  

A bir zayıf gδpr*-açık küme ve B bir gδpr-açık küme olmak üzere 

int(cl(A)) ∪ X \ A ⊂ B olsun.  

Bu durumda        

 

X \ B ⊂  X \ ( int(cl(A)) ∪ X \ A ) 

 

                         = (X \ int(cl(A)))∩ A  

 

                         = cl (int( X \ A)) \ (X \ A) 

 

olur.  

 

Bu durumda  

 

X \ B ⊂ cl(int(X \ A)) \ (X \ A) 

 

olacaktır. X \ B gδpr-kapalı ve X \ A zayıf  gδpr*-kapalı olduğundan cl (int( X \ 

A)) \ (X \ A) kümesinin boş kümeden farklı gδpr-kapalı altkümesi yoktur.  

 

O halde X \ B = ∅  olmalıdır. Yani B = X elde edilir. 
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Teorem 3.28.  (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X in her alt kümesi 

zayıf-gδpr*-kapalı ise X in açık kümelerinin sınıfı, kapalı kümelerinin sınıfına 

eşittir. 

  

 Đspat:   

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere her alt kümesi zayıf gδpr*-kapalı 

olsun. Bir A açık kümesi için A ⊆  A ve A zayıf gδpr*-kapalı olduğundan 

cl(int(A)) ⊂ A ve A açık olduğundan  

 

cl (int(A)) = cl(A) ⊂ A 

 

elde edilir.  

 Ayrıca A ⊂  cl(A) olduğundan A = cl(A) elde edilir.  

 O halde A kapalıdır. 

 

 A kapalı küme olsun. Bu durumda X \ A açıktır. 

 

X \ A ⊆ X \ A 

 

ve X \ A zayıf-gδpr*-kapalı olduğundan  

 

cl(int( X \ A)) ⊆ X \ A 

 

 ve X \ A açık olduğundan  

 

cl (int( X \ A)) = cl(X \ A) 

 

                                    ⊆  X \ A  

 

dır.  

 Buradan X \ A kapalı kümedir. Yani A açık kümedir. 
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Teorem 3.29. Her gδpr-açık küme açık ve (X,τ) bir regüler topolojik uzay 

olmak üzere A⊂ X olsun. Bu durumda A kompakt bir küme ise zayıf gδpr*-

kapalıdır. 

 

 Đspat:  

 

 Her gδpr-açık küme açık olmak üzere , (X,τ) bir regüler topolojik uzay ve 

A kompakt bir alt kümesi, ayrıca A⊂ B ve B gδpr-açık bir küme olsun.  

 Bu durumda  

 

int(A) ⊂ A ⊂  C 

 

                                                                  ⊂ cl(C)⊂  B  

 

olacak biçimde C gδpr-açık kümesi vardır. 

 

 Böylece  

 

cl(int(A)) ⊂ cl(C)⊂ B 

 

ise cl(int(A))⊂ B olur.  

 O halde A kümesi zayıf gδpr*-kapalıdır. 

 

Teorem 3.30.  (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X olsun. A zayıf 

gδpr*-kapalı ise cl(int(A)) \ A kümesi zayıf gδpr*-açıktır.  

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A⊂ X olsun.  

 A zayıf gδpr*-kapalı küme olmak üzere B⊂ cl (int(A)) \ A ve B gδpr-

kapalı küme olsun.  

 A zayıf gδpr*-kapalı küme olduğundan B = ∅  olur.  

 Buradan  
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B ⊂  int(cl(cl (int(A)) \ A)) 

 

olacaktır. 

 

 Sonuç olarak cl (int(A)) \ A zayıf gδpr*-açık kümedir. 
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               BÖLÜM 4 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA  

 

             gδpr*-KAPALI KÜMELER  

 

            VE  

 

                 ZAYIF  gδpr*-KAPALI KÜMELER  

 

 

Teorem 4.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi gδpr*-

kapalı küme olsun.  

Bu durumda A kümesi zayıf gδpr*-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi gδpr*-kapalı küme 

olsun.  A⊂ B ve B gδpr-açık kümesini alalım.  

 

cl(int(A)) ⊂ cl(A) 

 

 ve A gδpr* kapalı olduğundan 

 

cl(int(A)) ⊂ cl(A) 

 

           ⊂  B  

 

elde edilir.  

 

O halde cl(int(A))⊂ B elde eldir.  

Sonuç olarak A  zayıf gδpr*-kapalı kümedir. 
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Uyarı 4.2. Her zayıf gδpr*-kapalı küme gδpr*-kapalı olmak zorunda 

değildir. 

 

 Örnek 4.3. X={a,b,c,d} τ={X, ∅ ,{b,d},{a,b,d},{b,c,d}} olmak üzere  

A={a,d} kümesini alalım.  

 Buradan A zayıf gδpr*-kapalı kümedir. 

 Ancak A gδpr*-kapalı küme değildir. 

.  

Teorem 4.4. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X ve A kümesi zayıf gδpr*-

kapalı küme olsun. Bu durumda A açık bir küme ise A gδpr*-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

A kümesi zayıf gδpr*-kapalı ve açık küme olsun. A⊂ B ve B gδpr-açık 

kümesini alalım.  

Bu durumda A zayıf gδpr*-kapalı küme olduğundan cl(int(A))⊂ B 

olacaktır. A açık bir küme olduğundan  

 

cl(int(A)) = cl(A) ⊂  B 

 

elde edilir.  

 

O halde A kümesi gδpr*-kapalıdır. 

 

Teorem 4.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi gδpr*-açık 

ise zayıf gδpr*-açıktır. 

 

Đspat: 

 

A kümesi gδpr*-açık olsun. Bu durumda X \ A kümesi gδpr*-kapalıdır.  X 

\ A ⊂ B olacak biçimde B gδpr-açık kümesini alalım.  

Bu durumda  
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int(X \ A) ⊂  X \ A 

 

          ⊂  B 

 

ve X \ A gδpr*-kapalı olduğundan  

     

cl(int(X \ A)) ⊂  cl(X \ A) 

 

           ⊂  B  

elde edilir. 

 

 Buradan cl(int(X \ A))⊂ B olduğundan X \ A zayıf gδpr*-kapalı kümedir. 

 

O halde A kümesi zayıf gδpr*-açıktır. 

 

Uyarı 4.6. Her zayıf gδpr*-açık küme gδpr*-açık olmak zorunda değildir. 

 

 Teorem 4.7. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf 

gδpr*-açık küme olmak üzere A kümesi kapalı ise gδpr*-açıktır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf gδpr*-açık ve 

kapalı olsun.  

Bu durumda X \ A  zayıf gδpr*-kapalı ve açık kümedir. X \ A ⊂  B olmak 

üzere G gδpr-açık kümesini alalım.  

O halde  

 

cl(int(X \ A)) = cl(X \ A) ⊂  B 

 

elde edilir.  

 Bu durumda  X \ A gδpr*-kapalıdır. 
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 Sonuç olarak A kümesi gδpr*-açıktır.  
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BÖLÜM 5 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

ZAYIF  g δpr**-KAPALI KÜMELER 

 

VE  

 

ÖZELL ĐKLER Đ 

 

 

Tanım 5.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi için A⊂ B 

ve B⊂ X gδpr-açık olduğunda δ-pcl(int(A)) ⊂ B oluyorsa A kümesine zayıf 

gδpr**-kapalı küme denir. 

 

Tanım 5.2. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. X \ A kümesi zayıf 

gδpr**-kapalı küme ise A kümesine zayıf gδpr**-açık küme denir. 

 

Teorem 5.3. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A δ-önkapalı bir 

küme ise A zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay, A⊂ X δ-önkapalı bir küme ve B gδpr-açık küme 

olmak üzere A⊂ B olsun.  

Bu durumda int(A)⊂ A olduğundan  

 

δ-pcl(int(A)) ⊂ δ-pcl(A)  

 

           = A 

           

           ⊂ B  
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dir.  

 Buradan δ-pcl(int(A)) ⊂ B olduğundan A zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 
 Teorem 5.4. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A zayıf gδpr**- 

kapalı ve açık  bir küme ise A δ-önkapalıdır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay, A⊂ X zayıf gδpr**-kapalı ve açık  bir küme 

olsun.  Bu durumda A⊂ A ve A zayıf gδpr**-kapalı olduğundan  

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  A 

 

olur.  

 O halde A kümesi δ-önkapalıdır. 

 

Teorem 5.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi gδpr**-

kapalı küme ise zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

  

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi gδpr**-kapalı küme 

olsun. A ⊂  B ve B gδpr-açık kümesini alalım. int(A)) ⊂  A ve A gδpr**-kapalı 

olduğundan 

 

δ-pcl(int(A)) ⊂ δ-pcl(A) ⊂  B 

 

elde edilir.  

 

O halde δ-pcl(int(A)) ⊂ B olur.  

Sonuç olarak A  zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 
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 Teorem 5.6. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X ve A kümesi zayıf gδpr**-

kapalı küme olsun. Bu durumda A açık bir küme ise A gδpr**-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X  olsun. A kümesi zayıf gδpr**-kapalı ve 

açık küme olsun. A ⊂  B ve B gδpr-açık kümesini alalım.  

Bu durumda A zayıf gδpr**-kapalı ve açık küme olduğundan  

 

δ-pcl(A) = δ-pcl(int(A)) ⊂  B  

 

olacaktır.  

 

O halde δ-pcl(A) ⊂  B ve A kümesi gδpr**-kapalıdır. 

 

Teorem 5.7. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi gδpr**-

açık ise zayıf gδpr**-açıktır. 

 

Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay, A⊂ X ve A kümesi gδpr**-açık olsun. Bu 

durumda X \ A kümesi gδpr**-kapalıdır. X \ A⊂ B olacak biçimde B gδpr açık 

kümesini alalım.  

 Bu durumda  

 

int(X \ A) ⊂  X \ A ⊂  B 

 

ve  X \ A gδpr**-kapalı olduğundan  

 

δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  δ-pcl(X \ A) ⊂  B 

 

elde edilir.  
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Buradan  δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  B olduğundan X \ A zayıf gδpr**-kapalı 

kümedir.  

 

O halde A kümesi zayıf gδpr**-açıktır. 

 

 Teorem 5.8. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf 

gδpr**-açık küme olmak üzere A kümesi kapalı ise gδpr**-açıktır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olmak üzere zayıf gδpr**-açık ve kapalı 

olsun. X \ A ⊂  B olmak üzere B gδpr-açık kümesini alalım. X \ A zayıf gδpr**-

kapalı olduğundan   

 

δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  B 

 

olur.  

 A kümesi kapalı ise X \ A açık ve int(X \ A) = X \ A olduğundan   

 

   δ-pcl(int(X \ A)) = δ-pcl(X \ A) ⊂ B 

 

elde edilir.  

 Bu durumda  X \ A gδpr**-kapalıdır.  

 Sonuç olarak A kümesi gδpr**-açıktır. 

 

 Teorem 5.9. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A zayıf gδpr**-

açık ve kapalı bir küme ise A δ-önaçıktır. 

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay A⊂ X zayıf gδpr**-açık ve kapalı bir küme olarak 

alalım.  
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O halde X \ A zayıf gδpr**-kapalı ve açıktır. Teorem 5.4 den X \ A δ-

önkapalıdır.  

Sonuç olarak A δ-önaçıktır. 

 

 Teorem 5.10. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Her gδpr-açık  

küme açık olmak üzere A açık ve g-kapalı bir küme ise A zayıf gδpr**-kapalıdır. 

 

Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay A⊂ X açık ve g-kapalı bir küme, A⊂ B ve B gδpr-

açık küme olsun.  

 Hipotezden B açık bir küme olup; A g-kapalı olduğundan cl(A)⊂ B dir. O 

halde A kümesinin açık küme olduğu da dikkate alınırsa    

 

δ-pcl(int(A)) = δ-pcl(A) ⊂ B 

 

elde ederiz.  

 Sonuç olarak  

 

δ-pcl(int(A)) ⊂ B 

 

olur.  

 

O halde A kümesi zayıf gδpr**-kapalıdır. 

 

 Teorem 5.11. Her gδpr-kapalı küme kapalı ve her tek nokta kümesi açık 

olsun. Bu durumda X uzayı simetrik ise ∀  x ∈ X için {x} zayıf gδpr**-kapalıdır. 

 

 Đspat: 

 

 (X,τ) simetrik bir topolojik uzay olsun. Kabul edelim ki bir x ∈ X için {x} 

zayıf gδpr**-kapalı olmasın.  
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O halde {x}⊂ B ve B gδpr-açık olmak üzere  δ-pcl(int({x})) ⊄ B olacak 

biçimde B kümesi vardır. Yani cl(int({x}))⊄ B dir.  

 Bu durumda  

 

cl(int({x})) ∩ X \ B ≠  ∅  

 

olur.  

 O halde  

 

y ∈ cl(int({x})) ∩ X \ B 

 

olacak biçimde y vardır. {x} açık olduğundan   

 

y ∈ cl(int({x}) = cl({x}) 

 

ve X uzayı simetrik olduğundan  

 

x ∈ cl({y}) ⊂  X \ B 

 

elde ederiz.  

 Bu durumda x ∉ B olur. Bu ise {x}⊂ B olmasıyla çelişir.  

 

O halde  ∀  x ∈ X için {x} zayıf gδpr**-kapalıdır.  

 

 Teorem 5.12. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X’ in her alt kümesi 

zayıf gδpr**-kapalı ise her açık küme δ-önkapalıdır.  

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X’ in her alt kümesi zayıf gδpr**-

kapalı olsun. A⊂ X açık kümesini alalım.  

Bu durumda A gδpr-açıktır. Hipotezden A zayıf gδpr**-kapalı olduğundan 

A ⊂  A ve dolayısıyla  
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δ-pcl(A) ⊂ δ-pcl(int(A)) ⊂ A 

 

olur.  

 Aynı zamanda A⊂ δ-pcl(A) olduğundan A = δ-pcl(A) elde edilir.  

 

O halde A δ-önkapalıdır. 

 

Teorem 5.13. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X’in her alt kümesi 

zayıf gδpr**-açık  ise her açık küme δ-önkapalıdır.  

 

Đspat: 

 

 Kabul edelim ki (X,τ) bir topolojik uzay ve X’in her alt kümesi zayıf 

gδpr** -açık olsun. A⊂ X alalım.  

 Buradan X \ A⊂ X ve X \ A zayıf gδpr**-açıktır. O halde A zayıf gδpr**-

kapalıdır. Bir önceki teoremden A δ-önkapalı kümedir. 

 

Teorem 5.14. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A zayıf gδpr**-

kapalı küme ise  δ-pcl(int(A)) \ A kümesinin boştan farklı gδpr-kapalı alt kümesi 

yoktur.  

 

Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂  X olsun. A zayıf gδpr**-kapalı küme 

olmak üzere B gδpr-kapalı ve B⊂ δ-pcl(int(A)) \ A olsun.  

Bu durumda X \ B gδpr-açık ve A zayıf gδpr**-kapalı olduğunda  

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  X \ B 

 

ve  

 

B ⊂ X \  δ-pcl(int(A)) 
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olur. 

 

 Böylece  

 

B ⊂  δ-pcl(int(A)) ∩ (X \  δ-pcl(int(A))) =  ∅  

 

olduğundan B = ∅  dir. 

 

 Teorem 5.15.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A zayıf gδpr**-

açık, B gδpr-açık olmak üzere δ-pint(cl(A)) ∪ (X \ A ) ⊂ B ise B = X olur.  

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay, A bir zayıf gδpr**-açık küme ve B bir gδpr-açık 

küme olmak üzere  

 

   δ-pint(cl(A)) ∪ (X \ A ) ⊂ B  

 

olsun.  

 Buradan  

 

X \ B ⊂ X \ ((δ-pint(cl(A)) ∪ (X \ A )) 

 

 = (X \ δ-pint(cl(A)) ∩ A  

 

 = δ-pcl(int(X \ A)) \ (X \ A ) 

 

 

olur.  

 Bu durumda  

 

X \ B ⊂ δ-pcl(int(X \ A)) \ (X \ A ) 
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olacaktır. X \ B gδpr-kapalı ve X \ A zayıf gδpr**-kapalı olduğundan  δ-pcl(int(X 

\ A)) \ (X \ A ) kümesinin boş kümeden farklı gδpr-kapalı alt kümesi yoktur.  

 

O halde X \ B = ∅   dir. Yani X = B olur. 

 

 Teorem 5.16.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X olsun. A kümesinin 

zayıf gδpr**-açık olması için gerek ve yeter şart B gδpr-kapalı olmak üzere B ⊂  

A iken B⊂  δ-pint(cl(A)) olmasıdır 

 

Đspat:  

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A zayıf gδpr**-açık bir küme 

olmak üzere B gδpr-kapalı ve B ⊂  A olsun. Bu durumda X \ B gδpr-açık ve  

 

X \ A ⊂  X \ B 

 

olur.  

 Ayrıca X \ A zayıf gδpr**-kapalı olduğundan  

 

δ-pcl(int(X \ A)) = X \ δ-pint(cl(A)) 

           

          ⊂  X \ B 

 

olur.  

 

Sonuç olarak B⊂  δ-pint(cl(A)) elde edilir.  

 

 Tersine B gδpr-kapalı bir küme olmak üzere B⊂ A iken B⊂ δ-pint(cl(A)) 

olsun. C ⊂  X gδpr-açık bir küme olmak üzere X \ A⊂ C kümesini alalım.  

 

Bu durumda X \ C ⊂  A olacağından X \ C⊂ δ-pint(cl(A)) olur. Böylece  

 

X \ δ-pint(cl(A)) = δ-pcl(int(X \ A))  
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⊂  C 

 

elde edilir.  

 Sonuç olarak X \ A zayıf gδpr**-kapalıdır. Yani A kümesi zayıf 

gδpr**-açıktır. 

 

 Teorem 5.17.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A zayıf gδpr**-kapalı bir alt 

küme olmak üzere A ⊂  B ⊂  δ-pcl(int(A)) ise B zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere A ⊂  B ⊂  δ-pcl(int(A)) ve B ⊂  C,  C 

gδpr-açık olsun. A ⊂  B ⊂  C ve A zayıf gδpr**-kapalı küme olduğundan 

 

δ-pcl(int(A)) ⊂ C 

 

ve  

 

int(B) ⊂ B ⊂ δ-pcl(int(A)) 

 

olduğundan δ-pcl(int(B))⊂ C elde edilir.  

 Yani B zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 

Teorem 5.18.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X zayıf gδpr**-açık küme 

olmak üzere δ-pint(cl(A)) ⊂ B ⊂ A ise B zayıf gδpr**-açık kümedir.  

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X zayıf gδpr**-açık küme ve  

 

δ-pint(cl(A)) ⊂  B ⊂  A 

 

olsun.  
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Bu durumda  

 

   X \ A ⊂  X \ B  

 

          ⊂  X \  δ-pint(cl(A)) 

 

           = δ-pcl(int(X \ A))  

 

olur.  

 Buradan X \ A  zayıf gδpr**-kapalı olduğundan X \ B zayıf gδpr**-

kapalıdır. Yani B kümesi zayıf gδpr**-açık kümedir. 

 

Teorem 5.19.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X  zayıf gδpr**-açık küme 

ve kapalı olmak üzere δ-pint(cl(A))  zayıf gδpr**-açıktır. 

 

Đspat:      

  

A zayıf gδpr**-açık küme ise  

 

δ-pint(cl(A)) ⊂  δ-pint(cl(A)) ⊂  A 

 

olduğundan δ-pint(cl(A)) kümesi zayıf gδpr**-açıktır.  

 

 Tanım 5.20.  (X,τ) bir topolojik uzay olsun. X de her zayıf gδpr**-kapalı  

küme δ-önkapalı ise uzaya z-gδpr**-T 2/1  uzay denir. 

 

 Teorem 5.21. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X, z-gδpr**-T 2/1  uzayı 

ise her tek nokta kümesi  gδpr-kapalı ya da δ-önaçıktır. 

 

  Đspat: 
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 X bir z-gδpr**-T 2/1  uzay ve x ∈ X olmak üzere kabul edelim ki {x} 

kümesi gδpr-kapalı olmasın. Bu durumda X \ {x} kümesi gδpr-açık  değildir.  

 

O halde X \ {x} zayıf gδpr**-kapalıdır. X bir z-gδpr**-T 2/1  uzay 

olduğundan X \ {x} δ-önkapalıdır.  

Yani {x} kümesi δ-önaçıktır. 

 

 Teorem 5.22. (X,τ) bir topolojik uzay olmak üzere X in bir z-gδpr**-T 2/1  

uzay olması için gerek ve yeter şart her A zayıf gδpr**-açık kümesinin δ-önaçık 

olmasıdır. 

 

 Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X  olmak üzere A zayıf gδpr**-açık olsun. 

Bu durumda X \ A zayıf gδpr**-kapalıdır. X bir z-gδpr**-T 2/1  uzay ise X \ A δ-

önkapalıdır.  

 O halde A kümesi δ-önaçıktır. 

 

 Tersine A⊂ X için her A zayıf gδpr**-açık kümesi δ-önaçık olsun. Bu 

durumda X \ A zayıf gδpr**-kapalıdır. Aynı zamanda A kümesi δ-önaçık 

olduğundan X \ A δ-önkapalıdır.  

 O halde    (X,τ)  uzayı  z-gδpr**-T 2/1  uzaydır. 

 

 Teorem 5.23. (X,τ) bir z-gδpr**-T 2/1  uzay olmak üzere X’ in δ-önaçık 

kümelerinin sınıfı δ-önkapalı kümelerinin sınıfına eşitse X’ in her alt kümesi zayıf 

gδpr**-kapalıdır. 

 

 Đspat:  

 

(X,τ) bir z-gδpr**-T 2/1  uzay olmak üzere X’ in δ-önaçık kümelerinin sınıfı 

δ-önkapalı kümelerinin sınıfına eşit olsun. A⊂ X kümesi için A⊂ B ve B gδpr-

açık olsun. Bu durumda  
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δ-pcl(int(A)) ⊂ δ-pcl(B) = B 

 

olacaktır.  

 O halde A kümesi zayıf gδpr**-kapalıdır. 

 

Tanım 5.24. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂  X  olsun. x ∈ X alalım. Eğer 

x’i  bulunduran her δ-önaçık küme A’ nın x’ ten farklı bir noktasını kapsarsa x 

noktasına A nın bir δ-önyığılma noktası denir (Ekici, 2005). 

  

Uyarı 5.25. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X  olsun. A’ nın tüm δ-

önyığılma noktalarının kümesini  A~Pδ  ile göstereceğiz. 

 

 Teorem 5.26. (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X  olmak üzere A ve B 

zayıf gδpr**-kapalı ve açık kümeler ve A~ ⊂ A ~Pδ  ve  B~ ⊂ B ~Pδ   ise A∪ B zayıf 

gδpr**-kapalıdır.    

 

 Đspat: 

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B ⊂  X  olmak üzere A ve B zayıf gδpr**-

kapalı ve açık kümeler olsun. A~ ⊂ A ~Pδ  ve  B~ ⊂ B ~Pδ  olmak üzere A ∪  B ⊂  C 

olacak biçimde C gδpr-açık alalım.  

Bu durumda A, B ⊂  C ve A, B kümeleri zayıf gδpr**-kapalı olduğundan 

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  C 

 

ve  

 

δ-pcl(int(B))⊂ C 

 

olacaktır. 

 

A ~Pδ ⊂  δ-pcl(A) 

ve    



                                                                                                                                        42

BÖLÜM 5. TOPOLOJ ĐK UZAYLARDA ZAYIF g δpr**-      Sercan ÖLMEZ   

  

B ~Pδ ⊂ δ-pcl(B) 

 

ise  

    

cl(A) ⊂ δ-pcl(A)   ve  cl(B)⊂ δ-pcl(B) 

 

olur.  

 Buradan  

 

cl(A) =δ-pcl(A)   ve cl(B) = δ-pcl(B) 

 

elde edilir. Ayrıca A ve B kümeleri açık olduğundan  

 

δ-pcl(int(A ∪ B)) ⊂ δ-pcl(A ∪ B) 

           

           ⊂  cl(A ∪ B) 

 

            = cl(A)∪ cl(B)  

 

= δ-pcl(A) ∪ δ-pcl(B)  

 

= δ-pcl(int(A)) ∪ δ-pcl(int(B))  

 

⊂  C  

 

olur.  

 Sonuç olarak  

 

δ-pcl(int(A ∪ B)) ⊂  C 

 

olacaktır.  

 Buradan A∪ B zayıf gδpr**-kapalı kümedir.       
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Teorem 5.27.  (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X  olmak üzere A nın   zayıf 

gδpr**-kapalı olması için gerek ve yeter şart δ-pcl(int(A)) ⊂ gδpr-çek(A) 

olmasıdır. 

    

 Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X  olmak üzere A zayıf gδpr**-kapalı 

olsun. A ⊂  C ve C   gδpr-açık küme olarak alırsak A zayıf gδpr**-kapalı 

olduğundan 

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  C 

 

olur.  

 Buradan     

  

δ-pcl(int(A)) ⊂  gδpr-çek(A) 

 

elde ederiz.  

 

Tersine; δ-pcl(int(A)) ⊂ gδpr-çek(A) olsun. A⊂ C ve C gδpr-açık kümesini 

alalım. 

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  gδpr-çek(A) 

 

  ⊂  C  

 

olacağından 

 

δ-pcl(int(A)) ⊂ C 

 

elde ederiz.  

 O halde A kümesi zayıf gδpr**-kapalıdır.  
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Teorem 5.28. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X  olsun. Her gδpr-açık  

küme açık olmak üzere A’ nın zayıf gδpr**-kapalı olması için gerek ve yeter 

koşul δ-pcl(int(A)) ⊂ çek(A) olmasıdır.  

 

 Đspat: 

 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Her gδpr-açık  küme açık olmak 

üzere  A⊂ B ve B gδpr-açık olsun. A kümesi zayıf gδpr**-kapalı olduğundan 

 

δ-pcl(int(B)) ⊂  B 

 

olur.  

 Buradan  δ-pcl(int(A)) ⊂ çek(A) elde ederiz.  

 

 Tersine δ-pcl(int(A)) ⊂ çek(A) olmak üzere A⊂  B ve B gδpr-açık olsun. 

Bu durumda  

   

δ-pcl(int(A)) ⊂ çek(A)⊂  B 

 

olur.  

 O halde δ-pcl(int(A)) ⊂ B olduğundan A zayıf gδpr**-kapalıdır. 

 

 Teorem 5.29. (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X  olsun. A zayıf gδpr**-

kapalı ise δ-pcl(int(A)) \ A kümesi zayıf gδpr**-açıktır.  

 

 Đspat:  

  

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A ⊂  X  olsun. Kabul edelim ki A zayıf gδpr**-

kapalı ve B gδpr-kapalı olmak üzere B⊂ δ-pcl(int(A)) \ A olsun. O halde B = ∅  

ve bu durumda  

   

B ⊂  δ-pint(cl(δ-pcl(int(A)) \ A)) 
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olacaktır.  

 O halde δ-pcl(int(A)) \ A kümesi zayıf gδpr**-açıktır. 

 

 Teorem 5.30. (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B ⊂  X  olsun. A ve B zayıf 

gδpr**-açık ve kapalı kümeler; (X \ A)~  ⊂  (X \ A) ~Pδ  ve  (X \ B)~  ⊂  (X \ B) ~Pδ  

ise A∩ B kümesi zayıf gδpr**-açık kümedir. 

 

 Đspat:  

 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A, B⊂ X  olsun. A ve B zayıf gδpr**-açık 

kümeler olsun. O halde  X \ A ve X \ B zayıf gδpr**-kapalı kümelerdir. (X \ 

A) ∪ (X \ B) ⊂ C ve gδpr-açık olsun. X \ A ve X \ B zayıf gδpr**-kapalı kümeler 

olduğundan  

 

δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  C 

 

ve 

 

δ-pcl(int(X \ B)) ⊂  C 

 

olur.  

 Buradan X \ A ve X \ B kümelerinin açık kümeler olduğunu da dikkate 

alırsak  

 

δ-pcl(int((X \ A) ∪  (X \ B))) ⊂  cl(int(X \ A)) ∪ cl(int(X \ B)) 

 

        = δ-pcl(int(X \ A)) ∪  δ-pcl(int(X \ B)) 

 

        ⊂  C  

 

olur.  

 Sonuç olarak  
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     (X \ A) ∪  (X \ B) = X \ (A∩  B)  

zayıf gδpr**-kapalı kümedir.  

 Yani A∩ B zayıf gδpr**-açık küme olur. 
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BÖLÜM 6 

 

TOPOLOJĐK UZAYLARDA 

 

ZAYIF g δpr*-KAPALI KÜMELER  

 

VE 

 

ZAYIF g δpr**-KAPALI KÜMELER 

 

Teorem 6.1. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. Eğer A kümesi zayıf 

gδpr*-kapalı küme ise zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 

Đspat: 
 

(X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂  B ve B gδpr-açık küme 

kümesini alalım. A kümesi zayıf gδpr*-kapalı olduğundan cl(int(A))⊂ B dir. Bu 

durumda  

   

δ-pcl(int(A)) ⊂  cl(int(A)) ⊂  B 

 

olur.  

 Yani  

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  B 

 

elde ederiz.  

 O halde A kümesi zayıf gδpr**-kapalıdır. 

 

 Uyarı 6.2. Her zayıf gδpr**-kapalı küme zayıf gδpr*-kapalı olmak 

zorunda değildir.  
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 Örnek 6.3. X={a,b,c,d} τ={X, ∅ ,{b,d},{a,b,d},{b,c,d}} olmak üzere  

A={b,d} kümesini alalım.  

 Buradan A zayıf gδpr**-kapalı kümedir. 

 Ancak A zayıf gδpr*-kapalı küme değildir. 

 

 Teorem 6.4. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. (int(A))~  ⊂  

(int(A)) ~Pδ  olsun. Bu durumda A kümesi zayıf gδpr**-kapalı ise zayıf gδpr*-

kapalıdır.  

   

Đspat: 
 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A ⊂  B ve B gδpr-açık küme 

olsun. (int(A))~  ⊂  (int(A)) ~Pδ  olduğundan  

 

cl(int(A)) ⊂  δ-pcl(int(A)) 

 

olacaktır.  

 Ayrıca  

 

δ-pcl(int(A)) ⊂  cl(int(A)) 

 

olduğundan  

 

δ-pcl(int(A)) = cl(int(A)) 

 

olacaktır.  

 Bu durumda A kümesi zayıf gδpr**-kapalı olduğundan  

 

cl(int(A)) = δ-pcl(int(A)) ⊂  B 

 

elde ederiz.  

 O halde A kümesi zayıf gδpr*-kapalıdır. 
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Teorem 6.5. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf 

gδpr*-açık ise zayıf gδpr**-açıktır. 

 

Đspat: 
 

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf gδpr*-açık olsun. 

X \ A zayıf gδpr*-kapalıdır. X \ A ⊂  B ve B gδpr-açık kümesini alalım.  

 Bu durumda  

 

δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  cl(int(X \ A)) ⊂  B 

 

elde ederiz. O halde δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  B ve X \ A zayıf gδpr**-kapalı olur. 

Yani A kümesi zayıf gδpr**-açıktır.  

 

 Uyarı 6.6. Her zayıf gδpr**-açık küme zayıf gδpr*-açık olmak zorunda 

değildir.  

 

 Teorem 6.7. (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf 

gδpr**-açık ve (int(X \ A))~  ⊂  (int(X \ A)) ~Pδ  ise A kümesi zayıf gδpr*-açıktır.  

 

Đspat: 
   

 (X,τ) bir topolojik uzay ve A⊂ X olsun. A kümesi zayıf gδpr**-açık ise X 

\ A zayıf gδpr**-kapalıdır. Ayrıca  (int(X \ A))~  ⊂  (int(X \ A)) ~Pδ  olduğundan  

 

cl(int(X \ A)) = δ-pcl(int(X \ A))  

 

olacaktır.  

 O halde X \ A ⊂  B olan her B gδpr-açık için 

 

cl(int(X \ A)) = δ-pcl(int(X \ A)) ⊂  B 

 

elde ederiz.  

 Yani X \ A kümesi zayıf gδpr*-açıktır.  
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O halde A kümesi zayıf gδpr*-kapalıdır.  
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