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calsilmistir. Zayif gppr*-kapal kimeler ile zayif gpr**-kapali kimeler arasindaki
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BOLUM 1. GiRIiS Sercan OLMEZ

BOLUM 1

GIRIS

Bu tezdeki amac zayif égr*-kapall kimeler ve zayif épr**-kapali
kimeleri calgmaktir.

Zayif gpr*-kapali kiimeler ile zayif @pr**-kapah kimeler arasindaki
iliskiler ve dpr*-kapali kimeler ve gpr**-kapali kiimeler ile olan ikkileri
arastirilmistir.

Ote yandan zayif pr* ve zayif gpr<*-kapali kimelerin 6zellikleri

tartisiimistir.

Bu tez alti bélimden opmaktadir.

ik boliimde tezin tanitimina yonelik bilgiler sunwdktadir.

ikinci bolimde tezde kullanilacak olan temel tanie teoremler

sunulmaktadir.

Ucuinctl bolimde zayif dgpr*-kapali kiimeler ve oOzellikleri ve ikileri

calisiimistir.

Ote yandan gitli temel 6zellikler calgilmistir.

Dordunci bolumde zayifogr*-kapah kiimeler ve @pr*-kapali kiimeler

arasindaki igkiler argtiriimistir.

Besinci bolumde zayif gpr*-kapali kiimeler ve o6zellikleri ve gkileri

arastirilmistir.
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Ayni zamanda zayif &pr¥*-kapali kdmelerinin ek ksullarla

ili skilendirilmesi aratirilmistir.

Son bolumde zayifgpr*-kapali kimeler ve zayifggpr*-kapal kiimeler
arasindaki igkiler incelenmgtir.
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BOLUM 2

ONCEKI CALI SMALAR

Bu tezde topolojik uzayla(iX,t) ya da kisaca X ile gosterggee

X bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesinin kapagini cl(A) ve icini

int(A) ile gosterecgiz.

Tanim 2.1. ¥,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A=int(cl(A)) ise A

kimesine duzenli acik denir (Stone,1937).

Tanim 2.2. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A= cl(int(A)) ise A

kiimesine duzenli kapal denir (Stone,1937).

Tanim 2.3. (X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Eer ALlint(cl(A)) ise
A kiimesine 6nacik denir (Mashhour ve ark., 1982).

Tanim 2.4. (K1) bir topolojik uzay olsun. Onacik kumelerin

tumleyenlerine dnkapali kimeler denir (EI-Deeb rle,d983).

Tanim 2.5. X,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. O (xIB)Ut icin
int(cl(B)) n A# [0 ise x noktasina A kimesinin bi-kapang noktasi denir
(Velicko, 1968).

A kimesinin timd-kapang noktalarinin kiimesine A nistkapang! denir
ve 6-cl(A) ile gosterilir (Velicko, 1968).

Tanim 2.6. (X,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun. Al int(5-cl(A)) ise A
kiimesined-0nagiktir denir (Raychaudhuri ve Mukherjee,1993).

Tanim 2.7. (X,1) bir topolojik uzay olsun.d -0nacik kimelerin

tumleyenlerine-0nkapali kimeler denir (Raychaudhuri ve Mukhefje83).
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Tanim 2.8. X bir topolojik uzay ve A1X olsun. XX alalim. Eger X’i
bulunduran hers-6nacik kiime A'nin x’ ten farkli bir noktasini kapsa X

noktasina A kiimesinin bé-6nyigilma noktasi denir (Ekici, 2005).

A kiimesinin timd-6nyigiima noktalarinin kimesi &~ ile gosterilir.

Tanim 2.9. (X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesini kapsayan
tum o-O6nkapali kimelerin arakesitine A kimesinid-onkapangi denir
(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.10. ¥,tr) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A kumesinde
bulunan tim 6-6nacik kimelerin birgmine A kidmesinin §-6nici  denir
(Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.11.(X,t) bir topolojik uzay ve A, BIX olsun. Bu durumda
A 0B ised-pcl(A) O é-pcl(B) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.12.(X,t) bir topolojik uzay ve AIX olsun. Bu durumda-
pcl(A) kimesié-6n kapalidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.13. X, 1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumda-pcl(6
pcl(A)) =& -pcl(A) olur (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Teorem 2.14. X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumda Xo-
pcl(A) olmasi icin gerek ve yeter fa [ (x[1)B16-PO(X) icin An B# [
olmasidir (Raychaudhuri ve Mukherjee, 1993).

Tanim 2.15. ¥,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. B agik kiime olmak
tzere AU B iken cl(A) O B oluyorsa A kiimesine genefteilmis kapall kiime
denir (Levine, 1970).

Genellatirilmi s kapali kimeye kisaca g-kapali kiime denir (Levir®g,0).
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Tanim 2.16. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Eer X \ A g-kapal

ise A kimesine genelierilmis acik kiime denir (Levine, 1970).

Genellatirilmi s acik kiimeye kisaca g-agik kiime denir (Levine, 1970

Tanim 2.17. ,1) bir topolojik uzay olmak Gzere her g-kapal kikagpali

kiime ise uzaya J,-uzay denir (Levine, 1970).

Tanim 2.18. ,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A Bve B X
dizenli acik oldgundas-pcl(A) O B oluyorsa A kiimesinedgr-kapalidir denir
(Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.19. K,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Ber X \ A gdpr-
kapall ise A kimesinedgr-acik denir (Ekici ve Noiri, 2006).

Tanim 2.20. ¥,) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi i¢in AC
B ve B O X gopr-acik oldgunda cl(A) O B oluyorsa A kiimesinedgr*-kapali
kiime denir (Ozen,2009).

Tanim 2.21. ¥,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. X \ A kiimesi gpr*-
kapali ise A kiimesinedgr*-acik kiime denir (Ozen,2009).

Tanim 2.22. ,t) bir topolojik uzay ve A1X olmak lizere A kiimesi igin
A O B ve B O X gdopr-acik oldgundas-pcl(A) O B oluyorsa A kiimesine
gdpr**-kapall kiime denir (Ozen,2009).

Tanim 2.23. K,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. X \ A kiimesi
gdpr**-kapali ise A kiimesinedpr*-acik kiime denir (Ozen,2009).

Tanim 2.24. K,1) bir topolojik uzay olsun. Her x, ¥ X icin x [0 cl({y})
iken y O cl({x}) oluyorsa bu uzaya simetrik uzay denir (lieg, 1970).
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Tanim 2.25. &,1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A kimesini

kapsayan tum acik kimelerin arakesitine A’ nin i@gi denir (Maki,1986).

Bir A kiimesinin c¢ekirdgi cek(A) ile gosterilir.

Tanim 2.26. &,1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A kimesini
kapsayan tum onkapali kiimelerin arakesitine A kimme$nkaparyi denir (El-
Deeb ve ark., 1983).

Tanim 2.27. ¥,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A0 Bve B O X
aclk old@gunda pcl(A) O B oluyorsa A kiimesine genejteilmis p-kapal kime
denir (Maki ve ark., 1996).

Genellatirilmis p-kapall kimeye kisaca gp-kapali kime denir (Maki
ark., 1996).

Tanim 2.28. K,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Al Bve BO X
dizenli acik oldgunda cl(A) O B oluyorsa A kiimesine duzenli genetlglmis

kapali kime denir (Palaniappan ve Rao, 1993).

Duzenli genellgtiriimi s kapal kiimeye kisaca rg-kapali kiime denir

(Palaniappan ve Rao, 1993).

Tanim 2.29. K,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Al Bve BO X
dizenli acik oldgunda pcl(A) O B oluyorsa A kimesine genejteilmis
onduzenli kapali kime veya duzenli gengllédmis Onkapall kiime denir
(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998).

Duzenli genellgiriimis 6nkapali kiimeye kisaca gpr-kapali kime denir
(Gnanambal, 1997; Noiri, 1998).

Uyari 2.30. (Ekici ve Noiri, 2006).(X,t) bir topolojik uzay ve A1X

olsun.
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Bu durumda gagidaki diyagram gecerlidir.

kapall -~ g-kapali - rg-kapali

Onkapal- gp-kapal - gpr- kapali

d-0nkapal — gop-kapalli — gopr-kapali
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BOLUM 3
TOPOLOJIK UZAYLARDA
ZAYIF gdpr*-KAPALI KUMELER
VE
OZELL IKLER i
Tanim 3.1. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesi icin A1B
ve BLIX gopr-acik oldgunda cl(int(A))_/B oluyorsa A kiimesine zayifogr*-

kapali kime denir.

Orek 3.2. X={a,b,c} ={X, O {a}{c}{a,b}.{a,c}} olmak Ulzere

A={b,c} kiimesini alalim. Buradan AIB olan B gpr-acik kiimesi icin

cl(int(A)) LI B elde edilir.
Yani A zayif gppr*-kapali kiimedir.

Tanim 3.3. X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. X \ A kiimesi zayif
gopr*-kapall kiime ise A kiimesine zaydm*-acik kiime denir.

Teorem 3.4. K,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kapali bir kiime
ise A zayif gpr*-kapalidir.

Ispat:

A UX kapali bir kiime olsun. Bapr-acik kiime ve AlB olsun.

Bu durumda

cl(int(A)) Ccl(A)=A 0B
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olur.

Yani cl(int(A)) [IB elde ederiz. Boylece A zayibpr*-kapalidir.

Teorem 3.5. K,1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A acik bir kime ise
A zayif gpr*-aciktir.

Ispat:

Kabul edelim ki ALIX agik bir kiime olsun. O halde X \ A kapalidir. Bir
onceki teoremden X\ A zayibgr*-kapalidir.
O halde A zayif gpr*-aciktir.

Teorem 3.6. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesinin zayif
gopr*-acik olmasi icin gerek ve yeter &d, B dpr-kapali olmak Uzere BA
iken BUint(cl(A)) olmasidir.

Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay ve Al1X olsun. Kabul edelim ki A zayif &pr*-
acik ve B gpr-kapali olmak tizere B A olsun.
Buradan X \ B gpr-acik ve X \ ALl X\ B dir. X \ A zayIf gpr*-
kapall oldgundan

clint(X \ A)) X\ B

dir.
Buradan

X \int(cl(A)) DX \ B

ve
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B Uint( cl(A))

olur.
Sonug olarak B int(cl(A)) elde edilir.

Tersine B gpr-kapall olmak tizere BA iken B [int(cl(A)) olsun.
CUX gopr-acik ve X \ ALIC alalim.
O halde X\ ClJ Ave X\ C @pr kapali oldgundan

X \ COint(cl(A))

olur.

Buradan
X \int(cl(A))= cl(int(X \ A))

oldugundan X \ A zayif -gpr*-kapalidir.

Yani A zayif @gpr*-aciktir.

Teorem 3.7. K,t) bir topolojik uzay ve A, B X olsun. A ve B zayif
gopr*-acik ve kapali kiimeler ise A B kiimesi zayif §pr*-aciktir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A, BO X olsun. A ve B zayif gpr-acik ve
kapall kiimeler olsun.

Bu durumda X \ A ve X\ B zayifogpr*-kapalidir.

(X\A)O(X\B)OC

olacak bicimdeki C kimesiégr-acgik olsun. X \ A ve X \ B zayifogr*-kapali

kiimeler oldgundan

10
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cliint( X\ A)) O C

ve
cl (int( X\ B)) 0 C
olacaktir.
Bu durumda
cl (int( X \ A)) O cl (int( X \ B))
= cl(int( X \ A)J int( X \ B))
= cl(int(X \ (An B)))
0cC
olur.

Bdylece X \(An B) zayif gppr*-kapali kimedir.
Yani An B zayif gopr*-acik kiimedir.

Tanim 3.8. (X,1) bir topolojik uzay ve Al1X olsun. A kiimesini kapsayan

tum agik kimelerin arakesitine A’ nin gekigildenir (Maki,1986).

Bir A I X kiimesinin ¢ekirdgini cek(A) ile gbsteregaz.

Tanim 3.9. (X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesini kapsayan

tum gopr-acik kimelerin arakesitine A kiimesinispg-cekirdesi denir.

Bir A O X kiimesinin gpr-cekirdegini gopr-cek(A) ile gosterecegz.

11
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Teorem 3.10. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak tzere A'nin zayif

gopr*-kapali olmasi icin gerek ve yetersk cl(int(A)) LI gopr-cek(A) olmasidir.
Ispat:
(X,t) bir topolojik uzay ve A, B1X olmak tzere A1B ve B ghpr-acik
olsun. A zayif gpr*-kapali oldgundan cl(int(A))J B dir.
Buradan
cl(int(A)) LI gopr-cek(A)

elde ederiz.

Tersine cl(int(A))XJ gépr-cek(A) olsun. A1B ve B gppr-acik olsun. Bu

durumda

cl(int(A)) L gopr-cek(A) OB

olur.
O halde cl(int(A))J B oldugundan A zayif gpr*-kapalidir.

Teorem 3.11. X,1) bir topolojik uzay olsun. X uzayinda hespy-kapali
kiime kapal olmak lzere A kimesinin zaydpg-kapali olmasi icin gerek ve
yeter kaul cl(int(A)) U cek(A) olmasidir.

Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay ve AlX olsun.A zayif gpr*-kapali, ALIB ve B
gopr-acik olsun. A zayif gpr*-kapali old@gundan cl(int(A)) LI B olur.

Buradan

cl(int(A)) Licek(A)

12
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elde edilir.

Tersine
cl(int(A)) Licek(A)

ve ALIB, B gopr-acik olsun.

Buradan

cl(int(A)) Lcek(A)

UB

olur.

Bdylece cl(int(A)) LI B olup A zayif @pr*-kapalidir.

Tanim 3.12. ¥,1) bir topolojik uzay olsun. x£ y olan her x, y noktasi
icin x 0 Ay OA ve x B, y O B olacak bicimde A ve B zayifogr*-acik

kiimeleri varsa X uzayina zay$g™*-T , uzaydir denir.

Teorem 3.13. K,1) bir topolojik uzay olsun. Her X1 X icin {x} kiimesi
zayIf gppr*-kapali ise(X,t) zayif ppr*-T , uzaydir.

Ispat:

Her x O X icin {x} kimesi zayif @pr*-kapali olsun. x, ytI X olmak
Uzere x# y alalim.

Bu durumda {x} ve {y} zayif @pr*-kapali olur. O halde X \ {x} ve X\
{y} zayif gdépr*-aciktir.

Ayrica

x O X\{x},y OX\{x}

13
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ve

x O X\{y}l,y O X\{y}

olur.

O halde(X,t) zayif @dpr*-T, uzaydir.

Tanim 3.14. (X,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Bu durumda zégpr*
cl(A) = N{B : A 1B ve B, X de zayif gpr*-kapall kime} olarak tanimlanir.

Teorem 3.15. K,1) bir topolojik uzay ve Xl X olsun. xJ z-gdpr*-cl(A)

olmasi i¢in gerek ve yeteart x i bulunduran her B zayigr*-agik kiimesi igin
Bn A #0 olmasidir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. xXJ z-gopr*-cl(A) ve kabul edelim
ki Bn A=0 olacak bicimde x i bulunduran bir B zayiépy*-acik kimesi var
olsun. Bu durumda Al X \ B oldugundan

z-gpr-cl(A) U X\B
olur.

Buradan X1 z-gdpr*-cl(A) olur ki bu bir celgkidir.

O halde An B #[ olmahdir.

Tersine , kabul edelim kikx z-gdpr*-cl(A) olsun. O zaman X B olacak
bicimde ALIB olan bir B zayif gpr*-kapali alt kimesi vardir.

Buradan x1 X\ B ve X \ B zayif gpr*-aciktir.

(X\B) n A=[

14
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olur ki bu bir celgkidir.
O halde x1 z-gdpr*-cl(A) olmalidir.

Teorem 3.16. X, 1) bir topolojik uzay ve A, B1X olsun.
AUB ise z-gdopr*-cl(A) LI z-gopr*-cl(B) olur.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A, B1X olsun. ALIB olmak Uzere X z-

gopr*-cl(A) olsun. x i bulunduran her C zayibjgr*-acik kiimesi icin

CnA=z0

olur.
A 0B oldugundan

CnBz0O

dir.
Dolayisiyla X1 z -gpr*-cl(B) dir.

O halde z-gpr*-cl(A) [1z-gdpr*-cl(B) olur.

Teorem 3.17. X,1) bir topolojik uzay ve A, BIX olsun.
Z -gppr*-cl(A n B) L z-gdpr*-cl(A) n z-gdpr*-cl(B) olur.

Ispat:
(X,1) bir topolojik uzay ve A, B1X olsun. XJ z-gdpr*-cl(A n B) olarak
alalim.

Bu durumda x i bulunduran her C zaydpg*-agik kiimesi igin

Cn(AnB)z0O

15
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dir.

Yani x i bulunduran her C acik kiimeégn
Cn A#0 ve Cn B#0
olacaktir.

Dolayisiyla X1 z-gopr*-cl(A) ve x[ z-gpr*-cl(B) olur.

O halde

Z-gopr*-cl(A n B) 1 z-gdpr*-cl(A) n z-gdpr*-cl(B)
elde edilir.

Teorem 3.18. K,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A zayif gpr*-
kapali kime ise cl(int(A)) \ A kimesi b&imeden farkli gpr-kapali altkiime
icermez.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A zayif gpr*-kapali kime olmak
Uzere B gpr-kapal ve BO cl(int(A)) \ A olsun.

Buradan X \ B gpr-acik olacaktir. A zayif gpr*-kapali kiime
oldugundan cl(int(A)) 0 X \ B ve buradan

BOX \ cl(int(A))

olacaktir.
Boylece

B Ocl(int(A)) n [X\ (cl(int(A)))]
[F
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olacaindan B =00 elde ederiz.

Sonug olarak cl(int(A)) \ A kiimesinin p&imeden farkl gpr-kapal

altkimesi yoktur.

Tanim 3.19. K,1) bir topolojik uzay olsun. Her zayifogr*-kapal kiime

kapall ise uzaya zégr*-T ,,, uzay denir.

Teorem 3.20.Bir (X,1) topolojik uzay: zayif §pr*- T,,, uzayi ise her tek

nokta kiimesi §pr-kapall ya da aciktir.

Ispat:

(X,7) topolojik uzayi zayif gpr*- T,,, uzay ve x1 X olsun.

Kabul edelim ki {x} ppr-kapali olmasin. Bu durumda X \ {xppr-acik
degildir.

O halde X \ {x} gpr*-kapahdir. X \ {x} gépr*-kapali ise zayif gpr*-
kapalidir. X uzayi zayifapr*- T ,,, uzay oldgundan X \ {x} kapalidir.

Yani {x} aciktir.

Teorem 3.21. X,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A zayif gpr*-
kapali ve acik bir kime olsun. Bu durumda A kinkegalidir.

Ispat:

A LIX zayif gopr*-kapall ve acik bir kiime olsun. Bu durumdalA ve A
zayif gpprr-kapall kime oldgundan

cl(int(A)) = cl(A) O A

elde edilir.
Buradan cl(A) = A olur.
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Dolayisiyla A kiimesi kapalidir.

Teorem 3.22. X,t) bir topolojik uzay olsun.

Bu durumda X in bir z-pr*-T ,,, uzay olmasi igin gerek ve yeter

sart her A X zayif ppr*-acik alt kimesinin acik olmasidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay olmak tzere X z3gr*-T,,, uzay ve A bir zayif
gopr*-acik bir alt kime olsun.
O halde X \ A zayif gpr*-kapali kiimedir. X uzay! z&pr-T ,,, uzay

oldugundan X \ A kapalidir.
Dolayisiyla A kiimesi acik kiimedir.

Tersine A zayif gpr*-kapali kiime olsun. Bu durumda X \ A zay#py*-
aciktir.

Buradan X \ A aciktir. O halde A kapalidir.

Sonug olarak X bir zgpr**-T ,,, uzaydir.

Teorem 3.23. X,1) bir topolojik uzay, A ve B, X' in iki altkimesilsun.
Bu durumda A ve B zayifopr*-kapall ve acik kiimeler ise [AB kiimesi de
zayif gpprr-kapalidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay, A ve B, X’ in iki altkimesilsun.

A ve B zayif gpr*-kapali ve acik iki kime olsun. BB OC olmak Uzere

C gpr-acik kimesini alalim. A ve B zayibpgr*-kapali kimeler oldgundan

cl(int(A)) 0 C
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ve

cl(int(B)) O C

olacaktir. Bu durumda

cl(int(A 0 B))=cl(int(A)) O cl(int(B))

= cl(AY] cl(B)

= cl(AQ B)
iffe

olur.

Sonug olarak ALl B zayif gppr*-kapali kimedir.

Teorem 3.24. X,1) bir topolojik uzay ve A, X in bir zayif gpr*-kapall
altkimesi olsun. AIB O cl(int(A)) ise B kimesi de zayifogr*-kapali kimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A, X' in bir zayif gpr*-kapall
altkimesi olmak tzere BB [1cl(int(A)) olsun.

BOC ve C @gpr aclk kime olsun. ABLC ve A zayif gpr*-kapali

oldugundan cl(int(A)) O C ve buradan

cl(int(B)) 01 cl(int(A))
0c

olacaktir.
O halde B zayif gpr*-kapali kiimedir.
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Teorem 3.25. X,1) bir topolojik uzay ve A X zayif gppr*-acik kime ve
int(cl(A)) OB A ise B zayif gpr*-acik kimedir.

Ispat:
(X,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A, X in zaylf gpprr-acik alt
kimesi ve int(cl(A))XJBOA olsun.
Bu durumda
X\AO X\B
0 X\ int(cl(A))
=cl (int( X \ A))
olur.
Bu durumda X \ A zayif gpr*-kapali kiime oldgundan X \ B zayif gpr*-
kapali olacaktir.

O halde B kumesi zayifogr*-aciktir.

Teorem 3.26. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi zayif

gopr*-acik ve kapali bir kime ise int(A) da zay&py*-aciktir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A, X in bir zayif gpr*-acik ve

kapali alt kimesi olmak Uzere

int(cl(A)) Oint(cl(A))

= int(A)
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O A

oldugundan bir dnceki teoremden int(A) kimesi de zaydrtraciktir.

Teorem 3.27.(X,t) bir topolojik uzay ve A0 X olsun. A zayif gpr*-
aclk, B @pr-acik ve int(cl(A)J (X\ A) OB ise B = X olur.

Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun.

A bir zayif gopr*-acik kiime ve B bir gpr-acik kiime olmak Uzere
int(cl(A)) LU X\ A OB olsun.

Bu durumda
X\B O X\ (int(cl(A)) X \A)
= (X \int(cl(A)) A
=cl (int( X \ A)) \ (XA)
olur.
Bu durumda

X\ B O clint(X \ A)) \ (X \ A)

olacaktir. X \ B @pr-kapah ve X \ A zayif gpr*-kapali old@gundan cl (int( X \
A)) \ (X \ A) kimesinin be kimeden farkh gpr-kapali altkiimesi yoktur.

O halde X \ B =00 olmalidir. Yani B = X elde edilir.
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Teorem 3.28.(X,t) bir topolojik uzay olmak tGzere X in her alt kiimes
zayif-gpr*-kapall ise X in acik kiimelerinin sinifi, kapdimelerinin sinifina
esittir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay olmak tzere her alt kiimesi izayopr*-kapal
olsun. Bir A aclk kimesi icin ALl A ve A zayif gpr*-kapall old@gundan
cl(int(A)) UA ve A agik oldgundan

cl (int(A)) = cl(A) T A
elde edilir.
Ayrica A O cl(A) oldugundan A = cl(A) elde edilir.
O halde A kapalidir.
A kapali kiime olsun. Bu durumda X \ A agiktir.
XVAOX\A
ve X\ A zayif-gpr*-kapal oldigundan
cliint( X\A)) OX\A
ve X \ A acik oldgundan
cl (int( X\ A)) = cl(X\ A)

O X\A

dir.
Buradan X \ A kapali kiimedir. Yani A agik kiimedir.
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Teorem 3.29.Her gopr-acik kime acik véX,t) bir regller topolojik uzay
olmak Uzere A1X olsun. Bu durumda A kompakt bir kime ise zayspig-
kapalidir.

Ispat:

Her gpr-acik kiime acik olmak uzergX,t) bir reguler topolojik uzay ve
A kompakt bir alt kiimesi, ayricalAB ve B gopr-acik bir kiime olsun.

Bu durumda

intf(A)DAO C
Ocl(C)U B
olacak bicimde C &pr-acik kiimesi vardir.

Boylece

cl(int(A)) O cl(C) DB

ise cl(int(A))0 B olur.
O halde A kiimesi zayifogr*-kapalidir.

Teorem 3.30.(X,t) bir topolojik uzay olmak tzere BX olsun. A zayif
gopr*-kapali ise cl(int(A)) \ A kimesi zayifogr*-aciktir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay olmak tzere BX olsun.

A zayif gopr*-kapali kime olmak tzere Bcl (int(A)) \ A ve B ¢pr-
kapali kiime olsun.

A zayif gopr*-kapali kime oldgundan B =[J olur.

Buradan
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B O int(cl(cl (int(A)) \ A))

olacaktir.

Sonug olarak cl (int(A)) \ A zayifgpr*-acik kimedir.
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BOLUM 4

TOPOLOJIK UZAYLARDA

@pr*-KAPALI KUMELER

VE

ZAYIF @pr*-KAPALI KUMELER

Teorem 4.1. K,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesi §pr*-

kapali kiime olsun.

Bu durumda A kiimesi zayigr*-kapali kiimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesi gpr*-kapali kiime
olsun. ALIB ve B ghpr-acik kiimesini alalim.

cl(int(A)) O cl(A)

ve A ¢ppr* kapall oldgundan

cl(int(A)) O cl(A)

uB

elde edilir.

O halde cl(int(A))1 B elde eldir.
Sonug olarak A zayifgpr*-kapal kiimedir.
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Uyari 4.2. Her zayif @gpr*-kapali kime gpr*-kapah olmak zorunda
degildir.

Ornek 4.3. X={a,b,c,d} ={X, O {b,d},{a,b,d}{b,c,d}} olmak (izere
A={a,d} kiimesini alalim.

Buradan A zayif gpr*-kapali kimedir.
Ancak A gpr*-kapal kiime dgildir.

Teorem 4.4. K,1) bir topolojik uzay ve A1X ve A kiimesi zayif gpr*-
kapali kiime olsun. Bu durumda A acik bir kime isgopr*-kapal kiimedir.

Ispat:
A kimesi zayif gpr*-kapali ve acik kiime olsun. [AB ve B gpr-acik
kimesini alalim.
Bu durumda A zayif gpr*-kapali kiime oldgundan cl(int(A))B
olacaktir. A agik bir kime oldwndan
cl(int(A)) =cl(A) O B
elde edilir.

O halde A kiimesi&pr*-kapalidir.

Teorem 4.5. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi gpr*-acgik
ise zayif gpr*-aciktir.

Ispat:
A kiimesi gpr*-acik olsun. Bu durumda X \ A kimesig*-kapahdir. X

\ A B olacak bigcimde B gpr-acik kiimesini alalim.

Bu durumda
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int((X\A) 0 X\A

uB

ve X\ A gopr*-kapali old@gundan

clnt(X \ A)) O cl(X \ A)

uB

elde edilir.

Buradan cl(int(X \ A))JJ1B oldugundan X \ A zayif gpr*-kapal kiimedir.

O halde A kiimesi zayifagr*-aciktir.

Uyari 4.6.Her zayif gpr*-acik kiime gpr*-acik olmak zorunda gddir.

Teorem 4.7. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi zayif

gopr*-acik kiime olmak tGizere A kimesi kapall is@ig-aciktir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A kiimesi zayif gpr-acik ve
kapall olsun.

Bu durumda X \ A zayif @pr*-kapali ve acik kiimedir. X \ A1 B olmak
Uzere G gpr-acik kimesini alalim.

O halde

cl(int(X \ A)) = cl(X \ A) 0 B

elde edilir.
Bu durumda X\ A gpr*-kapaldir.

27



BOLUM 4. TOPOLOJIK UZAYLARDA g 3pr*-KAPALI

Sercan OLMEZ

Sonug olarak A kimesbgr*-aciktir.
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BOLUM 5
TOPOLOJIK UZAYLARDA
ZAYIF gépr=*-KAPALI KUMELER
VE
OZELL IKLER 1
Tanim 5.1. ,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A kiimesi i¢cin AIB
ve BLIX gdépr-acik oldgunda s-pcl(int(A)) 0B oluyorsa A kimesine zayif

gopr**-kapall kime denir.

Tanim 5.2. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. X \ A kiimesi zayif

gopr**-kapall kime ise A kiimesine zayibgr**-acik kiime denir.

Teorem 5.3. K,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. A 3-6nkapali bir
kiime ise A zayif gpr**-kapall kimedir.

Ispat:
(X,1) bir topolojik uzay, A1X &-0nkapal bir kime ve Bégr-acgik kime
olmak tzere A1B olsun.
Bu durumda int(A)J A oldugundan
d-pcl(int(A)) O 8-pcl(A)

=A

UB
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dir.
Buradam-pcl(int(A)) O B oldugundan A zayif gpr**-kapali kimedir.

Teorem 5.4. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eer A zayif gpr+*-

kapall ve acik bir kime ise &6nkapalidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay, AOX zayif ggpr**-kapali ve acik bir kime
olsun. Bu durumda A A ve A zayif @pr**-kapal olduzundan

o-pcl(int(A)) O A

olur.
O halde A kiimesi-Onkapalidir.

Teorem 5.5. K,1) bir topolojik uzay ve AIX olsun. A kiimesi gpr+*-

kapall kiime ise zayifopr*-kapal kiimedir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi gpr**-kapali kiime
olsun. A Ll B ve B @pr-acik kimesini alalim. int(A)J A ve A gdpr**-kapall
oldugundan

d-pcl(int(A)) O 8-pcl(A) 0 B

elde edilir.

O haldes-pcl(int(A)) O B olur.
Sonug olarak A zayifgpr**-kapali kiimedir.
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Teorem 5.6. K,1) bir topolojik uzay ve A1X ve A kimesi zayif gpr+*-

kapali kime olsun. Bu durumda A acik bir kime isgdpr**-kapali kimedir.
Ispat:
(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi zayif gpr**-kapali ve
aclk kime olsun. A1 B ve B gopr-acik kiimesini alalim.
Bu durumda A zayif gpr**-kapal ve acik kiime oldiundan
d-pcl(A) =s-pcl(int(A)) O B
olacaktir.

O haldes-pcl(A) O B ve A kiimesi gpr**-kapalidir.

Teorem 5.7. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi gpr+*-

aclik ise zayif gprr*-aciktir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay, AJX ve A kumesi gpr**-acik olsun. Bu
durumda X \ A kiimesi dpr**-kapalidir. X \ AOB olacak bicimde B gpr acik
kimesini alalim.

Bu durumda

intXx\A) O X\A OB
ve X\ A gopr**-kapali olduzundan

S-pcl(int(X \ A)) O o-pcl(X\A) O B

elde edilir.
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Buradan &-pcl(int(X \ A)) O B oldusundan X \ A zayif §pr**-kapali

kiimedir.

O halde A kiimesi zayifopr**-agiktir.

Teorem 5.8. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi zayif

gopr**-acik kiime olmak Uzere A kiimesi kapall isgpg*-aciktir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olmak Uzere zayif @pr**-acik ve kapal
olsun. X\ A B olmak tzere B d@pr-acik kimesini alalim. X \ A zayifogr**-
kapall oldgundan

d-pcl(int(X\ A)) O B

olur.
A kiimesi kapali ise X \ A acik ve int(X \ A) = XA oldugundan

d-pcl(int(X \ A)) =d-pcl(X\A)IB
elde edilir.
Bu durumda X\ A gpr**-kapalidir.

Sonug olarak A kiimesbgr**-aciktir.

Teorem 5.9. K,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Eer A zayif @gpr+*-

aclk ve kapali bir kiime ise &06naciktir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay AO X zayif gpr**-acik ve kapali bir kime olarak

alalim.
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O halde X \ A zayif gpr**-kapal ve aciktir. Teorem 5.4 den X \ &
onkapalidir.

Sonug olarak A-6nagiktir.

Teorem 5.10. K,t) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Her gpr-acgik
kiime aclk olmak tzere A acik ve g-kapali bir kiseeA zayif gpr**-kapalidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay A0 X acik ve g-kapali bir kiime, AB ve B dpr-
aclk kiime olsun.

Hipotezden B acik bir kiime olup; A g-kapali gidadan cl(A)1B dir. O
halde A kiimesinin agik kiime olglu da dikkate alinirsa

d-pcl(int(A)) =6-pcl(A) OB

elde ederiz.

Sonug olarak

d-pcl(int(A)) U B

olur.

O halde A kiimesi zayifogr*-kapalidir.

Teorem 5.11.Her gopr-kapal kiime kapal ve her tek nokta kiimesi acik

olsun. Bu durumda X uzayi simetrik i§e x [ X icin {x} zayif gopr**-kapahdir.

Ispat:

(X,1) simetrik bir topolojik uzay olsun. Kabul edelimiyr x [1 X icin {x}

zayif gppr*-kapal olmasin.
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O halde {x}00B ve B ¢pr-acik olmak tzeres-pcl(int({x})) OB olacak
bicimde B kimesi vardir. Yani cl(int({x})) B dir.
Bu durumda

clint@{x})) n X\B # O

olur.
O halde

y O cl(int({x})) n X\ B

olacak bicimde y vardir. {x} acik oldiundan

y U cl(int({x}) = cl({x})

ve X uzay! simetrik oldgundan

xOcl{yh) O X\B

elde ederiz.

Bu durumda X1 B olur. Bu ise {x}[1B olmasiyla celir.

O halde [0 x [0 X i¢in {x} zayif gépr**-kapalidir.

Teorem 5.12. X,1) bir topolojik uzay olmak tzere X' in her alt kiisie
zayif ppre*-kapali ise her acik kim&6nkapalidir.

Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay olmak Gzere X' in her alt kimezayif @pr**-
kapali olsun. A1X acik kiimesini alalim.

Bu durumda A gpr-aciktir. Hipotezden A zayifogr**-kapali oldygundan
A 0O A ve dolayisiyla
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d-pcl(A) O é-pcl(int(A)) DA

olur.

Ayni zamanda Al s-pcl(A) oldusundan A =5-pcl(A) elde edilir.

O halde As-6nkapalidir.

Teorem 5.13. K,t) bir topolojik uzay olmak tzere X'in her alt kiinmes

zayif ppre*-acik ise her agik kima-onkapalidir.

Ispat:

Kabul edelim ki(X,t) bir topolojik uzay ve X'in her alt kiimesi zayif
gopr** -acik olsun. AC X alalim.

Buradan X \ AOX ve X \ A zayif gpr**-aciktir. O halde A zayif §pr**-
kapalidir. Bir dnceki teoremdenAonkapali kimedir.

Teorem 5.14. X,t) bir topolojik uzay ve Al X olsun. A zayif gpr**-
kapali kime ises-pcl(int(A)) \ A kimesinin betan farkl gpr-kapall alt kiimesi
yoktur.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve Al X olsun. A zayif gpr**-kapali kiime
olmak Uzere B gpr-kapall ve B15-pcl(int(A)) \ A olsun.

Bu durumda X \ B gpr-acik ve A zayif gpr+*-kapall oldysunda

d-pcl(int(A)) O X\ B

ve

BOX\ &-pcl(int(A))
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olur.

Boylece

B O &-pcl(int(A)) n (X\ &-pcl(int(A))) = O

oldugundan B =[] dir.

Teorem 5.15. X,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A zayif gpr+*-
acik, B @pr-acik olmak tzerg-pint(cl(A)) LU (X\A) OB ise B = X olur.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay, A bir zayif gpr**-acik kiime ve B bir gpr-acik

kiime olmak Uzere

5-pint(cl(A)) 0 (X \A) OB

olsun.
Buradan
X\BOX\ ((8-pint(cl(A) I (X \A))
= (X \&-pint(cl(A)) n A
=6-pel(int(X VA) \ (X \A)
olur.
Bu durumda

X\ BO&-pel(intX \ A)) \ (X \ A)
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olacaktir. X \ B gpr-kapall ve X \ A zayif gpr*-kapali olduzundan s-pcl(int(X
\A)) \ (X \ A) kimesinin bg kiimeden farkli §pr-kapali alt kimesi yoktur.

O halde X\ B =[J dir. Yani X =B olur.

Teorem 5.16. X,1) bir topolojik uzay ve A X olsun. A kiimesinin
zayif gpr**-acik olmasi icin gerek ve yetgart B ¢ppr-kapall olmak tzere B
A iken B[O 6-pint(cl(A)) olmasidir

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A zayif gpr**-acik bir kime
olmak uzere B gpr-kapali ve B A olsun. Bu durumda X \ Bapr-agik ve

X\A O X\B

olur.
Ayrica X \ A zayif gpr**-kapali olduzundan
d-pcl(int(X \ A)) = X\ &-pint(cl(A))
0O X\B
olur.

Sonug olarak Bl s-pint(cl(A)) elde edilir.

Tersine B gpr-kapal bir kiime olmak tGzerelBA iken B é-pint(cl(A))
olsun. COO X gépr-acik bir kiime olmak tzere X \[AC kimesini alalim.

Bu durumda X \ CO A olacaindan X \ CJ8-pint(cl(A)) olur. Béylece

X\ é-pint(cl(A)) = d-pcl(int(X \ A))
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0cC
elde edilir.
Sonug olarak X \ A zayif gpr**-kapahdir. Yani A kiimesi zayif

gopr**-aciktir.

Teorem 5.17. X,t) bir topolojik uzay ve A zayif gpr**-kapali bir alt
kiime olmak tzere Al B 0 d-pcl(int(A)) ise B zayif gpr**-kapali kiimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay olmak tizere Al B O é-pcl(int(A)) ve B0 C, C
gopr-acik olsun. ALl B [0 C ve A zayif gpr**-kapali kiime oldgundan

d-pcl(int(A)) O C

ve

int(B) O B O é-pcl(int(A))

oldugundans-pcl(int(B)) [0 C elde edilir.
Yani B zayif gpr**-kapali kimedir.

Teorem 5.18. X,t) bir topolojik uzay ve A1X zayif gpr*-acik kime
olmak Uzere-pint(cl(A)) OB A ise B zayif gpr*-acik kiimedir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve ALl X zayif gpr**-acik kiime ve

o-pint(cl(A)) O B O A

olsun.

38



BOLUM 5. TOPOLOJiK UZAYLARDA ZAYIF g épr**-  Sercan OLMEZ

Bu durumda
X\A O X\B
0 X\ s-pint(cl(A))
=5-pcl(int(X \ A))
olur.
Buradan X \ A zayif gpr**-kapali oldusundan X \ B zayif gpr+*-

kapalidir. Yani B kimesi zayifogr*-acik kiimedir.

Teorem 5.19. X,1) bir topolojik uzay ve A X zayif gppr*-acik kime
ve kapall olmak Uzer&pint(cl(A)) zayif dpr**-aciktir.

Ispat:

A zayif @pr*-acik kime ise

o-pint(cl(A)) O o-pint(cl(A)) O A

oldugundans-pint(cl(A)) kiimesi zayif gpr*-aciktir.

Tanim 5.20. K,t) bir topolojik uzay olsun. X de her zayidgy**-kapall

kiimed-Onkapali ise uzaya zgr**-T ,,, uzay denir.

Teorem 5.21. K1) bir topolojik uzay olmak tzere X, Zgr**-T ,,, uzayi

ise her tek nokta kiimesidogy-kapall ya da-6naciktir.

Ispat:
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X bir z-gpr**-T ,,, uzay ve X[ X olmak uzere kabul edelim ki {x}

kimesi @gpr-kapali olmasin. Bu durumda X \ {x} kimesigy-acik dgildir.

O halde X \ {x} zayif @pr=*-kapahdir. X bir z-@¢pr*-T ,,, uzay
oldugundan X \ {x} 8-6nkapahdir.

Yani {x} kiimesi é-0naciktir.

Teorem 5.22. X,t) bir topolojik uzay olmak tzere X in bir zgr**-T ,,,

uzay olmasi icin gerek ve yetgart her A zayif gpr**-acik kiimesininsd-6nacik

olmasidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olmak lGzere A zayif gpr**-acik olsun.
Bu durumda X \ A zayif &pr**-kapahdir. X bir z-@pr**-T ,,, uzay ise X \ As-

Onkapaldir.
O halde A kiimesi-6nagiktir.

Tersine AOX icin her A zayif gpr**-acik kiimesis-6nacik olsun. Bu
durumda X \ A zayif gpr**-kapalidir. Ayni zamanda A kimesi-6nacik
oldugundan X \ As-6nkapaldir.

O halde (X,tr) uzayl z-gpr**-T ,,, uzaydir.

Teorem 5.23. K,1) bir z-gopr**-T ,,, uzay olmak lzere X' irp-Onacik

kimelerinin sinifd-6nkapali kiimelerinin sinifingiése X' in her alt kimesi zayif

gopr**-kapalidir.

Ispat:

(X,7) bir z-gppr**-T ,,, uzay olmak uzere X' id-Onacik kiimelerinin sinifi

d-0nkapal kimelerinin sinifinasié olsun. A X kimesi icin ALIB ve B dpr-

aclk olsun. Bu durumda
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d-pcl(int(A)) O 8-pcl(B) = B

olacaktir.
O halde A kiimesi zayifogr**-kapalidir.

Tanim 5.24. ¥,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun. xO X alalim. Eger
X' bulunduran her-6nacik kiime A’ nin x’ ten farkl bir noktasini kegrsa x

noktasina A nin big-onyigilma noktasi denir (Ekici, 2005).

Uyari 5.25. (X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A’ nin timég-

onyigilma noktalarinin kiimesini &~ ile gosterecgiz.

Teorem 5.26. K,t) bir topolojik uzay ve A, B1X olmak tzere A ve B

zayif gopr*-kapall ve acik kimeler ve ADA®™ ve B OB% ise A0 B zayif
gopr**-kapalidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A, BO X olmak tzere A ve B zayifogr+*-

kapall ve acik kiimeler olsun.”AJA%~ ve B" OB%*" olmak lizere AD B O C
olacak bicimde C &pr-acik alalim.
Bu durumda A, Bl C ve A, B kimeleri zayifgpr**-kapali oldugundan

o-pcl(int(A)) O C

ve

o-pcl(int(B)) 0 C
olacaktir.

A% [0 §-pcl(A)
ve
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B %~ [J&-pcl(B)

ise

cl(A) O o-pcl(A) ve cl(B)dsé-pcl(B)

olur.

Buradan

cl(A) =o-pcl(A) ve cl(B) =5-pcl(B)

elde edilir. Ayrica A ve B kiimeleri acik olgundan

o-pcl(int(A 0 B)) Us-pcl(ATB)

0 cl(ADB)

= cl(A)YJ cI(B)

= d-pcl(A) O 6-pcl(B)

= o-pcl(int(A)) O 6-pcl(int(B))

gcC

olur.

Sonug olarak

o-pcl(int(ACB))O C

olacaktir.

Buradan AJ B zayif gopr**-kapali kimedir.
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Teorem 5.27. X,1) bir topolojik uzay ve A1X olmak lGizere A nin zayif
gopr**-kapall olmasi icin gerek ve vyetesart o-pcl(int(A)) O gdpr-cek(A)

olmasidir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A0 X olmak tzere A zayif @pr*-kapal
olsun. A0 C ve C g@pr-acik kime olarak alirsak A zayiog™**-kapall

oldugundan
o-pcl(int(A)) O C
olur.
Buradan
d-pcl(int(A)) O gopr-cek(A)
elde ederiz.

Tersine;s-pcl(int(A)) O gopr-cek(A) olsun. A1C ve C gpr-acik kiimesini

alalhm.
d-pcl(int(A)) O gopr-cek(A)
aocC
olacagindan
d-pcl(int(A)) O C
elde ederiz.

O halde A kiimesi zayifogr**-kapalidir.
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Teorem 5.28. K,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Her gopr-acik
kime aclk olmak tGzere A’ nin zayibg**-kapall olmasi icin gerek ve yeter
kosul 8-pcl(int(A)) O cek(A) olmasidir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. Her gpr-acik kiime acik olmak
Uzere AOB ve B gopr-acik olsun. A kiimesi zayibgr*-kapali oldusundan

o-pcl(int(B)) O B

lur.
o Buradans-pcl(int(A)) O cek(A) elde ederiz.
Tersined-pcl(int(A)) O ¢cek(A) olmak Gzere Al B ve B @pr-acik olsun.
Bu durumda
d-pcl(int(A)) Ocek(A)O B
olur.

O haldes-pcl(int(A)) 0 B oldugundan A zayif gpr**-kapalidir.

Teorem 5.29. K,1) bir topolojik uzay ve Al X olsun. A zayif gpr+*-
kapali ise-pcl(int(A)) \ A kimesi zayif gpr**-aciktir.

Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay ve AlJ X olsun. Kabul edelim ki A zayifégr**-
kapali ve B gpr-kapal olmak tzere Bé-pcl(int(A)) \ A olsun. O halde B #]

ve bu durumda

B O &-pint(cl(d-pcl(int(A)) \ A))
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olacaktir.
O haldes-pcl(int(A)) \ A kiimesi zayif gpr**-aciktir.

Teorem 5.30. X,1) bir topolojik uzay ve A, BO X olsun. A ve B zayif
gdpr+*-acik ve kapal kiimeler; (X\ A) O (X\A)% ve (X\B) O (X\B)*"

ise An B kiimesi zayif gpr**-acgik kiimedir.
Ispat:
(X,7) bir topolojik uzay ve A, B1X olsun. A ve B zayif §or**-acik

kiimeler olsun. O halde X \ A ve X \ B zayidpgy**-kapali kimelerdir. (X \
A) O (X \ B)OC ve gopr-acik olsun. X \ A ve X \ B zayifogpr**-kapali kiimeler

oldugundan

o-pcl(int(X\A)) O C
ve

o-pel(int(X\B)) O C
olur.

Buradan X \ A ve X \ B kimelerinin agik kimeledogunu da dikkate

alirsak
5-pel(int((X \A) O (X \B))) O cl(int(X \ A)) O cl(int(X \ B))
=5-pel(int(X \ A)) O 3-pel(int(X \ B))
0c
olur.

Sonug olarak

45



BOLUM 5. TOPOLOJiK UZAYLARDA ZAYIE g &pr+*-

Sercan OLMEZ

(X\A) O (X\B)=X\(An B)

zayif gppre*-kapal kiimedir.

Yani An B zayif gppr**-acgik kiime olur.
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BOLUM 6

TOPOLOJIK UZAYLARDA

ZAYIF g dpr*-KAPALI KUMELER

VE

ZAYIF g dpr**-KAPALI KUMELER

Teorem 6.1. K,1) bir topolojik uzay ve AlX olsun. Eer A kimesi zayif
gopr*-kapal kiime ise zayifogpr*-kapali kimedir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A [1 B ve B @pr-acik kime
kimesini alalim. A kiimesi zayifogr*-kapali old@gundan cl(int(A))JB dir. Bu

durumda
d-pcl(int(A)) O cl(int(A)) O B
olur.
Yani
o-pcl(int(A)) O B
elde ederiz.

O halde A kiimesi zayifogr**-kapalidir.

Uyari 6.2. Her zayif gpr*-kapali kime zayif §pr*-kapali olmak
zorunda dgildir.
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Ornek 6.3. X={a,b,c,d} ={X, O {b,d},{a,b,d}{b,c,d}} olmak izere
A={b,d} kiimesini alalim.

Buradan A zayif gpr**-kapali kimedir.

Ancak A zayif gpr*-kapali kime dgildir.

Teorem 6.4. K,1) bir topolojik uzay ve Al1X olsun. (int(A))” O

(int(A)) ¥~ olsun. Bu durumda A kiimesi zayibgr**-kapall ise zayif gpr*-

kapalidir.

Ispat:

(X,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A O B ve B gpr-acik kime
olsun. (int(A))” U (int(A)) ¥~ oldusundan

cl(int(A)) O &-pcl(int(A))

olacaktir.
Ayrica
d-pcl(int(A)) O cl(int(A))
oldugundan
d-pcl(int(A)) = cl(int(A))
olacaktir.

Bu durumda A kiimesi zayibgr**-kapali olduzundan
cl(int(A)) = 6-pcl(int(A)) O B
elde ederiz.

O halde A kiimesi zayifogr*-kapalidir.
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Teorem 6.5. K,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi zayif

gopr*-acik ise zayif gpr**-aciktir.

Ispat:

(X,7) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesi zayif gpr*-acik olsun.
X\ A zayif @pr*-kapalidir. X\ A B ve B gpr-acik kiimesini alalim.

Bu durumda

5-pel(int(X \ A)) O cl(int(X \ A)) O B

elde ederiz. O hald&-pcl(int(X \ A)) O B ve X \ A zayif gpr*-kapali olur.
Yani A kiimesi zayif gpr**-aciktir.

Uyari 6.6. Her zayif gpr*-acik kime zayif gpr*-acik olmak zorunda
degildir.

Teorem 6.7. K,t) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kiimesi zayif

gdpr*-acik ve (int(X \ A))~ O (int(X \ A)) ©~ ise A kimesi zayif gpr*-agiktir.

Ispat:

(X,1) bir topolojik uzay ve A1X olsun. A kimesi zayif gpr**-acik ise X
\ A zayif ppr=*-kapalidir. Ayrica (int(X \ A)Y O (int(X \ A)) ®~ oldugundan

cl(int(X \ A)) = 5-pcl(int(X \ A))

olacaktir.
O halde X \ Al B olan her B gpr-acik icin

cl(int(X \ A)) = s-pcl(int(X \ A)) U B

elde ederiz.

Yani X \ A kimesi zayif gpr*-aciktir.
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O halde A kiimesi zayifogr*-kapalidir.
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