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ÖZET 

                                                     Yüksek Lisans Tezi 

,ߪ)                                   ߬) −TÜREVLİ ASAL HALKALAR İLE İLGİLİ BAZI      

                         GENELLEŞTİRMELER 

                                                         Seda OĞUZ 

       Cumhuriyet Üniversitesi 

        Fen Bilimleri Enstitüsü 

       Matematik Anabilim Dalı 

                                                 Danışman: Doç. Dr. Öznur GÖLBAŞI 

Bu tez üç bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde tez konusuyla ilgili genel bilgiler verilmiştir.  

İkinci bölümde tez konusuyla ilgili yapılmış olan çalışmalar özetlenmiştir. 

Üçüncü bölümde ise Posner’ın Herstein’in ve Daif-Bell’in teoremleri [Asraf 2002], [Aydın-

Kaya 1992] ve [Aydın 2008] çalışmaları esas alınarak, ܴ asal halkasının sıfırdan farklı ve her 

ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ şartını sağlayan bir Lie ideali ve (ߪ, ߬) −türevi için ispatlanmıştır. 

Anahtar Kelimeler: Türev, Lie ideal, (ߪ, ߬) −  .merkezil dönüşüm ,ݒ݁ݎüݐ
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SUMMARY 

MSc Thesis 

                                       SOME GENERALIZATIONS IN PRIME RINGS WITH  

,ߪ)                                                                    ߬) −DERIVATION 

                                                                        Seda OĞUZ 

             Cumhuriyet University 

                                                 Graduate School of Natural and Applied 

                                                  Science of Department of Mathematics 

       Supervisor: Asoc. Prof. Dr. Öznur GÖLBAŞI 

 

The thesis can be divided into three sections. 

In Section I, a descriptive introduction was provided on the general terminology of the 

subject. 

In Section II, some important research articles relevant to the subject were discussed. 

The final section describes the work performed on the subject. It was based on Posner’s, 

Herstein’s and Daif-Bell’s and tried to prove that every ݑ ∈ ܷ for ݑଶ ∈ ܷ, where ܷ is not equal to 

zero of ܴ prime ring satisfies the condition for Lie ideal and (ߪ, ߬) −  .݊݋݅ݐܽݒ݅ݎ݁݀

Key Words: Derivation, Lie ideal, (ߪ, ߬) −  .centralizing map ,݊݋݅ݐܽݒ݅ݎ݁݀
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GİRİŞ 

 

ܴ bir halka, ݀: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܴ için  

(ݕݔ)݀ = ݕ(ݔ)݀ +   (ݕ)݀ݔ

koşulu sağlanıyor ise ݀ ye ܴ halkasının bir türevi denir.                                      

Asal halkaların türevleri üzerine ilk çalışma 1957 yılında E.C. Posner tarafından 

yapılmıştır. Bu çalışmada Posner, asal halkaların değişmeliliğini türev yardımıyla incelemiştir. 

Son 50 yıldır türevler ve halka yapısı arasındaki ilişkiyi inceleyen pek çok çalışma yapılmıştır. 

Teorinin gelişimiyle beraber daha sonraki yıllarda farklı türev kavramları tanımlanmış, asal 

halkalarda bu türevlerin sağladığı özellikler incelenmiştir. Bu türev kavramları içinde 

genelleştirilmiş türevler ve  (ߪ, ߬) − türevler yer almaktadır. 

ܴ bir halka, ݂: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

(ݕݔ)݂ = ݕ(ݔ)݂ +   (ݕ)݀ݔ

koşulunu sağlayan bir ݀: ܴ → ܴ türevi varsa ݂ ye ܴ halkasının ݀ ile belirlenmiş genelleştirilmiş 

türevi denir. Bu tanım 1989 yılında Bresar tarafından verilmiştir. Hvala 1998 de asal halkaların 

genelleştirilmiş türevlerinin cebirsel özelliklerini incelemiştir. Daha önce adi türevli asal halkalar 

için elde edilmiş bazı sonuçlar genelleştirilmiş türevler için araştırılarak önemli bulgular elde 

edilmiştir. Bu çalışmalar zamanla asal halkalardan, halkanın ideali ve Lie idealleri üzerinde 

incelenmeye başlanmıştır. Bir taraftan da türev yerine (ߪ, ߬) −  alınarak önemli sonuçlar ݒ݁ݎüݐ

elde edilmiştir. 

ܴ bir halka, ݀: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun. ߪ, ߬: ܴ → ܴ iki fonksiyon olmak üzere 

her ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

(ݕݔ)݀ = (ݕ)ߪ(ݔ)݀ +   (ݕ)݀(ݔ)߬

koşulu sağlanıyorsa ݀ ye ܴ halkasının bir (ߪ, ߬) −  .denir ݅ݒ݁ݎüݐ

Bir ܴ halkasında ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݕݔ −  elemanı komütatör çarpım olarak adlandırılır ve ݔݕ

,ݔ] ݖ} .ile gösterilir [ݕ ∈ ݔݖ|ܴ = ,ݖݔ ݔ∀ ∈ ܴ}  kümesine ise ܴ halkasının merkezi denir ve ܼ ile 

gösterilir.  

ܺ ve ܻ, ܴ halkasının iki alt kümesi olsun. [ܺ, ܻ] ile ݕݔ − ݔ ,ݔݕ ∈ ܺ, ݕ ∈ ܻ elemanları 

tarafından üretilen toplamsal alt grup gösterilir. Buna göre, ܷ, ܴ halkasının bir toplamsal alt grubu 

olmak üzere eğer [ܷ, ܴ] ⊆ ܷ oluyorsa ܷ ya ܴ halkasının bir Lie ideali denir. 

Bu tanımlar ışığında ߪ, ߬: ܴ → ܴ iki fonksiyon olmak üzere her ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

(ݕ)ߪݔ  − ,ݔ] elemanı ile ݔ(ݕ)߬ ,ߪ) ఙ,ఛ ile gösterilir ve[ݕ ߬) −komütatör çarpım olarak adlandırılır. 
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ఙ,ఛܥ  = {ܿ ∈ (ݔ)ߪܿ|ܴ = ,ܿ(ݔ)߬ߪ ݔ∀ ∈ ܴ} kümesine ise ܴ halkasının (ߪ, ߬) −merkezi denir. 1 

birim dönüşüm olmak üzere ܴ halkasının (1,1) −merkezinin ܼ olduğu açıktır.  

ܵ, ܴ halkasının boş kümeden farklı bir alt kümesi ܨ: ܴ → ܴ bir dönüşüm olmak üzere eğer 

her ݔ ∈ ܴ için [(ݔ)ܨ, [ݔ = 0 oluyorsa ܨ ye ܴ halkasının bir kommuting (commuting) dönüşümü 

denir. Benzer şekilde her ݔ ∈ ܴ için [(ݔ)ܨ, [ݔ ∈ ܼ sağlanıyorsa ܨ ye ܴ halkasının merkezil 

dönüşümü denir.  

1957 yılında E. C. Posner merkezil türeve sahip olan bir asal halkanın değişmeli olduğunu 

ispatlamıştır. Bu teorem Posner’ın II. Teoremi olarak da adlandırılır. Posner dan sonra pek çok 

yazar bu konuyla ilgili halkanın uygun bir alt kümesini alarak genelleştirmeler yapmıştır. 1973 de 

R. Awtar Lie idealler üzerinde merkezil olan türevleri incelemiştir. Aynı teorem P.H. Lee ve T.K. 

Lee tarafından ܷ, ܴ asal halkasının bir Lie ideali ve her ݑ ∈ ܷ için [݀(ݑ), [ݑ ∈ ܼ koşulu altında  

ܷ ⊂ ܼ olduğu gösterilerek ispatlanmıştır. Bu teorem 2006 yılında N. Argaç ve E. Albaş tarafından 

asal halkada genelleştirilmiş türev alınarak incelenmiştir. 2009 yılında Ö. Gölbaşı  ise aynı teoremi 

ܴ yarıasal halka, ݂, ܴ nin genelleştirilmiş türevi için ispatlamıştır. Öte yandan kommuting 

(commuting) veya merkezil dönüşümler bir halkanın ܶ otomorfizması ve hatta 

ܶ toplamsal dönüşümü için de incelenmiştir. Bu konuyla ilgili çeşitli çalışmalar vardır.  

Posner’ın bu teoremi ݀ türevi yerine (ߪ, ߬) −türev alınarak da araştırılmıştır. Y. Hirano ve 

H. Tominaga bir ܴ asal halkasının sıfırdan farklı ܷ Lie ideali ve ݀, (ߪ, ߬) −türev olmak üzere 

her ݑ ∈ ܷ için [݀(ݑ), [ݑ = 0 sağlanıyorsa ܴ nin değişmeli halka olduğunu ispatlamışlardır. Daha 

sonra bu teorem N. Argaç, A. Kaya ve A. Kısır tarafından ݀, ,ߪ) ߬) − ܷ ve ݒ݁ݎüݐ ≠ 0 sağ ideal 

olmak üzere her ݑ ∈ ܷ için [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ = 0 sağlanıyor ise ܴ değişmelidir veya ߪ = ߬ dur 

sonucuna genelleştirilmiştir. 1988 yılında K. Kaya ise bu sonucu 

"her ݑ ∈ ܷ için        [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ ∈ ఙ,ఛܥ ,  ise ܴ değişmelidir" biçminde araştırmıştır. Aynı teoremler 

2002 yılında M. Asraf ve N.Rehman tarafından ele alınmıştır. 

1979 yılında I. N. Herstein, ܴ, karakteristiği ikiden farklı asal olan bir halka için 

[ܽ, ݀(ܴ)] = 0 koşulunu sağlayan ܽ elemanının halkanın merkezinde olduğunu ispatlamıştır. 

Herstein’ın bu teoremi [ܽ, ݀(ܴ)] ⊂ ܼ koşulu altında P. H. Lee ve T. K. Lee tarafından, ܷ, ܴ 

halkasının  merkezi tarafından kapsanılmayan bir Lie ideali olmak üzere [ܽ, ݀(ܷ)] = 0 koşulu 

altında ise J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafından genelleştirilmiştir. Daha sonra P. H. 

Lee ve T. K. Lee, ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali ve [ܽ, ݀(ܷ)] ⊂ ܼ iken ܽ ∈ ܼ olduğunu kanıtladılar. 

N.Argaç ve E. Albaş, bu koşulu 2004 yılında ܴ asal halkası üzerinde genelleştirilmiş türev için, Ö. 

Gölbaşı ve K. Kaya ise, ܷ, ܴ halkasının Lie ideali ve (݂, ݀), genelleştirilmiş türevi için incelediler. 

Aynı teorem N. Aydın ve K. Kaya tarafından ise ܴ asal halkasının bir ݀ (ߪ, ߬) −  için  ݅ݒ݁ݎüݐ

 [݀(ܴ), ܽ]ఙ,ఛ ⊂ ఙ,ఛܥ  ise ܽ ∈ ܼ biçiminde genelleştirildi. 
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Öte yandan 1992 yılında Daif ve Bell tarafından “݀, ܴ yarı-asal halkasının sıfırdan farklı 

türevi ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali olmak üzere aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa ܫ, ܴ 

halkasının merkezindedir; 

i. ݀([ݔ, ([ݕ = ,ݔ]∓ ,[ݕ ,ݔ∀ ݕ ∈  ,ܫ

ii. ݔ, ݕ ∈ ,ݔ])݀ için ܫ ([ݕ = ,ݔ] ,ݔ])݀ veya [ݕ ([ݕ = ,ݔ]−  ”.[ݕ

teoremi ispatlandı. Bu sonuç 2006 yılında N. Argaç tarafından incelendi. Ö. Gölbaşı aynı 

sonucu bir yarı-asal halkada (݂, ݀) genelleştirilmiş türevi için, Ö. Gölbaşı ve E. Koç ise bir asal 

halkanın Lie ideali için genelleştirdi. 

Bu çalışmanın amacı Posner’ın, Herstein’in, Daif-Bell’in yukardaki teoremlerini ܴ asal 

halkasının her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ şartını sağlayan bir ܷ Lie ideali ve ݀, ,ߪ) ߬) −türevi için 

ispatlamaktır. 
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I. BÖLÜM  

 

                                                                 GENEL BİLGİLER 

Tanım 1.1: ܴ, boş olmayan bir küme ve ܴ üzerinde toplama ve çarpma  ikili işlemleri 

tanımlı olsun. Buna göre aşağıdaki koşulları sağlarsa ܴ ye bir halka denir ve (ܴ, +, . ) ile gösterilir. 

i. (ܴ, +) değişmeli grup,  

ii. ∀ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܴ  için  ܽ(ܾܿ) = (ܾܽ)ܿ, 

iii. ∀ܽ, ܾ, ܿ ∈ ܴ    için  ܽ(ܾ + ܿ) = ܾܽ + ܽܿ ve (ܽ + ܾ)ܿ = ܽܿ + ܾܿ. 

Ayrıca 

     iv. ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ  için  ܾܽ = ܾܽ ise ܴ halkasına değişmeli (komütatif) halka denir.  

      v. ∀ܽ ∈ ܴ için ܽ. 1ோ = 1ோ . ܽ
  
olacak şekilde 1ோ ∈ ܴ varsa ܴ halkasına birimli halka denir.  

Tanım 1.2: ܴ bir halka ve ܵ, ܴ nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer ܵ kümesi ܴ deki 

toplama ve çarpma işlemleri altında bir halka ise ܵ ye ܴ nin alt halkası denir. 

Tanım 1.3: ܴ bir halka ve ܫ, ܴ nin bir alt halkası olsun.  

i. Her ݎ ∈ ܴ, ܽ ∈ ܽݎ için ܫ ∈  ,ya ܴ halkasının sol ideali ܫ ise ܫ

ii. Her ݎ ∈ ܴ, ܽ ∈ ݎܽ için ܫ ∈  .ya ܴ halkasının sağ ideali denir ܫ ise ܫ

 .ya ܴ halkasının bir ideali denir ܫ nin hem sol, hem de sağ ideali ise ܴ ,ܫ           

Tanım 1.4: ܴ bir halka ve ܤ ,ܣ ve ܲ, ܴ nin idealleri olsun. ܤܣ ⊆ ܲ olduğunda ܣ ⊆ ܲ veya 

ܤ ⊆ ܲ oluyorsa ܲ ye ܴ halkasının asal ideali denir. 

Teorem 1.5: ܴ bir halka ve ܲ, ܴ nin bir ideali olsun. Buna göre aşağıdakiler denktir.  

(1) ܲ asal idealdir. 

(2) ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ için ܴܾܽ ⊆ ܲ ise ܽ ∈ ܲ veya ܾ ∈ ܲ dir.  

(3) ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ için (ܽ)(ܾ) ⊆ ܲ ise ܽ ∈ ܲ veya ܾ ∈ ܲ dir. 

(4) ܷ, ܸ  ܴ halkasının iki sol ideali olmak üzere ܷܸ ⊆ ܲ iken ܷ ⊆ ܲ veya                                

ܸ ⊆ ܲ dir.  

(5) ܷ, ܸ  ܴ halkasının iki sol ideali olmak üzere ܷܸ ⊆ ܲ iken ܷ ⊆ ܲ veya 

         ܸ ⊆ ܲ dir.                                                                                                                                                                               

İspat: (1)  (2):  ܲ asal ideal olsun. ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ için ܴܾܽ ⊆ ܲ olduğunu kabul edelim. Bu 

durumda ܴܴܾܴܽ ⊆ ܲ olur. Buradan ܴܴܴܾܴܽ ⊆ ܲ olur. ܲ asal ideal olduğu için ܴܴܽ ⊆ ܲ veya 
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ܴܾܴ ⊆ ܲ bulunur. (ܽ) = ଷܣ .olsun ܣ ⊆ ܴܴܽ ⊆ ܲ ve yine ܲ asal ideal olduğundan ܣଶ ⊆ ܲ veya 

ܣ ⊆ ܲ olur. Böylece ܣ = (ܽ) ⊆ ܲ elde edilir. Buradan  ܽ ∈ ܲ bulunur. Benzer şekilde ܾ ∈ ܲ 

gösterilir.  

(2) (3): ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ için ܴܾܽ ⊆ ܲ ise ܽ ∈ ܲ veya ܾ ∈ ܲ olsun. Kabul edelim ki 

 (ܽ)(ܾ) ⊆ ܲ olsun. Bu durumda; ܴܾܽ ⊆ (ܽ)(ܾ) ⊆ ܲ olduğundan ܴܾܽ ⊆ ܲ olur. Hipotezden, 

ܽ ∈ ܲ veya ܾ ∈ ܲ dir.  

(3) (4): ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ için (ܽ)(ܾ) ⊆ ܲ ise ܽ ∈ ܲ veya ܾ ∈ ܲ olsun. ܷ, ܸ ܴ halkasının iki sol 

ideali ve ܷܸ ⊆ ܲ olsun. Bu durumda ܷ ⊄ ܲ olduğunu kabul edelim. Bu durumda ݑ ∈ ܷ ve ݑ ∉ ܲ 

olacak biçimde bir ݑ elemanı vardır. Keyfi bir ݒ ∈ ܸ alalım. (ݑ)(ݒ) ⊆ ܷܸ + ܷܸܴ ⊆ ܲ dir. Bu 

durumda  hipotezden ݑ ∈ ܲ veya ݒ ∈ ܲ olur.  

(3) (5): Benzer şekilde gösterilir.  

(4) (1) : Tanımdan (4) (1) ve (5) (1) olduğu açıktır.  

Tanım 1.6: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.  

Önerme 1.7: ܴ bir halka olsun. Buna göre aşağıdakiler denktir.  

(1) ܴ asal halkadır.  

(2) Eğer ܽ, ܾ ∈ ܴ için ܴܾܽ = (0) ise bu durumda ܽ = 0 veya ܾ = 0 dır. 

(3) ܴ  halkasının sıfırdan farklı her sağ idealinin sağ sıfırlayanı sıfırdır.  

(4) ܴ  halkasının sıfırdan farklı her sol idealinin sol sıfırlayanı sıfırdır.  

İspat: : (1)  (2):  ܴ asal halka olsun. Bu durumda (0) ideali asal idealdir.   ∀ܽ, ܾ ∈ ܴ için 

ܴܾܽ = (0) olduğunu kabul edelim. Teorem 1.5 (2) den ܽ ∈ (0) veya ܾ ∈ (0) dır. Bu durumda  

ܽ = 0 veya ܾ = 0 olur.  

(2) (3): ܫ, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. ܴ halkasının sağ idealinin sağ 

sıfırlayanı kümesi ܣ = {ܽ ∈ ܽݔ|ܴ = 0, ݔ∀ ∈  sağ ideal ܫ ile tanımlansın. Bu durumda {ܫ

olduğundan ܣܴܫ ⊆ ܣܫ = {0} olur. Hipotezden ܫ = {0} veya ܣ = {0} dır. ܫ ≠ {0} olduğundan 

ܣ = {0} elde edilir. 

(2) (4): Benzer şekilde gösterilir. 

(4) (1): Tanımdan açıktır. 

Tanım 1.8: ܴ bir halka ve ܫ, ܴ halkasının bir ideali olsun. ܫ௡ = (0) olacak biçimde 

∃݊ ∈ ܼା varsa ܫ ya  ܴ nin nilpotent ideali denir. 

Tanım 1.9: ܴ bir halka, ܣ ve ܳ,  ܴ halkasının iki ideali olsun. ܣଶ ⊆ ܳ iken ܣ ⊆ ܳ ise  ܳ 

idealine ܴ halkasının yarı-asal ideali denir. 
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Teorem 1.10: ܴ bir halka ve ܳ, ܴ halkasının bir ideali olsun. Buna göre aşağıdakiler 

denktir. 

       i. ܳ yarı-asal idealdir 

      ii. ܽ ∈ ܴ için ܴܽܽ ⊆ ܳ ise ܽ ∈ ܳ 

    iii. ܽ ∈ ܴ için (ܽ)ଶ ⊆ ܳ ise ܽ ∈ ܳ     

     iv. ܷ, ܴ halkasının bir sağ ideali ve ܷଶ ⊆ ܳ ise ܷ ⊆ ܳ 

      v. ܷ, ܴ halkasının bir sol ideali ve ܷଶ ⊆ ܳ ise ܷ ⊆ ܳ     

İspat: İspat Teorem 1.5 e benzer şekilde yapılır.        

            Tanım 1.11: ܴ bir halka olsun. 

       i. ܽ ∈ ܴ için, ܽ௡ = 0 olacak biçimde bir ݊ pozitif tamsayısı var ise ܽ elemanına halkanın 

nilpotent elemanı denir. ܽ௡ = 0  fakat ܽ௡ିଵ ≠ 0 ise ݊ pozitif tamsayısına ܽ elemanının 

nilpotentlik indeksi denir. 

      ii. ܣ, ܴ halkasının bir ideali olsun. ܣ nın keyfi olarak alınan ܽଵ, ܽଶ, … , ܽ௡ elemanları için, 

 a1.a2…. ܽ௡= 0 ise ܣ idealine ܴ halkasının nilpotent ideali denir. 

Tanım 1.12: Sıfırdan farklı nilpotent ideali olmayan halkaya yarı-asal halka denir. 

Tanım 1.13: ܴ bir halka olsun. ∀ܽ ∈ ܴ için ݊ܽ = 0 olacak biçimde bir ݊ pozitif tamsayısı 

var ise böyle ݊ lerin en küçüğüne ܴ halkasının karakteristiği denir ve ܿℎܴܽݎ = ݊ ile gösterilir. 

Tanım 1.14: ܴ bir halka ve ݉ ≠ 0 bir tamsayı olsun. Her ݔ ∈ ܴ için ݉ݔ = 0 olduğunda 

ݔ = 0 oluyorsa ܴ halkasına ݉- torsion free halka denir.  

Tanım 1.15: ܺ, ܴ halkasının boş kümeden farklı bir alt kümesi olsun.         

(ܺ)ோܥ   = {ܽ ∈ ܽݔ|ܴ = ,ݔܽ ݔ∀ ∈ ܺ} kümesine ܺ in ܴ deki  merkezleştiricisi denir. 

Tanım 1.16: ܴ bir halka olsun. ܼ = ݖ} ∈ ݖݔ|ܴ = ,ݔݖ ݔ∀ ∈ ܴ} kümesine ܴ halkasının 

merkezi denir. ܼ, ܴ nin bir alt halkasıdır. 

Önerme 1.17: ܴ bir asal halka olsun. Eğer ܾܽ, ܾ ∈ ܼ ise bu durumda ܾ = 0 veya ܽ ∈ ܼ dir.  

İspat: ܾܽ, ܾ ∈ ܼ olsun. ∀ݔ ∈ ܴ için ܾܽݔ = ݔܾܽ =  olur. Buradan ܾݔܽ

ݔܽ) − ܾ(ܽݔ = 0, ݔ∀ ∈ ܴ                                          (1.1) 

elde edilir. (1.1) de ݔ yerine ݕݔ, ݕ ∈ ܴ alınırsa; 

0 = ݕݔܽ) − ܾ(ܽݕݔ = ܾݕݔܽ −   ܾܽݕݔ

   = ܾݕݔܽ − ܾݕܽݔ + ܾݕܽݔ −  ܾܽݕݔ
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   = ݔܽ) − ܾݕ(ܽݔ + ݕܽ)ݔ −  ܾ(ܽݕ

olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1.1) den dolayı sıfırdır. Böylece 

ݔܽ) − ܾܴ(ܽݔ = (0), ݔ∀ ∈ ܴ                                                      (1.2) 

olduğu görülür. ܴ asal halka olduğu için (1.2) den; 

ܾ = 0 veya ܽ ∈ ܼ 

bulunur.  

          Önerme 1.18: ܴ bir yarı-asal halka olsun. ܽ elemanı ܴ halkasının sıfırdan  

farklı bir sağ idealini merkezlesin. Bu durumda ܽ ∈ ܼ dir. 

İspat: ܫ, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. ܽܫ =  .olduğunu kabul edelim ܽܫ

Bu durumda ∀ݔ ∈ ܽݔ için ܫ = ݎ∀ sağ ideal olduğundan ܫ ve  ݔܽ ∈ ܴ için ܽݎݔ =  dir. Yani ݎݔܽ

0 = ,ݎݔ] ,ݎ]ݔ=[ܽ ܽ] + ,ݔ] ,ݎ]ݔ dir. Bu durumda ݎ[ܽ ܽ] = 0, yani ܫ[ܴ, ܽ] = 0 elde edilir. 

ܫ  ≠ {0} olduğundan ܽ ∈ ܼ bulunur. 

Önerme 1.19: ܴ bir yarı-asal halka ve 0 ≠ ܽ ∈ ܴ olsun. Her ݔ ∈ ܴ için  

ݔܽ)ܽ − (ܽݔ = 0 oluyorsa bu durumda ܽ ∈ ܼ dir.  

İspat: ݔ, ݎ ∈ ܴ için hipotezden;  

(ݎݔ)ܽ)ܽ − (ܽ(ݎݔ) = 0                                          (1.3)  

olur. ܽ(ݎݔ) − ܽ(ݎݔ) = ݔܽ) − ݎ(ܽݔ + ݎܽ)ݔ −  olduğu (1.3) de yerine yazılır ve yine (1.3) (ܽݎ

eşitliği kullanılırsa; 

ݎܽ)ݔܽ − (ܽݎ = 0, ,ݔ∀ ݎ ∈ ܴ  

elde edilir. Bu ise 

ݎܽ) − ݎܽ)ܴ(ܽݎ − (ܽݎ = (0), ݎ∀ ∈ ܴ  

olduğunu verir. ܴ yarı-asal halka olduğundan ∀ݎ ∈ ܴ için ܽݎ = ܽ elde edilir. Böylece ܽݎ ∈ ܼ 

bulunur.  

Önerme 1.20: Bir asal halkanın merkezinde sıfırdan farklı nilpotent elemanı yoktur.  

İspat: ܴ bir asal halka ve ܼ, ܴ nin merkezi olsun. 

Kabul edelim ki 0 ≠ ܽ ∈ ܼ için ܽଶ = 0 olsun. ܽ ∈ ܼ olduğundan ∀ݔ ∈ ܴ için ܽݔ =  .dır ܽݔ

Eşitliğin her iki tarafı soldan ܽ ile çarpılırsa;  

ܽଶݔ =   ,ܽݔܽ
elde edilir. Bu durumda   

0 =   ܽݔܽ
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olur. Yani; 

ܴܽܽ = 0  

bulunur. ܴ asal halka olduğundan ܽ = 0 elde edilir. Bu ise kabulümüzle çelişir. O halde asal 

halkanın merkezinde nilpotent eleman yoktur. 

Tanım  1.21: ܴ bir halka olsun. 0 ≠ ܽ ∈ ܴ elemanı için ܾܽ = 0  (veya ܾܽ = 0) olacak 

şekilde en az bir 0 ≠ ܾ ∈ ܴ bulunabilirse ܽ ya halkanın bir sol sıfır böleni ( veya sağ sıfır böleni) 

denir. 

Tanım  1.22: ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݕݔ − ,ݔ] ifadesi komütatör çarpımı olarak adlandırılır ve ݔݕ  [ݕ

ile gösterilir. 

Özellikler: ∀ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ܴ için   

i. [ݔ + ,ݕ [ݖ = ,ݔ] [ݖ + ,ݕ]  [ݖ

ii. [ݔ, [ݖݕ = ,ݔ]ݕ [ݖ + ,ݔ]  ݖ[ݕ

iii. [ݕݔ, [ݖ = ,ݕ]ݔ [ݖ + ,ݔ]  ,eşitlikleri sağlanır. Ayrıca ݕ[ݖ

iv. ൣ[ݔ, ,[ݕ ൧ݖ + ,ݕ]ൣ ,[ݖ ൧ݔ + ,ݖ]ൣ ,[ݔ ൧ݕ = 0 

eşitliğine Jacobi özdeşliği denir. 

Tanım 1.23: ܴ bir halka ve ܣ, ܴ halkasının toplamsal alt grubu olsun. ∀ܽ, ܾ ∈  için ܣ

ܾܽ − ܾܽ ∈ ܾ݋ܽ) ܣ = ܾܽ + ܾܽ ∈  .ya ܴ nin Lie ( Jordan) alt halkası denir ܣ oluyorsa (ܣ

Tanım  1.24: ܣ, ܴ halkasının bir Lie (Jordan) alt halkası ve ܷ ⊂  toplamsal alt grubu ܣ

olsun. ∀ݑ ∈ ܷ ve ∀ܽ ∈ ܽݑ için ܣ − ݑܽ ∈ ܽݑ) ܷ + ݑܽ ∈ ܷ) oluyorsa, ܷ ya ܣ nın Lie ( Jordan) 

ideali denir. 

Örnek1.25: ܴ = ቄቀܽ ܾ
ܿ ݀ቁ ቚܽ, ܾ, ܿ, ݀ ∈  ଶቅܫ

halkasının ܷ = ቄቀܽ ܾ
ܿ ܽቁ ቚܽ, ܾ, ܿ ∈  .ଶቅ alt kümesini ele alalım. ܷ, ܴ nin bir Lie idealidirܫ

Çözüm: ݑ ∈ ܷ, ݎ ∈ ܴ için 

ݑ             = ቀܽ ܾ
ܿ ܽቁ , ܽ, ܾ, ܿ ∈ ݎ  ଶ  veܫ = ൬݁ ݂

݃ ℎ൰ , ݁, ݂, ݃, ℎ ∈  .ଶ olsunܫ

,ݑ]             [ݎ = ൤ቀܽ ܾ
ܿ ܽቁ , ൬݁ ݂

݃ ℎ൰൨ = ቀܽ ܾ
ܿ ܽቁ ൬݁ ݂

݃ ℎ൰ − ൬݁ ݂
݃ ℎ൰ ቀܽ ܾ

ܿ ܽቁ 

                     = ൬ܽ݁ + ܾ݃ ݂ܽ + ܾℎ
ܿ݁ + ܽ݃ ݂ܿ + ܽℎ൰ − ൬ܽ݁ + ݂ܿ ܾ݁ + ݂ܽ

݃ܽ + ℎܿ ܾ݃ + ܽℎ൰       

                     = ൬ܽ݁ + ܾ݃ − ܽ݁ − ݂ܿ ݂ܽ + ܾℎ − ܾ݁ − ݂ܽ
ܿ݁ + ܽ݃ − ݃ܽ − ℎܿ ݂ܿ + ܽℎ − ܾ݃ − ܽℎ൰ 
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                     = ൬ܾ݃ − ݂ܿ ܾℎ − ܾ݁
ܿ݁ − ℎܿ ݂ܿ − ܾ݃൰ ∈ ܷ  

elde edilir. Bu durumda Tanım 1.24 den ܷ, ܴ nin Lie idealidir. 

           Tanım 1.26: ܴ bir halka ve ߪ, ߬: ܴ → ܴ iki fonksiyon olsun. ݔ, ݕ ∈ ܴ için                                           

,ݔ] ఙ,ఛ[ݕ = (ݕ)ߪݔ − ,ߪ) ifadesine ݔ(ݕ)߬ ߬)- komütatör çarpımı denir. 

           Özellikler: ∀ݔ, ,ݕ ݖ ∈ ܴ için aşağıdaki bağıntılar sağlanır. 

i. [ݕݔ, ఙ,ఛ[ݖ = ,ݕ]ݔ ఙ,ఛ[ݖ + ,ݔ]  ݕ[(ݖ)߬

ii. [ݕݔ, ఙ,ఛ[ݖ = ,ݕ]ݔ [(ݖ)ߪ + ,ݔ]  ݕఙ,ఛ[ݖ

iii. [ݔ, ఙ,ఛ[ݖݕ = ,ݔ](ݕ)߬ ఙ,ఛ[ݖ + ,ݔ]  (ݖ)ߪఙ,ఛ[ݕ

iv. ൣ[ݔ, ఙ,ఛ[ݕ , ൧ݖ
ఙ,ఛ

= ,ݔൣ ,ݕ] ൧[ݖ
ఙ,ఛ + ,ݔ]ൣ ఙ,ఛ[ݖ , ൧ݕ

ఙ,ఛ
(  Jacobi özdeşliği ) 

           Tanım 1.27: ࣌ܥ,࣎ = {ܿ ∈ (ݔ)ߪܿ|ܴ = ,ߪ) kümesine ܴ halkasının {ܿ(ݔ)߬ ߬)- merkezi denir. 

           Tanım 1.28: ܴ bir halka, ݀: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

(ݕݔ)݀         = ݕ(ݔ)݀ +  (ݕ)݀ݔ

koşulunu sağlıyor ise  ݀ ye ܴ halkasında bir türevdir denir. 

           Tanım 1.29: ܴ bir halka ve ݀: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun. Her    ݔ, ݕ ∈ ܴ için; 

,ߪ ߬: ܴ → ܴ iki fonksiyon olmak üzere 

(ݕݔ)݀ = (ݕ)ߪ(ݔ)݀ +   (ݕ)݀(ݔ)߬

ise ݀ ye bir (ߪ, ߬)- türev denir.  

           Tanım 1.30: ܴ bir halka, ݂: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun.  

Eğer ∀ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

(ݕݔ)݂ = ݕ(ݔ)݂ +   (ݕ)݀ݔ

koşulunu sağlayan bir ݀: ܴ → ܴ türevi varsa ݂ ye ܴ halkasında ݀ ile belirlenmiş genelleştirilmiş 

türev denir. 

           Örnek 1.31:  

           1) Her türev bir genelleştirilmiş türevdir. 

(ݔ)݂ (2            = ݔܽ + ,ܾݔ ܽ, ܾ ∈ ܴ dönüşümü bir genelleştirilmiş türevdir. 

           Çözüm: 

         1) ݀ bir türev olsun. ݀: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olmak üzere 
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,ݔ∀  ݕ ∈ ܴ için  

(ݕݔ)݀            = ݕ(ݔ)݀ +  (ݕ)݀ݔ

dir. Eğer ݂ = ݀ seçersek Tanım 1.30 dan ݀ genelleştirilmiş türevdir.  

,ݔ∀ (2            ݕ ∈ ܴ için  

ݔ)݂            + (ݕ = ݔ)ܽ + (ݕ + ݔ) + ܾ(ݕ = ݔܽ + ݕܽ + ܾݔ +  ܾݕ

                         = ݔܽ + ܾݔ + ݕܽ +  ܾݕ

                         = (ݔ)݂ +  (ݕ)݂

olduğundan ݂: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşümdür. Diğer taraftan ∀ݔ, ݕ ∈ ܴ için  

(ݕ)݀ = ܾݕ −   ;şeklinde bir türev alınırsa ݕܾ

(ݕݔ)݂             = ݕݔܽ +  ܾݕݔ

                     = ݕݔܽ + ݕܾݔ − ݕܾݔ +  ܾݕݔ

                     = ݔܽ) + ݕ(ܾݔ + ܾݕ)ݔ −  (ݕܾ

                     = ݕ(ݔ)݂ +  (ݕ)݀ݔ

elde edilir. O halde Tanım 1.30 dan ݂, genelleştirilmiş bir türevdir.  

Önerme 1.32 (Brauer’s Trick): Bir ܩ toplamsal grubu iki öz alt grubunun bileşimi olarak 

yazılamaz. 

İspat: ܣ ve ܩ ,ܤ nin iki öz alt grubu olmak üzere ܩ = ܣ ∪ ܩ olsun. Kabul edelim ki ܤ ≠  ܣ

olsun. Bu durumda ܩ = ܩ .olduğunu görmeliyiz ܤ ≠ ݔ olduğundan ܣ ∈ ݔ ve ܩ ∉  olacak ܣ

biçimde en az bir ݔ elemanı vardır. Öte yandan ܩ = ܣ ∪ ݔ olduğundan ܤ ∈ ܩ dir. İddiamız ܤ ⊂  ܤ

dir. Eğer ܩ ⊄ ݕ olsaydı bu durumda ܤ ∈ ݕ ve ܩ ∉  elemanı var ݕ  olacak biçimde en az bir ܤ

olurdu. ܩ = ܣ ∪ ݕ olduğundan ܤ ∈   .olur ܣ

ݔ + ݕ ∈ ݔ ;dir. Gerçekten ܤ + ݕ ∉ ܩ olsaydı ܤ = ܣ ∪ ݔ olduğundan ܤ + ݕ ∈  .olurdu ܣ

ݕ ∈ ݔ toplamsal alt grup olduğundan ܣ  ve ܣ ∈ ݔ olurdu ki bu ܣ ∉  alınışıyla çelişir. O halde ܣ

ݔ + ݕ ∈ ݔ .dir ܤ ∈ ݕ toplamsal olduğundan ܤ ve ܤ ∈ ݕ olur ki bu da ܤ ∉  oluşuyla çelişir. O ܤ

halde ܩ ⊄ ܩ olamaz. Yani ܤ ⊂ ܩ dir. Böylece ܤ =   .olur ܤ

 

 

 

 

 



 11 

II. BÖLÜM 

 

           Bu bölümde konuyla ilgili bazı makaleler ispatsız olarak verilecektir. 

          

           2.1. Türevli Halkalar 

           Posner, E. C, 1957 

           Tanım 2.1.1: ܴ bir halka olsun. Her ܽ ∈ ܴ için ݕܽݔ = 0 iken ݔ = 0 veya ݕ = 0 oluyorsa ܴ 

halkasına asal halka denir. 

           Lemma 2.1.2: ݀ bir ܴ asal halkasının türevi ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer ∀ݔ ∈ ܴ için ܽ݀(ݔ) = 0 

ise bu durumda ya ܽ = 0 dır ya da ݀ = 0 dır. 

           Lemma 2.1.3: ܴ bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ bir türevi ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer her ݔ ∈ ܴ için 

(ݔ)݀ܽ = 0 ( veya ݀(ݔ)ܽ = 0) oluyorsa bu durumda ܽ = 0 veya ݀ = 0 dır.  

Lemma 2.1.4: ܴ bir asal halka ,݌  ,ݍ ݎ ∈ ܴ için ݎܽݍܽ݌ = 0, ∀ܽ ∈ ܴ olsun. Bu durumda 

,݌ ,ݍ  .lerden en az biri sıfırdır ݎ

           Teorem 2.1.5: ܴ karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka, ݀ଵ, ݀ଶ ܴ halkasının iki 

türevi olmak üzere ݀ଵ݀ଶ de bir türev ise bu durumda ݀ଵve ݀ଶ nin en az biri sıfırdır. 

           Lemma 2.1.6: ܴ bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ  bir türev olsun. Eğer her ܽ ∈ ܴ için 

 ܽ݀(ܽ) − ݀(ܽ)ܽ = 0 oluyorsa bu durumda ݀ = 0 veya ܴ halkası değişmelidir. 

           Lemma 2.1.7: ܣ bir Lie halka , ܣ ,ܫ Lie halkasının bir ideali olsun. Eğer ݀ ∈ ݔ ve her ܣ ∈  ܫ

için ݀ݔ. ݔ = 0 oluyorsa bu durumda her ܽ ∈ ܴ ve her ݔ ∈ .ܽ݀) için ܫ ݔ(ݔ = 0 olur. ( Her ݔ ∈  ܫ

için ݀ݔ. ݔ = 0 koşulunu sağlayan ݀ ∈ ܴ elemanlarının kümesi ܣ nın bir idealidir.) 

Teorem 2.1.8: ܴ bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ bir türev olsun. Eğer her ܽ ∈ ܴ için 

 ܽ݀(ܽ) − ݀(ܽ)ܽ ∈ ܼ oluyorsa bu durumda ݀ = 0 veya ܴ halkası değişmelidir. 

Awtar, R., 1973 

Lemma 2.1.9: ܴ bir asal halka ve ݀: ܴ → ܴ  bir türev olmak üzere  ∀ݔ ∈ ܴ için ܽ݀(ݔ) = 0 

sağlansın. Bu durumda eğer ݀ ≠ 0 ise ܽ = 0 dır.  

          Teorem 2.1.10: ܴ bir asal halka ve ݀: ܴ → ܴ  bir türev olsun. Eğer her ܽ ∈ ܴ için 

 ܽ݀(ܽ) − ݀(ܽ)ܽ ∈ ܼ ve ݀ sıfırdan farklı bir türev ise ܴ değişmelidir. 
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           Herstein, I.N., 1978 

Teorem 2.1.11: ܴ bir halka,  ݀: ܴ → ܴ  bir türev ve ݀ଷ ≠ 0 olsun. O zaman her ݎ ∈ ܴ için 

  .alt halkası ܴ halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar ܣ elemanları tarafından üretilen (ݎ)݀

Teorem 2.1.12: ܴ bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı bir türev olsun. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

(ݕ)݀(ݔ)݀ =  ,ise bu durumda (ݔ)݀(ݕ)݀

i. Eğer ܴ karakteristiği ikiden farklı halka ise bu durumda ܴ halkası değişmeli tamlık 

bölgesidir. 

ii. Eğer ܴ karakteristiği iki olan halka ise bu durumda ܴ halkası değişmeli  veya ܴ halkası 

merkezi üzerinde  4-boyutlu basit cebirdir. 

 

           Herstein, I.N., 1979 

Teorem 2.1.13: ܴ bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı bir türev olsun. ܽ ∈ ܴ ve her 

ݔ ∈ ܴ için ܽ݀(ݔ) =  ,ise bu durumda ܽ(ݔ)݀

i. Eğer ܴ karakteristiği ikiden farklı halka ise ܽ ∈ ܼ dir.       

ii. Eğer ܴ karakteristiği iki olan halka ise ܽଶ ∈ ܼ dir. Üstelik, ܽ ∉ ܼ ise ߣ ∈  halkasının ܴ) ܥ

genişletilmiş merkezi) olmak üzere her ݔ ∈ ܴ için ݀(ݔ) = ݔ(ܽߣ) −  .dır (ܽߣ)ݔ

 

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1981 

Teorem 2.1.14: ܴ karakteristiği ikiden farklı asal halka, 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir türev ve ܽ ∈ ܴ 

olsun. Eğer [ܽ, ݀(ܴ)] ⊆ ܼ ise bu durumda ܽ ∈ ܼ dir. 

Teorem 2.1.15: ܴ karakteristiği ikiden farklı asal halka, 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir türev olsun. Eğer 

[݀(ܴ), ݀(ܴ)] ⊂ ܼ ise bu durumda ܴ halkası değişmelidir. 

Teorem 2.1.16: ܴ karakteristiği ikiden farklı asal halka, 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir türev  olsun. 

Eğer ݀ଶ(ܴ) ⊆ ܼ ise bu durumda ܴ halkası değişmelidir. 

 

Bresar, M., 1989 

Tanım 2.1.17: ܣ bir cebir olsun. Her ݔ, ݕ ∈   için ܣ

‖ݕݔ‖ ≤   ‖ݕ‖‖ݔ‖

özelliği sağlanıyorsa ܣ ya normlu cebir, denir. 

Tanım 2.1.18: ܣ kompleks normlu cebir olsun.  
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ฮܯ௔,௕ฮ ≥ ܿ‖ܽ‖‖ܾ‖, ∀ܽ, ܾ ∈   ܣ

olacak biçimde ܿ > 0 sabiti varsa ܣ ya ultra asal denir. 

Tanım 2.1.19: ܣ kompleks normlu cebir olsun.  

ฮܯ௔,௔ฮ ≥ ܿ‖ܽ‖ଶ, ∀ܽ ∈   ܣ

 olacak biçimde ܿ > 0 sabiti varsa ܣ ya ultra yarı-asal denir. 

Tanım 2.1.20: ܣ bir halka, ߜ: ܣ → ,ݔ toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer her ܣ ݕ ∈   için ܣ

(ݕݔ)ߜ = ݕ(ݔ)ߜ +   (ݕ)ℎݔ

koşulunu sağlayan bir ℎ: ܣ →  halkasında  ile belirlenmiş genelleştirilmiş ܣ ya ߜ türevi varsa ܣ

türevi denir. 

,herhangi halka , ݀ଵ ܣ ݀ଶ ܣ da türevler, ∆( ܣ), ܣ nın genelleştirilmiş türevlerinin kümesi, ܦ 

 normlu cebir ܣ .daki bütün türevlerin kümesi olsun ܣ ,(ܣ)

iken  ∆௕(ܣ) = ߜ} ∈ :ߜ|(ܣ)∆ ܣ →  bütün sınırlı türevlerin ,(ܣ)௕ܦ ,{ sınırlı lineer operatör ܣ

kümesidir. ݀݅ݐݏ൫݀ଵ݀ଶ, ∆௕(ܣ)൯ = inf{‖݀ଵ݀ଶ − ,‖ߜ ߜ ∈ ∆௕(ܣ)} olarak alınacaktır. 

Teorem 2.1.21: ܣ ultra asal normlu cebir, ݀ଵ, ݀ଶ ∈ ,ܽ ve (ܣ)௕ܦ ܾ ∈ :௔,௕ܯ için ܣ ܣ →  ,ܣ

ݔ → ,ܽ şeklinde tanımlı dönüşüm olsun. Eğer her ܾݔܽ ܾ ∈ ௔,௕ฮܯiçin ฮ ܣ ≥ ܿ‖ܽ‖‖ܾ‖, olacak 

biçimde ܿ > 0 varsa bu durumda  

,൫݀ଵ݀ଶݐݏ݅݀ ∆௕(ܣ)൯ ≥ ௖మ

଺
‖݀ଵ‖‖݀ଶ‖ dir. 

Teorem 2.1.22: ܣ ultra yarı-asal normlu cebir ve ݀ ∈ ܽ olsun. Eğer (ܣ)௕ܦ ∈  için ܣ

ฮܯ௔,௔ฮ ≥ ܿ‖ܽ‖ଶ olacak biçimde ܿ > 0  varsa bu durumda  

,൫݀ଶݐݏ݅݀ ∆௕(ܣ)൯ ≥ ௖
ଶ

‖݀‖ଶ dir. 

Teorem 2.1.23: ܣ, Neumann cebiri olsun. Eğer ݀ଵ, ݀ଶ ∈   ise (ܣ)ܦ

,൫݀ଵ݀ଶݐݏ݅݀ ൯(ܣ)∆ ≤ ଵ
ଶ

‖݀ଵ‖‖݀ଶ‖ dir. Her ݀ ∈ ,൫݀ଶݐݏ݅݀ için (ܣ)ܦ ∆௕(ܣ)൯ ≥ ଵ
ଶ

‖݀‖ଶ  dir. 

 

           Daif, M.N. ve Bell, H.E., 1992 

Lemma 2.1.24: ܴ bir yarıasal halka ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer ݖ ∈ ܴ 

elemanı [ܫ,  .idealini de merkezler ܫ ,ݖ  kümesini merkezlerse bu durumda [ܫ
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Lemma 2.1.25: 

 .sıfırdan farklı bir merkezil ideali olan bir asal halka ise bu durumda ܴ değişmelidir ܴ (ࢇ)         

 bir yarıasal halka ise bu durumda ܴ nin sıfırdan farklı bir idealinin merkezi, ܴ nin ܴ (࢈)         

merkezi tarafından kapsanır.  

Teorem 2.1.26: ܴ bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ bir türev ve ܭ, ܴ nin sıfırdan farklı                    

ݕݔ “ + (ݕݔ)݀ = ݔݕ + ,(ݔݕ)݀ ,ݔ∀ ݕ ∈ ݕݔ veya ܭ − (ݕݔ)݀ = ݔݕ − ,(ݔݕ)݀ ,ݔ∀ ݕ ∈  koşulunu ” ܭ

sağlayan bir ideali olsun. Bu durumda ܴ değişmelidir. 

Teorem 2.1.27: ܴ bir yarı-asal halka ܴ nin ݀ türevi ݕݔ + (ݕݔ)݀ = ݔݕ + ,(ݔݕ)݀ ,ݔ∀ ݕ ∈ ܴ 

veya ݕݔ − (ݕݔ)݀ = ݔݕ − ,(ݔݕ)݀ ,ݔ∀ ݕ ∈ ܴ koşullarından birini sağlarsa bu durumda  ܴ 

değişmelidir. 

Teorem 2.1.28: ܴ bir yarı-asal halka, ݀: ܴ → ܴ bir türev ve ܭ, ܴ nin sıfırdan farklı 

ݕݔ“ + (ݕݔ)݀ = ݔݕ + ,(ݔݕ)݀ ,ݔ∀ ݕ ∈ ݕݔ veya ܭ − (ݕݔ)݀ = ݔݕ − ,(ݔݕ)݀ ,ݔ∀ ݕ ∈  koşulunu ” ܭ

sağlayan bir ideali olsun. Bu durumda  ܭ bir merkezi idealdir. 

 

Hvala, B., 1998 

Bu makalede ܴ karakteristiği ikiden farklı asal halka, ܳ௥(ܴ) ve ܳ௦(ܴ)  sırasıyla sağ ve sol 

simetrik Martindale kesirler halkası (quotient halkası), ܥ genişletilmiş merkezi, ܴ஼ =  merkezi ܥܴ

kapanışı olarak alınmıştır. 

Önerme 2.1.29: ௝݂ : ܴ → :ve ℎ௜ ܣ ܴ → ܴ஼  herhangi dönüşümler ve ௝ܽ , ܿ௜ ∈ ܴ olmak üzere 

    0
11




k

i
ii

n

j
jj xzhcxazf , Rzx  ,   

olsun. Eğer {ܽଵ, ܽଶ, … ܽ௡} ve {ܿଵ, ܿଶ, … ܿ௞} kümeleri ܥ-bağımsız ise        

           



k

i
ijij zqczf

1

,   ,
1




n

j
jiji xaqxh Rzx  , , ki ,...,2,1 , nj ,...,2,1  

olacak biçimde ݍ௜௝ ∈ ܳ௥(ܴ஼), ݅ = 1,2, … , ݇, ݆ = 1,2, … ݊ vardır. 

Lemma 2.1.30: ݂: ܴ → ܴ஼  toplamsal dönüşüm ve her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕݔ) =  .olsun ݕ(ݔ)݂

Bu durumda her ݔ ∈ ܴ için ݂(ݔ) = ݍ olacak biçimde ݔݍ ∈ ܳ௥(ܴ஼)  vardır.   

Lemma 2.1.31: ܴ değişmeli olmayan halka ve ܨ: ܴ →  genelleştirilmiş türev olsun. Bu ܥ

durumda ܨ = 0 dır. 

Lemma 2.1.32: ܽ, ܾ ∈ :݂ ve ܣ ܴ → (ݔ)݂ ,ܣ =  ݂ şeklinde bir dönüşüm olsun. Eğer ܾݔܽ

genelleştirilmiş türev ise bu durumda ܽ ∈ ܾ veya ܥ ∈     .dir ܥ
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Rehman, N.U., 2002 

Lemma 2.1.33: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin bir Lie ideali olsun. Eğer ܷ, ܴ 

nin bir değişmeli Lie ideali  ise bu durumda ܷ ⊆ ܼ(ܴ) dir. 

Teorem 2.1.34: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܷ, ܴ nin her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali, ܨ: ܴ → ܴ sıfırdan farklı ݀ türevi ile belirlenmiş bir 

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için [(ݑ)ܨ, [ݑ = 0 ise  bu durumda ܷ ⊆ ܼ(ܴ) dir. 

Sonuç 2.1.35: ܴ bir asal halka olsun. Eğer ܴ halkası, ∀ݔ ∈ ܴ için [(ݔ)ܨ, [ݔ = 0 ve ݀ ≠ 0 

olacak şekilde ݀ ile belirlenmiş bir ܨ genelleştirilmiş türevine sahip ise bu durumda ܴ 

değişmelidir. 

Teorem 2.1.36: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ܴ halkası, ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݑ])ܨ, ([ݒ = ,ݑ]  [ݒ

olacak şekilde, ݀ türevi ile belirlenmiş bir genelleştirilmiş ܨ türevine sahip ve ݀ ≠ 0 ise bu 

durumda ܷ ⊆ ܼ(ܴ) veya ܨ = 0 dır. 

Teorem 2.1.37: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ܴ halkası, her ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݑ])ܨ, ([ݒ + ,ݑ] [ݒ =

0 olacak şekilde, ݀ türevi ile belirlenmiş bir  genelleştirilmiş ܨ türevine sahip ve ݀ ≠ 0 ise bu 

durumda ܷ ⊆ ܼ(ܴ) veya ܨ = 0 dır. 

Sonuç 2.1.38: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ܴ halkası, her ݑ, ݒ ∈ ܷ için  (ݒݑ)ܨ =  olacak ݒݑ

şekilde, ݀ türevi ile belirlenmiş bir genelleştirilmiş ܨ türevine sahip ve ݀ ≠ 0 ise bu durumda 

ܨ = 0 veya ܷ ⊆ ܼ(ܴ) dir.  

Sonuç 2.1.39: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ܴ halkası, her ݑ, ݒ ∈ ܷ için (ݒݑ)ܨ =  olacak ݑݒ

şekilde, ݀ türevi ile belirlenmiş bir genelleştirilmiş ܨ türevine sahip ve ݀ ≠ 0 ise bu durumda 

ܨ = 0 veya ܷ ⊆ ܼ(ܴ) dir.  

Teorem 2.1.40: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ܴ halkası, her ݑ, ݒ ∈ ܷ için (ݒ݋ݑ)ܨ =  ݒ݋ݑ

olacak şekilde, ݀ türevi ile belirlenmiş bir genelleştirilmiş ܨ türevine sahip ve ݀ ≠ 0 ise bu 

durumda ܨ = 0 veya  ܷ ⊆ ܼ(ܴ) dir.  

Teorem 2.1.41: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ܴ halkası, her ݑ, ݒ ∈ ܷ için (ݒ݋ݑ)ܨ + ݒ݋ݑ = 0 

olacak şekilde, ݀ türevi ile belirlenmiş bir genelleştirilmiş ܨ türevine sahip  ve ݀ ≠ 0 ise bu 

durumda ܨ = 0 veya  ܷ ⊆ ܼ(ܴ) dir. 
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           Teorem 2.1.42: ܴ bir asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve ܨ, ݀ ile belirlenmiş ܴ 

nin bir türevi olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ (ݕ݋ݔ)ܨ için ܫ = ݀ ve  ݕ݋ݔ ≠ 0 ise bu durumda ܴ değişmelidir 

veya ܨ = 0 dır. 

Teorem 2.1.43: ܴ bir asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve ܨ, ݀ ile belirlenmiş ܴ 

nin bir türevi olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ (ݕ݋ݔ)ܨ için ܫ + ݕ݋ݔ = 0  ve ݀ ≠ 0 ise bu durumda ܴ 

değişmelidir veya ܨ = 0 dır. 

            Argaç, N., 2006    

Teorem 2.1.44: ܴ bir yarı-asal halka, ݀ ve ݃, ܴ de en az biri sıfırdan farklı türevler olsun. 

Eğer her ݔ ∈ ܴ için ݀(ݔ)ݔ =  .ise bu durumda ܴ sıfırdan farklı bir merkezi ideal kapsar (ݔ)݃ݔ

Sonuç 2.1.45: ܴ bir asal halka, ݀ ve ݃, ܴ de en az biri sıfırdan farklı türevler olsun. Eğer 

her ݔ ∈ ܴ için ݀(ݔ)ݔ =  .ise bu durumda ܴ değişmelidir (ݔ)݃ݔ

Sonuç 2.1.46: ܴ bir asal halka ve ݀, ܴ de bir türev olsun. Eğer her ݔ ∈ ܴ için [ݔ, [(ݔ)݀ = 0 

ise bu durumda ܴ değişmelidir.. 

Teorem 2.1.47: ܴ bir yarı-asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali ve ݀, ܴ de bir türev 

olsun. Eğer ݀ aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ݀, ܫ üzerinde kommutingdir 

(commuting) . 

 Üstelik, ݀(ܫ) ≠ 0 ise ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar.  

i. Her ݔ, ݕ ∈ ,ݔ])için݀ ܫ ([ݕ = ,ݔ]  .[ݕ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ,ݔ])݀ için ܫ ([ݕ = ,ݔ]−  .[ݕ

iii.  Her ݔ, ݕ ∈ ,ݔ])݀ için ܫ ([ݕ = ,ݔ] ,ݔ])݀ veya [ݕ ([ݕ = ,ݔ]−  .dir [ݕ

Sonuç 2.1.48: ܴ bir asal halka, ݀, ܴ de bir türev ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali olsun. 

Eğer aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda ݀, I üzerinde kommutingdir (commuting) 

veya ܴ değişmelidir. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ (ݕݔ)݀ için ܫ =  .ݕݔ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ (ݕݔ)݀ için ܫ =  .ݔݕ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ (ݕݔ)݀ için ܫ = (ݕݔ)݀ veya ݕݔ =  .dir ݔݕ

Teorem 2.1.49: ܴ bir yarı-asal halka, ݀, ܴ de bir türev ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali 

olsun. Eğer aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda ݀, ܫ üzerinde kommutingdir 

(commuting). 

Üstelik, eğer ݀(ܫ) ≠ 0 ise bu durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar.  
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i. Her ݔ, ݕ ∈ (ݕ݋ݔ)݀ için ܫ =  .ݕ݋ݔ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ (ݕ݋ݔ)݀ için ܫ =  .ݕ݋ݔ−

iii. Her ݔ, ݕ ∈ (ݕ݋ݔ)݀ için ܫ = (ݕ݋ݔ)݀ veya  ݕ݋ݔ =  .dir ݕ݋ݔ−

Sonuç 2.1.50: ܴ bir asal halka, ݀, ܴ de bir türev ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali olsun. 

Eğer aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda ܴ değişmelidir. 

i. Her ݔ ∈ (ଶݔ)݀ için ܫ =  .ଶݔ

ii. Her ݔ ∈ (ଶݔ)݀ için ܫ =  .ଶݔ

Teorem 2.1.51: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka, ݀, ܴ de bir türev ve ܫ, ܴ nin sıfırdan 

farklı ideali olsun. Aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda ݀, ܫ üzerinde kommutingdir 

(commuting). 

 Üstelik, eğer ݀(ܫ) ≠ 0 ise R sıfırdan farklı merkezi ideal kapsar. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = ,ݔ])݀  .([ݕ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = ,ݕ])݀  .([ݔ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = ,ݔ])݀ ,(ݔ)݀] veya ([ݕ [(ݕ)݀ = ,ݕ])݀  .([ݔ

Sonuç 2.1.52: ܴ karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ݀ sıfırdan farklı ܴ de bir türev ve 

 ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer aşağıdaki koşullardan biri sağlanırsa bu durumda ܴ ,ܫ

değişmelidir. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = ,ݔ])݀  .([ݕ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = ,ݕ])݀  .([ݔ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = ,ݔ])݀ ,(ݔ)݀] veya ([ݕ [(ݕ)݀ = ,ݕ])݀  .dir ([ݔ

Teorem 2.1.53: ܴ bir asal halka, ݀, ܴ de bir türev ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. 

Eğer her ݔ, ݕ ∈ ,ݔ])݀ için ܫ ([ݕ ∈ ܼ  ise bu durumda ݀ଶ(ܫ) ⊂ ܼ veya ܴ değişmelidir. Üstelik, ܴ 

karakteristiği ikiden farklı bir asal halka ve ݀ sıfırdan farklı türev ise ܴ değişmelidir. 

Sonuç 2.1.54: ܴ bir asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali ve ݀, ܴ de bir türev olsun. 

Eğer her ݔ, ݕ ∈ (ݕݔ)݀ için ܫ ∈ ܼ ise bu durumda ݀ଶ(ܫ) ⊂ ܼ veya ܴ değişmelidir. Üstelik, ܴ 

karakteristiği ikiden farklı asal halka ve ݀ sıfırdan farklı bir türev ise ܴ değişmelidir. 

 

 

Gölbaşı, Ö., 2009 

Teorem 2.1.55: ܴ bir yarı-asal halka, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de iki genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݔ)ݕ =  .ise bu durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar (ݕ)݃ݔ
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Sonuç 2.1.56: ܴ bir asal halka, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de iki genelleştirilmiş türev olsun. Eğer 

her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݔ)ݕ =  .ise bu durumda ܴ değişmelidir (ݕ)݃ݔ

Teorem 2.1.57: ܴ bir yarı-asal halka, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de iki genelleştirilmiş türev olsun. 

Eğer her Rx  için ݂(ݔ)ݔ =    (ݔ)݃ݔ

Sonuç 2.1.58: ܴ bir asal halka, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de iki genelleştirilmiş türev olsun. Eğer 

her ݔ ∈ ܴ için ݂(ݔ)ݔ =  .ise bu durumda ܴ değişmelidir  (ݔ)݃ݔ

Teorem 2.1.59: ܴ bir yarı-asal halka, (݂, ݀),  ܴ de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀) 

aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂([ݔ, ([ݕ = ,ݔ]  .[ݕ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂([ݔ, ([ݕ = ,ݔ]−  .[ݕ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂([ݔ, ([ݕ = ,ݔ] ,ݔ])݂ veya [ݕ ([ݕ = ,ݔ]−  .dir [ݕ

Sonuç 2.1.60: ܴ bir yarı-asal halka, (݂, ݀),  ܴ de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀) 

aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

       i. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için݂(ݕݔ) =  .ݕݔ

      ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için݂(ݕݔ) =  .ݔݕ

     iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕݔ) = (ݕݔ)݂ veya ݕݔ =  .dir ݔݕ

Sonuç 2.1.61: ܴ bir asal halka, (݂, ݀), ܴ de genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀) 

aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ܴ değişmelidir. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕݔ) =  .ݕݔ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕݔ) =  .ݔݕ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕݔ) = (ݕݔ)݂ veya ݕݔ =  .dir ݔݕ

Teorem 2.1.62: ܴ bir yarı-asal halka, (݂, ݀), ܴ de genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀) 

aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕ݋ݔ) =  .ݕ݋ݔ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕ݋ݔ) =  .ݕ݋ݔ−

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܴ için ݂(ݕ݋ݔ) = (ݕ݋ݔ)݂ veya ݕ݋ݔ =  .dir ݕ݋ݔ−

Sonuç 2.1.63: ܴ bir yarı-asal halka, (݂, ݀),  ܴ de  genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀)  

aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa ܴ değişmelidir veya ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ ∈ ܴ için ݂(ݔଶ) =  .ଶݔ
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ii. Her Rx  için  ݂(ݔଶ) =         .ଶݔ−

Teorem 2.1.64: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de 

iki genelleştirilmiş türev ve ℎ(ܷ) ≠ 0 olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݔ)ݕ =  ise bu (ݕ)݃ݔ

durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.65: ܴ bir asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de iki 

genelleştirilmiş türev ve ℎ(ܷ) ≠ 0 olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݔ)ݕ =  ܴ ise bu durumda (ݕ)݃ݔ

değişmelidir. 

Teorem 2.1.66: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de 

iki genelleştirilmiş türev ve ℎ(ܷ) ≠ 0 olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݔ)ݔ =  ise bu (ݔ)݃ݔ

durumda ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

Sonuç 2.1.67: ܴ bir asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀) ve (݃, ℎ), ܴ de iki 

genelleştirilmiş türev ve ℎ(ܷ) ≠ 0  olsun. Eğer her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݔ)ݔ =  ise bu durumda  (ݔ)݃ݔ

ܴ değişmelidir. 

         Teorem 2.1.68: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀) ܴ de  

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀)  aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ܴ 

sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂([ݔ, ([ݕ = ,ݔ]  .[ݕ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂([ݔ, ([ݕ = ,ݔ]−  .[ݕ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂([ݔ, ([ݕ = ,ݔ] ,ݔ])݂ veya [ݕ ([ݕ = ,ݔ]−  .dir [ݕ

Sonuç 2.1.69: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀), ܴ de  

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀)  aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda  ܴ 

sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕݔ) =  .ݕݔ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕݔ) =  .ݔݕ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ  için ݂(ݕݔ) = (ݕݔ)݂ veya ݕݔ =  .dir ݔݕ

Sonuç 2.1.70: ܴ bir asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali, (݂, ݀) ܴ de  genelleştirilmiş 

türev olsun. Eğer (݂, ݀) aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda ܴ değişmelidir. 

Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕݔ) =  .ݕݔ

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕݔ) =  .ݔݕ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ  için ݂(ݕݔ) = (ݕݔ)݂ veya ݕݔ =  .dir ݔݕ
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Teorem 2.1.71: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali ve (݂, ݀) ܴ de  

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀) aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa bu durumda  ܴ 

sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕ݋ݔ) =  .ݕ݋ݔ

ii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕ݋ݔ) =  .ݕ݋ݔ−

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݂(ݕ݋ݔ) = (ݕ݋ݔ)݂ veya ݕ݋ݔ =  .dir ݕ݋ݔ−

Sonuç 2.1.72: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali ve (݂, ݀)  ܴ de  

genelleştirilmiş türev olsun. Eğer (݂, ݀)  aşağıdaki koşullardan birini sağlarsa ܴ değişmelidir veya 

ܴ sıfırdan farklı merkezi bir ideal kapsar. 

i. Her ݔ ∈ ܷ için ݂(ݔଶ) =  .ݔ

ii. Her ݔ ∈ ܷ için  ݂(ݔଶ) =  .ݔ−
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2.2. Türev ve Lie İdealler  

           Herstein, I.N., 1970 

           Lemma 2.2.1: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka ve ܶ, ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. 

Eğer [ܶ, ܶ] ⊂ ܼ ise bu durumda ܶ ⊆ ܼ olur. 

Lemma 2.2.2: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka ve ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. 

ݐ ∈ ܴ elemanı [ܷ, ܷ] nun her elemanı ile yer değiştirirse bu durumda ݐ, ܷ Lie idealinin her 

elemanı ile yer değiştirir. 

Lemma 2.2.3: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka ve ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. 

Buna gore ݐ ∈ ܴ elemanı her ݑ ∈ ܷ için, ݑݐ −  Lie idealinin ܷ ,ݐ ,elemanlarıyla yer değiştirirse ݐݑ

tüm elemanlarıyla yer değiştirir.  

 

Awtar, R., 1973 

Lemma 2.2.4: ܴ, karakterisitiği ikiden farklı olan bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı 

türev ve ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için [ݑ, [(ݑ)݀ ∈ ܼ ve ݑଶ ∈ ܷ ise bu 

durumda her ݑ ∈ ܷ  için [ݑ, [(ݑ)݀ = 0 dır. 

Lemma 2.2.5: ܴ bir asal halka, ܷ, ܴ halkasının Lie ideali ve ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı türev 

olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için [ݑ, [(ݑ)݀ ∈ ܼ ise bu durumda her ݑ ∈ ܷ ve ݎ ∈ ܴ için 

,(ݎ)݀]ൣ  ,[ݑ ൧ݑ ∈ ܼ olur. Üstelik, her ݑ ∈ ܷ için [ݑ, [(ݑ)݀ = 0 ise bu durumda her ݎ ∈ ܴ için 

,(ݎ)݀]ൣ ,[ݑ ൧ݑ = 0 olur. 

Lemma 2.2.6: ܴ, karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı 

türev ve ܷ, ܴ halkasının bir Jordan ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için (ݑ)݀ݑ = ݑ(ݑ)݀ = 0 ise bu 

durumda ܷ = (0) dır. 

Teorem 2.2.7: ܴ karakteristiği iki ve üçden farklı olan asal halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan 

farklı bir türevi ve ܷ, ܴ nin Lie ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için [ݑ, [(ݑ)݀ ∈ ܼ ise bu durumda 

ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.8: ܴ karakteristiği üç olan asal halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi 

ve ܷ, ܴ nin Lie ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ ve   [ݑ, [(ݑ)݀ ∈ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ 

dir. 

Teorem 2.2.9: ܴ karakteristiği ikiden farklı olan asal halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı 

bir türevi ve ܷ, ܴ nin Jordan ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için [ݑ, [(ݑ)݀ ∈ ܼ ise bu durumda 

ܷ ⊂ ܼ dir. 
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Teorem 2.2.10: ܴ karakteristiği ikiden farklı olan asal halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı 

bir türevi, ܷ, ܴ halkasının bir alt halkası ve Lie (Jordan) ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için 

,ݑ] [(ݑ)݀ ∈ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

 

Bergen, J., Herstein, I.N. ve Kerr, J.W., 1981 

Bu makale boyunca ܴ, karakteristiği ikiden farklı olan asal halka, ܷ, ܴ halkasının bir Lie 

ideali ve ܼ, ܴ halkasının merkezi olarak alınmıştır. 

Lemma 2.2.11: Eğer ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan ܴ halkasının bir Lie ideali ise bu 

durumda ܴ halkasının [ܯ, ܴ] ⊂ ܷ fakat [ܯ, ܴ] ⊄ ܼ olacak biçimde bir ܯ ideali vardır. 

Lemma 2.2.12: Eğer ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan ܴ halkasının bir Lie ideali ise bu 

durumda ܥோ(ܷ) = ܼ dir. 

Lemma 2.2.13: ܥோ([ܷ, ܷ]) =  .ோ(ܷ) durܥ

Lemma 2.2.14: ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan ܴ halkasının bir Lie ideali ve ܽ, ܾ ∈ ܴ olsun. 

Eğer ܷܾܽ = 0 ise bu durumda ܽ = 0 veya ܾ = 0 dır. 

Lemma 2.2.15: ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali ve ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi 

olsun. Eğer ݀(ܷ) = 0 ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.2.16: ܷ, ܴ nin bir Lie ideali, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer 

݀(ܷ) ⊂ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.2.17: ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan ܴ nin bir Lie ideali, ݀, ܴ halkasının sıfırdan 

farklı bir türevi olsun. Eğer ݐ ∈ ܴ için ݀ݐ(ܷ) = 0 ( veya ݀(ܷ)ݐ = 0 ) ise bu durumda ݐ = 0 dır. 

Teorem 2.2.18: ܷ, karakteristiği ikiden farklı olan ܴ asal  halkasının  bir Lie ideali ve ݀, ܴ 

halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer ݀ଶ(ܷ) = 0 ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Sonuç 2.2.19: ܴ, 2- torsion free olan bir yarı-asal halka ve ܷ, ܴ nin bir Lie ideali olsun. 

Eğer ܽ ∈ ܴ için ൣܽ, [ܽ, ܷ]൧ = 0 ise bu durumda [ܽ, ܷ] = 0 dır. 

Teorem 2.2.20:ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan ܴ asal  halkasının bir Lie ideali ve ݀, ܴ 

halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Bu durumda 

ோ൫݀(ܷ)൯ܥ  = ܼ dir. 

Çalışmanın bundan sonraki kısmında ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı türev, ܷ, ܼ tarafından 

kapsanmayan ܴ halkasının bir Lie ideali,݀(ܷ)തതതതതതത, ݀(ܷ) tarafından üretilen alt halka, ܸ = [ܷ, ܷ] ve 

ܹ = [ܸ, ܸ] olarak alınmıştır. 
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Lemma 2.2.21: Eğer ݀ଷ ≠ 0 ve ݀(ܸ)തതതതതതത, ܴ halkasının sıfırdan farklı sol ߣ ve sıfırdan farklı 

sağ ߜ idealini kapsarsa bu durumda ݀(ܷ)തതതതതതത, R halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar.  

Lemma 2.2.22: ܫ, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer ݀(ܷ)തതതതതതത, ܴ halkasının 

sıfırdan farklı sağ ve sıfırdan farklı sol idealini kapsamıyor ise bu durumda, [ܿ, [ܫ ⊂ ݀(ܷ)തതതതതതത 

olduğunda ܿ ∈ ܼ dir. 

Lemma 2.2.23: Eğer ݀ଶ(ܷ)ଶ = 0 ise bu durumda ݀ଷ(ܹ) = 0 dır. 

Lemma 2.2.24: Eğer ݀ଷ(ܷ) = 0 ise bu durumda ݀ଷ = 0 dır. 

Teorem 2.2.25: ܴ karakteristiği ikiden farklı olan asal  halka, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı türev 

ve ݀ଷ ≠ 0, U, Z tarafından kapsanmayan ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. Bu durumda ݀(ܷ)തതതതതതത, ܴ 

nin sıfırdan farklı bir idealini kapsar. 

Teorem 2.2.26: ܴ karakteristiği ikiden farklı olan asal  halka, ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan 

ܴ halkasının bir Lie ideali ve, ߜ, ݀, ܴ halkasının iki türevi olsun. Eğer ݀ߜ(ܷ) = 0 ise bu durumda 

ߜ = 0 veya ݀ = 0 dır. 

 

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1983 

Bu makale boyunca ܴ, karakteristiği ikiden farklı olan asal halka ve ܷ, ܴ halkasının bir Lie 

ideali olarak alınmıştır. 

Lemma 2.2.27: ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi, ݀(ܼ) ≠ 0 ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer 

[ܽ, ݀(ܷ)] ⊆ ܼ ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya ܷ ⊆ ܼ dir. 

Teorem 2.2.28: ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer  ݀ଶ(ܷ) ⊆ ܼ ise bu 

durumda ܷ ⊆ ܼ dir. 

Teorem 2.2.29: ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer  

[ܽ, ݀(ܷ)] ⊆ ܼ ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya ܷ ⊆ ܼ dir. 

Teorem 2.2.30: ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer [݀(ܷ), ݀(ܷ)] ⊆ ܼ ise 

bu durumda ܷ ⊆ ܼ dir. 

Teorem 2.2.31: ߜ, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı türevleri olsun. Eğer ܽߜ(ܷ) ⊆ ܼ ise bu 

durumda ܷ ⊆ ܼ dir. 

Teorem 2.2.32: ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için 

,ݑ] ݀(ܷ)] ∈ ܼ ise bu durumda ܷ ⊆ ܼ dir. 

Teorem 2.2.33: ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer ܽ݀(ܷ) ⊆ ܼ 

ise bu durumda ܽ = 0 veya  ܷ ⊆ ܼ dir. 



 24 

Awtar, R., 1984 

Teorem 2.2.34: ܴ, karakteristiği ikiden farklı asal bir halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı 

bir türevi, ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali ve ܽ ∈ ܴ için ݀(ܽ) = 0 olsun. Eğer ݀ଶ(ܷ) ⊆ ܼ ve 

[ܽ, ݀(ܷ)] ⊂ ܼ ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.35: ܴ, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali 

ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için ൣܽ, [ܽ, ൧[ݑ ∈ ܼ ise bu durumda [ܽ, ܷ] = 0 dır. Üstelik, 

ܷ ⊄ ܼ ise bu durumda ܽ ∈ ܼ dir. 

Teorem 2.2.36: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali ve 

ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için ൣܽ, [ܽ, ൧[ݑ ∈ ܼ  ise bu durumda [ܽ, ܷ] = 0  dır.  

Teorem 2.2.37: ܴ, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan 

ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ܽ ∈ ܴ elemanı, her ݑ ∈ ܷ için [ܽ, [(ݑ)݀ ∈ ܼ ise bu 

durumda ݀ = 0 veya ܽ ∈ ܼ olur.  

Teorem 2.2.38: ܴ, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı 

bir türevi ve ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ݀ଶ(ܷ) ⊂ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.39: ܴ, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan 

ܴ halkasının bir Lie ideali ve  ߜ, ݀, ܴ halkasının türevleri olsun. Eğer ݀ߜ(ܷ) ⊆ ܼ ise bu durumda 

ߜ = 0 veya ݀ = 0 dır. 

Teorem 2.2.40: ܴ, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ݀, ܴ halkasının sıfırdan farklı 

bir türevi ve ܷ, ܼ tarafından kapsanmayan ܴ halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için 

,ݑ] ݀(ܷ)] ∈ ܼ ise ܷ ⊂ ܼ dir. 

 

Carini, L., 1985 

Bu makalede ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ halkasının bir Lie ideali ve ݀, ܴ 

halkasının ݀ଶ(ܷ) = 0  ve ݀(ܷ) ⊂ ܷ olan bir türevi olarak alınmıştır. 

Lemma 2.2.41: ݀([ܷ, ܴ]) = 0 dır. 

Lemma 2.2.42: ݀(ܴ)[ܷ, ܴ] = 0dır. 

Teorem 2.2.43: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka,  ݀, ܴ halkasının bir türevi ve ܷ, ܴ 

halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ݀ଶ(ܷ) = 0 ise bu durumda ݀(ܷ) ⊂ ܼ dir. 

Sonuç 2.2.44: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka,  ݀, ܴ halkasının bir iç türevi ve ܫ, ܴ 

halkasının ideali olsun. Eğer ݀ଶ(ܫ) = 0  ise bu durumda ݀(ܫ) = 0 dır. 
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Sonuç 2.2.45: ܴ, 2- torsion free bir yarı-asal halka,  ݀, ܴ halkasının bir iç türevi ve ܷ, ܴ 

halkasının bir Lie ideali olsun. Eğer ݀ଶ(ܷ) = 0  ise bu durumda ݀(ܷ) = 0 dır.  

 

Gölbaşı, Ö., Kaya, K., 2006 

Bu makalede  ܴ, karakteristiği ikiden farklı asal halka, ݀, sıfırdan farklı olmak üzere (݂, ݀),  

ܴ de iki yanlı genelleştirilmiş türev, ܷ, ܴ halkasının sıfırdan farklı Lie ideali olarak alınmıştır. 

Lemma 2.2.46: Eğer ݂(ܷ) = 0 ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.2.47: Eğer ݂(ܷ) ⊂ ܼ  ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.2.48: ܽ ∈ ܴ için 

i. Eğer ݂ܽ(ܷ) = 0  ise ܽ = 0  veya ܷ ⊂ ܼ dir. 

ii. Eğer ݂(ܷ)ܽ = 0  ise ܽ = 0  veya ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.2.49: ܽ ∈ ܴ ve   0Zd  olsun. Eğer [ܽ, ݂(ܷ)] = 0 ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya 

ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.2.50: Eğer ܽ ∈ ܴ için [ܽ, ݂(ܷ)] = 0  ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya ݀(ܽ) = 0 veya 

ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.51: Eğer ݂ଶ(ܷ) = 0 ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.52: Her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ olsun. Eğer her ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݂(ݒݑ) =   (ݒ)݂(ݑ)݂

ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.53: Her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ olsun. Eğer her ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݂(ݒݑ) =  (ݑ)݂(ݒ)݂

ise  bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.54: Her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ olsun. Eğer her ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݂(ݒݑ) =  ise  (ݑݒ)݂

bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

             

Gölbaşı, Ö. ve Koç, E. 2009 

Bu makale boyuca ܴ, karakteristiği ikiden farklı asal bir halka, ܷ, ܴ halkasının bir Lie 

ideali, ܼ, ܴ halkasının bir merkezi ve (݂, ݀) ܴ nin iki yanlı genelleştirilmiş türevi olarak alınmıştır. 

Teorem 2.2.55: Eğer ∀ݑ ∈ ܷ için [ݑ, [(ݑ)݂ ∈ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Teorem 2.2.56: (݂, ݀) ve (݃, ݀) ܴ nin iki genelleştirilmiş türevi olsun. Eğer ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ 

için ݂(ݑ)ݒ = ܷ ise bu durumda (ݒ)݃ݑ ⊂ ܼ dir. 
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Sonuç 2.2.57: (݂, ݀) ve (݃, ݀) ܴ nin iki genelleştirilmiş türevi olsun. Eğer ∀ݑ ∈ ܷ için 

ݑ(ݑ)݂ = ܷ ise bu durumda (ݑ)݃ݑ ⊂ ܼ dir. 

         Teorem 2.58: (݂, ݀), ܴ nin bir genelleştirilmiş türevi olmak üzere (݂, ݀) aşağıdaki 

koşullardan birini sağlarsa ܷ ⊂ ܼ dir. 

 i. ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݂([ݑ, ([ݒ = ,ݑ]  .[ݒ

            ii. ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݂([ݑ, ([ݒ = ,ݑ]−  .[ݒ

iii. ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ için ݂([ݑ, ([ݒ = ,ݑ] ,ݑ])݂ ya da [ݒ ([ݒ = ,ݑ]−  .[ݒ
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2.3. Otomorfizmli Halkalar 

Mayne, J.H., 1976 

           Bu makale boyunca ܴ bir asal halka ve ܼ, ܴ nin bir merkezi olarak alınmıştır. 

Tanım 2.3.1: ܮ: ܴ → ܴ toplamsal bir dönüşüm olsun. Eğer ∀ݔ ∈ ܴ için 

(ܮݔ)ݔ  −  .ye merkezil otomorfizm denir ܮ nin merkezinde ise bu durumda ܴ ,ݔ(ܮݔ)

           Lemma 2.3.2: ܶ, ܴ nin triviyal olmayan bir otomorfizmi olsun. Eğer ∀ݔ ∈ ܴ için 

,ݔ]  [்ݔ = 0 ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

           Lemma 2.3.3: Eğer ݕݔ = 0 ve 0 ≠ ݔ ∈ ܼ ise bu durumda ݕ = 0 dır. 

           Teorem 2.3.4: ܴ bir asal halka, ܶ, ܴ nin triviyal olmayan merkezil otomorfizmi ise bu 

durumda ܴ bir değişmeli integral bölgesidir.  

                     

           Mayne, J.H., 1982 

           Bu makale boyunca ܴ bir asal halka olarak alınmıştır. 

           Lemma 2.3.5: Eğer ܾ[ܽ, [ݎ = 0, ݎ∀ ∈ ܴ ise bu durumda ܾ = 0 veya ܽ ∈ ܼ dir. 

           Lemma 2.3.6:ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir sağ ideali olmak üzere eğer  ∀ݑ ∈ ܷ için ݑ஽ = 0 

olacak şekilde ܴ nin bir ܦ türevi varsa bu durumda ∀ݎ ∈ ܴiçin ݎ஽ = 0 dır. 

           Lemma 2.3.7: ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir sağ ideali olmak üzere eğer  ∀ݑ ∈ ܷ için ்ݑ = 0 

olacak şekilde ܴ nin bir ܶ homomorfizmi varsa bu durumda  ∀ݎ ∈ ܴ için ்ݎ = 0 dır. 

           Lemma 2.3.8: Eğer ܴ sıfırdan farklı değişmeli bir ܷ sağ idealini kapsarsa bu durumda ܴ 

değişmelidir. 

Teorem 2.3.9: ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali, ܶ: ܴ → ܴ triviyal olmayan bir otomorfizm 

veya türev olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için ்ݑݑ − ݑ்ݑ ∈ ܼ ve ்ݑ ∈ ܷ ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

Sonuç 2.3.10: Eğer ܷ, karakteristiği 2 den farklı olan bir ܴ asal halkasının sıfırdan farklı 

bir Jordan ideali ve ܴ, ܷ üzerinde invaryant ve merkezil olan  triviyal olmayan ܶ otomorfizmine 

veya ܶ türevine sahipse bu durumda ܴ değişmelidir. 

           

Bell, H.E.,  Martindale, W.S., 1987 

           Merkezil Endomorfizmler Üzerine Sonuçlar 

           Lemma 2.3.11: ܶ, ܴ asal halkasının bir endomorfizmi ve ܷ, ܴ nin bir sol  



 28 

ideali olsun. Bu durumda  

 i. Eğer ∀ݑ ∈ ܷ ݅ç݅݊ ்ݑ =     .ise ܶ, ܴ üzerinde birim dönüşümdür ݑ

ii. Eğer ܶ, ܷ üzerinde birim dönüşüm ise ܴ üzerinde de birim dönüşümdür. 

           Lemma 2.3.12: ܴ bir yarı-asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı sol ideali olsun. Eğer ܶ, ܴ nin 

ܷ üzerinde merkezil bir endomorfizmi ise bu durumda ܶ, ܷ üzerinde kommutingdir (commuting). 

           Teorem 2.3.13: ܴ bir yarı asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı sol ideali olsun. ܶ, ܷ üzerinde 

merkezil ve ܷ üzerinde endomorfizm olsun. Eğerܳ = ܷ ∩ ܶିଵ(ܷ) ∩ ܶିଶ(ܷ) ∩ ܶିଷ(ܷ) ܴ nin 

sıfırdan farklı sol ideali ise ve ܶ, ܳ üzerinde birim dönüşüm değilse bu durumda ܴ sıfırdan farklı 

merkezi ideale sahiptir. 

           Sonuç 2.3.14: ܴ bir yarı asal halka, ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı sol ideali, ܶ, ܴ nin ܷüzerinde  

birim olmayan bir dönüşümü olsun. Eğer ்ܷ ⊆ ܷ ve her ݔ ∈ ܷ için [ݔ, [்ݔ ∈ ܼ ise bu durumda ܴ 

sıfırdan farklı bir merkezi ideale sahiptir. 

           Sonuç 2.3.15: ܴ bir asal halka, ܷ, ܴ nin triviyal olmayan bir sol ideali ve ܶ: ܴ → ܴ birim 

olmayan endomorfizm olsun. Eğer ܶ, ܷ üzerinde birebir, ∀ݔ ∈ ܷiçin [ݔ, [்ݔ ∈ ܼ ve ܷ, ܶ ile 

belirlenen sıfırdan farklı bir eleman içeriyor ise bu durumda ܴ değişmelidir.    

Teorem 2.3.16: ܴ bir asal halka ve ܷ, ܴ nin triviyal olmayan bir sol ideali ve ܶ: ܴ → ܴ 

birim olmayan endomorfizm olsun. Eğer ܶ, ܷ üzerinde birebir ve ∀ݔ ∈ ܷ için [ݔ, [்ݔ ∈ ܼ ise bu 

durumda ܴ değişmelidir.       

           Merkezil Türevler 

Lemma 2.3.17: ܷ, ܴ asal halkasının sıfırdan farklı bir sol ideali olsun. Eğer ܦ, ܴ nin 

sıfırdan farklı bir türevi ise bu durumda ܦ, ܷ üzerinde sıfırdan farklıdır. 

Lemma 2.3.18: ܴ bir yarı-asal halka ve ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir sol ideali olsun. Eğer ܦ, 

ܴ nin ∀ݔ ∈ ܷ için [ݔ, [஽ݔ ∈ ܼ koşulunu sağlayan bir türevi ise bu durumda ∀ݔ ∈ ܷ için  

,ݔ] [஽ݔ = 0 dır. 

Teorem 2.3.19: ܴ bir yarı-asal halka ve ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir sol ideali olsun. Eğer ܴ, 

ܷ üzerinde sıfırdan farklı ve ܷ üzerinde merkezil olan bir ܦ türevine sahip ise bu durumda ܴ, 

sıfırdan farklı bir merkezi ideal içerir.  

        

Mayne, J.H., 1992 

         Bu makale boyunca ܴ bir asal halka ve ܷ, ܴ nin bir Lie ideali olarak alınmıştır. 
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           Lemma 2.3.20: Eğer ܶ, ܴ nin ܷ üzerinde merkezleyen bir otomorfizmi ise  

bu durumda ∀ݔ ∈ ܷ için [ݔ, [்ݔ = 0 dır. 

           Lemma 2.3.21: ∀ݔ ∈ ܷ, ݎ ∈ ܴ için (ݔ − , ்ݔൣ(்ݔ ,ݔ] ൧[ݎ = 0 dır. 

           Lemma 2.3.22: ∀ݔ ∈ ܷ, ݎ ∈ ܴ için  

ݔ) − ,ݔ](்ݔ ݔ)[ݎ − (்ݔ = 0   ve   (ݔ − ்ݔ](்ݔ , ݔ)[ݎ − (்ݔ = 0 dır. 

         Lemma 2.3.23: Eğer ݔ ∈ ܷ ve (ݔ − ଶ(்ݔ ≠ 0 ise ݔ ∈ ܼ  dir. 

         Teorem 2.3.24: Eğer ܴ, karakteristiği 2 den farklı olan asal halka ve ܶ, ܴ nin ܷ Lie ideali 

üzerinde merkezil ve triviyal olmayan otomorfizmi olsun. Bu durumda ܷ, ܴ nin merkezi 

tarafından kapsanır. 
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2.4 (࣌, ࣎) Türevli Halkalar 

           Tanım: ݀: ܴ → ܴ bir dönüşüm ve ߪ, ߬: ܴ → ܴ iki fonksiyon olsun. 

Eğer  her ݔ, ݕ ∈ ܴ için 

ݔ)݀             + (ݕ = (ݔ)݀ +  (ݕ)݀

(ݕݔ)݀              = (ݕ)ߪ(ݔ)݀ +    (ݕ)݀(ݔ)߬

ise d ye bir (ߪ, ߬) −  .denir ݒ݁ݎüݐ

         

           Hirano,Y. ve Tominaga H., 1984 

Bu makalede 

 ݀: ܴ → ܴ, ݔ → ,ߪ) ᇱ  birݔ ߬) − ఙ,ఛܥ   ,ݒ݁ݎüݐ = {ܿ ∈ (ݔ)ߪܿ|ܴ = ,ܿ(ݔ)߬ߪ ݔ∀ ∈ ܴ}, 

,ݔ] ఙ,ఛ[ݕ = (ݕ)ߪݔ +  .ve ߬, ܴ nin iki otomorfizmidir ߪ olarak alınmıştır. Burada ݔ(ݕ)߬

           Önerme 2.4.1: ܴ bir asal halka 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (ߪ, 1) − ܷ ve ݒ݁ݎüݐ ≠ (0), ܴ nin bir 

ideali olsun. Bu durumda [ݑᇱ, [ݑ = 0, ݑ∀ ∈ ܷ olması için gerekli ve yeterli koşul ܴ nin değişmeli 

olmasıdır. 

           Önerme 2.4.2: ܴ bir asal halka 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (ߪ, ߬) − ܷ ve ݒ݁ݎüݐ ≠ (0),   ܴ nin bir 

ideali olsun. ∀ݑ ∈ ܷ için [ݑᇱ, ఙ,ఛ[ݑ = 0 ise bu durumda ܴ değişmelidir ve ߪ = ߬ dır. 

           Teorem2.4.3: ܴ bir asal halka, ܿℎܴܽݎ ≠ 2,0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (ߪ, ߬) − ܷ ve ݒ݁ݎüݐ ≠ 0 

ܴ nin bir ideali olsun.  Bu durumda [ݑᇱ, ఙ,ఛ[ݑ ∈ ఙ,ఛܥ , ݑ∀ ∈ ܷ olması için gerek ve yeter koşul 

ݑ∀ ∈ ܷ için [ݑᇱ, ఙ,ఛ[ݑ = 0 olmasıdır. 

         

Argaç, N., Kaya, A. ve Kısır, A., 1987  

Bu makale boyunca ܴ bir asal halka, ܫ ≠ 0, onun bir sağ ideali ve ߪ , ߬ ܴ nin iki 

otomorfizmi olarak alınmıştır. 

[ܷ]ఙ,ఛ = ൛ݑ ∈ ܷห[ݑᇱ, ఙ,ఛ[ݑ ∈ ఙ,ఛൟ ve (ܷ)ఙ,ఛܥ = ൛ݑ ∈ ܷห(ݑᇱ, ఙ,ఛ(ݑ ∈  ఙ,ఛൟ biçmindeܥ

tanımlanmıştır. 

  Aşağıdaki koşulları ele alalım. 

         ܽ) ܴ değişmelidir ve ߪ = ߬ dır.         

         ܽ∗) ܴ değişmeli, ܿℎܴܽݎ = 2  ve ߪ = ߬ dır. 

         ܾ) ∀ܽ ∈ ,ç݅݊݅ ܫ [ܽᇱ, ܽ]ఙ,ఛ = 0 dır.  
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         ܿ) ∀ܽ ∈ ç݅݊ (ܽᇱ݅ ܫ , ܽ)ఙ,ఛ = 0 dır.  

ܫ (݀          = ఙ,ఛ[ܫ] , yani ∀ܽ ∈ ,ç݅݊ [ܽᇱ݅ ܫ ܽ]ఙ,ఛ ∈  .ఙ,ఛ dırܥ

ܫ (݁          = ఙ,ఛ(ܫ) , yani ∀ܽ ∈ ,ç݅݊ (ܽᇱ݅ ܫ ܽ)ఙ,ఛ ∈  .ఙ,ఛ dırܥ

ܫ (݂          = ఙ,ఛ[ܫ] ∪  ఙ,ఛ(ܫ)

           Teorem 2.4.4: ܴ bir asal halka, 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (ߪ, ߬) − ,ܫ ve ݒ݁ݎüݐ ܴ  nin sıfırdan farklı 

bir sağ ideali olsun. Bu durumda ܽ) ile ܾ) ve ܽ∗) ile ܿ) koşulları denktirler. 

           Önerme 2.4.5: 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (1, ߬) −  olmak üzere ݒ݁ݎüݐ

         1) ܽ, ܾ ∈ ఛ[ܫ]  (ܽ, ܾ ∈ ܽ ఛ) olsun. Buna göre(ܫ) + ܾ ∈ ܽ)  ఛ[ܫ] + ܾ ∈  ఛ)  olması için gerekli(ܫ)

ve yeterli koşul ܽ − ܾ ∈ ఛ[ܫ]   (ܽ − ܾ ∈  .ఛ)  dır(ܫ)

         2) Eğer ܾ ∈ ఛ[ܫ]  ise bu durumda [ܾᇱ, ܾଶ]ఛ = 0 dır. 

         3) ܽ, ܾ ∈ ܴݎఛ olsun. Eğer ݂) koşulu gerçekleniyor ve ܿℎܽ[ܫ] ≠ 3 ise bu durumda ya ܽ + ܾ ∈

,ܽ  ఛ   ya da[ܫ] ܾ, ܽ + ܾ ∈ ܽ ,ఛ dır. Özel olarak(ܫ) ∈ ܫ − ఛ(ܫ)  ve ܾ ∈ ܽ ఛise bu durumda[ܫ] + ܾ ∈

 .ఛ dır[ܫ]

         4) Eğer ܫ ≠ ܾ∀ ఛise bu durumda[ܫ] ∈ ܫ − ఛ için ܾ௡[ܫ] = 0 olacak şekilde bir pozitif ݊ 

tamsayısı yoktur.  

           Önerme 2.4.6: 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (1, ߬) − ܴݎℎܽܿ ,ݒ݁ݎüݐ ≠ 2 ve ݂) koşulu sağlansın. Buna 

göre; 

         1) Eğer ܾ ∈ ܫ − ఛ  ise bu durumda (ܾଶ)ᇱ[ܫ] = ߬(ܾଶ)ܾᇱ = ܾᇱܾଶ = 0 ve 

 ܾଶ ≠ 0 dır. 

         2) Eğer ܼ ∩ ܫ ≠ (0) ise bu durumda ݀) koşulu sağlanır. 

         3) ܾ ∈ ܫ − ݔ ఛ  ve[ܫ] ∈ ܴ, ᇱݔ = 0 olsun. Bu durumda ߬(ܾ)ܾᇱܾݔ = 0 dır. 

           Teorem 2.4.7: ܴ bir asal halka  ܿℎܴܽݎ ≠ 2, 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ bir (ߪ, ߬) −  nin ܴ   ,ܫ ve ݒ݁ݎüݐ

sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. Buna göre ܽ), ܾ), ݀) ve ݁) koşulları denktirler. 

           Önerme 2.4.8: ݀: ܴ → ܴ bir (1, ߬) − ܴݎℎܽܿ ,ݒ݁ݎüݐ ≠ 3 ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali 

olsun. Bu durumda ܽ), ܾ), ݀), ݁) ve ݂) koşulları denktirler. 

           Teorem 2.4.9: ܴ bir asal halka  ܿℎܴܽݎ ≠ 2, 0 ≠ ݀: ܴ → ,ߪ) ܴ ߬) − ,ܫ ve ݒ݁ݎüݐ ܴ nin 

sıfırdan farklı bir ideali olsun. Buna göre ܽ), ܾ), ݀), ݁) ve ݂) koşulları denktirler. 
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Kaya, K., 1988 

           Bu makale boyunca ߪ ve ߬ dönüşümleri ܴ halkasının otomorfizmleri olarak alınmıştır. 

           Önerme 2.4.10: ܴ bir asal halka, 0 ≠ ݀: ܴ → ܴ, (ݔ)݀ = ,ߪ) ᇱ ile tanımlanmış birݔ ߬) −

,ܷ ve ݒ݁ݎüݐ ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali olsun. Eğer ∀ݑ ∈ ܷ için (ݑᇱ , ఙ,ఛ(ݑ = 0 ise bu durumda 

ܴ değişmelidir. 

           Önerme 2.4.11: ܴ bir asal halka, 0 ≠ ݀: ܴ → ,ߪ) ܴ ߬) −  ve ܷ,   ܴ nin sıfırdan farklı ݒ݁ݎüݐ

bir sağ ideali olsun. Eğer ∀ݑ ∈ ܷ için  

,ᇱݑ]  (1)           ఙ,ఛ[ݑ = 0 ise bu durumda  ܴ değişmelidir. 

,ᇱݑ]  (2)           ఙ,ఛ[ݑ = 0 ise bu durumda ܴ değişmelidir. Üstelik ߪ = ߬ dur. 

           Önerme 2.4.12: ܴ bir asal halka ve ܽ, ܾ ∈ ܴ olsun. ܾ, ܾܽ ∈ ఙ,ఛܥ  ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya 

ܾ = 0 dır.   

           Önerme 2.4.13: ܴ bir asal halka, ݀: ݔ → ,ߪ) ᇱ birݔ ߬) − ܴݎℎܽܿ ,ݒ݁ݎüݐ ≠ 2 ve ܷ, ܴ nin 

sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ için  [ݑᇱ, ఙ,ఛ[ݑ ∈ ,ᇱݑ] ఙ,ఛ ise bu durumdaܥ [ݑ = 0 

dır. 

           Teorem 2.4.14: ܴ bir asal halka, ܿℎܴܽݎ ≠ 2 ve ݀: ݔ → ,ߪ) ᇱ, ܴ nin sıfırdan farklı birݔ ߬) −

ݑ olsun. Eğer  ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir sağ ideali ve her ݅ݒ݁ݎüݐ ∈ ܷ için [ݑᇱ, ఙ,ఛ[ݑ ∈  ఙ,ఛ ise buܥ

durumda ܴ değişmelidir. 

         

Aydın, N., Kaya, K., 1992 

         Bu makale boyunca ܴ, karakteristiği ikiden farklı bir asal halka, ܼ, ܴ nin merkezi ve 

݀: ܴ → ܴ bir (ߪ, ߬) −  .olarak alınmış ve ayrıca aşağıdaki bağıntılar kullanılmıştır ݅ݒ݁ݎüݐ

,ݔ]          ఙ,ఛ[ݖݕ = ,ݔ](ݕ)߬ ఙ,ఛ[ݖ + ,ݔ]  ,(ݖ)ߪఙ,ఛ[ݕ

,ݕݔ]          ఙ,ఛ[ݖ = ,ݕ]ݔ ఙ,ఛ[ݖ + ,ݔ]  ,ݕ[(ݖ)߬

ve  

,ݔ]          ,ݕ] ఙ,ఛ[[ݖ + ,ݔ]] ఙ,ఛ[ݖ , ఙ,ఛ[ݕ − ,ݔ]] ఙ,ఛ[ݕ , ఙ,ఛ[ݖ = 0 

         Lemma 2.4.15: ܷ, ܴ nin bir sağ ideali ve ݀(ܷ) = 0 ise bu durumda ݀ = 0 dır. 

         Lemma 2.4.16: ݀, ܴ nin sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) −  .ve ܷ, ܴ nin bir sağ ideali olsun ݅ݒ݁ݎüݐ

Eğer ݀(ܷ) ⊆ ܼ ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

         Lemma 2.4.17: ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer  

ܽ݀(ܷ) = 0 ( veya ݀(ܷ)ܽ = 0) ise bu durumda ܽ = 0 veya ݀ = 0 dır. 
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         Lemma 2.4.18: ݀ଵ: ܴ → ܴ bir (ߪ, ߬) − :ve  ݀ଶ ݒ݁ݎüݐ ܴ → ܴ bir türev olsun. Eğer 

݀ଵ݀ଶ(ܴ) = 0 ise bu durumda ݀ଵ = 0 veya ݀ଶ = 0 dır. 

         Teorem 2.4.19: ݀, sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) − ܽ olsun. ܷ, ܴ nin bir ideali ve ݒ݁ݎüݐ ∈ ܴ 

olmak üzere eğer [݀(ܷ), ܽ]ఙ,ఛ = 0 ise bu durumda ܽ ∈ ܼ dir. 

         Teorem 2.4.20: ݀, ܴ nin sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) −  ve ܷ, ܴ nin bir ideali olsun. Eğer ݅ݒ݁ݎüݐ

[݀(ܷ), ݀(ܷ)]ఙ,ఛ = 0 ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

         Lemma 2.4.21: ݀, ܴ nin sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) −  ve ܷ, ܴ nin bir ideali olsun. Eğer ݅ݒ݁ݎüݐ

ܽ ∈ ܴ ve ܽ݀(ܷ) ⊆ ఙ,ఛܥ  ise bu durumda  ܽ = 0 veya ܴ değişmelidir. 

         Lemma 2.4.22: ܴ, karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka ve ݀, ܴ nin sıfırdan farklı 

bir (ߪ, ߬) − türevi ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer [݀(ܴ), ܽ]ఙ,ఛ ⊂ ఙ,ఛܥ  ise bu durumda ܽ ∈ ܼ(ܴ) dir. 

         Teorem 2.4.23: ݀, ܴ nin sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) −   olsun. Eğer ݅ݒ݁ݎüݐ

[݀(ܴ), ݀(ܴ)]ఙ,ఛ ⊆  .ఙ,ఛ ise bu durumda ܴ değişmelidirܥ

 

Kandamar, H. ve Kaya, K., 1992 

Bu makale boyunca ܴ, ܼ merkezi ile birlikte karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka, 

ܷ, ܴ nin bir  ideali, ݀, ܴ nin bir (ߪ, ߬) −  .ve ܼ, ܴ nin merkezi olarak alınmıştır ݅ݒ݁ݎüݐ

Lemma 2.4.24: Eğer ݀(ܷ) = 0 ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir. 

Lemma 2.4.25: Eğer ܷ ⊄ ܼ ve ݐ ∈ ܴ için (ݑ)݀ݐ = (0)  (veya ݀(ܷ)ݐ = (0))  

ise bu durumda ݐ = 0 dır. 

Lemma 2.4.26: Eğer ݀(ܷ) ⊂ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir.  

Teorem 2.4.27: ݀, ܴ de ݀ߪ = ,ߪ݀ ߬݀ = ݀߬ koşulunu sağlayan sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) −

(ܷ)݀ ve ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir Lie ideali olsun. Eğer ݒ݁ݎüݐ ⊂ ܷ ve ݀ଶ(ܷ) = (0) ise bu 

durumda ܷ ⊂ ܼ dir.  

Lemma 2.4.28: Eğer ܽ ∈ ܴ, ܷ ⊄ ܼ için [ܷ, ܽ] ⊂ ܼ ise bu durumda ܽ ∈ ܼ dir.  

Lemma 2.4.29: Eğer [ܷ, ݀(ܷ)] ⊂ ܼ ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir.  

 

         Ashraf, M. ve Rehman, N.U., 2002 

         Bu makale boyunca ܴ, ܼ(ܴ) merkezi ile bir birleşmeli halka olarak alınmıştır. 
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         Lemma 2.4.30: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve 

݀ bir (ߪ, ߬) − türevi olsun. Eğer ܽ ∈ ܴ için ܽ݀(ܫ) = (0) ( veya ݀(ܫ)ܽ = 0 ) ise bu durumda 

݀ = 0 veya ܽ = 0 dır. 

Lemma 2.4.31: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve ݀, 

݀ߪ = ,ߪ݀ ߬݀ = ݀߬ koşlunu sağlayan bir (ߪ, ߬) − türevi olsun. Eğer ݀ଶ(ܫ) = (0) ise bu durumda 

݀ = 0 dır. 

         Teorem 2.4.32: ܴ, 2-torsion free bir asal halka olsun. Eğer ∀ݔ ∈ ܴ için [݀(ݔ), ఙ,ఛ[ݔ = 0 

koşulunu sağlayan ݀: ܴ → ,ߪ) ܴ ߬) − türevi varsa bu durumda ݀ = 0 veya ܴ değişmelidir.  

         Teorem 2.4.33: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve 

݀, ݀ߪ = ,ߪ݀ ߬݀ = ݀߬ koşulunu sağlayan bir (ߪ, ߬) − türevi olsun. Eğer  

,ݔ∀ ݕ ∈ ,(ݔ)݀] için ܫ [(ݕ)݀ = 0   ise bu durumda ݀ = 0 veya ܴ değişmelidir. 

Teorem 2.4.34: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve 

݀, ߬݀ = ݀߬, ݀ߪ = ,ߪ) koşulunu sağlayan bir ߪ݀ ߬) − türevi olsun. Eğer ∀ݔ, ݕ ∈  için ܫ

,(ݔ)݀] [(ݕ)݀ = 0 ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

Teorem 2.4.35: ܴ, 2-torsion free bir asal halka ve ݀ଵ, ݀ଶ, ܴ halkasının ݀ଵߪ =   ,ଵ݀ߪ

݀ଵ߬ = ߬݀ଵ, ݀ଶߪ = ଶ ve ݀ଶ߬݀ߪ = ߬݀ଶ koşulunu sağlayan (ߪ, ߬) − türevleri olsun. Eğer 

݀ଵ݀ଶ(ܴ) = 0 ise bu durumda ݀ଵ = 0 veya ݀ଶ = 0 dır. 

 

Aydın, N., 2008 

           Lemma 2.4.36 (Lemma 2.4.22): ܴ, karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka, ݀, ܴ nin 

sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) − türevi ve ܽ ∈ ܴ olsun. Eğer [݀(ܴ), ܽ]ఙ,ఛ ⊂  ఙ,ఛ ise bu durumdaܥ

 ܽ ∈ ܼ(ܴ) dir. 

           Lemma 2.4.37 (Teorem 2.1.16): ܴ, karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka ve 

݀: ܴ → ܴ  sıfırdan farklı bir türev olsun. Eğer ݀ଶ(ܴ) ⊂ ܼ ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

           Lemma 2.4.38 (Lemma 2.4.16): ݀, ܴ asal halkasının sıfırdan farklı bir (ߪ, ߬) − türevi ve 

ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir sağ ideali olsun. Eğer ݀(ܷ) ⊂ ܼ(ܴ) ise bu durumda ܴ değişmelidir. 

           Lemma 2.4.39: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali ve ܽ ∈ ܴ 

olsun. Eğer ܴ nin ܽ݀(ܫ) = 0  ( veya ݀(ܫ)ܽ = 0) koşulunu sağlayan bir ݀, ,ߪ) ߬) − türevi varsa bu 

durumda ݀ = 0 veya ܽ = 0 dır. 

           Teorem 2.4.40: ܴ, 2-torsion free bir asal halka olsun. Eğer ∀ݔ ∈ ܴ için [݀(ݔ), ఙ,ఛ[ݔ ∈   ఙ,ఛܥ

koşulunu sağlayan ݀: ܴ → ܴ, ,ߪ) ߬) − türevi varsa bu durumda ݀ = 0 veya ܴ değişmelidir. 
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Teorem 2.4.41: ܴ bir 2-torsion free bir asal halka ve ܷ, ܴ nin sıfırdan farklı bir ideali 

olsun. Eğer ܴ nin ∀ݔ, ݕ ∈ ܷ için ݀(ݕݔ) = ,݀ koşulunu sağlayan sıfırdan farklı bir (ݔݕ)݀ ,ߪ) ߬) −

türevi varsa bu durumda ܴ değişmelidir. 
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III. BÖLÜM 

 

LİE İDEALLER VE (࣌, ࣎) − TÜREVLİ ASAL HALKALAR İLE İLGİLİ BAZI  

SONUÇLAR 

 

݀, ܴ asal halkasının sıfırdan farklı bir türevi ve her ܽ ∈ ܴ için [ܽ, ݀(ܽ)] = 0 iken ܴ 

halkasının komütatif olduğu Posner tarafından 1957 yılında gösterilmiştir. Daha sonra Awtar 

tarafından yukarıdaki teorem, ܴ halkası yerine Lie ve Jordan idealleri alınarak genelleştirilmiştir. 

P. H. Lee ve T. K. Lee ise aynı sonucu karakteristiği ikiden farklı asal halka için ispatlamışlardır. 

1991 yılında Bresar tarafından genelleştirilmiş türev tanımı yapılmış ve böylece bu sonuçlar 

genelleştirilmiş türev için incelenmeye başlanmıştır. Bu teorem 2004 yılında Argaç ve Albaş 

tarafından ܴ halkasının genelleştirilmiş türevi için ispatlanmıştır. 2009 yılında ise Ö. Gölbaşı 

teoremi yarı-asal halkalara genelleştirmiştir. Posner’ın bu teoremi Y. Hirano ve H. Tominaga 

tarafından (ߪ, 1) −türev için incelenmiştir. Daha sonra 1988 yılında K. Kaya, 2002 yılında M. 

Asraf ve N. Rehman, 2008 yılında ise N. Aydın bir ܴ asal halkasının (ߪ, ߬) −türevi için 

,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݑ = 0 veya [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ ⊂   .ఙ,ఛ koşullarını araştırmışlardırܥ

Öte yandan Daif ve Bell, 1992 yılında, 

“݀, R yarı-asal halkasının sıfırdan farklı türevi ve ܫ, ܴ nin sıfırdan farklı ideali olmak üzere  

i. ݀([ݔ, ([ݕ = ,ݔ] ,[ݕ ,ݔ∀ ݕ ∈                               ,ܫ

ii. ݀([ݔ, ([ݕ = ,ݔ]− ,[ݕ ,ݔ∀ ݕ ∈  ,ܫ

iii. Her ݔ, ݕ ∈ ,ݔ])݀ için ܫ ([ݕ = ,ݔ] ,ݔ])݀ veya [ݕ ([ݕ = ,ݔ]−  [ݕ

koşullarından biri sağlanırsa ܫ, ܴ halkasının merkezindedir.” 

teoremini ispatlamışlardır. Bu sonuç 2006 yılında Argaç tarafından incelenmiştir. Gölbaşı ise aynı 

sonucu bir yarı-asal halkada genelleştirilmiş türev için ispatlamıştır. Ayrıca Ö. Gölbaşı ve E. Koç, 

Daif ve Bell’in bu teoremini bir Lie ideal için araştırmışlardır. 

Bu bölümde Posner’ın, Herstein’in ve Daif-Bell’in teoremleri [Asraf 2002], [Aydın-Kaya 

1992] ve [Aydın 2008]’in çalışmaları esas alınarak, ܴ asal halkasının sıfırdan farklı ve her ݑ ∈ ܷ 

için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu sağlayan bir Lie ideali ve ݀, ,ߪ) ߬) −türevi için ispatlanacaktır. 

Not 1: ܷ bir Lie ideal olmak üzere  ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ iken 2ݒݑ ∈ ܷ olur.          

İspat: Gerçekten; ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ için ܷ toplamsal alt grup olduğundan ݑ + ݒ ∈ ܷ dur ve 

ݑ∀ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ olduğundan (ݑ + ଶ(ݒ ∈ ܷ olur. Dolayısıyla 

ݑ) + ଶ(ݒ = ݑ) + ݑ)(ݒ + (ݒ = ଶݑ + ݒݑ + ݑݒ + ଶݒ ∈ ܷ  

olur. Böylece  

ݒݑ + ݑݒ ∈ ܷ, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ   
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elde edilir. Öte yandan ܷ Lie ideal olduğundan  

ݒݑ − ݑݒ ∈ ܷ, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  

olur.  Bu iki ifadeden ∀ݑ, ݒ ∈ ܷ için 2ݒݑ ∈ ܷ elde edilir.                                                         

Not 2: ܴ bir halka ܷ, ܴ nin bir Lie ideali olsun, ∀ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulu, ܷ nun ܴ 

halkasının bir ideali olması kabulüne yakın gözükse bile, bu özelliği sağlayan ve ܴ halkasının 

ideali olmayan Lie idealler bulunabilir. 

Örnek: ܴ = ቄቀܽ ܾ
0 ܿቁ ቚܽ, ܾ, ܿ ∈ ܼቅ halkası olsun. ܷ = ቄቀܽ ܾ

0 ܽቁ ቚܽ, ܾ ∈ ܼቅ kümesi ܴ 

halkasının ∀ݑ ∈ ܷ için  ݑଶ ∈ ܷ  koşulunu sağlayan bir Lie idealidir. Fakat ܷ, ܴ nin bir ideali 

değildir. 

Gerçekten; ∀ݑ = ቀܽ ܾ
0 ܽቁ ∈ ܷ, için ݑଶ = ቀܽ ܾ

0 ܽቁ ቀܽ ܾ
0 ܽቁ = ቀܽଶ ܾܽ + ܾܽ

0 ܽଶ ቁ ∈ ܷ olur. 

Aynı zamanda  

ݑ∀ = ቀܽ ܾ
0 ܽቁ ∈ ܷ ve ∀ݎ = ൬݀ ݁

0 ݂൰ ∈ ܴ için  

,ݑ] [ݎ = ቀܽ ܾ
0 ܽቁ ൬݀ ݁

0 ݂൰ − ൬݀ ݁
0 ݂൰ ቀܽ ܾ

0 ܽቁ = ൬ܽ݀ ܽ݁ + ܾ݂
0 ݂ܽ ൰ − ൬݀ܽ ܾ݀ + ݁ܽ

0 ݂ܽ ൰  

 = ൬ܽ݀ − ݀ܽ ܾ݂ − ܾ݀
0 ݂ܽ − ݂ܽ൰ = ቀ0 ܾ݂ − ܾ݀

0 0
ቁ ∈ ܷ  

olur. Bu durumda ܷ Lie idealdir. Fakat 

ݑ∀ = ቀܽ ܾ
0 ܽቁ ∈ ܷ ve  ∀ݎ = ൬݀ ݁

0 ݂൰ ∈ ܴ  için 

ݎݑ = ቀܽ ܾ
0 ܽቁ ൬݀ ݁

0 ݂൰ = ൬ܽ݀ ܽ݁ + ܾ݂
0 ݂ܽ ൰ ∉ ܷ,   

ݑݎ = ൬݀ ݁
0 ݂൰ ቀܽ ܾ

0 ܽቁ = ൬݀ܽ ܾ݀ + ݁ܽ
0 ݂ܽ ൰ ∉ ܷ   

olur. Dolayısıyla ܷ, ܴ halkasının bir ideali değildir.    

Teorem 3.1: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܷ, ܴ nin her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı (ߪ, ߬) −   olsun. Eğer her ݒ݁ݎüݐ

ݑ ∈ ܷ için [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ = 0 ise bu durumda ܷ ⊂ ܼ dir.  

İspat: Hipotezden 

,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݑ = 0, ݑ∀ ∈ ܷ     (3.1) 

olur. (3.1) ifadesi lineerize edilirse; 

0 = ݑ)݀] + ,(ݒ ݑ +   ఙ,ఛ[ݒ

   = ,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݒ + ,(ݒ)݀] ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݒ)݀]  ఙ,ఛ[ݒ

elde edilir. Burada hipotez kullanılırsa;  

,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݒ + ,(ݒ)݀] ఙ,ఛ[ݑ = ,ݑ∀  ,0 ݒ ∈ ܷ                                       (3.2) 
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bulunur. (3.2) eşitliğinde ݒ yerine 2ݑݒ ∈ ܷ yazılırsa; 

0 = ,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݑݒ2 + ,(ݑݒ2)݀]   ఙ,ఛ[ݑ

   = ,(ݑ)݀]2 ఙ,ఛ[ݑݒ + (ݑ)ߪ(ݒ)݀]2 + ,(ݑ)݀(ݒ)߬  ఙ,ఛ[ݑ

   = ,(ݑ)݀](ݒ)2߬ ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݑ)݀]2 (ݑ)ߪఙ,ఛ[ݒ + ,(ݒ)݀]2  (ݑ)ߪఙ,ఛ[ݑ

,(ݑ)ߪ](ݒ)2݀+    [(ݑ)ߪ + ,(ݑ)݀](ݒ)2߬ ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݒ)߬]2  (ݑ)݀[(ݑ)߬

elde edilir. Bu eşitlikte hipotez ve (3.2) eşitliği kullanılırsa; 

0 = 2൫[݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݒ + ,(ݒ)݀] (ݑ)ߪఙ,ఛ൯[ݑ + ,ݒ])2߬   (ݑ)݀([ݑ

olur. ܴ 2-torsion free halka olduğundan; 

,ݒ])߬ (ݑ)݀([ݑ = 0, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.3)   

bulunur. (3.3) eşitliğinde ݒ yerine 2ݓݒ yazılırsa, 

0 = ,ݓݒ2])߬ (ݑ)݀([ݑ = ,ݒ])2߬ (ݑ)݀(ݓ)߬([ݑ + ,ݓ])߬(ݒ)2߬  (ݑ)݀([ݑ

Yine (3.3) eşitliği ve ܴ nin 2-torsion free olduğu kullanılarak 

,ݒ])߬ (ݑ)݀(ݓ)߬([ݑ = 0, ,ݑ∀ ,ݒ ݓ ∈ ܷ  

elde edilir. Bu ise ߬ otomorfizma olduğundan  

,ݒ] ൯(ݑ)ଵ൫݀ି߬ݓ[ݑ = 0, ,ݑ∀ ,ݒ ݓ ∈ ܷ  

demektir. Yani;  

,ݒ] ൯(ݑ)ଵ൫݀ିܷ߬[ݑ = 0, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  

bulunur. Lemma 2.2.14 den 

,ݒ] [ݑ = 0 veya ݀(ݑ) = 0, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ 

elde edilir.  

Şimdi ܭ = ݑ} ∈ (ݑ)݀|ܷ = 0} ve ܮ = ݑ} ∈ ,ݒ]|ܷ [ݑ = 0} kümeleri tanımlansın. ܭ ve ܮ 

kümeleri ܷ toplamsal grubunun alt gruplarıdır. Üstelik ܷ = ܭ ∪  dir. Halbuki bir grup iki özalt ܮ

grubunun birleşimi olarak yazılamıyacağı için ܷ = ܷ veya ܭ =    .olmalıdır ܮ

         Eğer ܷ = (ܷ)݀ ise bu durumda ܭ = 0 olur. Bu ise Lemma 2.4.24 den ݀ ≠ 0 olduğundan 

ܷ ⊂ ܼ demektir. Böylece ispat tamamlanır.  

Eğer ܷ = ,ܷ] ise bu durumda ܮ ܷ] = 0 olur ki yine Lemma 2.2.1 den ܷ ⊆ ܼ elde edilir. O 

halde her iki durumda da ܷ ⊆ ܼ bulunur. 
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Teorem 3.2: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܷ, ܴ nin her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı (ߪ, ߬) −türev olsun. Eğer her ݑ ∈ ܷ 

için [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ ∈ ܷ ఙ,ఛ ise bu durumdaܥ ⊆ ܼ  dir. 

İspat: Hipotezden  

,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݑ ∈ ఙ,ఛܥ , ݑ∀ ∈ ܷ  (3.4) 

olur. Bu ifadede ݑ yerine ݑ +  ;yazılırsa ve yine (3.4) eşitliği kullanılırsa ݒ

(ݑ)݀] + ,(ݒ)݀ ݑ +   ఙ,ఛ[ݒ

= ,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݑ)݀] ఙ,ఛ[ݒ + ,(ݒ)݀] ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݒ)݀]     ఙ,ఛ[ݒ

bulunur. Yani; 

,(ݑ)݀]  ఙ,ఛ[ݒ + ,(ݒ)݀] ఙ,ఛ[ݑ ∈ ఙ,ఛܥ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ                                         (3.5) 

elde edilir. 

Öte yandan Jacobi eşitliğinden  

,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ = ,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ

ఙ,ఛ
− ,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݑ , ൧ݒ

ఙ,ఛ
  

olur. Bu eşitlikte hipotez kullanılırsa; 

,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ = ,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ

ఙ,ఛ
, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.6) 

elde edilir. (3.5) eşitliğinde ݒ yerine [ݒ,  ;yazılırsa [ݑ

,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ + ,ݒ])݀] ,([ݑ ఙ,ఛ[ݑ ∈ ఙ,ఛܥ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ                                                     (3.7)     

elde edilir. Öte yandan 

,ݒ])݀] ,([ݑ ఙ,ఛ[ݑ = ,(ݒ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݑ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

− ,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ                          (3.8) 

dir. (3.7) eşitliğinde (3.6) ve (3.8) eşitlikleri kullanılırsa; 

,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

+ ,(ݒ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݑ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

− ,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

∈  ఙ,ఛܥ

olur. Yani; 

,(ݒ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݑ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

∈ ఙ,ఛܥ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.9) 

bulunur. (3.5) eşitliği ݑ ∈ ܷ ile kommute (commute) edilirse; 

0 = ,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

+ ,(ݒ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݑ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

  

bulunur. Bu eşitlikte (3.9) eşitliği kullanılırsa; 
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,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

∈ ఙ,ఛܥ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.10) 

bulunur. 

Öte yandan Jacobi özdeşiliğinden 

,(ݑ)݀]ൣ ఙ,ఛ[ݒ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

= ,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ + ,(ݑ)݀]] ఙ,ఛ[ݑ ,   ఙ,ఛ[ݒ

dır. Bu ifadede hipotez kullanılırsa; 

,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ ∈ ఙ,ఛܥ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.11) 

bulunur. Bu eşitlikte ݒ yerine 2ݑݒ yazılırsa; 

,(ݑ)݀ൣ ,ݑݒ2] ൧[ݑ
ఙ,ఛ = ,(ݑ)݀]2 ,ݒ]   ఙ,ఛ[ݑ[ݑ

                               = 2 ቄ߬([ݒ, ,(ݑ)݀]([ݑ ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ(ݑ)ߪቅ 

elde edillir. Bu ifade ݑ ∈ ܷ ile kommute (commute) edilirse; 

          0 = ቂ߬([ݒ, ,(ݑ)݀]([ݑ ఙ,ఛ[ݑ + ,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ(ݑ)ߪ, ቃݑ

ఙ,ఛ
  

   = ,ݒ])߬ ,(ݑ)݀]ൣ([ݑ ఙ,ఛ[ݑ , ൧ݑ
ఙ,ఛ

+ ,ݒ])߬] ,([ݑ ,(ݑ)݀][(ݑ)߬  ఙ,ఛ[ݑ

   + ቂൣ݀(ݑ), ,ݒ] ൧[ݑ
ఙ,ఛ , ቃݑ

ఙ,ఛ
(ݑ)ߪ + ,(ݑ)݀ൣ ,ݒ] ൧[ݑ

ఙ,ఛ[(ݑ)ߪ,  [(ݑ)ߪ

Böylece bu son eşitlikten 

߬൫ൣ[ݒ, ,[ݑ ,(ݑ)݀]൧൯ݑ ఙ,ఛ[ݑ = 0, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.12) 

elde edilir. (3.12) eşitliği sağdan (ݓ)ߪ ile çarpılırsa; 

߬൫ൣ[ݒ, ,[ݑ ,(ݑ)݀]൧൯ݑ (ݓ)ߪఙ,ఛ[ݑ  = 0    

olur. Hipotezden [݀(ݑ), (ݓ)ߪఙ,ఛ[ݑ = ,(ݑ)݀](ݓ)߬  ;ఙ,ఛ olduğu kullanılırsa[ݑ

߬൫ൣ[ݒ, ,[ݑ ,(ݑ)݀](ݓ)൧൯߬ݑ ఙ,ఛ[ݑ = 0  

bulunur. ߬ otomorfizma olduğu için bu ifadeden 

,ݒ]ൣ ,[ݑ ,(ݑ)݀]൧ܷ߬ିଵ൫ݑ ఙ,ఛ൯[ݑ = 0  

elde edilir. Böylece Lemma 2.2.14 den her ݑ ∈ ܷ için  

,ݒ]ൣ ,[ݑ ൧ݑ = 0 veya [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ = 0. 

Eğer [݀(ݑ), ఙ,ఛ[ݑ = 0 ise bu durumda Teorem 3.1 den ܷ ⊆ ܼ olur. Böylece ispat 

tamamlanır.  
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Şimdi ൣ[ݒ, ,[ݑ ൧ݑ = 0, ݒ∀ ∈ ܷ olduğunu kabul edelim. 

:௨ܫ ܴ → (ݔ)௨ܫ   ,ܴ = ,ݔ] ݑ ௨ nunܫ .dönüşümünü tanımlayalım  [ݑ ∈ ܷ ile belirlenen iç türev 

olduğu açıktır. Böylece yukardaki son eşitlikten ܫ௨
ଶ(ܷ) = 0 bulunur. Bu ise Teorem 2.2.18 den 

ܷ ⊆ ܼ sonucunu verir. Böylece ispat tamamlanır. 

Teorem 3.3 : ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܷ, ܴ nin her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı (ߪ, ߬) −türev olsun. Eğer ܽ ∈ ܴ için 

[݀(ܷ), ܽ]ఙ,ఛ = 0 ise bu durumda ܽ ∈ ܼ veya ܷ ⊆ ܼ dir. 

İspat: Hipotezden 

,(ݑ)݀] ܽ]ఙ,ఛ = 0, ݑ∀ ∈ ܷ  (3.13) 

dir. (3.13) eşitliğinde ݑ yerine 2ݒݑ yazılırsa; 

0 = ,(ݒݑ2)݀] ܽ]ఙ,ఛ = (ݒ)ߪ(ݑ)݀]2 + ,(ݒ)݀(ݑ)߬ ܽ]ఙ,ఛ  

   = ,(ݑ)݀]2 ܽ]ఙ,ఛ(ݒ)ߪ + ,(ݒ)ߪ](ݑ)2݀ [(ܽ)ߪ + ,(ݒ)݀](ݑ)2߬ ܽ]ఙ,ఛ 

,(ݑ)߬]2+     (ݒ)݀[(ܽ)߬

olur. Bu ifadede hipotez ve ܴ nin 2-torsion free olduğu kullanılırsa; 

,ݒ])ߪ(ݑ)݀ ܽ]) + ,ݑ])߬ (ݒ)݀([ܽ = 0  

bulunur. Yani; 

,ݒ])ߪ(ݑ)݀ ܽ]) = ߬([ܽ, ,(ݒ)݀([ݑ ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ   (3.14) 

elde edilir. (3.14) eşitliğinde ݒ yerine 2ݓݒ yazılırsa; 

,ݒ])ߪ(ݑ)݀ (ݓ)ߪ([ܽ + ,ݓ])ߪ(ݒ)ߪ(ݑ)݀ ܽ])    

= ߬([ܽ, (ݓ)ߪ(ݒ)݀([ݑ + ߬([ܽ,   (ݓ)݀(ݒ)߬([ݑ

elde edilir. Bu eşitlikte (3.14) eşitliği kullanılırsa; 

,ݓ])ߪ(ݒ)ߪ(ݑ)݀ ܽ]) = ߬([ܽ, ,(ݓ)݀(ݒ)߬([ݑ ,ݑ∀ ,ݒ ݓ ∈ ܷ  (3.15) 

bulunur. (3.15) eşitliğinde ݒ yerine [ݒ, ܽ] yazılırsa; 

,ݒ])ߪ(ݑ)݀ ,ݓ])ߪ([ܽ ܽ]) = ߬([ܽ, ,ݒ])߬([ݑ   (ݓ)݀([ܽ

bulunur. Tekrar  (3.14) eşitliği kullanılırsa; 

,ܽ])߬(ݑ)݀ ,ݓ])ߪ(ݒ)݀([ݑ ܽ]) = ߬([ܽ, ,ݒ])߬([ݑ   (ݓ)݀([ܽ

elde edilir. Burada (3.14) eşitliği kullanılarak ݀(ݒ)ݓ])ߪ, ܽ]) = ߬([ܽ,  ;yazılırsa (ݓ)݀([ݒ

߬([ܽ, ,ܽ])߬([ݑ (ݓ)݀([ݒ = ߬([ܽ, ,ݒ])߬([ݑ    (ݓ)݀([ܽ
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                                      = −߬([ܽ, ,ܽ])߬([ݑ   (ݓ)݀([ݒ

olur. Yani; 

2߬([ܽ, ,ܽ])߬([ݑ (ݓ)݀([ݒ = 0  

bulunur. ܴ 2-torsion free asal halka olduğu için  

߬([ܽ, ,ܽ])߬([ݑ (ݓ)݀([ݒ = 0, ,ݑ∀ ,ݒ ݓ ∈ ܷ  

olur. Lemma 2.4.25 den  

߬([ܽ, ,ܽ])߬([ݑ ([ݒ = 0 veya ܷ ⊆ ܼ  

olur. Dolayısıyla ߬ otomorfizma olduğu da kullanılarak  

[ܽ, ,ܽ][ݑ [ݒ = 0, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.16) 

bulunur. (3.16) eşitliğinde ݒ yerine 2ݓݒ yazılırsa; 

0 = 2[ܽ, ,ܽ][ݑ ݓ[ݒ + 2[ܽ, ,ܽ]ݒ[ݑ   [ݓ

olur. Yani; 

[ܽ, ,ܽ]ܷ[ݑ [ݓ = 0, ,ݑ∀ ݓ ∈ ܷ  

elde edilir. Lemma 2.2.14 den 

[ܽ, [ݑ = 0 veya [ܽ, [ݓ = 0  

olur. Özel olarak [ܽ, [ݑ = 0, ݑ∀ ∈ ܷ bulunur. Lemma 2.2.1 den ܽ ∈ ܼ elde edilir. İspat 

tamamlanır. 

Teorem 3.4: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܷ, ܴ nin her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı (ߪ, ߬) −türev olsun. Eğer her  

,ݑ ݒ ∈ ܷ için ݀([ݑ, ([ݒ = 0 ise bu durumda ܷ ⊆ ܼ dir. 

İspat: Hipotezden; 

,ݑ])݀ ([ݒ = 0, ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.17) 

dir. (3.17) eşitliğinde ݒ yerine 2ݑݒ yazılırsa ve ܴ nin 2-torsion free olduğu ve (3.17) eşitliği 

kullanılırsa; 

0 = ,ݑ])݀ ([ݑݒ2 = ,ݑ])2݀   (ݑ[ݒ

   = ,ݑ])2݀ (ݒ)ߪ([ݒ + ,ݑ])2߬  (ݑ)݀([ݒ

bulunur. Yani; 

,ݑ])߬ (ݑ)݀([ݒ = 0  , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.18) 
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elde edilir. (3.18) eşitliğinde ݒ yerine 2ݓݒ yazılırsa; 

0 = ,ݑ])߬   (ݑ)݀([ݓݒ2

   = ,ݑ])2߬ (ݑ)݀(ݓ)߬([ݒ + ,ݑ])߬(ݒ)2߬  (ݑ)݀([ݓ

olur. Bu eşitlikte ܴ nin 2-torsion free olduğu ve (3.18) eşitliği kullanılırsa; 

,ݑ])߬ (ݑ)݀(ݓ)߬([ݒ = 0, ,ݑ∀ ,ݒ ݓ ∈ ܷ  

bulunur. ߬ otomorfizma olduğu için  

,ݑ] ൯(ݑ)ଵ൫݀ିܷ߬[ݒ = 0  

elde edilir. Lemma 2.2.14 den  

,ݑ] [ݒ = 0  veya  ݀(ݑ) = 0  

elde edilir.  

Şimdi ܭ = ݑ} ∈ ,ݑ]|ܷ [ݒ = 0} ve ܮ = ݑ} ∈ (ݑ)݀|ܷ = 0} kümelerini tanımlayalım. ܭ ve ܮ 

kümeleri ܷ toplamsal grubunun iki özalt grubu olup, ܷ = ܭ ∪  dir. Böylece Brauer’s Trick’ten ܮ

ܷ = ܷ veya ܭ =  .olmalıdır ܮ

Eğer ܷ = ,ܷ] ise ܭ ܷ] = 0 olur. Bu Lemma 2.2.1 den ܷ ⊆ ܼ demektir. İspat biter. 

Eğer ܷ = (ܷ)݀ ise ܮ = 0 olur. Bu ise Lemma 2.4.24 den  ܷ ⊆ ܼdir. Yine ispat tamamlanır. 

Teorem 3.5: ܴ, 2-torsion free bir asal halka, ܷ, ܴ nin her ݑ ∈ ܷ için ݑଶ ∈ ܷ koşulunu 

sağlayan sıfırdan farklı bir Lie ideali, ݀: ܴ → ܴ sıfırdan farklı (ߪ, ߬) −türev olsun. Eğer her ݑ, ݒ ∈

ܷ için ݀([ݑ, ([ݒ = ,ݑ]± ఙ,ఛ[ݒ  ise bu durumda ܷ ⊆ ܼ dir. 

İspat: Kabul edelim ki 

,ݑ])݀ ([ݒ = ,ݑ] ఙ,ఛ[ݒ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ   (3.19) 

olsun. Bu ifadede ݒ yerine 2ݑݒ yazılırsa; 

,ݑ])݀ ([ݑݒ2 = ,ݑ]   ఙ,ఛ[ݑݒ2

,ݑ])2݀ (ݑ[ݒ = ,ݑ](ݒ)2߬ ఙ,ఛ[ݑ + ,ݑ]2   (ݑ)ߪఙ,ఛ[ݒ

,ݑ])2݀ (ݑ)ߪ([ݒ + ,ݑ])2߬ (ݑ)݀([ݒ = ,ݑ](ݒ)2߬ ఙ,ఛ[ݑ + ,ݑ]2   (ݑ)ߪఙ,ఛ[ݒ

 olur. Bu eşitlikte hipotez ve ܴ halkasının 2-torsion free olduğu kullanılırsa;  

,ݑ])߬ (ݑ)݀([ݒ = ,ݑ](ݒ)߬ ఙ,ఛ[ݑ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ  (3.20) 

bulunur. (3.20) eşitliğinde ݒ yerine 2ݒݓ yazılırsa; 

,ݑ])߬ (ݑ)݀([ݒݓ2 = ,ݑ](ݒݓ2)߬   ఙ,ఛ[ݑ

,ݑ])2߬ (ݑ)݀(ݒ)߬([ݓ + ,ݑ])߬(ݓ)2߬ (ݑ)݀([ݒ = ,ݑ](ݒ)߬(ݓ)2߬   ఙ,ఛ[ݑ
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olur. (3.20) eşitliği ve ܴ halkasının 2-torsion free olduğu kullanılırsa;  

,ݑ])߬ (ݑ)݀(ݒ)߬([ݓ = 0, ,ݑ∀ ,ݒ ݓ ∈ ܷ  (3.21) 

bulunur. ߬ otomorfizma olduğu için  

,ݑ] ൯(ݑ)ଵ൫݀ିܷ߬[ݓ = 0, ,ݑ∀ ݓ ∈ ܷ  

elde edilir. Lemma 2.2.14 den  

,ݑ] [ݓ = 0 veya  ݀(ݑ) = 0 

dır. Teorem 3.4 de uygulanılan yöntemle ܷ ⊆ ܼ elde edilir. 

Şimdi ݀([ݑ, ([ݒ = ,ݑ]− ఙ,ఛ [ݒ , ,ݑ∀ ݒ ∈ ܷ olsun. Benzer tekniklerle bu durum için de ܷ ⊆ ܼ 

olduğu ispatlanır. 
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