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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

(0,7) —TUREVLI ASAL HALKALAR ILE ILGILI BAZI

GENELLESTIRMELER

Seda OGUZ

Cumbhuriyet Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti

Matematik Anabilim Dali

Danisman: Dog. Dr. Oznur GOLBASI

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde tez konusuyla ilgili genel bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde tez konusuyla ilgili yapilmis olan ¢alismalar 6zetlenmistir.

Ugiincii boliimde ise Posner’in Herstein’in ve Daif-Bell’in teoremleri [Asraf 2002], [Aydin-
Kaya 1992] ve [Aydin 2008] ¢alismalar1 esas alinarak, R asal halkasmnin sifirdan farkli ve her

u € U igin u? € U sart1 saglayan bir Lie ideali ve (o, T) —tiirevi igin ispatlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Tirev, Lie ideal, (g, 7) — tiirev, merkezil doniisiim.



SUMMARY

MSc Thesis

SOME GENERALIZATIONS IN PRIME RINGS WITH

(0,7) —DERIVATION

Seda OGUZ

Cumhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Supervisor: Asoc. Prof. Dr. Oznur GOLBASI

The thesis can be divided into three sections.

In Section I, a descriptive introduction was provided on the general terminology of the

subject.
In Section II, some important research articles relevant to the subject were discussed.

The final section describes the work performed on the subject. It was based on Posner’s,
Herstein’s and Daif-Bell’s and tried to prove that every u € U for u? € U, where U is not equal to

zero of R prime ring satisfies the condition for Lie ideal and (g, 1) — derivation.

Key Words: Derivation, Lie ideal, (o, T) — derivation, centralizing map.
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GIRIS

R bir halka, d: R = R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x, y € R i¢in

dxy) =dx)y + xd(y)

kosulu saglaniyor ise d ye R halkasinin bir tiirevi denir.

Asal halkalarin tiirevleri iizerine ilk g¢alisma 1957 yilinda E.C. Posner tarafindan
yapilmistir. Bu calismada Posner, asal halkalarm degismeliligini tiirev yardimiyla incelemistir.
Son 50 yildir tiirevler ve halka yapisi arasindaki iliskiyi inceleyen pek ¢ok ¢alisma yapilmustir.
Teorinin gelisimiyle beraber daha sonraki yillarda farkli tiirev kavramlari tanimlanmis, asal
halkalarda bu tiirevlerin sagladigi o&zellikler incelenmistir. Bu tlirev kavramlari iginde
genellestirilmis tiirevler ve (o, T) — tiirevler yer almaktadir.

R bir halka, f: R — R toplamsal bir doniigiim olsun. Eger her x,y € R i¢in

fxy) = f(X)y +xd(y)

kosulunu saglayan bir d: R — R tiirevi varsa f ye R halkasmin d ile belirlenmis genellestirilmis
tiirevi denir. Bu tanim 1989 yilinda Bresar tarafindan verilmistir. Hvala 1998 de asal halkalarin
genellestirilmig tlirevlerinin cebirsel dzelliklerini incelemistir. Daha 6nce adi tiirevli asal halkalar
i¢in elde edilmis bazi sonuglar genellestirilmis tiirevler igin arastirilarak 6nemli bulgular elde
edilmistir. Bu ¢aligmalar zamanla asal halkalardan, halkanin ideali ve Lie idealleri iizerinde
incelenmeye baslanmistir. Bir taraftan da tiirev yerine (o,7) — tiirev alinarak énemli sonuglar
elde edilmistir.

R bir halka, d: R = R toplamsal bir doniisiim olsun. o, T: R = R iki fonksiyon olmak tizere

her x,y € R i¢in

d(xy) = d(x)a(y) + t(x)d(y)

kosulu saglaniyorsa d ye R halkasinin bir (o, 7) — tirevi denir.

Bir R halkasinda x,y € R i¢in xy — yx eleman1 komiitatér ¢arpim olarak adlandirilir ve
[x,v] ile gosterilir. {z € R|zx = xz,Vx € R} kiimesine ise R halkasmin merkezi denir ve Z ile
gosterilir.

X ve Y, R halkasinm iki alt kiimesi olsun. [X,Y] ile xy —yx, x € X,y € Y elemanlari
tarafindan iretilen toplamsal alt grup gosterilir. Buna gore, U, R halkasinin bir toplamsal alt grubu
olmak tizere eger [U, R] € U oluyorsa U ya R halkasinin bir Lie ideali denir.

Bu tanimlar 15181inda o, t: R = R iki fonksiyon olmak {izere her x, y € R i¢in

xo(y) — 1(y)x elemant ile [x, y], , ile gosterilir ve (o, T) —komiitatér ¢arpim olarak adlandirilir.



Cyr = {c € Rlca(x) = ot(x)c,Vx € R} kiimesine ise R halkasmin (o, 7) —merkezi denir. 1
birim déniisiim olmak tizere R halkasmin (1,1) —merkezinin Z oldugu agiktir.

S, R halkasmin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi F: R — R bir doniisiim olmak {izere eger
her x € R igin [F(x),x] = 0 oluyorsa F ye R halkasinin bir kommuting (commuting) doniisiimii
denir. Benzer sekilde her x € R i¢in [F(x),x] € Z saglaniyorsa F ye R halkasinin merkezil
dontistimii denir.

1957 yilinda E. C. Posner merkezil tiireve sahip olan bir asal halkanin degismeli oldugunu
ispatlamigtir. Bu teorem Posner’in II. Teoremi olarak da adlandirilir. Posner dan sonra pek ¢ok
yazar bu konuyla ilgili halkanin uygun bir alt kiimesini alarak genellestirmeler yapmistir. 1973 de
R. Awtar Lie idealler tizerinde merkezil olan tiirevleri incelemistir. Ayni teorem P.H. Lee ve T.K.
Lee tarafindan U, R asal halkasinin bir Lie ideali ve her u € U igin [d(u),u] € Z kosulu altinda
U c Z oldugu gosterilerek ispatlanmistir. Bu teorem 2006 yilinda N. Argag ve E. Albas tarafindan
asal halkada genellestirilmis tiirev alinarak incelenmistir. 2009 yilinda O. Gélbas1 ise ayn1 teoremi
R vyariasal halka, f,R nin genellestirilmis tiirevi igin ispatlamistir. Ote yandan kommuting
(commuting) veya merkezil doniisimler bir halkann T otomorfizmasi ve hatta
T toplamsal doéniisiimii igin de incelenmistir. Bu konuyla ilgili ¢esitli ¢alismalar vardir.

Posner’m bu teoremi d tiirevi yerine (o, 7) —tiirev alinarak da arastirilmistir. Y. Hirano ve
H. Tominaga bir R asal halkasinin sifirdan farkli U Lie ideali ve d, (o,7) —tiirev olmak {izere
her u € U i¢in [d(u), u] = 0 saglaniyorsa R nin degismeli halka oldugunu ispatlamiglardir. Daha
sonra bu teorem N. Argag, A. Kaya ve A. Kisir tarafindan d, (o,7) — tiirev ve U # 0 sag ideal
olmak tizere heru € U igin [d(u),u],, = 0saglanmyor ise R degismelidir veya o =t dur
sonucuna genellestirilmistir. 1988 yilinda K. Kaya ise bu sonucu
"heru € Uigin  [d(w),u],; € Cy, ise R degismelidir" bigminde arastirmistir. Ayni teoremler
2002 yilinda M. Asraf ve N.Rehman tarafindan ele almmuistir.

1979 yilinda 1. N. Herstein, R, karakteristigi ikiden farkli asal olan bir halka i¢in
[a,d(R)] =0 kosulunu saglayan a elemanmnin halkanin merkezinde oldugunu ispatlamigtir.
Herstein’m bu teoremi [a,d(R)] € Z kosulu altinda P. H. Lee ve T. K. Lee tarafindan, U, R
halkasmm merkezi tarafindan kapsanilmayan bir Lie ideali olmak iizere [a, d(U)] = 0 kosulu
altinda ise J. Bergen, I. N. Herstein ve J. W. Kerr tarafindan genellestirilmistir. Daha sonra P. H.
Lee ve T. K. Lee, U, R halkasmn bir Lie ideali ve [a, d(U)] € Z iken a € Z oldugunu kanitladilar.
N.Argag ve E. Albas, bu kosulu 2004 yilinda R asal halkas1 iizerinde genellestirilmis tiirev icin, O.
Golbast ve K. Kaya ise, U, R halkasinin Lie ideali ve (f, d), genellestirilmis tiirevi i¢in incelediler.
Ayni teorem N. Aydin ve K. Kaya tarafindan ise R asal halkasmin bir d (o, T) — tirevi igin

[d(R),a],, € C, . ise a € Z bigiminde genellestirildi.



Ote yandan 1992 yilinda Daif ve Bell tarafindan “d, R yari-asal halkasmn sifirdan farkli
tirevi ve I, R nin sifirdan farkl ideali olmak iizere asagidaki kosullardan biri saglanirsa I, R

halkasmin merkezindedir;
i' d([er])=$[x,Y], vx,yEI,

ii. x,y €ligind([x,y]) = [x,y] veya d([x,y]) = =[x, y].”

teoremi ispatlandi. Bu sonuc¢ 2006 yilinda N. Argag tarafindan incelendi. O. Golbas1 ayn1
sonucu bir yari-asal halkada (f,d) genellestirilmis tiirevi icin, O. Golbas1 ve E. Kog ise bir asal
halkanin Lie ideali i¢in genellestirdi.

Bu calismanin amact Posner’in, Herstein’in, Daif-Bell’in yukardaki teoremlerini R asal
halkasmin her u € U igin u? € U sartm saglayan bir U Lie ideali ve d, (o, 7) —tiirevi igin

ispatlamaktir.



1. BOLUM

GENEL BIiLGILER

Tanim 1.1: R, bos olmayan bir kiime ve R iizerinde toplama ve carpma ikili iglemleri

tanimli olsun. Buna gore asagidaki kosullari saglarsa R ye bir halka denir ve (R, +,.) ile gosterilir.
i. (R,+) degismeli grup,
ii. Va,b,c €R igin a(bc) = (ab)c,
iii. Va,b,c €R igin a(b+c) =ab+ ac ve (a+ b)c = ac + bc.
Ayrica
iv.Va,b € R igin ab = ba ise R halkasina degismeli (komiitatif) halka denir.
v.Va € Rigin a.1; = 1. a olacak sekilde 15 € R varsa R halkasmna birimli halka denir.

Tamm 1.2: R bir halka ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger S kiimesi R deki

toplama ve ¢arpma islemleri altinda bir halka ise S ye R nin alt halkas1 denir.
Tamm 1.3: R bir halka ve I, R nin bir alt halkas1 olsun.
i. Herr €R,a € liginra € [ ise I ya R halkasinin sol ideali,
ii. Herr € R, a € I igin ar € I ise I ya R halkasinin sag ideali denir.
I, R nin hem sol, hem de sag ideali ise I ya R halkasinin bir ideali denir.

Tanim 1.4: R bir halka ve A, B ve P, R nin idealleri olsun. AB € P oldugunda A € P veya

B C P oluyorsa P ye R halkasinin asal ideali denir.
Teorem 1.5: R bir halka ve P, R nin bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler denktir.
(1) P asal idealdir.
(2)Va,b € RiginaRb € Pisea € P veya b € P dir.
(3)Va,b € Rigin (a)(b) S Pisea € P veya b € P dir.
(4) U,V R halkasmin iki sol ideali olmak tlizere UV € P iken U € P veya
V c P dir.

(5) U,V  Rhalkasmm iki sol ideali olmak {izere UV € P iken U S P veya
V C P dir.

Ispat: (1) = (2): P asal ideal olsun. Va,b € R i¢in aRb S P oldugunu kabul edelim. Bu
durumda RaRbR € P olur. Buradan RaRRbR € P olur. P asal ideal oldugu i¢in RaR € P veya



RbR € P bulunur. (a) = Aolsun. A3 € RaR € P ve yine P asal ideal oldugundan A% € P veya
A € P olur. Boylece A = (a) € P elde edilir. Buradan a € P bulunur. Benzer sekilde b € P

gosterilir.

(2)=():Va,b € RicinaRb € Pisea € P veya b € P olsun. Kabul edelim ki
(a)(b) € P olsun. Bu durumda; aRb < (a)(b) € P oldugundan aRb S P olur. Hipotezden,
a € Pveyab € P dir.

(3) =(4): Va,b € R igin (a)(b) S P ise a € P veya b € P olsun. U,V R halkasmnin iki sol
ideali ve UV € P olsun. Bu durumda U & P oldugunu kabul edelim. Bu durumda u € U ve u & P
olacak bi¢imde bir u eleman vardir. Keyfi bir v € V alalim. (u)(v) € UV + UVR < P dir. Bu

durumda hipotezden u € P veya v € P olur.
(3) =(5): Benzer sekilde gosterilir.
(4) =(1) : Tanimdan (4) =(1) ve (5) =(1) oldugu agiktir.
Tanim 1.6: (0) ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.
Onerme 1.7: R bir halka olsun. Buna gére asagidakiler denktir.
(1) R asal halkadir.
(2) Eger a, b € R igin aRb = (0) ise bu durumda a = 0 veya b = 0 dir.
(3) R halkasmm sifirdan farkli her sag idealinin sag sifirlayani sifirdir.
(4) R halkasmm sifirdan farkli her sol idealinin sol sifirlayani sifirdir.

Ispat: : (1) = (2): R asal halka olsun. Bu durumda (0) ideali asal idealdir. Va,b € R igin
aRb = (0) oldugunu kabul edelim. Teorem 1.5 (2) den a € (0) veya b € (0) dir. Bu durumda

a=0veyab =0 olur.

(2) =(3): 1, R halkasimnin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. R halkasmin sag idealinin sag
sifirlayam1 kiimesi A = {a € R|xa = 0,Vx € I} ile tamimlansm. Bu durumda I sag ideal
oldugundan IRA € IA = {0} olur. Hipotezden I = {0} veya A = {0} dir. I # {0} oldugundan
A = {0} elde edilir.

(2) =(4): Benzer sekilde gosterilir.
(4) =(1): Tanimdan agiktir.

Tanimm 1.8: R bir halka vel, R halkasinin bir ideali olsun. I™ = (0) olacak bigimde

In € Z* varsal ya R nin nilpotent ideali denir.

Tamm 1.9: R bir halka, A ve Q, R halkasmm iki ideali olsun. A> € Q iken A € Q ise Q

idealine R halkasinin yari-asal ideali denir.



Teorem 1.10: R bir halka ve @, R halkasinin bir ideali olsun. Buna gore asagidakiler

denktir.
i. Q yari-asal idealdir

ii.a € RicinaRa S Q isea € Q

iii.a € Ricin ()2 S Qisea € Q

iv. U, R halkasinin bir sag ideali ve U? € Q ise U € Q

v. U, R halkasmin bir sol ideali ve U2 € Q ise U € Q
ispat: Ispat Teorem 1.5 e benzer sekilde yapilir.
Tamm 1.11: R bir halka olsun.

i. a € Ri¢in, a™ = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayis1 var ise a elemanma halkanin
nilpotent eleman1 denir. a® =0 fakat a" ! # 0 ise n pozitif tamsayisina a elemanmin

nilpotentlik indeksi denir.

ii. 4, R halkasinin bir ideali olsun. A nin keyfi olarak alman a4, a,, ..., a,, elemanlart igin,

a;a;.... a,= 0 ise A idealine R halkasinin nilpotent ideali denir.
Tanim 1.12: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yari-asal halka denir.

Tanim 1.13: R bir halka olsun. Va € R i¢in na = 0 olacak bigimde bir n pozitif tamsayisi

var ise boyle n lerin en kiigiigiine R halkasinin karakteristigi denir ve charR = n ile gosterilir.

Tanim 1.14: R bir halka ve m # 0 bir tamsay1 olsun. Her x € R igin mx = 0 oldugunda

x = 0 oluyorsa R halkasina m- torsion free halka denir.
Tanim 1.15: X, R halkasinin bos kiimeden farkl: bir alt kiimesi olsun.
Cr(X) = {a € R|xa = ax,Vx € X} kiimesine X in R deki merkezlestiricisi denir.

Tamm 1.16: R bir halka olsun. Z = {z € R|xz = zx, Vx € R} kiimesine R halkasmm

merkezi denir. Z, R nin bir alt halkasidir.
Onerme 1.17: R bir asal halka olsun. Eger ab,b € Z ise bu durumda b = 0 veya a € Z dir.
ispat: ab, b € Z olsun. Vx € R i¢in xab = abx = axb olur. Buradan
(ax —xa)b = 0,vx €ER (1.1)
elde edilir. (1.1) de x yerine xy, y € R alinirsa;
0 = (axy — xya)b = axyb — xyab

= axyb — xayb + xayb — xyab



= (ax — xa)yb + x(ay — ya)b
olur. Bu ifadenin ikinci terimi (1.1) den dolayi sifirdir. Boylece
(ax — xa)Rb = (0),Vx € R (1.2)
oldugu goriiliir. R asal halka oldugu i¢in (1.2) den;
b=0veyaa €Z
bulunur.

Onerme 1.18: R bir yari-asal halka olsun. a elemani R halkasmin sifirdan
farkl1 bir sag idealini merkezlesin. Bu durumda a € Z dir.

Ispat: I, R halkasinn sifirdan farkli bir sag ideali olsun. al = Ia oldugunu kabul edelim.
Bu durumda Vx € igin xa = ax vel sag ideal oldugundan Vr € R i¢in xra = axr dir. Yani
0 = [xr, al=x[r, a] + [x, a]r dir. Bu durumda x[r, a] = 0, yani I[R, a] = 0 elde edilir.

I # {0} oldugundan a € Z bulunur.
Onerme 1.19: R bir yari-asal halka ve 0 # a € R olsun. Her x € R igin
a(ax — xa) = 0 oluyorsa bu durumda a € Z dir.
ispat: x, € R igin hipotezden;
a(a(xr) — (xr)a) =0 (1.3)

olur. a(xr) — (xr)a = (ax — xa)r + x(ar — ra) oldugu (1.3) de yerine yazilir ve yine (1.3)

esitligi kullanilirsa;
ax(ar —ra) =0, Vx,r €R
elde edilir. Bu ise
(ar —ra)R(ar —ra) = (0),Vr € R

oldugunu verir. R yari-asal halka oldugundan Vr € R ig¢in ar = ra elde edilir. Boylece a € Z

bulunur.
Onerme 1.20: Bir asal halkanin merkezinde sifirdan farkli nilpotent elemani yoktur.

ispat: R bir asal halka ve Z, R nin merkezi olsun.

Kabul edelim ki 0 # a € Z i¢in a®? = 0 olsun. a € Z oldugundan Vx € R icin ax = xa dur.
Esitligin her iki tarafi soldan a ile garpilirsa;

a’x = axa,
elde edilir. Bu durumda

0 =axa



olur. Yani;
aRa =20
bulunur. R asal halka oldugundan a = 0 elde edilir. Bu ise kabuliimiizle gelisir. O halde asal

halkanin merkezinde nilpotent eleman yoktur.

Tanmm 1.21: R bir halka olsun. 0 # a € R elemani i¢in ab = 0 (veya ba = 0) olacak
sekilde en az bir 0 # b € R bulunabilirse a ya halkanin bir sol sifir boleni ( veya sag sifir boleni)

denir.

Tammm 1.22: x,y € R i¢in xy — yx ifadesi komiitatdr ¢carpimi olarak adlandirilir ve [x, y]

ile gosterilir.
Ozellikler: Vx, y,Z € R igin
i [x+y,z2] =[x2z2]+ [y 2]
ii. [x,yz] = ylx,z] + [x,v]z
iii. [xy, z] = x[y, z] + [x, z]y esitlikleri saglanir. Ayrica,
iv. [[x,y],z] + [[y,z],x] + [[z,x],y] =0
esitligine Jacobi 6zdesligi denir.

Tammm 1.23: R bir halka ve 4, R halkasmin toplamsal alt grubu olsun. Va,b € A igin
ab — ba € A (aob = ab + ba € A) oluyorsa A ya R nin Lie ( Jordan) alt halkas1 denir.

Tanmm 1.24: A, R halkasinin bir Lie (Jordan) alt halkasi ve U € A toplamsal alt grubu
olsun. Vu € U ve Va € A igin ua — au € U (ua + au € U) oluyorsa, U ya A nin Lie ( Jordan)

ideali denir.

a b

Ornek1.25: R = {(C d) |a, b,c,de 12}

halkasinin U = {(Z Z) |a, b,ce€ 12} alt kiimesini ele alalim. U, R nin bir Lie idealidir.
Coziim: u € U,r €R i¢in

b e
u=(ccl a)' a,b,c€l, ve r=(g {l) e f,g,h €1, olsun.

=l 96 01-¢ 96 DG D 2

_(ae+bg af+bh)_(ae+cf be+af)
“\ce+ag cf+ah ga+hc gb+ah

_(ae+bg—ae—cf af+bh—be—af)
“\ce+ag—ga—hc cf +ah—gb—ah



_(bg—cf bh—be)
_(ce—hc cf —gb ev

elde edilir. Bu durumda Tanim 1.24 den U, R nin Lie idealidir.

Tamm 1.26: R bir halka ve o,7:R - R iki fonksiyon olsun. x,y € R igin

[x, ¥]sr = x0(y) — T(y)x ifadesine (o, 7)- komiitatér ¢arpimi denir.
Ozellikler: Vx, v, z € R icin asagidaki bagmtilar saglanir.
L[y, 2]er = x[y, 2] 5 + [x,7(2)]y
ii. [xy,z]o. = x[y,0(2)] + [x,2]5:y
iii. [x,yz],. = 1, 2]5 + [x,¥]5.0(2)
iv. [[x, y]”,z]” = [x, ly, Z]]” + [[x, Z]”,y]m( Jacobi 6zdesligi )
Tamm 1.27: C,, = {c € R|co(x) = 1(x)c} kiimesine R halkasmin (o, 7)- merkezi denir.
Tanim 1.28: R bir halka, d: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Her x, y € R igin
d(xy) = d()y + xd(y)
kosulunu sagliyor ise d ye R halkasinda bir tiirevdir denir.

Tanim 1.29: R bir halka ve d: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Her  x,y € R i¢in;

o,T: R = R iki fonksiyon olmak tizere
d(xy) = d(x)a(y) + t(x)d(y)
ise d ye bir (o, T)- tiirev denir.

Tamim 1.30: R bir halka, f: R = R toplamsal bir doniisiim olsun.
Eger Vx,y € R i¢in

fley) = f()y +xd(y)
kosulunu saglayan bir d: R — R tiirevi varsa f ye R halkasinda d ile belirlenmis genellestirilmis
tiirev denir.

Ornek 1.31:

1) Her tiirev bir genellestirilmis tiirevdir.

2) f(x) = ax + xb, a,b € R doniisiimii bir genellestirilmis tiirevdir.

Coziim:

1) d bir tiirev olsun. d: R = R toplamsal bir doniisiim olmak {izere
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Vx,y € R igin
d(xy) = d(x)y + xd(y)

dir. Eger f = d secgersek Tanim 1.30 dan d genellestirilmis tlirevdir.
2) Vx,y € R icin
fc+y)=alx+y)+(x+y)b=ax+ay+xb+yb

=ax+xb+ay+yb

fG)+f»)
oldugundan f: R = R toplamsal bir doniisiimdiir. Diger taraftan Vx,y € R icin
d(y) = yb — by seklinde bir tiirev alinirsa;
f(xy) = axy + xyb
= axy + xby — xby + xyb
= (ax + xb)y + x(yb — by)
=f()y +xd(y)

elde edilir. O halde Tanim 1.30 dan f, genellestirilmis bir tirevdir.

Onerme 1.32 (Brauer’s Trick): Bir G toplamsal grubu iki 6z alt grubunun bilesimi olarak

yazilamaz.

ispat: A ve B, G nin iki 6z alt grubu olmak iizere G = A U B olsun. Kabul edelim ki G # A

olsun. Bu durumda G = B oldugunu goérmeliyiz. G # A oldugundan x € G ve x € A olacak

bigimde en az bir x eleman1 vardir. Ote yandan G = A U B oldugundan x € B dir. iddiamiz G ¢ B

dir. Eger G & B olsaydi bu durumda y € G ve y € B olacak bigimde en az bir y elemani var

olurdu. G = A U B oldugundan y € A olur.

x +y € B dir. Gergekten; x +y € B olsaydi G = AU B oldugundan x +y € A olurdu.

y € Ave A toplamsal alt grup oldugundan x € A olurdu ki bu x € A alinisiyla celisir. O halde

x +y € B dir. x € B ve B toplamsal oldugundan y € B olur ki bu da y € B olusuyla ¢elisir. O

halde G ¢ B olamaz. Yani G c B dir. Bdylece G = B olur.
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II. BOLUM

Bu bdliimde konuyla ilgili bazi makaleler ispatsiz olarak verilecektir.

2.1. Tiirevli Halkalar

Posner, E. C, 1957

Tanim 2.1.1: R bir halka olsun. Her a € R i¢in xay = 0 iken x = 0 veya y = 0 oluyorsa R

halkasina asal halka denir.

Lemma 2.1.2: d bir R asal halkasinin tiirevi ve a € R olsun. Eger Vx € R i¢in ad(x) = 0

ise bu durumdaya a = 0 diryadad = 0 dur.

Lemma 2.1.3: R bir asal halka, d: R = R bir tiirevi ve a € R olsun. Eger her x € R igin

ad(x) = 0 (veya d(x)a = 0) oluyorsa bu durumda a = 0 veya d = 0 dir.

Lemma 2.1.4: R bir asal halka, p,q,r € R icin paqar = 0,Va € R olsun. Bu durumda

p,q,r lerden en az biri sifirdir.

Teorem 2.1.5: R karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, d;,d, R halkasinm iki

tiirevi olmak tizere d, d, de bir tiirev ise bu durumda d; ve d, nin en az biri sifirdir.
Lemma 2.1.6: R bir asal halka, d: R - R bir tiirev olsun. Eger her a € R igin
ad(a) — d(a)a = 0 oluyorsa bu durumda d = 0 veya R halkasi degismelidir.

Lemma 2.1.7: A bir Lie halka , I, A Lie halkasinin bir ideali olsun. Eger d € A ve her x € [
igin dx.x = 0 oluyorsa bu durumda her a € R ve her x € [ igin (da.x)x = 0 olur. ( Her x € I

i¢in dx. x = 0 kosulunu saglayan d € R elemanlarinin kiimesi A nin bir idealidir.)
Teorem 2.1.8: R bir asal halka, d: R — R bir tiirev olsun. Eger her a € R igin

ad(a) — d(a)a € Z oluyorsa bu durumda d = 0 veya R halkasi degismelidir.

Awtar, R., 1973

Lemma 2.1.9: R bir asal halka ve d: R — R bir tiirev olmak lizere Vx € R i¢in ad(x) =0

saglansm. Bu durumda eger d # 0 ise a = 0 dir.
Teorem 2.1.10: R bir asal halka ve d: R = R bir tiirev olsun. Eger her a € R i¢in

ad(a) — d(a)a € Z ve d sifirdan farkli bir tiirev ise R degismelidir.
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Herstein, I.N., 1978

Teorem 2.1.11: R bir halka, d:R — R bir tiirev ve d® # 0 olsun. O zaman her r € R icin

d(r) elemanlari tarafindan iiretilen A alt halkasi R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Teorem 2.1.12: R bir asal halka, d: R — R sifirdan farkli bir tiirev olsun. Her x,y € R i¢in
d(x)d(y) = d(y)d(x) ise bu durumda,

i. Eger R karakteristigi ikiden farkli halka ise bu durumda R halkasi degismeli tamlik
bolgesidir.

ii. Eger R karakteristigi iki olan halka ise bu durumda R halkasi degismeli veya R halkasi

merkezi lizerinde 4-boyutlu basit cebirdir.

Herstein, I.N., 1979

Teorem 2.1.13: R bir asal halka, d: R — R sifirdan farkli bir tiirev olsun. a € R ve her

x € R i¢in ad(x) = d(x)a ise bu durumda,
i. Eger R karakteristigi ikiden farkl halka ise a € Z dir.

ii. Eger R karakteristigi iki olan halka ise a? € Z dir. Ustelik, a & Z ise 1 € C (R halkasmin

genisletilmis merkezi) olmak tizere her x € R igin d(x) = (Aa)x — x(Aa) dir.

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1981

Teorem 2.1.14: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, 0 # d: R — R bir tiirev ve a € R
olsun. Eger [a, d(R)] € Z ise bu durumda a € Z dir.

Teorem 2.1.15: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, 0 # d: R — R bir tiirev olsun. Eger
[d(R),d(R)] c Z ise bu durumda R halkasi degismelidir.

Teorem 2.1.16: R karakteristigi ikiden farkli asal halka, 0 # d: R — R bir tiirev olsun.
Eger d2(R) C Z ise bu durumda R halkas1 degismelidir.

Bresar, M., 1989
Tamm 2.1.17: A bir cebir olsun. Her x,y € A4 i¢in
llxyll < llxIHiy |l

ozelligi saglaniyorsa A ya normlu cebir, denir.

Tamm 2.1.18: A kompleks normlu cebir olsun.
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||Ma,b|| = cllallllbll, Ya,b € A
olacak bigimde ¢ > 0 sabiti varsa A ya ultra asal denir.
Tamm 2.1.19: A kompleks normlu cebir olsun.
Mol = cllall?, va € A
olacak bigimde ¢ > 0 sabiti varsa A ya ultra yari-asal denir.
Tanim 2.1.20: A bir halka, §: A — A toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x, y € A i¢in
§(xy) = 6(x)y + xh(y)

kosulunu saglayan bir h: A — A tiirevi varsa § ya A halkasinda # ile belirlenmis genellestirilmis
tiirevi denir.

A herhangi halka , d,,d, A da tiirevler, A( A), A nin genellestirilmis tiirevlerinin kiimesi, D
(4), A daki biitiin tiirevlerin kiimesi olsun. A normlu cebir
iken A, (A) = {6 € A(A)|6: A - A siurh lineer operatér}, Dp(A4), biitin sl tiirevlerin
kiimesidir. dist(dldz,Ab (A)) = inf{|ld,d, — 61|, 5 € A,(A)} olarak almacaktir.

Teorem 2.1.21: A ultra asal normlu cebir, d;,d, € D,(A) ve a,b € A icin M, ;: A > A,
x — axb seklinde tanimh doéniisiim olsun. Eger her a,b € A igin ||Ma,b|| > cllallllbll, olacak

bigimde ¢ > 0 varsa bu durumda
2
dist(dydy, A, (4)) = < lldy I, |l dir.

Teorem 2.1.22: A ultra yari-asal normlu cebir ve d € D, (A) olsun. Eger a € A igin

|M,.|l = cllall? olacak bigimde ¢ > 0 varsa bu durumda
dist(d? 8,(A)) = = ||d||? dir.
Teorem 2.1.23: A, Neumann cebiri olsun. Eger d,, d, € D(4) ise

dist(d,d,, A(A)) < %lldllllldzll dir. Her d € D(4) igin dist(d?, A,(4)) = §||d||2 dir.

Daif, M.N. ve Bell, H.E., 1992

Lemma 2.1.24: R bir yariasal halka ve I, R nin sifirdan farkl bir ideali olsun. Eger z € R

eleman [/, I] kiimesini merkezlerse bu durumda z, I idealini de merkezler.



14

Lemma 2.1.25:
(@) R sifirdan farkli bir merkezil ideali olan bir asal halka ise bu durumda R degismelidir.

(b) R bir yariasal halka ise bu durumda R nin sifirdan farkli bir idealinin merkezi, R nin

merkezi tarafindan kapsanir.

Teorem 2.1.26: R bir asal halka, d:R — R bir tiirev ve K, R nin sifirdan farkh
“xy+d(xy) =yx+d(yx), Vx,y € K veya xy — d(xy) = yx —d(yx), Vx,y € K kosulunu

saglayan bir ideali olsun. Bu durumda R degismelidir.

Teorem 2.1.27: R bir yari-asal halka R nin d tiirevi xy + d(xy) = yx + d(yx), Vx,y € R
veya xy —d(xy) = yx —d(yx), Vx,y € R kosullarindan birini saglarsa bu durumda R
degismelidir.

Teorem 2.1.28: R bir yari-asal halka, d:R — R bir tirev ve K, R nin sifirdan farkli
“xy +d(xy) = yx +d(yx), Vx,y € K veya xy —d(xy) = yx — d(yx), Vx,y € K kosulunu

saglayan bir ideali olsun. Bu durumda K bir merkezi idealdir.

Hvala, B., 1998

Bu makalede R karakteristigi ikiden farkli asal halka, Q,(R) ve Q,(R) sirasiyla sag ve sol
simetrik Martindale kesirler halkasi (quotient halkasi), C genisletilmis merkezi, R, = RC merkezi

kapanisi olarak almmustir.

Onerme 2.1.29: fj:R = A ve hi: R > R herhangi doniisiimler ve a;, ¢; € R olmak iizere
n k
ij (z)xaj +20izhl. (x) =0, Vx,zeR
j=1 i=1
olsun. Eger {a,, a,, ...a, } ve {cy, c;, ... ¢} } kiimeleri C-bagimsiz ise

k n
S (z) = —Zciqu.j ,hl.(x): Zqﬁxa‘j, Vx,zeR,i=12,..,k, j=12,...,n
i=l j=1

olacak bi¢imde q;; € Q,(Rp),i=1.2,..,k,j=1,2,..n vardr.

Lemma 2.1.30: f: R — R toplamsal déniisiim ve her x,y € R i¢in f(xy) = f(x)y olsun.
Bu durumda her x € R igin f(x) = qx olacak bigimde q € Q,-(R;) vardir.

Lemma 2.1.31: R degismeli olmayan halka ve F:R — C genellestirilmis tiirev olsun. Bu

durumda F = 0 dir.

Lemma 2.1.32: a,b € Ave f:R = A, f(x) = axb seklinde bir doniigiim olsun. Eger f

genellestirilmig tiirev ise bu durumda a € C veya b € C dir.
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Rehman, N.U., 2002

Lemma 2.1.33: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali olsun. Eger U, R
nin bir degismeli Lie ideali ise bu durumda U € Z(R) dir.

Teorem 2.1.34: R, 2-torsion free bir asal halka, U, R nin her u € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali, F:R — R sifirdan farkli d tiirevi ile belirlenmis bir
genellestirilmis tiirev olsun. Eger her u € U i¢in [F(u), u] = 0 ise bu durumda U < Z(R) dir.

Sonug 2.1.35: R bir asal halka olsun. Eger R halkasi, Vx € Ricin [F(x),x] =0ved # 0
olacak sekilde d ile belirlenmis bir F genellestirilmis tiirevine sahip ise bu durumda R

degismelidir.

Teorem 2.1.36: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin Yu € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger R halkasi, Yu,v € U icin F([u,v]) = [u,v]
olacak sekilde, d tiirevi ile belirlenmis bir genellestirilmis F tiirevine sahip ve d # 0ise bu

durumda U € Z(R) veya F = 0 dir.

Teorem 2.1.37: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin Yu € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger R halkasi, her u, v € U icin F([u, v]) + [u,v] =
0 olacak sekilde, d tiirevi ile belirlenmis bir genellestirilmis F tiirevine sahip ve d # 0ise bu

durumda U € Z(R) veya F = 0 dur.

Sonug¢ 2.1.38: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin Vu € U icin u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger R halkast, her u, v € U i¢cin F(uv) = uv olacak
sekilde, d tiirevi ile belirlenmis bir genellestirilmis F tlirevine sahip ve d # 0ise bu durumda

F =0veyaU S Z(R) dir.

Sonug¢ 2.1.39: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin Vu € U icin u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger R halkasi, her u, v € U icin F(uv) = vu olacak
sekilde, d tiirevi ile belirlenmis bir genellestirilmis F tlirevine sahip ve d # 0ise bu durumda

F =0veyaU S Z(R) dir.

Teorem 2.1.40: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin Yu € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger R halkasi, her u,v € U icin F(uov) = uov
olacak sekilde, d tiirevi ile belirlenmis bir genellestirilmis F tlirevine sahip ve d # 0ise bu

durumda F = Oveya U € Z(R) dir.

Teorem 2.1.41: R, 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin Yu € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger R halkasi, her u, v € U icin F (uov) + uov =0
olacak sekilde, d tiirevi ile belirlenmis bir genellestirilmis F tiirevine sahip ve d # 0ise bu

durumda F = 0 veya U € Z(R) dir.



16

Teorem 2.1.42: R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve F, d ile belirlenmis R
nin bir tiirevi olsun. Eger her x, y € [ icin F(xoy) = xoy ve d # 0 ise bu durumda R degismelidir

veya F = 0 dir.

Teorem 2.1.43: R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve F,d ile belirlenmis R
nin bir tiirevi olsun. Eger her x,y € I icin F(xoy) + xoy =0 ve d # 0 ise bu durumda R
degismelidir veya F = 0 dir.

Argag, N., 2006
Teorem 2.1.44: R bir yari-asal halka, d ve g, R de en az biri sifirdan farkl: tiirevler olsun.
Eger her x € R i¢in d (x)x = xg(x) ise bu durumda R sifirdan farkli bir merkezi ideal kapsar.

Sonuc 2.1.45: R bir asal halka, d ve g, R de en az biri sifirdan farkl: tiirevler olsun. Eger
her x € R igin d(x)x = xg(x) ise bu durumda R degismelidir.

Sonug 2.1.46: R bir asal halka ve d, R de bir tiirev olsun. Eger her x € R i¢in [x,d(x)] = 0

ise bu durumda R degismelidir..

Teorem 2.1.47: R bir yari-asal halka, I, R nin sifirdan farkli ideali ve d, R de bir tiirev
olsun. Eger d asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda d, I tizerinde kommutingdir

(commuting) .
Ustelik, d(I) # 0 ise R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Herx,y € li¢ind([x,y]) =[x, y].
ii. Herx,y € Ii¢ind([x,y]) = —[x,y].
iii. Her x,y € I i¢cind([x,y]) = [x,y] veya d([x,y]) = —[x, y] dir.

Sonug¢ 2.1.48: R bir asal halka, d, R de bir tiirev ve I, R nin sifirdan farkli ideali olsun.
Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda d, I lizerinde kommutingdir (commuting)

veya R degismelidir.
i. Herx,y € Iigind(xy) = xy.
ii. Herx,y €I igind(xy) = yx.
iii. Herx,y € I i¢in d(xy) = xy veya d(xy) = yx dir.

Teorem 2.1.49: R bir yari-asal halka, d, R de bir tiirev ve I, R nin sifirdan farkli ideali
olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda d, I iizerinde kommutingdir

(commuting).

Ustelik, eger d(I) # 0 ise bu durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
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i. Herx,y € I i¢in d(xoy) = xoy.
ii. Herx,y € I i¢in d(xoy) = —xoy.
iii. Her x,y € I i¢in d(xoy) = xoy veya d(xoy) = —xoy dir.

Sonug¢ 2.1.50: R bir asal halka, d, R de bir tiirev ve I, R nin sifirdan farkli ideali olsun.

Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda R degismelidir.
i. Her x € I icin d(x?) = x2.
ii. Her x € I i¢in d(x?) = x2.

Teorem 2.1.51: R, 2- torsion free bir yari-asal halka, d, R de bir tiirev ve I, R nin sifirdan

farkli ideali olsun. Asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda d, I iizerinde kommutingdir

(commuting).
Ustelik, eger d(I) # 0 ise R sifirdan farkli merkezi ideal kapsar.
i. Herx,y € Iigin [d(x),d(y)] = d([x,y]).
ii. Herx,y € Ii¢in [d(x),d(y)] = d([y, x]).
iii. Herx,y € Iicin [d(x),d(y)] = d([x,y]) veya [d(x),d(y)] = d([y,x]).

Sonuc 2.1.52: R karakteristigi ikiden farkl bir asal halka, d sifirdan farkli R de bir tiirev ve

I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger asagidaki kosullardan biri saglanirsa bu durumda R

degismelidir.
i. Herx,y €I igin [d(x),d(»)] = d([x,y]).
ii. Herx,y €I igin [d(x),d(y)] = d([y, x]).
iii. Herx,y € [i¢in [d(x), d(y)] = d([x,y]) veya [d(x),d(y)] = d([y,x]) dir.

Teorem 2.1.53: R bir asal halka, d, R de bir tiirev ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun.
Eger her x,y € I icin d([x,y]) € Z ise bu durumda d?(I) € Z veya R degismelidir. Ustelik, R

karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve d sifirdan farkli tiirev ise R degismelidir.

Sonug¢ 2.1.54: R bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli ideali ve d, R de bir tiirev olsun.
Eger her x,y € I igin d(xy) € Z ise bu durumda d?(I) € Z veya R degismelidir. Ustelik, R

karakteristigi ikiden farkli asal halka ve d sifirdan farkl bir tiirev ise R degismelidir.

Galbasi, O., 2009

Teorem 2.1.55: R bir yari-asal halka, (f,d) ve (g, h), R de iki genellestirilmis tiirev olsun.
Eger her x,y € R i¢in f(x)y = xg(y) ise bu durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
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Sonug 2.1.56: R bir asal halka, (f,d) ve (g, h), R de iki genellestirilmis tiirev olsun. Eger
her x,y € R i¢in f(x)y = xg(y) ise bu durumda R degismelidir.

Teorem 2.1.57: R bir yari-asal halka, (f,d) ve (g, h), R de iki genellestirilmis tiirev olsun.
Eger her x € R icin f(x)x = xg(x)

Sonuc 2.1.58: R bir asal halka, (f,d) ve (g, h), R de iki genellestirilmis tiirev olsun. Eger
her x € R igin f(x)x = xg(x) ise bu durumda R degismelidir.

Teorem 2.1.59: R bir yari-asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f, d)

asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Herx,y € Rigin f([x,y]) = [x,y].
ii. Herx,y € Ri¢in f([x,v]) = —[x,y].
iii. Her x,y € R i¢in f([x,y]) = [x,y] veya f([x,y]) = —[x, y] dir.

Sonuc 2.1.60: R bir yari-asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d)

asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Her x,y € R iginf (xy) = xy.
ii. Her x,y € R iginf (xy) = yx.
iii. Her x,y € R i¢in f(xy) = xy veya f(xy) = yx dir.

Sonu¢ 2.1.61: R bir asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d)

asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R degismelidir.
i. Herx,y € R igin f(xy) = xy.
ii. Herx,y € R igin f(xy) = yx.
iii. Her x,y € R i¢in f(xy) = xy veya f(xy) = yx dir.

Teorem 2.1.62: R bir yari-asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f, d)

asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Her x,y € R igin f (xoy) = xo0y.
ii. Her x,y € R i¢in f(xo0y) = —xoy.
iii. Her x,y € R i¢in f(xoy) = xoy veya f(xoy) = —xoy dir.

Sonuc 2.1.63: R bir yari-asal halka, (f,d), R de genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d)

asagidaki kosullardan birini saglarsa R degismelidir veya R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.

i. Her x € R i¢in f(x?) = x2.
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ii. Her x € R igin f(x?) = —x2.

Teorem 2.1.64: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d) ve (g,h), R de
iki genellestirilmis tiirev ve h(U) # 0 olsun. Eger her x,y € U igin f(x)y = xg(y) ise bu

durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.

Sonu¢ 2.1.65: R bir asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d) ve (g, h), R de iki
genellestirilmis tiirev ve h(U) # 0 olsun. Eger her x,y € U i¢in f(x)y = xg(y) ise bu durumda R
degismelidir.

Teorem 2.1.66: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d) ve (g, h), R de
iki genellestirilmis tiirev ve h(U) # 0 olsun. Eger her x,y € U igin f(x)x = xg(x) ise bu

durumda R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.

Sonu¢ 2.1.67: R bir asal halka, U, R nin sifirdan farkl ideali, (f,d) ve (g, h), R de iki
genellestirilmis tiirev ve h(U) # 0 olsun. Eger her x,y € U i¢in f(x)x = xg(x) ise bu durumda
R degismelidir.

Teorem 2.1.68: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d) R de
genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d) asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R

sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Herx,y € U i¢in f([x,y]) = [x,¥].
ii. Herx,y € Uigin f([x,y]) = —[x,y].
iii. Herx,y € Uigin f([x,y]) = [x,y] veya f([x,y]) = —[x,y] dir.

Sonu¢ 2.1.69: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d), R de
genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d) asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R

sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Herx,y € U igin f(xy) = xy.
ii. Herx,y € U igin f(xy) = yx.

iii. Herx,y € U i¢in f(xy) = xy veya f(xy) = yx dir.

Sonuc 2.1.70: R bir asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali, (f,d) R de genellestirilmis

tiirev olsun. Eger (f, d) asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R degismelidir.
Her x,y € U igin f(xy) = xy.
i. Herx,y € U i¢in f(xy) = yx.

ii. Herx,y € U i¢in f(xy) = xy veya f(xy) = yx dir.
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Teorem 2.1.71: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali ve (f,d) R de
genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d) asagidaki kosullardan birini saglarsa bu durumda R

sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Herx,y € U i¢in f(xoy) = xoy.
ii. Herx,y € U igin f(x0y) = —xo0y.
iii. Her x,y € U igin f(x0y) = xoy veya f(xoy) = —xoy dir.

Sonu¢ 2.1.72: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkli ideali ve (f,d) R de
genellestirilmis tiirev olsun. Eger (f,d) asagidaki kosullardan birini saglarsa R degismelidir veya

R sifirdan farkli merkezi bir ideal kapsar.
i. Herx € U igin f(x2) = x.

ii. Herx € Uigin f(x?) = —x.
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2.2. Tiirev ve Lie idealler

Herstein, I.N., 1970

Lemma 2.2.1: R, 2- torsion free bir yari-asal halka ve T, R halkasinin bir Lie ideali olsun.

Eger [T,T] c Z ise bu durumda T € Z olur.

Lemma 2.2.2: R, 2- torsion free bir yari-asal halka ve U, R halkasinmn bir Lie ideali olsun.
t € R elemant [U,U] nun her eleman: ile yer degistirirse bu durumda t, U Lie idealinin her

eleman ile yer degistirir.

Lemma 2.2.3: R, 2- torsion free bir yari-asal halka ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun.
Buna gore t € R elemani her u € U igin, tu — ut elemanlariyla yer degistirirse, t, U Lie idealinin

tiim elemanlariyla yer degistirir.

Awtar, R., 1973

Lemma 2.2.4: R, karakterisitigi ikiden farkli olan bir asal halka, d: R — R sifirdan farkli
tiirev ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger her u € U icin [u,d(u)] € Z ve u? € U ise bu
durumda her u € U igin [u, d(u)] = 0 dir.

Lemma 2.2.5: R bir asal halka, U, R halkasinin Lie ideali ve d: R — R sifirdan farkli tiirev
olsun. Eger her u € U i¢in [u, d(u)] € Z ise bu durumda her u € U ve r € R igin
[[d(r),ul,u] € Z olur. Ustelik, her u € U igin [u,d(w)] = 0 ise bu durumda her r € R igin
[[d(r), ul, u] = 0 olur.

Lemma 2.2.6: R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, d: R — R sifirdan farkli
tirev ve U, R halkasmnm bir Jordan ideali olsun. Eger her u € U i¢in ud(u) = d(u)u = 0 ise bu
durumda U = (0) dir.

Teorem 2.2.7: R karakteristigi iki ve tigden farkli olan asal halka, d, R halkasinin sifirdan
farkli bir tiirevi ve U, R nin Lie ideali olsun. Eger her u € U igin [u, d(u)] € Z ise bu durumda
U c Z dir.

Teorem 2.2.8: R karakteristigi li¢ olan asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi
ve U, R nin Lie ideali olsun. Eger her u € U i¢inu? € U ve [u,d(u)] € Z ise bu durumda U € Z
dir.

Teorem 2.2.9: R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkli
bir tiirevi ve U, R nin Jordan ideali olsun. Eger her u € U i¢in [u,d(u)] € Z ise bu durumda

U c Z dir.
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Teorem 2.2.10: R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkli
bir tirevi, U, R halkasinin bir alt halkasi ve Lie (Jordan) ideali olsun. Eger her u € U igin
[u,d(u)] € Z ise bu durumda U c Z dir.

Bergen, J., Herstein, L.N. ve Kerr, J.W., 1981

Bu makale boyunca R, karakteristigi ikiden farkli olan asal halka, U, R halkasinin bir Lie

ideali ve Z, R halkasmin merkezi olarak almmustir.

Lemma 2.2.11: Eger U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali ise bu

durumda R halkasinin [M, R] c U fakat [M, R] & Z olacak bigimde bir M ideali vardir.

Lemma 2.2.12: Eger U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali ise bu
durumda Cr(U) = Z dir.

Lemma 2.2.13: Cx([U, U]) = Cr(U) dur.

Lemma 2.2.14: U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali ve a,b € R olsun.

Eger aUb = 0 ise bu durumda a = 0 veya b = 0 dir.

Lemma 2.2.15: U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R halkasmin sifirdan farkl: bir tiirevi

olsun. Eger d(U) = 0 ise bu durumda U c Z dir.

Lemma 2.2.16: U, R nin bir Lie ideali, d, R halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi olsun. Eger

d(U) c Z ise bu durumda U c Z dir.

Lemma 2.2.17: U, Z tarafindan kapsanmayan R nin bir Lie ideali, d, R halkasinin sifirdan

farkli bir tiirevi olsun. Eger t € R i¢in td(U) = 0 ( veya d(U)t = 0) ise bu durumda t = 0 dir.

Teorem 2.2.18: U, karakteristigi ikiden farkli olan R asal halkasinin bir Lie ideali ve d, R

halkasmin sifirdan farkl bir tiirevi olsun. Eger d?(U) = 0 ise bu durumda U c Z dir.

Sonug 2.2.19: R, 2- torsion free olan bir yari-asal halka ve U, R nin bir Lie ideali olsun.

Eger a € R igin [a, [a, U]] = 0 ise bu durumda [a, U] = 0 dir.

Teorem 2.2.20:U, Z tarafindan kapsanmayan R asal halkasmin bir Lie ideali ve d, R

halkasmun sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Bu durumda
Cr(d()) = Z dir.

Calismanin bundan sonraki kisminda d:R — R sifirdan farkli tirev, U, Z tarafindan
kapsanmayan R halkasinin bir Lie ideali,d(U), d(U) tarafindan iiretilen alt halka, V = [U, U] ve
W = [V, V] olarak alinmistir.
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Lemma 2.2.21: Eger d3 # 0 ve d(V), R halkasmmn sifirdan farkli sol A ve sifirdan farkl

sag § idealini kapsarsa bu durumda d(U), R halkasmnin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Lemma 2.2.22: I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger d(U), R halkasinin

sifirdan farkli sag ve sifirdan farkli sol idealini kapsamiyor ise bu durumda, [c,I] c d(U)

oldugunda c € Z dir.
Lemma 2.2.23: Eger d?(U)? = 0 ise bu durumda d3(W) = 0 dur.
Lemma 2.2.24: Eger d3(U) = 0 ise bu durumda d® = 0 dur.

Teorem 2.2.25: R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka, d: R — R sifirdan farkl: tiirev
ve d® # 0, U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasmm bir Lie ideali olsun. Bu durumda d(U), R

nin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Teorem 2.2.26: R karakteristigi ikiden farkli olan asal halka, U, Z tarafindan kapsanmayan
R halkasmin bir Lie ideali ve, §, d, R halkasinin iki tiirevi olsun. Eger §d(U) = 0 ise bu durumda
6 =0veyad = 0 dir.

Lee, P.H. ve Lee, T.K., 1983

Bu makale boyunca R, karakteristigi ikiden farkli olan asal halka ve U, R halkasinin bir Lie

ideali olarak alimustir.

Lemma 2.2.27: d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi, d(Z) # 0 ve a € R olsun. Eger
[a,d(U)] € Z ise bu durumda a € Z veya U € Z dir.

Teorem 2.2.28: d, R halkasmin sifirdan farkl bir tiirevi olsun. Eger d?(U) € Z ise bu
durumda U C Z dir.

Teorem 2.2.29: d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi ve a € R olsun. Eger

[a,d(U)] € Z ise bu durumda a € Z veya U € Z dir.

Teorem 2.2.30: d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Eger [d(U),d(U)] € Z ise
bu durumda U € Z dir.

Teorem 2.2.31: §, d, R halkasinin sifirdan farkli tiirevleri olsun. Eger a§(U) € Z ise bu
durumda U C Z dir.

Teorem 2.2.32: d, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olsun. Eger her u € U igin
[u,d(U)] € Z ise bu durumda U € Z dir.

Teorem 2.2.33: d, R halkasinin sifirdan farkl bir tiirevi ve a € R olsun. Eger ad(U) € Z

ise bu durumda a = 0 veya U C Z dir.
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Awtar, R., 1984

Teorem 2.2.34: R, karakteristigi ikiden farkli asal bir halka, d, R halkasinin sifirdan farkl
bir tiirevi, U, R halkasmn bir Lie ideali ve a € R i¢in d(a) =0 olsun. Eger d?(U) € Z ve
[a,d(U)] c Z ise bu durumda a € Z veya U c Z dir.

Teorem 2.2.35: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U, R halkasinin bir Lie ideali
ve a € R olsun. Eger her u € U igin [a, [a, u]] € Z ise bu durumda [a, U] = 0 duir. Ustelik,

U & 7 ise bu durumda a € Z dir.

Teorem 2.2.36: R, 2- torsion free bir yari-asal halka, U, R halkasmin bir Lie ideali ve

a € R olsun. Eger her u € U igin [a, [a, u]] € Z ise budurumda [a, U] = 0 dur.

Teorem 2.2.37: R, karakteristigi ikiden farkl bir asal halka, U, Z tarafindan kapsanmayan
R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger a € R elemani, her u € U i¢in [a,d(u)] € Z ise bu

durumda d = 0 veya a € Z olur.

Teorem 2.2.38: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkl
bir tiirevi ve U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger d?(U) < Z ise bu durumda U c Z dir.

Teorem 2.2.39: R, karakteristigi ikiden farkl bir asal halka, U, Z tarafindan kapsanmayan
R halkasinin bir Lie ideali ve &, d, R halkasinin tiirevleri olsun. Eger §d(U) € Z ise bu durumda

6 =0veyad = 0 dir.

Teorem 2.2.40: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, d, R halkasinin sifirdan farkl
bir tiirevi ve U, Z tarafindan kapsanmayan R halkasmin bir Lie ideali olsun. Eger her u € U igin

[u,d(U)] € Z ise U c Z dir.

Carini, L., 1985

Bu makalede R, 2- torsion free bir yari-asal halka, U, R halkasinin bir Lie ideali ve d, R

halkasmin d?(U) = 0 ve d(U) < U olan bir tiirevi olarak alinmustir.
Lemma 2.2.41: d([U,R]) = 0 dir.
Lemma 2.2.42: d(R)[U, R] = 0dur.

Teorem 2.2.43: R, 2- torsion free bir yari-asal halka, d, R halkasinin bir tiirevi ve U, R
halkasmin bir Lie ideali olsun. Eger d (U) = 0 ise bu durumda d(U) < Z dir.

Sonug 2.2.44: R, 2- torsion free bir yari-asal halka, d, R halkasinin bir i¢ tiirevi ve I, R
halkasmin ideali olsun. Eger d(I) = 0 ise bu durumda d(I) = 0 dur.



25

Sonug 2.2.45: R, 2- torsion free bir yari-asal halka, d, R halkasinin bir i¢ tiirevi ve U, R
halkasinin bir Lie ideali olsun. Eger d?(U) = 0 ise bu durumda d(U) = 0 dur.

Golbagi, O., Kaya, K., 2006

Bu makalede R, karakteristigi ikiden farkl asal halka, d, sifirdan farkli olmak tizere (f, d),

R de iki yanli genellestirilmis tiirev, U, R halkasinin sifirdan farkli Lie ideali olarak alimmustir.
Lemma 2.2.46: Eger f(U) = 0 ise bu durumda U c Z dir.
Lemma 2.2.47: Eger f(U) € Z ise bu durumda U c Z dir.
Lemma 2.2.48: a € R i¢in
i. Egeraf(U)=0 isea =0 veyaU c Z dir.
ii. Eger f(U)a=0 isea =10 veyaU c Z dir.
Lemma 2.2.49: a € R ve d(Z) # 0 olsun. Eger [a, f(U)] = 0 ise bu durumda a € Z veya
U c Z dir.

Lemma 2.2.50: Eger a € R i¢in [a, f(U)] = 0 ise bu durumda a € Z veya d(a) = 0 veya
U c Z dir.

Teorem 2.2.51: Eger f2(U) = 0 ise bu durumda U c Z dir.

Teorem 2.2.52: Her u € U igin u? € U olsun. Eger her w,v € U igin f(uv) = f(w)f(v)

ise bu durumda U c Z dir.

Teorem 2.2.53: Her u € U igin u? € U olsun. Eger her uw,v € U igin f(uv) = f(v)f(u)

ise bu durumda U c Z dir.

Teorem 2.2.54: Her u € U igin u? € U olsun. Eger her u,v € U igin f(uv) = f(vu) ise
bu durumda U c Z dir.

Galbasi, O. ve Kog, E. 2009

Bu makale boyuca R, karakteristigi ikiden farkli asal bir halka, U, R halkasmin bir Lie

ideali, Z, R halkasmnin bir merkezi ve (f, d) R nin iki yanli genellestirilmis tiirevi olarak alinmigtir.
Teorem 2.2.55: Eger Vu € U igin [u, f(u)] € Z ise bu durumda U c Z dir.
Teorem 2.2.56: (f, d) ve (g,d) R nin iki genellestirilmis tiirevi olsun. Eger Vu, v € U

icin f(u)v = ug(v) ise bu durumda U c Z dir.
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Sonug 2.2.57: (f, d) ve (g, d) R nin iki genellestirilmis tiirevi olsun. Eger Vu € U igin
fWu = ug(w) ise bu durumda U c Z dir.

Teorem 2.58: (f,d), R nin bir genellestirilmis tiirevi olmak iizere (f,d) asagidaki

kosullardan birini saglarsa U < Z dir.
i.vu,v € Uigin f([u, v]) = [u, v].
iil. vu, v € U igin f([u, v]) = —[u, v].

iii. Vu,v € U i¢in f([u,v]) = [u,v] ya da f([u,v]) = —[u,v].
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2.3. Otomorfizmli Halkalar
Mayne, J.H., 1976
Bu makale boyunca R bir asal halka ve Z, R nin bir merkezi olarak alinmistir.

Tanim 2.3.1: L: R = R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger Vx € R i¢in

x(xL) — (xL)x, R nin merkezinde ise bu durumda L ye merkezil otomorfizm denir.

Lemma 2.3.2: T, R nin triviyal olmayan bir otomorfizmi olsun. Eger Vx € R i¢in

[x,xT] = 0 ise bu durumda R degismelidir.
Lemma 2.3.3: Eger xy = 0 ve 0 # x € Z ise bu durumda y = 0 dir.

Teorem 2.3.4: R bir asal halka, T, R nin triviyal olmayan merkezil otomorfizmi ise bu

durumda R bir degismeli integral bolgesidir.

Mayne, J.H., 1982
Bu makale boyunca R bir asal halka olarak alinmigtir.
Lemma 2.3.5: Eger b[a,r] = 0, Vr € R ise bu durumda b = QO veya a € Z dir.

Lemma 2.3.6:U, R nin sifirdan farkli bir sag ideali olmak iizere eger Vu € U icinu? =0

olacak sekilde R nin bir D tiirevi varsa bu durumda V7 € Riginr? = 0 dir.

Lemma 2.3.7: U, R nin sifirdan farkli bir sag ideali olmak iizere eger Vu € U icinu” = 0

olacak sekilde R nin bir T homomorfizmi varsa bu durumda Vr € R i¢inrT = 0 dir.

Lemma 2.3.8: Eger R sifirdan farkli degismeli bir U sag idealini kapsarsa bu durumda R
degismelidir.

Teorem 2.3.9: U, R nin sifirdan farkl bir ideali, T: R = R triviyal olmayan bir otomorfizm

veya tiirev olsun. Eger her u € U igin uu” —uTu € Z ve u” € U ise bu durumda R degismelidir.

Sonug 2.3.10: Eger U, karakteristigi 2 den farkli olan bir R asal halkasinin sifirdan farkl
bir Jordan ideali ve R, U iizerinde invaryant ve merkezil olan triviyal olmayan T otomorfizmine

veya T tiirevine sahipse bu durumda R degismelidir.

Bell, H.E., Martindale, W.S., 1987

Merkezil Endomorfizmler Uzerine Sonuglar

Lemma 2.3.11: T, R asal halkasinin bir endomorfizmi ve U, R nin bir sol
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ideali olsun. Bu durumda
i. Eger Vu € U icin uT = uise T, R lizerinde birim doniisiimdiir.
ii. Eger T, U {izerinde birim doniisiim ise R iizerinde de birim doniisiimdiir.

Lemma 2.3.12: R bir yari-asal halka, U, R nin sifirdan farkl: sol ideali olsun. Eger T, R nin

U tizerinde merkezil bir endomorfizmi ise bu durumda T, U iizerinde kommutingdir (commuting).

Teorem 2.3.13: R bir yari1 asal halka, U, R nin sifirdan farkli sol ideali olsun. T, U iizerinde
merkezil ve U iizerinde endomorfizm olsun. EgerQ = UNT Y (U)NT2(U) NT~3(U) R nin
stfirdan farkli sol ideali ise ve T, Q iizerinde birim doniisiim degilse bu durumda R sifirdan farkli

merkezi ideale sahiptir.

Sonug 2.3.14: R bir yar1 asal halka, U, R nin sifirdan farkli sol ideali, T, R nin Ulizerinde
birim olmayan bir déniisiimii olsun. Eger UT € U ve her x € U igin [x,xT] € Z ise bu durumda R

stfirdan farkli bir merkezi ideale sahiptir.

Sonug 2.3.15: R bir asal halka, U, R nin triviyal olmayan bir sol ideali ve T: R = R birim
olmayan endomorfizm olsun. Eger T, U iizerinde birebir, Vx € Uigin [x,xT] € Z ve U, T ile

belirlenen sifirdan farkli bir eleman igeriyor ise bu durumda R degismelidir.

Teorem 2.3.16: R bir asal halka ve U, R nin triviyal olmayan bir sol ideali ve T:R = R
birim olmayan endomorfizm olsun. Eger T, U iizerinde birebir ve Vx € U icin [x,xT] € Z ise bu
durumda R degismelidir.

Merkezil Tiirevler

Lemma 2.3.17: U, R asal halkasinin sifirdan farkli bir sol ideali olsun. Eger D, R nin

sifirdan farkli bir tiirevi ise bu durumda D, U tizerinde sifirdan farklidir.

Lemma 2.3.18: R bir yari-asal halka ve U, R nin sifirdan farkl bir sol ideali olsun. Eger D,

R nin Vx € U icin [x, xP] € Z kosulunu saglayan bir tiirevi ise bu durumda Vx € U icin
[x,xP] = 0 dur.

Teorem 2.3.19: R bir yari-asal halka ve U, R nin sifirdan farkli bir sol ideali olsun. Eger R,
U iizerinde sifirdan farkli ve U tizerinde merkezil olan bir D tiirevine sahip ise bu durumda R,

stfirdan farkli bir merkezi ideal igerir.

Mayne, J.H., 1992

Bu makale boyunca R bir asal halka ve U, R nin bir Lie ideali olarak alinmistir.
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Lemma 2.3.20: Eger T, R nin U iizerinde merkezleyen bir otomorfizmi ise
bu durumda Vx € U icin [x, xT] = 0 dur.
Lemma 2.3.21: Vx € U, € R i¢in (x — xT)[xT L[x, r]] = 0 dir.
Lemma 2.3.22: Vx € U,r € R igin
x—=xD[x,7](x=xT) =0 ve (x—xT)[xT,7](x—xT) =0dur.
Lemma 2.3.23: Eger x € U ve (x —xT)? # Oisex € Z dir.

Teorem 2.3.24: Eger R, karakteristigi 2 den farkli olan asal halka ve T, R nin U Lie ideali
iizerinde merkezil ve triviyal olmayan otomorfizmi olsun. Bu durumda U, R nin merkezi

tarafindan kapsanir.
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2.4 (o, T) Tiirevli Halkalar

Tanmm: d: R = R bir doniisiim ve o, 7: R = R iki fonksiyon olsun.
Eger her x,y € R i¢in

dx+y) =d) +d©)

d(xy) = d(x)a(y) + t(x)d(y)

ise d ye bir (o, T) — tiirev denir.

Hirano,Y. ve Tominaga H., 1984
Bu makalede

d:R - R,x = x' bir (g,7) — tirev, C,, ={c € Rlca(x) = ot(x)c,Vx € R},

[x,¥]5r = x0(y) + T(y)x olarak almmustir. Burada o ve 7, R nin iki otomorfizmidir.

Onerme 2.4.1: R bir asal halka 0 # d:R — R bir (g,1) — tiirevve U # (0), R nin bir
ideali olsun. Bu durumda [u',u] = 0,Vu € U olmasi igin gerekli ve yeterli kosul R nin degismeli

olmasidir.

Onerme 2.4.2: R bir asal halka 0 # d: R — R bir (6,7) — tiirev ve U # (0), R nin bir

ideali olsun. Vu € U i¢in [u',u],, = 0 ise bu durumda R degismelidir ve o = 7 dur.

Teorem2.4.3: R bir asal halka, charR # 2,0 # d:R — R bir (0,7) — tirevveU # 0
R nin bir ideali olsun. Bu durumda [u',u],, € C,,,Vu € U olmas: igin gerek ve yeter kosul

vu € U igin [u’,u],, = 0 olmasidir.

Argac, N., Kaya, A. ve Kisir, A., 1987

Bu makale boyunca R bir asal halka, I # 0, onun bir sag ideali ve o , T R nin iki

otomorfizmi olarak alinmistir.

[Ulo: ={u€U|[w ulyr € Chr} ve (U)gr={u€U|W,u),;€Cysr} bigminde

tanimlanmugtir.
Asagidaki kosullar1 ele alalim.
a) R degismelidir ve o = 7 dir.
a*) R degismeli, charR = 2 ve ¢ = 7 dir.

b) vVa € I igin, [a’,a],, = 0 dir.
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c)Va €l igin(a',a),, = 0dr.

d) I = [I],,, yaniVa € I icin [a’,a],, € C,, dir.
e)l = (I)s, yaniVa € I icin (a’,a),, € C,, dir.
NI=erVDgs

Teorem 2.4.4: R bir asal halka, 0 # d: R = R bir (0,7) — tlirev ve I, R nin sifirdan farklh

bir sag ideali olsun. Bu durumda a) ile b) ve a*) ile c¢) kosullar1 denktirler.
Onerme 2.4.5: 0 #= d: R — R bir (1, 1) — tiirev olmak iizere

Da,b€ll, (abe(),)olsun. Buna gérea + b € [I], (a +b € (I);) olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosula — b € [I]; (a—b € (I);) dr.

2) Eger b € [I], ise bu durumda [b’, b?], = 0 dur.

3) a, b € [I]; olsun. Eger f) kosulu gergekleniyor ve charR # 3 ise bu durumdayaa+ b €
[Il, yada a,b,a+b € (I), dir. Ozel olarak, a € I — (I), ve b € [I],ise bu durumdaa+ b €
[1], dir.

4) Eger I # [I];ise budurumda Vb € I — [I],;i¢cin b™ = 0 olacak sekilde bir pozitif n

tamsayisi yoktur.

Onerme 2.4.6: 0 # d: R — R bir (1,7) — tiirev, charR # 2 ve f) kosulu saglansn. Buna

gore;
1) Eger b € I — [I], ise bu durumda (b?)' = t(b?)b’ = b'b? = O ve
b? # 0 dur.
2)Eger Z N I # (0) ise bu durumda d) kosulu saglanir.
3)b€el—]I], vex €R,x" =0 olsun. Bu durumda t(b)b'xb = 0 dur.

Teorem 2.4.7: R bir asal halka charR # 2, 0 # d:R - R bir (0,7) — tiirev ve I, R nin

stfirdan farkli bir sag ideali olsun. Buna goére a), b), d) ve e) kosullar1 denktirler.

Onerme 2.4.8: d: R — R bir (1,7) — tirev, charR # 3 ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali
olsun. Bu durumda a), b), d), e) ve f) kosullar1 denktirler.

Teorem 2.4.9: R bir asal halka charR =2, 0= d:R - R (0,7) — tiirev ve I,R nin

stfirdan farkli bir ideali olsun. Buna gore a), b), d), e) ve f) kosullar1 denktirler.
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Kaya, K., 1988
Bu makale boyunca o ve T doniisiimleri R halkasinin otomorfizmleri olarak almmuistir.

Onerme 2.4.10: R bir asal halka, 0 # d:R = R,d(x) = x' ile tanimlanmus bir (o,7) —
tiirev ve U, R nin sifirdan farkli bir ideali olsun. Eger Vu € U i¢in (u',u),, = 0 ise bu durumda

R degismelidir.

Onerme 2.4.11: R bir asal halka, 0 # d: R = R (0,7) — tirev ve U, R nin sifirdan farkli

bir sag ideali olsun. Eger Vu € U igin
(1) [u',u],, = 0ise bu durumda R degismelidir.
(2) [v,ul,, = 0 ise bu durumda R degismelidir. Ustelik o = 7 dur.

Onerme 2.4.12: R bir asal halka ve a, b € R olsun. b,ab € C, . ise bu durumda a € Z veya
b =0 dir.

Onerme 2.4.13: R bir asal halka, d:x - x' bir (0,7) — tirev, charR # 2ve U, R nin
sifirdan farkli bir sag ideali olsun. Eger her u € U igin [u',u], . € C, . ise bu durumda [u',u] =0

dir.

Teorem 2.4.14: R bir asal halka, charR # 2 ve d: x = x', R nin sifirdan farkli bir (o,7) —
tlirevi olsun. Eger U, R nin sifirdan farkli bir sag ideali ve her u € U i¢in [u',u],, € C, , ise bu

durumda R degismelidir.

Aydin, N., Kaya, K., 1992

Bu makale boyunca R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, Z, R nin merkezi ve

d: R - R bir (o, T) — tiirevi olarak alinmis ve ayrica asagidaki bagtilar kullanilmisgtir.
[x,yz]5: = T(W)X 250 + [%,¥]5.0(2),
[xy,2]5r = X[y, 2] 5z + [, T(2)]y,
ve
[, [y, 2]l + [[%, 26,00 V] o,e = [ V600 2l6c = O
Lemma 2.4.15: U, R nin bir sag ideali ve d(U) = 0 ise bu durumda d = 0 dir.

Lemma 2.4.16: d, R nin sifirdan farkli bir (o, 7) — tiirevi ve U, R nin bir sag ideali olsun.

Eger d(U) € Z ise bu durumda R degismelidir.

Lemma 2.4.17: U, R nin sifirdan farkli bir ideali ve a € R olsun. Eger
ad(U) = 0 (veyad(U)a = 0) ise bu durumda a = 0 veya d = 0 dir.



33

Lemma 2.4.18: d;:R - Rbir(o,7) —tiirev ve d,:R —> R bir tirev olsun. Eger

d,d,(R) = 0 ise bu durumda d;, = 0 veyad, = 0 dur.

Teorem 2.4.19: d, sifirdan farklh bir (o,7) — tirev olsun. U, R nin bir ideali ve a € R

olmak iizere eger [d(U), a],, = 0 ise bu durumda a € Z dir.

Teorem 2.4.20: d, R nin sifirdan farkli bir (o, 7) — tlrevi ve U, R nin bir ideali olsun. Eger

[d(U),d(U)]y. = 0ise bu durumda R degismelidir.

Lemma 2.4.21: d, R nin sifirdan farkli bir (o, 7) — tiirevi ve U, R nin bir ideali olsun. Eger

a € Rvead(U) € C,, ise budurumda a = 0 veya R degismelidir.

Lemma 2.4.22: R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve d, R nin sifirdan farkli

bir (o, T) — tiirevi ve a € R olsun. Eger [d(R), a], . € C, . ise bu durumda a € Z(R) dir.

Teorem 2.4.23: d, R nin sifirdan farkli bir (o, T) — tiirevi olsun. Eger
[d(R),d(R)]s: E Cy ise bu durumda R degismelidir.

Kandamar, H. ve Kaya, K., 1992

Bu makale boyunca R, Z merkezi ile birlikte karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka,

U, R nin bir ideali, d, R nin bir (o, 7) — tiirevi ve Z, R nin merkezi olarak alinmustir.
Lemma 2.4.24: Eger d(U) = 0 ise bu durumda U c Z dir.
Lemma 2.4.25: Eger U ¢ Z ve t € R icin td(u) = (0) (veya d(U)t = (0))
ise bu durumda t = 0 dur.
Lemma 2.4.26: Eger d(U) c Z ise bu durumda U c Z dir.

Teorem 2.4.27: d,R de od = do,7d = dt kosulunu saglayan sifirdan farkli bir (o,7) —
tirev ve U, R nin sifirdan farkli bir Lie ideali olsun. Eger d(U) c U ve d?(U) = (0) ise bu
durumda U c Z dir.

Lemma 2.4.28: Egera € R,U ¢ Z i¢in [U,a] € Z ise bu durumda a € Z dir.

Lemma 2.4.29: Eger [U,d(U)] c Z ise bu durumda U c Z dir.

Ashraf, M. ve Rehman, N.U., 2002

Bu makale boyunca R, Z(R) merkezi ile bir birlesmeli halka olarak alinmistir.
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Lemma 2.4.30: R, 2-torsion free bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve
d bir (o, 7) — tirevi olsun. Eger a € Ricinad(I) = (0) (veyad(I)a =0) ise bu durumda
d =0veyaa = 0 dir.

Lemma 2.4.31: R, 2-torsion free bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve d,
od = do,td = dt koslunu saglayan bir (g,7) — tiirevi olsun. Eger d?(I) = (0) ise bu durumda

d = 0dur.

Teorem 2.4.32: R, 2-torsion free bir asal halka olsun. Eger Vx € R i¢in [d(x),x],, =0

kosulunu saglayan d: R — R (o, T) — tlrevi varsa bu durumda d = 0 veya R degismelidir.

Teorem 2.4.33: R, 2-torsion free bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve
d,od =do,td = dt kosulunu saglayan bir (o, 1) — tiirevi olsun. Eger

Vx,y € Iicin [d(x),d(y)] = 0 ise bu durumda d = 0 veya R degismelidir.

Teorem 2.4.34: R, 2-torsion free bir asal halka ve I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve
d,td = dt,0d = do kosulunu saglayan bir (o,T)— tirevi olsun. Eger Vx,y €I igin

[d(x),d(y)] = 0 ise bu durumda R degismelidir.

Teorem 2.4.35: R, 2-torsion free bir asal halka ve d,, d,, R halkasinind,o = ad,,
d,;t=1d,, d,o=o0d,ved, 7 =1td, kosulunu saglayan (o,7)— tirevleri olsun. Eger

d,;d,(R) = 0 ise bu durumda d; = 0 veya d, = 0 dur.

Aydin, N., 2008

Lemma 2.4.36 (Lemma 2.4.22): R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka, d, R nin
sifirdan farkl bir (o, 7) — tiirevi ve a € R olsun. Eger [d(R), a], . € C, . ise bu durumda
a € Z(R) dir.

Lemma 2.4.37 (Teorem 2.1.16): R, karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve

d:R - R sifirdan farkl bir tiirev olsun. Eger d?(R) C Z ise bu durumda R degismelidir.

Lemma 2.4.38 (Lemma 2.4.16): d, R asal halkasmm sifirdan farkl1 bir (o, 7) — tiirevi ve

U, R nin sifirdan farkli bir sag ideali olsun. Eger d(U) < Z(R) ise bu durumda R degismelidir.

Lemma 2.4.39: R, 2-torsion free bir asal halka, I, R nin sifirdan farkli bir ideali ve a € R
olsun. Eger R nin ad(I) = 0 (veya d(I)a = 0) kosulunu saglayan bir d, (g, 7) — tiirevi varsa bu

durumda d = 0 veya a = 0 dir.

Teorem 2.4.40: R, 2-torsion free bir asal halka olsun. Eger Vx € R igin [d(x),X],, € Cy,

kosulunu saglayan d: R — R, (o, 7) — tiirevi varsa bu durumda d = 0 veya R degismelidir.
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Teorem 2.4.41: R bir 2-torsion free bir asal halka ve U, R nin sifirdan farkli bir ideali
olsun. Eger R nin Vx,y € U i¢cin d(xy) = d(yx) kosulunu saglayan sifirdan farkli bir d, (g,7) —

tlirevi varsa bu durumda R degismelidir.
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IIL. BOLUM

LiE iDEALLER VE (0, 7) — TUREVLI ASAL HALKALAR iLE iLGILi BAZI
SONUCLAR

d, R asal halkasmm sifirdan farkli bir tiirevi ve her a € R i¢in [a,d(a)] =0 iken R
halkasinin komiitatif oldugu Posner tarafindan 1957 yilinda gosterilmistir. Daha sonra Awtar
tarafindan yukaridaki teorem, R halkasi yerine Lie ve Jordan idealleri alinarak genellestirilmistir.
P. H. Lee ve T. K. Lee ise ayn1 sonucu karakteristigi ikiden farkli asal halka i¢in ispatlamislardir.
1991 yilinda Bresar tarafindan genellestirilmis tiirev tanimi yapilmis ve bdylece bu sonuglar
genellestirilmig tiirev i¢in incelenmeye baglanmistir. Bu teorem 2004 yilinda Argac ve Albas
tarafindan R halkasmin genellestirilmis tiirevi igin ispatlanmistir. 2009 yilinda ise O. Golbasi
teoremi yari-asal halkalara genellestirmistir. Posner’m bu teoremi Y. Hirano ve H. Tominaga
tarafindan (o, 1) —tiirev i¢in incelenmistir. Daha sonra 1988 yilinda K. Kaya, 2002 yilinda M.
Asraf ve N. Rehman, 2008 yilinda ise N. Aydin bir R asal halkasinin (o, T) —tiirevi igin

[d(w),u]ys, = 0 veya [d(u), u],, € C,, kosullarmi arastirmislardr.
Ote yandan Daif ve Bell, 1992 yilinda,
“d, R yari-asal halkasmnin sifirdan farkli tiirevi ve I, R nin sifirdan farkli ideali olmak tizere
Lod([xy]) = [xy], vx,y €1,
ii. d([x,y])=-[xyl, vx,y€l,
iii. Herx,y € Ii¢cin d([x,y]) = [x,y] veya d([x,y]) = —[x, ¥]
kosullarindan biri saglanirsa I, R halkasmin merkezindedir.”

teoremini ispatlamiglardir. Bu sonug 2006 yilinda Argag tarafindan incelenmistir. Golbasi ise ayni
sonucu bir yari-asal halkada genellestirilmis tiirev icin ispatlamustir. Ayrica O. Gélbas1 ve E. Kog,
Daif ve Bell’in bu teoremini bir Lie ideal i¢in aragtirmiglardir.

Bu béliimde Posner’m, Herstein’in ve Daif-Bell’in teoremleri [Asraf 2002], [Aydin-Kaya
1992] ve [Aydin 2008]’in ¢aligmalar1 esas alinarak, R asal halkasmin sifirdan farkli ve her u € U
icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali ve d, (g, 7) —tiirevi igin ispatlanacaktir.

Not 1: U bir Lie ideal olmak iizere Yu € U icin u? € U iken 2uv € U olur.

Ispat: Gergekten; Yu,v € U igin U toplamsal alt grup oldugundan u+v € U dur ve
Vu € U icin u? € U oldugundan (u + v)? € U olur. Dolayisiyla

w+v)=@w+v)u+v)=u +uw+vu+v?eU
olur. Boylece

uww+vuel, Yvuvel
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elde edilir. Ote yandan U Lie ideal oldugundan

uww—vu€elU, vuvel
olur. Bu iki ifadeden Yu, v € U igin 2uv € U elde edilir.

Not 2: R bir halka U, R nin bir Lie ideali olsun, Vu € U icin u? € U kosulu, U nun R
halkasinin bir ideali olmasi kabuliine yakin goziikse bile, bu 6zelligi saglayan ve R halkasmim

ideali olmayan Lie idealler bulunabilir.

g l;) |a, b,ce€ Z} halkas: olsun. U = {(g Z) |a,b € Z} kiimesi R

halkasmin Vu € U icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie idealidir. Fakat U,R nin bir ideali
degildir.

Gergekten; Yu = (g Z) € U,i¢in u? = (g Z) (g Z) = (C:)Z ab:zba) e U olur.

Ornek: R = {(

Ayni zamanda

a b _(d e
0 a)EUveVr—(

0 f
wl=G D6 7)-6 D6 D=0 “57)-(T “n”)
_(ad—da bf—db\ (0 bf-—db

( 0 af — fa)_(o 0
olur. Bu durumda U Lie idealdir. Fakat

Vu=( )ERigin

Jeu

Vu=(a Z)EUve Vr=(d e)ER igin

0 0 f
o= 8 )5 L en

_(d e\(fa b\_(da db+ea
=0 1) o= (0 “r)ev
olur. Dolayistyla U, R halkasinim bir ideali degildir.

Teorem 3.1: R, 2-torsion free bir asal halka, U,R nin her u € U icin u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali, d: R = R sifirdan farkli (o, 1) — tiirev olsun. Eger her

u € U igin [d(u),u],, = 0 ise bu durumda U c Z dir.
Ispat: Hipotezden
[dw),ulyr =0, VuEU 3.1
olur. (3.1) ifadesi lineerize edilirse;
0=[du+v),u+v],,
= [dW), uly, + [dW), v]or + [dW), ulg, + [d(W), V],s
elde edilir. Burada hipotez kullanilirsa;

[dw),v]ys, +[dW),ul,, =0, Vu,v €U (3.2)
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bulunur. (3.2) esitliginde v yerine 2vu € U yazilirsa;
0 = [d(w), 2vul, + [d2vu), uls,
= 2[dw), vulg, + 2[d(W)o(w) + T(W)d W), u],,
= 2t(W)[dW), ul,; + 2[dW), v]; o) + 2[d(W), ul ;. 0(w)
+2dW)[o(w), c(W] + 2t(W)[d(W), uly; + 2[r(W), T(W]d ()
elde edilir. Bu esitlikte hipotez ve (3.2) esitligi kullanilirsa;
0= 2([d(u),v]” + [d(v), u]grr)a(u) + 2t([v, u]Dd(w)
olur. R 2-torsion free halka oldugundan;
t([v,uDd(u) =0, Vvu,v e U (3.3)
bulunur. (3.3) esitliginde v yerine 2vw yazilirsa,
0 = t([2vw,u])d(w) = 2t([v, u])T(W)d (W) + 27(W)r([w, u])d (W)
Yine (3.3) esitligi ve R nin 2-torsion free oldugu kullanilarak
T([v,uDtw)d() =0, Vvu,v,w € U
elde edilir. Bu ise T otomorfizma oldugundan
[v, u]wr‘l(d(u)) =0, Yuv,weU
demektir. Yani;
[v,u]UT‘l(d(u)) =0, YuuveuU
bulunur. Lemma 2.2.14 den
[v,ul] =0veyad(u) =0, Vu,ve U
elde edilir.

Simdi K = {u € Uld(u) = 0} ve L = {u € U|[v,u] = 0} kiimeleri tanmmlansm. K ve L
kiimeleri U toplamsal grubunun alt gruplaridir. Ustelik U = K U L dir. Halbuki bir grup iki 6zalt
grubunun birlesimi olarak yazilamiyacagi icin U = K veya U = L olmaldir.

Eger U = K ise bu durumda d(U) = 0 olur. Bu ise Lemma 2.4.24 den d # 0 oldugundan
U c Z demektir. Boylece ispat tamamlanur.

Eger U = L ise bu durumda [U, U] = 0 olur ki yine Lemma 2.2.1 den U € Z elde edilir. O

halde her iki durumda da U € Z bulunur.
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Teorem 3.2: R, 2-torsion free bir asal halka, U,R nin her u € U icin u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali, d: R — R sifirdan farkli (o, 7) —tiirev olsun. Eger her u € U
i¢in [d(u),u],, € Cy ise bu durumda U € Z dir.

Ispat: Hipotezden

[dw),uly, € Csr, VUEU (3.4)
olur. Bu ifadede u yerine u + v yazilirsa ve yine (3.4) esitligi kullanilirsa;

[dW) +d@), u+v],,

= [dW), ulsr + [dW), V]s, + [d(W), ulg + [d(W), Vs,
bulunur. Yani;

[dw),v]yr + [dW), ul,; € Cprpy YU, v EU (3.9)
elde edilir.

Ote yandan Jacobi esitliginden

[, [v,ul],, = [[dw), v]eru]  —[[d@W),ulsrv]
olur. Bu esitlikte hipotez kullanilirsa;
[d(u), [v, u]]” = [[d(u),v]grr,u]grr, vu,v e U (3.6)

elde edilir. (3.5) esitliginde v yerine [v, u] yazilirsa;
[d(u), [v, u]]” + [d([v,uD,ul,; € Csr, YU,V EU (3.7
elde edilir. Ote yandan

[d([v,uD,uly, = [[d(v),u]”,u] - [[d(u),v]grr,u]grr,‘v’u,v eU (3.8)

o,T

dir. (3.7) esitliginde (3.6) ve (3.8) esitlikleri kullanilirsa;

— [[d(u), v]”,u] € Cyr

o,T

[[d@), v]gz ], + [[dW), w1l

o,T

olur. Yani;

[[d(v), u]”,u] €Cyry YU,VEU (3.9)

o,T

bulunur. (3.5) esitligi u € U ile kommute (commute) edilirse;
0= [[d(u),v]grr,u]grr + [[d(v), u]”,u]”

bulunur. Bu esitlikte (3.9) esitligi kullanilirsa;
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[[dw), v] gz u

€Cysry VUL VEU

o,T
bulunur.

Ote yandan Jacobi 6zdesiliginden

[[dw), v]szu] = [d@w), [v,ul]

g, ,T

+[[d@W), ulsr, V]os
dir. Bu ifadede hipotez kullanilirsa;
[d(u), [v, u]]” €Cyry YULVEU

bulunur. Bu esitlikte v yerine 2vu yazilirsa;

[d@), [2vu,ul] = 2[d@W), [v, ulul,,

= 2{e([v,uD[dW), ul, + [d@), [v,ul] | o)}
elde edillir. Bu ifade u € U ile kommute (commute) edilirse;
0 = [e(wud @), ] + [AG), o], o), u]
= t([v,uD)[[d(w), ul,u]  + [e([v,u]), t@][d(w), ul,,
+|la, vl u]” o) + [d(w), [v,ul] [o(u),0w)]
Boylece bu son esitlikten
t([[v,ul, u])[dwW), ul,- =0, Vu,v €U
elde edilir. (3.12) esitligi sagdan o(w) ile carpilirsa;
o([[v, ul,u])[d@w), ul, co(w) =0
olur. Hipotezden [d(w), u],,o(w) = t(w)[d(w), u],, oldugu kullanilirsa;

t([v, ul, u])x W) [d@W), ul5, = 0
bulunur. T otomorfizma oldugu i¢in bu ifadeden
[[v, u], u]Uur=*([dw), ul,-) = 0
elde edilir. Boylece Lemma 2.2.14 den her u € U igin

[[v, u],u] = 0 veya [d(w),u],, = 0.

Eger [d(u),u],, =0 ise bu durumda Teorem 3.1 den U ESZ olur.

tamamlanir.

Boylece

(3.10)

(3.11)

(3.12)

ispat
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Simdi [[v, u],u] = 0, Vv € U oldugunu kabul edelim.

L;:R - R, I,(x) =[x,u] donlisiimiinii tanimlayalim. I, nun u € U ile belirlenen ig tiirev
oldugu aciktir. Boylece yukardaki son esitlikten IuZ(U ) = 0 bulunur. Bu ise Teorem 2.2.18 den

U € Z sonucunu verir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.3 : R, 2-torsion free bir asal halka, U, R nin her u € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali, d: R — R sifirdan farkli (o, 7) —tiirev olsun. Eger a € R igin

[d(U),a],, = 0 ise bu durumda a € Z veya U € Z dir.

Ispat: Hipotezden

[d(w),al,, =0, VueU (3.13)
dir. (3.13) esitliginde u yerine 2uv yazilirsa;

0 = [dQuv),a],, = 2[dW)a(v) + T(W)d(V), als.

=2[dw),al;,0(W) + 2dW)[o(v), o()] + 2t(W)[d(v), al, .
+2[r(w), t(a@)]d(v)

olur. Bu ifadede hipotez ve R nin 2-torsion free oldugu kullanilirsa;

dwo([v,al) + ([u, aDd(v) =0
bulunur. Yani;

dw)a([v,a]) = 1([a, u])d(v), Vu,v € U (3.14)
elde edilir. (3.14) esitliginde v yerine 2vw yazilirsa;

do([v,aow) + d(w)o(v)a([w,al)

= 1([a,uDd()o(w) + 7([a, uDr(v)d(w)
elde edilir. Bu esitlikte (3.14) esitligi kullanilirsa;

dw)o@)o([w,a]) = t([a, u])t(v)d(w), Yu,v,w € U (3.15)
bulunur. (3.15) esitliginde v yerine [v, a] yazilirsa;

dwo([v,aDo([w,a]) = 7([a, uDz([v, a])d(w)
bulunur. Tekrar (3.14) esitligi kullanilirsa;

dwt([a,uDd@)a([w,a]) = 7([a, uDz([v,a)d (W)
elde edilir. Burada (3.14) esitligi kullanilarak d(v)o([w, a]) = 7([a, v])d (w) yazilirsa;

([a,uDt([a,vDdw) = t([a, uDT([v, a])d(w)
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= —t([a,uD([a, v])d(w)
olur. Yani;
21([a, uDt([a,v])d(w) =0
bulunur. R 2-torsion free asal halka oldugu i¢in
T([a, uDt([a,v])d(w) =0, Vu,v,w € U
olur. Lemma 2.4.25 den
t([a,u)t([a,v]) =0veyaU € Z
olur. Dolayistyla T otomorfizma oldugu da kullanilarak
[a,u][a,v] =0, Vu,v €U
bulunur. (3.16) esitliginde v yerine 2vw yazilirsa;
0 = 2[a, u][a, v]w + 2[a,u]v[a, W]
olur. Yani;
[a,u]U[a,w] =0, YVu,w e U
elde edilir. Lemma 2.2.14 den

[a,u] =0 veya[a,w] =0

(3.16)

olur. Ozel olarak [a,u] =0, Yu € U bulunur. Lemma 2.2.1 den a € Z elde edilir. Ispat

tamamlanir.

Teorem 3.4: R, 2-torsion free bir asal halka, U,R nin her u € U icin u? € U kosulunu

saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali, d: R - R sifirdan farkli (o, T) —tiirev olsun. Eger her

u,v € U i¢in d([u, v]) = 0 ise bu durumda U € Z dir.
ispat: Hipotezden;

d(u,v]) =0, Vu,v e U

(3.17)

dir. (3.17) esitliginde v yerine 2vu yazilirsa ve R nin 2-torsion free oldugu ve (3.17) esitligi

kullanilirsa;
0 =d([u, 2vu]) = 2d([u, v]u)
= 2d([u, v])o(w) + 27([u, v])d(w)
bulunur. Yani;

(Ju,vDd(w) =0, Vu,ve U

(3.18)
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elde edilir. (3.18) esitliginde v yerine 2vw yazilirsa;
0 = 7([u, 2vw])d(w)
= 2t([u, vDT(W)d () + 2t(w)t([u, w))d (w)
olur. Bu esitlikte R nin 2-torsion free oldugu ve (3.18) esitligi kullanilirsa;
([u,vDtWw)d(u) =0, Vu,v,w € U
bulunur. T otomorfizma oldugu i¢in
[u,v]UT"*(d(w)) =0
elde edilir. Lemma 2.2.14 den
[u,v] = 0 veya d(u) =0

elde edilir.

Simdi K = {u € U|[u,v] = 0} ve L = {u € Uld(u) = 0} kiimelerini tammlayalim. K ve L
kiimeleri U toplamsal grubunun iki 6zalt grubu olup, U = K U L dir. Bdylece Brauer’s Trick’ten
U = K veya U = L olmalidir.

Eger U = K ise [U,U] = 0 olur. Bu Lemma 2.2.1 den U € Z demektir. Ispat biter.
Eger U = L ise d(U) = 0 olur. Bu ise Lemma 2.4.24 den U € Zdir. Yine ispat tamamlanir.

Teorem 3.5: R, 2-torsion free bir asal halka, U, R nin her u € U i¢in u? € U kosulunu
saglayan sifirdan farkli bir Lie ideali, d: R — R sifirdan farkli (o, 7) —tiirev olsun. Eger her u, v €

U i¢in d([u, v]) = +[u, v], ise bu durumda U € Z dir.

Ispat: Kabul edelim ki

d(fw,v]) = [w,v]s. Vu,veU (3.19)
olsun. Bu ifadede v yerine 2vu yazilirsa;

d([w, 2vu]) = [u, 2vu],,

2d([u,v]w) = 21(v) [u, ul,, + 2[u, v],0(W)

2d([u, vDo@) + 2t([u, vDd W) = 2t(W)[u, ul, + 2[u, vl .0(u)
olur. Bu esitlikte hipotez ve R halkasinin 2-torsion free oldugu kullanilirsa;

(fu,vDd) = tW)[w,ul,,, Vu,vEU (3.20)
bulunur. (3.20) esitliginde v yerine 2wv yazilirsa;

([, 2wv]d(w) = t2wv)[u, ul, .

2t([u, wDr(W)d(W) + 2t(w)T([w, vDd W) = 2tW) (V) [w, ul s
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olur. (3.20) esitligi ve R halkasinin 2-torsion free oldugu kullanilirsa;
([u,wDt(w)d() =0, Vu,v,w € U (3.21)
bulunur. T otomorfizma oldugu i¢in
[u, w]UT‘l(d(u)) =0, YuuweU
elde edilir. Lemma 2.2.14 den
[u,w] = 0veya d(u) =0
dir. Teorem 3.4 de uygulanilan yontemle U € Z elde edilir.

Simdi d([u, v]) = —[u,v] 5, Yu,v € U olsun. Benzer tekniklerle bu durum i¢in de U € Z

oldugu ispatlanir.
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