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OZET

YOGUN LAZER ALANI ALTINDA GaInNAs/GaAs KUANTUM
KUYULARINDAKI DONOR SAFSIZLIK ATOMLARININ
BAGLANMA ENERJILERI

Fatih UNGAN
Doktora Tezi, Katihal Fizigi Anabilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Esin KASAPOGLU
2010, 136 sayfa

Bu calismanin ilk asamasinda kiilce yariiletkenler icin k.p teorisi hakkinda
genel bilgiler verilmistir. Ikinci asamasinda yariiletken kuantum kuyularinin bant
yapist coklu bant etkin kiitle yaklasimi (K.p teorisi) ile tanimlanarak ciftlenimli
bantlarin sonlu elemanlar yontemi (FEM) ile nasil ¢oziilecegi iizerinde durulmustur.
Sonlu elemanlar yontemi ile GaJdni<NyAsi;.y /GaAs tek kuantum kuyusunun
iletkenlik ve valans alt bant yapist iizerine azot ve indiyum konsantrasyonlarinin
etkisi hesaplanmistir. Daha sonra Ga,In;xNyAs;y /GaAs tek kuantum kuyusundaki
safsizlik atomlarinin baglanma enerjileri iizerine kuyu genisligi, azot ve indiyum
konsantrasyonlarinin etkisi incelenmistir. Son olarak da, farkli azot ve indiyum
konsantrasyonlart i¢in GaxIn;NyAs;, /GaAs tek kuantum kuyusunun potansiyel
profilleri, alt bant enerjileri ve donor safsizlik baglanma enerjileri iizerine yogun

lazer alaninin etkisi hesaplanmistir.

Anahtar kelimeler: Kuantum kuyusu, ¢oklu bant etkin kiitle teorisi (K.p teorisi),

sonlu elemanlar yontemi (FEM), Safsizlik baglanma enerjisi, Yogun Lazer Alam



ABSTRACT

THE BINDING ENERGIES OF DONOR IMPURITIES IN GaInNAs/GaAs
QUANTUM WELLS UNDER THE INTENSE LASER FIELD

Fatih UNGAN
PhD Dissertation, Department of Physics
Supervisor: Prof. Dr. Esin KASAPOGLU
2010, 136 pages

In the first stage of this study, general information about K.p theory for bulk
semiconductors presented. In the second stage, the band structure of semiconductor
quantum wells defined with multi band effective mass approximation (k.p theory)
and the solution methods are discussed for degenerated bands by using the finite
element method (FEM). The effects of nitrogen and indium concentration on the
conduction and valence band structure of a single GayInl_ \NyAs;.y /GaAs quantum
well is calculated with finite element method. Then, the effects of well width,
nitrogen and indium concentrations on the binding energies of donor impurities in a
single Ga,Inl_NyAs;, /GaAs quantum well are investigated. Finally, the effect of
intense laser field on the potential profile, sub-band energy and the binding energy of

donor impurity a single Ga,Inl_\NyAs;., /GaAs quantum well is calculated.

Key words: Quantum well, multi band effective mass approximation (k.p theory),

finite element method (FEM), impurity binding energy, intense laser field
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1.Giris

Yariiletkenler giiniimiiz teknolojisinde ¢ok yaygin bir kullanim alanina sahip
olup bircok elektronik ve opto-elektronik aletlerin temel yapi elemanlarini olusturarak
yasantimiz i¢inde ©onemli bir yer tutarlar. Yariiletken materyallerin elektriksel ve
optiksel ozelliklerinin dis etkilerle ( katkilama, elektrik alan, baski vb.) degistirilebilir
olmasi, cihaz yapiminda tercih nedenidir [1-3]. Yeni elektronik devre elemanlarinin
gelistirilmesi ¢cogunlukla diisiik boyutlu yariiletken heteroyapilara dayanmaktadir [4—
10]. Yeni cihazlar icin Onerilen modellerin calisma ilkeleri elektronik ve optik
ozelliklerin amaca yoOnelik ayarlanabilir olmalarina baghdir. Bu durum kuantum
kuyularinin arastirilmasini 6nemli kilmaktadir.

Son yillarda kristal biiylitme tekniklerindeki (MBE ve MOCVD gibi) hizli
gelismeler sonucunda yariiletken heteroyapilara dayanan bircok opto-elektronik devre
elemanlar1 gelistirilmistir. Bu yapilar daha ¢ok orgii sabitleri birbirine yakin III-V grubu
yariiletkenlerin belirli oranlarda katilarak alasim halinde tabakalar biciminde
biiyiitiilmesi ile elde edilirler. III-V grubu heteroyapilarin elektronik ve optik
ozelliklerinin amaca uygun olarak ayarlanabilirliklerinin sinirli olmasi, arastirmacilarin
yeni arayislar ic¢inde olmasimi zorunlu kilmaktadir. Son zamanlarda yapilan
arastirmalarda III-V grubu yariiletkenlere kiiciik bir miktar azot (N) katilmasiyla bant
araliklarimin biiytik bir oranda azaldig1 deneysel ve teorik olarak gosterilmistir [11-16].
III-V yariletkenlerin giintimiiz optik iletisim sistemlerinde kullanilan yariiletken
lazerler i¢in vazgecilmez olmalar1 nedeniyle GaAs orgiisii ile uyusan dortlii GaInNAs
sistemi arastirmacilarin ilgi odagi haline gelmistir [17-18]. Bu yapilar optik haberlesme
sistemlerinde veri kaybinin minimum oldugu 1.3-1.55 um dalga boyunda c¢alisabilecek
lazer sistemlerinin yapilmasina olanak saglar [19].

Seyreltik nitratlara gercek ilgi, doksanli yillarin ortasinda Kondow ve
arkadaslarinin  dortlii GaInNAs alasim {izerine yaptiklart calismanin sonuglarini
yaymlamalarindan sonra baglamistir [17-18]. Bu yeni alagimlar In:Ga ve N:As
oranlarinin bagimsiz kontrollerine izin verir. In:Ga oranindaki artig 6rgii parametresinde
bir artisa ve bant araliginda bir azalmaya neden olur. N:As oranindaki artis ise hem bant
araliginda hem de oOrgii parametresinde azalmaya neden olur. Bu nedenle GalnNAs
alasimi1 hem bant araligi hem de Orgii parametresinin islenmesinde esneklik saglar. Bu

islenebilirlik potansiyeli, miimkiin uygulamalarin genis bir aralikta olmasini saglar. Bu



nedenle III nitrat grubu alagimlar olduk¢a dnemlidir. Bu materyallerin elektronik bant
enerjileri arasindaki biiyiik farklilik sebebi ile genis bir spektrum boélgesini kapsayan
opto-elektronik aletler tasarlanabilir.

1.3 ve 1.55 um dalga boylarinda 1s1ma yapan yariiletken lazerler optik iletisim
sistemleri i¢in olduk¢a Onemlidir. Bu lazerlerde genellikle GalnAsP-GaP materyal
sistemleri kullanilmaktadir [20]. Bu sistemler yiiksek sicakliklarda (25-85 °C) diisiik
performanslara sahiptirler. Bu nedenle optik fiber iletisim sistemlerinde kullanilmalari
icin, genellikle termo-elektrik sogutucular gerekmektedir.

GaAs orgiisii 1le uyusan dortlii GaInNAs sisteminin yukaridaki problemleri
cozebilecegi Onerilmektedir. GalnAs-GaAs baskili kuantum kuyusuna azot eklenmesi
ile baski azalir, bant aralig1 kiigiiliir ve iletim bant siireksizligi artar. As atomuna gore,
elektronegatifligi daha biiyiik ve atom yaricap1 daha kiiciik olan azot atomlarinin kristal
orgiide As atomlar ile yer degistirdiginde, kristalin yerel potansiyelinde olusturdugu
pertiirbasyon sistemin bant araliginin kiiciilmesine sebep olur. Azot konsantrasyonunun
bant araligina kuvvetli etkisi nedeni ile azot iceren alasimlar uzun dalga boylu opto-
elektronik aletlerin tasarimlarinda tercih edilir. Bu yiizden GalnNAs alagimlarinin
elektronik bant yapisi iizerine azot konsantrasyonunun etkisinin tam bir dogrulukla
bilinmesi ¢ok 6nemlidir.

Bilindigi gibi GalnAs-GaAs matris yariiletkenine kiiciik bir oranda azot (N)
katilmasiyla sistemin elektronik yapisinda énemli degisiklikler goriiliir. Bu davranisin
merkezi azot atomlarinin dogasinda yatar ve azotun etkisi yariiletkenin orgiisiinde olur.
Azot atomlart GaNAs ve GalnNAs’ daki s orbital simetrisinde derin bir safsizlik olarak
davramr. Orgii N bolgesi civarinda bozulur ve GaN bagi ¢cok kisa olmasi nedeni ile
yeniden diizenlenir. Bunun sonucu olarak; yasak bant araligi, elektronun etkin kiitlesi,
bant aralig1 genislemesi gibi fiziksel parametrelerde onemli degisiklikler olusur.

Bu yeni malzemeler, temel fiziksel 6zelliklerindeki ilgin¢ degismeler nedeni ile hem
giines pilleri hem de optiksel iletisim i¢in lazer aletlerinde potansiyel olarak
kullanilmaktadir. GalnNAs yariiletken bilesikleri ile elde edilen lazer sistemlerinin
diger lazer yapilara gore bazi avantajlar1 [21],

¢ letim band1 kuyusu elektronlar igin yerince kusatma saglayacak kadar biiyiiktiir.

e Elektron etkin kiitlesi, iletim ve valans bandindaki durumlarin daha iyi eslesmesi

sonucu ile daha biiytiktiir.

e GalnNAs-GaAs lazerleri, yiiksek sicaklik performansi, yliksek verimlilik ve

cikis giiciine sahiptirler.



e Yaydiklar dalga boyu kararliligi sicakligin degismesine ragmen miikemmeldir.
e Calisma hizlan yiiksektir.
¢ GalnNAs-GaAs lazerleri, tek bir epitaksiyel biiyiitme ile GaAs alttasi iizerine
yiiksek yansimali GaAs/AlAs Bragg (DBRs) aynalari iizerine biiyiitiilebilirler,
seklinde siralanabilir. Yukaridaki avantajlar nedeniyle bu ¢alismada aktif bolgesi GaAs-
GalnNAs-GaAs heteroyapist kuyu bolgesindeki safsizlik atomlarina yogun lazer
alaninin etkisi, etkin kiitle ve zarf fonksiyonu yaklasimlari altinda varyasyonel olarak

incelenecektir.
Boliim 2°de kiilge yariiletkenler icin l;; teorisi hakkinda genel bilgiler verilerek,

kiilce GaInNAs materyalinin elektronik bant yapis1 incelenmistir.

Boliim 3’de Heteroyapilar icin etkin kiitle yaklasimi (zarf fonksiyonu yaklagimi)
ozet olarak verilip, GaAs-GalnNAs-GaAs kuantum kuyusunun iletim ve valans alt-bant
yapisi i¢in analitik denklemler elde edilmistir.

Boliim 4’de GaAs-GalnNAs-GaAs kuantum kuyusunun elektronik bant yapisinin
sayisal coziimiinde kullanilan sonlu elemanlar yontemi (FEM) hakkinda genel bilgiler
verilerek, ciftlenimli bantlara bu yontemin uygulanmasi i¢in gerekli analitik denklemler
elde edilmistir.

Boliim 5’de GaAs-GalnNAs-GaAs kuantum kuyu yapisinin iletim ve valans alt-
bant yapisinin; azot konsantrasyonu, indiyum konsantrasyonu ve kuyu genisligi ile
degisimi incelenmistir.

Bolim 6’de GaAs-GalnNAs-GaAs kuantum kuyu yapisindaki safsizlik atomunun
baglanma enerjisinin; azot konsantrasyonu, indiyum konsantrasyonu ve kuyu genisligi
ile degisimi incelenmistir.

Bolim 7°de GaAs-GalnNAs-GaAs kuantum kuyu yapisinin yogun lazer alani
altinda safsizlik atomunun baglanma enerjisinin; azot konsantrasyonu, kuyu genisligi ve
indiyum konsantrasyonu ile degisimi incelenmistir.

Bolim 8’da GaAs-GalnNAs-GaAs kuantum kuyu yapisi sisteminin elektronik ve
optik Ozellikleri i¢in elde edilen sonuglar verilmistir. Sonuglarin teknoloji ve aygit

tasartmina getirecegi katkilar tartisilmistir.



2. Kiilce Yaniiletkenler icin k. p Teorisi

Bu boliimde, literatiirde etkin kiitle teorisi olarak isimlendirilen k. p teorisini

inceleyecegiz [22]. Periyodik bir 6rgiide hareket eden, serbest bir parcacig tanimlayan

Schrédinger dalga denklemi,

[ZP +V(F)+4—h22(5'><VV(F))P+5H, w(F) = Ey(F) (2.1)
c

0 0
ile verilir. Bu denklemdeki V (r), iletkenlik elektronlar1 ve iyonlarin neden oldugu etkin
periyodik potansiyeldir ve
V(FE+Y . na)=V({F) , i=x,y.z (2.2)

ile verilir. Burada anﬁi kristal Oteleme vektoriidiir. Denk (2.1) deki iigiincii terim

1

h

ﬁ[axﬁvm]ﬁ spin-orbit etkilesimini, son terim JH(r) ise relativistik
mg;c

etkilesimleri gostermektedir. Cogu durumda bu relativistik etkilesimler oldukca

kiiciiktiir. Bu nedenle diger terimler yaninda ihmal edilir. Periyodik orgiideki toplam

o

Hamiltoniyen, kristal oOtelemeler altinda degismez kalacagindan, denk (2.1) ‘in

coziimleri olan y(r)dalga fonksiyonu da bu 6telemeler altinda,

Ty () =y(F+d)=e""y(7) (2.3)
degismez kalmalidir. Burada d, kristal oteleme vektoriidiir. Bu kosula gore, dalga

fonksiyonu,

W, (F)=e""U (F) (2.4)
olan Bloch fonksiyonudur. Burada U, (r) 0rgii periyodikligine sahip,

U _(F+d)=U .(F) (2.5)
atomik Bloch seviyesidir.

Periyodik sinir sartlar1 ve denk (2.3), k dalga vektoriiniin olas1 degerleri ilizerine

sinirlamalar koyar.

v,[rF+Nd)=y, (F) (N, 5 i=x,y,2) (2.6)
burada a, (i = x, y, z) ilkel 6rgii vektorlerdir. Sonug olarak k dalga vektorii,

k N, d =2zn (n=123,..;i=x,y,2) (2.7)



olarak tamimlanir. Denk.(2.4) deki Bloch dalga fonksiyonunu, denk (2.1) de yerine

yazip ¢Ozersek,

n ikF - ikr - h = 2\ [ ikF - ikr -
- V(U (7)) +V ()" Un,;(r))+m[GxVV](—th)(e" U,.(7))=E,(k)e"U ()
0 0
2

- V (ke U (F)+€VU (7)) +V (1) ("U (7)) +

0

h Ry . .7 ikF - ik - ikF —

m[axVV](—zh)(zke" U, (F)+e"VU (7)) = E,(k)e" U (F)
0

2

(@)i)e"U (7)+ike VU (F) +ike VU (F)+ VU (7)) +V (F) (U (7)) +

m,
N Gx TV =it (ike"U (7 +e"VU (7)) = E. (k)" U (7
T (OXVVIC) (e U, (7) +€"VU (7)) = E, (00U £ (7)
0
2 T —- . = e — e
Lt (-k2€"U (F)+2ike VU, (7) + VU (7)) +V (1) (U (7)) +
m
0
i I 7 L
GxVV ke U (F)+—5=5[6xVV]e" (-inV)U (F)=E, (k)e"U (7
T XV U ()4 2 ss[OX TV I (iU ()= B, (00U . 7)
diizenlersek,
2 7=
i U )+ ke (iU (7)+—— &7 (WU (F)+V (1) (€U (7)) +
m, m, 2m, " !
hZ

[c*er]ke’k’U (F)+——— h [O'XVV]e’k’( —ihV)U _(F) = E(k)e”"U (F)

4mgc? 4mic?
elde edilir. P =—ihV ve P? =—h*V? oldugundan,

D2 272 2
{P +V(F)+hk +ikP+ h O'[VVXP]+ h [Vka]}U (F)=E,(U ()

m, 2my, m, 4mgc? 4mc?

(2.8)

elde edilir. Yukaridaki Hamiltoniyeni iki kisima ayirabiliriz.
[H(k :0)+W(k)]UnE(?) =E, (U (1) (2.9

2

burada H,=H(k=0)= P +V () +— f (O'XVV)P
2m, 4mc’
27,2
ve W(k)zzk +ﬁ(P+ h

m, m, m,c

> (6'><§V)) > dir ve yalnizca W(k) k dalga vektoriine

baghdir. Yerel tek parcacik Hamiltoniyeninin H(k =0), U,k, Ozfonksiyonlarinin

ortagonal bir tam setine sahip oldugunu varsayalim.

H(k =0)U,, (r) =&, (O, (r) (2.10)



iyi davranigh siradan bir orgii periyodik fonksiyonu da, bu U,, 0zfonksiyonlari
kullanilarak bir seri agilimi1 olarak yazilabilir. Biz denk (2.8) ‘de

U, (r)= en (U (1) (2.11)

seri acilimini  kullanirsak, ¢ (k) bilinmeyen sabitlerini belirlemek igin matris
denklemini bulabiliriz. Bu matris denklemini elde etmek igin soldan U], ile carpip,

integral ve baz fonksiyonlarinin J-U oMU, (Nd’r=6,, diklik 6zelligini kullaniriz.

hiicre

Bu islemlerin sonucunda,

h

272 '
(€0 — € +Z—k)5nm +ﬁ<UW (P + 7

- (6><W)|Umo>};; k)=0  (2.12)
m m, m, o€

denklemini elde ederiz. Burada H(k=0)U,,(r)=¢,(0)U,,(r)ifadesini kullandik.
Denk (2.12) deki matris denkleminin ¢6ziimii, denk (2.8) de ifade edilen dalga

denkleminin tam Ozfonksiyonlarin1 verir. Ancak bununla beraber k ‘nn artisi
hesaplamalardaki karmasikligi artirir. Bu karmasikligin ilki, denk (2.11) deki seri

acilimindaki durumlarin sayisini artirir ve hesaplamalar1 niimerik olarak elde edilemez

hale getirir. Bu nedenle genellikle bu yaklasim sadece kiigiik k dalga vektorii degerleri

icin pratiktir. Denk (2.12) ifadesinde, kiibik orgii periyodik Hamiltoniyeninde H (k =0)

biitiin m 6zfonksiyonlari igin, <U o [P+ 1 f (0% ?V)|U m0> = 0 ifadesini kullandik.
myc

Bu lineer momentumun matris elemanlari, simetri Ozelliginden dogrudan
goriilebilir. Biz bu calisjmamizda iki yiizey merkezli (fcc) yapmn i¢ ice girmesiyle
olusan zinc-blend 6rgii yapisina sahip bilesik yariiletkenleri gbz Oniine alacagiz. Kiiciik
k degerlerinde kosegen olmayan terimler kiiciiktiir ve 6zfonksiyonlar i¢in en diisiik

dereceli ¢coziimler

ch(k)y=9,, (2.13)
ve ilgili 6zdegerler
272
gnk = gnO + h k (214)
2m,

biciminde verilir. Eger kosegen olmayan elemanlar kiiciikse denk (2.14) ile verilen

0zdeger ifadesi ikinci derece pertiirbasyon teorisiyle diizeltilir.



_ h2k2 <Un0 HI|Um0><Um0 |HI|Un0>
e =0 H{Unl 5, (U )+ 2 - (2.15)
burada
H ="M B (5xvv) (2.16)
m, mc

dir. Denk(2.15) teki 0Ozdeger ifadesi kuskusuz bir pertiirbasyon olarak

h k2

+H, ve sifirnc1 derece Hamiltoniyen c¢oziimii kullamilarak ifade
1y,

27,2

edilebilir.  Kinetik enerji  operatorii
2m,

j skalerdir ve bu nedenle

272
|U m0> = 712 k 0, olarak ifade edilebilir. Bu terim ikinci dereceden
1,

hk?

2m,

<Un0

pertiirbasyon teorisinde sifir katki getirir. Uygun bir sekilde H, da birinci derece

pertiirbasyon teorisi icin katkis1 sifirdir. ikinci dereceden dzenerji,

2.2 Z k
2my €m0 —Emo
olarak yazilabilir. Burada,
i=P+ " ~(GXVYV) (2.18)
4m,c

ve 7, = <U 0 |7r|U m0> dir. k vektorii denk (2.17) deki integral disina alinabilir. Bu da

nm

O0zdegerlerin, I vadisi yakinlarinda dalga vektorii bilesenlerine kuadratik olarak baglh
oldugunu gosterir. Denk (2.17) daha sik olarak,

n’ 1
=&t D Ky —arky a,f=xy.z (2.19)
2 aB H

n

biciminde yazilir. Burada,

T T
{zﬁ - L5, +%Z—""’ - (2.20)
M, m, My ‘op €, €

m0

etkin kiitle tensoriidiir.



2. 1. Kane Teorisi ve Luttinger-Kohn Modeli

2.1.1 k. p yaklasiminin genellestirilmesi

e Bir Onceki boliimde tartigilan k. p teorisi aslinda pertiirbasyon teorisi iizerine
kurulmustur. Kuvvetli bant-bant etkilesimlerini de icermek sartiyla daha uygun
bir yaklasim denk (2.8) i saglamalidir.

¢ Denk(2.8) de baz durumlarinin tam bir setini kapsamasi niimerik olarak
uygulanabilir degildir. Bununla beraber denk (2.8) deki bantlar kuvvetli
bantlardir. Ayrik bantlarin pertiirbatif etki yaratmasiyla bu yaklasim dogrulanir
ve k.p teorisi diizeltilir.

e Eger elektron bantlarin1 iki gruba ayirabilirsek bu yontemin siirekli olarak
yapilabilecegini gorebiliriz. Birinci grup bantlar icerisinde kuvvetli etkilesimli 8
bant vardir. Ikinci grup bantlar yalmzca birinci grupla etkilesen zayif etkilesimli

bantlardir. Bu etkilesme pertiirbasyon teori ile ¢oziilebilir.
Bu yaklasimlar III-V bilesik yariiletkenler icin oldukga iyi sonuglar verdigi goriiliir.

2. 1. 2. J-J Ciftlenimli Atomik Bloch Seviyeleri

Simdi biz onceki boliimde tartistigimiz |Un0> direk orbital atomik Bloch

seviyelerinin bir lineer kombinasyonu olarak p-simetrili atomik Bloch seviyelerinin yeni

bir baz setini olusturacagiz. Yeni baz seti z yoniinde J, bilesenli ve J operatdriiniin
ozfonksiyonlar1 olacaktir. Bu yeni baz setini ‘J ,m j> ile ifade edecegiz. Burada

J=3/2,1/2 ve m; =+...— j dir. Bu 6 alt-bant ifadesini verir. Bu bantlarla beraber s-

simetrili iletim bandin1 da hesaplamalarimiza katacagiz. Bu 8 bantli modelin sonuclari,
I' vadisi yakinlarinda III-V bilesik yariiletkenlerin elektronik bant yapisinin iyi bir

tanimlamasini verir. Yeni baz setleri tablo 2. 1 deki orbital bilesenleri ile verilir.



u; J,m1> Vim, £;(k =0)

u l l> ‘iS T> 0 I
272

u; |31 2 1 _ — £, I
230 |2 Kaxeny

“s %%> %\ (X +ir)T) ~& Ty

7 1 ; 1 - O_A 1—‘7

. %%> o epjz) | ¢

u, ||1 _l> lis L) 0 L
27 2

u, 3 1 2 —& FS
5’_§> ——‘(X—ZY)T>—\/;‘Zi>

I

. 1 1 —g,-A T,

u %_3 - Tzl |

Tablo 2. 1 Atomik Bloch Seviyeleri

Tablo 2. 1’ deki atomik Bloch seviyeleri spin-orbit etkilesimlerini de iceren

D2
H,=H(k=0)= 2P +V(r)+ % (ox VV).P Hamiltoniyeninin 6zfonksiyonlaridir.
c

m, m,

I, iletim bandmi, Iy agir bosluk (m; =% 3/2) ve Iy(m;=%1/2) hafif bosluk

bantlarim tanimlar. I, split-off bandi olarak bilinir. Denk(2.12) deki k ya bagh spin-
orbit etkilesim terimini ihmal edersek,

hk  h
—(

@.(f:—ﬁ) = S(GXVV)) (2.21)
m, m, 4m,c
212 D
Hamiltoniyenin matris temsili H(k)=H (k =0)+ k + hk.P olacaktir.
m,
272 D
W(k)= nk + fik.P (2.22)

2m,  m,



olmak iizere Hamiltoniyen
H(k)y=H(k=0)+W(k) (2.23)
biciminde yazilir. Bu modelde Hamiltoniyenin matris elemanlarinin bulunmasi igin

yapilan islemler EK-1’de verilmistir. Bu sonuclari tablo 2. 2 de gosterirsek.

10



|is T) 31 33 11 is L) 31 3.3 11
2°2 272 272 27 2 27 2 27 2

is T nk> Phik, 0 0
(is 7| Pk Lok — L pnkc _ Ppmk

2my, 3 3 3 3
<3 1 \F " ik |0 0 \F . 0 0 0
—,— —|=P —-&, + —P
22 30 * 2m, 3 K-
33 Phk_ 0 Ak |0 0 0 0 0
N A —€0+
2°2 2m,
11 1 0 0 nk? \F 0 0 0
T —Phk —-&, —A+ ZPhk
<2 2 \/; ‘ 0 2m, 3 -
' 0 0 n2k> Phk_
(is 4 \/IPhlg \/gPhlg - \/zPhkz \/IPhkz

3 3 2m, 3 3

<3 1 \/T 0 0 0 \/5 P 0 0
= —.|=Phk — .| = Phk —&+
27 2 3 3 e * 2m,
<3 3 0 0 0 0 Phik, 0 k> |0
—,—— —_ +
27 2 .
—— — .| =Phk —Phk —&—A+
<2 2 \E + 3 E ’ 2m,

Tablo 2. 2 Kane Hamiltoniyeni

11




Simdi tablo 2. 2 deki Hamiltoniyeni daha kolay kosegen hale getirmek ig¢in,

sistem koordinatin1 z ekseni olarak secilir (k, =k ve k,=0). Bu secim

Hamiltoniyenin izotropik oldugu goriildiikten sonra miimkiindiir ve bu nedenle 6zdeger

ve Ozvektorler yalnizca k in biiyiikliigline baghdir. Bu koordinat sisteminde

Hamiltoniyen,
H4><4 0
H = (2.24)
0 H4><4
seklindedir. Buradaki H ,, matris eleman,
272
hk - \/EPhkz 0 \/IPhkz
2m 3 3
27,2
— \/%Phkz £y — hz k 0 0
m
H = 0 22 (2.25)
0 0 £ — 0
2m,
27,2
\/IPhkz 0 0 Ey—A— 'k
3 ' 2m,
bigimindedir. Burada k, =k dir. Enerji 06zdegerleri determinantin kokiiniin
bulunmasiyla elde edilir.
|H —e(k)I]=0

elde edilen enerji 6zdegerleri denk (2.12) de yerine yazarak dalga fonksiyonunu elde

ederiz. Simdi bu denklemi ¢ozersek,

2712
2m, 3 3
2,2 c (k) c, (k)
—\/zPhk g Tk 0 0 cl(k) cl(k)
3 2m, . o |=ew] T @26
0 0 £, - 0 ¢ (k) ¢ (k)
2m,, c, (k) c, (k)
212
\/IPhk 0 0 g -a-lk
3 2m;,
h’k*
Bu denklemi ¢cozmek icin, £(k)— = A(k) dersek,
m,

12



~AMk) - \/gPhk 0 \/IPhk
3 3
2
Det—\/;Phk — k) - &, 0 0 0
0 0 — k) — &, 0
\Ephk 0 0 —Ak)— £, — A

Simdi bu denklemi ¢6zelim.

2
— k)&, 0 0 - \/;Phk 0 0
k)0 _ k) — e, 0 n \/%Phk 0 —Ak)-g, 0
0 0 —Ak)—£, - A \/gPhk 0 k) — &, — A
2
—\/;Phk ~ k)&, 0
—\/gPhk 0 0 —Ak)—g,|=0
\/IPhk 0 0
3

A AK) +€,)(AK) + €,)AK) + &, + A) + \Ephkz[(—\gphkz N=A(k) — £,)(=Ak) — €, — A)]

—\/gPhkZ [(A(k)+ ¢, )(\/gPhkZ YAk)+€,)]=0

AkY(A(K) + £,)(AK) + £, + A) = (Phk.)* (A(k) + £, + %A) elde edilir.

Sayet k y1 ¢ok kiiciik kabul edersek,

Ak)=0= ek) = ok
2m,
Ak)=0 .
Ak) =—¢, AMk)=—g, = e(k)=—¢, + hk
my
Ak) =—¢€,—A

n’k?

2m,

Ak)y=—g, - A= e(k)=—-€, - A+

seklinde elde ederiz. Simdi sirasi ile her banda gelen enerji diizeltmelerini hesaplarsak,

Agir bosluk bandi i¢in,
n’k’ 11

ghh:_go_z = —=—
m,, m,, mg

13




[letim bandh igin,
AR)AK) + €))(AK) + &, + A) = (PTik)* (A(k) + €, + %A)
ifadesinde A(k) =0+ ¢ yazalim. £" << g, ve € << A ise,

E'(€ +€)(€ +€,+A)=(Phk)* (¢ +¢, +§A) = £/(€,)(€, + A) = (Phk)* (&, + %A)

2
g, +—-A
= &’ = (Phk)* (—3) elde edilir. Bu ifadeyi denklemde yerine yazarsak,
£,(&, +A)
£, + 2 A

2712 0 7 2712 2 2

g(k):hk (PRI ( 3 ):hk (L+4P N 2P )
2m, E,(&, +A) 2 m, 3& 3g,(g,+A)
2712 2 2

€C:O+h k :>L=(L+4P + 2P ) elde edilir.

2m, m, m, 3 3&,(& +A)

Hafif bosluk bandi icin,
AK)A(k) + €))(Ak) + &, + A) = (Phk)* (A(k) + &, + %A)
ifadesinde A(k) =€ —¢g, yazalim. £" << g, ve £ << A ise,

(& —€)(E —€)+&,)(& —€,)+&,+A) = (Phk)* (' —€,) + &, +%A)

(e, &) = (PRk)? (3) = € = —~(PRK)* (=)
3 3¢,
hk? 1 1 4p?
= — = (— —

2m,, m, m, 3€,

) elde edilir.

Spin-yoriinge etkilesim band i¢in,

AR A(k) + €))(Ak) + &, + A) = (Phk)* (A(k) + &, + %A)

ifadesinde A(k) =€ —€,— A yazahm. £’ << €, ve £ << A ise,

(&' —€, =N —€, - N +&,)(&—€,—AN)+ &, +A) = (Phk)* (' — g, — A) + €, +§A)

hk*P*

N = (PHEY (M) = &7 = - KR
(-6~ A)(E) = (PRK)’ () = &= =375

212 2
£ =—80—A—h k :L:(L—L)eldeedilir.
2m, m m, 3(&,+

14



2. 1. 3 Ayrik Bantlarla Ciftlenim (Luttinger-Kohn Modeli) :

Dalga denklemini,

H,+W)y =¢ey (2.27)
olarak ele alalim. Burada,
2712
w=lK P ep (2.28)
2m, m,

dir. H, hamiltoniyeninin |l> [ =12...8 Ozdurumlarmna karsilik gelen &, enerji

0zdegerlerinin, enerji skalasi lizerinde birbirlerine ¢cok yakin oldugunu kabul edelim. Bu

bantlar Kane modelinde dikkate alinan bantlardir. Bu 6zdurumlar W operatoriiyle

kuvvetli ciftlenimlidir. H,’1n yalmzca W ile zayif ciftlenimli oldugu baska bir |v>

O0zdurumlar setine sahip oldugunu farz edelim. Simdi ayrik bantlarin neden oldugu

H,’1n en diisiik 8 6zdegerine gelen diizeltmeyi hesaplayacagiz.

Bu diizeltmeyi iceren denklem (2.27) in ¢6ziimii olan dalga fonksiyonu,
V= Zl:cl|l>+ ch
seklindedir. Simdi bu dalga fonksiyonunu denklem (2.27) de yerine yazarsak,
(H, +W)Zc,|l> + ZCV v> = Szl:c,|l> + ZCV

elde edilir. Bu ifadeyi soldan kuvvetli ciftlenimli bir dalga fonksiyonu ile ¢arparsak,
ZZ:C, e, —&)8,, +(mWw|D)]+> ¢, (mw|v)=0 (231a)

V) (2.29)

v) (2.30)

elde ederiz. Simdi de denklem (2.30) soldan zayif c¢iftlenimli bir dalga fonksiyonu ile
carparsak,

S le, -8, +uw|W]+> ¢ (uwli) =0 (2.31b)
v 1
elde ederiz. Ayrik bantlarin cifleniminin zayif olmasi sonucuyla eger dalga fonksiyonu
en disiik 8 Ozdurumdan biriyse acgilim katsayilarinin iligkili biiytikliikleri ¢, =1,

¢, <=1 sonucuna ulasabiliriz. Denklem (2.31b) yardimiyla,

1
c, = Zc,<v|W|l>
l

E—¢€,

elde edilir. Elde ettigimiz bu sonucu denklem (2.31a) yerine yazarsak,

15



> ¢l (g —&)8,, +(mW|l)+(m |WZ | >< | W| I)|= (2.32)
l
sonucunu elde ederiz. Ayrik bantlarin etkisini dalga denkleminde,

WoW= W+WZL ><€| 114 (2.33)

ile yer degistirerek hesabin igine katabilecegimiz sonucuna variriz. Luttinger-Kohn
Hamiltoniyeninin ¢6ziimii bu ayrik bant operatoriiniin simetri 6zellikleri {izerine
kurulmugtur. Simdi  bu matris elemanlarim1  hesaplayarak, Luttinger-Kohn
Hamiltoniyeninin matris temsilini olusturalim.

Oncelikle W -W = WZ| >< |W operatoriiniin ~ matris  elemanlarini
E—E,

hesaplamakla ise baslayalim. Ayrik bantlarin d simetrili oldugunu g6z oniine alacagiz.

d-simetrisinde baz fonksiyonlari,

v)) = f,(rXY
v,)=f,(nXZ
lvy) = f,(nYZ
)= fi(N(X?=Y?)

|vs) = £;(NGBZ* = r?)
dir. Bu baz fonksiyonlarinin radyal kisimlarinin her zaman cift olmasi nedeniyle sadece
acisal kisimlarn ile ilgilenecegiz. Bu matris elemanlarinin sifirdan farkli olup
olmadiklarin birka¢ 6rnekle inceleyip bir genelleme yaptiktan sonra matris elemanlarini

olusturalim.
(X |X]v,)(v[2]2) = [ X*(XY)dXdYdZx [ 2> (XY)dXdYdZ =0
bu integralin ici tek fonksiyon oldugundan simetrik aralikta bu integral sifirdir.
(X |X[v,)v,[2]Z) = [ X*(X* =¥*)dXdYdZx [ 2*(X* =Y )dXdYdZ # 0

bu integralin ici cift fonksiyon oldugundan simetrik aralikta bu integral sifirdan

farklidir.
(X |X|vs)(v;|2|Z) = [ X> (32> = r*)dXdYdZx [ 2> (32 — r*)dXdYdZ # O
icinde dogrudur. X ve Z operatorii yer degistirdigimiz de,

(X |2|v,)(v,|X|Z) = | X2(XZ)dXdYdZ x | XZ(XZ)dXdYdZ # O

e <X |Z| v, ><vl. |X | Z> =0 i=4,5 i¢in elde ederiz. Bu benzerlikle,

16



(XY ]v v, X12) = (X |x[v, ) v, Y] Z) =
(X ||y ) v |Z12) = (X [2]v.) (v Y| Z) =

oldugunu gosterebiliriz. Bu sonuglarin birlesiminden diyagonal olmayan elemanlar icin,

# < KEPIAZE 7

my 5 E-¢, ne
Z_} Z k(X |P6lv_><:vp V)k _ Tk,
Z_Zz Z k<Y|P|§vz<Z|VP| Z)k Tk
T :Z_;Z<X ngv_><:lez|Z> _ Z_ Z<X ng?<:lele> -2 Z<Y|P| z< EP 1Z)

elde edilir. Ek olarak <X |V[7 —W| Z> = <Z |V[7 —W| X > simetrisini gostermek kolaydir.

Simdi de diyagonal elemanlara bakalim,

bu integralin tek ya da cift fonksiyon olmasindan kaynaklamir. i= j oldugunda

<||><||> _2\<XP\ \ \2
= > =LA
elde edilir. Burada K | |v>‘ = KX |PZ |v>‘2 simetri Ozelligi kullanildi. Slmdl asagidaki

tanimlar1 yaparsak,

» WA, sllef

mo v m0 v
(X|W -W|X)=Rk] +S(k} +k?) elde etmis oluruz. Bu yontemi kullanarak diger

diyagonal elemanlar1 da elde ederiz. Bu ek bilgilerden sonra matris elemanlarini

olusturmaya baglayabiliriz. Baz fonksiyonlar1 olarak tablo 2. 1 deki Bloch

fonksiyonlarini kullanacagiz.

W =W),, =(is TW -wlis T) = (S|W -w]|S) = z<S|P <|P|S>

mO v £-¢ v

17



P

s Sblbls)_re 2 5 BRI

my, < - 2 my S E-—g,

elde edilir. Bu ifadeyi yazarken KS |Px|v>‘2 =KS |Py|v>‘2 =KS |Pz|v>‘2 ozelligini

kullandik. Z ‘ ‘ — tanimini yaparsak,

7
mo v mc m,

~ k1
(W _W)n :—( ,
2 .

~ k11 . o .
W-W),, = 5 (———) oldugu da asikdrdir. Matrisin 1 ve 5 satirmin bu

c mO

-—) elde ederiz. Yine benzer sekilde

elemanlar haricindeki biitiin terimleri sifirdir.
W -W),, = —F(z 0 +i<(x +iv) LW -w —\E\z T>+i\(x +iv) )
3 J6 3 J6

< ZT ‘\/g

= §<z TW-w|z T>+é<(x +i¥) LW -W|(X +iv) L)

W — W‘ \sz> (X+1Y)¢‘W w (X+iY)~L>

=22 = W|Z)+ <X T =W)X W] )= iy 37 =] X) (Y7 -] )}

2 1
= (R + (k] +k§))+g{ka +S(k2 +k2)+RK> + S(k2 +k2)}

2 1
= (R + (k] +k§))+g{ka +S(k2 +k2)+RK> + S(k2 +k2)}

= %(R +58)(k; +k})+ %(21% +8)k?
elde edilir. Simdi asagidaki yapacagimiz tanimlarla,
F(k) = Ak® +§(k2 -3k2)

G(k) = Ak® —g(k2 —3k2)

H (k) =~iDk_(k, —ik,)

18



B3

I(k)= 7B(kj —k;)—iDk k,

3 ’ 3 ) ) E

burada,

N =2 (XIPPI R E) + (XU R Y)
my = E-¢,
~ n’k’
W -W),, =G(k)— 5 elde edilir.

my
W -W),, = <%<(X +iY) T\‘W —W‘%‘(X +iY) T>>
=%{<X|V[7 —W| X )+ i(X W = W|¥)=il¥ W W] X)+ (Y[ -w]|¥)}

n’k’

2m,

=%(R+S)(kf +k)+ Skl = F(k)—-
elde edilir.

(W—W)44=<\/_<(X+1Y)\L‘ ZT“W W‘\/_‘(X+1Y)~L> \/_‘ZT>>

<(X+1Y)¢\W W\(X+1Y)¢> <ZT\W W\ZT>

:%{<X|V[~/—W|X>+i<X|VI~/—W|Y>—i<Y|Vi~/—W|X>+<Y|W—W|Y>}+%<Z|W_W|Z>

272
= %{(R+ 28)(k? + k) +28k> + Rk }= %(F(k) +Gk)) - 7’; k

m,

~ k1
(W_W)ss :T(

1
—
my,

c

W — W)66=<—T<(X iy T|- \fzi\‘w W‘ \(X iv) T)- \ﬂz¢>

19



<(X—;Y)T\W W\(X—;Y)T> <Z¢\W W\Z¢>

:é{<X|V[~/—W|X>—i<X|Vl7—W|Y>+i<Y|V[7—W|X>+<Y|W7—W|Y>}+§<Z|W~/—W|Z>

=%(ka + Sk +k2)) +é{ka +S(k2 +k2)+ Rk + S(k2 +k2)}

=é(R +58)(k? +ky2)+%(2R +S)k?

hik?

m,

=G(k)—- elde edilir.

-~ 1 . ~ 1 .
W-w)., =<ﬁ<(X —1Y) i“W—W‘E‘(X —iY) ¢>>

%{<X|W WX )+i(X W —W|¥)=i(¥ W —W| X )+ (Y |W —w|¥)}
1 o ) hk?

= (R+S)(k2 +k2)+SK> = F (k) -

2 m,

(W—W)gg=<_\/1§<(X—zY)T‘ Zi“W W‘ \/—‘(X—iY)T>+%‘Z¢>>
:%{<X|VV—W|X>+i<X|W~/—W|Y>—i<Y|W7—W|X>+<Y|W—W|Y>}+%<Z|W_W|Z>

272
= %{(R+ 28)(k? + k) +28k> + Rk }= %(F(k) +Gk)) - 7’; k

m,

elde edilmis olur.

Simdi de diyagonal olmayan elemanlar1 bulacak olursak,

W -W),, =<—\E<Z T‘+%<(X +iV) LW -wlis ) =0= (W -w),, dir.

- 2 1 . - 1 .
W —W),, =<—\E<Z T‘+£<(X +i¥) | W—W‘E(X +iY) T>

<Z T‘W W‘(X +i¥) T)

(zZW -w|x)+i(z|W -w]v)}

Sl ®|

20



Lk, +iTk k, = ——=Tk,(k, +ik,)=iH " elde edilir.

7 5

W =W),, =iH = (W -W),, =—iH dur.

W -W),, = <— E(z 7| +%<(X +iY) i\‘vf/ —W‘%‘(X +iY) ¢>+%\z T>>

V2 - 1 o :
=_T<Z Tw -w|z T>+m<(x +i¥) LW -w|(X +iv) L)

V2, 1 - o s -
:—T<Z|W—W|Z>+ﬁ{<X|W—W|X>+z<X|W—W|Y>—1<Y|W—W|X>+<Y|W—W|Y>}
= —Q(ka +S(k; +k})) +L((R +S)(k? +k})+2Sk?)

3 32
=—%(G—F ) elde edilir.
- 1 ~ 1 .
W -W),, =—E(G—F) =W-W), :—E(G—F) dir.
~ 2 1 ) ~ . ~
W —W),s =<—\/;<Z T\+ﬁ<(x +iY) LW —wlis L) =0= W -w),,

W =W),, =<—\E<z T‘+%<(X+iY)¢‘W W‘——\(X—lY)T \ﬂz¢>
:%(z T\W—W\(X—iY) T>—%<(X +iY)¢\W—W\Z )
=%{<Z|W—W|X>—i<Z|V[7—W|Y>—<X|W—W|Z>+i<Y|V[7—W|Z>}=O

elde edilir. (W —W),, =0= (W -W),, =0 dur.

W -W),, :<—\E<z T‘+%<(X +iY) J/“W—W‘%(X—W) ¢>
=— (X +i) LW -w|(x —iv) L)

X =W X) =i X 7 =W[x) =i |7 W] X) = (¥ |7 - w]¥)}

(R-S)(k} —k})——=Tkk, =1 elde edilir.

7
1
"5
1
" 7
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W=W),, =I=W-W),=1"dr.

W —W), =<—\E<Z T‘+%<(X +iY) i“W—W‘—%‘(X —iY) T>+%\z ¢>>

:%(z T\W—W\(X —iY) T>+%<(X +iY) i\W—W\z )
2

=T(<Z|W—W|X>—i<Z|W—W|Y>)+

= i\/gH elde edilir.
=~ . 3 =~ . 3 * eqe
W-=W),, =i EH =>W-=-W),, =—i EH elde edilir.

1 ~ ~
—(XW-W\Z)-i(Y|IW-W|Z
(X =W(2) =iy W[ 2)

W -W),, =<%<(X +i¥) TW-w|is T) =0= W -w),,
W-W),, =<T<(X +iv) T||W —W‘%‘(X +iY) ¢>+%‘Z T>>
T<(X +iY) T‘W W‘Z T)
= X7 W) =il 7w )
%{Tk k. +iTk k_}= \/ng (k, +ik )_ﬁ
elde edilir.
W -W),, :ﬁH = (W -W),, =—%H* dr.
W =W),. =<%<(X +i¥) T[W -wlis L) =0= W -w),,
W —W),, =<%<(X +iY) T\ W —W‘—%(X —iv) T —\E\z ¢>>

= —%«X +i¥) TW -w|(x -ir) T)

= —E{<X|Vl~/ ~W|X) i X W -W|Y)—i(Y W -W|X)—(Y|W -W|Y))

22



= —L(R —-S)(k: —k}) +iTkxky =1

243 J3

elde edilir. (W —W),, =—1 =W -W),, =—I" dr.

. 1 NI P 1 . =
W -W),, :<E<(X +iY) T\‘W —W‘E(X —iY) ¢> =0=(W-W),,

~ 1
W=W), = <T<(X +iY) T\‘W W‘——\(X iv) )+ \z ¢>>

—%((X +iY)|W = W|(X —iY))
= %{<X|W—W|X>—i<X|W—W|Y)>—i<(X +iY)|W = W[(X —iY))— (YW -W|Y)}
= —%{(x W —W|X)—i(X|W —W|Y))—i((X +iV)|W - W|(X —iY)) - (YW -W|Y))
= —%(R —S)(k? - kf)+%Tkxky = /21 elde edilir.

(W =W)y = =21 = (W =W),, =—/2I" elde edilmis olur.

(W—W)46:<[<(X+1Y)¢\ 5 ZT“W W‘ \(X—;Y)T> \ﬂz¢>>
2

=_—<(X+1Y)¢\W wlz L) -—=(z TW -w|(x -=ir) T)

3\/5

V2

= —T{<X|ﬂ7 -W|Z)-i(Y|W -w|Z)} -

3

elde edilir. (W -W),, = —i\EH =W -W),, = i\EH " elde edilmis olur.

(zW -w|X)-i(z|W -W]|Y)}

1
32

(W—W)47=<T<(X+1Y)¢\ \/_ZT“W w (X—iY)¢>

-z

(X +iY) i\W W\(X ~iv)d)

L
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=—{X|W-W|X)-i(X|W-W|Y)- iYW -W|X) - (YW -W|Y)

1
J6

- £(R —S)(k? —k?) —ﬁTkxkv =21
23 “

V3

elde edilir. (W —W),, =21 = (W =W).,, =~/2I" elde edilmis olur.

W =W) =(—=((X +i¥) L]+ <z 7|

7 v locm T gz )
:%<(X+iY)¢‘W—W‘Z~L>—%<ZT‘W—W‘(X—iY)T>

=%{<X|V[7—W|Z>—i<Y|V[7—W|Z>}—%{<Z|V‘7—W|X>—i<z|“~’—W|Y>} =

elde edilir. (W —W), =0= (W —=W),, =0 elde edilmis olur.

- 1 , 2 - 1 .
W —W),, = <—ﬁ<(x iy 1| —\E<z i\‘w —W‘E‘(X —iY) ¢>>

Lz i\W—W\(X —iv) L)

:$<
1 = (7 W
=ﬁ{<z|W—W|X>—z<ZIW—W|Y>

= —iH

elde edilir. (W —W),, =iH = (W —=W)., =iH" elde edilmis olur.

N 1 _ 2 - 1 : 1
W —W)g =<—E<(X —iY T‘—\/;<Z J,“W—W‘—E‘(X —iY) T>+ﬁ\z ¢>>

1 P . J2 ~
:m<(X—tYT‘W—W‘(X—zY)T>—T<Z~L‘W—W‘Zl>
- ol - V2 .
3\/_ (X W -W|X)~i <X|W—W|Y>+z(Y|W—W|X>+<Y|W—W|Y>}—T<Zl‘W—W‘Zi>
=—£(ka+S(k2+k2))L((R+S)(k2+k2)+25k2)
30 NG Y )
1
=——(G-F
N
elde edilir. (W —W), =— ! (G=F)= W -W),, =— ! (G — F) elde edilmis olur.

V2 V2
- 1 ' ~ 1 . 1
W =W) =<E<(X —iY i\‘w-w‘—ﬁ\(x —iY) T>+ﬁ\z ¢>>

24



_ ((x -iy i\W—W\Z )

J6
=%{<X|W—W|Z>+i<Y|W~/—W|Z>
:—%H*
elde edilir. (W —W),, =—%H* =W -W), :%H

Bu sonuglari tablo 2. 3 de gosterebiliriz.

25



|is T) 31 33 11 lis L) 3_1 3.3 1.1

272 272 272 272 27 2 27 2

(st | wk> 11 |0 0 0 0 0 0 0
(—-——)
2 m, m,

31| |0 22 iH 1 0 0 I
<_,_ o Ik iH _Li-p i\ﬁH
2°2 2m, V2 2

—iH 272 ] — _
<§,§ 0 : L Y 0 1 0 NGy,
2’2 2m, | 2
1 1] |0 1 | k| 0 \F Jar 0
e ——=(G-F) | -——=H | —(F+G)- —i|>H
<2 2 2 V2 O "2
lisdf |0 0 0 0 k2 1 1|0 0 0

(———)
2 m, m,

3 1]]0 0 I A 0 242 —iH 1
3.1 ERT G-k ~—=(G—F)
2 2 2 2m, V2

% # crr ¥ 2712 /
<§’_§ 0 1 0 \/EI 0 iH F—h k —LH*
2.2 2m, V2
1 1]0 3 —ar 0 0 1 i 1 PErE
LI Py ——=G-F) | —=H | ~(F+G)-
<2 2 l\/; V2 V2 O 2m,

Tablo 2.3 W —W matris temsili
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Simdi asagidaki tanimlar1 yaparak Luttinger-Kohn Hamiltoniyenini olusturabiliriz.
m, 1 m, 1
=———QRL+4M)=———(5R+S
=TS ( ) n* 6 ( )

m, 1 m

1
V=73 L—M)=—h—§§(R—S)

2

h
F(k)——2

m,

(7, + 7).+ K2 + (7, =27,k ]

2

Gy ="

2m,

(7, = 7K. +K2) + (7, + 27,k

h’ .
H(k)=—A3yk, (k, —ik,),

m

hZ
I(k)——2

3Ly, (k2 —k2) = 2iyk k]

m,
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o s TR

|is T) ‘g 1>
22

n’k’ 2 Phk, 1 0 1 0 5
; — .| = Phk, —Phik —.|=Phk_ — .| = Phk_
2m, 3 3 3 3

31 B G-¢, iH" 1 1 0 I 3
= _ 1= ——(G-F) - N
<2 > 3Phkz \/E 3Phk_ I 2H
33 Phk_ —iH F-¢g, i 0 iy 0 _ 21
22 —H
22 A2
11 1 1 i 1 2 3 J2I 0
S 1L -—(G-F) | -——H —(F+G)-g,-A | |# i |2
<2 > 3Phkz \/5 \/5 5 0 3Phk_ I 2H
s 1 0 0 72k Phk_
(is 4 Upn, 2 m, S ey Upne
3 3 2m, 3 ‘ 3 ‘
301 N 0 _r B B G-¢, —iH 1
= - | oD g _ |~ ——(G—F)
<2 > 3Phk+ I 2H 3Phkz \/E
3.3 0 I 0 Var Phk, iH' F-g, i
2 2 J2
11 [2 [3 . —N2I° 0 1 1 i 1
- _ 1= 2y - -——(G-F) | —=H —(F+G)—¢,—A
<2 > ?)Phk+ 1 2H 3Phkz \/E \/E > 0

Tablo 2. 4 Luttinger-Kohn Hamiltoniyeninin matris temsili
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2. 2 Seyreltik ITI-N-V Yariiletkenler

Arsenik ve fosfat tabanli III-V yariiletkenler uzun yillardir genis bir sekilde
arastirllmiglardir. Bu arastirmalarin sonuglari, bugiinkii elektronik ve opto-elektronik
teknolojide genis bir sekilde kullanilmaktadir. Bu malzemeler ne yazik ki orta ve dar
bant aralikli uygulamalar ile limitlidir. Yiiksek giiclii elektronik ve kisa dalga boylu
opto-elektronik gibi genis bant aralikli aygitlarin fabrikasyonuna uygun degillerdir.
Genis bant aralikli malzemelerin gelismeleri yavas ve sorunlu olmustur. Yine de mavi
LEDs ve lazerlerin gelistirilmesi gibi nitrattaki son gelismeler bu alagimlar1 ilgi odagi
haline getirmistir. Orta bant aralikli arsenik ve genis bant aralikli nitratlar arasindaki
bant gecis kopriisiiniin dogal devamliligi, ilgili arastirmalarda bir patlamaya neden
olmustur. Bununla beraber, GaAs bilesigine kii¢iik bir miktar azot eklenmesi sonucu ile
bant araliginin biiyiimesi beklenirken, tam ters bir etkiye, yani bant araliginin hizli bir
sekilde azaldig1 sonucu bulunmustur [11]. Bu nadir davranis hem potansiyel dar aralik
uygulamalar1 hem de fiziksel bakis acisindan oldukga ilgi uyandirmistir. Seyreltik
nitratlar olarak bilinen bu yeni hibrit alagimlar bu aktif ¢calismanin konusudur.

Seyreltik nitratlar yiiksek gii¢ ve yiiksek sicaklik elektronik aletleri icin temel
oldugundan; transistorlar, giines pilleri, fotodedektorler ve lazerleri igeren genis bir uygulama
alanina sahiptir. Bu yariiletkenler geleneksel (Al, Ga)As, (Ga, In)As ve (Ga, As)P gibi III-V
alasimlarindan oldukca farklidir ve ¢ok carpict yeni ozellikler gosterir. (Ga, In)As veya
GaAs icine ¢ok kiiciik miktarda azot katildiginda elektronik bant yapisinda biiyiik
degismeler olmaktadir. Bu degisimler, enerji bant araliginin kiiciilmesi, elektronun etkin
kiitlesinde 6nemli bir artig, yeni bantlarin sekillenmesi, vb. seklinde sayilabilir.

Seyreltik nitratlarin elektronik bant yapisi geleneksel III-V yariletkenlerden

tamamen farkli oldugu icin, III-V ve II-VI yariletkenleri tasviri icin yaygin olarak

kullanilan 8 bant k. p modeli bu yapilar icin kullanilamaz. Bu yapilarin elektronik bant

yapisini tasvir etmek i¢in yeni bir 10 bant k. p modeli gelistirmemiz gerekir. Bu

boliimiin amaci bu alagimlarin bant yapisini tasvir etmektedir.

(Ga,In)(N,As) bilesiginin iletim bant yapisim1 hesaplamak icin 4-bant Band
Anti-Crossing (BAC) modeli kullanilir. BAC modeli GalnAs’in temel durumlart ve
lokalize azot durumlar arasindaki ciftlenimi tasvir etmektedir.

(Ga,In)(N,As)’tin valans bant yapisin1 hesaplamak i¢in de 6-bant Luttinger —

Kohn Hamiltanion’1 kullanilir.
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2. 3 Bant Anti-Crossing (BAC) Yaklasim

Hem parabolik hem de k.p modellerinde, BAC yaklagimi genellikle iletim bant
yapisi iizerine azot (N) etkisini hesaba katmak i¢in kullanilir. GaAs valans bandi ile
iligkili, lokalize azot (E,) seviyelerinin konumu tight-binding hesaplamalar
kullanilarak modellenebilir. Oldukga diisiik azot oranlarinda ayrik safsizliklarin dalga
fonksiyonu iist iiste binmez, boylece lokalize rezonans enerjisi izole kusur enerjisine
E, esit olur. Ancak, uygulanabilir seyreltik azotlarda, dalga fonksiyonlar1 diisiik azot
oranlarinda bile iist iiste binmeye baslar. %5 azottan daha az malzemelerde, dalga
fonksiyonlarindaki iist iiste binme rezonans enerjisinde bir azalmaya neden olur. Bu

azalma asagidaki denklem ile verilir.

E,=E, -7y (2.34)
burada E}, izole azot kusuru enerjisidir ve genellikle 1.7 eV [23-28] olarak almir. ¥ ise
3.89 eV [28] yada 2.52 eV [23] olarak alinir.

Denk(2.34) GaNAs i¢in ¢oOziilmiigtiir, fakat GalnNAs i¢in E,’in konumu
tizerine indiyum mol orani hesaba katilmalidir. Sinirlamalara ragmen, farkhi III-V
alasimlardaki E, lokalizasyonu iizerine yapilan deneysel gozlemler gostermistir ki,
bircok yiiksek lokalize seviyelerde bile azot seviyesi bosluk seviyesi ile iligkili olarak
sabit kalir. Bu yiizden GaAs valans bandi ve seyreltik azot arasindaki bant uyusmasi
etkileri E, ve E,, seviyelerinin relatif konumlar ile iliskili olarak kendiliginden
bulunabilir.

Uygulayacagimiz modelde, azot seviyelerinin valans bantlar ile etkilesmedigi

kabul edilmistir. Bu da valans bantlar1 ve E, arasindaki ayirimi veren uygun bir
yaklasimdir. BAC yaklasiminda yogun lokalize azot durumlu E, ve genislemis iletim
bandi1 E,, arasindaki etkilesim pertiirbasyon teori kullanilarak asagidaki Ozdeger

denklemi ile ¢oziiliir.

E- EM VMN

=0 (2.35)
Viw E-E,

burada V,,, iki seviye arasindaki etkilesimi tanimlayan matris elemanidir. Iletim bandi

dagilim iliskisi i¢in 6zdeger denkleminin ¢oziimii,
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Ey +E, ()£ \(E, —E, (k)" +4V2,
2

E, (k)= (2.36)

seklinde elde edilir. V,,, matris eleman1 asagidaki denklemle ifade edilir.

Viw =By (2.37)
burada B=1.675 eV [29] ve y azot konsantrasyonudur. Iletim bandindaki genisleme
nedeni ile E,, parabolik olarak kabul edilmistir ve GaAs valans band ile iligkili olarak
hesaplanan iletim bandi sinirina esit bir enerji ile k=0 da bir minimuma sahiptir.
Genisleme durumu i¢in daginim bagintisi

nk?

E,(k)=E, 0)+—
2m

(2.38)

ile verilir. Burada k dalga vektorii ve m~ InGaAs elektron etkin kiitlesidir. iletim band1
dagilim egrisi, bolge merkezine yakin k degerlerinin bir dagilimi i¢in denk (2.36) ve
denk (2.38) birlestirilmesi ile c¢oziilir. Elde edilen c¢oziim asagidaki sekilde

gosterilmistir.
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x =0.85
y =0.05
3 |
E,
>
)
=2 Ey
Ry
D)
)
/M
Ey
1 |
E.
0 T T T T T T T
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Dalga vektorii ( 10° crril)
Sekil 2. 1. BAC modeli kullanarak GalnNAs sematik bant yapisi. E, lokalize azot
durumu, E,, yayilmis yariletken durumu, E, BAC modelindeki E, ,E  BAC
modelindeki E_ seviyesidir.
Sekil 2. 1 E,,E, ve seyreltik azot bant yapisinin dagilim egrisini

gostermektedir. Denk (2.36) nin iletim bandinin iki ayrik banda yarilmasini gosteren

olasi iki ¢Oziimii vardir (E, ,E_). E. E, seviyesinin altinda ve E, E,, seviyesinin
iistiindedir. Mevcut modelde E_ seviyesinin konumu iletim bandinin en alt noktasi

olarak alinir.
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2. 4 ITI-N-V Kiilcge Yariiletkenler icin 6+4 bant k. p Teorisi

Bu boliimde ITI-N-V kiilge yariiletken malzemesinin bant yapisinin elde edilmesi

icin 6+4 bant k. p teorisi incelenecektir. Bu modelin sonuglari, I' vadisi yakinlarinda

ITII-N-V bilesik yariiletkenlerin elektronik bant yapisinin iyi bir tanimlamasini verir. Bu

modelde yapinin iletim ve valans bantlarinin etkilesmedigi kabul edilmektedir [30]. ilk

olarak azot katkisinin iletim bandi iizerindeki olusturdugu etkiyi inceleyelim.

Hesaplamada kullanilacak yeni baz seti tablo 2. 5 deki orbital bilesenleri ile verilir.

u; J’m1> Vim,
2 11> 5, 7)
2°2
Uy 1_1> Sy ¥)
2 2
uy 11> s 1)
22
y 1_1> s L)
2 2

Tablo 2. 5 Atomik Bloch Seviyeleri

Bu bazlar kullanilarak Hamiltoniyenin matrisi elemanlar1 sirasi ile hesaplanirsa,

sifirdan farkli matris elemanlari,

H, =(S, THK)S, T)=N
Hyy = (S, T|H®)|S T) =V,
H,,=(S, L{HK)[S, L)=N
H,, =(Sy L{HK)[S )=V,
Hy, =(ST|H®)|S, T) =V,
Hy=(S T|H®)|s T)=C

H,=(S{H®E)|S, {)=V,.

H,=(Sl|H@)|s)=C

33



seklindedir. Bu sonuglarla, Hamiltoniyenin matris temsili asagidaki tanimlar yapilarak,
N=E,,

E,,=1.675-252y

Vie =By . B=1.675 eV

2712
C=EG+%
2m

N 0 Vi, O

0 N 0 V,
Ve 0 C 0
0 V. 0 C

olarak ifade edilir. Burada m InGaAs bilesiginin etkin kiitle degeridir. Bu
Hamiltoniyen matrisinin ¢oziilmesi ile elde edilen iletim bant yapis1 asagidaki sekilde

gosterilmis.

Enerji (eV)

-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15
k [00k,]

Sekil 2. 2 4-bant modeli kullanilarak elde edilen Ga,In;..NyAs;_, kiilce yapisinin iletim
band1 yapist

34



Ikinci asama olarak

III-N-V  yapisinin  valans

bandini

inceleyelim.

Hesaplamalarda kullanacagimiz baz seti tablo 2. 6 daki orbital bilesenleri ile verilir.

u, Jom,) Vim,
B I Rl
u, %%> %\(XH'Y)T}
i, %%> %‘(X+iY)~L>+%‘ZT>
” é,_%> _%‘(X_,-ym_\g\u)
s %_%> %\o{-im)
5] e

Tablo 2. 6 Atomik Bloch Seviyeleri

Bu bazlar kullanilarak olusan Hamiltoniyenin matris temsili asagidaki tanimlar

yapilarak,
2
F(k)=- i
2m,
2
G(k)=— h
2m

H (k) =h—\/§7§kz(kx —ik,),
m,

h2

2m,

I(k)=—

[+ 7))k + kD) + (7 =277 )k?]

[ =)k + kD) + (7 +27)k]]

3Ly (k= k) = 2ipyk k]
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— i 0
G-¢g, iH —L(G—F) I iéH
V2 2
—iH F —¢g, i -1 0 DY
—H
V2
1 i 1 3 NDY i 0
-——(G-F) | ——F—=H | =(F+G)—-¢,-A | _; |2
2 B > 0 l\/;H
0 -I G-¢ —iH 1
i\/EH* 0 -—(G-F)
2 V2
r 0 Var iH" F-&, | _ i -
V2
3 —J2r |0 1 i !
—i|2H -——(G-F) | =H | -(F+G)—-¢,—-A
’\EH 2 2|2 °

seklinde elde edilir.

Ga,In;<NyAs;.y, dortlii bilesigi i¢in hesaplamalarimizdaki

kullandigimiz bant parametreleri Ref. 31 dan alinmistir ve bu parametreler tablo 2. 7°de

gosterilmistir.

Materyal GaAs InAs GaN InN__ |
AeV) 0.341 0.390 0.017 0.006
i 6.98 20.00 2.67 372
v 2.06 8.50 0.75 1.26
v 2.93 9.20 1.10 1.63

Tablo 2. 7 Bant yapis1 hesaplamalarinda kullanilan ikili bilesikler i¢in parametreler
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Bu Hamiltoniyen matrisinin ¢6ziilmesi ile elde edilen valans bant yapisi

asagidaki sekilde gosterilmis.

0.4
x =0.85
y =0.05
0.0 HH
LH
>
]
04 -
=
Q
()
m
SO
-0.8
-1.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
-0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10 0.15
L r X
[111] [000] [100]

Sekil 2. 3 6-bant modeli kullanilarak elde edilen Ga,In;..NyAs.y kiilge yapisinin valans
band1 yapist
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3. Zarf Fonksiyonu Yaklasim

A ve B materyalinden olusan bir heteroyapiyr goz oniine alalim. Yapacagimiz
tartismay1, B kuyu materyalli ve A bariyerli kuantum kuyu yapilar1 i¢in uygulayalim.

Bu materyallerin direk bant aralikli yariiletkenler oldugunu varsayalim.

Sekil 3. 1 Bir kare kuantum kuyusunun sematik gosterimi

A materyalindeki bir parcacigin durumu her zaman,

()= fAEUL ) (3.1-2)

olarak yazilabilir. Burada direk bant aralikli materyaller i¢in EO =0dir. Eger buradaki

toplam sadece atomik durumlarin tam seti iizerinden alinirsa, onceki boliimde tartigilan
dalga denkleminin tam bir ¢oziimii elde edilmis olur. B materyalindeki bir parcacigin

durumu da benzer olarak,
v =2 £,/ (U, (F) (3.1-b)

seklinde yazilir. Simdi toplam dalga fonksiyonunun heteroyapi boyunca yayildigi kabul

edilirse, bu durum agikca konuma bagh agirhk faktorlerinin 7 zarf dalga

fonksiyonlart olarak isimlendirildigi bazi 0©zel sartlarin yerine getirilmesiyle
gosterilebilir.

Burada toplam dalga fonksiyonlarinin atomik kisimlarinin 6zdes oldugu 6zel bir

yaklasim (lg0 =0) yapilirsa, yani

UL (F)=UZ(F) (3.2)

A
mO0

bigiminde segilir. Burada U, (¥),U” (¥) dalga fonksiyonlar1 dzdes yapilarina ragmen

farkli 6zdegerlere sahiptir. ik olarak spine bagl terimler gecici olarak ihmal edilir.
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Boylece sifirinc1 derece atomik Hamiltoniyen H, = H (k = 0) toplam Hamiltoniyenle

Ozdestir. Atomik kisimlar,

P? - .
+V, Ur:()(r) = 8,:0U,20(r)
i 2m, |
- (3.3)
+Vy Urio(’j) = SVISOUSO(F) = gjoUrﬁo(;;)

- p

| 2m,

denklemlerinin ¢oziimleridir. Bu denklemler eger potansiyeller sekil olarak 6zdes fakat
sabit bir carpan kadar farkliysa aym zamanda (m|V,-V,|m)=¢) €., de
gerceklestirmelidir. Dikkat etmek gerekirse V,, atomik seviyelerle iliskili periyodik

potansiyellerdir. Bu potansiyeller 6érnegin kusatilmis tasiyicilarin neden oldugu yavas

degisen potansiyelleri icermezler.
Takip edecegimiz islemlerde bir kuantum kuyusu durumunda f** zarf

fonksiyonlar1 icin dalga denklemi c¢oziiliir. Denk (3.1) deki atomik seviyeler

ortonormaldir ve kuantum kuyusunun z=0 ve z=a ara yiizeylerinden gecen dalga
fonksiyonu siirekli ve £ (7,,0) = £2(7,,0), £ (7, ,a)= £ (¥ ,a) kosulunu saglarlar.
Burada r, kuantum kuyusu diizlemindeki konum vektoriiniin bilesenleridir ve a

kuantum kuyusunun genisligidir. Periyodik sinir sartlar1 kuantum kuyu diizlemine dik z

yoniinde gecerli degildir. Bu nedenle zarf dalga fonksiyonlari,
1 ~
fP = —exp(ik, F) " (2) (3.4)
\/E 1L

olarak verilir. Burada k | kuantum kuyu diizlemindeki dalga vektoriiniin bilesenleridir. S

kuantum kuyusu diizlemindeki ©Ornek bolgenin alanidir. Basamak fonksiyonlari

kullanilarak Hamiltoniyen,

2

P
H =

m,

+V, (F)Y, +V,(F)Y, (3.5)

biciminde yazilir. Burada Y, (z) =0, Y,;(z)=1z¢€ (0,a) ve
Y, (2)=1, Y;(z)=0 z¢ (0,a) dir. Bu Hamiltoniyeni kullanarak denk (3.3)
HU ,(F)= (€Y, + €YU, (F) (3.6)

biciminde yeniden yazilir. Denk(3.4) ve denk(3.1) ifadelerinin birlesimlerinden toplam

diizlem Bloch fonksiyonu,
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w(r) = %expaamz 2 (U, () (3.7)

olarak verilir.
3. 1. iletim Bandi:

Ik asamada tek ciftlenimsiz iletim band1 goz oniine alinmistir ve bu durumda
denk (3.7) deki toplamda yalnizca [ = ¢ terimi olacaktir.
Hy(r)=¢ey(r) (3.8)
bicimindeki dalga denklemi A-engeli icin,

{ r +VA(F)}W(F) =&y (r) (3-9)
2m,

bicimindedir. y(r) icin denk(3.7) ifadesi kullanilirsa denk(3.9) asagidaki gibi elde

edilir,

En +VA(f)}%exp[ﬂi-a]zz‘&)um(ﬂ=e%exp[ia-a]z:‘(z>lfm(f> (3.10)

0

burada kinetik enerji terimi,

2 2 2
P_h + F (3.11)

2m, 2m, 2m,

bicimindedir. Lineer momentumun diizlemdeki ve z-dogrultusundaki bilesenleri sirasi

ile,

P exp[ik, | 2 (U o(P) | = 1k, (exp[ i€, 7, | 22U, (P)) + (exp[ ik, 7, | 2 (PU o(F)
(P exp[ ik, 7. | 2/ (20U (P) | = W2 (exp[ ik 7, | 2 (20U (P)) +

(3.12)
21k, (exp| ik, 7, | 22 (2)PU (7)) +(exp[ ik, 7. | 2 (2)(PU (7))

P exp[ ik, 7, | 12 (U.o(P) | = (exp[ i, 7 | P DU, (F))+(exp[ ik, 7 | 2 () PU,, ()
(P2 expl ik, 7, | 2@ (F) | = (exp[ ik, 7, | (P) 242U (P)) + i
2(exp[ ik, 7, | P4 () PU o (P)) + (exp| ik, 7, | 2 (2)(P)*U (7)) |

denklemleri ile elde edilir. B-kuyu materyali i¢in kinetik enerji terimi de bu ifadedeki A

indisi yerine B indisini yazmakla elde edilir. Simdi dalga denklemini soldan
1 P *(A,B) * -
—=exp(—ik 7). "7 (U o (F)
\/E 171 0
ile carpip tiim kristal iizerinden integrali alinir. Kristal hacmi iizerinden alinan

integraldeki A,B indisleri, kuyu bolgesinde y,, engel bolgesinde y,, zarf
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fonksiyonlarinin kullanilacagim gosterir. Oncelikle dalga denkleminin sol tarafim

cozmek icin kinetik enerjinin diizlemsel bileseninden ise baslanir,

S j Uc()(r)exp[ =ik, 7, | 2. (2P| exp[ ik, 7 | 2 (U, () | dr

ok, [ Uz @[22 @U,, ) ]| dr+

2m0S simzay

2m0S J Ual# NZT @2 @K U7 | d'r+ (3.14)
5 [ Uz @2 P U] d'r

mOS simzay

buradaki integral y, zarf fonksiyonunun birim hiicre skalasi iizerinde yavas degistigini

kabul ederek,

T [ U2 AP U] dr=

2m0S tiimuzay @ @

hzkz (3.15)

z Z*(AB)(Z )Z(AB)(Z)IUCO(F)UCO(F) d’r

tiimhiicreler

2m0S

ve atomik Bloch durumlarinin normalizasyonunu kullanarak,

hk2

272
2m 5 Z Z*(A B)(Z )Z(A B)(Z )j Uco(r)ULo(r)dS’”_M Z Z:(A,B)(Zi)ZEA,B)(Zi)Qi
0

2m,S

rumhuc reler tiimhiicreler

(3.16)

biciminde elde edilir. y, zarf fonksiyonunun birim hiicre skalasi iizerinde yavas
degistigi gercegini tekrar kullanilarak toplam ifadesi,
hzki *(A,B) (A,B) 3 hzkj *

Nz, zydr=—=8 A (VP (2.)dz 3.17
IS [P @op @d =8 [ @t @) (3.17)

tiimuzay 0 tiimuzay

biciminde integrale doniistiiriiliir. Benzer sekilde diizlemsel kinetik enerjinin diger

terimleri de,

[ Ux " @[ 207 @k PU () | dr

tumuzm

2m0S
(3.18)
j 2P @M (@)dexk,. | UL(FIPU(F) d°r

0 tiimuzay hiicre
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[ UL @2 (P U () ] dr

tumuzm

2m0S

(3.19)
= | A @M @dex [ ULGHPYU ) d'r

0 tiimuzay hiicre

blglminde elde edilir. Kinetik enerjinin z bileseni de ayn1 yontem kullanilarak

2mOS

tiimuzay

I ULO(r)exp[ zk ’1} (AB)(Z)(P) [exp[lk ’1] (AB)(Z)ULO(r)] d’r =

[ U2 @[ (P (@)U () ] d'r+

tumuza»

2mOS

TS FOXT @ PAM @PU L) | dr+

tumuza»

(3.20)

[ U2 @[ 2P @PYULF ] d'r

tumuza»

2mOS

s | vl e[ o]

tiimuzay

L[ AR M e

0 tiimuzay

[ 24" @PAM ()dzx [ UL (F)PU (F)d’r+ (3.21)
mO tiimuzay i

hiicre

—— | 2P @aM @dex [ ULNRY U ('

0 tiimuzay hiicre

bigiminde bulunur. Potansiyel enerji terimi ise,

tiimuzay

j U, (r)exp[ lk rL] AR ()Y, (r)[exp[lk ’1] (AB)(Z)ULO(I”):|
< [ VLA @[V B2 @U ()] d'r (3.22)

bicimindedir. Denk(3.19), denk(3.21) ve denk(3.22) birlestirilirse,

< I UL (A2 (@) Vg (M (U o (F) ] dr +

tiimuzay

TS DAL @ AP P YU F) | d'r+

tumuzm

(3.23)

el IUMGP A Ol P A OGS

tumuzm
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J‘ 2D () 44 (U (F) 2—(P2+P2)+VAB(F)} o(Pd’r =

tiimuzay 0

[ 2 @2 UL ) 4P U (Frd'r =
tiimuzay (324)

e [ 2O @I @dex - [ U (' =

tiimuzay 0 hiicre

C/J|>—‘ C/J|>—‘

A I AR ©Y AR QT

tumuzm

esitligi elde edilir. Sonug olarak denk(3.10) deki dalga denkleminin sol taraft,

| vaOexs[ =k ] @e e K7 20 U] d'r =
gf 27 @M (2)dz o

tiimuzay
biciminde elde edilir. Kinetik ve potansiyel enerji terimleri birlestirilerek asagidaki

doniisiim yardimyla,

(I[Plm)=- [ UPIPU, () 3.26)
0 hiicre
dalga denklemi,
: n'k:  n* 9°  hk ih 0
AR ehY, +ERY, +—L +—2{c|P/|c)——(c|P|c) =[x *Pdz =
tﬁm'l[zayzt |: o o 2m0 2WlO aZZ mO < | J_| > m0< | Z| >aZ ‘ -
IZT(A,B)SZSA,B)dZ
tiimuzay
(3.27)
biciminde elde edilir. Bu ifade aslinda cok iyi bilinen standart bir 6zdeger denklemi
formundadir.
(x|H-€x)=0 (3.28)
Burada Hamiltoniyen,
n> 0’ 'k} |k ih J
H:— —+V. L(c|P |c)——/c|P.|c)— 3.29
5 HVe@ e B )= = elPe)g (3:29)

seklindedir. Denk (3.29) da V. (z) =€,Y, +€5Y, dir. Bu mezoskopik potansiyel bant
stireksizliginin sonucudur. Diyagonal dipol matris elemanlart sifirdir ve bu sonucla
denk(3.29),

/I h nk:

—+V.(2)+
m, 97’ @ m,

H=—

(3.30)

bicimine indirgenir.
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3. 2 Ciftlenimli Bantlar ve Zarf Dalga Fonksiyonlari:

Bu boliimde ayrik zayif ¢iftlenimli bantlar ve 8 kuvvetli ciftlenimli bant goz
oniine aliir. Onceki boliimde pertiirbasyon teorisi ve yapilandirma etkilesimlerini temel

alarak olusturulan kiilge III-V yariletkenler i¢in islemleri, konumdan bagimsiz ¢,
(kuvvetli ¢iftlenimli bantlar) ve c, (ayrik bantlar) sabitleri yerine zarf fonksiyonlarini

kullanarak degistirilir.
Spin-orbit etkilesimini de i¢eren periyodik Hamiltoniyen,
P’ . oo =
Hy=Hk=0)=—+V, ;(F)+—5(6XVV, ,).P (3.31)
2m, ’ 4myc ’
bicimindedir. Asagidaki doniisiimle spin-yoriinge etkilesimi ve periyodik potansiyel
gosterimi kisaltilir.
- -~ LS 5
Vig(P)=V, ,(F)+—5(GXVV, ).P (3.32)
4m,c

Bu gosterim ile denk(3.3),

P? . . .
> +V,(F) U;:o(r) = 820U20(r)
L <My |
e - (3.33)

+VL: (r) Uyl:o(’_;) = grljoUrljo(F) = €£0U20 (r)

)
bigiminde yazilabilir. Bu sonugla atomik Bloch seviyeleri artrk U/:* () =U, ,(¥) tablo I

deki durumlara esit olur. Tek bant durumundaki 6rnek gibi diizlemsel Bloch durumu
0zdeger denklemini saglamalidir.
P ] T (A.B) = (A.B) = | =
2—+VA,B(r) ﬁexp(zkl.q) DM @QU,E) + Y (U, (F) | =
! v

m,

(3.34)
g%exp(ﬂi,a)(;sz) (U, (F)+ ZV:Z‘{A’B) (Z)U‘yo(’_ﬁ.)}

Bu ifade de kuvvetli ve ayrik bantlar iizerinden toplamlar ayirabilir. Simdi kiilce
yariiletkenlerde ki ¢oziime benzer sekilde 6zdeger denkleminin c¢iftlenimli bir seti
coziilebilir. Yukaridaki dalga denklemini soldan,

1 % - 3 = s
—=U, (P exp(=ik, .F) x, " (2) (3.35)

Js

ile carpip kristal hacmi iizerinden integre edilir. Burada m kuvvetli ciftlenimli

seviyelerden biridir. Tek bant durumundaki gibi ayn1 adimlar takip edilirse,
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271.2 2 2
z{[ezomesonﬂ’ﬂ— 2 e | Bl 2 e }}
] m my

2m, 2m, dz 0

hk ih d
| Bl - Pl i <o

v 0

(3.36)

biciminde elde edilir. Benzer sekilde ayrik bantlardan biri olan,
J_ U, (F)exp(=ik, 7) 2" (2) (3.37)

ile dalga denklemini soldan ¢arpip integre edilirse,

n’kl  n* 9° hk i p
Z{[‘QVAOYA N 2 2 _'E}aw +{m_:<ﬂ|PL|V>_;_<ﬂ|Pz|V>a_J}I§A’B)

- 2m, 2m, 0z 0

+Z{ = (ulP|1) - mo<ﬂ|p|l> }} wh _g

(3.38)
biciminde elde edilir. Bu iki ifade,
Ik, _in 9 :
(mW|1) = s (m|P,|1) " (m|P.|1) . m#l (3.39-a)
27,2 2 2
(mW|1) = Mk, K9 m=1 (3.39-b)

2m, 2m, 07"

ile yer degistirilebilir. Eger kiilce yapidaki W operatoriindeki k., =—iai ile ve
Z

konumdan bagimsiz sabitler c¢,,c, zarf fonksiyonlar: ile yer degistirirse denk(3.36) ve

denk(3.38) elde edilir. Denk(3.39-a) ve denk(3.39-b) yardimiyla denk(3.36) ve
denk(3.38) su sekilde ifade edilebilir,

S lesar, elaty = el + WDk + X mfPu)” <0 G40

z{[gmoy +&8Y, — €6, +(uW|v) }y<“>+z<ﬂ|w|z> (45 =0 (3.40-b)

burada zarf fonksiyonlar iizerinde bir diferansiyel operatorii de iceren formda W yerine

w yazilmistir. Kiilge yariiletkenler igin yapilan ayni tartigmalar takip edilir. / bantlar v

bantlari ile yalnizca zayif ciflenimli ise,

2" (2)

287 (2) (341)
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Denk(3.40-b) den (¢,Y, +€” Y, — &)= (u/W|v) kabullenimi ile

(A.B)

VA

1
= Wy » 3.42
+8—€;:OYA _grl:oYB Z<lu| | > ( :

biciminde elde edilir. Bu ifade denk(3.40-a) yerine yazilirsa,

Z{[[SZZOYAHEOYB— els,, + (m|W|1) ]+ (W] )vIW]1) };f“) =0 (3.43)

7 esY—eY

biciminde elde edilir. Bu ifade yeniden diizenlenirse,

e se el st ot e

€€Y—8Y

(3.44)
esitligi elde edilir. Kiil¢e yapidaki tartismaya benzer olarak,

5 DIt —
W=Ww+W w 3.45
’ Zvle—eon -ely, (5:49)

seklinde tanimlanabilir. Bu tanimlamadan sonra kiilce yapi1 icin Luttinger-Kohn

formalizasyonunun biitiin ¢oziimleri hicbir degisiklik yapmaksizin tekrarlanabilir.
Biitiin matris elemanlarinda dalga vektoriiniin z bilesenini k, = —iai ile yer degistirilir.
Z

Ciftlenimli denklemlerin en 6nemli 6zelligi Luttinger parametrelerinin ve etkin kiitlenin
konumdan bagimsiz olmasidir. Diyagonal olmayan matris elemanlar i¢cin denk(3.39-a)
kullanilir. Burada,

my 2 5 (Pl v)u] D)

MZiﬁ my (g_grﬁOYA _ng;OYB)

(3.46)

tanimlanirsa, £ kiilge yapida goriilen kuvvetli ¢iftlenimli bantlarin ortalama enerjisidir.

Ayrik bantlarin etkisi,
h*9 1 o ik’ klaa

W-W=-—— - ——+ k, k 3.47
20MEdz 2 5, "MZ oz ozMI ko O,ZX“‘ (3-47)
biciminde verilir.
Bu sonuglarla iletim bandi icin elde edilen dalga denklemi,
o 1 9 Pk g AB
- +V (2)+ =gy’ 3.48
( 2 aZ m?,B aZ C( ) 2m:‘4,3 ch lc ( )
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haline gelir. Burada artik elektronun serbest kiitlesi yerine yone bagli etkin kiitlesi
kullanilir. Kuantum kuyusu i¢in asagida tammmlanan HH ve LH bantlarin1 tanimlayan

4x4 alt-matris i¢in elde edilen sonuglar burada verebilir.

H,, H I 0
’ H, 0 1

I 0 H, -H
0 I ~H Hhh
Burada,

h’ 0 0
Hhh :_2_’"0[(71 + 72)(kx2 +k§)+a_z(7l _272)a_z]+VP(Z)

h’ 0 0
H, =——I[(0 - 1)k, +k})—— 0 +27,)—]1+V,(2)

2m0 aZ aZ

HU) =" Bk —ik, )(—z‘)(i Yo+ 7, i]
m, : 0z 0z

72
I(k)——2

V3ly, (k] —k2) = 2iyk k]

m,
Zarf fonksiyonlar1 i¢in dalga denkleminin ¢ikariminda, Orgii hiicre skalasinda
bant smirinin yavas degistigi kabul edilmedi. Atomik Bloch seviyelerinin kristali

gecerken degismedigi kabullenimi acik¢a yeterlidir.
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3. 3. III-N-V Yaniiletken Kuantum Kuyularinin Bant yapisi

Dar bant aralikli ince bir malzeme (GalnNAs) genis bant aralikli (GaAs) iki
malzeme arasina yerlestirilmesi ile olusan yapiya kuantum kuyu yapis1 denir. Kuantum
kuyular1 bir boyutlu kusatilmis olan yapilardir ve bu yapilar farkli malzemeler ile lazer
diyotlar gibi yeni optik aletlerin yapiminda kullanilir. III-N-V kuantum kuyularinda
iletim ve valans bandinin enerji bant dagilimi ve dalga fonksiyonlarinin hesaplanmasi
genellikle cok karmasiktir ve analitik ¢coziimleri tam olarak yapilamamaktadir. Burada
k. p metodu iizerine yogunlasildi ve k. p metodu ile iletim bandi i¢cin BAC yaklagimini,
valans bandi icin Luttinger-Kohn Hamiltonian’1nin birlikte ¢oziimii iizerine ¢alisildi.

Biiylitme dogrultusu z-ekseni olan bir kuantum kuyusu icin ciftlenimli alt-bant

enerjileri ve zarf fonksiyonlar, k, =k %+ k,y (k. =k cosg, k, =k, sin¢)olmak iizere,

=~ 9 =1, - N -
[H (k,,kz =—la—zj+UQW(Z)I}g (2.k,)=E(k )5 (2.k,) (3.49)

bi¢iminde verilen etkin kiitle esitligi ¢oziilerek bulunabilir. Burada U ,, (z), elektron
(holler) i¢in kuantum kuyusu kusatma potansiyelidir ve

[ 8,(2)
8,(2)
(e.k)=| - (3.40)

09|

|8y, (2]
N tane ciftlenimli bandin zarf fonksiyonudur. Bu calismada iletim band: i¢in BAC

yaklasimi 4x4, valans bandi i¢in Luttinger-Kohn Hamiltonian1 6x6 biiyiikliigiinde bir

matristir. Bu yiizden de N_ciftlenimli bant sayis1 4x4’lik matris durumunda 4,

6x6°lik matris durumunda ise 6 olarak alindi. Denk(3.49) daki 1’-:I(l€l,kZ =—iaij
z

ifadesi,
H (k. k)= Hk>+H,k +H, (3.41)
bigiminde yazilabilir (operator k_i¢inde gizlidir). Hamiltonianin hermitligini korumak

ve hateroyapinin ara yiizeydeki aki yogunlugunun siirekliligini saglamak icin
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9’ 0 0
‘2 gy ‘g
9z’ @) = 0z 2@ oz

d 1| o 0
a—ZHB(Z) - E[B_ZHB(Z)—FHB(Z)B_z}

doniistimii yapilir ve

9= 9 i 9. 9= 1\ = = V= B (2 Vo (- k
{—a—zHA<z>a—Z—§(HB<z>a—Z+a—ZHB<z)j+Hc<z>+UQW<z>I}g(Z,kz)=E(kz)g(z,k,)

(3.42)

elde edilir. Simdi iletim ve valans ¢iftlenimli alt bantlar icin etkin kiitle denklemindeki

H,,H,, H. matrisleri ve U ,, (z) kusatma potansiyelini acik bir sekilde ifade edelim.

a) Iletim bandx: Ga,In;<NyAs;.y kiilge yapisi i¢in 2 boliimde elde edilen 4x4’liik

Hamiltoniyen matrisinden yararlanilarak;

N 0 V, 0 s, T
=, . 0O N 0 V . s, i
Ak.)- IR
Ve 0 C 0 ST
0 Vo 0 C sl
[0 0 0 0 N 0 Ve 0 i
00 0 0 0 N 0 Ve
= hz = = hz
H,(2=|0 0 — 0 | Hy(=0 H.()=|v,., 0 — (k2 +K7) 0
2m 2m ?
R ?
00 O : 0 Vv 0 (k2 + k2
L 2m | L e 2m*( ! y)_
QL‘AEg ’ Z—<_L_2"/V
Lw Lw
U,,(z)= 0 , ——<z<—
o (2) 2 2
QO.AEg Z>L—2W

biciminde verilir. Burada Q =0.80ve AEg=Eg(GaAs)— Eg(GalnNAs)olarak

alinmistir. N ve V. 'nin agik ifadeleri Boliim 2.3’de verilmistir.
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b) Valans bandi: GayIn;NyAs;., kiilge yapisi i¢in 2 boliimde elde edilen 6x6’lik

Hamiltoniyen matrisinden yararlanilarak;

1

G-¢ iH (G-F) 0
’ J2
i
—iH F-¢g —H -1 21
’ J2
1 i 1 3
——(G-F) —=H —(F+G)-g,—-A —z\/:H V21 0
= V2 V202 2
H(kr,kz)z
, 3, ]
0 I i\/:H G-¢ _iH —— (G—F)
2 0 \/5(
I 0 ar iH F-¢ Ly
’ J2
—i\/EH* —r 0 L 6-F) Lo LFric)-c-n
2 2 2 2 0
13 l> )
272
§§>
272
ll>
- 22
2( )=
27 2
3.3
27 2
1.1
_2, 2 .
L +29h) 0 NG 0 0 0 |
0 (=25 0 0 0 0
— @ | 22y 0 7 0 0 0
Ym0 0 0 (P25 0 —22p
0 0 0 0 7k =295 0
0 0 0 224 0 v
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0 iy (k, +ik,) 0 0 0 i %yj(kx—ik),)
iy, k) 0 ”L(k—ﬁ_’“ 0 0 0
iy (k. —ik) . \F .
0 BRLER S 0 —i 27k, —ik 0 0
I_=1 :h2\/§ \/5 1 273L( * ly)
"o 0 0 i\/gy; (k, +ik,) 0 —iyy (k, —ik,) 0
0 0 0 iy (k, +ik,) 0 ik Hiky) (’3_2”’?0
i gyf(kx+iky) 0 0 0 W‘Tz‘”‘y) 0 |
—g, 0 0o 0 I 0
0 -g 0 -1 0 I
= |0 0 —g-a 0 Jar0
“lo -r 0 -g O 0
I 0o 2rr 0 - O
0 21" 0 0 0 -g-A]
0 L,2 2 L
Burada I(k) =———3[y5 (ki —k3) - 2iryk,k ] dir.
2m0
Q.AEg z < —L—2W
Lw Lw
UQW(Z): 0 , —TSZST
QO.AEg Z > L—2W

bi¢iminde verilir. Burada Q. =0.20ve AEg = Eg(GaAs)— Eg(GalnNAs) olarak

alinmagtir.
Kuantum kuyusunun iletim ve valans bantlarin yapisini belirlemek i¢in elde
edilen ciftlenimli diferansiyel denklem takimlari Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM)

kullanilarak coziilebilir.
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4. Sonlu Elemanlar Yontemi (FEM)

Sonlu Elemanlar Yontemi cok c¢esitli fiziksel sistemlere iligkin sayisal
hesaplamalarda kullanilan bir yontemdir [32]. Bir parcacikli sistemin Hamiltonian’i

V(r) kusatma potansiyeli olmak iizere,

2
H=—""9" s v 4.1)
2m

biciminde yazilabilir. Bu Hamiltonian ile yazilan Schrédinger denkleminde, uzunluklar
Bohr yaricapi, enerjide Rydberg enerjisi ile Ol¢eklenerek boyutsuz Hamiltonian elde

edilebilir.
H=-V>+ V() (4.2)

Bu durumda boyutsuz Hamiltonian ile Schrodinger denklemi;
HY =¥ (4.3)

dir. Burada ilgilenilen fiziksel sistemi betimleyen dalga fonksiyonu, gercek dalga
fonksiyonu ise bu ifade gecerlidir. Sayisal hesapta elde edilmek istenen dalga
fonksiyonu gercek degerine ne kadar yakinsa bu ifade o kadar gecerli olur. Varyasyon
ilkesindeki temel diisiinceden hareketle elde edilmek istenen ve sistemi betimleyen
dalga fonksiyonuna baslangigta bir oneri yapilabilir.

Y — y(r) 4.4)

yapilmak istenen, Onerilen bu dalga fonksiyonlar1 ile sistem igin Schrodinger
denklemini yazarak “minimizasyon ilkesi” geregi ilgili sistemin enerjisini minimum
yapan dalga fonksiyonlar1 ailesini elde etmektedir. Onerilen yaklasik dalga fonksiyonu
ile Schrodinger denklemi;

Hy =¢vy 4.5)
bicimindedir. Sayisal hesaplamalar i¢in ilgili calisma uzayr bolmelendirilmelidir. Bu
anlamda bolmelendirilmis uzaydaki toplam diigiim noktasi (nod) sayis1 Ny, yine ilgili

uzayi geren baz fonksiyonlar1 ¢, (r)

v =Y v.0.(7) (4.6)

biciminde seriye acgilarak yazilabilir. Yine elde edilmek istenen dalga fonksiyonunu

ilgili uzaydaki nodlar iizerinden matris gosterimi ile
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9 ) ={07).0,(). 0, o, ()] @.7)

—T

]// :{l/jl?l/IZ’l/IS’ ....... ’l//pr}
olmak iizere
— _T — -
y(@) =@ (F)y (4.8)
bi¢imindedir. Boylelikle sistemde bulunmasi gereken N, adet degisim parametresi

Y, “Galerkin Yontemi” ile elde edilebilir [33]. Burada temel ilke, Schrodinger
denklemini aranilan y(7)fonksiyonu ile yazmak, denklemi soldan fonksiyonun
hermitik eslenigi ile carpmak ve ilgili uzayda integral alarak sistemin degisim
parametrelerinin minimum kilacagi ifadeyi olusturmaktadir.
Yani, y(©) =y7.3)(7) olmak iizere

G= j y(7) (H-eDy(7)dQ (4.9)

Q

burada I, (Nip ) X (Niop) boyutlu birim matristir. Ayrica y(r), sisteme iligskin tam ¢oziim

ise G = 0, degilse G#0 olacaktir. G’yi minimum yapan (y,y")ailesi aym zamanda

enerjiyi de minimum kilacaktir. Aranan dalga fonksiyonu ve hermitik eslenigi yerine

yazilirsa,
G= y_f{ [o e’ (F)dQ} v (4.10)
2
sembolik degisim yazilirsa,
aTGT =0 (4.11)
oy
{ j o(F)(H-eD)g (F)dQ} =0 (4.12)
2

elde edilir. Burada Hamlitonian’i acik olarak yazmadan once kinetik terimin katkisina

bakilmak istenirse, bu integralin
~[pFV9 (7@ = [Vo(FIVe (F)dQ-[V(p(F)Ve (7)dQ
Q Q Q

biciminde yazilabilecegi goriilebilir. Bu ifadedeki ikinci terim Stokes Teoremi ile bir

yiizey integraline doniistiiriilebilir.
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(V9 ()@= [VeF\Ve (7)dQ-[pFVe' (F)dl

ilgilenilen fiziksel sistemin ¢oziim uzaymin yiizeylerinde aranilan dalga fonksiyonu ve
esleniklerinin sifir olmas1 gerekliligi, yani fiziksel sinir kosullari diistiniildiigiinde,

buradaki ikinci terimin kinetik terime katkisinin olmayacagi goriilebilir.
g’yiizey = 0 (413)

Hamiltonian’in acik bi¢imi, G nin degisimi ifadesiyle yazilirsa,
D (Vove' +ov(re )dsz} v= e{j o0 dg}/_/ (4.14)
Q

Bu ifade yeni bir gosterim ile,

—eM.y 4.15)

all
$I

biciminde yazilabilir. Literatiirde,

? — Esneklik matrisi

<

— Kiitle matrisi

olarak isimlendirilir. Ve

? j(V¢V{p +(/7V(r)(p )dQ
Joo

dir. Calisma uzayimin tiimii iizeriden olan integraller, bolmelendirilmis uzay elemanlari

(4.16)

<l
I

tizerinden olan integrallerin toplami bigiminde yazilabilir;

jdg Z; j do (4.17)
e=1Q,

burada N, Global Element sayisidir. O halde,

k = J'(VNVNT+NV(7)NT)dQ - ?:ikz (4.18)

E||

m (4.19)

i ||
M~2

=

burada, N global eleman baz fonksiyonu, ¢ tim uzayr geren baz fonksiyonudur.

Q
Il
LN

llgilenilen sistemler icin ¢oziilmek istenen denklemleri, iyi ag gozii iiretimi ile birlikte,
bu bicime getirdikten sonra ¢oziimlerini saglayan sayisal rutinler kullanilarak sonuca

gitmek zor olmayacaktir.
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4.1. Baz Fonksiyonlarimin Secimi

Fiziksel sistemlerin ¢oziimiine iligkin giiclii bir yontem olan FEM’de yaklasik
¢cOziim sonlu boyuttaki fonksiyon uzayinda aranir ve bu uzay bir baz fonksiyonu seti ile

tanimlanabilir [34]. N uzay boyutu olmak iizere,

{4.0,.9......0,} (4.20)

dir. Baz fonksiyonlar1 ile uzayin herhangi bir fonksiyon iiyesi, bazlarin lineer bileseni

olarak gosterilebilir. Ornegin z, elemanlarina sahip kesikli uzayda aranan yaklagik

¢Ozim
U(2)=2¢;0,(2) (4.21)

dir. Burada, c;skaler bir sabittir. Siklikla ¢6ziim uzaymm geren baz fonksiyonlari

polinomlarin kolay tanimlanmasi1 ve iyi bilinen 6zelliklere sahip olmasi nedeni ile sonlu
boyuttaki polinom uzay1 olarak secilir. Bu durumda baz fonksiyonlart polinomlardir ve

n . derece bir polinom uzay1 i¢in baz fonksiyonu olarak secilecek polinomun mertebesi

N =n+1dir. Ornek olarak {1, 2,2%,..,7" } secilebilir. Ancak herhangi bir lineer vektor

uzay1 icin tek bir temel set olmadigi i¢in baz fonksiyonlarinin secimi esnektir. Biz
polinom uzay1r baz fonksiyonlar1 i¢in “Lagrange Polinomlari” m sectik ( Ek-2).

Lagrange polinomlar1 calisma uzayr € icindeki N tane diigiim noktasina (nod) gore
{z1-2,5-.» 2y } tammlanur. j nod indisini gostermek iizere (N —1). derece polinom her z,
ile iligkilidir. Polinomlar su 6zellige sahiptir.
9.(z,)=9; (4.22)
Bir boyuttaki baz fonksiyonlarini yazmak i¢in calisma uzay1 [0,1]arahg1na set
edilebilir.
[z2] = [0.1]
¢Oziim uzayinda N tane nod oldugu diisiiniiliirse, sistemde (N —1)tane parcga yer alacak

(€2;)ve bu pargalarin her biri (%,ﬁj araliginda olacaktir. Baz fonksiyonlari

z uzayinda ve Q= [—1,1] araliginda aranir.
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4. 2. FEM’in Ciftlenimli Bantlara Uygulanmasi

Kuantum kuyusu ciftlenimli alt bantlar1 i¢in etkin kiitle denklemi g 'ile soldan

carpip [za, zp] lizerinden integral alinirsa

Bu terimlerin integrali alinirsa.

\r—’%

3 .
J‘ET(Z’E,){—B%EA(Z)%—%(:B(Z)a%+a%ﬁB(Z)jHL:IC(ZH(UQW(Z)—E(Ig,))ﬂ (2.k)dz=0
(4.23)
Zf?‘(z,l%)[—éﬁB(z)a%JIC(zH(UQW(z)—E(E))T}g(z,é)dz
+Zfa£z§1-(z,l€,){ﬁA(z)§Z+éﬁ3(z)}§(z,1€,)dz
—?@J@){ﬁm)a%—éfi(z)}g(u@)‘ =0 (4.24)
[gl* g, g;,J N xN_ matris N .x1 mataris arayiizey terimi

Not: Hesaplamalarimizda iletim bandi i¢in N¢ = 4, valans bandi i¢in N¢ = 6 olarak

alindi.
Baslangigta arayiizey teriminin sifira esit oldugu kabul edilir. Dolayisiyla

jg (ak)[ H(z) +H )+ Qw(z>—E(/€,))7}g(z,1€,)dz

(4.25)
+j—g (z.k, ){H (z)—+2H (z)} ( )dz 0
olur.[z,,z,] aralig1 N tane global elemente boliiniir ve
T iy j dz (4.26)
za =0z,



olur. Bu bilgilerin 1181nda,

ngj ET(Z,:)[_éﬁg(Z)%+FIC(Z)+(UQW(Z)—E(]€))7}§(Z’]%)dz
% o = - (4.27)
+;Z aing(Z,_;)|:ITIA(Z)§Z+%ﬁg(z)}g(z,g)dz:0

yazilabilir. Global element i¢in asagidaki doniisiim yapilirsa,

- - > I —F
Zj =« * Zjt] 1] 1
. 1
s=az+b 1ise l=az,, +b a=
’ L T L
Z.
O=az;+b b= :
LT g
Dolayisiyla,
-z dz
§= Lj:Zj+1_Zj :> dS:_
- L
Zin % J
seklinde tanimlanan doniisiim ile de,
e ‘ 0 osd 1 0

=L ve — S——=——
J“Z Lfgds o2 9z0s L, os

8;(Dy.a = &;()y.a (- global element zarf fonksiyonu)

olur. Buradan

S 1—- = 194 = =7_
G:ZOLjJ-gj(S)|:_iHBZg+HC+(UQW E)I:|g(s)ds
]71 : j (4.28)
ul a_ = 1 a 1 = _
L|—=8'()|H,———+-H ds=0
+/-Z;‘ ’! o5 (s){ "Los 2 B}g(s) *
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(4.29)

B} g2(s)ds=0
denklemi elde edilir. Yukaridaki s doniisiimiiyle gecilen [0, 1] uzayinda FEM bazlar
(¢ ’lerin kiimesi) olusturulabilir. Bu uzayin (global elementin) n pargaya boliinmesi ile
uzayda n. dereceden polinomla verilebilen (n+1) tane baz fonksiyonu olusturulabilir.

— S

: 0
‘] j+1

2

1

M

<+
-m

‘'

s Sy Y

Burada sop=0 ve s, = 1 dir. Baz fonksiyonlari

b(s) = Hl ((:__ikk )) (4.30)

k#i

ile tanimlidir. Sekil 4. 1. den de goriildiigli gibi, s uzayinin n parcaya boliinmesi ile
¢Oziim uzayinin j.nci bolgesi de n parcaya boliinmiistiir. Dolayisiyla, ¢oziim uzayinda
(n.N)+1 nokta oldugudur. Enerji 6zdeger denkleminin ¢6ziimii olan fonksiyonun bu

noktadaki degerleri U jnsx e verilir.

jn+n s L-I'INFI!*—'INHFI---' Mn-+n

‘I7_ 1
i o M M+1

'3

+

-
= I
Nt

Sekil 4. 1. Ciftlenimli bantlar durumu i¢in ¢aligma uzayinin bélmelere ayrilmasi

Burada U sk » Nex1 lik bir matristir. (Hesaplamalarimizda U iletkenlik bandi icin 4x1

valans bandi i¢in 6x1°lik matrislerdir.)

jn+k,1

d

jn+k,2

QI

e =| g 4.31)

Jjn+k,l

|~ jn+k.N¢ |

58



Daha 6nce de belirtildigi gibi U, =U, ., =0 olmalidir. g;(s) fonksiyonlari olusturulan

Nn+n

baz fonksiyonlarinin lineer bilesimi olarak yazilabilir. Bu fonksiyonlar matris formunda

yazilirsa,
7,)=0)"T,., (4.32)
ERCH . o
9 ds) 0 - 0 @ 0 - 0 g 0 - 0 Uy
8,,2: 0 d) 0 - 0 ¢k 0 - -« 0 @@ - 0 ‘M
/40 0o : ¢ 0 0 i i .0 0 i 0 :
8;,(9)
_g,,NC(S)_ L 0 0 g 0 0 - @) -+ 0 0 - ¢©] ach_U/”*”_Ncm
(4.33)
N, tane siitun
_l]jm—l,l_
an+1,2
l]jm-l,NC
o] _ "
g;,lg @) 0 - 0 @) O -~ 0 --g) 0 - 0 Umm
82 0 @ 0 - 0 @6 0 - 0 ¢ -~ 0 2
=0 0 : ¢ 0 0 : i -0 0 i 0 '
8:(9) : oo : A - oo U,
_gj,NC(s)_ a ’ Ooae 0 0 a0 0 - Q’(S)—Ncwcﬂ
l]er—lLl
l]er—le
(4.34)

N.’ye N_.’inci eleman
Burada n, global elementteki nod sayisin1 ve N ise ¢iftlenimli bant sayisini ifade eder.

g()=U".p(s) (4.35)
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[0 0 o
0 ¢ 0
0 0 10
0 0 00
(Dz(s) 0 0 0
[*0 SNCRT R <>} |0y O 7 A
8., 8., 858 gy N O = Vi Yo jnn b0
2 ! M daye B el o 0 e 0 4
Gs) 0 e
0 Gys) oo o
| 0 0 e e e
[*o IO CRR' <>}
g () 8 () g ) g (s =
a2 H N L
(o
ds) 0
0 ¢4 0
0 0 0
0 0 0 0 ¢4
B 0 0 -0
0 ¢ys) 0
I T O T g ;2
] Y2 LN, Y2l JH2N il N, : 0
¢ c ClIN~n
C 0 0 - .- 0 ¢2(s)
G(s) 0 e
0 Bys) - - o
| 0 O e e e
seklinde yazilabilir. Bu bilgiler kullanilarak iiretici denklem
_¢1(s> 0 00 o |
0 ¢)l(s) 0 - 0 0
0 0 L0 0
0 0 00 ¢1;S)
g 00 0 0 G() 0 0 ¢ 0 0 4, 0
NI s r 0 99 0 - Pl=] 0 g0 0 gy 0 0 4,
GZ]EO(I)I:UMH U]”+2 ------ U]"*"] 0 ((: 0 ¢2(2s) “ ; ; : : ; 0 : ; ;
: : : 0 0 g 0 0 gy 0 0
¢n.(s) 0 e e 0
0 g () o ;
: 0
L 0 [ DT ¢n(‘v)
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N 12d
L2 ]

Jj=00 2

0 0
0,() 0 0
E ] 0 4,5 0
ST 0
jn+n
0 0

biciminde elde edilir. Burada

g
2

= |

mn

Sl
h|>~

dir. Dolayisiyla,

9,
» ds
9
3

L_].(F:IC+(UQW

R ACEN

La } — N.x N, lik bir matris
2

S A =
G=>, |:U- U. A +ov e U.
0 T2
NI o - T
> |:U- U. i~ oeeeee U. |
pr, g T2 Jrn 0

_a ¢ I(S) —
o)

S
a¢ Z(S) —
ds !

36,(5) 'E "
1

| Os
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I ¢ I(S)EAX ¢1(S) iy 1(S)7_4 ¢2(s) .
B5(5) AP (s) P,(s) (o)

9,0 0,9) 9,00 -

S0 0 0 0 g ()
0 gy 0

0 o i i .0

0 gy 0

—E)?)} — N, x N, lik bir matris

(4.36)
¢1(s)§¢n(s)_ f_f it
< 0,0M0,6) | |Upo
. : ds|
0,(5) 24, | Ty
a(,751() L
U
ds| : =0
a¢n(s) E  (s) _an.m_
ds o
(4.37)

0

0

0 4 (s
n

0 9 ()




- _ 1 B )
[ 19AA (9ds - [ 9AAS (Ods [ -
0 0 an-|-1
1 _
G:% |:—T ‘Jf ...... ["]T :| 0¢2(S) ¢ 9 ds ]r:z-l-2
jo Ll T Jrin :
= e U,
10,0 AAp ©ds - [9,()AAg (@ds |-
[ 0 0 |
~ /
v
3 dersek
1 L | o _
J 2010 5 BBg (9ds -] a¢1(s) BB¢ ()ds |-
0 aS 0 S Jn+1
L9949 — C
N ] BB (s)ds -
Z[’T O e 7 } o 0s :
1 L | o 0.
o ds . Os ]
S~ /
—~—
? dersek

O matrisinin kk’1nc1 elemanm

(E)kk =j¢k(s)[—é i, ; +L(H +(Ugy —E)?)}qﬁk(s)ds
:_éﬁ I a@;”d + L (Ho+U g T) j 8,(5)8, (s)ds — L,EI j 8, ()8, (s)ds
(4.38)

seklinde yazilabilir. Ayrica ? matrisi i¢in de

62




ds jas
H, (96,9 34,(s) , _i= g (s)
Lj S dst—H, j—gp()d (4.39)

j 0

yazilabilir. Dolayisiyla,

(g)kk:% iams)a@(s) _H (j A5y (o5 j¢k()8¢k<s> j

ds os
1 (4.40)
+L (HE+US,T ) [ 9059, (s)ds — L ET j 8, ()¢, (s)ds
0 0
yazilabilir. Bu son esitlik kullanilirsa,
Ej‘nﬂ
N o Ej‘n+2
GZZ[UJ;H.] an+2 """ Uj'n+n j| (O+P) : :O (4.41)
j= LxNg.n Ne.nx Ne.n
Eﬁrﬁn
L ANcnx 1

=j =j =j .
seklinde yazilabilir. Burada Ha, Hs, Hc ve U}, (s) matrisleri z’ye baghdir. Yani
j’inci materyaldeki ozelliklerin (yariiletkenin 6zellikleri) ve potansiyelin sabit oldugu

kabul edilerek o glabal element i¢in yazilan matrislerdir. 3 ve T’igin elde edilen son

esitlikler asagidaki tanimlarla

), -T2 (R) -0 4

(71)“ = j@ ()6, (s)ds

3+7’=%K +;EB?+L (Hc+UéW7j71—ELj71
J
L
K M
0+P=K-EM (4.42)
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seklinde doniistiiriilebilir. FEM denklemlerini bulmak icin (“generating” denkleminin

U,. v Y€ gore tlirevi alinip sifira esitlenir.)

G 0 (jn+k:1,2,...n,n+l,n+2,...,2n,2n+1,...,jn,jn+1,jn+k,...,Nn+n—1j

aU;H-k,E 621’2’“"]\’(‘ 5 k:1’2""’NC
(4.43)
denklemi kullanilir. Dolayisiyla
SR
an+1
—i
an+2
N = _—
— = —i .
Gzz[U,-,m Uz - U,} (k-EM) =0 (444)
j=0 LN Nc.nx Ne.n
—1
an-%—n
L ANcnx 1
ve
Uy |
_ s
K-EM
Ne.nx Ne.m Ul: Ne
K-EM Uy,
—EG = Ne.mx Ne.m U2:2 s
aniid K-EM
Ne.nx Ne.n L.l Ne
K-EM '
LT
Nenx Nen nl
Un 2
N+l Nex (NntnD)Ne L= | (Vtm ) Nex I
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denkleminden yararlanarak (Nn+n—1).Nc tane FEM esitligi bulunur. Sonuc¢ta FEM

denklemlerinin yapis1 asagidaki gibi olacaktir ve bu matris esitliginin ¢oziilmesiyle
sistemimizin 6zdeger ve 6zfonksiyonlar1 bulunur

7l
=

=

s
-
-

=]
il
=]
e
Vs

N

i

-
L

J

KK MM U
(Nn+n—-1)Ncx (Nn+n—-1)Nclik (Nn+n-1)Nc x 1lik (Nn+n—1)Nc x (Nn+n—1)Nc lik (Nn+n—1)Nc x 1lik
matris matris

matris

matris

(4.45)
KKU =EMM.U

(4.46)
Burada ﬁ, ? matrislerinin i¢ ice gegmesinden (kronlanmasi) olusan matristir. MM

ise M matrislerinin i¢ ice gecmesinden olusan matristir.

65



5. GayIn;NyAsyy / GaAs Tek Kuantum Kuyusunun fletkenlik ve Valans Bandi
Yapisi

z dogrultusunda bir yariiletken kuantum kuyusu icin iletim ve valans bandinin
enerji ve zarf fonksiyonlari, k, = k. x+k 3 (k, =k cos@,k, =k, sin¢)olmak iizere,
-——H,(2) ——=| H,()—+—H +H.(2)+V, I|glz.k |=E\k |g|z.k | (5.1
{ ACE 2[ W5 B(z)) (@), (2) }g(z )=E(k)z(z.k) (5.1)

seklinde verilen etkin kiitle esitligi ¢oziilerek bulunabilir. Burada, V., (z)

L
QC(V)AEg’ Z <_E

L_ _L
Vew@=1 0, -J<z< (5.2)

L
Ocw\AE,, > 5

ile verilir. Tletim band1 igin Q. =0.80, valans bandi igin Q, =0.20 olarak alinmistir
[80]. g(z,E,) N¢ tane ciftlenimli bandin zarf fonksiyonudur. (Burada iletim bandi icin

N¢ =4 ve valans bandi icin N¢ = 6 olarak alinmistir).

[ g(2) |
2,(2)
g(zk)=| - (5.3)

| 8y, (2) ]

denklem (5.1) ciftlenimli diferansiyel denklemleri icerdiginden Sonlu Elemanlar
Yontemi (Finite Element Method) kullamilarak c¢oziilebilir. Yukarnidaki 6zdeger
denklemi Boliim 3.4°te acik hali verilen Hamiltonian ve Boliim 4.2°de anlatilan yol

izlenerek

G=U (?—Eﬁ)ﬁ (5.4)

seklinde {iiretici denklem elde edilir. Literatiirde ; “ya esneklik (stiffnes) matris, M ‘ye

ise kiitle (mass) matris denmektedir. Dogru ¢6ziimii bulabilmek i¢in

9 o 0=KU-EMU (5.5)

oU
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denklemi ¢oziiliir. Bu bir 6zdeger denklemidir ve buradaki 6zdeger ve dzfonksiyonlar
bilinmemektedir. Genelde ? ve ﬁ sparse bandli Hermitien matrislerdir.
Inceleyecegimiz yapidaki Ga In_ N As, , yaniletkeni icin materyal parametre

degerleri,
P(Ga n,_.N As, )= xyP(GaN)+x(1-y)P(GaAs)
+y(1=x)P(InN)+ (1—x)(1— y)P(InAs)

(5.6)

bicimindeki ikili yariiletken parametreleri arasindaki lineer iliski kullanilarak elde

edilmistir. Hesaplamalarda kullanilan ikili yariiletkenler i¢in parametreler tablo 5.1 de

listelenmistir.

Materyal GaAs InAs GaN InN
Orgii Sabiti a, (./0\) 5.6533 6.0584 4.46 5.02
Enerji Araligt E,(eV') 1519 0.417 3.299 1.94
Spin-Orbital Ayirimi A_(eV) 0.34 0.41 0.011 0.006
Elastik Stkisma C,,(x10" dyn /cm®) 11.9 8.329 29.6 18.4
Elastik Stkisma C,,(X10" dyn / cm®) 5.38 4.526 15.4 11.6
Hidrostatik Basing dE, / dP(x10™"*eVem® / dyn) 11.3 10.2 32.0 22.0
Deformasyon Potansiyeli b (eV') -1.7 -1.8 -2.67 -2.67
Elektron Etkin Kiitlesi 72, (m,) 0.067 0.022 0.15 0.14
Agir Bosluk Etkin Kiitlesi m, (m,) 0.350 0.333 0.855 0.833
Statik Dielekirik Sabiti & 12.53 14.55 10.69 7.46

Tablo 5.1 Hesaplamalarda kullanilan GaAs, InGa, GaN, InN materyal parametreleri
[35-45]

Kilge Ga,n_ N As_ ‘m bant araligi enerjisinin stres (baski) igeren

katkilamaya bagl ifadesi,

Eg(x,y)=xyEg(GaN)+(1-x)yEg(InN)
+x(1-y)Eg(GaAs)+(1-x)(1- y)Eg(InAs)
+x(1-x)[yC,,_;,(UnGaN)+1-y)C, .. (InGaAs)]
+y(1-y)[xC,,_y(UnNAs)+(1-x)C,,_,(GaNAs)]

(5.7)

ile verilir [46]. Burada C, ,(ABC) ABC malzemesinin biikiilme (bowing)

parametreleridir. Biitiin iligkili biikiilme parametreleri tablo 5.2 de listelenmistir.

C,,_c.(InGaAs) C, _c.(InGaN) C,,_y(GaNAs) C,,_y(UnNAs)

1.4 0.51 20 4.22

Tablo 5.2 Hesaplamalarda kullanilan biikiilme (Bowing) parametreleri (eV) [46—49]
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Yukaridaki formiilasyon Ga In_ N As,_ /GaAs kuantum kuyusunun iletim ve

valans bant yapisina uygulanip elde edilen elde edilen analitik denklemler bilgisayar

programlari yardimiyla ¢ozilmistir. Ga In,_ N As_ /GaAs tek kuantum kuyusunun

azot ve indiyum konsantrasyonlart degistirilerek iletim ve valans bantlarinin alt-bant
enerjileri incelenmistir. Sonra yapinin kuyu genislikleri degistirilerek alt-bant enerjileri
incelenerek asagidaki sonuclar elde edilmistir.

Sekil 5.1 ve 5.2 (a), (b) ve (c)’de L = 100 A ve x = 0.87 durumunda
Ga In,_ N As,_ /GaAs kuantum kuyusunun iletim ve valans bant yapisinin
diizlemdeki dalga vektorii k’ye gore degisimi y = 0.005, y = 0.02 ve y = 0.05
konsantrasyonlari i¢in sirast ile verilmistir. Sekillerden de goriildiigii gibi yapidaki azot

konsantrasyonu artirildigi zaman Ga,In,_ N As, malzemesinin yasak bant araligiin

hizla azaldig1 ve buna baglh olarak AEg’in hizli bir sekilde arttigi goriilmiistiir. Bu
sonugla azot konsantrasyonun artirilmasi ile iletim ve valans bandindaki bant
kaymasinin biiyiimesi kusatma potansiyelinin derinlesmesine sebep olmustur. Kuantum
kuyularindaki potansiyel engeli yani kusatma potansiyeli yiik tasiyicilarinin teo’a
kacmasini onler ve lokalizasyonu koruyarak biiyiik enerji kaymalarinin olusmasini
saglar. Bu durum ekzitonik baglanmanin verimliligini ve 6nemini artiran bir faktor
olarak degerlendirilir. Bu etki temel alinarak hizli modiilatérler ve benzeri bircok

elektro-optik cihaz gelistirilmistir. Sonug olarak Ga In_ N As,_ /GaAs tek kuantum

kuyusu sisteminde alt-bant enerjileri i¢cin azot konsantrasyonu bir ayar parametresidir.
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Sekil 5.1. Farkli azot konsantrasyonlar icin GaIn,_ N As_ /GaAs kuantum
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kuyusunun iletim alt bant enerjilerinin dalga vektoriine gore degisimi.
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Sekil 5.2. Farkli azot konsantrasyonlar icin GaIn_ N As_ /GaAs kuantum

kuyusunun valans alt bant enerjilerinin dalga vektoriine gére degisimi.
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Sekil 5.3. ve 5.4 (a), (b) ve (c)’)de L = 100 A ve y = 0.05 durumunda

Ga,In,_ N As,  /GaAskuantum kuyusunun iletim ve valans bant yapisinin diizlemdeki

dalga vektorii k' ye gore degisimi x = 0.85, x = 0.75 ve x = 0.65 konsantrasyonlar1 i¢in
siras1 ile verilmistir. Sekillerden de goriildiigii gibi yapidaki indiyum konsantrasyonu
artirlldigr zaman GaxIn;.NyAs;.y, malzemesinin yasak bant araliginin hizla azaldigi ve

buna bagl olarak AEg’in hizli bir sekilde arttigi goriilmiistiir. Bu sonucla indiyum

konsantrasyonun artirilmasi ile iletim ve valans bandindaki bant siireksizliginin
bliylimesine ve kusatma potansiyelinin derinlesmesine sebep olmustur. Olusan bu
kusatma potansiyellerindeki derinlesme azot konsantrasyonunun sebep oldugu kusatma
potansiyeli derinlesmesinden daha fazladir. Bu kusatma potansiyelindeki derinlesme
nedeni ile iletim ve valans bant yapisinda daha fazla alt bant enerji seviyelerinin
olusmasina neden olmustur. Ayni zamanda indiyum konsantrasyonunun artirilmasi
kuyu bolgesindeki elektron etkin kiitlesinin azalmasina sebep olur. Bu durum ekzitonik
baglanmanin verimliligini ve Onemini artiran bir faktor olarak degerlendirilir. Sonug

olarak Ga In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusu sisteminde alt-bant enerjileri i¢in

indiyum konsantrasyonu da ayn1 azot konsantrasyonu gibi bir ayar parametresidir.
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Sekil 5.3. Farkli indiyum konsantrasyonlar igin Ga In_ N As,_ /GaAs kuantum

kuyusunun iletim alt bant enerjilerinin dalga vektoriine gore degisimi.
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Sekil 5.4. Farkli indiyum konsantrasyonlar i¢in Gan_ N As_ /GaAs kuantum

kuyusunun valans alt bant enerjilerinin dalga vektoriine gore degisimi.
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Sekil 5.5 ve 5.6 (a), (b) ve (c)’)de x = 0.87 ve y = 0.05 durumunda

Ga In_ N As,_, /GaAs kuantum kuyusunun iletim ve valans bant yapisinin

diizlemdeki dalga vektorii k' ye gore degisimi L =50 A, L = 100 A ve L = 200 A kuyu
genislikler i¢in sirasi ile verilmistir. Sekillerden de goriildiigii gibi kuantum kuyusunun
genisliginin artmasi ile yapida kusatilan alt-bant durum sayist artmistir. Alt-bant durum
sayist ve enerjilerinin kuyu genisligi ile ayarlanabilir olmasi amaca uygun yeni
optoelektronik devre elemanlarinin tasarlanmasin da 6nemli bir ayar parametresidir.
Ayrica sekil 5.6 ‘ya bakildiginda kiiciik L degerleri icin alt bantlarin &, ile degisimi daha
az iken, biiytik L degerlerinde daha fazladir. Yani, kiigiik L degerlerindeki alt bantlarin
k; ile degisimlerinin benzeri biiyiik L degerlerinde daha kiiciikk &, degerlerinde
goriilmektedir. Sekil 5.6° daki diger bir nokta da, alt bant enerjilerinin sadece

diizlemdeki dalga sayis1 k;’ye bagli olmayip aymi zamanda polar koordinatlardaki ¢
agisina da bagli olmasidir. Bu ¢ baglhlig yiiziinden de k, —k  diizlemindeki alt bant

enerji dagilimi anisotropiktir. Yani, [100] (veya [010]) dogrultusu boyunca alt bant
enerji dagilimi ile [110] dogrultusu boyunca olan alt bant enerji dagilimi1 birbirinden
farklidir.

Sonug olarak, kuyu genisligi, azot ve indiyum konsantrasyonlarin1 degistirerek

amaca uygun yeni elektro-optik devre elemanlar1 tasarlanabilir.

74



1800

Lw=50A @
17001 - 087 7
y =005
2 1600 4
D
£
= 1500
St
=2
=
5 1400
=
=
2 1300
I
2
=
< 1200
£
i
2 1100
=
1000 i
900 L L L L L L L L
008 006 004 -0.02 0 0.02  0.04 0.06  0.08
< [110] Dalga Vektorii kt (2m/a) [100]— >
1800
Lw = 100 A (b)
1700 087 E
y =0.05

1600

1500
1400
1300 -

1200

iletim Altbant Enerjileri (meV)

1100 -

1000 -
900 Il Il I I I I I I
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
< [110] Dalga Vektorii kt(21r/a) [100] >
1800
Lw = 200 A ©
17001 x- o087 1
y =0.05
S 1600 g
@
g
.= 1500
St
=
5 1400
=
=
E 13001 q
-]
2
=
< 1200 b
£
£~
& 1100 hl
=
1000 - 4
900 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08
< [110] Dalga Vektorii kt (2m/a) [100] >

Sekil 5.5. Farkli kuyu genislikleri i¢in Ga In,_ N As,_ /GaAs kuantum kuyusunun

iletim alt bant enerjilerinin dalga vektoriine gore degisimi.
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Sekil 5.6. Farkli kuyu genislikleri i¢in Ga In_.N As_, /GaAs kuantum kuyusunun

valans alt bant enerjilerinin dalga vektoriine gére degisimi.
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6. Ga,In;NyAs;y /GaAs Tek Kuantum Kuyusundaki Donor Safsizhiklarinin

Baglanma Enerjileri

Bu boliimde sematik gosterimi sekil 6.1°de verilen Ga In,_ N As,_ /GaAs tek

kuantum kuyusundaki, elektron ve donor safsizlik atomunun olusturdugu yapinin
baglanma enerjisinin azot ve indiyum konsantrasyonuna ve z dogrultusundaki kuyu
genisligine baghiligi, etkin kiitle yaklasimi cercevesinde varyasyonel yontemle

incelenecektir.

GaAs GalnNAs GaAs

-Lw/2 0 Lw/2

Sekil 6.1 GaInNAs/GaAs kuantum kuyusunun sematik gosterimi

z dogrultusunda kusatilmis sistemin Hamiltonian’1, etkin kiitle yaklagimi

cercevesinde,

D2

H=P
2

—+V(2)+V, 6.1)

w

seklinde yazilir. V(z) kusatma potansiyeli,

Q.AEg z < —L—ZW
V=1 o . -bve, v (6.2)
2 2
OAEg z >L—2W

ile verilir. Burada Q. =0.80 ve AEg = Eg(GaAs)— Eg(GalnNAs) olarak alinmistir.
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Elektron ve safsizlik arasindaki Coulombik potansiyel,

2
—e

V.=
e (x—x) +(y=y) +(z—2,)

(6.3)

seklinde yazilir. Burada (x;, y,, z;) safsizlik atomunun konumunu, (x,y, z) ise elektronun
konumunu gostermektedir. Elektronun momentum p operatorii ve Coulombik

potansiyel terimi yerine yazilirsa sistemin Hamiltonian’1,

:—hi(az+az}'h191— ¢ V@) 64
2m, \0x* 0y* ) 2m, 02" g [(x—x)+(y—y)+(z-2,)
seklinde elde edilir.
X=pcos¢
y=psing (6.5)
2=z

doniisiimii yapilarak kutupsal koordinatlardaki Hamiltonian ifadesi
hz(a2 19 182J R e

t——t— —
op* pop p*ag’) 2m, 97 g [pP+(z-2z,)

olarak elde edilir. Burada p= \/ (x—x,)"+(y—y,)*, (x—y)diizlemindeki elektron-

+V(2) (6.6)

*
2mw

donor safsizlik atomu arasindaki bagil uzakliktir. Hamiltonian’deki tiim uzunluklar

2

w

* 3
e

w

* 4
m, e

262 m’

etkin Bohr yaricapr (a, = ) ve tim enerji terimleri Rydberg (R=

)

cinsinden yazilarak boyutsuz Hamiltonian,

~ 7 19 1 9° 92 2 ~
H = —~+—~—~+~— =5 +V(Z) (67)
(apz pop P 8#) [P +(G-z)

biciminde elde edilir. Ga In,_ N As,_, /GaAs tek kuantum kuyusundaki elektron-donor

safsizlik atomu i¢in Schrodinger denklemi,
HO(GE p,a, f)=ED(Z p,a. B) (6.8)

bicimindedir. Sistemi tantmlayan deneme dalga fonksiyonu,

_ 1&24_4%)2
az 132

q)(z,ﬁ,a,ﬁ) =NW(Z)8

seklindedir. Burada, N normalizasyon sabiti, & ve B varyasyon parametreleri ve

(6.9)

1//4 (Z ) elektronun z dogrultusundaki hareketini tanimlayan dalga fonksiyonudur.
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z dogrultusundaki dalga fonksiyonu genisligi L, =2L olan sonsuz potansiyel

kuyusunun 6z fonksiyonlarindan olusan c¢o6ziimleri baz olarak kullanmilarak

olusturulmustur. So6zii edilen bazlar genel formda,

@, (2)= \/L:CO{Z—EZ 5} (6.10)

bicimindedir. Burada J,, L, genisligindeki sonsuz kuantum kuyusunun &z

fonksiyonlarindaki tek ve ¢ift 6zdegerlere karsilik gelen faz farki olmak iizere,

0 n-—tek ise
S,=1x . (6.11)
2 n—cift ise

degerlerini alir. Bu durumda sistemi tanimlayan dalga fonksiyonu,

v =Y 0,2 (6.12)
n=l
bicimindedir. N normalizasyon sabiti ise,
1
N = (6.13)

. _, |2 (z=2)?
TTTowiare @B i

seklindedir. Sistemin toplam enerjisi,

E=min(P|H|P) (6.14)

a.p
esitliginden elde edilir. Burada E Ozdegerini minimum yapan «,f varyasyon
parametrelerinin degerleri belirlenir. Boyutsuz Hamiltonian’in beklenen degeri,

1 9°
() =@ | )+ (0] ) (0] )+ (0] )+

-2
e

olmak iizere taban durumunda bulunan safsizlik atomunun baglanma enerjisi ise

(6.15)

(@]V()|@)+ o)

boyutsuz olarak,
E,=E —(H) (6.16)
ile verilir. Burada EZ elektronun z dogrultusundaki hareketine karsilik gelen taban

durum enerjisidir.
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Tez calismamizda, inceledigimiz Ga In,_ N As_, /GaAs tek kuantum kuyusu

sisteminin fiziksel parametreleri degistirilerek elektron taban durum enerji seviyeleri ve
safsizlik atomunun baglanma enerjisi hesaplanmistir.

Calismamiz da ilk olarak kuantum kuyusunun merkezindeki donor safsizlik
atomu (x, =y, =z, =0) i¢in baglanma enerjisinin kuyu genisligine gore degisimi sabit
bir indiyum konsantrasyonu ve farkli azot konsantrasyonlari i¢in incelenmistir. Elde
edilen sonuglar sekil 6.2 ‘de verilmistir. Kuyu genisligi artik¢a, baglanma enerjisi bir
maksimuma ulasincaya kadar artar ve sonra azalmaya baslar. Baglanma enerjisinin
maksimum oldugu Lw degerleri i¢in sistem yari-iki boyutlu karaktere sahiptir ve
elektron ile safsizlik atomunun ayni diizlemde bulunma olasilig1 fazladir. Cok biiyiik
Lw degerlerinde ise, biiylitme dogrultusundaki kusatma azalir ve safsizlik atomunun
baglanma enerjisi iig-boyutlu sistemdeki degerine yaklasir. Bu nedenle genis kuyularda
elektron ve safsizlik atomunun ayni diizlemde bulunma olasilifi cok kiigiiktiir. Ayrica
cok kiiciik Lw degerlerinde elektron cok enerjik oldugundan potansiyel engellerine
sizmalar1 artar ve sistem ¢ok biiyiik Lw degerlerinde oldugu gibi yeniden ii¢-boyutlu
karaktere sahip olur. Bundan dolay1 da ¢ok kii¢iik Lw degerleri icin baglanma enerjisi
azalacaktir.

Sekil 6.2 de goriildiigii gibi azot konsantrasyonunun artmasi baglanma enerjisini
artirmaktadir. Azot konsantrasyonunun artmasi sistemdeki kusatma potansiyelini
biiyliteceginden, elektron ile safsizlik atomu arasindaki Coulombic etkilesimi artiracak

ve bu nedenle safsizlik atomunun baglanma enerjisi artacaktir.
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Sekil 6.2. Farkli azot konsantrasyonlar igin, Gan_ N As,_, /GaAs tek kuantum

kuyusundaki safsizlik atomunun baglanma enerjisinin kuyu genisligine gore degisimi
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Sekil 6.3 te merkezi donor safsizlik atomunun baglanma enerjisinin sabit bir azot
konsantrasyonu ve farkli indiyum konsantrasyonlari i¢cin kuyu genisligine gore degisimi
verilmistir. Indiyum konsantrasyonundaki artis, kusatmay artirirken elektronun etkin
kiitlesini azaltmaktadir. Yiiksek indiyum konsantrasyonlarinda elektron daha enerjik
oldugundan bariyerlere sizmasi fazladir. Bu sonucla da safsizlik baglanma enerjisi

indiyum konsantrasyonunun artmasi ile azalmaktadir.

16
y =0.05
14 -
—_~
>
12 A
g
O
/M
10 -
8 L L L L
0 40 80 120 160 200
Lw (&)

Sekil 6.3. Farkli indiyum konsantrasyonlari igin, Ga In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum

kuyusundaki safsizlik atomunun baglanma enerjisinin kuyu genisligine gore degisimi
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7. Yogun Lazer Alam (ILF) Altindaki Ga,In; NyAs;, /GaAs Tek Kuantum

Kuyusunun Elektronik Yapisi

Diisiik boyutlu yariiletken sistemlerin elektriksel ve optiksel 6zellikleri iizerine
dis elektromanyetik alanlarin (EM) etkilerini anlamak, yeni gelistirilecek aygitlarin
tasarlanmasi i¢in ¢ok dnemlidir. Bu konunun, teknolojide uygulanabilir olmasi nedeni
ile son zamanlarda yogun bir ilgi alan1 olmustur [50]. Bilindigi gibi, bir yariiletken
nano-yapr sistemine, dis bir elektrostatik ya da manyetik alan uygulandiginda,
yariiletken nano-yapidaki kusatilmis tasiyicilarin kuantum durumlan degisir [S1-52].
Son zamanlarda, serbest elektron lazerleri (FELs) gibi yiiksek giiclii ayarlanabilir lazer
kaynaklarinin gelistirilmesi, yariiletken nano-yapilardaki kusatilmis tasiyicilar ile yogun
lazer alaninin (ILFs) etkilesmesi {izerine aktif arastirmalari yogunlastirmistir [53]. Bu
etkilesmenin incelenmesi ile

e Dinamik Franz-Keldysh etkisi (DFKE) ile kuantum telleri ve kuyularindaki

elektron durum yogunlugundaki (DOS) degisimler [54—-56]

e Mikrodalga 1sinimui altinda iki boyutlu elektron gazindaki (2DEGs) sifir direngli

durumlarin 6lciilmesi [57]

e Yaniletkenlerdeki enerji bant araliginin degisimi [58]

¢ Optiksel sogurma spektrumundaki kuvvetli deformasyonu [59]

¢ Kuantum kuyularindaki THz rezonans sogurmasi [60]

e Tek duvarli karbon nanotiiplerdeki Floquet-Bloch durumlari [61]
gibi ilging fiziksel olaylar kesfedilmistir.

Kuantum kuyularinda, bantlar arasi isimali birlesme (elektron-hole) [62—63],
bant-i¢i gecisler [64], hidrojenik safsizlik seviyeleri [65-70], elektron durum yogunlugu
[55], rezonans tiinelleme [71] ve kuantum kuyu lazerlerinin ayarlanmasi [72] gibi
caligmalar icin gelistirilen modellerde, baglh durumlar ve kusatma potansiyeli iizerine
yiikksek frekansli yogun lazer alaminin (ILF) etkisinin hesaplanmasi 6nemlidir. Bu
etkinin hesab1 yeterince yiiksek frekanslar icin Fourier-Floquet potansiyel seri
actliminin  sifirnc1 mertebe teriminin  baskin oldugu Kramers-Henneberger (KH)
Oteleme doniisiimiinii temel alan pertiirbatif olmayan yaklasimla yapilir. Bir kuantum
kuyusundaki kusatilmis elektronlar, heteroyapinin ara yiizeyine dik polarizeli rezonans
olmayan bir ILF alami tarafindan olusan potansiyele, lazer etkili giydirilmis lazer

potansiyeli (dressed-potential) olarak adlandirilir [65,71-72]. Bu potansiyelin tanimi
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icin bazi temel analitik yaklasimlar gereklidir [65-67,70]. Yapilan c¢alismalarin
cogunda, lazer etkili potansiyel icin integral ifadesi Ehlotzky tarafindan Onerilen
yaklasimlar kullanilarak coziilebilmistir [73]. Ancak Kramers-Henneberger (KH)
Oteleme doniisiimiinii temel alan pertiirbatif olmayan yaklagimla yapilan bazi son
calismalar bu sistemlerdeki integralin analitik olarak coziilebilecegini gostermistir
[55,68,69,62]. Potansiyel kuyusunun duvarlar1 hem lazer frekanst hem de lazer

yogunluguna bagh ¢, lazer alan1 parametresinin artmasi ile tahmin edilenden daha

fazla bozulmaktadir. Bugiine kadar yapilan biitiin teorik ¢alismalar yalmizca ¢, Sﬂ
icin (Lw kuyu genisligidir) yapilmistir. Bugiinkii lazer teknolojisi ile on nanometreye
kolayca ulagabilen lazer demetleri elde edilebildiginden ¢, > L—2W durumlarinin

arastirilmasi ve biitiin baglh durumlar icin enerji kaymasinin sistematik bir incelenmesi
yapilabilir. Literatiirdeki ¢ogu teorik calismalarin eksikligi, DFKE etkisi ile biitiin enerji

. . . . .. . .. Lw
seviyelerin esit oranda maviye kaymasi gercegi nedeni olabilir ve o) >—

genigliginde ILFs altindaki kuantum kuyularinin fiziginde herhangi bir yenilik
getirmeyecegi inanigidir.

Bu calismada ilk olarak yiiksek frekanslar igin biitiin ¢, >0 degerleri i¢in
gecerli lazer etkili potansiyel ifadesi kapali formda sunulacak. Ikinci kisimda lineer

polarize rezonans olmayan ILF'nin Ga In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusundaki

elektronlarin bagl durumlar1 ve kuyu potansiyeline etkileri incelenecek iiciincii kistmda

ise ILF alam altindaki Ga In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusundaki safsizlik

atomlarinin baglanma enerjisinin kuyu genisligi, azot ve indiyum konsantrasyonlari ile

degisimi incelenecektir.
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7.1. Yiiksek Frekansh Yogun Lazer Alami Altindaki Kuantum Kuyusundaki
Elektronlar

Benzer orgiiye sahip materyaller arasinda yapilan ekleme ile iletim ve valans
bantlarinda siireksizlikler meydana gelir. Bu siireksizlikler tekrarlanarak kuantum
cukuru/ cukurlarini olusturur ve bdylece yiik tasiyicilarinin biiylitme dogrultusunda
hareketini sinirlayarak kusatmaya neden olurlar. Bu yap1 igerisinde artik kuantum
etkileri s6z konusu olur ve enerji kesikli bir spektrum olusturur. Bir Lw genislikli
GalnNAs tabakasi enerji bant aralifi daha biiyiik iki GaAs tabakasi arasina koyarak z
dogrultusunda bir biiylitme yapilirsa, Lw genislikli bir kuantum kuyu potansiyeli

olusturulabilir.  Katkisiz  bir heteroyapi i¢in bir kare kuantum kuyusu

V,(2) =V, X ®(|z| -1 ) seklinde tanimlanan bir formdadir. Burada [ =Lw/2, ©O(z)step

fonksiyonu ve V, GaInNAs ve GaAs yariiletken malzemeleri arasindaki iletim bandi
stireksizligi ile iligkili potansiyel kuyusunun derinligidir.

Bu kuantum kuyusu, z-ekseni boyunca lineer polarize monokromatik bir
elektromanyetik alan ile 1sinlanirsa, sistemin elektronik durumlart Hamiltonian
operatoriiniin kinetik kismina dis elektromanyetik alanla iligkili potansiyel teriminin
eklenmesi ile ¢oziilebilir. Burada bu yari-klasik olarak yapilacaktir, yani radyasyon
alaninin klasik bir tanimu ile parcacik hareketinin kuantum taniminin birlestirilmesi ile
zamana bagl Schrodinger denklemi,

[7’+eﬁ]2

L% v, bpzn = in2¥ED
2m

1
ot .

seklindedir. Burada P =—ihV momentum operatorii ve A=A(z,1) elektromanyetik alan
icin vektor potansiyelidir. Uzayn fiziksel bolgesinde degisimin belirli olmadig: alanlar

icin dipol yaklagimi uygulanir ve A(z,t) = A(t) olarak alimr. Coulomb ayarinda,

. — JA ) T o L
elektromanyetik alan F = e seklinde vektor potansiyeli ile ifade edilir. Herhangi bir
t

A(t) titresimi icin, zamana bagl Schrodinger denkleminin sol tarafindaki Hamiltonian
operatoriindeki kinetik terimdeki zamana baglhilik KH birim doniisiim ile potansiyel

terime transfer edilir. Bu islem ¢(z,1) =U w(z,t) ve H=UHU yapilarak elde edilir.
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Burada,

U =exp {——{ ﬂ (7.2)

KH doniisiim operatorii ve H Hamiltoniandir [74-76]. Bu sonucla zamana bagh

Schrédinger denklemi,

{P—*+Vb [z+a(z)]} @(z,1) = ihM (7.3)
2m ot

sekline doniisiir [55]. Burada a(t) = eg
m

harmonik bagli bir monokromatik EM alan Z(t)oncos(a)t)f ele alalim. Burada

A, =F,/ @, F, alanin siddetidir. Bu alan ¢, —*LOZ, o(t) = a, sin(wx) sahiptir [77].
m @

Bir EM alan varliginda elektron hareketini tanimlayan denk (7.3) alan fazindaki

dalgalanmalarin Kramer cercevesindeki V,[z +a(?)] = V0®(|z + @, sin a)t| - l) potansiyeli

ile etkilesen elektronlarin alternatif bir tanim1 olabilir [78-79]. Bu periyodik potansiyel

bir Fourier-Floquet serisine acilabilir ve yeterince yiiksek frekanslar igin sifirinci

- 1y . .
mertebe terimi baskindir [77-78]. Bu terim ?J-Vh [z+ ¢, sin @]dt zaman ortalamasi ile

iliskilidir. Burada T =2—7[ radyasyon alaninin periyodudur [55,65,79]. Bu ifade kare
w

kuantum kuyu potansiyeli ile iliskili lazer etkili potansiyel ifadesidir. Lazer etkili

potansiyel terimi analitik olarak ¢oziilerek,

= Z + y (7.4)

(z30%) _% [a/ _ y
seklinde elde edilmigtir. Burada V,(z+y)= Vo@(|z + y| -1 ) seklindedir. Denk (7.4) de

Z = z+ y degisken doniisiimii yapilirsa,

z+a0

10‘0 J.
70‘0 Z Z

(7.5)
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elde edilir. Bu integral |Z| > degerlerinde <V> ) =V, degerine esittir. Bu potansiyel

(z30x

kuyusunun |z|21+0!0 noktalarda bozulmadigi anlamina gelir. Simdi biz dikkatimizi

|z| <!+ a,noktasina sinirlarsak denk (7.5) deki lazer etkili potansiyel ifadesi,

<V>(w0) % o z+a,-1) j @ (7.6)

-l ~
dz
a-z-1) | . —+0( . -
d a0 | & -(2-2) o —(2-2)

seklinde  yazilir.  Denk  (7.6) deki integral ifadelerinin  ¢oziimleri

( j \/fL — = arCSiH(ﬁ)j yerine yazilirsa, denk (7.6) ifadesi,
a*—x a

<V> : =% O(a, —z-1) 2 _arcsin [+z +0(z+a,-1) 7 | arcsin 2=l
el 7 2 & 2 a,

(7.7)

seklinde elde edilmis olur. Sonug olarak, x| <1 olan biitiin x degerleri i¢in gegerli olan

arcsin x +arccosx =7 /2rad ifadesinden de yararlanarak lazer etkili potansiyel
ifadesini,

Yo

<V>(z;%) 2—{6(0(0 —z—l)arccos(l—i_ Zj+®(z+0{0 —l)arccos(l;zj} (7.8)

T a,

olarak elde edilmis olur. Bu lazer etkili potansiyel terimi ile yazilan kuantum kuyusu
i¢cin Schrodinger denklemi,
n d’e(z)
2m’  d7’

(V) (o) 9(2) = EQ(2) (7.9)

seklindedir. Buradaki E lazer alanmi altindaki enerji seviyeleridir.
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7.2 Yogun Lazer Alam (ILF) Altindaki GayIn;NyAs;, /GaAs Tek Kuantum
Kuyusunun Potansiyel Profilleri ve Altbant Enerjileri
Bu bolimde yogun lazer alam (IFL) alundaki Ga In,_ N As_, /GaAs tek
kuantum kuyusunun kugsatma potansiyeli ve alt-bant yapisinin iizerine azot ve indiyum
konsantrasyonun etkisi incelenecektir.

Ga In_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusu i¢in boyutsuz Schrodinger
denklemi,

d’y (%)
dz*

HV) . VO =Ep () (7.10)

biciminde yazilir. Burada <X7>( : lazer etkili potansiyel ifadesidir. Sistemi tanimlayan

dalga fonksiyonu, genisligi L, =2L olan sonsuz potansiyel kuyusunun 6z

fonksiyonlarindan olusan c¢oziimleri baz olarak kullanilarak olusturulmustur. Sozii

¢n(2)=\/gco{%z—5& (7.11)

bicimindedir. Burada J,, L, genisligindeki sonsuz kuantum kuyusunun o6z

edilen bazlar genel formda,

fonksiyonlarindaki tek ve ¢ift 6zdegerlere karsilik gelen faz farki olmak iizere,
0 n—tek ise
6,=\x L (7.12)
— n—cift ise
2
degerlerini alir. Bu durumda sistemi tanimlayan dalga fonksiyonu,

v(z)= icn(pn(Z) (7.13)

bicimindedir. Boyutsuz Hamiltonian’1n beklenen degeri,

~ d? ~
E= <’/’|_E+<V>(z;%> w) (7.14)

biciminde elde edilir. Yukaridaki anlatilan yaklasimlar sonucunda elde edilen analitik
denklemler bilgisayar programlar1 yardimiyla ¢oziilmiistiir. Yogun lazer alami altindaki

Ga, In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusunun azot ve indiyum konsantrasyonlart

degistirilerek kusatma potansiyelleri incelenmistir. Daha sonra lazer alaninin biiyiikliigii
degistirilerek sistemin lazer etkili potansiyeli ve alt-bant enerjilerindeki degisimler

incelenmistir.
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Sekil 7.1. Ga, In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusunun kusatma potansiyelinin (a)

azot (b) indiyum konsantrasyonlarina gore degisimi
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Sekil 7.1 (a) ve (b) de Lw=100A "luk Ga, In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum

kuyusunun kusatma potansiyelinin azot ve indiyum konsantrasyonlarina gore degisimi
verilmistir. Yapilan hesaplamalar sonucunda, sabit bir indiyum konsantrasyonu igin

azot konsantrasyonunun artirilmast ile Ga In,_ N As_, malzemesinin iletim bant

sireksizligi ve elektron etkin kiitlesi artarken dielektrik sabiti azalmaktadir. Benzer
sekilde sabit bir azot konsantrasyonu i¢in indiyum konsantrasyonunun artirilmasi ile

Ga In,_ N As,_, malzemesinin iletim bant siireksizligi ve dielektrik sabiti artarken,

elektron etkin kiitlesinin azaldig1 goriilmiistiir. Bu sonuclar ve sekillerden de goriildiigii

gibi yapidaki azot ve indiyum konsantrasyonu artirildigi zaman Ga In_ N As,_|

malzemesinin bant araliginin hizla azaldigi ve buna bagli olarak AEg’in hizli bir
sekilde arttig1 goriilmiistiir. Bu sonugla azot ve indiyum konsantrasyonun artirilmasi ile
olusan iletim bandindaki bant kaymasinin biiylimesi, kusatma potansiyelinin
derinlesmesine ve tasiyicilarin daha iyi kusatilmalarina sebep olmustur. Bu da
gosteriyor ki azot ve indiyum konsantrasyonu sistem i¢in birer ayar parametresidir. Bu
ayar parametreleri ile oynanarak istenilen Ozelliklere sahip cihazlarin tasarlanmasi

miimkiindiir.
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Sekil 7.2. Ga n_.N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusunun lazer etkili potansiyel

profili, enerji diizeyleri ve bu diizeylere ait dalga fonksiyonlarimin karesi (a) ¢, =25A

(b) &, =50A
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Sekil 7.2 (a) ve (b) de Lw=100A "luk Ga, In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum

kuyu potansiyeli profili ve alt-bant enerjileri ve bu enerjilere ait dalga fonksiyonlarinin
karelerinin lazer alanina gore degisimi verilmistir. Sekillerden de goriildiigii gibi 0 ve

Lw/?2 arahiginda verilen ¢, degerleri i¢in kuyu genisligi Lw—2¢, (kuyunun tabani)
dan Lw+2¢, (kuyunun iist noktasi) na dogru diizgiin bir sekilde artmaktadir. ¢, 1n
0, = Lw/?2 kadar artmasi ile elde edilen belirgin enerji kaymalarinin nedeni su sekilde
aciklanabilir; V, /2 den kiiciik enerjili durumlar Lw kuyu genisliginden daha kiiciik
etkin kuyu genisligi hisseder, boylece enerjiler maviye kayar. Diger taraftan V,/2 den
biiylik enerjili durumlar Lw kuyu genisliginden daha biiyiikk etkin kuyu genisligi
hisseder, boylece enerjiler kirmiziya kayar.

0, > Lw/2 durumu daha karmagiktir. Sekil 7.3 (c) ve (d) den goriildiigii gibi
arccos fonksiyonlarinin iist iiste binmesi z=-a,+Lw/2 ve z=0a,—Lw/2 arasinda
bir tepe formunda kuyu tabakas: i¢inde parabolik bir engel yaratir. ¢, arttik¢ca engelin

2V, L
tepe yiiksekligide artar. Engelin tepesi V(¢,) =—2%Xarccos (Z—Wj potansiyel degeri ile
V4

&,

her zaman kuantum kuyusunun merkezine (z =0) yerlesmistir. Engelin alt noktalar1

T

Vs
—=Xarccos
o,—1

id J potansiyel degerleri ile z=-a,+Lw/2 ve z=a,—Lw/2

noktalarindadir. Bu ifadelerden de kolayca goriilebilecegi gibi engelin tepe ve alt

noktas1 biiylik ¢, degerlerinde V, degerine egilimlidir. Bu da biitiin bagh enerji
seviyelerinin bu limitlerde V,’a kayacagi anlamina gelecektir. Taban durum dalga
fonksiyonunun bulunma olasilifi ise ¢, '1n artmasi ile olusan engel tepesinin bilylimesi
nedenti ile tek yerine iki pik vermeye baslamaktadir. Biiyiik ¢, ’larda sistem artik cift

kuyu gibi davranmaya baglayarak engelin tepe yiiksekliginin artmasi ile iki kuyu

arasindaki etkilesim azalir ve alt bantlara ait enerji seviyeleri birbirlerine yaklasir.

93



500
Lw = 100A
x =0.87
y=0.05
Vo
400 - - - - - - -7 T TS T T T oo T =
E
E’i E4&
—
> E,
g
= 300
g
L
o)
2
% E
w200 1
=
Q
(=}
84|
100
Eg
0 T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

@, (A)
Sekil 7.4. Gan_N As_, /GaAs tek kuantum kuyusundaki alt bant enerji

seviyelerinin yogun lazer alanina gore degisimi

Sekil 7.4 Ga, In_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusunun yogun lazer alaninin

artmast ile bagh durumlarin nasil degistigini gostermektedir. Bu sekil ileride yapilacak
olan bantlar aras1 gegisler icin iyi bir rehber olmasinin yani sira yariiletken kuantum
kuyu potansiyelinin tek kuyudan c¢ift kuyuya gecisini de gostermektedir. Sekilden de
goriildiigii gibi en diisiik iki enerji seviyesi ¢, ’1n artmasi ile maviye dogru kaymakta ve
biiyiikk ¢, ’larda birlestikleri agik¢a goriilmektedir. Yeterli biiyiikliikteki ¢, ’lar igin
ekstra bagl durumlarin olustugu da sekilde acikca goriilmektedir. Bu 6zellik optiksel
pompolama lazer projelerinde calisan bir kuantum kuyu lazer sistemindeki niifus
tersinmesinin kontrolii i¢in temel olarak almabilir. Uyarilmis durumlar arasindaki
yakinlik niifuz tersinme oranini aragtirmak i¢in hesaplanabilir. Sonug¢ olarak, yukaridaki
anlatilan bu oOzellikler kullanilarak daha verimli lazer sistemlerinin tasarlanmasi

miimkiindiir.
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7.3 Yogun Lazer Alam (ILF) Altindaki GayIn;NyAs;, /GaAs Tek Kuantum

Kuyusundaki Donor Safsizliklarinin Baglanma Enerjileri

Bu bolimde yogun lazer alam (ILF) alundaki Ga In,_ N As_, /GaAs tek

kuantum kuyusundaki donor safsizlik atomunun baglanma enerjilerinin lazer alaninin
siddetine, indiyum ve azot konsantrasyonlarina ve donor atomlarinin konumlaria
baglilig1 incelenecektir.

z-dogrultusunda kusatilmig sistemin Hamiltonian’1, etkin kiitle yaklasimi

cercevesinde,

H=- *+<\7>(~ +V, (7.15)

seklinde yazilir. Burada,

<V>(z;a0) = &{Qb(a'o —z—[)arccos {H—Zj + ®(Z +a, —[)arccos (l—_zj}

& &

lazer etkili potansiyel ifadesidir. Elektron ve safsizlik arasindaki Coulombik potansiyel,

—e’ 1 1
Ve= 2 2 2 + 2 2 2
26, N2y + =3 + 2=z =) J=x) + (=3 +(z- 2+ a)
(7.16)
seklinde yazilir. Boliim 6’de ayrintili olarak anlatilan yaklagimlar sonucunda elde edilen
analitik denklemler bilgisayar programlar1 yardimiyla ¢oziilmiistiir. Yogun lazer alani
alundaki  GayIn;(NyAs;, /GaAs tek kuantum kuyusunun azot ve indiyum
konsantrasyonlar1 degistirilerek donor safsizliklarinin baglanma enerjilerinin lazer alani

ile degisimi incelenerek asagidaki sonuclara ulagilmistir.
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Sekil 7.5. Ga In_.N As_, /GaAs tek kuantum kuyusundaki safsizlik atomunun

baglanma enerjisinin farkli (a) Azot ve (b) Indiyum konsantrasyonlarinda ¢,’a gore

degisimi
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Sekil 7.5 (a) ve (b) de azot ve indiyum konsantrasyonlar1 degistirilerek merkezi
donor atomu (x, =y, = z;, =0) i¢in baglanma enerjisinin ¢,  a gore degisimi verilmistir.
Her iki sekilden de goriildiigii gibi ¢, 'nin biiylimesi baglanma enerjisinde azalamaya
neden olmustur. Baglanma enerjisindeki bu azalisin sebebi lazer alaninin kusatma
potansiyeli lizerindeki etkisidir. Lazer alaninin artmasi ile kusatma potansiyelinde, lazer
alanmin biyiikliigli kuyu genisliginin yarisina esit olana kadar kuyu tabaninda bir
daralmaya neden olur (bakiniz sekil 7.2). Bu daralmanin etkisi ile bagli durum enerji
seviyeleri daha yiiksek enerji seviyelerine kayar. Bu durumda elektron ¢ok enerjik
oldugu icin bariyerlere sizmalar meydana gelir. Boylece elektron ve donor safsizlik
atomunun birbirlerini ayin diizlemde gérme olasiligl azaldigindan baglanma enerjisinde
bir azalmaya neden olur. Lazer alaninin biiyiikliigli kuyu genisliginin yarisindan biiyiik
olmast durumunda kuyu tabaninda olusan bariyer tepesi nedeni ile (bakiniz sekil 7.3)
sistemde cift Coulomb merkezi olusmaya baglar. Olusan bu c¢ift Coulomb merkezinden

dolayr ilgilendigimiz problem yukarida Onerilen deneme dalga fonksiyonu ile
cozillemez. Bu nedenle calismamizda ¢, =L—2W kosulunu saglayan ¢, degerleri

kullanilmastir.

Sekil 7.6’da Ga, In_ N As_,/GaAs tek kuantum kuyu sisteminde azot ve
indiyum konsantrasyonlarinin degistirilmesi ile kuyu sinirlarindaki donor safsizlik
atomlann (x, =y, =0, z; =fLw/2) i¢in baglanma enerjisinin «,’ a gore degisimi
incelenmistir. Sekillerden de goriildiigii gibi lazer alani arttik¢a baglanma enerjisi bir
maksimuma ulasincaya kadar artar ve daha sonra artan ¢, degerleri i¢in azalmaya

baglar. Lazer alan1 kuyunun daralmasina, buna bagh olarak da elektronun enerjisinin

artmasina neden olur. Boylece elektronun engellere sizmasi nedeni ile baglanma enerjisi

artan ¢,  la azalir.
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8. Sonuclar

Bu calismada, Ga In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyusunun elektronik bant

yapist ve donor safsizlik atomlarinin baglanma enerjileri iizerine lazer alaninin azot ve
indiyum konsantrasyonlarinin etkileri incelenmistir.

Calismamizin ilk asamasinda Ga, In_ N As,_, kiilge yariiletkeninin elektronik

bant yapisi 4+6 bant k. p teorisi kullanilarak hesaplandi. Yapilan hesaplar sonucunda

sabit bir indiyum konsantrasyonunda, yapidaki azot konsantrasyonunun artirilmasi ile
yasak bant enerji aralii ve dielektrik sabiti azalirken, elektron etkin kiitlesinin arttig1
benzer sekilde sabit bir azot konsantrasyonunda, indiyum konsantrasyonunun artirilmasi
ile yasak bant enerji aralig1 ve elektron etkin kiitlesi azalirken dielektrik sabitinin arttig1
goriilmiigtir. Bu da malzemenin fiziksel parametrelerinin azot ve indiyum
konsantrasyonlar: ile arzu edilen bir sekilde ayarlanabilecegini gostermektedir. Kiilce

Ga,In,_ N As,_ yariletkeni i¢in ¢alismanin ilk asamasinda elde edilen bu Hamiltonian
matrisleri kullamlarak Ga In,_ N As,_ /GaAs kuantum Kuyu sisteminin iletim ve

valans alt bant yapis: sonlu elemanlar yontemi (FEM) kullanilarak hesaplandi. Sonlu
elemanlar yontemi ile yapilan elektronik bant yapisi hesaplamalarinda global

elementteki nod sayisi 5, toplam nod sayist da 5000 olarak alindi. Bu enerji 6zdegeri

hesaplamalarinda ¢ok kii¢iik hata miktarlarina (~ 0.001 meV ) karsilik gelmektedir.

Ga,In;«NyAs;., /GaAs kuantum kuyu sisteminin iletim ve valans alt bant yapisi lizerine
azot ve indiyum konsantrasyonlariin etkisi incelendi. Hem azot hem de indiyum
konsantrasyonunun artirilmasi sonucunda kuyu ve bariyer malzemeleri arasindaki bant
stireksizliginin biiyiimesi tastyicilarin daha iyi kusatilmasina neden oldugu goriilmiistiir.
Kusatma potansiyelindeki bu artis iletim ve valans bandindaki alt bant enerji
seviyelerinin artmasmna neden olmustur. Bu durum yapidaki azot ve indiyum
konsantrasyonlarinin degistirilmesi ile amaca uygun alt bant enerji seviyelerini
ayarlayarak istenilen bolgede calisabilen opto-elektronik aygit yapilmasina olanak
saglamaktadir.

Calismanin  ikinci kisminda, Ga In_ N As_ /GaAs tek kuantum kuyu

sistemindeki donor safsizlik atomlarinin baglanma enerjisi varyasyonel olarak
hesaplanmistir. Sonuclar kuyu genisligi, azot ve indiyum konsantrasyonlarinin bir

fonksiyonu olarak elde edilmistir. Kuyu genisligi artikca, baglanma enerjisi bir
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maksimuma ulasincaya kadar artar ve sonra azalmaya baslar. Baglanma enerjisinin
maksimum oldugu kuyu genisligi degerleri icin sistem yari-iki boyutlu karaktere
sahiptir ve elektron ile donor safsizlik atomunun ayni diizlemde bulunma olasiligi
fazladir. Cok biiyiik kuyu genisligi degerlerinde ise, biiylitme dogrultusundaki kusatma
azalir ve donor safsizlik atomunun baglanma enerjisi iic-boyutlu sistemdeki degerine
yaklasir. Bu nedenle genis kuyularda elektron ve donor safsizlik atomunun ayni
diizlemde bulunma olasilig1 ¢ok kiiciiktiir. Ayrica ¢ok kiiciik kuyu genisligi degerlerinde
elektron c¢ok enerjik oldugundan potansiyel engellerine sizmalar1 artar ve sistem ¢ok
biiylik kuyu genisligi degerlerinde oldugu gibi yeniden iic-boyutlu karaktere sahip olur.
Bundan dolay1 da ¢ok kiiciik kuyu genisligi degerleri i¢cin baglanma enerjisi azalacaktir.
Azot konsantrasyonunun artmasi sistemdeki kusatma potansiyelini biiyiiteceginden,
elektron ile donor safsizlik atomu arasindaki Coulombic etkilesimi artiracak ve bu
nedenle donor safsizlk atomunun baglanma enerjisi artacaktir. Indiyum
konsantrasyonundaki artis ise kusatmayr artirirken elektronun etkin kiitlesini
azaltmaktadir. Yiiksek indiyum konsantrasyonlarinda elektron daha enerjik oldugundan
engellere sizmasi fazladir. Bu sonugla da safsizlik baglanma enerjisi indiyum
konsantrasyonunun artmasi ile azalmaktadir.

Calismamizin son asamasinda, yogun lazer alam altindaki

Ga, In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyu sisteminin alt bant enerjileri ve donor

safsizlik atomlarinin baglanma enerjisi varyasyonel olarak hesaplanmistir. Sonuclar
kuyu genisligi, azot ve indiyum konsantrasyonlarinin bir fonksiyonu olarak elde
edilmistir. Yogun lazer alaninin biiyiikliigliniin artmasi ile bagli durumlarin arttig
goriilmiistiir. Bu bagli durumlarin artmasi bantlar arasi gecisler icin iyi bir rehber
olmasinin yami sira yariiletken kuantum kuyu potansiyelinin tek kuyudan cift kuyuya
gecisini de gostermektedir. Lazer alaninin biiyiikliigliniin artmasi ile enerji seviyelerinin
ilk etapta maviye kaydigi daha sonra ise birlestikleri goriilmiistiir. Bu 6zellik optiksel
pompolama lazer projelerinde calisan bir kuantum kuyu lazer sistemindeki niifus
tersinmesinin kontrolii i¢in temel olarak almabilir. Uyarilmis durumlar arasindaki
yakinlik niifuz tersinme oranini aragtirmak icin hesaplanabilir.

Lazer alaninin biiyiimesi ile donor safsizlik atomlarinin baglanma enerjisinin
azaldig goriilmiistiir. Baglanma enerjisindeki bu azalisin sebebi lazer alaninin kusatma
potansiyeli lizerindeki etkisidir. Lazer alaninin artmasi ile kusatma potansiyelinde, lazer

alaninin biiyiikliigli kuyu genigliginin yarisina esit olana kadar kuyu tabaninda bir
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daralmaya neden olur. Bu daralmanin etkisi ile bagli durum enerji seviyeleri daha
yiiksek enerji seviyelerine kayar. Bu durumda elektron ¢ok enerjik oldugu icin engellere
sizmalar meydana gelir. Boylece elektron ve donor safsizlik atomu birbirini gérme
olasiligr azaldigindan baglanma enerjisinde bir azalmaya neden olur.

Bu ¢alismada kullanilan yontem, Ga, In,_ N As,_ /GaAs tek kuantum kuyu

sisteminin elektronik ve optik Ozellikleri azot ve indiyum konsantrasyonlar: ile
degisimlerini incelememize olanak saglar. Bu fiziksel nicelikler yeni yariiletken

mikroyapilarin uygulanmasinda ve agiklanmasinda anahtar parametrelerdir.
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EK-1
KANE MODELI ICIN ELDE EDILEN HAMILTONIAN MATRIS
ELEMANLARININ BULUNMASI

107



E.ﬁ teorisi pertiirbasyon temelli bir teori idi ve teorideki yontem, incelenen

sistemin Hamiltoniyeninin ilgilenen bantlardaki fonksiyonlar bazindaki matris temsilini
elde etmek idi. Bu agsamadan sonra elde edilen matris temsilinde 6zdeger ve dzvektorler
bulunuyordu. Kane modeli icin Hamiltonianin matris elemanlar1 tablo I deki baz

fonksiyonlar1 kullanilarak asagidaki sekilde elde edilir.

H, = <iS T\H(k)\is T> = <iS T\H(k =0) +W(k)\ iS T> = <iS T\H(k = 0)\ iS T>+<i5 T\W(k)\ iS T>

0

o Bk RK.P. SONY &2 o~ kP
=<lS T‘Z—mo-l_ ‘lS T>=<lS T‘2m0 ‘lS T>+<ZS T‘ ‘lS T>

m, My
Hll _ h2k2
2m,
. 2 1 . . 2 1 .
H,, =(iS T|H (k) —\E\z T>+%\(x +iY) ¢>> = (is T|H (k = 0)+W (k) —\E\Z T>+ﬁ\(x +iY) ¢>>
= (is T\H(k:O)—\E\Z T>+%‘(X +iY) ¢>>+<is T\W(k)—\E\z T>+%‘(X +iY) ¢>>
=(is T‘Zz—n]:+%:3 —\E‘Z T>+%‘(X+iY) ~L>>
K| [2 1 _ nk.P| [2 1 .
H,, =(iS T\z—mo —\E\Z T>+%‘(X+ZY) ¢>> (is T\ \/;‘Z T>+%‘(X +iY) ¢>>
QST\hkP \E\ZT>> ST‘hkP‘\/_‘(X+zY)\L> (=i)(~ \f)— (sT|p|z 1)
bicimindedir.

Bu islemler yapilirken baz fonksiyonlarinin ortogonallik 6zellikleri ve spin

durumlar1 goz 6niine alinmistir. Simdi —< > P tanimim yaparsak,
m

0

H, = —\/%PhkZ sonucunu elde etmis oluruz.

H,= zS T\H(k)‘ (X +iY) T> - <iS T\H(k = 0)+W(k)‘i

\/E(X +iY) T>

NG
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Hyy =(iS T|H (k= 0)‘%()( +iY) T> +(is T\W(k)‘ 75X +iD) T>
|k hkP| 1 . hk.P| 1 .
H,, =(is 7| o ﬁ(X+1Y)T> <:ST\ \/_(X+ Y)T> <:ST\TO ﬁ(X+1Y)T>

H,, = (i) —— ik, —=(sTP|x T)+(- Z)T—(z)<sT\P\YT>——hk P+i—hk P

72 m, NN
Burada k, = —(k)c T ik, )tanimlarsak,

V2

H,, = Pk, elde edilmis olur.

H,, =(is T\H(k)

1 . 1 } 1 } 1
ﬁ\(x +iY) ¢>+$\Z T>> = (is T\H(k =0) +W(k)‘$‘(X +iY) ¢>+E\z T>>

H,, =(is T|H(k = 0) i\(x +iY) ¢>+%\z T>> (is T|w (k)

‘\@ ‘(X+iY)~L>+%‘ZT>>

5

0

H14=<ZS T‘h k*  hk.P

|\/_‘(X i) \L>+%‘Z T>>

H=(is 115 |ﬂ<x+m> f\z¢>> <s¢\hkp|f\(x lm>+%\m>>

0

H4=<l-sﬂh“’|f\<x+ly>¢>> <lST\hk—P|\/_\ZT>> 05 (57| 7)

H, = LPhkz elde edilir.

NG
H, =(is T|H®)]is ) =0

H

<zs T\H(k)

__‘(X i) 1)~ \ﬂz¢>>=<isT\H(k:0)+W(k)

%‘(X ~iY) T>—\E\Z ¢>>+<iS Tw (|-

0

—%‘(X—iY)T>—\/%‘Z¢>>

—%‘(X—iY)ﬂ—\/%‘Z ¢>>
%‘(X —iY) T>—\E\Z ¢>>

H,, =(is T\H(k =0)—

272 D
H,,=(iS T\Zk LBk
m, m,,
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H,,=(is 1| *

n’k? 1 . 2 hk.P
e _$\<x_,y>¢>_\g\z¢>> (is 122

Piz)

(=i)($ T‘P},‘Y T)

1 _ 2
Pl fox-in ¢>_@z¢>>

<,sﬂh“’ 16\<X_,-m>> <sﬂh“’

0

H,=(- z)(—%)K@ e |x 1)+ z)(—T Py

ik P H, =——= ! Phk_ elde edilmis olur.

V3

H, = (——=)hk P+ (i)(—

7 7

H,, =(is T|H (k) %(X —iY) ¢> =0

H,

(is T\H(k) 13 \(X —iY) T>+\E\Z ¢>> =(is T\H(k = 0)+ W (k)| —

_i\ (X —iv) T)+ \ﬁ\z ¢>> +(is T|W (k)

‘(X zY)T \ﬂz¢>

\(X zY)T \ﬂz¢> st\hkP

\ﬂz¢>

H, =(- ,)(_T)—<S e x T)+(- z)(—T)—( (s TP v T)

%‘(X—iY) T>+\E\Z ¢>>
_%‘(X —iY) T>+\E\Z ¢>>

H, =(iS T|H(k =0)

H, <lST‘hk2 hkP

H, =<lS T‘

13\(X—iY)T>+\E\Z ¢>>

hk.P

<zS T\hkp 13\(X—iY)T >

! Yk P+ (—i)(——)hkxP

B J3

H, = —\/ZPhk
3

2 1 . . 2 1 _ .
H, = <— \/;<Z 7| +ﬁ<(x +iY) i\‘H(k)\ is 1) = <— \E<z 7| +£<(X +i¥) L||H (k= 0)+W(k)is T)

Hy=(-
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2 1 _ . 2 1 _ .
H, = <— \g<z 7| +ﬁ<(X +iY) i\‘H(k =0)|is T>+<— \g<z 7| +£<(X +iY) i\‘W(k)\zS T)

0

2 1 o | BK kP
H21=<—\/;<ZT‘+%<(X+1Y)~L‘ Py

2m, m,

>+< et oxny

h“’\,s 1)

2 1 _ n’k’?
H, = <—\E<z T‘+%<(X +iY) | o

0

<\E ZT\ hszsT < <(X+:Y)¢\| zST>
\/Ehkz— (zTp]sT)
3
:—\/gPhkZ elde edilir.
< \E ZT\+— (X +zY)~L‘H(k)—\/§‘Z T>+i\(x +iY) ¢>>
3 3 J6
< \E ZT\+— (X +zY)¢\H(k=0)+W(k)—\E\Z T>+%‘(X +iY) ¢>>
2 2 1 .
< \ﬁ ZT\+— (X+1Y)¢\H(k:0)—\g\z T>+ﬁ\(x+mi>>+

2 1 .
—\E\Z T>+E\(x +iY) ¢>>

<— F(z T\ +%<(x +iY) i\‘W(k)
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2 1 , k| 2 1 .
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2 1 . hk.P
<—\/;<Z T‘+%<(X +i¥) | - =
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Hy, = <E<(X +iY) 1|
H, = €o+<%< Ik P‘\/_‘(X iY) T>>
H,, =-¢,+ LS elde edilir.

m,

(X +iv) T\

<(X +iY) T\
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e ‘ZS T>

hk.P hk.P .
H61=< o= B ). < 2(zy “Lis )
1 . hk,

H, = —%hkxP——(i)hkyP
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Hg = L Phk, elde edilir.

V3
1 _ 2 2 1 .
_ﬁ<(X—lY T\—\E<z | |H (k) —\/;‘ZT>+E‘(X +iY) ¢>>=o

H, = —i<(X—iY T\—E(z i\ H (k) %\

(X +iY) T>> =0

- _l6<(X—iYT\—\E<ZHH(k)\isi> <—%<(X lYT‘ \fzi\‘H(k 0)+W(k)\zsi>

H, = _L<(X—iYT\—\E<z¢\H(k:O)\iSi < ! (x —iv 1]~ \fzi\‘W(k)\lsi
3 J6

H,, :<—%<(X —iY T\—E(z i\ H(k)‘%‘(X +iY) ¢>+%\z T>> =0

H, :<_L<(X—iy T‘—\/%<Z U] LS +hl€‘ﬁ\i5 )

2m, m,

hl?ﬁ‘is ¢>
0

1 : 2 k. 1 . 2
H65=<—%<(X—1YT‘—\/;<Z¢‘ i ¢>+<_%<(x_m_\g<zu ‘

1 , 2 1 , hk?
H66:<—%<(X—1YT‘—,/§<Z\L‘H(k)—ﬁ‘(X—zY)ﬂ 1/ \z¢>> ~&+

1 _ 2 1 .
H, =<——6<(X —iY T\—,/§<z i\ H(k)ﬁ‘(X —iY) ¢>>=0

1 _ 2 1 .
= ——<(X—1YT\—\E<Z J/‘H(k)—ﬁ‘(X—lY) T+ \Z ¢>>:
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H, = <%<(X —iv LY|HK)|is T) =0

H, :<%<(X —iY i\ H (k) —\E\z T>+%‘(X +iY) ¢>> =0

H.,, =<%<(X =i ||H (k) %‘(X +iY) T>> =0

H,, =<%<(X =iy ||H (k) %‘(X +iY) i>+%\z T>> =0

H, = <%<(X —iy LY|H@Kis 1) = <%<(X —iY i\‘H(k = 0)+W(k)|iS 1)

H, = <%<(X —iy Y|H(k=0)]is L)+ <%<(X iy i«“W(k)‘zS )

H., =<i2<(x —iv l| ’ZZ‘; + hi‘f\is )

H75=<L2<(x_m\"jkz\is¢> <T<<x h“\lsw
_\/_() <X¢\P\S¢>+T <Y¢\P\s¢>

H,, =%hkxP+(i)EhkyP

H ., = Phk, elde edilir.

H =<

((x -iy H

((x-iv i\

((x-iv i\

IS S S

®|~ ®|

{5
{5
{51
=51

H (k) —

H (k)

H (k) -

((x -iy T\+l Z i\‘H(k)\is T) =<

((x - zYT\+—Z¢\‘H(k 0)\15T>+<

\(X iv) T) \ﬂzi

h’

-

%\(X zY)¢>>— —&, +
\(X i) T)+ \/g‘ZJ/>>:O

1 . 1 .

E<(X —iY T\ +$<z i\‘H(k =0) +W(k)\ is T)
; 1 .

@<(X ) T\+ﬁ<z \L“W(k)‘ls T)

0
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(X — iv M+——(z | hk2+hl€'ﬁi
{ [+—={z Y|

f 2m, m, >

(o= Tz 25 is 1) <_T<<x iy 1)L

0

hkP ZST> <

1 hk.P|.
i, =< - lm\| ﬁ<z¢\| £ )i 1)

0

Hy=—L@i™ <XT‘P‘ST>+——

_E(l)m_ \/—

H, =———k P

ﬁ”_ﬁ

Hg = —\/%Phlg elde edilir.

“@(y Tp[s T)

i)k P

N

(X —iY T\+—<Z i\ H (k)

N i(X+iY)T>>=0

L

NE]

1

-
-
H84:< %<(X zYT‘+ﬁ<Zl«‘H(k)
-
i

NG

0

NG

hk.ﬁ :
H85=<—T<(X iy T\+— Z¢\| mo )
. . hic.P
i, :<_$<(x_m|2_%\ls U+ <T z¢\| is 1)
1 7k
Hg = \/— mz (i )< >
Hg, =%Phk1 elde edilir.
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((x —iy T‘+—<Z H H (k) —\E\Z T>+%‘(X +iY) ¢>>=0

%‘(X +iY) ¢>+%\Z T>> =0

_ 1
—((x - lYT\+—<Z¢\H(k)\lS¢>:< \/§<(X lYT‘ \/_Zi“H(k 0)+W(k)\zsi>

—((x -iy T\ +—<z i\ H(k = 0)\1'5 ¢>+<——<(X —iY T‘+%<Z i\‘W(k)\is )



1
Hy, :<—$<(X iv T\ Zi“H(k)

\/_‘(X iv) T) \ﬂz¢>
1

H87=<—T((X iy T|+—= ZJ,“H(k)‘\/_‘(X—iY)J/>>=O

n’k?

m,

1 _ 1
88=< \/_<(X iy T|+ \/_ZJ,“H(k)‘ \/g‘(X—zY)T>+E‘Z\L>>=—80—A+2

seklinde elde edilmis olur.
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EK-2
POLINOM INTERPOLASYONU VE LAGRANGE POLINOMLARININ
ELDE EDILMESI
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Bir fonksiyonun sonlu sayidaki Z,,%,...,Z, € R noktalarinda aldig1
f(z).f(z)),...,f(z,) degerleri bilinsin (fonksiyonun kendisi bilinmiyor). Bu
noktalardan gecen n. dereceden bir tek,

P(z)=a,+a;z +a,z,+..+a,z, (1)
polinumu vardir (i=1,2...,n i¢in P (z(i))= f(z(i)). P (z)polinomu elde edilip bir z
noktasindaki f(z) degerinin yerine P, (z) alinirsa, bilinmeyen f(z) degeri yaklasik
f(2)= m = P (z) olarak hesaplanmis olur. Bu yaklasima polinom interpolasyonu

(polinom kullanarak ara deger bulma) denir.

(z(), f (z(D)
.(.z'(2),f(z(2)) @)
(z(n), f(z(n))
noktalarindan gegen n. dereceden
P(z)=a,+az +a,z,+..+ta,z, 3)
polinumunu belirlemek i¢in
P (z@)=f(z@) , i=L2..n 4)
yani,
a,ta,z(D)+a,z,D)+...+a,z, 1) = f(z(1))
'ao +a,z,(2)+a,z,(2)+...+a,z,(2) = f(z(2)) )

a,taz(n+)+a,z,(n+)+...+a,z,(n+1) = f(z(n+1))

denklem siteminden a,,q,,a,,...,a, katsayillarimn belirlenmesi gerekir. Bu lineer

n

denklem sistemi ¢oziilerek bu katsayilar belirlenebilir.

1z M .. z,M ]la, F(z(1)
1 722 %@ .. 2@ |a]|_ | f(z2)

(6)
I zy(n+1) z,(n+1) ... z,(n+1) || a, f(z(n+1))

denklem sistemindeki
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I z@) z@ .. z,@d

A::1 Z1:(2) ZZ(;z) z,(2)

(7
1 z,(n+1) z,(n+1) ... z,(n+1)

katsayilar matrisi Vandermonde matrisi olarak bilinir ve singiiler degildir. Ancak zayif
kosullu oldugunda sayisal hesaplamalardaki yuvarlatma hatalarindan dolay1 problemler

cikabilir. Interpolasyon polinomunu belirlemek icin degisik yontemler gelistirilmistir.
n. Dereceden Polinom interpolasyonu

25 2yrees icin fonksiyon degerleri f(z), f(z)),.... f(z,)
olsun.(z,, f(z)).(z,, f(z,)),....(2,, f (z,)) noktalarindan gecen n. dereceden bir P (z)
polinomu bulunmak isteniyor. P (z) polinomu, herbiri n. dereceden bir polinom olan
L (2),L,(2),...,L,(z) polinomlari cinsinden,
P(2)=L(2) f(z)+L,(2)- f(z,)+..+L,(2) f(z,)
olarak yazilsm. P (z) polinomunun, (z,, f(z,)),(2,, f(2,)),....,(z,, f(z,)) noktalarindan

gecmesi i¢in,

P(z)=f(z)=>L(z)=1L,(z)=0,L,(z)=0,....,L (z,)=0
P (z,) = f(z,) = L(z,)=0,L,(z,) =1,Ly(2,) =0,.... L, (z,) =0

P (23) = f(23) = L1(2;) =0, L,(25) = 0, L;(25) =1, L,(23) =0,.... L, (23) =0

P(z)=f(z)= L(2,)=0,L,(z)=0,L,(z,)=0,.... L, (z,) =0,L,(z,) = 1
yani,
Wﬂ{é ) :i i
olmali. Buna gore, L, (z)=?,L,(z)=7,...,L (2)="?
L,(z) polinomunu goz 6niine alahm. Kendi kokleri z,,z,,...,z, cinsinden L, (z)
polinumu,
L(2)=c(z-2,)0(2—2)...(2~2,)

seklinde yazilabilir. Ayrica, L ,(z,) =1 olmasi gerektiginden,
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1
(z,— 2,)(z, = 23)--(z,— 2,)

A

(z2—2,)(z2—23)...(z~2,)
(z2,—2,)(2,—23)...(2,— 2,)

L(z)=

dir.

L,(z) polinumu, kendi kokleri z,, z,,...,z, cinsinden
L(2)=c(z—z)(z2—2)--(z2—2,)

seklinde yazilabilir. Ayrica, L,(z,) =1 olmasi gerektiginden,

¢ = !
(2, =z N2, = 23)..(2,—2,)
ve
L(z)= (z—z)(z—25)...(2—z,)
(2,=2) (2, —25)...(2,— 2,)

dir.

Benzer diisiincelerle, L (z) polinomlar:
L(z)= (z—2)(z2—2)-(z2—2) (2—2,)-(2—2) _T (z— Zj) . i=12....

- (z;—=2) (2, = 2,) (2, = 2,) (2, = 23)--(2,— 2,) - ]:;1 (z; _Zj)
J#i

olmak tizere,

P@=3L0r =3 T2 e

J#

elde edilir. Bu formiil Lagrange formiilii olarak bilinir.
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4.2. Bir Boyutta Yiiksek Mertebe Bazlar

Bir fonksiyonun z(1),z(2) € R noktalarindaki f(z(1)), f(z(2)) degerleri bilinsin
(ya da kolay hesaplanabilsin). z(1) <z < z(2) olmak iizere,z bir ara de8er olsun ve
f(z) bilinmesin (kolay hesaplanamasin). f(z) degerini birinci derece polinom

interpolasyonu ile hesaplamaya caligalim.

(z(), f(zM)) ®
(2(2), f(2(2)))
noktalarindan gecen polinom denklemi,
B (z(i)) =a, +a,z,(i) )
dir.
Rz() = f(z(0), i=12 (10)
yani,
o

denklem siteminden q,,a, katsayillarinin belirlenmesi gerekir. Bu lineer denklem

sistemi ¢oziilerek bu katsayilar belirlenebilir.

{1 z() }{%}:{f(z(l))} 12)
1 z2(2) || a f(z(2)
denklem sistemindeki
1 z()
A= 13
L z(2) } (13)

katsayilar matrisinin tersini alip soldan denk(13)’iin her iki tarafi ile ¢arparsak q,,q,

katsayilarini belirleyebiliriz.

2(2) —z(1) 2(2) —z(1)
2(2)=z(1) z(2)—-=z() {1 z(1) }{%}: 2(2)—z(1) z(2)—z(1) [f(z(l))} a4
-1 1 1 2(2) || q -1 1 f(z(2)
2(2)—z(1) z(2)—z() 2(2)—z(1) z(2)—z()
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z(2) f (z(1)) +—Z(1)f(z(2))
a, | | 2(2)—z(D) z2(2)—z(D)
{ } —1f(z(1)) N 1f(z(2))
2(2)—z()  z2(2)—z(D)

a,

katsayilar1 elde edilmis olur. Bu katsayilar1 denk(9) yerine yazarsak,

P 2722 1 z=z(D)
=T T T

biciminde elde edilir. Dikkat edilirse F,(z) polinonomu

- f(2(2))

L(z)= St CON OO N S
zMH-22)  z2D-z(2) z)-2z(2)
veE
L(2)= cze® @ 1

(@—z) @) A2z
alan fonksiyonlari cinsinden,

B(2)=L,(2) () + L) f(2(2)
olarak yazilabilir. I,(z),L,(z) fonksiyonlari icin
L (1) =1L (z(2)) =0
L,(2(1) =0.L,((2)) =1

dir. Bicim fonksiyonlari ise,

N,(z2)=L(2)
Nz(Z):Lz(Z)
dir.
1
0.8 r
0.6 r
0.4
0.2
Ot ‘ ‘ ‘
-1 -0.5 0 0.5 1

15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
21

(22)

Sekil 1. Uzayin bire boliinmesi ile (G.E.N.S.=2) bu uzayda elde edilen baz fonksiyonu
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Yine bir boyutta global elementteki nod sayisinin 3 oldugu bir uzaydaki sekil
fonksiyonlarin1 bulalim. Kolaylik olsun diye global elementi esit araliklara bolerek

islem yapiyoruz.

Li(z) Ly(2)
Zl Z9 23
» > i

-1 0 1

Sekil 2. 1 boyutta 3 nodlu bir global element

Sekil fonksiyonlarini bulacak olursak,

2 (Z_Zj) (Z_Zz)(Z_Z3) 1
N =]] _ “Lioe- 23
) J::l.(zi_zj) (2= 2,)(z, — 23) 2(Z)(Z : 2
J#i

elde edilir. N, (z) sekil fonksiyonu sadece L, (z) alan fonksiyonuna bagli olacagindan,

M@ =2L (00 —) (24)
olarak elde edilir.
2 (z-z)  (z—z)(z—23)
N — — =— D(z-1 25
,(2) g(zi—z,-) PR (z+D(z-1) (25)

J#l

N, (z) sekil fonksiyonu hem L, (z) hem de L,(z)alan fonksiyonuna bagli olacagindan,

N,(z) =4L(z)L,(2) (20)
olarak elde edilir.
2 (z2-z))  (z—z)z-1z) 1
N ()= _ L 1 27
4(2) g[l_(z,-—z,-) TR — S (DD 27)
JEL

N, (z) sekil fonksiyonu sadece L,(z) alan fonksiyonuna bagh olacagindan,

N,(z)=2L,(2)(L,(z) —%) (28)

olarak elde edilir.
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0.8 1

0.6 |

0.4 1

0.2+

-1 -0.5 0 0.5 1
Sekil 3. Uzayin ikiye boliinmesi ile (G.E.N.S.=3) bu uzayda elde edilen baz fonksiyonu

Li@ Ly (2)
?1 £2 Z3 Zy
L i L L

Sekil 4. 1 boyutta 4 nodlu bir global element

Sekil fonksiyonlarini bulacak olursak,

Y (@-z)  (z-z)(z-z)(z-z,)
N1 — JT 2 3 4 29
@ g(zi—zj) (2, = 2,)(2, — 23 )(2, — 23) 29
J#

elde edilir. N, (z) sekil fonksiyonu sadece L, (z) alan fonksiyonuna bagli olacagindan,

N\(z)= EQ(Z)(Z«(Z) _l)(lq(z) _Z) (30)
2 3 3
olarak elde edilir.
L (z-z2)  (z-z)(z-z)(z—2,)
N2 — J — 1 3 4 31
J#

N, (z) sekil fonksiyonu hem L, (z) hem de L,(z)alan fonksiyonuna baglh olacagindan,

N, (2) =2—27A<z><q<z>—§>Lz<z> (32)

olarak elde edilir.
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= (Z_Zj) (Z_Zl)(Z_ZQ)(Z_Z4)
N =]] - 33)
(Z) j;l (Zi - Zj) (Z3 - Z])(Z3 _Zz)(ZS - Z4) (
J#i

N, (z) sekil fonksiyonu hem L, (z) hem de L,(z) alan fonksiyonuna bagli olacagindan,

CEEONCIRE —§>L2<z> (34)
olarak elde edilir.
L (z-z)  (z—z)(z-2,)(z2—25)
N,(2)= - 35
2 g(zi—zj) (zg =z N2y — 2,02, — 23) )
j#i

N, (z) sekil fonksiyonu sadece L,(z) alan fonksiyonuna bagli olacagindan,
9 1 2
N,(2) =§la(z)(17(z)—§)(la(z)—§) (36)

olarak elde edilir.

0.8

0.6

0.4

0.2

-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 5§ . Uzayin iice boliinmesi ile (G.E.N.S.=4) bu uzayda elde edilen baz fonksiyonu
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0.75

-1 -0.5 0 0.5 1

Sekil 6. Uzayin dorde boliinmesi ile (G.E.N.S.=5) bu uzayda elde edilen baz

fonksiyonu

64 1 2 3
N, (z)= ?Ll(z)(l’l () —Z)(LI(Z) —Z)(LI(Z) —Z)

N,(2) = 64‘4A(z)m(z)—1><A<z)—§)Lz<z>

6 4
64.4 1 1
N,(z)= TL.(Z)(LI (2) —Z)(LZ(Z) _Z)Lz (2)

64.4 1 2
N,(z)= Th(z)(Lz(z) _Z)(Lz(z) _Z)Lz(z)

64 1 2 3
Ny(z) = ?Lz(z)(Lz(Z) _Z)(Lz(z) —Z)(LZ(Z) _Z)

seklinde elde edilmis olur.
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