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OZET

SONLU OTOMATALARIN MATEMAT IKSEL MODELLER iNIN ANAL izi

Muhammet CANDAN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali Yuksek Lisans Tezi
Dangman : Prof. Dr. Yakup HACI
20/06/2011, 69

Bilim ve muhendislikteki bazi uygulamal pleimler sonlu otomatalarin
matematiksel modelleri yardimiyla c¢6zulebilir. Sorotomatalarin matematiksel
modelleri , elektronik bilgisayarlarin tasarimingdarkh dillerin sentez analizinde ,
psikolojide ve insan sinir hareketleri gibi birco&landa 6nemli rol oynagindan bu
problemlerin daha derinden ahalmasini gerektirir

Tez konusunun amaci sonlu otomatalarin baatemmatiksel modellerini
olusturarak analiz etmektirllk olarak graf teorisinin temel kavramlari (izerinde
durulmu;, sonra temel modelin 6nemli 6zellikleri incelegtmi Bazi durumlar igin
uygun matematiksel modeller ahailarak uygulama amach sonuclarin bulunmasi
yoninde cabmalar yapilmgtir. Durumlar ve alt otomatalarin tasnifi verilerddu
konuda 6nemli algoritmalar agariimistir. Daha sonra gegive yuksek mertebeden
gecs matrisleri yardimiyla minimal yollarin bulunmasgin gerekli yontemler

verilmistir.

Anahtar sozcukler: Sonlu otomata, Graf, Gggnatrisi, Minimal yol



ABSTRACT

ANALYSIS OF MATHEMATICAL MODELS OF FINITE STATE MA  CHINES

Muhammet CANDAN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School
Mathematics Thesis, Master of Science
Advisor : Prof. Dr. Yakup HACI
20/06/2011, 69

Most applied problems encountered in scientific andineering investigations can
be solved with the help of mathematical models wofitd state machines.Since
mathematical models of finite state machine plagedmportant role in many areas such
as , design of electronic computers, analysisanfjllage syntax, psychology and human
nervous activity, these problems require a deepastigations.

The aim of this thesis is to analysize by consingceéome mathematical models of
finite state machines.Firstlyhe basic concepts of graph theory were focusedamal, then
some properties of basic model were investigated.séme cases the appropriate
mathematical models have been carried out for egipdn of results. Algorithms
concerning classification of state and submachimes/e been constituted. Then the
necessary methods have been given to find minidhispn via transition matrix and high

order transition matrices.

Keywords: Finite automata, Graph, Transition matrix, Minirpakh.
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BOLUM 1 — GiRIS Muhammet CANDAN

BOLUM 1
GIRIS

Tezin 2. béluminde, sonlu dinamik sistemler tendsyardimci konu olarak Graf
Teorisi Temel Terimleri incelenstir. ilk olarak terimlerin tanimlagu sekilde verilmitir:
Noktalar ve bunlari birbirine gayan kenar adi vergimiz egri parcalarindan okansekle
graf (¢cizge) denmektedir. Matematiksel anlamdagbaf V kiimesiyle V’'nin iki elemanl
alt kimelerinden okan bir E kimesinden meydana gelmektedigerEgrafin bitin
kenarlan yone sahipse grafa yonlu graf, aksi haldel olmayan graf denir. g&r bir
grafta hem yonli hem de yonu olmayan kenarlar vgraga kargik graf denir.iki nokta
arasinda en az bir kenar varsa bunlaraskonoktalar denir. Bir noktayl kendisineglzan
kenaraseklinden dolayi ilmek adini aliilmegi ve iki noktasi arasinda en ok bir kenari
bulunan graflara basit graflar deniki noktasi arasinda birden ¢ok kenar bulunan geafla
multigraf  (coklu ¢izge) denir. Bir grafta her dienara bir reel sayl atangga bu grafa
agirhkh graf veya g denir. Hem ilmek, hem de coklu kenarlara sahiplyéimayan grafa
pseudo graf denir. Bir noktadaki kenarlarin saygyerel) derece denir. Batiin noktalarin
dereceleri ayni olan graflara dizgun (reguler) lgraflenir. Bir grafta tek aa kalmg
noktalar bulanabilir. BOyle noktalara izole noktad@nir. Bitiin noktalan izole olan bir grafa
bos graf veya sifir grafi denir. Her noktaya tam iknlar dgen tek parca n noktali graflara
dongu denir. Dgum kiumesi, tum kenarlarin,¥h bir digimind \o'nin bir digiimine
baglandgl {V 1V} seklinde bir bolmelemeye sahip olan grafa iki pafggbartite) graf
denir. Noktalari n ve m elemanli olmak Uzere ikiv@& B kiimesine ayrilrg) A'daki her
noktanin B’ deki her noktaya plandigi baska da kenari olmayan graflara iki par¢ca ya da
iki kiimeli tam graf denir. VOV (dugiimler kiimesi), ELE (kenarlar kiimesi) vél(e)=
5s(e) ise G=(V! EY) grafina G=(V,E) grafinin alt grafi denir v&<G seklinde gosterilir.

2. bolimuan 2. bgi g1 altinda tek hamlede cizilebilen graflar anlatgim 3. bglikta
ise Euler Dongusi’ne @milmistir. Her kenardan tam bir kez gecensladigl noktaya geri
donen yolculuklara Euler déngusu denir. 4slikidéa Hamilton Dongusu verilrgiir. Bir G
grafi verildiginde her noktadan yalniz bir kez gecnyakti ile kapal bir yol olgturabilen
graflara Hamilton Grafi denirizomorfik graflar 5. bgikta incelenmitir. iki Graf
verildiginde bu iki grafta kenarlar ve konumlar arasindikki ayni olabilir. Bu durumda
benzer 6zellikte iki farkli geometrigekiller ortaya c¢ikabilir. Ayni durumu yansitan,ska
bir deygle ayni yapiya sahip graflarg gapili graflar denir. Bgka bir deysle bunlara
izomorfik graflar deniriki grafin & yapil olabilmesi igin;
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* Kenar sayilari ayni olmalidir.
* Nokta sayilari ayni olmalidir.
* Nokta dereceleri ayni olmalidir.
* Noktalar arasindaki gkiyi gosteren matrisler ayni olmalidir.
2.bolimin son Bhginda ise, koguluk ve incidence matrisleri anlatilarak 6rnekler
verilmektedir.
Tezin 3. bolumdndn gigikisminda sonlu dinamik sistem veya sonlu otomkeak

adlandirdgimiz temel model kavrami verilmektedir:

Tanim 3.1. X ={£,,¢,... $, } sonlu giri alfabesi ,z :{ZLZZ... {q }sonlu
cikis alfabesi veS={0,,0, ... 0, } sonlu durum alfabesi (kiimesi) olmak iizere,

Sv+1 = fs(xv’sv)

z, = f,(x.s)
seklindeki karakteristik fonksiyonlu bir sisteme tdo dinamik sistem “ veya “sonlu

otomata” denir. X,,S,,z,; t, anindaki sirasiyla gii durum ve cilg sembollerini
gostermektedir.

Yukarida verilen karakteristik fonksiyonlara dikkatdecek olursak, sagidaki
aciklamay yapabiliriz.:

Sonlu X giris alfabeli, sonluzZ cikis alfabeli ve sonl& durum kiimesi olan bir sistemin
herhangit, aninda §,) girisi ve (s,) durumu verildginde bir sonraki durumu ve ayni
andaki (z, ) cikisi belirlenebilirse bdyle dinamik sisteme sonlu o&tandenir.

Otomatalarin tepkilerinin belirlenmesinin otomatarbglangi¢ durumuna Igh
oldugunu belirten teorem verilmektedir:

Teorem 3.1. Asikar olmayan M sonlu otomatasi verignblsun. Eer sonlu
otomataninf, ve f_ karakteristik fonksiyonlari belirli ise istenilagiris dizisine uygun
cikis dizisi tek dgerli olarak belirlenemez.

Eger karakteristik fonksiyonlarin gindas;, balangic durumu da verilniise
istenilen girg dizisine uygun cilkgidizisi tek dgerli olarak belirlenebilir.

Bu bolimin 2. alt kisminda sonlu dinamik sisteuisttiran durum kidmelerinin

nasil belirlendii gosterilmektedir.



BOLUM 1 — GiRIS Muhammet CANDAN

3. bolimun son kisminda temel modelle verilen ltsatomata igin alternatif bir
model olygturulabilecei gozlenmektedir.

Tanim 3.1 ile gosterilen temel modele stbk gelen her sonlu durum otomatasi ,
simdiki c¢ikis sembolinin sadecgimdiki durumun fonksiyonu oldgubir otomataya
donistirulebilir. (x,, s,,) sirali ciftine it olan birs,,” deziskeni tanimlanarak bu dogiim
tamamlanabilir. Bu ylizdesi nin icinde bulundgu bir S’ alfabesi

S’ =X®S (3.9)
ile verilir.
Tanim 3.1. deki karakteristik fonksiyonlari kullaakz, ;
zy = f7 (sy) (3.10)
seklinde ifade edilebilir.

Tezin 4. boliumiunde giialfabesi , cikg alfabesi ve durum kimesi ile verilen bir
sonlu otomatalar sisteminin ge¢ablosu ve gegigraf yardimiyla formulize edilebilegie
gosterilmektedir. Bu bolimin 2. kisminda g@gectablosunun nasil  kurulaga

belirtiimektedir. Gegi tablosu tum yazilmasi mimkigx,,s, sijah cifti icin f, ve
f, fonksiyonlarinin dgerlerini gosterir. Gig alfabesi X :{31,32... $p } , Cikis alfabesi
z={¢,¢,... ¢, }ve durum kimesb={0,,0,...0, } olan bir otomatanin gegtablosu

asagida verilmitir. Bu tablo, sirasiylaf, ve f_ fonksiyonlari olmak Uzerez,s,,
fonksiyonlarini gésteren, birbirine glaiki alt tablodan olgur. Tablonun solunda satirlari

tim durumlari, sttunlari ttim ggrisembollerini gosterecejekilde bir hiicre vardiz; ve

& girisleriyle z, alt tablosundaf, fonksiyonu bulunuro; ve & girisleriyle s,, alt

tablosunda f, fonksiyonu bulunur. Bu kallar altinda f, ve f_ fonksiyonlari belirli,
sinirl olmayan otomatanin karakteristik fonksiyamdir. Bu fonksiyonlar tanimlanan her
(x,,S,) strali gifti icin tek olmak zorundadir. Bu ylizdesrhsatir ve situnun kgsninde
z, alt tablosuZ nin sadece bir elemanins,,, alt tablosu daS nin sadece bir elemanini

icermelidir.
3. alt kisimda gegitablolarinin 6nemli bir uygulamasi olan sonlu darotomatalarinin

bazi 6nemli sinif elemanlarinin sayisi belirlenredkt
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(n,p,q) Otomatalar Sinifi
Ozel olarak gig alfabesiX :{El,fz... ¢, } , Cikis alfabesi

Z:{ZLZZ... ¢ }ve durum kUmesiS:{al,O'z...O'n } olan bir otomatanin(n, p,q)

otomata sayisi:
Ny pq = @)™ (4.1)
dir.

Basit Minimal (n,p,q) Otomatalar Sinifi

O i, jicin i#j vef,(é,0)# f,(é,0,) olacaksekilde en az birk varsa
(n, p,q) otomatasina basit minimal otomata dexjalt tablosunda tum satirlari farkl olan

bir geck tablosu basit minimal otomatayi karakterize eBéyle otomatalarin sayisi ;
n-1
N’n,p,q :npnl_!(qp_r) (42)

dir

N'npq NIN negatif dgerleri sifir olarak yorumlanir..

Basit Sadelstirilebilir (n,p,q) Otomatalar Sinifi
Asagidaki sartlar  (n, p,q) otomatasinin gegi tablosunda varsa(n, p,q)

otomatasina basit sadgielebilidir denir.

z,ve s,,, alt tablolari boyunca 6zg®lan ya da her,,o; ile yer deistirildi ginde en az bir
o,,0; satir cifti vardir. Ber bir otomata basit sadgigilemez ise tum satirlari
( hem z, yi hem des,,, yi Ureten satirlar) farkli olan bir ggcgiablosuna sahip olmalidir.

Basit sadelgirilemeyen N, ,q Otomatalarinin sayisi ;
n-1
N"npg < |'![(qn)p - r] (4.3)

dir. Buna gore buradan basit sagetdebilir (n, p,q) otomatalarininN ", pq sayisinin tst

SINITL;

N"npe = (qN)™ - |j[(qn)p ~1] (4.4)
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ile belirlenir.
Bolim 4’ Gn son kisminda gagyrafi adini verdiimiz grafin sonlu dinamik sistemler igin
nasil yorumlandy tzerinde durulmaktadir.

Geck grafl, sonlu sistemin durumlarini belirleyers&fer ile bu kgeleri belirli bir
kuralla birlestiren yonu olan kenarlar toplutu olarak dgunecgiz.
Giris alfabesi X ={&,&,... &, } , cikis alfabesiz ={¢,¢,... ¢, }ve durum kiimesi

n

s={o,,0,...0, } olan

S = (%, 8)

z,=1,(x,8)
karakteristik fonksiyonlu sonlu otomata sistemingrildigini farz edelim.
f.(x,,0,) = o, Ozelligine sahipx, degerler kimesinix; ile gosterelim. Ayrica,

f,(¢ ,0,) = ¢, oldugunu dilnelim. h=0212..r olsun.
(§/4V (6, 14,V v (& 14))

< X

Sekil 4.1. Gegy grafi
Bu gdsterimsu sekilde yorumlanir.

Eger sistemo; durumunda ise gie ¢, semboll verildiinde ciksta ¢, sembolu
bulunur ve sistenu; durumuna gesiyapar. ¢, semboll verildiinde ¢, cikisi elde edilir
ve sistem tekrar o;durumuna gesi yapar. Busekilde devam edersel§, semboll
verildiginde ¢, cikisi elde edilir.

Tezin 5. bolumunde ilk kisimda bir sonlu dinamiktem icerisindeki durumlarin
nasil siniflandil aciklanmaktadir.

1) Geck Durumu. Yakinsak kenarlari olmayan fakat en az bir iraksakari olan
durumdur. Boyle bir durum en az birgdr duruma neden olur. Fakat bir kez terk
edildiginde (vazgecilginde ) ulgilamaz.

2) Kalici Durum. Iraksayan kenarlari olmayan fakat en az bir yakyas kenari
olan durumdur.Boyle bir duruma en az birgeti durumdan ukalir. Fakat bir kez

ulasildiginda terk edilemez (vazgecilemez )
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3) Ayrik (Ayrilmis) Durum. Yakinsak ve iraksak kenarlari olmayan bir
durumdur. Boyle bir durum bka durumlara neden olmaz ve herhangedidurumlardan
elde edilemez.

Ayrica bir otomatanin durum kimesinin iki ya da aafazla alt kiimeye
bolinmesiyle olgan alt otomata kavrami Gzerinde durulmaktadir.

Bolim 5’ in 2. kismindaG, (S;) kiimesi tanimlanip, bu kimeyi bulmak icin bir
algoritma gehtiriimektedir:

G (S;) ; k ya da daha az uzunluklu gidizisi ile
S; = {ail,al-zai3 ...air} durumlarindan ukalabilen M otomatasinin tim durumlar kiimesini
gostersin. OzellikleGy(S;) = S;. G1(S;), S; ile M nin gec} tablosununs; ,0;,0;, ... 0;,
satirlarindaki ttns,,; girislerinin birlesimidir. Bunun yanindaG,(S;) M geck grafinin
kontrol edilmesiyle diizenlenebilir> 1 icin G,_(S;) verilsinG, (S;);

Gr(S)) = G1(Gp-1(S))
arasindaki igki ile belirlenebilir.

Algoritma 5.1. S; verilsin.G(S;) i bulmak igin

(1) Go(S;) = S; olsun.k = 1 olsun

(2) G, (S:) = G (Gy_,(S)) olarak belirle.

(3) a) Eger G (S;) # Gr_1(S;) ise kyi bir arttir ve(2) ye don.

b) Eger Gy (S;) = Gi—1 i€ G (S;) = G(Sy)
Bolim 4’ Gn son kisminda isé, (S;) kimesi tanimlanmaktadir.Ayrida, (S;) kimesinin
bulunmasini sgdayan matematiksel model incelenmektedir:

Hi (S;) ; kenarlarin yonlerinin 6nemsiz olglu k ya da daha az uzunluklu kenarlar
yoluyla S; = {g;1, 0,3 ... -} deki durumlara danan M otomatasinin durumlar kiimesi
olsun. Ozellikle Hy(S;) = S;. H.(S;), S; lerin birlesimidir; yani M geci tablosunun
0i1, Oj ... 03 Satirlarindakis, ., durumlari ile bu durumlar icerisinde bulundurak
satirlarin birlgimidir. Buna ek olarak H,(S;), M geck grafinin kontrol edilmesiyle
olusturulabilir.

Hy_1(S;) verilsin ,k > 1, H,(S;) asagidaki iliski ile belirlenebilir.
Hy (S;) = Hy(H-1(5y)
Algoritma 5.2. S; kiimesi verilsinH (S;) yi bulmak icin
(1) Hy(S;) = S; vek =1 olsun.
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(2) He(Si) = H1(Hy-1(S) belirle.
(3) (a) Eger Hy(S;) # Hi_1(S;) isek = k + 1 (k y1 bir artir)ve (2) ye don
(b) Hi(S;) = Hi-1(S;) ise Hi(S;) = H(S;) dir.

Bolum 6’nin 1.kisminda birinci mertebeden gegiatrisi yapisinin kurulmasindan
bahsedilmektedir:

Geck matrisi, geg grafinda goérsel olarak uygulanagiemlerin matematiksel
olarak yorumlanmasidir. Bu yuzdeglemlerin bir gozlemci tarafindan ve gorsel olarak
uygulanamadi yerlerde ya da gorsel yaklen gereksiz oldgunda geg matrisi daha
elverilidir.

Bir n-durum otomatas! icin n satir ve sutundansaiu geg matrisi[M] ile
gosterilsin.Bu matris 1. mertebeden geawiatrisidir.{g;, g, ...a,} , M’ nin durum kimesi
ve b;; , M nin gegj grafindas; deng; durumuna giden gigicikis sembollne sahip kenar
olsun.[M] nin (i,j ). girisi e;; ile gosterilir ve gagidaki gibi tanimlanir:

o = {bij sayisi, b;jvarsa
ij

0, b;j yoksa (6.1)

Matristekio;,, durumu sirasiyla;, satirina ves,, sttununa karlik gelir.
Bu boélimin 2. kisminda, yuksek mertebeden sgegatrislerinin nasil olgturuldugu
aciklanmaktadir. Bunun igin ilk olarak yol kavrawe yollarin meydana getirgli kime
Uzerinde durulmaktadir.Daha sonra yiuksek mertebgdeg matrislerini bulmamizda bize
kolaylik s&layacak lemma ve teorem verilmektedir:

Geck grafinda bir durumdan bir geér duruma gecen k kenardan g@ln bir diziye

yol denir. Burada yolun uzunlgu olarak aI|n|rPi](k), o; durumundars; durumuna gegen

k uzunluklu tim yollarin kimesi olsum]@ , 0; yi oj ye b&layan 1 uzunluklu kenar
olupmy; olarak yazilr. ger m;; bos ise yani ;o; yi o; ye b&layan bir tek kenar yoksa;;

nin sayisal dgeri sifirdir.o; durumundanc; durumuna gecen k uzunluklu bir yat;,
kenarindan bgayarak mp,,..m, ; kenarlarinin eklenmesiyle devam ederek

Ty, Ty, - T, _,j Strall garpimiyla gosterilir.

k) _
Pij = Zﬂ=1 Zf’z=1 ---Zflk_l LLEYPRLS ) PRPPRR LS Y (6.5)
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Lemma 6.1.

n

(k+1) _ (k)
Pij = Z T[iuPu]‘

u=1
(6.6)
Teorem 6.1 [M]%® nin (i,j). girdisi; M otomatasinda durumundanc; durumuna
gecen k uzunluklu tim yollarin kiimesidir
Yuksek mertebeden gggnatrislerinin carpimigagidaki gibi tanimlanir:
Eger [A] matrisinin (i ,j). girdisia;;, [B] matrisinin (i ,j). girdisib;; ve [C] = [A] .[B] nin

(i ,j). girdisi ¢;; ve bu matrislerin her birt X n lik yliksek mertebeden gggnatrisleri ise

n
Cij = z Ay by

u=1
(6.11)

Bolum 6’ nin 3. kisminda gegiskelet matrisi tanimlanarak gegnatrisi arasindaki
farklar belirtiimektedir:

Yuksek mertebeden gegnatrislerinin detayli gisieri gerekli degildir ve ¢cbézimler
daha basit gisi 6zellikleri olan skeleton ( iskelet ) matris olaradlandirilan matrisin
kuvvetleri digunulerek elde edilin durumluM otomatasi icin skeleton matris n satir ve
stitundan olgur ve [M] matrisi gibi olyturulup [M] ile gésterilir. Bir [M] matrisinde
(i,j). elemanig;; ile gosterilir. Eger b;; ; M otomatasinda; durumundary; durumuna
giden kenari gosteriyorsa ,

. 1, bij varsa
€ij = {O, b;; yoksa (6.20)
dir.
Daha sonra 4. kisimda sade yollar tanimlanmakt@n@urumdan bgka bir duruma gecen
herhangi uzunklu sade yollari iceren getiatrisi olgturulmaktadir. Ayni zamanda sade
yollari belirlememizi sglayacak algoritmau sekilde verilmektedir:

Algoritma 6.1 [M] verilsin.l > 1 iken[M']™" yi olusturmak icin ,

(1) [M’'] deki tim k&egen terimleri O ile yer dgstirerek [M']™’ yi olustur. k = 1
olsun.

(2) [M'][M']%) *y1 olustur. Carpim matrisinde tiim fazla yollari Oile yessigtir.



BOLUM 1 — GiRIS Muhammet CANDAN

Sonugta matrigM’]*+V olsun.

3) @k+1<lisek ‘yl 1arttirve(2) ye don

(b) k +1 =Llise ,[M']*+D = [M']® dir.

Bolim 6 nin 5. alt kisminda minimal yollarin bédinmesi problemi (zerinde
durulmustur.iki durum arasindaki en kisa yolu ya da minimal yoglirlemek 6nem arz
etmektedir. Minimal yol ile sade yol arasinda nasliliski oldugunu gésteren bir lemma
verilmektedir:

Lemma 6.5.0; durumundars; durumuna minimal yol varsa basit yol olmalidir.
Ayrica bir sonlu otomatanin herhangi iki durumu samdaki minimal yollarin
belirlenmesini sglayan model incelenmektedir.

Algoritma 6.2. Bir M otomatasinino; durumundanc; durumuna minimal yollarini
belirlemek icin
(1) k=1olsun.
(2) [M']® y olustur.
(3) (a) Eger (i, j). girdi sifir vek < n — 1 ise k yi1 arttir ve (2) ye don.
(b) Eger (i, j). girdi sifir vek = n — 1 ise yol yoktur.

(c) Eger (i, j). girdi sifirdan farkl ise istenen yollari gosterir

Daha sonra bir n durum otomatasinda tam donginisil olytugu verilen 6renekle
aciklanmgtir.
Bu bolimin 6. kisminda matrislerin kismi yapise ibelirlenen yollar Uzerinde
durulmaktadir.
Bir sonlu n durum otomatasinda herhangi iki duramasindaki yollari belirlemak
amacltyla
n x n ‘lik gecs matrisi olyturmak yerine ve uzun matrisleriylgléam yapmamak igin
matrislerin kismi yapisi olarak adlandirilan birtotegelitirilmi stir:

Lemma 6.7. [M]¥ ; [M]* mini. satirindan olgturulan satir matrisini géstersin. O
halde

(M1 = (M1 [M] (6.37)
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BOLUM 2
GRAF TEORISININ TEMEL TER IMLER
2.1. Girig
Noktalar ve bunlari birbirine Kgayan kenar adi vergimiz egri parcalarindan
olusan kiimeyegraf (cizge)denir.
Daha geni olarak matematiksel tanimigu sekilde yapabiliriz. Oncelikle G adini

verdigimiz grafimizsu sekilde olsun:

Sekil 2.1. Graf

Bu sekildeki grafta A, B, C, D, E noktalarirgrafin noktalari ve ya digumleri
denir. G grafinin noktalar kiimesi V(G) olarak gdisite Yani:

V(G) = {A,B,C,D,E} olarak gosterilir.

iki nokta arasindaki cizgilereenar denir. Her kenari bu gizgeye gore iki noktall
bir kiime olarak gosterebiliriz. Orgieniz olan G grafinin kenarlagunlardir:

E(G) ={{A.B} ,{AE},{B.C},{B.D},{B.E} ,{C.D} {D,E}}

G’ nin kenarlar kimesi E(Geklinde gosterilir.

NOT Bir graf bir diyagram aracgiyla temsil edilebilir. Fakat graf ile onu temsil
eden diyagram ayni didir. Sekil 2.1. kendi bgna bir graf dgildir, sadece bir grafin

gosterimidir. Cunki graf bir fonksiyon ile birlikiki kiimeden olgur.

10
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Tanim 2.1. Eger grafin butin kenarlar yone sahipse gsaialu graf, aksi halde
yonu olmayan grafdenir. Ezer bir grafta hem yonli hem de yonu olmayan kenadasa
grafakarisik graf denir.

Bir kenar her iki ucunda da bir gim olacaksekilde tanimlandindan graftaki
tum kenarlarin ug¢ noktalarini bir giim ile iliskilendirmek gerekir. Bu nedenle her bir e
kenari icin {V1V3} kimesi tanimlariz. Bunun anlami e kenarinipwé V, dagtimlerini
baglandgidir. V1=V, olabilir.

{V 1V} kimesié(e) ile gosterir ve dgiimler kiimesinin bir alt kimesidir.

Bir yonu olmayan G grafi:
(1) Bos olmayan sonlu V dgiimler kiimesi,
(i) Sonlu E kenarlar kimesi,
(i) Her bir e kenari icid(e), V nin bir veya iki elemanli alt kiimesi olan
6 : E— P(V) fonksiyonundan okur.

4

Sekil 2.2. Graf
G grafinin dgim kiimesi V= {M V,V3V4}
G grafinin kenar kimesi E={e; es &1 65}
6 E— P(V)
e — {V4}
&— {V1V3}
& — {ViV3}
es— {VaVs}

11
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&— {V2V3}

Tanim 2.2. Matematiksel anlamda bir graf V kimesiyle V'nin &emanl alt
kimelerinden olgan bir E kiimesinden meydana gelir.

V ile batin kenarlardan ojan E kiimesinin ayri ayri sonlu veya sonsuz olmasina
izin verilebilir. Buradaki ¢cabmada her iki kiimenin sonlu olgunu kabul edip bunun
Uzerinde glem yapacgz.

Bir grafta V' kiimesinin boolmasi ¢cok anlamsizdir (Ctinkii Tanim 2.1'den \iknglemanli
alt kiimelerinden ohan bir E kiimesi vardir). Buna k#ik E kiimesi bg olabilir. iki nokta arasinda
en az bir kenar varsa bunl&@msu noktalar denir.

Eger bir noktay! kendisine Bkyan kenar varsa bu nokta kendisiyle karolur. Ama
genel olarak her nokta kendisine kowtur diyemeyiz. Bir noktayr kendisine 3deyan kenara
seklinden dolayilmek (dongu) adini alir.

IImegi (dongtisii) olmayan ve iki noktasi arasinda enbgokenari bulunan grataasit

graf denir.

!

Vi

Sekil 2.3. Basit graf
Iki noktasi arasinda birden ¢ok kenar bulunan geafiaultigraf (coklu cizge) denir.

12



BOLUM 2 — GRAF TEORISININ TEMEL TER IMLER i Muhammet CANDAN

Sekil 2.4 Multigraf

Bir grafta her bir kenara bir reel say| ataggaibu grafagirlikl graf veya ag denir.

Sekil 2.5. Agirhikh graf

Hem ilmek (dongi), hem de ¢oklu kenarlara sahipiy@imayan grafg@seudo grafdenir.

A\

AN

Sekil 2.6. Pseuodo graf

Bir noktaya bglanan kenarlarin sayisina o noktanin (yerel-lodabecesidenir.
Eger V, bir G grafin bir noktasi ise V deki derece)Lie gosterilir. Lyax Ve Lmi ile bir G
grafin derecelerinin iginde en bigiive en kuggl gosterilir.

iki noktas! arasinda birden ¢ok kenari bulunan gra#l noktalari saymak kolaydir.
Ancak kenarlar tek tek saymak zor olabilir. Bu wadasu uygulamayi yapabiliriz. Her
kenarin iki ucu vardir ve bu uclarin her biri bioktaya b&lanmstir. Buna gore her
noktasindaki kenar sayisini toplarsak butin kenakger kez saynsioluruz. Yani batin
noktalardaki derecelerin toplami, kenar sayisirkin kiatina gittir. Bunu soyle ifade
edebiliriz. Bir G gizgesinde n nokta ve e kenawinsun.

n noktalar kimesi,

13
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V={v1,Va,...,Vvp} ise

2e = i L(V)

olur. (2.1)
Butin noktalarin dereceleri ayni olan grafldteegin (reguler) graflar denir. Lokal

dereceleri hep r ise r-li diizgin graf denir. |\| glan bir r-li dizgun grafta;

|E| = e=2nr (2.2)

olaca agiktir.

Bir drnek vermemiz gerekirse:

Sekil 2.7. 3-lt diizgun graf.

Bu grafta:
V=6r=3e=-mroe=-63>e=9 (1.3)
olur.

Bir grafta derecelerin toplaminin kenarlarin sayrsiki kati old@gunu sdylemitik. O
halde L(v) +L(v2 )+...+ L(w) toplami her zaman ¢ift bir sayidir. Tek sayidagayinin
toplami yine tek say! oldwndan yukaridaki toplamda yer alan tek sayilarfh sgyida
olmasi gerekgi anlasilir. Yani bir cizgede derecesi tek olan noktalasayisi ¢ift olmak
zorundadir. Bunu teorem olarak da yazabiliriz.

Teorem 2.1.Her grafta derecesi tek olan noktalarin sayistigift

Ispat: Sonlu bir G = (V,E) grafinda A grafin noktasiniAl.(o noktanin derecesini
gostersin. Bu durumda:

14
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ZL(A) = 2 |E]

(2.4)
esitli gi gecerlidir.

Vo, derecesi cift olan ¥ derecesi tek olan noktalar kimesi olsun. Birazedn

Z L(A) + Z L(A) = 2|E|

A€V, Aev,
dir. O halde: (2. 4a)

Z L(A) + Z L(A)

A€V, AeV,
cift bir sayidir. (2. 4b)

Sol taraftaki toplamda L(A) sayilarinin her lgift ve toplamin sonucu da ¢ift

bahsetgimiz esitlikten;

oldugundan,
Z L(A) sayisi da cift olmalidir. Ama buradaki L(A)larin her biri tek sayidadir .
Dolayisiyla L(A) larin toplaminin ¢ift olmasi icgift sayida L(A) toplamaliyiz. O halde

V, cift sayl olmalidir. Yani derecesi tek olan noktah sayisi cifttir.

Bir grafta tek bgina kalmg noktalar bulanabilir. Boyle noktalaizole noktalar (ayrik
noktalar) denir.
Batin noktalari izole olan bir grdfes graf veya sifir grafidenir. Yani bir grafin
bos olmasi kenarlar kiimesi E’ ningalmasi anlamina gelir.
Herhangi iki noktasi arasinda en fazla bir kenduitan ve hi¢ ilm@i olmayan

graflara tam graf denilmektedir. Nokta sayisi mdda tam graf K ile gosterilir.

/AN <

15
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Sekil 2.8. K, tam grafi.

K, grafi dgal olarak (n-I)-li diizgin graftu% n(n-1) kenara sahiptir.

Cn grafi, her noktaya tam iki kenarghn tek parca n noktal graflardir. Bunlara

dongudenir.( Tum noktalarin derecesi iki olanghayrafa cycle graf denir.)

Sekil 2.9. G, grafi.

Diglm kimesi, tim kenarlarin,Vh bir digimuini \&'nin bir digimine bglandgl
{V 1V} seklinde bir bélmelemeye sahip olan grddfeparcali(bipartite) graf denir.
G iki parcall graf ise,

Sekil 2.10.iki parcali graf
Mevcut kiime igerisindeki diiimler birbirlerine herhangi bir kenar ileganmamalidir.

iki parcali graf dgil iki parcali graf
Sekil 2.11. Graflar

16
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Kn.m grafl, noktalarin n ve m elemanli olmak tzereAkve B kiimesine ayrilrg)
A’daki her noktanin B’ deki her noktaya @landgl bagka da kenari olmayan graflardir.
Knm Ye iki parca ya da iki kiimeli tam graf denir. Bu graflarda nokta sayisi n+m. Kenar

sayisi nm’'dir.

Sekil 2.12.iki parcali tam graf
Tanim 2.3. V! OV (dugtimler kiimesi), EJE (kenarlar kiimesi) végl(e)= ss(e) ise
G=(V!,E) grafina G=(V,E) grafinialt grafi denir ve &G seklinde gosterilir.
Ggrafinin tiim e kenarlari icifig(e)=6s(e) durumu Galt grafinin kenarlarinin G

de oldwgu gibi ayni diguimleri b&lamasi gerek@i anlamina gelir.

Bir G grafindan bir Ydugumu c¢ikartildginda M hari¢ G’nin tum dgtumleri ve
ile bazll olmayan tim kenarlarindan gan G-\ alt grafi elde edilir.
G-Vi, G'nin V; digimlnu icermeyen maksimal alt grafidir. Ote yandate® bir xkenari
cikartildginda G’nin x haricindeki tim kenarini iceren bir Gatt grafi elde edilir.

G- ¥, G nin x kenarini icermeyen maksimal alt grafidir

G1, G grafinin bir alt grafl ise G ye;@rafinin stiper grafi denir.
Eger Vi ve V,; G de komngu dezilse V;V; kenarinin eklenmedf;V; kenarini iceren G’nin en
kiguksuper grafl olmasi ile sonuclanir.

Yani, bu durumda G grafi, G4V, grafininalt grafi olacaktir.
Bu durumlar gagida gosterilmitir.

17
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T T 7
\"4 \',3 v 4 v 4 W 3

G G- \"'3 G- \"'3\"'3

Vi Vs, Vs

Vy Vs

G+ViVs

Sekil 2.13.
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1.2. Tek Hamlede Cizilebilen Graflar

Sekil 2.14. Tek dereceli graf.

Bu sekildeki bir grafi elimizi en fazla iki kez kaldnak yani en fazla U¢ cizimde
cizebilir miyiz?

Oncelikle gizimde her noktaya 3 kenagger. Yani her noktanin derecesi 3 tir.
Simdi ¢izimin ortasinda oldtumuzu diginelim. Bir noktaya dgru ilerliyoruz. O noktaya
ulastik. Ve o noktadan cikiyoruz; demek ki ¢izimin ertadan gecgimiz her noktaya 2
derece kazandiririz: o noktayagtigimizda ve o noktadan uzakigimizda. Ote yandan
cizime baladigimiz ve ¢izimi bitirdgimiz noktalara yalnizca 1 derece kazandiririz.

O halde hig¢ elimizi kaldirmazsak, elde gtniz ¢izimin noktalarinin en fazla ikisi
disinda hepsinin derecesi ¢ift olmak zorundadir.

Ornesimize donersek en fazla 3 ¢izim ofgltndan en fazla 6 noktasinin derecesi
tek olabilir. Oysa gizimimizde 8 tane noktanin e tek oldgundan bu imkansizdir.
Yani bu graf en fazla 3 hamlede cgizilemez.

Aslinda tek cizimde, elimizi kaldirmadan cizebilgiceiz graflarin tek dereceli
noktasi ya hi¢ olmaz ya da sadece iki tane olalgder cizimi bagladigimiz yerde
bitiriyorsak her nokta cift dereceli olmalger cizimi bgladigimiz yerde bitirmiyorsak
sadece iki noktanin derecesi tek olabilir; gizinaglddigimiz ve gizimi bitirdgimiz nokta.

2.3. Euler Doéngusu

Graf kuraminin bilinen en eski sorusu "Konisbeggrigroblemidir. Burada Konisberg'deki
Pregel nehrinin ve karalar arasindaggsgilayan 7 koprintin planini gériiyorsunuz. Bu 7 kopniiver

birinden sadece bir kez gececek yolculuk mimkunir2id
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Pregel Nehri
Sekil 2.15. Kénisberg Koprusu

Euler 1736’ da bunun mimkin olmgdhi gostermigtir. Bunu su sekilde
aciklayabiliriz. Nehrin iki yakasini ve adaciklairt noktayla, 7 kopruyt de bu noktalar arasina

koyaca&imiz kenarlarla gosterelim:

Sekil 2.16 . Képrunin grafla gésterimi.
Tanim 2.4.Her kenardan tam bir kez gecenladigl noktaya geri donen yolculuklara
Euler donguisti denir. Euler donguisu olan graflekiparca ve her noktasinin giéreceli olmasi
gerekir.
Teorem 2.2.Bir G grafinin Euler grafi olmasi icin gerek vegrekgul G grafindaki tim
noktalarin derecesinin gift olmasidir.

Bu teoremden yararlanilarglekil 2.16." ya bak&imizda bu grafin Euler grafi

olmadgi aciktir.

20



BOLUM 2 — GRAF TEORISININ TEMEL TER IMLER i Muhammet CANDAN

Ao B

E

1. Graf

2. Graf

Sekil 2.17. Duzlemsel graf.

Kenarlarin sadece grafin noktalarinda ¢exsek bicimde duzleme cizilebilen graflara
diizlemsel graf denir. Orgia 1. graf diizlemsel dédir. Clinkii AC ve BE kenar cizgileri kasnistir.
2. graf duzlemseldir. Yani bir diizleme kenarlasigraeyecelgekilde cizilmgtir. 2. grafta
goruldigi sekilde duzlemsel graf duizlemi bolgelere ayirirggafta diizlemi 6 parcaya
ayirmstir(grafin dsinda kalan parcay da sayiyoruz).

Teorem 2.3. (Euler Formulu)Tek parca dizlemsel bir grafin bolge sayisi b, ikeamasi
k, nokta sayisi n ise b-k+n=2iti gi gecerlidir.

Ispat: ispati b tizerine timevarimla yapaza
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Eger b=l ise, 0 zaman grafta hicbir dongti yok demelani graf bir gactir. Buradan k=n-1dir.
Bunu yerine koyarsak:

b-k+n=1-(n-N+n=2 (25)

olur ve gitlik dogrudur.

Simdi b>| olsun. Grafa G adim verelim. AB de grahim dongtsunun bir kenari
olsun. AB kenarini kaldiralim. Geriye kalan grataadini verelim. Ggrafinin bélge, kenar ve
nokta sayilan sirasiyla,kk;, i olsun. AB kenari G nin iki bolgesine de ortakbolayisiyla AB
kenarini kaldirgamizda k=b-l, ki=k-l ve ny= n aitlikleri gecerlidir. M dolayisiyla timevarim
varsayimina gore Euler formult Grafi icin dg@rudur. Yani,

by-ki + =2 dir.

b-k +n = (+]) -( kytl) + m = by-k; + i = 2 bulunur. O halde b-k+n =2 giaudur.

2.4. Hamilton Dongust

Bir G grafi verildginde her noktadan yalniz bir kez gecmekti ile kapal bir yol

olusturabilen graflara Hamilton grafi denirsa#&idaki graf Hamilton grafidir.

Sekil 2.18. Hamilton grafi

2.5. B Yapih (izomorfik) Graflar
iki Graf verildiginde bu iki graf ta kenarlar ve konumlar arasindiagki ayni

olabilir. Bu durumda benzer 6zellikte iki farkl@metriksekiller ortaya ¢ikabilir. Ayni
durumu yansitan, bka bir deysle ayni yapiya sahip graflara gapili graflar denir. Bgka
bir deysle bunlara izomorfik graflar denir.

iki grafin & yapili olabilmesi igin;

* Kenar sayilari ayni olmalidir.
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* Nokta sayilari ayni olmalidir.
* Nokta dereceleri ayni olmalidir
* Noktalar arasindaki gkiyi gdsteren matrisler ayni olmalidir. Bu matrisleki

benzerlik satir ve sttunlardaki yergikgkli gi ile de sglanabilir.

U; Uz Vi '
O
9]

Us Ua V3 Vi

Sekil 2.19.izomorfik graflar.

Yukarida goérulen bu iki graf izomorfiktir. Kenar yskari, nokta sayilari, nokta
dereceleri aynidir. Noktalar arasindakgklyi gosteren matrislerde aynidgoyle ki
Cizelge 2.1Sekil 2.19'daki graflarin matrisi

U U Uz U Vi V2 Vi3 V4
Up 0 1 1 0 Vi |0 0 1 1
Up 1 0 0 1 Vo |0 0 1 1
Uz 1 0 0 1 Vs |1 1 0 0
Ug 0 1 1 0 Vs |1 1 0 0

Matrislerinde y ve  satir ve situnlar yer dstirdiginde elde edilen matrisle
ikinci matriste @it olur. Boylece iki grafin izomorfik oldgu kolayca goéralir.
2.6. Komsuluk ve Incidence Matrisleri
Tanim 1.5.G, digim kimesi {\M V,
, Vi ve V,yi baglayan ayri kenarlarin sayisi olmak tizere nxn liKa@ymatrisidir.

.....

Komsu matrisi, \{ ve V; yi baglayan kenarlarin sayisijWe V; yi baglayan kenarin
sayisiyla ayni oldgundan simetrik olmalidir.

Vi digmunun derecesi kayuluk matrisinden belirlenebilir.

Vi de bir dongu yoksa bu gimuin derecesi matrisin j. sttunundaki (ya da ircaki)
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degerlerin toplamidir.
Her bir dongu dereceyi iki kez etkilgginden i. sutunundaki gerleri toplarken a

diyagonel elemaninin iki kati alinir.

Ornek:

4

Sekil 2.20. G Grafi

G grafinin kornguluk matrisi:

~
N
o
~

=~
O R R
oNn O
OO N =
co oo

Grafin iki 6zellgi matrise bakilarak hemen gorilebilir. $&gene bakilggnda bir
tek dongunin var oldiw goéralur. (v deny e )

Ikincisi ise son satir veya sutundaki O'laiw izole edilmili gini gosterir.

Dugumlerin dereceleri matristen hesaplanabilir.

p(v)=21+1+1=4

p(v2)=1+2=3

p(vs)=1+2=3

p(va)=0

n kenar bir yonlu grafin kognluk matrisi de nxn lik bir matristir.
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Eger i. digimden j. dgume bir kenar varsg; & 1 aksi haldeja= O dir.

=

Vi @

Sekil 2. 21. Graf

Hem yonli hem de yonu olmayan graflar icingedi Gnemli matris incidence
matrisidir.

Komsuluk matrisinin tersine incidence matrisinde ¢okémarlar gosterilebilir.

V={12,..,n}veE={g &, ... ,6,}0lmak GUzere G = (V, E) grafi verilsin.

G grafinin incidence matrisi, nxm boyutlu olan e bir satirin bir dgime ve her
bir situnun bir kenara kahk geldigi bir B = ( bk ) matrisidir oyle ki ger &, i ve |.
dugumler arasindaki bir kenar ise k. sttunun elemardan k = b, = 1, dgeri O dir.

Dongu olan kenarin sitununda sadece bir tek 1wvardi
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Ornek:

V4

Sekil 2.22. Graf

Yukarida verilen grafin incidence matrisggidaki gibidir.

1 &2 €3 €4 €5 €5

11 1.1 0 0 O
210 1 0 1 1 1
310 011 10

410 0 0 0 O 1
e, 1.digum kendisine bamistir. Dolayisiyla 1.situnun elemanlarindan b 1

digerleri O’dir.

e, 1. digum ile 2. digum arasindaki kenardir. Dolayisiyla 2. sutunun
elemanlarindanib = bp,= 1, digeri O'dir.

e;, 1. digim ile 3. digum arasindaki kenardir. O’'diDolayisiyla 3. sttunun
elemanlarindanib = bs3= 1, digeri O'dir.

e, 2. digum ile 3. digum arasindaki kenardir. Dolayisiyla 4. sutunun
elemanlarindanta = bz,= 1, digeri O'dir.

6, 2. ile 3. digum arasindaki kenardir. Dolayisiyla 5. situnun aldarindan
bos = lyg= 1, digerleri O’dir.
Son olarak g 2. ile 4. dgum arasindaki kenardir. Dolayisiyla 6. situnun aldarindan
bos = lug= 1, digerleri O’dir.

Eger G yonlu bir graf veei. digimden J. dgiime bir kenar ise, k. sitununda®b
-1 ve by = 1 diger birlesenler O’'dir
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Ornek:

Sekil 2.23. Yonlu graf

Yonlu grafinin incidence matrissagidaki gibidir:

BwWw N -
o
—
o
I
—
I
[N
o

e1, 2’den 1’e bir kenardir. 1. sttundan b -1, lp; = 1 digerleri O.
&, 1'den 3’e bir kenardir. 2. sttundanp b -1, 3, = 1 digerleri O.
es3, 2’'den 4’e bir kenardir. 3. sttundagy b -1, kys = 1 digerleri O.
€4, 3'ten 2’ye bir kenardir. 4. situndag b -1, kb4 = 1 digerleri O.
&5, 3'ten 4’e bir kenardir. 5. situndagsb -1, kys = 1 digerleri O.
s, 4'ten 1’e bir kenardir. 6. sttundagsk -1, g = 1 digerleri 0.
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BOLUM 3
TEMEL MODEL

3.1.Girig

Bilim ve mihendislikteki bazi uygulamali problemlesonlu otomatalarin
matematiksel modelleri yardimiyla ¢ozulebilir. Sookomatalarin matematiksel modelleri,
elektronik bilgisayarlarin tasariminda, farkli diih sentez analizinde, psikolojide ve insan
sinir hareketleri gibi bircok alanda 6nemli rol @ghgindan bu problemlerin daha derinden
aragtiriimasini gerektirir

Inceleyecgimiz otomatalar genel olarakagidaki gibi tanimlanmaktadir:
Tanim 3.1. X ={&,&,... &, } sonlu girk alfabesi .z ={¢, ¢, ... ¢, }sonlu ciks

alfabesi veS :{01,0'2 ..o, } sonlu durum alfabesi (kiimesi) olmak uizere,

S\/+:I. = fS(XV’S\/)
z, = f,(x.s)

seklindeki karakteristik fonksiyonlu bir sisteme fdo dinamik sistem

veya “sonlu

otomata” denir. X,,S,,z,; t, anindaki sirasiyla g durum ve cilg sembollerini

gostermektedir.

Yukarida verilen karakteristik fonksiyonlara dikkatdecek olursak, sagidaki
actklamay yapabiliriz.:

Sonlu X giris alfabeli, sonluz cikis alfabeli ve sonl& durum kiimesi olan bir sistemin
herhangit, aninda §,) girisi ve (s,) durumu verildginde bir sonraki durumu ve ayni
andaki (z, ) cikisi belirlenebilirse boyle dinamik sisteme sonlu o&tandenir.

Sonlu otomatalarin karakteristik fonksiyonlarindéngoruldigt gibi, bu sistemler
tek parametreye Iga lineer olmayan sonlu dinamik sistemlerdir.

Ornek 1. Bir canli organizma iki farklgekilde etkileniyor. Birincisi negatif etki,
ikincisi pozitif etkidir. Bu organizma negatif etla@ kagl tepki géstermiyor fakat pozitif
etkiye kagl bir tepki gosteriyor, bir tepki gostermiyor. Génlne alinan boyle bir drnek
icin sonlu otomata modelinin uygun olup olm&di inceleyelim.

Cozim. X ={¢..&. }={ pozitif etki, negatif etki }

z=1¢,..¢; }={ tepkivar, tepki yok}
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S:{Jil,diz}:{ sonuncu pozitif etkiye kar tepki var, sonuncu pozitif etkiye kartepki

yok }

Verilen bilgiler dgrultusunda bu sistemi yorumlarsakgee baglangic durumu
“Sonuncu pozitif etkiye tepki var “ ve ggri‘pozitif etki “ olursa ¢iks “tepki yok “ bulunur.
Ayni giris  ve durum altinda bir sonraki durum “sonuncu pbatkiye tepki yok”
olur.Girisimiz pozitif etki ise sistemde “tepki var “ dir gEr girisler negatif etki iseduruma
bakilmaksizin ¢iki“tepki yok “ olur. Diger durumlar da éncekilerin aynisidir.

Simdi verilen problemi karakteristik fonksiyonlarrgamiyla ifade edersek,

f,(¢,.0,)=4,, f,($,.0,) =4,
f.(¢,.0,) =0, f($i,.0,) =0,
f,(&.0,)=4¢, f,($,.0,)=¢,
f (&, 0.) =0, f($,.0,)=0,
elde edilir.

Ornekte de goriildiii gibi bir dinamik sistem incelenginde balangic durumunun
verilmesisarttir. Gercekten de elde edilen karakteristik fypkn yardimiyla her bir gii
semboline uygun cikkisemboll ancak ve ancak durum vepidde tek degerli olarak
belirlenebilir.

Bu nedenle bu tir 6zel dinamik sistemler igin rkiim bglangi¢ durumlar kiimesi
verildiginde onlardan hangisinin angic durumu oldgunu belirleyen ydntemler
mevcuttur.

Ornek 2. Verilen: Hareket yonii iki pozisyonlu gine tarafindan kontrol edilen bir
motor tekerlgi, sg& ve sol pozisyonlar sirasiyla tekeyile saat yonu ve saat yonindn
tersine donmesine yol aciyor. Tekerlek yonungidiedigi an gosterge yaniyor.

X = {sag, sol}
Z = {lamba a¢ik, lamba kapali}

S = {saat yonii, saat yoniiniin tersi}

Eger o anki durum saat yonu ve girdigsaeya o anki durum saat yonundn tersi ve
girdi sol ise durum dgsmez ve ciktl ise lamba kapalidirgdt o anki durum saat yoni ve
girdi sol ya da o anki durum saat yonunin tersgvei sgs ise durum d@sir ve cikti da
lamba acik olur.
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Not. Eger f,(x,,s,) = f,(X, ) ise boyle sistemlerssi&ar sistem denir.

Genel olarak gkar olmayan sistemleri gz 6niine al@za

Baslangic durumuna Igh olan her sonlu sistemin istenilen gimlizisine uygun
tepkisi (¢iks dizisi) belirlenemez. ger baglangic durumu Onceden verilgnise veya
gerekli slemlerden sonra BEngi¢c durumu belirlenebiliyor ise, o zaman hersgilizisine
uygun ciks dizisi yani sistemin tepkisi belirlenebilir. Bu denle sonlu sisteme §la
bircok uygulamali problemde $angi¢c durumunun belirlenmesiarttir. Bunula ilgili
asagidaki teoremi inceleyelim.

Teorem 3.1. Asikar olmayan M sonlu otomatasi verignblsun. Eer sonlu
otomataninf, ve f_ karakteristik fonksiyonlari belirli ise istenilagiris dizisine uygun
cikis dizisi tek dgerli olarak belirlenemez.

Eger karakteristik fonksiyonlarin gindas;, balangic durumu da verilniise
istenilen girg dizisine uygun cilkgidizisi tek dgerli olarak belirlenebilir.

Ispat. f, ve f_ fonksiyonlari verilmg olsun. M aikar olmayan dinamik sistem
oldugundan en az oyler, , o, durumu ve en az Oyle bi, semboll vardir ki sisterw,
durumunda oldgundaé,’ a tepkisio, durumundaé,’ a olan tepkisinden farkl olacaktir.
f.($n00) # 1.(¢0.00)
olur. O halde ,¢,,¢, ..., ¢, dizisine uygun tepkilero,ve o, durumlarinda farkl

olacaktir. Goruldgu gibi balangic durumu belli olmayan bir sistemde bir gidizisi
bulunabilir. Fakat bu diziye uygun cskalizisi tek dgerli olarak belirlenenmez.

Farz edelim ki, karakteristik fonksiyonlarin vemsiyle birlikte o, (baslangic)
durumu da verilmi olsun. O halde istenilerfjl,{jz,..., '3 giris dizisinin etkisiyle M
sisteminin son durumu belirlenebilir. Gergektertiglevarimla bunu gosterirsek;
k=0 icin o; vardir. Clnkuo; balangic dgeri olarak verildi. k i¢in ¢; durumunun
belirlenmg oldugunu kabul edelim. Buna gore,

g, = (<. 0,)

dir Boylece herkicin o; durumu da belirlenmgiolur . Diger yandan f, karakteristik

fonksiyonu da verildii igin,
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ij = fz(éik'aik)
esitli ginden herk ( k=12,...,1) degeri icin yukaridaki gitliklerden teorem ispatlanmi
olur.

Eger karakteristik fonksiyonlarin ginda o, baslangic durumu da verilgiise

istenilen girg dizisine uygun cilkgidizisi tek dgerli olarak belirlenebilir.

3.2 I¢ Yapidan Durum Kimesinin Belirlenmesi

Bu konuda orta veya tepki gigkenlerini olwturan dgiskenlere bgimli
degiskenler diyecgiz. Sistem davragini belirleyen tim d&skenleri kurmak igin yeterli
bilgi, verilen sistemin i¢ yapisinda mevcuttur. Ag Ornek zamandaki ggri
degiskenlerinin dgerleri ve bir dnceki 6rnek zamandakigoali desiskenlerin dgerleri
bilinirse herhangi bir 6rnek zamandaki tingivali desiskenlerin dgerlerini tahmin etmek
mumkuindiar. Boyle durumlarda sistem igin bir durugimiesinin derlenmesini metodik
olarak aagidaki gibi gerceklgirebiliriz.

Verilen bir sistemin gig desiskenleri x(,x®@), .. x® | cikis desiskenleri
zW 2@,z ve baimh desiskenleri dey®,y@ ... y™ olsun. ( Tum bgmli
desiskenler ¢iks desiskenlerini bulundurur. ) Farz edelim ki; hergoah desisken y®)
icin sistemin yapisisagidaki denklemi sglasin.

7 = g (2P 2P, 20,y v D 8.1)
Asagidaki prosedirde gyidesiskenleriX alfabesi ile ifade edilir.
X=XV x?g..@xW
BuradaX®,i = 1,2,..,u x® alfabesidir. Ciky desiskenleri tek birz desiskeni tarafindan
Z alfabesi ile gosterilebilir.
7=Z0@z%g..0zMW
BuradaZ®,j =1,2,..,w , zU) alfabesidir. Benzegekilde ba&ml desisken tek biry
tarafindany alfabesi ile gosterilebilir.
Y=YOY®®.r"
BuradaY®, k = 1,2, ...,r, y® alfabesidir. O halde (1.1.) denklemi
Yo = Gy Xy, Yp-1) (3.2)
seklinde olur. Her cilgideziskeni ayni zamanda pamli degisken oldi@gundan
zy = 97 (Xy ) Yv-1) (3.3)

31



BOLUM 4 — GECIS TABLOLARI VE GEC iS GRAFLARI __Muhammet CANDAN

dir.
Yukaridaki formilleri sonlu bir sistemin standadrékteristik formullerine dorttirmek
icin s degiskenisu sekilde tanimlanir.
Sv = Yv-1 (3.4)
O zaman S alfabesi
S=Y 3.5)
ile verilir.

(3.2)ve(3.3) denklemleriu sekilde yazilabilir.

Yo = fs(xp, ) &B.
Zy = fz(Xy, Sp) (3.7)
(3.4) ve (3.6) ‘ den
Sy+1 = fs(Xv, Sp) (3.8)

elde edilir. (3.7) ve (3.8) denklemlerinin istertarakteristik fonksiyonlar oldiu goralur.

Sonug olaral§ alfabesi, verilen sistemin tanimlanmasinda yebarlkiime olgturur.

£ y{l}
Uin o 1 d;
21
- I - - li‘“
(2) y3)

r—d:r—lﬁ-—-—da

Sekil 3.1. Ag 6rnegi
Ornek olarakSekil 3.1 teki & distunelimy;, kablosu herT saniyede bir nabiz

oraninda0 ve 1 dgerli nabiz olgturan bir kaynga baldir. Ornek zamart, nabizlarin
olustugu anlar olarak alinird,, d,, d; elemanlar T saniye icin gelen nabizlari depotar v
daha sonra bir sonraki elemana bunlari iletir. Mmednti O ya da 1 nabizlarini Ureten
onemli bir organdir. Ayni zamanda sirasiyla gelen nabzihya dal olup olmamasina
baghdir.

Onemli olanv,,,, kablosunda gériinen nabizgeeidir. t, zamaninday;,, tizerinde
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gorunen nabzin dgeri, x( giris degiskeni olarak alinirt, zamanindav,,, lzerinde
gorunen nabzin geri, z(V cikis desiskeni olarak alinir;t, zamanindad,, d,, d; de
depolanan nabizlarin gerleri sirasiylay®, y@, y®) bagimli degiskenleri olarak alinir.
X = {0,1}

7 ={0,1}

S ={(0,0,0), (0,0,1), (0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)}

Ag tasarmindany” = x{", y{% =2V, y& =@ eitlikleri goralir. z$;

vy xP ve y¥ seklindeki degerlerin buyiikligii olarak farz edilir. Bu kantilari

kullanarak

1 1 1 2 3 2 1 1 2 3
n =g 2D wP =0, vh vy ve

v = g3, ¥y, yP,y3) fonksiyonlar Tablo 3.1 de gosterigdi gibi
hesaplanabilir.
s’ nin tanlmlndany(i)l, yﬁ)l ve yﬁ)l sltunlarindan okan alt tablodaki her satuw;,

v
durumunu gosterir. Alt tablodgxél), y,fz), ve y,f”sijtunlarlndan okan her satirs,

durumunu gosterir.
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Cizelge 3.1Sekil 3.1 sistemi igirg, fonksiyonlar

Sy Sy+1

1 1 2 3 1 2 3
Sl A A B ASOAN I VS B O A

~

<

_ O R O R O R O R O R O PR O R O
O = U = T < R < B < R < B < R )
S S = G < T < T < T < SN S G S GO G O T < T
R, Rk O O R R O O R R O O R R O O
R, O R O R O R O R O R O R O R
S S < T S U S O < T = W < T < T < T S S e B
O S = O = T = T e N e S S W S G S O o O < B < N )

3.3. Alternatif Bir Model
Tanim 1.1 ile gOsterilen esas modeleskdr gelen her sonlu durum otomatasi ,
simdiki ¢ikis sembolinin sadecgimdiki durumun fonksiyonu oldgubir otomataya
dondstiralebilir. (x,, s,,) sirali ciftine git olan birs,,” deziskeni tanimlanarak bu dogiim
tamamlanabilir. Bu ylzdesi nin icinde bulundgu bir S’ alfabesi
S'=X®S (3.9)
ile verilir.

Tanim 3.1. deki karakteristik fonksiyonlari kullaakz, ;
zy = f7 (sp) (3.10)
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seklinde ifade edilebilir.
s’ tanimindan ve Tanim 3.1. den
Sp+1 = (Kpr1r Spr1) = (prn, f5 (X, Sp)) (3.11)

51’;+1 = f;"(xv+115v,) (3-12)

Denklem (3.10) ve (3.12) ; durumun yalnizca gikelirledigi , bir sonlu durum otomatasi
icin alternatif bir model tanimlar.ger gosterilen sistemin ggralfabesinin buyuklgi p ve
S durum kiimesinin biyuk§il n iseS’ nin blyUklEininnp olaca gordldr.
(3.10) ve (3.12) denklemlerinde alternatif bir rethe bir sistem her zaman
Tanim 3.1. deki karakteristik fonksiyonlarla ifaddilebilir. O haldes, = s,_; yazilarak
(3.10) denklemi

zy = f7 (sp) = fz (s (v, Sp-1"))

= fz(xv , $v) (3.13)

s, nin tanimindan v€3.12) den
Sps1 =Sy = f§ (%, Sp_1)
= fs(xy, ) (3.14)
(3.12) ve (3.13) esas modelin karakteristik fon&sly gibi tanimlanabilir.
Bir model tarafindan ifade edilen her sistergedlimodeller tarafindan da ifade edilebilir.
Alternatif model icin gerekli durum kimesi, genkléi esas model igin gerekli durum
kimesinden daha getir. Fakat matematiksel olarak bakgtda c¢c6zim yodnteminin

farkli olmasindan dolayi kullanilabiligi vardir.
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BOLUM 4
GECIS TABLOLARI VE GEC iS GRAFLARI

4.1. Giris

Girig alfabesi , cilg alfabesi ve durum kiumesi ile verilen bir sonlu mgtalar
sistemi tablo, graf ve matris yardimiyla formulUedilebilirler. Bunlar verilen sistemin
karakteristik fonksiyonunu gercekleyen birer gGgéetir.

4.2 Gegs Tablosu

Geck tablosu tim yazilmasi muoamkar(x,,s, siyah ¢ifti igin f, ve f

z S

fonksiyonlarinin dgerlerini gosterir. Gig alfabesi X :{51,52... ¢, } ,
cikis alfabesiz :{51,52 e } ve durum kUmesB:{al,O'2 ...0, } olan bir otomatanin
geck tablosu gagida verilmitir. Bu tablo, sirasiylaf, ve f_fonksiyonlar olmak tzere

z,,S,., fonksiyonlarini gésteren, birbirine gaiki alt tablodan olgur. Tablonun solunda
satirlari tim durumlari, sttunlar tum gisembollerini géstereceadekilde bir hicre vardir.
o; ve ¢ girisleriyle z, alt tablosundaf, fonksiyonu bulunuio; ve ¢ girisleriyle s,,, alt
tablosunda f; fonksiyonu bulunur. Bu kallar altinda f, ve f_ fonksiyonlari belirli,

sinirh olmayan otomatanin karakteristik fonksiyamndiir. Bu fonksiyonlar tanimlanan her

(x,,S,) sirali ¢ifti icin tek olmak zorundadir. Bu ylzdesrhsatir ve sltunun kgsninde
z, alt tablosuZ nin sadece bir elemanins,,, alt tablosu daS nin sadece bir elemanini

icermelidir.
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Cizelge 4.1. Gegitablosu

Z Siu
X,
s, L& ] £ &1 &) g,
Ul
a, €020} den| {o,,0,..0, } den
secilen cikglar secilen durumlar
Jn

Simdi  yukaridaki 6rnekte analiz  eftmiz  problemin  karakteristik
fonksiyonlarindan yararlanarak bu fonksiyonlara skér gelen geg tablosunu
olusturalim.

Cizelge 4.2. Gegitablosu orngi

Z Sia
X,
$iw | S | S | S
L L <L 6L | g, | o
g, ¢, | ¢, | o, | o,

4.3. Gegs Tablolarinin Sayisinin Belirlenmesi

Geck tablolarinin 6nemli bir uygulamasi sonlu durum noédalarinin bazi sinif
elemanlarinin sayilmasidir.. Bir otomata sinifi,cigetablosunda durum ve c¢gki
sembollerini etkileyen kisitlamalar sinifi gibi tavlanabilir. Bu kisitlamalari ggayan tim
olasli tablolarin kurulmasiyla 6zel sinif sayillabiilnumaralandirilabilir) Bu uygulama daha
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sonraki bélimlerde bazi otomata siniflarinin bugigltlhesaplanarak gosterilecektir.
(n,p,q) Otomatalar sinifi

Ozel olarak gig alfabesiX :{51,62... $, } , Cikis alfabesi
z={¢,¢,... ¢, }ve durum kimesiS={0,,0,...0, } olan bir otomatanin (n,p,q)

otomata sayisi:
Ny pq = (@)™ (4.1)
dir.
Basit Minimal (n,p,q) Otomatalar sinifi

O i, jicin i#j vef,(é.,0)% f,(&,0,) olacaksekilde en az birk varsa
(n,p,q) otomatasina basit minimal otomata denjalt tablosunda tum satirlar farkl olan

bir geck tablosu basit minimal otomatayi karakterize eBéyle otomatalarin sayisi ;
n-1
N'n,p,q :npnl_!(qp_r) (42)

dir

N'npq NIN negatif dgerleri sifir olarak yorumlanir..

Basit Sadelstirilebilir Otomatalar Sinifi
Asagidaki sartlar (n,p,q) otomatasinin gegitablosunda varsa (n,p,gJomatasina
basit sadelgirilebilidir denir.

z,ve s,,, alt tablolari boyunca 6zg®lan ya da her,,o; ile yer deistirildi ginde en az bir
o,,0; satir cifti vardir. Ber bir otomata basit sadgigilemez ise tum satirlari
( hem z, yi hem des,,, yi ureten satirlar) farkli olan bir ggciablosuna sahip olmalidir.

Basit sadelgirilemeyen N, ,q Otomatalarinin sayisi ;
n-1
N"npg < |'![(qn)p = r] (4.3)

dir. Buna gore buradan basit sadetiebilir (n,p,q) otomatalarininN ", pq sayisinin Ust

SINITt;

N"npa 2 (qn)™ - |j[(qn)p ~1] (4.4)
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ile belirlenir.

4.4. Gegs Grafi

Sonlu otomata sistemlerinin ifade eglilyéntemlerinden bir tanesi de graf
yontemidir. Gegi grafi adini verdiimiz bu grafi, sonlu sistemin durumlarini belirlaye
koseler ile bu k&eleri belirli bir kuralla birlgtiren yoni olan kenarlar topluiu olarak
distinecegiz.
Giris alfabesi X ={&,&,... &, } , cikis alfabesiz ={¢, ¢,... ¢, }ve durum kiimesi

s={o,,0,...0, } olan

S fs(xw‘gv) (45)
z, = fz(%,.8,) (4.6)

karakteristik fonksiyonlu sonlu otomata sistemingrildigini farz edelim.
f(x,,0,) = o, ozelligine sahipx, degerler kimesinix; ile gosterelim. Ayrica,
f,(& o) =¢, oldugunu dglnelim. h=0212..r olsun.
(& 10V (&, 18 V-V (&,12))
o, g,

Sekil 4.1. Geg grafi

Bu gdsterim gagidaki gibi okunur.

Eger sistemo; durumunda ise ge ¢, semboll verildiinde ciksta ¢, sembolu
bulunur ve sistenu; durumuna gesiyapar. ¢, semboll verildiinde ¢, cikisi elde edilir
ve sistem tekrar o;durumuna gesi yapar. Busekilde devam edersel§, semboli
verildiginde ¢, cikisi elde edilir.

Goruldgu gibi sonlu sistemlerinX, Z,S kiumeleri ve karakteristik fonksiyonlari

verildiginde uygun geei tablolari yazilabildii gibi yukaridaki 0zellge sahip
yonlendirilmis kenarlari yazmakla gecgraflar olgturulabilir.
Buradan yukaridaki dérnekteki modelin gegrafi gagidakisekilde elde edilir.
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&1¢,

I

1o > e

Sekil 4.2. Geg grafi orngi

(7140) (7 /0) (d/0) V {n/0)V (uf0)V (A /0)

(7 /1)

{#r/0]

(n/0)

(nfo)v {u/o)v( A /o)

(5 9

(d/0) (d/0) (n/0)V{u/o)v (A /0)

Sekil 4.3. Al otomatasi i¢in geggrafi
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BOLUM 5
BAZI ONEML i ALGORITMALAR

5.1. Durum ve Alt Otomatalarin Siniflandiriimasi

oi verilen herhangi bir durum olsua; durumuna dgen (dokunan) bir kenarger
bir bagka durumdary; durumuna dgru yaklgiyorsao; nin yakinsayan (converging) bir
kenari, veyas; durumundan bga bir duruma dgru gidiyorsaos; nin iraksayan (diverging)
bir kenari ya das; durumu etrafinda déntyorga nin yansiyan (reflecting)bir kenaridir

denir.

'D'!_\Etpn £

x

Rofleeting
branch o

Sekil 5.1. Ozel kenarlar
Yakinsak ya da iraksak kenarlari olmayan bir duagagidaki durumlardan biri

R —

olabilir.

1) Gecs Durumu. Yakinsak kenarlari olmayan fakat en az bir iraksakari olan
durumdur. Boyle bir durum en az birgdr duruma neden olur. Fakat bir kez terk
edildiginde (vazgecilginde ) ulgilamaz.

2) Kalici Durum. Iraksayan kenarlari olmayan fakat en az bir yakyas kenari
olan durumdur.Béyle bir duruma en az birgeti durumdan ukalir. Fakat bir kez
ulasildiginda terk edilemez (vazgecilemez )

3) Ayrik (Ayrilmis) Durum. Yakinsak ve iraksak kenarlari olmayan bir
durumdur. Boyle bir durum bka durumlara neden olmaz ve herhangedidurumlardan

elde edilemez.
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(/1)

{2/0) V (B/0) V (%/1)

2 _—
"2/ (af1) ¥ (Bf0) ¥ (/0

(a/0) V (B/D) V (5/1) (B/1) (/1) ¥V (B0} V (/1)

Sekil 5.2. Otomata A2

Sekil 5.2" den 1 ve 5 durumlarinin gecici, 2 ve 4ruwularinin kalici ve 6
durumunun ayrik durum olg@u goraldr.

Bir otomatanin durum kiimesinin iki ya da daha fattakimeye bolinmesi acgikca
her bir alt kimeninSekil 5.2.'de gO0sterildii gibi sinirlanmasiyla gercelgdie.Kutu
icerisinde gosterilen otomatalarin her birinecadtmata denir.

Sekil 5.3. Otomata A3

42



BOLUM 5 — BAZI ONEML i ALGORITMALAR Muhammet CANDAN

Cizelge 5.1. Otomata A3

Ep Fpgl

R
=
R
™

=10 "R B == -
O - S-S S |
-:::-:::-n:-:-a:n—n-n-
U T |
L= ﬂ:l;h oo oo e

Sekil 5.3. ve Cizelge 5.1 durum kimeSi= {1,2...9} kimesininS; ={1,4,7} , S, =

{2,5,8}, S5 = {3,6,9} olarak ¢ alt kimeye ayrilgini g0sterir.

Her bir alt otomatayla ilgili gecici, kalici ve ial alt otomatalar gecici, kalici,
ayrik durumlar gibi durum ile otomatanin isimlenryer deistiriimesiyle aynisekilde
tanimlanir. Gegi diagrami, durum kimelerinin bazi 6zel alt kimelden gegi , kalici
veya ayrik alt otomatalari belirlememiz acisindaziebe olanak s#ar. Sekil 5.3 ten ;
Sinin kalici alt otomataS, nin gecici alt otomataS; nin ayrik alt otomata oldiu
cikarilabilir.

5.2.G,(S;) Kimesi

G (S;) ; k ya da daha az uzunluklu gidizisi ile
S; = {ail,al-zai3 ...air} durumlarindan ukalabilen M otomatasinin tim durumlar kiimesini

gostersin. OzellikleGy(S;) = S;. G1(S;), S; ile M nin geci tablosunung; , 0,0, ... 0;_
satirlarindaki ttins,,; girislerinin birlesimidir. Bunun yanindaG,(S;) M geck grafinin
kontrol edilmesiyle diizenlenebilir.> 1 icin G,_(S;) verilsinG, (S;);
Gr(S)) = G1(Gp-1(S)) (5.1)
arasindaki igki ile belirlenebilir.
G (Si) = Gy—1(Sy)

oldugunda negatif olmayan tim u tamsayilari igin

Grau(Si) = Ge1(Sy) (5.2)
dir. Gergekterk = k + 1 igin

Gr+1(S) = G (S;) = Gr—1(S))

43



BOLUM 5 — BAZI ONEML i ALGORITMALAR Muhammet CANDAN

dir. Bu sekilde devan edersek tiimevarimdan (5si)igi elde edilir. Bu yizdenG,(S;) ,
herhangi sayida giridizisi ile S; nin durum kimelerinden djur. G(S;) ile gbsterilen bu
kiime gagidaki algoritma ile belirlenebilir.

Algoritma 5.1. S; verilsin.G(S;) i bulmak icin

(1) Gy (S;) = S; olsun.k = 1 olsun

(2) G (S:) = G, (Gy—1(S))) olarak belirle.

(3) @) Eger G(S;) # Gr_1(S;) ise k=k+ 1 (k y1 bir arttir demek) ve(2) ye
don.

b) Eger G (S;) = Gy ise Gi(S;) = G(Sy)
Eger G.(S;) # Gx_1(S;) ise Gr(S;); Gr_1(S;) den en az bir fazla eleman icermelidir.
Gy (S;) nin sayisi (blyudklg) M nin toplam n durum sayisirgraadgi (gecmedii) icin,
k<n-—r+1 i¢inGy(S;) = Gr_1(S;) dir.r,S; nin blyuklgudir. Boylece
G(S) = Gpr(Si) (5.3)

Algoritma 5.1. bu yizden step 2 nin en fazla r iterasyonunu gerektiriSekil 5.3. A3
otomatasi icirs; = {5,6} G(5,6) = {1,3,4,5,6,7,9} ile asagidaki algoritmayi gosterir.
Cizelge 5.2. Algoritma 5.143 ve S; = {5,6}

k. GL(S) = G1(Gy_4(S)))
0 5,6

1 4,5,6,7,9

2 1,3,4,56,7,9
3 1,3,4,5,6,7,9

S; tek biro; durumundan okuyorsacG (g;) ye o;-ulasilabilir kime denir vei (g;) , o; den
ulastlabilen tim durumlar kiimesini meydana getirir.
Teorem 5.1.0; veg; bir n durum otomatasinda iki durum olsurgeEo; e o; den
ulasilabiliyorsa, uzunlgu en fazlan — 1 olan bir gir dizisi uygulanarak ukalabilir.
Ispat.S; = {0;} oldusunda S; nin sayisi olam , 1 dir. Denklem (5.3)

G(0y) = Gn-1(0y) (5.4)
olur. Bu ; g; ulasilabilir kimesinin uzunlgu n-1 ya da daha az olan gidlizilerinin
uygulanmasiyla; den ulailabilen tim durumlarin kiimesi olgu anlamina gelir.

Eger ba olmayan S; kimesine ait, kalici ya da ayrik bir alt otomatasturan bir M

otomatasinin angic durumu bilinirse; M otomata$; ye ait olmayan tim durumlar ile
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bu durumlardan okan kenarlarin elenmesiyle (yok edilmesiyle) bagitiéebilir.
(sadelstirilebilir)

Basitlsstirilmis otomata her zaman orijinal sistemi yeterince ifadmemesine
karsin otomatanin sonraki davralarini ilgilendirdiginden yeterlidir. Elenen durumlara
hicbir zaman ulglamadgindan ve bu ylizden ifadenin bir parcasi olarak ramlgerisi
gereksiz oldgundan boyle devam eder. Opire A3 otomatasinin lséangic durumunun
oldugu bilinirse, durumlarirg, 3,5, 6,8 ve 9 oldugu zamanA3 Un sonraki davragianalizi
yapilabilir ve bu durumlardan ¢ikan dallar gediyagramindan elenir.

5.3.Hy(S;) kimesi

Hi (S;) ; kenarlarin yonlerinin 6nemsiz olglw k ya da daha az uzunluklu kenarlar
yoluyla S; = {0;1, 05 ... 0;;-} deki durumlara hdanan M otomatasinin durumlar kiimesi
olsun. Ozellikle Hy(S;) = S;. H.(S;), S; lerin birlesimidir; yani M geci tablosunun
0i1, Oj ... 03 Satirlarindakis, ., durumlari ile bu durumlarn icerisinde bulundurak
satirlarin birlgimidir. Buna ek olarak H,(S;), M geck grafinin kontrol edilmesiyle
olusturulabilir.

H_1(S;) verilsin ,k > 1, H,(S;) asagidaki iliski ile belirlenebilir.
Hy (S;) = Hy(H-1(5y)
H,(S;) = Hx_41(S;) oldugunda negatif olmayan tim u tam sayilari i¢in
Hye 0 (Si) = Hi—1(S;) (®.5
dir.

Bu ylzden H,(S;), yonl ihmal edilen herhangi uzunluktaki kenarlasinzinciri
yoluyla S; e baglanan tim durumlar kiimesini glurur. H(S;) ile gosterilen bu kiimenin
belirlenmesi gagidaki algoritma ile verilmtir.

Algoritma 5.2. S; kiimesi verilsinH (S;) yi bulmak icin

(4) Hy(S;) = S; vek =1 olsun.

(5) Hi(Si) = Hy(Hy-1(S)) belirle.

(6) (a) Eger Hy(S;) # Hi_1(S;) isek = k + 1 (k y1 bir artir)ve (2) ye don

(b) Hi(S;) = Hi-1(S;) ise Hi(S;) = H(S;) dir.

Algoritma 5.1 gibi, Algoritma 5.2 de 2. basamak fzla n — r iterasyon gerektirir.
Buradan, S durum kiimesinin sayisi we, S; nin sayisidir.
Tablo 5.3. deki A3 otomatas! ici$s; = {1,4} H(1.4)=1{1,2,4,5,7,8} oldusu
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algoritmay gosterir.
Cizelge 5.3. Algoritma 5.243 ve S; = {1,4}

k H,(S)) = Hi (H,_1(5))
0 1,4

1 1,2,4,5,7

2 1,2,4,5,7.8

3 1,2,4,5,7.8
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BOLUM 6
GECIS MATRISLERI

6.1. Birinci Mertebeden GesiMatrisleri

Geck matrisi, geg grafinda gorsel olarak uygulanagliemlerin matematiksel
olarak yorumlanmasidir. Bu yuzdeglemlerin bir gézlemci tarafindan ve gorsel olarak
uygulanamady yerlerde ya da gorsel yaklen gereksiz oldgunda geg matrisi daha
elverilidir.

Bir n-durum otomatasi icin n satir ve sltundansarhu gegs matrisi[M] ile

gosterilsin{a;, g, ...0,} ,M nin durum kimesi veb M nin geg$ grafindao; den

ij
o; durumuna giden gigicikis semboliine sahip kenar olsyM] nin (i,j). girisi e;; ile
gosterilir ve gagidaki gibi tanimlanir:
b;j sayis\, b;jvarsa
ei]- = {

0, b;jyoksa (6.1)

Matristeki g, durumu sirasiylas, satirina veo, sutununa karhk gelir. (6.2)

matrisi , A1 otomatasinin gegnatrisini gosterir.

1 2 3 4 5
1[(/0) (d/0)v (n/0) v (1/0) (u/0) 0 0
2|(m/0) (d/0)v (n/0)v (u/0)Vv(1/0) 0 0 0

|A1] = 3|(m/0) (d/0) V (u/0) V (1/0) 0 (n/0) 0 [(6.2)
4|(r/0) 0 0 (m/0)V (w/0)V(1/0) (d/0)
S5l(n/1) 0 0 d/0) Vv (u/0)Vv(1/0) (d/0)

p , M nin giris alfabesinin sayisi ispM] deki her satir tam p tane gigikis cifti
icermeli ve her bir cift farkh gigi sembollerini géstermelidia, durumunun yakinsak bir
dali o, sUtununda kgegen olmayan bir eleman tarafindan ifade edatjr.durumunun
iraksak bir dalig, satirinda kfegen olmayan bir eleman tarafindan ifade eddjr.
durumunun yansiyan bir dal igg sutunu ya da satirinda ¢ggen bir eleman tarafindan
ifade edilir. Bu ylzders, gegici iseo;, sutunundaki tim k@&gen olmayan elemanlar
sifirdir (o3, satirindakiler hari¢ ) ger o, kalicl iseg;, satirindaki tim kgegen olmayan
elemanlar sifirdir.(@;, sutunundakiler harig) ger o,ayrik ise g, satir ve sutunundaki
kdsegen olmayan tum elemanlar sifirdir.

Eger S; = {01,052 ... 0} ise G1(S;) kumesi; g4, 0;5 ... ;- satirlarinin sifirdan
farkll oldugu sutunlar ileS; nin birlegsimiyle olusturulurH,(S;) kimesi g;,0;; ... 01

satirlarinin sifirdan farkli oldw satunlar ileo;y, 0;5 ... g sutunlarinin sifirdan farkh
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oldugu satirlarin birlgimi ile ifade edilir.

Ornezin Al otomatas! icin[41] ; G,(1,2) ={1,2,3,} H;(4,5) = {1,3,4,5} ile
belirlenebilir. Bu ytzden gegimatrisinin 5.1. ve 5.2. algoritmalarini yorumlayaygun
bir ara¢ oldgu gorilmektedir. S; = {0i1,0i3 ... 0;-} nin M nin bir geg , kalici ve
ayrik otomatasini okturup olyturmadgini belirlemek icin sirasiyla birinci satir ve
sutundan bgdayarako;, 0, ... g, Satir ve sutunlarinin Ba durumda gostermek amaciyla
[M] nin satir ve sUtunlari siralanabilir. (6.3) te tgdiddigi gibi bu siralama (permuitasyon)
[M] yi dort alt matrise boéler[M;,],[M;,],[M51],[M5,]

[M;1] nin satir ve situnlaro;, g;, ... ;- dir. Tum girkleri sifir olan matris[0]
biciminde gosterilir. Eer [M,;] = [0] ve[M,,] # [0] iseS; nin gecici alt otomata,ger
[Mi,] = [0] ve[M,,]+ [0] ise kalici bir alt otomata ger [M;,] = [M,;] = [0] ise
ayrik bir alt otomata okiurdugu sonucuna varilabilir. Gegalt otomatanir{2,5,8}, kalici
alt otomatanin{1,4,7} ve ayrik alt otomatanif3,6,9} oldugu ve bu satir ve situnlarla

siralandgl A3 otomatasinin gegimatrisiSekil (6.4) te verilmgtir.

If[Mn] : [M;] 1|
M) =| : | 63
[[le] s [MZZ]J
1 4 7 2 5 8 3 6 9
i 0 B/1) (@/0) i 0 0o 0 0 0 0
4| B/0) (a/0) 0 i 0 0o 0 0 0 0
71 0o @uvEo o i o 0o 0 0 0 0
2| (a/0) 0 0 i 0 B/ 0 0 0 0
[43]=5| o0 (8/0) 0 : 0 0 0 0 0 0 (6.4)
8] 0 0 0 i (B/0) (a/1) O 0 0 0
3| o o 0 : 0o 0o 0 : 0 B/D) (@/1)
6] o 0 0 i 0 0o 0 0 (a/1) (B/0)
9 o 0 0 : 0 0 0 : (a/O)V(B/1) 0 0 |

S; ; kalicl ya da ayrik alt otomata ¢turdusunda[M;,] = [0] dir ve bu ylzden
[M;,] deki her satir tiinp giris-cikis ciftini icerir. Buradaki ; gig alfabesinin sayisidir.
[M] den[M,], [M,,] ve [M,,] nin silinmesiyle M ile ayni gigialfabesine sahip, Bansiz
r-durum otomatasi olarak bilinenx r lik bir [M;,] matrisi elde edilir.

Bdylece balangictaki matrise ukalir. Yani, ezer bir otomata kalici ya da ayrik alt
otomataya ait bir durumda ise bu alt otomatalataoédmayan tim durumlar ile bu

durumlardan c¢ikan tum dallar elenebilir. Ofime 1 durumunu ele alalin; alt
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otomatasina ait 1 durumundsve S; alt otomatalarina ait hicbir duruma gecilemez.
O halde 1 durumundan 4 veya 7 durumlarigamg bir sonuc¢ almak istiyorsak, ve
S5 alt otomatalarindaki durumlarin hicbir katkisi ywk Bu durumlar o zaman fazlaliktir.
Bunu tehis problemine benzetebiliriz. Burada énemli olateyli olan tedavi yontemini
kullanmaktir.
6.2. Yuksek Mertebeden GegiMatrisleri

Geck grafinda bir durumdan bir gir duruma gecen k kenardan g@lo bir diziye
(x)
P;

yol denir. Burada yolun uzunlgu olarak alinir i O durumundarp; durumuna gegen

k uzunluklu tim yollarin kimesi olsum]@ , 0; yi oj ye b&layan 1 uzunluklu kenar
olupmy; olarak yazilir. ger m;; bos ise yani ;o; yi o; ye b&layan bir tek kenar yoksa;;

nin sayisal dgeri sifirdir.

L]
s @ @Ol
& O

Sekll 6.1.1'[1111'[ il = T 4j yOlU

o; durumundanc; durumuna gecen k uzunluklu bir yal; kenarindan bdayarak
1,1, - T,_,j K€narlarinin eklenmesiyle devam edergkm,, ..., ; sirall garpimiyla

gosterilir. Ezger gosterimde boyle bir kenar yoksa tim carpint sifir. Yollarin kiimesi
sirall olmayan carpimlarin toplami olarak yaziHer bir carpim kiimenin bir elemanini

gosterir. Bu yuzden

& _
Pij = Zf’l=1 Zf’z=1 ---Zflk_l T, T, oo Ty (6.5)

dir. Burada sifir bilgenler olmayan yollar olarak yorumlanir.

Lemma 6.1.
k+1 K
pIHD = 3y, PO (6.6)
dir.
Ispat: (6.5) kullanilarak
K
3=1Ttiuplgj)= et T (2 1 X o e 2 T, T, o T )

= Zu=1 Zf’l=1 Zﬂ=1 Zf]k_l Tiu Tl T 10, o Ty (6.7)
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w inidisinin Iy ile , I, indisinin (h = 1.2....k — 1 ) ;44 ile yer dgistiriimesiyle
K K
u= 1T[luP( ) = = Yli=1 2ly=1 - 2l Tl T 1, - Ty = P( = (6.8)
n durum otomatasi icin k. mertebeden getiatrisi [M]% ile gosterilir. n satir ve n
suitundan olgan [M]%) matrisi[M] matrisi gibi olgturulur. [M]%®) matrisinin (i,j). elemani

(k) ile gosterilir vesu sekilde tanimlanir.

k k
ef) = P (6.9)

ile tanimlanirk = 1 igin
el =PV =m; (6.10)
dir.
[M]® , [M] olarak yazilir ve[M] deki sifirdan farkli her (i,j) girdilerining;; ile yer
degistiriimesiyle elde edilir.
Yuksek mertebeden gegnatrislerinin carpimisgidaki gibi tanimlanir:
Eger [A] matrisinin (i ,j). girdisia;;, [B] matrisinin (i ,j). girdisib;; ve[C Z] = [4] .[B] nin (i
J). girdisi ¢;; ve bu matrislerin her bin X n lik yiksek mertebeden gegnatrisleri ise
Cij = Xu=1Qiyby;j (6.11)
dir. a;,, ve by girdilerinin carpiminin (genelde her biri carpamh toplamidir.) toplamaya
gore birlame ve dailma o6zellikleri olup dgisme 0Ozellgi yoktur.bu yizden ylksek
mertebeden gegimatrislerinin , her bir carpimda;, b,; ¢arpiminin sirasinin korunmasi
disinda siradan matrislerin carpimiyla aynidir. Clnkfib, ; # by ja;, dir.
Lemma 6.2.
[M]*+D = [M][M]®) (6.12)
dir.
Ispat. [M] matrisinin (i,j). elemanle( ) = = m;; dir. [M]® matrisinin (i,j). elemani

(k) P(k) olsun.[M][M]® matrisinin (i,j). elemani

k k+1 k+1
u= 1Ttluplgl) = P( = ei(j+ ) (6.13)

olur.Bu da[M]*+V matrisinin (i,j). elemanidir. Béylece ispat tamamt.

Teorem 6.1 [M]%® nin (i,j). girdisi; M otomatasinda durumundanc; durumuna
gecen k uzunluklu tim yollarin kiimesidir.

Ispat. [M]™ ile [M]¥ ifadeleri birbirine denktirk = 1 icin esitlik gecerlidir. Ezer

50



BOLUM 6 — GECIS MATR iSLERI Muhanet CANDAN

esitlik k=h icin gecerli ise (6.12) ile
(104D = (M) = [M][M]" = (]2 (6.14)
k > 1 icin timevarimla gtlik saglanir.

Teorem 6.1, bir durumdan g@hr bir duruma gecen k uzugundaki yollarin
kiimesinin[M]yi k. kuvvetine yikselterek sistematik biekilde bulunabildiini gosterir.
Matriste gosterildii gibi her yolla ilgkilendirilen alt indisler, yolu olgturan dallar
tanimlar. Gegi grafini veya matrisini gbz 6nine alarak bu datlasaretleri ve yolla
ili skilendirilen giris-¢ikis dizileri tanimlanabilir.

Ornesin A1 otomatasi icin[A1] ve [A1]? matrisleri sirasiyla birinci mertebeden
geck matrisi ve ikinci mertebeden geagnatrisleridir.[A1]? den aciktir ki durung’ten
durum?2’ ye yol alan2 uzunlygunda?2 yol vardir.Bunlarrs,m;, ve ms,m,, dir ve durum2
den durumd veya5 e giden2 uzunlgunda higbir yol yoktur.

Bununla berabgA1]? ve [A] matrislerine bakildnnda; durum2’ ye nd veyann
veya A giris dizilerini uygulayarak durund ‘ ten ulagilabildigini ¢ikarabiliriz.Cunki
[A1]? matrisinin  (5,2). elemanits;m,, dir. ms; , Al otomatasinda(m/1) giris GiKis

ciftine kasilik gelirken m;, ise (d/0)V (n/0)Vv (1/0) qgiris-cikis ciftine kasilk

gelmektedir
1 2 3 4 5
1 [T11 Ti2 T3 0 0 1
2| M1 M 0 0 0 |
[A1] =3 1|m3; m3, 0 w3y O (6.15)
4 l7T41 0 0 T4y Tys
5 Tl5q 0 0 Mgy Tigg
1 2 3 4 5
1 [11Tqg + g T + Wy3M3y  MyqTp + MypMpp + My3Mzy  MqgMy3 1334 0
o 2 T117p1 + T22Mp T12Mp1 + T22Ma 21713 0
[A1]2 = 3 |m3qTqq + T3pTp + M3aTyy 31T + T332, 313 Tl34T44 Tr34Tl4s5 (616)
4 1Ty Mg + TyaTyy + MysTlsq T41M12 TMyTly3  TaaTaq + MysTsy  TyaTys + MysTlss
5 L5 myy + M5qMyy + M55 51712 T51My3  T54Maq t MssTsy  MsaMys + Ms5T55

Ayrica yukaridaki iki matristen de goriilgiii gibi [A1] matrisinde 1 durumundan 4
durumuna giden 1 uzunluklu yol yok ikgd1]?> matrisinde 1 durumundan 4 durumuna
giden 2 uzunluklu bir yol vardir. Verilen herhargi otomata igin ger bir durumdan ¢er
bir duruma giden herhangi uzunluklu yol yoksa mnmki adimda ayni durumdan yine
diger duruma giden yol olabilir.

[A1]? matrisinde 2 durumundan 4 durumua giden yol yokfymi sekilde [A1]
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matrisinde 2 durumundan 4 durumuna giden yol yoRiurotomatanin gegimatrisinde
bir durumdan dier duruma giden herhangi uzunluklu yol olmamasiiagarumlar
arasinda daha kisa uzunluklu yollar olmayacak amangelmez. Bu 6rnek incelenen
sistemin yapisindan kaynaklanmaktadir. @imeA4 otomatas! icin otomatasinin bu
Ozelligi sgglamadgini gorebiliriz.

Cizelge 6.1. A4 otomatasi

| Ty 8 gl
|
E'Ir o ! i o i
1| 0 1 3 | 2
2 | 2| o | 2 | 2
3 : G B e e 1

(o f0)
(B/1)
[aefO) W (3 f0)

(@)

()
Sekil 6.2. A4 otomatasi icin gecgrafi

Cizelge 6.1. véekil 6.2’ e gore A4 otomatasinin gegnatrisini inceleyelim.

1 2 3
1 0 B/1) (a/0)
[A4] = 2 0 B/0) (a/1) (6.17)

3[(@/0)v(p/0) 0 0

1 2 3
1 0 myp my3
[A4] =2 0 myp T3 (6.18)
3lny; O 0
1 2 3

[A4]? = 2 |T23T31  T2aMay  TpMo3

(6.19)
3 0 31712 T31Tq3

1[”137731 USVYYY 7T127T23]
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[44]? matrisinde 3 durumundan 1 durumuna gecen yol yokKdn matrisinder;; yolu
vardir.

6.3. Geg§ Iskelet Matrisi

Cogu problemde yiksek mertebeden gegiatrislerinin detayli gigieri gerekli
degildir ve ¢ozumler daha basit giriozellikleri olan skeleton ( iskelet ) matris ollara
adlandirilan matrisin kuvvetleri diintlerek elde edilin durumlu M otomatas! igin
skeleton matris n satir ve situndansalwe [M] matrisi gibi qu;turqup[M] ile gosterilir.
Bir [M] matrisinde (i,j). elemanié;; ile gosterilir. Eger b;; ; M otomatasinda;
durumundary; durumuna giden kenari gosteriyorsa ,

~ 1, b;j varsa
_ { (6.20)

€ij 0, b;; yoksa
dir.

[1\77] matrisi ,[M] ve [M] matrislerindeki sifirdan farkli her bir elemanaddgeri
verilerek olyturulur. Yani; [M] matrisi M otomatasinda; durumundans; durumuna
gecen kenar sayilarinin toplamidir.

Teorem 6.2. [#]" matrisinin( i, ;). elemani ; M otomatasinda durumundary;
durumuna gecgeh uzunluklu yollarin sayisingitir. (k = 1,2...)

Ispat. k = 1 icin teorem , matrisin yapisi itibariyle gimdur. Farzedelim ki teorem
k icin dogru olsun. [M]k nin (u,j). girdisi &,;% ile gdsterilens, durumundang;
durumuna gegeh uzunluklu yollarin sayisidir.

[#][#]" = []""" matrisinin i, j ). girdisi

&; 0 = n_, 6y, (6.21)
ile verilir. g, * a tek bir dal yardimiyla; den ulalllrsaéuj("), 1 ile carpilir, aksi taktirde
sifirdir . Bu yiizderg;;**Y ¢; durumundaro; durumuna gegeh + 1 uzunluklu yollarin
sayisina gttir . Tumevarimdan het > 0 i¢in teorem dgrudur.

Soruda 6zellgnis durumlar ile dallar arasindaki yollarin v@rhin ve sayisinin

ilgili olmadigi problemlerde iskelet matrisinin kisa sayisal forkallanilabilir .k <n —1

“in ardisik degerleri igin [[\71]k “ yI kullanarako; den o; ‘ ye yol alan minimal yollarin
sayisi belirlenebilir . fer [I\A/i]k_1 matrisinde(i,j ). girdi sifir , [M]k deki ise sifirdan
farkl ise bu gir ( k uzunluklu ) minimal yollarin sayisidir .ger [1’\71]71_1 matrisinde

(i,j). girdi sifir ise yol yoktur.
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(6.22)-(6.23) matrisletgekil 4.3 Al otomatasi igin iskelet matrisinin yapisve bu

matrisin 2. ve 3. kuvvetlerinin yapisini gosterir . Orgia [ﬂ]3; uzunligu 4 ten az olan
herhangi bir yol ile 2 durumundan 5 durumunasiganayacgini ve 3 uzunluklu 9 farkli

yol ile 4 durumundan 1 durumuna glabilecesini gosterir

1 2 3 45

111 1 1 0 0

211000
[A1]=3]1 1 0 1 0 (6.22)

4[10011]

s1. 0 0 1 1

1 2 3 45

13 3 1 1 0

. 222100|
[41]" =313 2 1 1 1 (6.23)

4[31122J

51311 2 2

1 2 3 45

18 7 3 2 1

~3255210]
[41]"=3]|8 6 3 3 2 (6.24)

419 5 3 5 4

59 5 3 5 4

Bir kenar birden fazla gigicikis ciftine kasilik gelebildigi icin [1\77] deki sifirdan
farkli bir (i,j) elemanining; den o; ‘ ye giden k uzunluklu gisi dizilerinin sayisi olmasi
gerekmedii fark edilebilir. [1\77] matrisi, yol sayisindan ¢ok girdizilerinin sayisi ile ilgili
ise [[\71’] ile gosterilen ve (i,)). elemaré'[j olan dgistirilmi s iskelet matrisi tanimlanabilir.

79{,- _ {bijile isaretler(;fnliiji]]i;‘lisiglekls cifti sayisi (6.25)
[1\77’] , [M] deki sifirdan farkli her eleman ile bu elemanfiadan icerilen gig cikis cifti
sayis! ile yer dgstirilerek [M] den elde ediIebiIir.[IVI’] matrisi h tane gigicikti ile
isaretlenen her kenarin h tane paralel kenar il&kaydugu ve her birinin tek bir gisicikis
cifti isaretlendgi M iskelet matrisi olarak kabul edilebilir. Ayirmaperasyonu herhangi bir
yolda icerilen kenarlarin sayisini, yollarla ifa@elilen girg-¢ikis sayisinin gtli gine
zorladgl igin [[\71’]k matrisinin (i,j). girsi o; den g; * ye giden k uzunluklu gisi dizilerinin

toplam sayisi ile bir olmak zorundadir.
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(6.26) ve (6.27) matrisleri A1 otomatasi icinggdérilmis iskelet matris yapisini ve

bu matrisin ikinci dereceden yapisini géstermektedDrnesin; [Zﬁ’]zmatrisi4
durumundar2 durumuna giden en kiSaane girg dizisinin oldigunu ve5 durumundart

durumuna gide2 uzunluklu12 giris dizisinin var oldgunu gaosterir.

1 23 4 5

11 3 1 0 0

211 4000
[A1]=3]1 3 0 1 0 (6.26)

4[10031]

5.1 0 0 3 1

1 2 3 4 5

115 18 1 1 0

., 25191 0 0
[AT']"=3|5 15 1 3 1 (6.27)

4[5 3 1 12 4

55 3 1 12 4

6.4. Sade Yollar

Egeri, 1,1, ...lx_1,j altindisleri birbirinden farkli ise;durumundans; durumuna
giden m;, Ty, ..., M, _,; Yoluna k uzunluklu sade (proper) yol dewjls, [, ... l_4,j alt
indisleri farkh ve i = j ise bu yola k uzungunda sade déngu (proper cycle) denir.Bu
yuzden birden fazla hi¢bir durumu birbirinegdeeyen sade yol ve sade dongu sirasiyla
aclik yol ve kapali yollardir. Buna gorgagidaki lemma verilebilir

Lemma 6.3. Bir n-durum otomatasinda sade bir yolun uzgalu — 1 gecmez ve
sade bir dongunin uzur@un ‘yi gegcmez.
Sade olmayan yola fazla yol denirsagidaki kisimda sadece sade yollarla ilgili bazi
problemleri tanitagaz. i, l,, 1, ... l,_4,j alt indisleri birbirinden farkli olmagi durumda
1, T, 1, - T, _,j terimleri k. mertebederM]* geck matrisinden cikarilabilir.(elenebilir)
ve bu jlem sonunda dgsim matrisi [M']* ile ifade edilir.[M']% nin (i.j). girdisi M
otomatasinda;durumundary; durumuna geceh uzunluklu tiim sade yollarin kimesidir
[M'] olarak yazilan[M']™ matrisi ; tim kgegen girglerinin elenmesiyle (sifir ile yer
degistiriimesiyle) elde ediledM] matrisidir.

Lemma 6.4. [M'][M']®) | [M]¥*! de bulunan tiim sade yollari igerir.

Ispat. [M] yi [M]* ile carpma glemi [M] de gosterilen tek dallarip¥]* nin
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sonuna bglanarakbu yolda gdsterilen her yolun uzu@ununk dank + 1 e gengletiimesi
islemidir.
Sonugta[M] den 1 uzunlgundaki tum fazla yollarin silinmesiyle glan [M'] ve [M]®
den k uzunlgundaki tum fazla yollarin silinmesiyle can [M']% nin carpimi
[M'][M"]%); [M][M]* daki tim basit yollar icerir[M][M]* = [M]**1 oldugundan
Lemma 6.4 gercekie.
[M] den[M]**1 kurma kleminde tiim fazla yollar, sade yollarin sayimirkilemeksizin
herhangi bir orta matrisinde gorulglii an elenebilir. Bu sonudM’]® yi olusturmanin
[M]* yi ik kez olyturmaktan daha az yorucu ofginu séyler ve{M]¥ dan tum fazla
yollari eleyerelsu ortaya cikar:

Algoritma 6.1 [M] verilsin.l > 1 iken[M']®" yi olusturmak igin ,

(1) [M'] deki tim k&egen terimleri O ile yer dsstirerek [M’]™” yi olustur.
k =1 olsun.

(2) [M'][M’]% ‘y1 olustur. Carpim matrisinde tiim fazla yollari Oile yesgidtir.
Sonugcta matrigM’]*+V olsun.

3) @k+1<lisek 'y 1 arttir ve(2) ye don

(b)k + 1 = Lise ,[M']1*+D = [M']® dir.

(6.28) den (6.31) a kadar tiim matrisler Algorotmh ié ve[A1'], [AT]®, [AT']® ve

[A1']™ matrislerinin[A1] matrisinden nasil oftugunu gosteriyor.

j (6.28)
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1 2 3 4 5
1 0 137037 0 TT13TT34 0
2 0 0 M1 T3 0 0
[Hr](z) = 3 |T32Mp1 + 34Ty  T32M3q 0 0 Tl34T45 (6.29)
4 T45T51 41T 41713 0 0
5 Tsq 51Tz TMs517M13 0 0
1 2 3 4 5
1 [ 0 0 0 0 n13n34n45]
o 2 0 0 0 1113 3y 0 |
[AT']® =3 |m3,mysmsy TM34Ty417T13 0 0 0
4 l 0 M4 M3M3y + MysT51MTyy  Tys5M517q3 0 0 J
5 0 M51M13M3y + W54Ty1T1y  Ts5aT4 M3 M517T137T34 0
(6.30)
1 2 3 4 5
1 [O 0 0 0 0
o 2|0 0 0 0 mMy3M34Mys |
[AT]® =30  m3umysmsimy, 0 0 0 (6.31)
410 455113732 0 0 0
5L0 544113130 0 0 0

6.5. Minimal Yollarin Belirlenmesi

Sonlu dinamik sistemlerde iki durum arasindakkesa yola minimal yol denir. Bu
yuzden bir durumdan Bka duruma gegj farkli uzunluklu yollarla mimkin olgundan

en kisa yollarin bulunmasi 6nemgitaaktadir. Minimal yol ile sade yol arasingailiskiyi
cikarabiliriz.

Lemma 6..5. o; durumundanc; durumuna minimal yol gr varsa basit yol
olmahdir.

Ispat: 1, T,1, T, _,j K uzunluklu minimal yol olsun . ger bu yol gereksiz
(fazla) isei, ly,1;, ... ,lx—1, j alt indislerinin ikisi it olmalidir. Farzedelinl, = [, ve
h > g olsun. Minimal yol aagidaki carpimla gosterilir :

‘l'[i111T1112 nlg—llgn1g1g+1 T[Ih—ilhnlhlh+1 T[]k_lj = 1'[i11‘l'[1112 nlg—llgn1g1g+1 T[Ih—llgnlglh+1 T[]k_lj

6.32)
Eger bu yol varsa yukaridaki carpanda sifir yapanpaar yoktur . Sonucta

Ol T 1 e Ty 1o Mgl -+ ey yolunda higbir ¢carpan sifir gdiése bu demektir ki bu yol

mevcuttur . Bir sonraki yol bir 6ncekinden kisawgdndan énceki gibs; durumundary;
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durumuna minimal yol olamaz . Cgi ile minimal yol fazla olamaz.
Simdi Lemma 6.3 ve Lemma 6.5’az1daki teoremle birlgirebiliriz.

Teorem 6.3.Bir n durumluM otomatasinda; durumundars; durumuna bir yol

varsa bdyle yollarin en kisagM’]® matrislerinin birinde(i, j). girdi olarak gosterilir.
Buradal <k <n-—1 dir.
Teorem 6.3.'ten minimal yollari belirlemek icigagidaki algoritmayi ¢ikarabiliriz.
Algoritma 6.2. Bir M otomatasinino; durumundanc; durumuna minimal yollarini
belirlemek icin
(1) k =1 olsun .
(2) [M']% yi olustur.
(3) (&) Eger (i,)). girdi sifir vek < n — 1 ise k y11 arttir ve (2) ye don.
(b) Eger (i, j). girdi sifir vek = n — 1 ise yol yoktur.

(c) Eger (i, ). girdi sifirdan farkli ise istenen yollari gosterir

Ornezin A1 otomatasi icinl durumundans durumuna minimal yolu bulmak icik =
1.2 ... icin ilk olarak 1. Satir ve5. sttuna kanlik gelen her girdi sifirdan farkl olana kadar
ya dak = 4 e kadafA1’]® olusturulur. (6.28) - (6.31) matrislefA1']® otomatasinda.
Satir ve5. sutuna kagnilik gelen sifirdan farklh ilk girdinint;sm;,m,s oldugunu gosterir.
Sekil 4.3 ya da(6.2) gegimatrisine bakildiinda“ und “ giris dizisi uygulayarak minimal
yolun desisebilecesini ¢gikarabiliriz.

Bir n durum otomatasinda tam dongi n uzunlukith&egi basit déngidir. Tam
dongl , otomatada her duruma tam bir kegedekapall bir yoldur. Basit dénguleri
belirleme problemi , her bir girdi sembolinin sdtit dezere sahip olmasindan ga.
Otomatada bgangic durumundan ger tim durumlara ve tekrar yangi¢ durumuna en
az masrafla gegmeiionemlidir.

Lemma 6.6.[M’][M']®™~D matrisinin diagonallik prensio¥f otomatasi icin biitiin
tam donguleri bulundurur.

Ispat : Tamdongii basit dongii olgundan ;n uzunluklu tam bir déngiide herhangi
(n — 1) ardsik dallar basit bir yol olgturur .1 uzunluklu basit yollariiin — 1) uzunluklu
basit yollarin sonuna eklenmesiyle glurulan tim yollar kiimesi , bu ylizderuzunluklu
bitin tam dénguleri ofgurur. [M'][M']™~Y matrisi bu kiimeyi icerginden ve tam
donguler bir durumdan tekrar ayni duruma donenayotildggundan Lemma sagida

gerceklenir.
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Acikca M otomatasinin herhangi durumu , tam bir déngidgabgic durumu
olarak bilinir. Bu yiizden ger [M'][M']~Y matrisinde bir k§egen girdisi sifir ise bu
durumdaM de ne zaman bir tam dongi olmazsa bu matristekikiywagen girdileri sifir
olmahdir. [M'][M']™=Y matrisindeki sifirdan farkli herhangi, i). késegen girdisiM
matrisindeki olabilecek tim donguleri gosterfy, j). késegen girdisi(i #j) , (i, i).
girdide bulunan sembollerin dairesel permutasyemidrulundurur.

Ornesin , [AT'][AT']™ matrisinde tiim girdilerin sifir olmagil otomatasinin tam
dongu bulundurmamasi anlamina gefiekil 6.2 ve (6.33) matrisi icerisinde tam dongu
olan A4 otomatasini gosterir. (6.34) ve (6.35) mshr bu dongliyu orneklerA4
@gldwdan (6.36) de

[44'][A4']® matrisi esas kiegen lizerinde bulunan biitiin tam déngtileri bulundlch.

otomatasinda tum durumlarin  sayisi 3 gosterilen
Istenen tam dongii,,m,3m3, dir veya bunun dairesel permutasyonudkil (6.2) ya da
(6.33) matrisine bakil@inda ger A4 otomatasinin bdangi¢c durumul ise tam dongu ,
yafaa ya dafaf uygulanarak d@stirilebilir.

1 2 3

1 0 B/1) (a/0)
[A4] = 2 0 B/0) (a/1) (6.33)
3{(a/0)V(B/0) 0 0
1 2 3
L 110 mp m3
3 31 0 0
1 2 3
o 171 0 0 USPYSE
[A4']® = 2 |my3ms, 0 0 (6.35)
3 0 3112 0
1 2 3
L T12T23T31  T13731712 0
[A4'][A%']® = 0 3331712 0 (6.36)
0 0 317012123
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6.6.Matrislerin Kismi Yapisi ile Belirlenen Yollar

Onceki bolumlerde tagilan matrisler karesel olgundan karakterize edilebilirler.
Bu ylzden onlar sadece 6zel durum ciftleri aradngallarla ilgili bilgileri degil ayni
zamanda herhangi durum ciftleri arasindaki bilgiter sglar. Otomatada komplekgin
durum sayisinin karesiyle yakik olarak arttgi bu 6zellik dikkate dgerdir.ve yorucu
matris slemlerinden elde edilir. Sadece bazi 6zekldragic durumlarinda o$an bu
yollarla ilgili durumlarda matrislerin kismi yapmglan kacintlir.

Lemma 6.7. [M]¥ ; [M]* mini. satirindan olgturulan satir matrisini géstersin. O
halde

[M]E* = [M]F[M] (6)37

dir.

ispat.Pl.g.k) ‘nin tanimindarve (6.8) de gosterilen analojinin géillilmesinden

(k+1) _ (k) (F)
Pl] Z T b, uj Z Pu Ty j

elde edilmgtir. Sabit bir i icin Pig.k“) kiimeleri [M]**! matrisinin i. satir elemanlarini

olusturur. Bununla birlikte sabitlenmibir i icin »7'_ 1P( )nuj kiimeleri, [M]¥ yi [M]ile
carparak elde edilen satir matrisinin elemanlasiugturur.

Lemma 6.7° den[M]¥ matrisi, [M] matrisinin bir kare matristen gea bir satir
matrisiyle ardi ardina carpilarak glurulabilir. Sadecer; durumundan giden yollar icin
[M]* tam matrisindeki bilgilefM]¥ matrisinde de bulungundan bu kismi matris yapisi
yeterlidir. Sonug olarak yapisallémler [M] matrisindeki satir sayisiyla yaki& olarak
orantili olan bir faktorle basigéarilebilir. Algoritma 6.1 de gosteril@ gibi kismi yapi
semasinin[M']% matrisinin  yapisina dpudan uygulanabilege goriilir.(6.38)-(6.41)
matrisleri A1 otomatasinin 1 durumunda 1, 2, 34vezunluklu tim basit yollarin kismi
yapisemasini gostermektedir.

1 2 3 4 5
[AT']; = [0 7y, T3 0 0] (6.38)

1 2 3 4 5
[Al](z) [0 m3m3; O my3m3y O] (6.39)
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1 2 3 4 5
[ﬁl]?):[o 0 0 0 my3m34mys] (6.40)

1 2 3 4 5
[A11P =0 0 0 0 0] (6.41)

Lemma 6.7." nin,[M] matrisinin [M] ya da[M'] ile yer distirildiginde de
anlamh oldgu kolaylikla gosterilebilir. Bu ytzden matrislerikismi yapisi, iskelet
matrisleri ve modifiye edilmgi iskelet matrislerinin kuvvetlerindeki secilen skain

belirlemek amaciyla uygulanabilir.
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BOLUM 7
UYGULAMALAR

1) o; , M otomatasinda S durum kiimesinin bir elemamurol&(S;) , o; ulasilabilir
kime olsunG'(S;) , G(S;) de bulunmayan S durum kiimesinin elemanlarindagsotu

a) Eger G'(S;) # 0veG(S;) NG(G'(S;)) = 0ise G(S;) ve G'(S;) nin M nin iki
ayrik alt otomata oldtunu gosteriniz.

b) EzerG'(S;) = 0 veG(S)) N G(G'(S;)) # 0ise G(S;) ve G'(S;) ninsirasiyla
kalici ve gecici alt otomata olduklarini gosteriniz

c) Eger G'(S;) = 0 ise M nin ayrik alt otomata bulundurmgehi gésteriniz.

Cizelge 7.1. GegiTablosu

Iy Ep41

Ty

i o i} o A
1 0 1 3 2
2 0 0 2 1
3 1 0 2 2
4 0 1 1 I
] Q 0 3 2
6 1 0 5 4
7 1 1 9 8
8 1 0 8 9
9 0 1 7 7

2) Yukarida verilen Cizelge 7.1.’e gore A otomatasemsil etmektedir.

a) A otomatasi ici(5,9) ‘u bulunuz.

b)Problem 1 * deki sonuglari kullanarak(6) nin ayrik alt otomata v&(2) nin
kalici alt otomata oldtunu gdésteriniz
3) F,.(S;) ; k ya da daha az uzunluktaki gidizilerini uygulayaraks; kiimesindeki
durumlara ulailabilen M otomatasinin tim durumlar kiimesi olsun.

a) Herhangi uzunluklu giidizileriyle S;’ ye ulagilabilen durum kiimelerini
gostererF (S;)’ nin algoritmasini olgturunuz.

b) Problem 2 * ye algoritmayi uygulayiniz.

C) G(S;) UF(S;) = H(S;) oldusunu gosteriniz.

4) A otomatas{A] geck matrisiyle verilmgtir.
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1 2 3 4 5 6 e
1 (a/1) V (8/0) 0 0 0 0 0 0 0 =
2 0 {a,/0) 0 B 0 0 0 0
3 0 0 (/L) V (8/1) 0 0 0 0 (1]
[A] = 4 0 0 (/1) 0 (B 0 0 0o
b 0 0 (/00 0 0 0 0 (8/1)
& ] 0 L] [i] (1] (/1) VW (8/0) O 0
T 0 0 i} 0 (8/0) 0 0 («/1)
sl 0 0 0 0 0 («/0)V (8/1) 0 O

a) A ' nin gegici, kalici ve ayrik durumlarini beésliniz.

b) G,(5,7) ve H,(2,3) ‘i belirleyiniz.

c) A matrisindeki satir ve situnlari tekrar dizentekd1,2,4,7} ve{3,5,6,8}
durum kumelerinin gecici, kalici ve ayrik alt otamgifti olusturup olwturmadgini
belirleyiniz.
5) a) [M] matrisinini. satirindaki sifirdan farkl tek elemaﬁ) ise[M]* matrisinin de

i. satirindaki sifirdan farklh tek elemamﬁ‘)oldugunu gosteriniz. (& 1)

b) Eger [M] matrisininj. situnundaki sifirdan farkl tek eleme]f]‘}) ise[M]*

matrisinin degj. sutunundaki sifirdan farkl tek elemamﬁ)oldugunu gosteriniz. (& 1)

6) M makinesinin gesigrafi ;a4, 0, ... , g, durumlari ve, 8, ... ,Bm
kenarlarindan okmaktadirn x m * lik [M,] matrisinin (i, j) . elemani olam;; su

seklide tanimlanmaktadir.

0 = { 1, Bj,onimiraksak ya da yansityan kenariise
Y0, aksi halde

nx m'lik [M,] matrisinin (i, j). elemani olab;; su sekilde tanimlanir.

b = { 1, Bj,oinin yakinsak ya da yansiyan kenari ise
Y10, aksihalde

(1] = [Ma][Mp]r
oldugunu gagidaki grafi goz 6nline alarak gosteriniz.( Burfidg], ; [M;,] matrisinin

transpozudur.)
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Sekil 7.1. Gegy grafi

7) Kismi yapiyi kullanarak sagida verilen gizelgeye gore icigagidakileri

cevaplayiniz.

a) Durum 3 ‘ten durum 1 ‘ e gecen en kisasgitizisi nedir ?

b) Durum 3’ ten bglayarak tekrar kendisine gecen 4 ya da daha aaluidu giris

dizileri nelerdir ?

¢) Makine tam donguye sahip midir gdf varsa ; durum 3 ile Blayan bir tam

donguye kanlik gelen bir girg dizisi olusturunuz.

Cizelge 7.2. Gegitablosu

Er-|-'|

Zy
N =
By \
1 1
2 1
3 0
4 )

mul—t:ﬂl'ﬂz
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COZUMLER

1) a) Eger G'(S;)) # 0veG(S) N G(G'(S)) =0ise G(S;) =0 ve

G(G'(S)) =0 olur.G'(S;) , G(S;) de bulunmayan S durum kiimesinin
elemanlarindan oftugundan G (S;) ve '(S;) , M nin iki ayrik alt otomatasidir.

b) EgerG'(S;) # 0 veG(S;) N G(G'(S;)) # 0 iseG(S;) # 0 ve
G(G'(S;)) # 0 dir. Bu iseG'(S;) kimesinin en az bir elemasy kiimesinin
elemanlarindan farklidir.Ayni zamant{§;) , G(S;) de bulunmayan S durum kiimesinin
elemanlarindan oftugundan G (S;) ve G'(S;) sirasiyla kalici ve gecici alt otomatalardir.

c) Eger G'(S;) = 0 ise yaniG'(S;) nin G(S;) de bulunmayan S durum kiimesinin

elemanlarindan ofan hicbir elemani yoksa M nin ayrik alt otomataumglurmadg!

asikardir.
2) a) k G(5,9)
0 Go(5,9) = {5,9}
1 G,(5,9) = {2,3,5,7,9}
2 G,(5,9) = {1,2,3,5,7,8,9}
3 G,(5,9) = {1,2,3,5,7,8,9}= G(5,9)
b) k G(6)
0 Go(6) = {6}
1 G,(6) = {4,5,6}
2 G,(6) = {1,2,3,4,5,6}

3 G1(6) = {1,2,3,4,5,6} = G(6)
bulunur. Aynisekilde
G'(6) ={7,89}
bulunur. Problem 1 ‘e goére
G(6)NG(G'(6))=0
oldugundan G (6) ayrik alt otomatadir.
Yukaridaki algoritma ve Problem 1 deki 6zellikteargrlanilarak
G(2) ={1,2,3}
kimesinin kalici alt otomata olgu goralir.
3) a) Herhangi uzunluklu gigidizileriyle S;’ ye ulasilabilen durum kiimelerini
gostererF (S;)’ nin algoritmasini olgturalim.
S; verilsin.F(S;) ‘ yi bulmak igin ;
i) Fp(S;) = S; ve k=1 olsun.
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i) Fi(S;) = Fy(Fr-1(S;)) olarak belirlensin.
iif) a) Eger Fi.(S;) # Fi_1(S;) ise k y1 1 arttir ve (ii) ye don.
b) Bser Fi(Sy) = Fi-1(S) iseF(S;) = F(S)
olur.
b) Olusturdugumuz algoritmay! Problem 2 ye uygulgonizda ;

k F(S:)

0 Fo(Sy) = {3}

1 Fi(S;) ={1,3,5}

2 F,(S;) = {1,2,3,4,5,6}
3 F5(S;) = {1,2,3,4,5,6}

c) Benzersekilde G(3) = {1,2,3} ve H(3) = {1,2,3,4,5,6} bulunur. Buna gore

asagidaki iliski gosterilmg olur.
G(S) UF(S;) = H(Sy)

4) a) A otomatas{A] geck matrisine gore 2 ve 7 durumlari gegici, 3 ve Gudulari
kalici , 1 durumu da ayrik durumlardir. 4 , 5, véuBumlari gecici, kalici ve ayrik durum
Ozelliklerinden hicbirini gostermez.

b) G,(5,7) = {3,5,7,8}

H,(2,3) = {2,3,4,5}

bulunur.

c) A matrisindeki satir ve situnlari tekrar diizenigmdie {1,2,4,7} kiimesinin
gecici alt otomata okturdugu , {3,5,6,8} durum kiimesinin ise kalici alt otomata

olusturdusu gorulmektedir.

5) a) [M] matrisinini. satirindaki sifirdan farkl tek elemaﬁ) ise , 0 haldeg;

durumundare; durumuna yol alan sadece bir durum vardir. Ayrica
e — pM

u ii

k+1 k k
PV = anp“ pri)nu,-

dir. Sabit icin P.(.k“), [M]**1 matrisinin i. satir elemanlarini ghurur. Bununla beraber

=Ty

oldugu bilinmektedir.

sabitiicin Y5 _ 1P( )nuj kiimesi ;[M]¥ matrisinin [M] matrisiyle carpiimasiyla elde

edilen satir matrislerini okturur.
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b) Sabit bir j icin (a) gecerlidir. Yaniger sutunda sifirdan farkli sadece bir
eleman varsa yukaridaki tanim gérke uzunluklu matrisin sitununda da sifirdan farkl
sadece bir eleman bulunmak zorundadir.

6) Verilen gitli gin graf icin sglandigini gosterelim.

Graf incelendiinde birbirinden farkli ti¢ durumun ve gokenarin oldgu
gorulmektedir.Keyfi olarak ; durum 1 ‘deki dongi}; , durum 1 den durum 2 * ye yol
alan kenarap, , durum 2’ den durum 3! e yol alan kengta, durum 3 ‘teki donguyg,
ve durum 3 ‘ten durum 1’e yol alan kengba olarak adlandirilirsa satirlari sirasiyla
durum 1, 2 ve 3 ; sutunlari i, B,, B3 , B4 Vefs ‘ ten olisan3 x 5 lik bir matris elde
edilir.

Br B2 Bs Ba Ps

11 1 0 0 O
[Mg]=2(0 0 1 0 O
310 0 0 1 1

[M,] matrisi iraksak kenarlardan eturulmus bir matristir.

B1 B2 Bs Bs Bs

11 0 0 0 1
[Mp]=2]0 1 0 0 O
310 0 1. 1 O

[M,] matrisi ise yakinsak kenarlardan glurulmus bir matristir.

[M,] matrisi ile[M,] matrisinin transpozisyonu carpiggnda ;

10 0
11000[010] 11 0
[Ma][Mb]T=[00100001=[001]
000 1 1o o 1] l1 o 1

100

matrisi elde edilir. Gergekten de bulunan bu matuisaridaki grafla verilen sonlu

otomatanin skeleton matrisinin kendisidir.Yani ;

aofi

7 a) Verilen tabloya gore durum 3 ‘ ten durum 1’ degi 1 uzunluklu yol yoktur.
Ilk olarak verilen sonlu otomataya ait gegiatrisi [M] geck matrisini kuralim.

0 my, my3 0
— |21 0 0 1y
[M] = 0 m3, m33 O
T4 0 Ty 0
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elde edilir. Bu matristen yararlanarak sonlu otayatait tim basit yollarin kiimesini
veren dgistirilmis geck matrisini olyturalim.

0 m, m3 0

rn _ | TT21 0 0 1y
MT="0" 7, 0 0
Tyq 0 1y 0

elde edilir.
Simdi kismi yapi kullanilarak durum 3 * e ait 2 uzukiu kismi matris olgturalim.
Aradigimiz matris[M )3 dir. Bunun igin
[Mf = [Mf~*[M]
esitli ginden yararlanalim. Buna gore
(M5 = [MT3[M]
yazilabilir.Burada
[M13=[0 w5 0 0]
dir ve [M'] matrisinin 3. satir elemanlaridir.
0 m, mz O
(W% = MR = [0 m, 0 o)z 0 0 T
My 0 my3 O
= [m32m21 0 0 m3pmy,]
bulunur. Gergekten de elde edilen son maf#i&]? matrisinin 3. satirindaki
elemanlardir.Buna gore durum 3’ten durum 1’ e gidasit yolun en kisa girdizisi
3,151 €lemanlarinin olgturdugu {B, B} girisidir.

b) Durum 3'ten bglayarak tekrar kendisine donen gidizilerini uzunluklari
sirasiyla 1, 2, 3, ve 4 olan geanatrisileri olgturarak incelediimizde ; 1 uzunluklu gisi
dizisi {a}, 2 uzunluklu gi dizisi {aa}, 3 uzunluklu gir dizisi{BBB } v {BaB } Vv {aaa}
ve 4 uzunluklu gig dizileri {aaaa} v {aBaB }V {aBB B} dir.

c) Verilen otomata tam donguye sahiptigde durum 3’ ten tekrar kendisine donen
4 uzunluklu dgistirilmi s geck matrisi olgturuldugunda {Baaf} giris dizili bir tam dong

elde edilir.
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