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OZET
VARYANS BIiLESENLERI ICIN MiINIMUM KARESEL TAHM IN YONTEMLER i

Ahmet MOLLAOGULLARI
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu
Matematik Anabilim Dali Yuksek Lisans Tezi
Dansman : Prof. Dr. Bilgehan GUVEN
16/06/2011, 41

Bu calsmada varyans bi¢enleri agiklanip, bu varyans hienlerin tahminine
yonelik MINQUE yontemi ve bu yontemi modifiye edkrgelistirilien MINQE ydntemi
incelenmgtir. Bu yontemlerin teorisi, istatistikte sik kutldan; genel ortalamalar modeli,
tek yonlu varyans analizi modeli, iki-yonlU varyaasalizi modeli ve regresyon analizi
modelleri Gzerinde verilip bu modeller icin sayi8meklerle de uygulamalar yapilghr.

Sayisal ornekler icin SPSS, INITAB ve MATLAB paket programlari
kullantimistir.

Anahtar s6zcukler: MINQUE, MINQE, Varyans Bilgenleri



ABSTRACT
MINIMUM QUADRATIC UNBIASED ESTIMATON METHODS
FOR VARIANCE COMPONENTS

Ahmet MOLLAOGULLARI
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School
Mathematic Thesis, Master of Science
Advisor : Prof. Dr. Bilgehan GUVEN
16/06/2011, 41

In this study, variance components are explainethirMum Quadratic Unbiased
Estimation (MINQUE) method and its modifyied medh®inimum Quadratic Estimation
(MINQE) are derived. These two methods are apgiiedome common statistical linear
models: The common mean model, the one-way anglf#N©OVA) model, the two-way
ANOVA model and the simple linear resression model

For Numerical applications; SPSS, MINITAB and MATBApackage programs are

used.

Keywords: MINQUE, MINQE, Variance Components
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BOLUM 1 — GiRIS Ahmet MOLLAOGULARI

BOLUM 1
GIRIS

Modern istatistiksel metotlarin ggirilmesi yaklgik 70 yili gkin stredir devam
etmektedir. Bu metotlarin birga, gunlik hayatta keamiza ¢ikan problemlerin ¢ozulmesi,
problemlere ilkin istatistiksel analizlerinin en iyekilde yorumlanip, en dou karari
vermeye yoneliktir. Bu karar mekanizmasi icin eerdfi etmen, en etkin faktérlerden biri
de incelenilen problem veya yapilan sginanadaki hata veya varyasyonun kagman ne
oldugu, varyasyonun ne kadarinin hangi kaynaktan dabdataya ciktgidir. istatistikte
etkisi aratirilan faktorlerin seviyelerinin secimine @aolarak; sabit etkili, rastgele etkili
ve karglik etkili olmak Uzere G¢ model s6z konusudur. Satkili modellerde muamele
etkilerinin kasilastirllmasi s6z konusudur. Rastgele ve girmodellerde ise esas olarak
varyans bilgenlerinin tahmin edilmesi ile ilgilenilir (Mondald®0; Sahai ve Ojeda, 2005;
Searle ve ark., 2006; Rash and Masata, 2006). Warpdeenlerinin tahmin edilmesi,
toplam varyasyon icerisinde her bir varyasyon kg@yma payinin belirlenmesi
bakimindan olduk¢a 6nemlidir (Falconer, 1989). Bwagla En Kucuk Kareler (ANOVA),
En Yuksek Olabilirlik (ML), Kisitlanmy En Yiksek Olabilirlik (REML), HENDERSON |,
[, 11l metotlari, Bayesian metodu ve Minimum Notdaresel Yansiz Tahmin (MINQUE)
vb gibi pek ¢cok metot gsilirilmistir (Eisenhart, 1947; Crump, 1951; Henderson, 1983
Hartley ve Rao, 1967; Rao, 1970; Harville, 197 7ar&eve ark., 1992; Kelly and Mathew,
1993; Shai ve Ojeda, 2004 ve 2005).

Ancak s6z konusu metotlar, her denemegukanda varyans bikenlerinin tahmin
edilmesinde givenilir sonuclar verememektedirlees®la ANOVA yontemi her ne kadar
varyans bilgenlerinin tahmin edilmesi amaciyla ilk kullaniladngem olsa da, bu yontem
bircok durumda varyans bgenlerini negatif olarak tahmin etmektedir (Thompsbd862;
Searle, 1971). Halbuki varyans, tanimi garee negatif olamaz. Bundan dolay! varyans
bilesenlerinin  tahmin edilmesinde ANOVA yonteminin kullamasi pek tercih
edilmemektedir. Bu tez caimasinda MINQUE ydntemi ile birlikte, varyans Realerinin
negatif tahminlerinden kurtulmak amaciyla MINQUE ny@mine alternatif olarak
gelistirilen MINQE ydnteminin teorik temelleri Gzerindkirulacak ve bunlara gkin bazi

uygulamalar yapilacaktir.
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BOLUM 2
GENEL BIiLGILER

Batdn lineer modeller icin gecerli olagagidaki modeli g6z 6ntine alalim.
Y=XB+E (2.1)
(2.1) denkleminde€ = U1&1 + Uy&5 + -+ + U &y yazildginda
Y=XB+U$1+Uzéy+ -+ Upéy (2.2)
sekline dongur. Burada
(Y) nx1 ¢ GOzlemlerin vektori
(B) px1 : Sabit etkiler vektord
(U nxg: & vektorleriicin tasarim matrisii = 1,2, ...,k
(§i) ¢, x1 : Rassal etki vektorti = 1,2, ..., k
dir. Daha sonra
U= Uy : Uy it Uy
§=(1: &1 i)
olarak tanimlanirsa (1.2) denklemi
Y =XB +U¢ (2.3)
seklinde olur. &; vektorleri rassal etki vektorleri olgundan
§i~(0, 0% c) i=123,..,k ve Cov(§&,&)=0 Vi#]j
yazilir. Dolayisiyla

EY)=EXB+U¥
=XE(B) +UE(S)
= Xp (2.4)
Var (Y) =Var(XB + U§)
=Var (U1é1 + U282 + - + Upéy)
= UVar(§) Uy + UyVar(&) Uy + -+ Uy Var (&) Uy
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=U,0:21U; +Up0,2 1 Uy + -+ Ui 21U,
= 0,2 U U, + 0,2 U0, + -+ 0,2 UU, (2.5)
esitlikleri elde edilir. Daha sonra (2.5) dH,-Ui' =V, i=12,..,kyazarak
Var (Y) = 0,2V + 6,2V, + - 03,2 Vy, (2.6)
esitli gi elde edilir.
Not: Bu ¢calsmada siklikla kullanila®/, V ve V; matrisleri @agidaki gibidir:
V,=UU; i=12, ..k
U= (U, : Uy i Up)
V=UuU
Tanim 1.1 : (2.6) sitli gindeki 0,2, 0,2, ..., 0, parametrelerine varyans biémleri denir.

Lineer modellere ornek olarakagidaki modellere d&necesiz:

2.1 Genel Ortalama Modeli

Bu model
Yy=p+& i=12.,t j=12,..,m (2.1.1)
seklindedir. €;; ortalamasi O varyansi:? olarak varsayilan fgamsiz normal dgiskenler

olarak varsayilngtir. Y;; i-ninci siniftaki j-ninci gézlemp gozlemlerin ortalamasini ifade

eden bilinmeyen parameter gg i-ninci siniftaki j-ninci hata terimini ifade eder
Modelin matris gosterimisagidaki gibidir:
Y=XB+E (2.1.2)

Burada¥ = (Y;1,Y15, ..., Yin,, -, Yen,) VEX = 1y seklindedir. Hata vektori ola8,

gozlemler vektoru olaiy ye benzegekilde tanimlanir.
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2.2 Basit D@rusal Regresyon Modeli
Bu model
Y,=Bo+Pix;i+& i=12,..n (2.2.1)

seklindedir. &; ortalamasi 0 varyansiz? olan normal dgisken olarak varsayilngir.
Y; i-ninci bggimli dezisken x; i-ninci bagimsiz dgisken &; i-ninci hata teriminig, ve B,

ise bilinmeyen parametreleri ifade eder.
Modelin matris gosterimisagidaki gibidir:
Y=XB+E& (2.2.2)

Burada. (Yli Yz, ...,Yn)' X = (1N x) X = (xl,xz, ...,xn)' B = (ﬁo ﬁl),
U, = Iy seklindedir. Hata vektori ola8, gozlemler vektori olal ye benzegekilde

tanimlanir.

2.3 Tek Yonlu Varyans Analizi Modeli

Bu model
Yj=p+a+& i=12,.,t j=12..,mn (2.3.1)
seklindedir.a; ortalamasi 0 varyansy; olan normal dgisken, &;; ortalamasi O varyansi
o¢ olan normal dgiskenler vev i # j,i' # j igin Cov(a; a;) =0, Cov(€;;, &) =0
ve Cov(al-,eij) = 0 varsayimlar vardiry;; i-ninci siniftaki j-ninci gozlem,a; i-ninci

sinifin etkisini ifade eden bilinmeyen parametteg6zlemlerin ortalamasini ifade eden

bilinmeyen parametre \&; i-ninci siniftaki j-ninci hata terimini ifade eder
Modelin matris gosterimisagidaki gibidir:

Y = 1yu+ diag{L,};_& +& (2.3.2)

BuradaY = (Y11’ le, ---1Y1n11---'Ytnt) X = 1N 61 = (al, a,, ...,Olt)’
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U, =diag{1,,}

:=1 - l ) 0 J ve hata vektoru ola8, gbzlemler vektori
0 0 1,,

olanY ye benzegekilde tanimlanir.

2.4 Iki-Yonli Varyans Analizi Modeli
Bu model
Yijk =Mh+a; + ﬁ] +]/U + gijk i=1,2,..,a ] =1,2, ,b k=12, vy Nij (241)

seklindedir.a;, B}, yi; ve & ortalamalari O varyanslari sirasiyig aﬁ, a,? ve g olan

normal dgiskenler ve bu normal geskenlerin hem birbirlerinden hem de kendi aralarinda
bagimsiz oldgu varsayimlari vardir.

Modelin matris gosterimisagidaki gibidir:

a i=a

. j=b
&, + diag {1,1”};]__1 L+E (242)
- -

i=

b
Y = 1yp + diag{1,, ), & + r{ diag{1,,} 1}

Burada. Y= (Yllll Y112J ""Y11n11' ...,Yabnab) X = 1N El = (al, 0(2, ...,(la)/

£ = (B Bor 1 Bo) € = (V1,¥2r -, Yan) seKiinde olup Uy = diag(1,,, )

i=a
. j=b . . g t . . .
U; = diag {1nij}] matrisleri dlag{lni}i , matrislerine benzeyekilde tanimlanir ve
ij=1 =
1, 0 - 0 -
0 1., 0
0 0 1.,
1,, O 0
b @ 0 1"22 0
S 0 0 1,,,
1,, O 0
0 a2 0
0 0 1nab
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seklindedir. Ayrica hata vektor€i, gézlem vektort olan Y ye benzakilde tanimlanir.
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BOLUM 3
MINQUE METODU VE MOD IFIYESI

Bu bolimde lineer modellerdeki varyans kdelerini tahmin etmede kullanilan
MINQUE metodu ve bu metodu modifiye ederek gelien diger metodlarin teorisi

incelenecektir.

3.1 MINQUE Metodu

C. R. Rao (1970, 1971a, 1971b) , varyanséiierinin

k
P101° + P205° + -+ proy’ = Z p; 0;° (3.1.1)
i=1

seklindeki, lineer fonksiyonunun tahmini¥i gézlem vektoriinu'AY gibi bir kuadratik
fonksiyonu ile hesaplanabilegiai gostermgtir. Bunu yapmak icin de simetrik matrisi

icin asagidakisartlari belirlemgtir:
i) p parametresinin donismesi altinda d&gismezlik (Translation invariant)

[ parametresi yeringz = 8 — B, seklindey parametresini diiinelim. Bu durumda

(2.3) denklemi diizenlenirse

Y —XBo = XB — XPBo + US

=X(B—Bo) +UE
= Xy + U¢ (3.1.2)

sekline dénigur. Goruldgu gibi Y — XB, formu Y nin farkh bir goésterimidir. O hald¥
yerine Y — XB, yazildginda da

(Y — XBo) A(Y — XB,) = Y'AY (3.1.3)
saglamasi gerekir. Buradan;
Y'AY = (Y' — By’ X)A(Y — XBy)

= Y'AY — Y'AXBy — Bo X'AY + By X'AXB,
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= Y'AY — 2B¢ X' AY + Bo X'AXB, (3.1.4)
elde edilir. Bu gitli gin sgzslanmasi icin ise
AX =0 (3.1.5)
olmasi gereklidir. Bu durumda

Y'AY = (XB+ U&)'AXB + U¥§)

=(BX +§UNAXB +UE)

=B'XAXB + B'XAUE + §U'AXB + EU'AUE

=B'X'AXB + 2B'X'AUE + §'U'AUE

=§U'AUE (3.1.6)
seklinde elde edilir.

i) Yansizlik (unbiasedness)

Bulacaimiz tahmin edicinin yansiz olmasi istenglidicin

k
E(Y'AY) = Z p; 0;° (3.1.7)
i=1

esitli ginin sgslanmasi gerekir.
Teorem 3.1.1:Rastgele bi¢ desiskeniicin& ~( 1, o%Iy) veAy,y Matrisiicin
E('A§) =E()AEQ) + tr[AVar($)] dir.
Ispat : E(§'A§) = E[tr(§ 'A8)] = E[tr(A§ §)]
= tr[E(A§ §)] = trl[AE( § )]
= tr|AVar(§) + EEEE) ]|

= tr[AVar(§)] + tr[E(§ ) AE(¢)]
= E(§)AE(§) + tr[AVar(§)] =

O halde (2.6) denklemi ve Teorem 3.1.1 den

k
E(Y'AY) = B'X'AXPB + Z a2 tr[AV;] (3.1.8)

=1
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esitli gi vardir. AX = 0 sartindan dolayi (3.1.7) denklemi

k
E(Y'AY) = z o 2tr[AV] (3.1.9)
i=1
k
olur. (3.1.6)esitliginden dolay! Z o;’tr[AV;] = Z p; 0;2 olmalidir. Bu da

i=1 i=1
w[AV] =p;, i=12, ..k (3.1.10)

olmasini gerektirir.

lif) Minimum Norm
Eger gozlemlenemeyen hipotezsegigken olang bilinirse Y, p; 0,2 icin dogal tahmin

edici olarak
p 4 p 4 pk 4 '
ST EE G+ =8 G = EAE (3.1.11)
(o) Cy Ci
secilebilir. Burada\= diag (p1 Icl, ICZ, ...,’C’—"Ick) dir. Gercekten
k

(e st ot ot oaa) = DR 5 + T E(G E) 44 T E( R
1 2 k

pl () Pk
=— (10 12 + — C20'2 + 4+ — Ck0'1
€1 C2 Ck

= p101° + P202° + - + proy®

k
= Zpl O'l'z (3112)
i=1

oldugundang’'A¢ yansiz dgal tahmin edicidirO halde & U'AU¢ ile dazal tahmin edici
arasindaki fark
FUAUE —ENE = E(UAU - N)E (3.1.13)

seklinde olur. Su durumda problem bu farki minimum yapmaktir. Bunigm de
|u’AaUu — A|| normunu minimalize etmek gerekir. Bunun igin decliglean Normunu K

matrisi igin
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K|l = Vtr(K'K)
seklinde alirsak
|U'aU — A||” = tr(U'AU — A)' (U'AU — A)
=tr(U'AU — A)(U'AU — A)
= tr[(U'AUU'AU) — U'AUA — AU'AU + AA]
= tr(U'AUU'AU — 2U'AUA + AA) (3.1.14)

elde edilir. Ayrica tr[AV;] = p; sartini da dglndlirse

k
tr(U'AUA) = tr(AUAU") = trZ%AUiUi' = —tr(AV,) = Z P
e i e
i=1

= trAA (3.1.15)
buluruz.O halde (3.1.14) denklemi
|U'AU — A||* = tr(U'AUU'AU) — tr(AA) = tr(AUU'AUU") — tr(AA)
= tr(AVAV) — tr(AA) (3.1.16)

halini allr.tr(AA) ifadesi bilindgi icin, problem tr(AV AV) ifadesini minimum yapaA

Teorem 3.1.2 (C. R. Rao 1971) :

A matrisi simetrik bir matris, V matrisi de simdtrre tersinir bir matris olsun. Bu

durumda

tr(AVAV) ifadesinin AX = 0 ve tr[AV;] = p; sartalri altinda minumum geri
A= Z ARV;R (3.1.17)

oldugunda elde edilir. Burada
R=V"Q,=Q, V"

Q,=1-P,

10
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P,=XXV1x)"1xv1
dir. Ayrica; carpanlard = (14, 4,, ..., 4)'S = tr(RV,RV;) i,j=12,...k

p = (p1, D2 -, Dx) ile birlikte SA = p denklemi ¢ozilerek bulunur. =

O halde ¥, p; 6, nin MINQUE tahmin edicisini
p = PL02 i), 8% = (62,62, ...,60) u= (uy,uy, .., uy) u; =eV1y,y1

e = Q,Y seklindeki gosterimler yardimiyla;

k k k
z p,o2=pa6* =YAY = z ALY RV,R'Y = Z AYQ,vlv,v1Q,Y
1=1 i=1 i=1

k k
= Z Le'V Iy, V-1le = Z Au;=Au=p'Sslu (3.1.18)
i=1 i=1

olarak elde edilir. Bu denklem diizenlenerek;
6’ =5"1u (3.1.19)

esitli gi elde edilir.

MINQUE yontemi ile bulunan tahmin ediciler

a) Yansizdir

b) En kiicik normludur

¢) Var(Y'AY) = V (§'U'AU¥)
= Z O'l'4]/i tT(AViAVi) + 2 Z z O'iZO'jth(AViAVj)
= Z O'l'4]/i tT(AViAVi) + 2 tr((A(alel + .- O'kZVk))Z) dir.

Burada

3

E(&%)
ot

Vi

11
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esitligiyle verilen ifadeye kurtosis (basiklik) denir. Eger degiskenler normal dagilimdan
gelirse

G

o* =3

oldugundan y; = 0 olur. Bundan dolayr normal dagilimdan gelen degiskenler igin
MINQUE tahmin degerleri MIVQUE (Minimum variance quadratic unbiased estimation)

tahmin degerlerine yaklasir.

Bu calismada yapilan uygulamalarda elde edilen tahmin degerleri, normal dagilimdan

gelen verilerden elde edildigi icin bu tahmin ediciler MIVQUE olarak adlandirilacaktir.

3.2. Onsel (Priori) deserler ile MINQUE Metodu

aq, g, ..., degerleriay, 0y, ..., g, NN daha 6nceki ¢camalarda elde edilen dnsel
degerleriolsunY = XB + U &, + Uyé, + -+ U &, denkleminde
&= am; i=1,2,..,kyazllirsa

Y = Xﬂ + a1U1111 + a2U2112 + -+ akUknk (321)

elde edilir. Daha sonra;U; = W; i = 1,2, ..., k yazip dizenlenirse

elde edilir. Buradan
Var (Y) =Var(Win,y + Won, + -+ Winy)

=WiVar(p )Wy + WoVar(n,)Wy + -+ W Var(m)W,,' (3.2.3)

elde edilir. Bu esitlikte

$i 1 o’
Var(n;) = Var <Z) = a—izVar(f,-) = oz I, yazllarak
U w4 LWy et S waw, 3.2.4
a2 1V T el akzkk (3.2.4)

Var(Y) =

12
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2
0; '
elde edilir. Bu denklemi ﬁ =ylve W;W; =T; i=1,2,..,k ile dizenlersek
i
Var(Y) = y1°Tq1 + v2°Ty + -+ v °Ty (3.2.5)
elde edilir. Bu modeldeki (y,2,v,2, ...,y,%) varyans bilgenlerinin Y q;y;% lineer
fonksiyonunun MINQUE tahmin edicisy gdzlem fonksiyonunun Y'AY gibi bir

karesel (quadratic) formuyla hesaplanabilir.

Modeli Y=XB+Wn vyazip AX =0vetr(AT;) = q; sartlariyla birlikte
distinelim. Bu sartlar altinda); q;7? =Y AY olacak sekildeki ©nerilen tahmin edici

Y'AY = n'W'AWn olur. Fakat dgal tahmin edici

o
1

r QZ ’ CIk ’ ’
MMt 72 772+"'+a77k N =1nA4n (3.2.6)
2

seklinde oldgundan o6nerilen tahmin edici ile arasindaki fayjK W'AW — A)n olur.

W'AW — A ifadesini Euclidian Normunu kullanarak bu farkimmnalize eden A matrisini

bulunabilir. |W'AW — A||* = trATAT — trAA  oldugundan  trATAT ifadesi  igin
Teorem 3.1.2 den yararlanilarafa@adakiler yazilabilir:

trATAT ifadesinin AX = 0 ve tr(AT;) = gq; sartlar altinda minimum deri

k

A= Z A;RV;R

j=1
oldugunda elde edilir. Burada
R=T'Qr=0T"
Qr=1—-Py
Pr=XXT1X)"1XT1
dir. Ayrica; carpanlard = (A4, 2,, ..., 4)" S = (s;;) = tr(RT;RT;) i,j=12,..,k
q = (91,95, ...,qx) " ile birlikte SA = q denklemi ¢ozilerek bulunur.

O halde ¥, ¢;y;2 nin MINQUE tahmin edicisini

q-= (qll qz, -, qk)’! ?2 = (?12 ’?22 ) "-I?I%)'! u= (ul,u2, ""uk)' Ui = e'T_lTiT_1
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e = QY seklindeki gosterimler yardimiyla;
. k k
Z Qv =q7 =YAY = Z AY'RT;RY = Z LY Qr VIV vlQry
i=1 i=1

k k
= Z 1,eT T, T e = Z Au; =Au=q'S u (3.2.7)
i=1 i=1

olarak elde ederiz. . Bu denklem diizenlengrek= S~'u ssitli i elde edilir. Bu durumda

varyans bilgenlerini

&= (62,62

A2 ' 252 2 52 252!
6f,05,..,01) = (a1°V1, a° V5, s A" Vi)

seklinde elde ederiz.

3.3 MINQE Metodu

Bu yontem, MINQUE yontemindeki yansizlikartinin kaldirilarak modeldeki
varyans bilgenlerinin hesaplamak icin kullanihrA simetrik matrisi ve yansizlik

(Unbiasednesshprti olantr(AV;) = p; sarti disinuldiglinde
I(U'AU — N)||? = tr[(U'AU — A)' (U'AU — Q)]

= tr[(U'AU — A)(U'AU — Q)]

= tr(U'AUU'AU — U'AUA — AU'AU + A)

=tr(U'AUU'AU) — tr(U'AUA) — tr(AU'AU) + tr(AA)

= tr(AVAV) — 2tr(U'AUA) + tr(AA) (3.3.1)
olur. tr(AA) ifadesi bilindginden bu ifadeyi minimum yapmak icin

tr(AVAV) — 2tr(U'AUA) ifadesini minimum yapmak gerekir.

Teorem (3.3.1):

A simetrik matrisV simetrik ve tersinir matrisleri icior(AVAV) — 2tr(U'AUA)
ifadesininAX = 0 sarti altinda minimum dgri 4 = Q, V- 1UAU'V-1Q, ssitli gi
sgglandiginda elde edilir.

14
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Ispat:
Lagrange carpanlar metodundan yararlanarak;
@ =tr(AVAV) — 2tr(U'AUA) — 2tr(MAX)

fonksiyonunu ele alalim. Buradd matrisi Lagrange carpanlari matrsidir. Bu fonksiyon

A matrisine gore turevini alip sifiraigersek;

1
VAV = UAU' + > (XM + M'X") (3.3.2)
bulunur. Burada® matrisi

, 1
A=VluAu'v + EV-l(xM +M'XxHy1 (3.3.3)

seklinde elde edilir. Dikkat edilirsdX = 0 sartl altlndaQ,,'AQ,, = A ssitli gi elde edilir:

Q» AQ, = [(I - P,)A(I - P,)]
[I-XXV X)) Al - XXV 1xX) 1]
[I-V XXV 1X)1X14[1 - X(X'V1X) 1]

A—-AX XV X)XV 1-v-IX(XV-1X)"1X'A
o o

+ V‘IX(X'V‘1X)‘1X'4§ Xv1x)"x'v
0

=A (3.3.4)
Ayrica

Q,'V'X=(U-P,)V X
=[I-XX'Vv1X)'Xv1vx
=[I-viXX'Vv1X)"X'v-1x
=V X-vIXxXXv1ix)"xv1x

Iy

=Vix-vix
=0 (3.3.5)

esitli gi vardir. (2.3.3) gitli gini soldan@,,’ sazgdan@,, ile carparsak
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1
Q,/AQ, =Q, |Vv-luAU'V1 + EV-I(XM +M'X"HV1|q,
Iyr—1 ry7—1 1 I'yr—1 1y -1
=Q,’vVluau'v Q,,+EQ,,V (XM + M'X")V~1q,

1
=Q,'Vv-luau'v-1gQ, + 2

Q,/VxmMv-19,+Q,'VIM X'v-1qQ,
0 0

Buradan;
A=Q,'AQ, =Q,'Vv'UuAU'V 1, (3.3.6)
elde edilir. Bu durumda ]

—

k
Zpl 02=p'6* = Y'AY

=1
=Y'Q,'Vv-luAu'v-1Q,Y
=e'VluAU'v-le

k
= Z%e'v—luiui’v-le
i=1 L

k
- Z%e'v-wiv-le (33.7)
i=1 '

elde edilir. Burada
e=Q,Y=Y—-P)Y

dir. O haldes;? nin MINQE tahmin edicisi

k
1
6% = Zc—e'v—lviv-le dir.
i=1 ‘

3.4 Onsel (Priori) deserler ile MINQE Metodu

ai?, ay?, ..., a2 deserleria, ?, 0,2, ..., 0,2 varyans bilgenlerinin daha 6nceki gozlemlere

dayanarak elde edilen 6nsekdderi olsunY = X + U&1 + Uyé, + -+ U &y
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denklemindet; = a;n; i = 1,2, ..., k yazilirsa
Y=XB+ a,Uinq + aUn, + - a,U;n, (3.4.1)
elde edilir. Bu denklemder,U; = W; i = 1,2, ..., k yazarak diizenlenirse
Y=XB+Wini+Wyn+--+Win, = Xp+Wn (3.4.2)
elde edilir. Burada
W=W;ip: Wyi-:W)
n'=01inziing)
dir. Bu modelin varyans matrisi
Var (Y) = Var(Xg + Wn)

=Var(Winy + Wanz + -+ Winy)

=WVar(m)OW, + WyVar(n,)Wy' + -+ W Var(m)W,' (3.4.3)

seklinde bulunur. Bu esitlikte

§i 1 0;°
Var(n;) = Var <?) = ?Var(fi) =z I

i i i

yazilarak

Var(Y) = (Lzzwlwl’ + ULZZWZWZ' + -+ GLZZW,(W,(' (3.4.4)
a, a, ap

elde edilir. Bu denklemi

O'iz

0.2 = Viz ve WiWi, =T; i=12,..,k
i

yazip duzenlersek
Var(Y) = y,°Tq1 + ¥22Ty + - + v °Ty (3.4.5)

elde edilir. Bu modeldeki (y;%,v,2 ...,yx%) varyans bilgenlerinin ¥ q;¥;% lineer
fonksiyonunun MINQE tahmin edicisk gozlem vektorinin Y'AY gibi bir karesel

(quadratic) formuyla hesaplanabilir.

Yansizliksartini kaldirarak, sadeg® parametresinin dgsmesi altinda dgsmezlik sartini
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dikkate alalim. Bu durumdgB parametresini dgstirerek 6 =g+ B, sekline

donisturursek
Y = X0 +Wn
=X(B + Bo) + Wn
=XB+XBy+Wn (3.4.6)

elde edilir. Buradan
Y—-XBy=XB+Wn=Y
oldugu gorular. O halde
Y'AY = (Y — XBy)'A(Y — XBy)
=Y'AY — 2B, X'AY + By'X'AXB, (3.4.7)
esitli ginin sgslanmasi icindX = 0 olmasi gerekir. Boylece

Y'AY = (X6 + Wn)'A(X6 + Wn)
= 0’X’A_£(0 +n'W AWn
0
=n'W'AWn (3.4.8)

seklinde elde edilir. Ayrica bu modeldeki g tahmin edici
k

> Beie = gng=nat2aatiy

i=1

olur. BuradaA= diag (?Icl, ...,%Ick) vea = diag( LI,
1 k

azlew ...,aikzlck) dir.
O halde 6nerilen tahmin edici ile gal tahmin edici arasindaki fark;
Y'AY —n'a'?Aa'?n = g’ W AW — ' a'/?Aat/?ny
=n'a/2U' AUaY?*n — ' al?Aa/?y
=n'a/2(U'AU — Na'/?y (3.4.9)

esitli gindeki gibidir. Bu ifadeyi minimum yapan A matrisibulmamiz gerekir. Bunun

icin de Euclidian normunu A matrisi i¢in
|A]l = VtrA’'A

seklinde secigV = Ua'/? veWW' =V, yazarak
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||at/?2(U’AU - A)ocl/2||2 = tr(a/2(U'AU - A)al/z)2
= tr[(aY/?(U'AU — b)a/?)(a'/?(U'AU — A)a'/?)]
= tr[(aY/?U'AUa'? — a'/2Aa'/?)(a'/?U’'AUa/? — al/?2Aal/?))]
= tr(a'?2U'AUaY2a'/2U'AUa/? — a'/?U’' AU a2 a2 Aal/?
— a'?2pa 22U’ AUaY? + a/2U' AU a2 a2 U’ AUa/?)
= tr(AWW' AWW') — 2tr(AWa'/?Aa/?W') + tr(Aala)
= tr(AV.AV,) — 2tr(AWa'/2Aa'/?W') + tr(Aada) (3.4.10)

esitli gi elde edilir. tr(AaAa) ifadesi bilindgi icin bu farkin normunu minimum yapmak
icin tr(AV.AV,) — 2tr(AWa/2Aa/2W") ifadesini minimum yapmak yeterlidir. Bunun
icin de Teorem (2.3.1) den yararlanarak ifadeyiimim yapanA matrisi; V,” ' = H
matrisi igin

A= Qy HWal?Aa?W'HQy (3.4.11)

oldugunda elde edilir. Burad@y = I — Py = I — X(X'HX)~1X'H seklindedir. O halde
modeldeki varyans bienlerinin dnsel dgerleriyle birlikte MINQE tahmin edicisi

—

k
Z p, o2 =YAY =Y'(Qy HWa'/2Aa'*W'HQy)Y

1=1

k k
=Y'Q4'H Z?ai-‘*vi HQyuY =Z%ai‘4Y’QH'HViHQHY
i=1 i i=1 i

-2,

k
i=1

=

c" a;~*e'HV;He (3.4.12)
i

dir.

Buradae = QY dir. O haldei = 1,2, ...,k igin

k
~2 _ a; "
g," = e'HV;He (3.4.13)

olarak elde edilir.
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3.5 MINQUE Metodu ile Kovaryans Matrisinin Tahmini

Bu boélimde daha 6nce varyans g@elerini bulmak icin uygulagimiz MINQUE

yontemini kovaryans bikenlerini bulmak igin
Y =XB+ U &+ Uz, + -+ Ukéy, (3.5.1)
seklinde verilen kovaryans bienleri modeline uygulagini verecgiz. BuradaX, g daha
onceki bolumlerde verildi gibi U; matrislerin X g boyutlu ve ayrica herbir§; vektoru
icin E(§) =0 E(&&) =2 ve Cov(§,§) =0,i #j varsayimlar vardir. Bu model
icin problemgq(q + 1)/2 tane farkli bilgeni olanX kovaryansmatrisini veya bu matrisin
bilesenlerinin lineer bir fonksiyonunun tahmin edilmesid3.5.1) ile verilen modelde
varsayimlardan dolayi
D(Y) =D(XB +Us§1 + U8y + -+ Upéy)

= U.ZU; + Uy2U, + -+ UzU, (3.5.2)
seklinde elde edilirSimdi £ matrisinin bilgenlerinin bir verilen bitM matrisi icin lineer
fonksiyonu olantr (£M) ifadesinin tahminiY’AY seklinde g6zlem fonksiyonunun karesel
formu olsun . Ayrica¥’'AY, tr(ZM) ifadesinin yansiz tahmin edicisi olsun. O halde
AX = 0 sarti ile birlikte yansizhktan dolayg(Y’'AY) = tr(ZM) olmali. Dikkat edilirse
E(Y'AY) = E[(XB + U§)'A(XB + UE)] = tr[E(U, AU, + U, AU, + - + U, 'AUY)|
esitli ginden dolaylE(Y'AY) = tr(¥M) olmasi igin
tr[E(U, AUy + Uy AU, + - + U AUY)| = tr(EM) (3.5.3)
olmali. BuradarU; AU, + U, AU, + -+ U, AU, = M sarti sglanmalidir.
Daha once yukarida da yapilana benzer olarak énetdhmin edici ile dgal tahmin
ediciarasindaki farki minimum yapmak istengidide; problem,tr||U'AU|| ifadesini
minimum yapmaya doénur. Asagidaki lemmada bu ifadeyi minimum yapan A matrisi

verilmistir:

Lemma 3.5.1: tr||U'AU||? ifadesinin minimum ghEi  AX =0 ve
U, AU, + U, AU, + - + U} AU, = M sartlan altinda minimum deri

A* = R(UllU:l’ + Uz).Uz, + - Uk).Uk,)R
esitli giyle elde edilir. Burada
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R=V"Q,=Q, V"
Q,=1-P,
P,=XXV1x)"1xv1
dir. Ayricald matrisi

k k
Z U/ Z R(U;AU/)R |U; =M
j=1

i=1

denklemi ¢ozulerek bulunur

O halde bu lemmaya gére(2M) ifadesinin tahmini;
tr(EM) = Y'A,Y = Y'R(U,AU,' + U,AU;' + ---U,AU,/)RY

seklinde elde edilir.
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BOLUM 4

YONTEMLER iN UYGULANMASI

4.1 MINQUE Yo6nteminin Bazi Modellere Uygulanmasi
a) Genel Ortalama Modeline Uygulanmasi

(2.1.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudur.l®esiyla bu modele gkin tek
varyans bilgenio,.2 nin MINQUE tahmini, bu model igin

V=V, =U,U, = Iy oldugundan;

1

Q= Iy —XXVIX)TXV = Iy = XX X)X =1y -7 Ju
1 1

R=V"Q,=Qv=Ivn—5Jn

S = tr(RV,RV,) = tr(RR) = tr [(1N - % ]N) (IN - % ]N)] =N-2

. B , 1 1 , 1
5=81=Y'Q VW=V (Iv—— Ju) (In =5 In) Y =V (Iy =5 Jw) ¥
hesaplandiktan song&s? = § denklemi ¢ozilerek bulunur. O halde

1
$62 = 8= (N — 2)6,° =Y’(IN—ﬁ]N)Y

o, 1 1 1 < 2

seklindeelde edilir.

b) Basit Dggrusal Regresyon Modele uygulanmasi

(2.2.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudur. |&esiyla bu modele #kin tek
varyans bilgeni ¢,2 nin MINQUE tahmini; bu model icinV =V, =1y seklinde

oldugundan;

Q,=Iy—XXV1IX)xv1=1,-XX'X)"1X
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R=V1Q,=0Q,=1y-XX'X)"1x’
S = tr(RV{RV,) = tr(RR) = tr(Q,Q,) = tr(Q,) =tr(Iy —X(X'X)"'X") =N -2
8, =YQ, Vv, v 1Q, Yy =Y (Iy - XX'X)"IX)Iy - XX'X)"1X)Y

= Iy - XX'X)"'X")

matrisleri hesaplandiktan sons&? = & denklemi ¢oziilerek bulunur. Buradan

1
6% = vV Un - XX'X)"1x")Y (4.1.2)

seklinde elde edilir.

c) Tek YonlU Varyans Analizi Modeline Uygulanmasi

(2.3.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudur.l®&oesiyla bu modele gkin varyans
bilesenleri 6,2 ve 0,2 nin  MINQUE tahmini; bu model igin

Vi=UsUy' =d{J,}),_, V,=U,U, =1y V=UU sekiinde oldgundan

1

Q,=Iy—-XXv1ix)-ixv-1

R = V_le

P tr(RV,4RV,) tr(RVlRVz)]_ tr(v-1Q,v,v-1Q,V,) tr(v-1Q,V,V71Q,)
~ Ltr(RV,RV,y) tr(RV,RV))] | tr(v-1Q,V-1Q,V,) tr(v-1Q,V1Q,)

6= (51 52 )'

8;=Y0Q,Vviv,v1Q, Yy i=1,2
hesaplandiktan son&s? = § denklemi ¢oziilerek bulunur. O hal@ vektorii

tr(V-1Q,V,V-1Q,Vy) tr(V71Q,V,V1Q,)][6,”
tr(v1Q,V-1Q,Vy)  tr(v1Q,v1Q,) |16,

/ 'y—1 -1
:[YQVV ViV val (4.13)

Y'Q,'v-lv,v-1Q,Y

lineer denklem sisteminden ¢ozulebilir.
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d)iki-Yonli Varyans Analizi Modeline Uygulanmasi

(2.4.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudur.l®&esiyla bu modele gkin varyans

bilesenlerio,* ,05%, 0,,%, vea,? nin MINQUE tahmini; bu model igin

b ya )*
V= U1U1, = d{]ni+}?=1 Vy= UZUZ, - c{r{diag {]n”}j—l} }
—i=1 =1

i=a

Vs = UsUs' = d{]"ii}]::l V,=UU, =1y V=UU seklinde oldgundan

Q,=Iy—-XXvix)-ixv-1
R=V1Q,

[tr(RViRVy) tr(RViRV;) tr(RViRV3) tr(RViRV,)]
tr(RV,RV,) tr(RV,RV,) tr(RV,RV3) tr(RV,RV,)
tr(RV3RV,) tr(RV3RV,) tr(RV3RV3) tr(RV3RV,)
tr(RV,RV,) tr(RV,RV,) tr(RV,RV3) tr(RV,RV,)

S =

6 = (8, 8,83 683)'
§;=YQ,Vviv,y1Q,y i=1.2

hesaplandiktan songs? = § denklemi ¢oziilerek bulunur. O hal@ vektorii

A 2

tr(RV,RV,) tr(RV{RV,) tr(RV,RV3) tr(RV,{RV,) [Ga]

[tT(RVZva) tT(RVZRVZ) tT(RVZRV:;) tT(RVZRV4)] 6-'82 _

ltr(Rngvl) tr(RV3RV,) tr(RVsRV3) tr(RV3RV4)J 62|
tT(RV4_RV1) tT(RV4_RV2) tr(RV4RV3) tr(RV4RV4_) 6_2
&

Y'Q,v-ivw-1Q,y]

lvio 'v-1y.v-1 I

— IY Q'U’V VZV Q‘IJYI (4.1.4)
lY’Q,, V—1V3V—1Q,,YJ
Y'Q,v-iv,v-1Q,Y

esitli ginden elde edilir.
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4.2 MINQE Yonteminin Bazi Modellere Uygulanmasi

a) Genel Ortalama Modeline Uygulanmasi

(2.1.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumuduol&yisiyla bu modele gkin iliskin tek

varyans bilgeni ¢.2 nin MINQE tahmini; bu model icinV =V, =1, seklinde

oldugundan

1
Q,=Iy—-XXV1iX)Ixv1l=1y N In

P1 1
A= C_llcl = N IN

esitlikleriyle birlikte
6.2 =Y'AY
=Y'Q,V-luAU'V~1Q,Y
1.,
= NY Q, QY
1 1 1

=¥ (v =g In) (v =5 )Y

—1Y’<I ! )Y
=N N N]N

1 t N
— \2
=572, 2.0 =7)
i=1 j=1

seklinde elde edilir.

b) Basit Dagrusal Regrsyon Modeline Uygulanmasi

(4.2.1)

(2.2.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumuduaol&yisiyla bu modele gkin iliskin tek

varyans bilgeni 0,2 nin MINQE tahmini; bu model icinV =V, =1y seklinde

oldugundan

Q, =Iy—-XXV1ixX)xv1=p,-XX'X)X
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esitlikleriyle birlikte
6.2 =Y'AY
=Y'Q,V-luAU'V~1Q,Y
1.,
= NY Qv QvY
1
= NY’ [Ty —XX'X)" XTIy — X(X'X)1X'Y (4.2.2)

seklinde elde edilir.

c) Tek Yonlu Varyans Analizi Modeline Uygulanmasi

(2.3.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudunl&yisiyla bu modele gkin iliskin
varyans bilgenleri;o,? ve .2 nin MINQE tahmini bu model icin
Vi=UgUy =d{J,}_ Vy=UyU, =1y V= UU'sekiinde oldgundan

Q,=Iy—XX'V1X)"1x'V-1 hesaplandiktan sonra

P2
&)

esitli gi elde edilir. Burada gerekli sadgliemeler yapildginda varyans bikenleri tahmin

<A 2) %Y'Qv’v-lvlv-loﬂ

Y'Q,'v-lv,v-1Q,Y

denklemleri gagidaki gibidir:

1
—Y'[Iy - XXV 1IX)"xv-11v-lv, v, - XxX'v1ixX)-1x'v-1ly
= t1 (4.2.3)
NY’ [Iy — XXV IX) " Ixv-1v-lv-1[Iy, - XXV 1X)"x'v-1Yy

d) Iki-Yonli Varyans Analizi Modeline Uygulanmasi

(2.4.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudur.l®@oesiyla bu modele gkin varyans

bilesenlerio,* ,05%, 0,,%, ves,* nin MINQUE tahmini; bu model icin
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b e )*
V1 = U1U1’ = d{]ni+}:l=1 VZ - UZUZ, - C{r{diag {]nij}j—l} }
TiEl i

Vo= yg = aff, )

o V,=U,U, =1y V =UU" seklinde oldgundan
i=j=

Q,=Iy—XX'V1X)"1x'v-1 hesaplandiktan sonra

Ply'q, v-iv,v-ig,y
~ 2 1
g,
0\ | Byo, v,y
O-ﬁ _ CZ
oy? P30, v-1v,v-1Q,y
0.2 €3
&
Pa

—Y'Q,’V-lvsv-1Q,Y
Cy

esitli gi elde edilir. Burada gerekli sadgliemeler yapildginda varyans bikenleri tahmin

denklemleri gagidaki gibidir:
1
EY’ [Iy — XXV X)) "xv1v-lv,v- I, - XXvix)"ix'v-1ly

1
EY’ Iy — XXV X)) 1x'v-1v-lv, -1, — Xx(X'v-1xX)"1x'v-1ly
1 (4.2.4)
EY’ Iy — XXV IX)-IXxv-1v-lvav 1[Iy, — XX v 1X)“x'v-1y

1
NY’ Iy - XXV X)) xv1v-lv, w11, - xxXvix)"ixv-1y

4.3 Onsel (priori) dezerler ile MINQE Metodunun Bazi Modellere Uygulanmas
a) Genel Ortalama Modeline Uygulanmasi

(2.1.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumuduaol&yisiyla bu modele gkin iliskin tek

varyans bilgeni o2 nin a; 6nsel dgeri ile MINQE tahmini

k -
a = diag {ﬁlq}_ ) H = (al/ZUrUal/Z) 1 Qy=1Iy—-XX'HX)"'X'H
i i=

matrisleri bu model igin
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1 1 5 1
“=a_121c1=a_121N H=a,"Iy QH=IN_N]N
seklinde oldugundan

1 ! !
;> = WY'QH HU,U,'HQuY

1 1y 1
=V (I =3 ) HH (I = 5Jn) ¥

Nay
S BN 1
:Na14y <IN_N]N> a“Iyai“Iy <IN_N]N>Y
= 1 Y’ <I 1 )Y
=N N N]N
1 t n
— \2
_ NZ Z(yij -7) (4.3.1)
i=1 j=1

olarak hesaplanir

b) Basit Dogrusal Regresyon Modeline Uygulanmasi

(2.2.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumuduel&yisiyla bu modele gkin iliskin tek

varyans bilgeni o2 nin a; 6nsel dgeri ile birlikte MINQE tahmini

k _
a=diag{51,}  H=(a"2U0Ua"?)"  Qu=Iy-XXHX)'X'H
i i=1
matrisleri
a= ﬁlcl = ﬁ’zv H = a2y Qy = Iy — a*X(X'X)"1X’' seklinde
1 1

hesaplanarak

1 ! !
6.2 = Naid Y'Qy HUU,'HQyY

1 /
= NV Q' HV1HQ,Y

a7 Qu HHQyY
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1
= _Na y Y’[IN - a14X(X’X)—1Xr]r allealle[IN _ a14X(XrX)—1X,]Y
1

1
= NY’ Iy — a* XX’ X)"IX') [Iy — a* X(X'X)"1X']Y (4.3.2)

olarak hesaplanir.

c) Tek Yonlu Varyans Analizi Modeline Uygulanmasi

(2.3.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudunl&yisiyla bu modele gkin iliskin

varyans bilgenlerio,? veo,.? nin sirasiylax; vea, tnsel dgerleri ile MINQE tahmini

2 -
a = diag {ﬁlq}_ ) H = (al/ZUrUal/Z) 1 Qy=Iy—X(X'HX)"'X'H
i i=

matrisleri hesaplanip gerekli sadgieneler yapildginda

Y’QH'HVIHQHY\ Y’QH'HVIHQHY\

4 4
= _ | " (43.3)
Y'Qy HV,HQ,Y / Y'Qy HHQY /
c2a24 QH 2 QH Na24 QH QH

seklinde bulunur.

d) Tki-Yonlii Varyans Analizi Modeline Uygulanmasi

(2.4.1) modeli (2.3) denkleminin 6zel durumudunl&yisiyla bu modele gkin iliskin
varyans bilgenlerio,? 052, 6,2, veo,? nin siraslylar,, a,, az vea, onsel dgerleriile

MINQE tahmini

2 -
a = diag {51} | H=(aU'va'?) Y Qu=Iy-X(XHX)'X'H
l i=

matrisleri hesaplanip gerekli sadgieneler yapildginda
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ol Y'Qqy HV{HQyuY

P Y'Qy HV,HQyuY

cragt Y'Qy'HV{HQuY

Y'Qy HV{HQyuY
i, Qn HV,HQy

seklinde bulunur.

Y'Qy HV,HQyY
2t Qn HV {HQy

byt Y'Qy' HV,HQuY

ab a;? Y'Qy'HV3;HQyuY

Na? Y'Qy HV,HQuY
1

(4.3.3)
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4.4 Yontemler icin Sayisal Orneklerler
4.4.1 Genel Ortalama Modeli igin Veri Seti

Asagidaki tabloda, Kuzey Yarimkurede 21 farkll istasyaki olcimler sonucu ¢
farkli enlemde Ozon tabakasindaki incelmgiglen yizdeleri verilmgtir. (Poduri S.R.S.
Rao, 1997)

Cizelge 1. Ug farkli enlemdeki Ozon tabakasi incelenyiizdeleri

Enlem °N
19,5-39,3 40,0-47,850,2-64,1
0 3,1 1,1
0,4 0,7 1,2
0,1 0,1 0,1
012 1,3 '0,8
0,5 1,4 1.4
3,3 0,6 0,9
0,7 -0,2 1,7
Normal Probability Plot
999 -
99
95 g
2 80 - soat
E _9_,".’-‘
50 - -
8 ot
O 20 - L
o P
1G5 =] '
01 -
001 -
-1 0 1 2 3

Sekil 1 Cizelge 1'deki veriler icin normallik testi
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Sekil-1 de goruldgu gibi normal olasilik grisi dizgin dgrusal oldgundan

gozlemlerin normal dalimdan geldgini séyleyebiliriz.

Yukaridaki cizelgedeki veriler icitH,: a; = a, = --- = a; hipotezini test edince
belirgin p-degeri 0,447 oldgu icin hipotez reddedilemez. O halde veriler gesréhlama

modele uygundur.

Cizelge 2 Cizelge 1'deki veriler icin hipotez test i tablosu

Sum of

Squares df Mean Square F Sig.
Between Groups 2,617 2 1,309 ,843 0,447
Within Groups 27,954 18 1,553
Total 30,571 20

Bu modele ilskin tek varyans bilgeninin MIVQUE ve MINQE yontemleri ile
tahmin dgerleri sirasiyla (4.1.1) ve (4.2.1) denklemlerindelde edilerek sagidaki
tabloda verilmgtir:

Cizelge 3Cizelge 1'deki veriler icin varyans bilgenleri tahmin degerleri

~ 2
0-8

MIVQUE | 1,57
MINQE |1,42

4.4.2 Basit D@rusal Regresyon Modeli icin Veri Seti
Asagidaki tabloda 1919-1935 yillarinda, Amerika’'nin Wyiog eyaletinde Snake
Nehri'nin 1 Nisan gunlerinde, kardaki su yuzdesi i¢, Nisan’dan Temmuz'a su

seviyesinin in¢ cinsinden @simi Y ile gosterilmitir. (Sanford Weisberg, 2005 )
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Cizelge 4 19191935 yillarinda kardaki su yuzdesi ve Snake Nehrineki suyun
seviyesinin in¢ cinsinden dgisimi

X Y X Y
23,1 10,5 32,8 16,7
31,8 18,2 32 17
30,4 16,3 24 10,5
39,5 23,1 24,2 12,4
52,5 24,9 37,9 22,8
30,5 14,1 25,1 12,9
12,4 8,8 35,1 17,4
31,5 14,9 21,1 10,5
27,6 16,1

Normal Probability Plot

999

.89 <
85

B0

80

Probability

.20 4

05—
01—

001+

Sekil 2 Cizelge &eki veriler icin normallik tes

Sekil 2 de goruldgu gibi normal olasilik grisi dizgun dgrusal oldgundan
gozlemlerin normal dalimdan geldgini sdyleyebiliriz

Bu modele ilgkin tek varyans bilgeninin MIVQUE ve MINQE yontemleri ile
tahmin dgerleri sirasiyla (4.1.2) ve (4.2.2) denklemlerindelde edilerek sagidaki
tabloda verilmgtir:
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Cizelge 5 Cizelge 2'deki verilere uygulanan modeéki varyans bilesenleri tahmin degerleri

MIVQUE | 3,03

MINQE |2,68

4.4.3 Tek YOnlu Varyans Analizi Modeli igin Veri Sei
Asagidaki tabloda dort bolgede olcimler sonucu Ozorakabindaki incelme

degisim ylzdeleri verilmgtir. (Poduri S.R.S. Rao, 1997)

Cizelge 6 Dort farkli bolgedeki Ozon tabakasi incehe desisim ytzdeleri

Bolge ABD Kanada Avrupa Asya
2,80 4,20 2,50 0,60
3,00 4,70 3,80 0,70
3,90 2,40 3,20 1,10
1,80 1,30 4,70 0,30
1,70 1,80
1,50 2,90
2,50

Normal Probability Plot

999 -

88
a5 — R

&80 ™

50 4 i

Probability

0.5 1.9 2.5 3.5 4.5

Sekil 3 Cizelge 6 daki veriler icin normallik testi
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Sekil 3 de goruldgu gibi normal olasilik grisi dizgun dgrusal oldgundan
gozlemlerin normal dalimdan geldgini sdyleyebiliriz.

Bu modele ilgkin varyans bilgenlerinin  MIVQUE ve MINQE yontemleri ile
tahmin dgerleri sirasiyla (4.1.3) ve (4.2.3) denklemlerindelde edilerek sagidaki
tabloda verilmgtir:

Cizelge 7 Cizelge 6'daki verilere uygulanan modelde varyans bilesenleri tahmin
degerleri

~ 2 A~ 2
Ua O-E
MIVQUE |1,0373 1,0479
MINQE |0,6488 0,8732

4.4.4.1ki Yonli Varyans Analizi Modeli icin Veri Seti
Asagidaki tabloda bir fabrikada ¢ghn dort farkh gcinin ¢ ayri montaj bandindaki pe

gunlik performans skorlari verilgtir. (Milliken and Johnson,2009)

Cizelge 8 Bir fabrikada ¢alsan iscilerin performans skorlari

Bant isci
1 2 3 4
82,6 96,5 87,9 83,6
1 100,1 93,5 82,7
101,9 88,9 87,7
97,9 92,8 88
95,9 82,5
72,7 71,7 78,4 82,1
2 72,1 80,4 79,9
72,4 83,4 81,9
71,4 77,7 82,6
81,2 78,6
82,5 80,9 96,3 77,7
3 82,1 84 92,4 78,6
82 82,2 92 77,2
83,4 95,8 78,8
81,5 80,5
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Probability

899 —

001

Normal Probability Plot

89 -
95 -

B0

a0

20

05
01

80

ao 100

Sekil 4 Cizelge 8'deki veriler igin normallik te:

Sekil 4 de goruldgu gibi normal olasilik grisi dizgin dgrusal oldgundan

gozlemlerin normal dalimdar geldigini séyleyebiliriz.

Bu modele ilgkin varyans bilgenlerinin  MIVQUE ve MINQE yontemleri ile

tahmin dgerleri sirasiyla (4.1.4) ve (4.2.4) denklemlerindelde edilerek sagidaki

tabloda verilmgtir:

Cizelge 9Cizelge 8'deki verilere uygulanan moeldeki varyans bileenleri tahmin

degerleri
MIVQUE |0,4855 31,6907 |39,8892 |3,7174
MINQE |5,1374 15,9149 |13,5149 |3,8010
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4.4.5. Kovaryans Bilgenleri Modeli igin Veri Seti

Asagidaki veriler rastgele secilmil4 tane ailedeki ebeveynlerin ve erkek
evlatlarin kirmizi kan hucrelerindeki adenozin asiiat (ATP) seviylerini (mol/gr)
gostermektedir. (Wiorkowski ,1975)

Cizelge 10 On dort farkli ailedeki bireylerin ATP seviyeleri (mol/gr)

Aile Baba Anne Erkek Evlatlar

1 3,72 4,43 4,18 4,81 - - -
2 4,54 3,79 4,72 - - - -
3 5,05 4,66 4,98 5,03 5,16 - -
4 4,1 5,42 5,3 4,48 4,85 - -
5 4,26 4,39 4,87 3,99 4,19 4,28 5,15
6 4,09 5,29 4,74 4,1 - - -
7 4,83 4,99 4,53 4,77 4,77 - -
8 4,24 4,38 3,72 4,12 - - -
9 5,43 4,73 4,65 4,62 - - -
10 5,23 5,34 5,83 6,03 - - -
11 4,56 5,29 4,86 5,58 5,99 - -
12 5,16 4,71 5,44 4,34 5,43 - -
13 3,77 5,13 4,7 5 4,63 - -
14 4,15 4,18 4,82 4,14 - - -

Wiorkowski yaptgl argtirmada ebeveynlerdeki ATP seviyesiyle erkek eatatl

ATP seviyeleri arasinda gkiyi arastirmak amaciyla

Yij =Bo+ Bixei + Boxy +&; 1=12..,14
j = 1,2, e, N
seklindeki regresyon analizi modelini ele ajtm. BuradayY;; ile i-ninci ailedeki j-inci

erkek evladin ATP seviyesi,; Ve x,; ile i-ninci ailedeki sirasiyla babanin ve annenin

ATP seviyesi gosterilmektedir. Ayrca bu model icin

2

o, i=i'j=j'
Cov(ejepr) ={a%p, i=1ij#j
0, diger
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varsaymgtir. Modeli Y;=X;B+¢ i=12,..,14 seklinde yazinca varsayimlardan
dolayl D(g;) = X; = 02[(1 — p)I, + pln,] olur. Bundan dolayl¥ = XB + & seklinde

yazilanbilen bu model i¢in varyans-kovaryans matris

, 0 0
De)=x=|0 * (_) = 02T, +a?p T,
0 0 7 Iy

= oIy + o?pldiag{Jn, Juy - Jny} — In]
seklinde olur. O hald& tahmin matrisi icing? ve 2p tahmin dgerleri bulunmalidir. Bu
kovaryans bilgenlerinin MIVQUE metoduyla tahmini

S =[sy] =tr(QTQT) =12 j=12

= (%)

_ (W) _ Y,Q’TIQY)
u= (uz) - (Y’Q’TZQY
esitlikleriyle birlikte Sa = u denklemi ¢oziilerek bulunur. Buraga= Iy — X(X'X)~1X’
seklindedir. Buradan; kovaryans kigmlerinin MIVQUE tahmin dgerleri gagida gibi

elde edilir:

Cizelge 11 Cizelge 10'daki verilere uygulanan modet¢ki kovaryans bilesenleri
tahmin degerleri

52 62p
MIVQUE | 0,2173 0,0297
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