CUMHURIYET UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

FUZZY, ROUGH VE SOFT KUMELER ILE TOPOLOJILERI UZERINE

SERKAN ATMACA

YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANABILIM DALI

TEZ DANISMANI

YRD. DOC. DR. IDRIS ZORLUTUNA

SIVAS
2010



FEN BiLIMLERI ENSTITUSU MUDURLUGU’NE

Bu ¢alisma, jiirimiz tarafindan, Matematik Anabilim Dali’'nda Yiiksek Lisans

Tezi olarak kabul edilmigtir.

Baskan : Prof. Dr. Yalcmn KUCUK

Uye : Doc. Dr. Metin AKDAG

Uye  : Yrd. Doc. Dr. Idris ZORLUTUNA

ONAY

Yukaridaki imzalarin, adi gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.

e /2010

FEN BILIMLERI ENSTITUSU MUDURU
Prof. Dr. Sezai ELAGOZ



Bu tez Cumhuriyet Universitesi Senatosu’nun 24.09.2008 tarihli ve 7 sayil
toplantisinda kabul edilen Fen Bilimleri Enstitiisii Lisansiistii Tez Yazim Kilavuzu

adli yonergeye gore hazirlanmigtir.



ICINDEKILER

GIRIS ..o 1
1.BOLUM FUZZY KUME TEORI
1.1. Temel Kavramlar ........coooeeeiiiiie 3
1.2. Fuzzy Kiimeler I¢in Teorik Islemler..........c.occoovvovivviovieeiieiinenne, 9
1.3. Fuzzy Topolojik Uzaylar...........cccouumiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie e, 12
1.4. Fuzzy Nokta Kavrami ve Komguluklar Sistemi.............cccccceeeeeenn. 14
2.BOLUM ROUGH KUME TEORI
2.1. Temel Kavramlar ..., 19
2.2. Topolojik Uzaylarda Rough Kiime Teorisi...........ccevvvvverreerirenenenenes 24
2.3. Ikili Bagint1 Topolojisinde Rough Kiime Teorisi.............c..cocvn..... 27
3.BOLUM SOFT KUME TEORI
3.1. Temel Kavramlar............ooiiiiiiiiiiii e 29
3.2. Soft Kiimeler Uzerinde Islemler ...........c.cocoeiiiiiiciiiiiiciieeene, 33
4.BOLUM SOFT TOPOLOJI
4.1. Temel Tanimlar..........cooooiiiiiiiiii e 43
4.2. Soft Kiime Dizileri......ccoooiiiiiiiiiii 52
4.3. Soft Siirekli FonKksiyonlar.........ccccccovviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiecceeeen 54
4.4. Kompakt Soft Topolojik Uzaylar..............eeeeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeee, 59

KAYNAKLAR. ..o 61



SEKILLER DIZINI

Sekil 1.1.1 10 a yakin reel sayilar........ccoooeiviiiiiiiiin
Sekil 1.1.2 Dort tiyelik fonksiyonu .......coooeeeeeeei

Sekil 1.1.3 Geng, OrtaYagh, Yagh kavramlarini sunan iiyelik

fONKSTYONIATT. ..ttt
Sekil 1.2.1 Birlesim ve Kesigim fuzzy kiimeleri...............cccccceeee..
Sekil 2.1.1 Alt ve Ust yaklasimlar...........ccooeeveereeeeeeeeieeeeeeeennns

Sekil 2.1.2 Denklik sinifi ile kiimenin birbirine gére durumlari.......



OZET
FUZZY, ROUGH VE SOFT KUMELER iLE TOPOLOJILERI UZERINE

Serkan ATMACA
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Yrd. Doc. Dr. Idris ZORLUTUNA
2010, 62 sayfa

Fuzzy kiime, rough kiime ve soft kiime teorileri ile topolojik 6zelliklerini
incelemeyi amaclayan bu calisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ilk olarak fuzzy kiime teorinin temel kavramlari verilmigtir.
Fuzzy kiimeler iizerindeki iglemlerin tanimlar1 verilerek fuzzy topolojik uzay-
lardaki temel kavramlarin bazilar1 incelenmistir.

Ikinci boliimde, rough kiime tanimi ve 6érnekleri verilmis, topolojik uzay-
larda rough kiime teorisi iizerinde durulmustur.

Uciincii boliimde, soft kiime teorisi incelenmistir. Bu amacla ilk olarak soft
kiime tamimlanarak, soft kiimeler iizerindeki cesitli aragtirmacilar tarafindan
verilen kesigim, birlesim ve tiimleyen islemlerinin tanim ve 6zellikleri listelen-
mistir.

Tezin son boliimiinde ise soft kiimeler yardimiyla kurulan topolojik yapilarin
ozelliklerini daha etkili inceleyebilmek i¢in, {i¢iincii boliimde verilen kesigim,
birlesim ve tiimleyen islemlerinin tanimlar1 amaca uygun bicimde modifiye
edilerek soft topoloji tanimlanmistir. Daha sonra soft topolojik uzaylarda ig,
kapanig, komsuluk, stireklilik, yakinsaklik ve kompaktlik gibi temel kavramlar
incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Fuzzy kiime, Fuzzy topoloji, Rough Kiime, Soft
Kiime, Soft Topoloji
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ABSTRACT
ON THE FUZZY, ROUGH, SOFT SETS AND TOPOLOGIES OF THEM

Serkan ATMACA
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Idris ZORLUTUNA
2010, 62 pages

This study which purpose is to examine the fuzzy set, rough set, soft set
theories and topological properties of these is composed four main parts.

In the first part, firstly fundamental notions of fuzzy set theory have been
given. Operations on fuzzy set have been defined. After that some of funda-
mental notions on topological spaces have analyzed.

In the second part, definition of rough set and some examples of it have been
given. After that rough set theory on topological spaces have been investigated.

In the third part, soft set theory have been analyzed. For this purpose,
firstly definition of set has been given. After that definitions and properties
of intersection, union and complement operations which given by various re-
searchers on soft set have been listed.

In the last part, in order to efficiently discuss the topological structures
which construct by soft set, we made some modifications on definitions of
intersection, union and complement operations which given before. After then,
some fundamental notions such as interior, closure, neighbourhood, continuity,
convergence and compactness in soft topological spaces have been investigated.

Keywords: Fuzzy set, Fuzzy topology, Rough set, Soft set, Soft topology
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GIRIS

Muhendislik, tp, ekonomi ve sosyoloji gibi bir ¢ok bilimde arast-rma-
clar kesin olmayan verilerin modellenmesinin karmag-kl-g- ile ugrasmaktad-r-
lar. Ancak bu alanlarda ortaya ¢-kan belirsizlikler ¢ok cesitli tiplerde ola-
bilecegginden klasik metotlar modellemede yetersiz kalmaktad-r. Belirsizligi
tan-mlama ve modellemenin 6nemini Unlu fizik¢i Einstein su sekilde ifade et-
migtir: "Matematigin kavramlar- kesin olduklar~ stirece gercegi yans-tmazlar,
gercegi yans-tt-klar- stirece de kesin degildirler”. Belirsizlik problemleri Utz-
erinde matematikgiler, mant-k¢-lar ve filozoflar uzun stredir ugrasmaktad-r-
lar. Klasik mant-g-n tan-mlayamad-i- belirsiz kavramlar-n matematiksel olarak
ifade edilebilmesinin 6neminden dolay- arast-rmac-lar her gegen giin yeni teo-
riler sunmaktad-r

1930 larda unlu filozof Max Black taraf-ndan belirsizligi ag-klay-c- 6ncu
kavramlar gelistirilmis olsa bile, bugtin 1965 te Zadeh (1965) taraf-ndan yay-n-
lanan fuzzy teorinin sunuldugu makale modern anlamda belirsizlik kavram-n-n
degerlendirilmesinde 6nemli bir nokta olarak kabul edilir. Daha sonra aragt-r-
mac-lar belirsizliklere yaklag-m icin cesitli teoriler ortaya atm-st-r. Bunlar-
dan baz-lar- rough kimeler (Pawlak, 1982), sezgisel fuzzy kiimeler (Atasanov,
1986), vague kumeler (Gau ve Buehrer, 1993) ve soft kiimeler (Molodtsov,
1999) dir. Bu tezde bu teorilerden fuzzy kiime teorisi, rough kiime teorisi ve
soft kiime teorisi Uzerinde durulacakt-r.

Fuzzy kime teori, klasik olas-l-k teorinin bir alternatifidir ve bu teori ile
gercek dunyada var olan belirsizlik kavram~ matematiksel olarak denenmeye
baslanm-g ve gorunti isleme, robotik, denetim muhendisligi, bilgisayar mihen-
disligi, bilgi-islem, vb. gibi gunlik hayat-m-za kadar giren konularda yararl-
uygulamalar bulmugtur.

Rough kiime teorisi ise bir evrenin altkiimelerinin, evrenin bir pargalan-g-n-n
denklik s-n-flar- yard-m-yla ifade edilmesi ihtiyac-ndan ortaya ¢-km-st-r. Bu

teori klasik kime teorisinin bir geniglemesidir ve kiimenin tek olarak elemanlar-



ile tan-mland-- ve kiimenin elemanlar- hakk-nda ilave hicbir bilginin bulun-
mad-g- klasik kiime kuram-n-n aksine, bir kimenin tan-mlanmas- i¢in baglang-¢-
ta evrenin elemanlar- hakk-nda baz- bilgilere gereksinim oldugu varsay-m-na
dayanan yaklags-md-r. Ancak Molodtsov mevcut bu teorilerin parametrizasyon
eksikliginden dolay- baz- stk-nt-lar-n-n var oldugunu belirterek belirsizlikler icin
yeni bir matematiksel yaklas-m olarak soft kiime teoriyi ortaya att.. Bu teoride
tyelik fonksiyonu kurma problemi olmamas-, teoriyi pratikte kolay uygulan-
abilir k-lmaktad-r.

Bu cal-smada fuzzy kiime, rough kiime ve soft kime teorilerine ait temel
kavramlar verilecek ve bu teoriler aras-ndaki iligkiler incelenerek 6zellikle bu

kimelerle olusturulan topolojik uzaylar tzerinde durulacakt-r.



1 FUZZY KUME TEORI

1.1 Temel Kavramlar

Bu bélumde, fuzzy kime teori ve fuzzy topoloji; bugiine kadar yap-lan ¢al-g-
malardan derlenen bilgiler ile tan-t:lmaya ¢al-s-lm-st-r. Bu amagla oncelikle
fuzzy kime kavram- ve fuzzy kimeler Gzerinde islemler 6rnekler yard-m-yla
anlatilm-gt-r. Ayr-ca fuzzy topolojik uzaylardaki temel kavramlar sunulmus-
tur.

Tan-m 1.1.1 (Zadeh, 1965) X & ? bir kiime ve I = [0,1] kapal- aral-k
olsun. X den I ya tan-ml~ buttin dontstimlerin kiimesi X olmak Gzere, I in
her bir eleman-na, X de bir fuzzy kiime denir. Fuzzy kiimeleri A,B,F,... gibi
latin harfleriyle gostereceyiz.

Her x 2 X icin, A(x) degerine A n-n bir = eleman-n-n Uyelik derecesi denir.
X e A fuzzy kiimesinin tag-y-c-s: ad- verilir. Eger A sadece 0 ve 1 degerlerini
al-yorsa A ya nonfuzzy (crips) denir. S-fir defgerine sahip Uyelik dereceleri
genellikle yaz-lmaz.

X deki bir A fuzzy kimesi A = f(z, u4(z)) : © 2 Xg sral- ikililerin kiimesi
biciminde de yaz-labilir. Burada pu 4(z) e Uyelik fonksiyonu denir. X in bir
A fuzzy altkimesi s-f-rdan farkl- deggerler al-yorsa, bu degerler A n-n dayanag-
olarak bilinir (Ming ve Ming,1980). Yani her A 2 IX fuzzy kiimesi icin, A n-n
dayanag supp(A) = fx 2 X : A(z) > 0g ile tan-ml-d-r.

a 2 [0,1] olmak Uzere C,, ile, her x 2 X icin C,(z) = « olan sabit fuzzy
kUmesini gostereceyiz.

Eger [0, 1] kiimesi yerine bir L tam latisi dusunalirse, X tzerindeki bir A latis

fuzzy (L j fuzzy) kiime

biciminde tan-ml-d-r. Burada L tam latisi, A n-n deger kimesidir. L,



X ten L ye tan-ml- tum fonksiyonlardan olugur ve L-fuzzy uzay olarak ad-
land-ral-r.

Ornek 1.1.2 (Palaniappan, 2005) Bir emlakg~ msterilerine sunmak igin
evleri s-n-fland-rmak istiyor. Bu evlerin bir konfor gostergesi evlerin yatak
odas- say-s- olarak verilsin. x bir evin yatak odas- say-s-n- temsil etmek (zere
X =Fz:2=12 ..10g olsun. Bu durumda "4 kigilik aile icin konforlu evler"
fuzzy kiimesi

A =1(1,0.2),(2,0.5),(3,0.8),(4,1),(5,0.7),(6,0.3)g
gibi tan-mlanabilir. Bu kiomedeki s-ral- ikililerin ilk bileseni oda say-s-n- ve
ikinci bilegeni ise o evin konfor derecesini gésterir.

Ornek 1.1.3 (Palaniappan, 2005) A, 10 dan oldukca buyiik reel say-lar
kumesi ise bggkiimeyi A = f(z, u4(2)) 1 * 2 Xg ile gosterebiliriz. Burada .,

=0 a - 10

palz) = _ )
- 1+ (xjl10)®)it 2 >10
biciminde tan-mlanabilir.

Ornek 1.1.4 (Palaniappan, 2005) A, 10 a yak-n reel say-lar kiimesi ise bu
ktimeyi A = f(z, 14 (2)) : pa(x) = L+ (2 §10)12)iL, 2 2 Xg ile gosterebiliriz.

\ 4
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Sekil 1.1.1 10 a yak-n reel sayl-ar

Fuzzy kimeler

A =gz + py(e)/ze + o+ py ()2,
X
= paw:)/;
i=1

veya



z

pa(z)/o
X

bicimindede sunulabilir.
Ornek 1.1.5 (Palaniappan, 2005) A4, 10 a yak-n tam say-lar kiimesi ise bu
kiimeyi A =0.1/7+05/8+0.8/9+1/10+0.8/11+0.5/12+0.1/13

biciminde gosterebiliriz.
Ornek 1.1.6 (Palaniappan, 2005) A, 10 a yak-n reel say-lar kiimesi ise bu
kimeyi

Z
1

A= 1 102"
R

biciminde de gosterebiliriz.

Fuzzy kiimeler bize belirsiz kavramlar- doal dilde sunmam-za olanak saglar.
Bu sunum sadece kavramlara degil kullan-ld-g- yerdeki kosullara bagl-d-r. Ornegin
"yuksek s-cakl-k™ kavram-n-n uygulanmas-, hava icin bagka, bir nukleer reaktor
icin bagka fuzzy kiimeler ile sunulmal-d-r. Hatta benzer kosullar icgin bile ayn-
kavramlar- gosteren fuzzy kuimeler ¢ok gegitli olabilir.

Ornegin uyelik fonksiyonlar- asag-da gosterilen dort fuzzy kimeyi dustine-
lim. Her fuzzy kime 2 ye yak-n olan reel say-lar kimesidir. Onlar-n fark-
I-I-klar-na ragmen bu fuzzy kiimeler asag-daki o6zellikler anlam-nda benzerdir.
1=1,2,3,4 i¢in

(i) A;(2=1vex&2icgin Aj(x) <1

(i) A;, x = 2 ye gore simetriktir, yani her x 2 R igin A;(2+2z) = A;(2 § x)
dir.

(i) A;(z), j2 i xj artan fark-na gore 1 den 0 a monoton azaland-r
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A,(x)
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o 1 2 3 !

Sekildeki dort Uyelik fonksiyonu da [1, 3] d-s-ndaki say-lardaki degerleri an-
lam-nda benzerdir. Cunkul onlar-n tyelik dereceleri 0 a esittir. Bu benzerlik
kavram-n kendisini ifade etmez. Buradaki fonksiyonlar grafiklerinin farkl- sekil-
leri ile ifade edilebilirler. Ozel bir seklin uygun olup olmad-g- sadece 6zel bir
uygulaman-n kosullar- yard-m-yla belirlenebilir.

Agsag-dakiler tyelik fonksiyonlar-n- tan-mlayan genel formullerdir. Burada r

tyelik degeri 1 olmas- istenen reel say-lar- gosterir (sekildeki her fonksiyon icin

6



r=2dir). P, (: =1,2,3,4) ise her z icin jr j zj artan fark-yla fonksiyondaki

azalma oran-n- gosteren parametredir.

8
% mir)+l ,xz2[ril/p,r]
Ai(z) = § mriz)+1 ,x2[rr+1/p]

-0 , diger durumlarda
1

A =
() 1+pa(z j 7)?
Ag(x) = girsrini
= 1+cos(pam(z i 1))/2 , 2 2[r i 1/pasr+1/pd]
Ag(z) = _ .
-0 , diger durumlarda
Ornek 1.1.7 (Palaniappan, 2005) Geng, orta yagl, yasl kavramlarn-
sunan srasiyla A;, A, ve Az fuzzy kiimelerini dugunelim. Sekil 1.1.3 de veri-
len A;, A, ve Az yamuk uyelik fonksiyonlar- [0, 80] aral-g-nda asag-daki gibi

tan-mlanm-ggglsun.

51 ,x - 20
Ai(x) = = (35 jz)/15 ,20<z <35

-0 ,x . 35

8

go ,z - 20 veya z _ 60

(r §20)/15 ,20<x <35

Ax(x) =

%(6“3:)/15 , 45 < 1 < 60

-1 ,35 -1 - 45

8

20 .z - 45
As(x) :§ (z j 45)/15 , 45 <z <60

-1 ,x _ 60

£l
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Sekil 1.1.3 Geng, OrtaYagls, Yagl: kavramlar-n- sunan dyelik fonksiyonlar-

A, fonksiyonun ayr-k yaklas-m- D, say-sal olarak tablo 1 de agag-daki gibi

tan-mlanm-gt-r.

D, :$0,2,...,80g ¥ [0,1]

X Dafx)
xE{22,24,....58} | 0,00
XE{22,58]) 0,13
xE{24,56} 0,27
xE{26,54) 0,40
xE{28,52} 0,53
xE={30,50} 0,67
xE{32,48} 0,30
xE{34,46) 0,93
xE{36,38,...,441 | 1,00

Tablo 1.1.1
A, fonksiyonun tablo 1.1.1 de ag¢-kca verilen olas~ bir ayr-k yaklas-m- olan
D, sekil 1.1.3 te de gosterilmektedir. Boyle yaklag-mlar 6nemlidir ¢inkd bu
yaklag-mlar fuzzy ktmelerin bilgisayar kullan-m-nda belirleyicidir.
A, uyelik fonksiyonun ayr-k yaklag:m- olan D, : 0,2, ...,80g ¥ [0, 1] tablo
1.1.1 de agag-daki bicimde tan-mlanm-gt-r.

Fuzzy kumelerdeki en 6nemli kavramlardan biride «-seviye ve onun bir

cesidi olan gucli a-seviyedir. X Uzerinde tan-ml- bir A fuzzy kiimesi ve her-



hangi bir o 2 [0,1] say-s- igin a-seviye A, ve gugli a-seviye A: lar crips
kumelerdir ve bunlar

A, =Tx: A(r) . ag

A =fz: A(x) > ag
biciminde tan-ml-d-rlar. Bu kiimeler Uyelik dereceleri « 6zel degerinden buyuk
ve esit olan (sadece buyik olan) X evrensel kiimesinin tiim elemanlar-n- icerir.

Agsag-dakiler sekil 1.1.3 te verilen A;, A, ve Az fuzzy kimelerinin tim a-
seviye ve gucli a-seviye kiimelerinin tam bir karakterizasyonudur.

Ay, = A;(0) = A5(0) =1[0,80] = X

A;,=[0,35-150]

Ay, =[15a+ 20,60 j 15a]

Az, =[15a +45,80], o 2 (0, 1]

A7 =1(0,35 j 15a)

Ay = (15 + 20,60 j 150)

A3, = (15a +45,80) , o 2 [0, 1]

Al = A3, = Az, = ? bos kimedir.

Verilen bir A fuzzy kimesinin farkl- a-seviyelerini goésteren tim « 2 [0, 1]
seviyelerinin kiimesi A n-n bir seviye kiimesi olarak adland-r-l-r ve

a(A) =fa:baznx 2 X lericin A(x) =ag
ile gosterilir. Bu durumda

a(Ay) = v(4z) = =(4;) =[0,1]
ve

a(D,) = 10.00, 0.13, 0.27, 0.40, 0.53, 0.67, 0.80, 0.93, 1.00g

olarak bulunur.

1.2 Fuzzy Kumeler Icin Teorik Islemler

Uyelik fonksiyonu bir fuzzy kiimenin 6nemli bir parcas-d-r. Bu yuzden
fuzzy kiime tzerindeki iglemler tyelik fonksiyonu yard-m-yla tan-mlan-r. Asag-da

Zadeh taraf-ndan 1965 te ileri stiriilen kavramlar- sunacag-z. Bu tan-mlar klasik



kiime teorisini genigletilmesi icin tek mumkdn yol degildir. Bu ytzden Zadeh
ve diger yazarlar teorik islemler icin alternatif veya ek tan-mlar ortaya att-lar.

Tan-m 1.2.1.(Chang, 1968) X de tan-ml- herhangi A ve B fuzzy kimeleri
icin agag-dakiler vard-r.

A - B , herxz2 X igin A(z) - B(x)

A=B , herz 2 X i¢in A(z) = B(x)

Tan-m 1.2.2. (Zadeh, 1965) X de tan-ml- herhangi A ve B fuzzy kimeleri
verilsin.

(i) A nn timleyeni A =1 j A ile gosterilir ve her z 2 X icin A%(x) =
1 j A(z) biciminde tan-mlan-r.

(i). A ve B fuzzy kumelerinin birlesimi A _ B ile gosterilir ve her z 2 X
icin (A _ B)(z) = maxfA(z), B(x)g bigciminde tan-mlan-r.

(i) A ve B fuzzy kimelerinin kesisimi A ™ B ile gosterilir ve her z 2 X
icin (A B)(z) = minfA(z), B(x)g bigciminde tan-mlan-r.

Bir z 2 X noktas- i¢cin (A B)(x) & ? oluyor ise A ve B fuzzy kiimeleri x
de kesisiyor denir.

Daha genel olarak, fuzzy kiimelerin bir v = fA; : ¢ 2 Ig ailesi igin,
B = __A, birlesim kuimesi ile D = "u, kesisim kiimesi her x 2 X igin s-rasyla,
B(z) = supfA;(x)g, D(z) = inffA;(x)g seklinde tan-mlan-r (Chang, 1968).

Ornek 1.2.3 (Palaniappan, 2005) Ornek 1.1.2 deki A = f(1,0.2),(2,0.5),
(3,0.8),(4,1),(5,0.7),(6,0.3)g "4 kisilik aile i¢cin uygun tipteki evlerin™ fuzzy
kimesi ve B = 1(3,0.2), (4,0.4), (5,0.6), (6,0, 8), (7,1), (8,1)g "bluyuk tipteki
evlerin® fuzzy ktumesi verilsin.

Bu durumda C' = A™ B kimesi C' = 1(3,0.2), (4,0.4), (5,0.6), (6,0, 3)g ve
D = A _ B olmak Uzere D = 1(1,0.2),(2,0.5), (3,0.8), (4,1),(5,0.7),(6,0.8),
(7,1), (8,1)g bicimindedir.

Ayr-ca B nin timleyen B¢ "biyuk tipte olmayan evlerin" fuzzy kiimesi
olarak yorumlanabilir ve

B¢ =1(1,1),(2,1),(3,0.8), (4,0.6), (5,0.4), (6,0, 2), (7,0), (8,0), (9, 1), (10, 1)g

10



biciminde olur.

Ornek 1.2.4 (Palaniappan, 2005) Kabul edelimki A, "10 dan oldukca
blyuk reel say-lar" kimesi ile B 11 e yak-n reel say-lar'" kimesi agsag-daki
uyelik fonksigpnlar- ile tan-mlans-n.

=0 a - 10

palz) = _ L
- L+ ((z i10)iz)it x>10
ve

pp(@) =@+ ((z i 11)%) it
Bu durumda 8
<0 x - 10

pang(®) = _ ] o )
- minf(l+ ((z § 10012)it 1+ ((z § 1D)YHilg ,v>10
10 dan oldukc¢a buyik ve 11 e yak-n reel say-lar-n kiimesinin tyelik fonksi-
yonudur. Birlegsim kiimesi ise = 2 X igin
fra_p(r) = maxf(l+ ((z i 1013 (1 + ((z 1 11)H)'g
biciminde tan-mlan-r.

A

1

wwsermosns Birlesim

S —

0.5 -

s e

0 10 11

Sekil 1.2.1 Birlesim ve Kesigsim fuzzy kumeleri

Tan-m 1.25.f : X ¥ Y bir fonksiyon, A 2 I* ve B 2 IY olsun. Bu

durumda f(A) Ygde bir fuzzy kiimedir ve her y 2 Y igin

< A 2 fil ’ il & ?
G = PrA ez fEg L )
"0 fi) =

biciminde tan-ml-d-r.
Ayr-ca fil(B) X de bir fuzzy kiimedir ve her z 2 X icin (fi1(B))(z) =
B(f(x)) biciminde tan-ml-d-r.
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Onerme 1.2.6.f : X ¥ Y bir fonksiyon, A 2 I* ve B 2 IV olsun. Bu
durumda agag-dakiler dogrudur.

(i) Y deki her B fuzzy kimesi icin fi1(BY) = (f11(B))“

(i) Y deki her B fuzzy kiimesi icin f(fi1(B)) - B dir.

(iii) X deki her A fuzzy kimesi icin A - fi1(f(A)) dr.

Onerme 1.2.7 f: X ¥ Y bir fonksiyon ve fA;g Y deki fuzzy kiimelerin
bir ailesi olsun. Bu durumda agag-dakiler dogrudur.

L fiNCA) = _ fii(A)

2. fIN(AA) =1 FiY(A)

1.3 Fuzzy Topolojik Uzaylar

Tan-m 1.3.1 (Chang, 1968) X icindeki fuzzy ktmelerin bir ailesi 7 olsun.
Agsa-daki kosullar saglan-yor ise, 7 ya X Uzerinde bir fuzzy topoloji, (X, 7)
ikilisine de fuzzy topolojik uzay (k-saca f t u) denir.

T1.0,127

T2. A, B2 ise, buhalde AB 27

T3. Her i 2 I igin A; 2 7 ise, bu halde _;5;A; 2 7

7 nun elemanlar- fuzzy ag¢-k kiimeler olarak adland-r-l-r. Bir K fuzzy kiimesi
icin K¢ 2 7 ise K fuzzy kiimesine fuzzy kapal- kiime denir. Bir fuzzy topolojik
uzaydaki bltin fuzzy kapal- kiimelerin kolleksiyonu 7* ile gosterilir. Ayr-ca
asag-daki kosullar-n sagland-g- ag-kt-r.

K1. 0,12 7*

K2. K,M2 7" ise K_M27*k

K3. fK;:j2Jg2rhise MK;:j2Jg2 7"

Ornek 1.3.2 X = fa,bg ve X Uzerindeki bir A fuzzy kilmesi A(a) = 0.5,
A() = 0.4 biciminde tan-ml- olsun. Bu durumda r = 10, A, 1g bir fuzzy
topolojidir ve (X,7) bir fuzzy topolojik uzayd-r. Burada her a 2 X i¢in 0(a) =

12



0 ve 1(a) = 1 dir.

Tan-m 1.3.3 (Azad, 1981) X deki bir A fuzzy kiimesinin A (CI(A)) ka-
pan-g- ve A* (int(A)) ici srasyla A=inffKj A - K, K¢ 2 Ta,
A* =supfOj O - A, O 2 rg bigciminde tan-mlan-r.

Onerme 1.3.4 (Azad, 1981) (X, 1) fuzzy topolojik uzay ve B 2 I* olsun.
Bu durumda agag-dakiler vard-r.

(i) (int(B))” = CUBC)

(ii) (CU(B))C = int(B®)

Tan-m 1.3.5 71 ve 7, X Uzerinde iki fuzzy topoloji olsun. Eger altkiime
olma bag-nt-s-na gore 7, L 75 ise 75, 71 den daha incedir veya 71, 7, den daha

kal-nd-r denir.

Ornek §3.6 (Palaniappan, 2005) I da A, B ve C fuzzy kimeleri

1
<9 0w
~2x§1 ,--x2-1

2
8
%1 0:L°E
~ 1 4

B(l‘)_E idr+2 ,%'ZL‘-E

'0 ,5'1"1

8 1

<9 0.z -]
C(x):>4£€i1 1 )

T T3 "

biciminde tan-ml- olsun. Bu durumdar = 0, A, B, A_ B, 1g, I Uzerinde bir
fuzzy topolojidir. Ayr-ca ac-kt-r ki Ci(A) = B¢, CI(B) = A°, Ci(A_B) =1,
int(A°) = B, int(B¢) = A ve int((A_ B)®) =0 dr.

Tan-m 1.3.7 (X,7) bir ftuve § i 7 olsun. Her A 2 7 ag, bir
TA;0,2; %2 Bicin A = jzAj biciminde yaz-labiliyorsa g ya 7 i¢in bir taban
denir. Ayr-ca bir p pu 7 kiimesinin elemanlar-n-n sonlu infimumlar-n-n kiimesi
7 i¢in bir taban ise p ya 7 nun bir alttaban- denir.

Tan-m 1.3.8 A bir fuzzy kiime ve TA, : « 2 Jg fuzzy kiimelerin bir ailesi

13



olsun. Edger _ZJAQ Aise TA, : o 2 Jg ailesine A n-n bir ortisu denir.

=

Ayr-ca en az bir Jo pu J igin _FA, : a 2 Jog . A oluyorsa TA, : a 2 Jog

ailesine TA, : a 2 Jg ailesinin bir alt oérttsu denir.

1.4 Fuzzy Nokta Kavram- ve Komguluklar Sistemi

Tan-m 1.4.1 (Ming ve Ming, 1980) z 2 X ve o 2 (0, 1] olsun. X icindeki
z, fuzzy nolgas-,
<

za(y) = _
-0 ,z6&y

olarak tan-mlanan X igindeki fuzzy kumesidir. z, fuzzy noktas-n-n s-f-rdan

a ,r=y

farkl- degger ald-g- tek = noktas-na x, n-n dayanag- (support) ve o yada x, n-n
<
. 1 ,z=
degeri (value) denir. Ozel olarak z,(y) = _
-0 ,z6y
tan-mlanan fuzzy kimeye crips nokta ad- verilir. X (zerindeki butin fuzzy

utyelik fonksiyonu ile

noktalar-n kiimesi B,(I*) ile gosterilir.

Tan-m 1.4.2 (Ming ve Ming, 1980) x,, bir fuzzy nokta ve A bir fuzzy kiime
olmak Uzere o - A(x) ise z, 2 A dr.

Ozelolarak 7, 2 ys » y =z Ve a - 3 dir.

Ac-kca her A fuzzy kiimesi A daki fuzzy noktalar-n birlesimi olarak yaz-la-
bilir. Yani x 2 X icin A(x) & 0 ise

A(x) = supfa : x, bir fuzzy nokta ve 0 < o - A(x)g
dir.

Onerme 1.4.3 A ve B X de iki fuzzy kiime olsun. Bu durumda X deki
her x, fuzzy noktas-icin z, 2 A , x, 2 B oluyorsa A = B dir.

Onerme 1.4.4 fA; : j 2 Jg X deki fuzzy kiimelerin bir ailesi, z,, ve yz
X de iki fuzzy nokta ve f : X ¥ Y ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda
asag-dakiler dogrudur;

(1) zo 2 _FA; 152 Jg dr ancak ve ancak bir j 2 J igin z, 2 A; d-r.

(i) zo 27FA; 152 Jgise her j 2 Jigin z, 2 A; dr.

(i) z, 2 yg ve her j 2 Jigin yg 2 A; ise x, 2 ~FA; 1 j 2 Jg dir.

14



(V) f(za) = f(@)a

V) f((@)9) = (f(@)a)”

(vi) A, X de bir fuzzy kime olmak Uzere x, 2 A ise f(x,) 2 f(A) dr.

(vii) B Y de bir fuzzy kiime olmak Uzere =, 2 fi'(B) ise (f(x)), 2 B d-r.

(viii) yz 2 f(A) ise bir x 2 X i¢in f(x) =y ve z, 2 A dr.

(iX) ys 2 B ve y 2 f(X) ise her z 2 fil(y) icin x5 2 fi}(B) dr.

Tan-m 1.4.5 (X, 7) da bir A fuzzy kiimesi ve bir z,, fuzzy noktas- verilsin.
Budurumdabir B2 riginz, 2 B - Aise A fuzzy kiimesi x,, fuzzy noktas-n-n
bir komgulugudur denir. Eger A fuzzy kiimesi a¢-k ise ag-k komguluk olarak
adland-r-l-r. z, fuzzy noktas-n-n tim komguluklar-ndan olugan aileye z, n-n
komsuluklar sistemi denir ve N(x,) ile gosterilir.

Tan-m 1.4.6 (Ming ve Ming, 1980) Bir z, fuzzy noktas- ve bir A fuzzy
kiimesi verilsin. Eger o > A (z) veya a + A(z) > 1 ise z,, ile A cak-g-g-ms-d-r
denir ve z,qA ile gosterilir.

Tan-m 1.4.7 (Ming ve Ming, 1980) A ve B fuzzy kimeleri verilsin. Eger bir
r 2 X icin A(x) > B¢(x) veya A(z)+ B(z) > 1 oluyorsa A ile B ¢ak-s-g-ms-d-r
denir ve AgB ile gosterilir. Eger 2 X noktas-nda A ve B ¢ak-g-gms- ise bu
kumeler = de gak-g-g-ms-d-r denir. Efer ¢ak-s-g-ms- degilseler A 6B yazacag-z.

Onerme 1.4.8 f: X ¥ Y bir fonksiyon, z, X de bir fuzzy nokta, A, X
de ve B, Y de fuzzy kiimeler olsunlar. Bu durumda agag-dakiler dogrudur.

(i) f(zoa)qB ise x,qfi1(B) dir.

(i) zoqA ise f(xa)qf(A) dr.

(iii) f(z.) 2 B ise z, 2 fi1(B) dir.

(iv) o, 2 Aise f(xy) 2 f(A) dr.

Tan-m 1.4.9 (Ming ve Ming, 1980) (X, ) da bir A fuzzy kimesi ve bir
x, fuzzy noktas- verilsin. Bu durumda bir B 2 7 i¢in z,qB - A oluyorsa
A fuzzy kimesine z, fuzzy noktas-n-n bir ¢-komgulugudur denir. z, n-n tim
g-komsuluklar-ndan olugan aileye x, n-n g-komguluklar sistemi ad- verilir ve

genellikle N,(z,) ile gosterilir.
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Ornek 1.4.10 Bir fuzzy noktan-n bir ¢-komsulugu genellikle o noktay-
icermez. X = fa,bg ve X Uzerindeki bir A fuzzy kimesi A(a) = 0.5, A(b) =0.4
biciminde tan-ml- olsun. Bu durumda 7 = 10, A, 1g bir fuzzy topolojidir. aq 7
fuzzy noktas-n- ele alal-m. Bu durumda B(a) = 0.6, B(b) = 0.5 biciminde
tan-ml- olan B fuzzy kiimesi i¢cin B 2 N,(ao7) ancak aq7 2 B dir.

Onermel.4.11 (Ming ve Ming, 1980) A ve B iki fuzzy kime olsun. A - B
olmas- icin gerek ve yeterli kosul A ile B¢ kiimelerinin ¢ak-g-g-ms- olmamas-d-r.
Ozellikle, =, 2 A olmas- icin gerek ve yeterli kosulu x,, G.A° olmas-d-r .

Kan-t.
A-B , 8x2Xicin A(z) - B(x)

- 1+ A(x) - 1+ B(x)
- A(@)+1j B() -1

. A(@)+ B%@x) - 1
ayr-ca

o2 A L, x2Xi¢ina - A(x)
. 1l+a -1+ A(x)
> a+1ljAlx) -1

. To+A%2) - 1
Teorem 1.4.12 (Ming ve Ming, 1980) (X, 7) fuzzy topolojik uzay, x, bir

fuzzy nokta ve B 2 I~ olsun. z, 2 CI(B) olmas- icin gerek ve yeterli kosul z,,
n-n her ¢g-komgulugunun B ile ¢ak-s-§-ms- olmas-d-r .

Teorem 1.4.13 (Ming ve Ming, 1980) (X, 1) fuzzy topolojik uzay, =, bir
fuzzy nokta ve B 2 I olsun. z, 2 int(B) olmas- icin gerek ve yeterli kogul
x, NN en az bir komsulugunun B iginde kalmas-d-r.

Onerme 1.4.14 N, (X, 7) daki bir z, fuzzy noktas-nn g-komsuluklar-n-n
(komguluklar-n-n) bir ailesi olsun. Bu durumda agag-dakiler dogrudur.

() U 2 N ise x,, U ile cak-gg-ms-d-r. (U ya aittir)

(iU, V2Nise UNV 2 N dir.

(il U2NveU<ViseV 2N dir.

(iv) U 2 N ise V - U olacak gekilde oyle bir V' 2 N vard-r ki yzqV
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(ys 2 V)ise U 2 N,(yg) (U 2 N(yp)) dir.

Tersine, X de ki her x, fuzzy noktas- icin NV yukar-daki 1-3 kogsullar-n-
sagl-yorsa, r,qU (z, 2 V) oldugunda U 2 N bicimindeki tim U kimelerinin
ailesi 9, X uzerinde bir fuzzy topolojidir. Ayr-ca NV, 4 kogulu sagl-yorsa N bu ¢
topolojisine gore =, fuzzy noktas-n-n g-komguluklar (komguluklar) sistemidir.

Kan-it. (i) U 2 N ise z,qA - U olacak bigcimde bir A 2 7 vard-r. z,qA
oldugundan « + A(z) > 1 olacak bigimde bir x 2 X vard-r ve her x 2 X igin
A(z) - U(x) oldugundan o + U(x) > 1 olur bu ise z,qU oldugunu verir.

(i) U,V 2 N ise xo,qA - U ve x,qB - V olcak bicimde A, B 2 7 vard-r.
ToqAise a+ A(r) > 1 ve z,qB ise a+ B(x) > 1 bulunur minfA(x), B(x)g =
C(z) dersek a+ C(x) > 1 olur ve her x 2 X i¢cin C - U™V bulunur ki bu ise
U™V 2 N oldugunu verir.

(i) U 2 N ise z,q9A - U olacak bicimde bir A 2 7 vard-r. Burada U <V
ise z,qA - U < V olur ki bu ise V' 2 N oldugunu verir.

(iv) U 2 N ise z,qA - U olacak bicimde bir A 2 7 vard-r. Burada 6zel
olarak V' := A olarak tan-mlayabiliriz. Bu durumda yzqgA olan her y; icin
A - U oldugundan 3 geregi U, yz n-n da bir a¢g-k g-komgulugu olur.

Onerme 1.4.15 fA;g X deki fuzzy kimelerin bir ailesi ve z,, bir fuzzy
nokta olsun. Bu durumda baz- A; 2 7 lar igin z,qA; ise z, fuzzy noktas- _A;
ile cak-s--ms-d-r.

Kan-t. z,q4; ) = 2 X igin a+ A;(z) . 1tir. _A; = supfA;(x)g
oldugundan o + supfA;(z)g . 1 olur ki bu z, fuzzy noktas-nin _A; ile
cak-g-g-ms- oldugunu verir.

Onerme 1.4.16 (X, 7) daki bir B altailesi 7 igin bir taband-r ancak ve
ancak (X,7) daki her z, fuzzy noktas- ve z, nn her U ¢-komgulugu icin
roqB < U olacak bicimde bir B 2 B eleman- vard-r.

Kan-t. ():) Tan-mlardan ag-kt-r.

() Kabul edelim ki B, 7 i¢cin bir taban olmas-n. Bu durumda bir A 2 7
icin G = _fB 2B :B < Ag & A dir. Bu yuzden en az bir x 2 X ic¢in
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G(x) < A(x) dir. @ =1 j G(x) alrsak A(zx) + a > G(z) + a = 1 yani
A(z)+a > 1dir. Buradan z,qA oldugunu buluruz. Fakat A n-n kapsad-g- her
B 2 B eleman- G taraf.ndan da kapsan-r. Buradan B(z) +a - G(z) +a =1
olur ki buda z, @B oldugunu verir. Bu ise kabulimuzle geligir.

Tan-m 1.4.17 x4, fuzzy noktas-na z,, fuzzy noktas-n-n dual noktas- denir.
Dayanay = olan x; crips noktas- i¢in dual nokta xq d-r.

Teorem 1.4.18 (X, 7) bir f.t.u, A bir fuzzy kiime ve z,, fuzzy nokta olsun.
Bu durumda z1;, dual komsulugu A ile cak-s-gms- ise 7, 2 A dr 1;, 2 A°
ise x, 2 A* dir.
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2 ROUGH KUME TEORI

Bu boélumde belirsizlik icin yeni bir matematiksel malzeme olan rough
kime teorisi tanit-lacakt-r. Rough kiime teorisi bir evrenin altkimelerinin,
evrenin bir parcalan-g-n-n denklik s-n-flar- yard-m-yla ifade edilmesi ihtiyac-n-
dan ortaya ¢-km-st-r. Rough kiime teorisi, klasik kiime teorisinin bir genigleme-
sidir. Bu teoride bir evrensel kiimenin bir altkiimesi, alt ve Gst yaklag-m olarak
adland-r-lan swral- ikili kiimeler ile tan-mlan-r. Rough kime teorisi Pawlak
(1982) taraf-ndan ortaya at-lm-st-r ve bu teoride temel ara¢ bir denklik bag-n-
t-s-d-r. Alt ve Ust yaklag-mlar denklik s-n-flar- ile inga edilir. Arast-rmac-lar bu
teoriye buyuk bir ilgi gostermigs ve 0zellikle cebirsel yap-lar tan-mlanarak rough
kime teorisi gelistirilmigtir. Bu bolum konu ile ilgili yap-lan ¢al-smalardan bir

derlemedir.

2.1 Temel Kavramlar

Tan-m 2.1.1 (Pawlak, 1982) U objelerin bir kimesi ve X de U nun bir alt-
ktmesi olsun. X kimesini U Uzerinde tan-mlanan bir R denklik bag-nt-s-na
gore karakterize edelim. R, bir z eleman-n-n denklik s-n-f-n~ gostermek tzere
alt ve Ust yaklas-mlar agag-daki gibi verilir.

R(X)=Ffz2U:R,% Xy

R(X)=fz2U:R,\X & ?g
S n-r, negatif ve pozitif bolgeler ise asag-daki gibi tan-mlan-r.

BNp(X) = R(X) i R(X)

POSR(X) = R(X)

NEGgr(X)=U i R(X)

Buna gore bir kiimenin alt yaklag-m-, tamamen kiime taraf-ndan kapsanan
denklik s-n-flar-ndan, bir kiimenin tst yaklag-m- ise kiimeyle arakesitleri bostan
farkl- olan denklik s-n-flar-n-n birlesiminden ve kiimenin s-n-r bolgesi de Ust ve

alt yaklas-mlar-n aras-ndaki farktan olusmaktad-r. Bunlar Sekil 2.1.1 de ag¢-k
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bir sekilde gortlmektedir.

/'—-'-_—-\\
RX

0
) " Sur
\

\---__._//

|HEN

] \

Ust ya](la§1m Alt yakla§1m

Sekil 2.1.1

Bu bilgiler dogrultusunda klasik kiime, fuzzy kiime ve rough kiime tan-m-
lar-n- kars-last-r-rsak, klasik kiime bir gosterim ve sezgisel veya aksiyomlarla
tan-mlan-r. Fuzzy kumeler, ileri dizeyde matematiksel yap-lar, say-lar ve
fonksiyonlar iceren tyelik fonksiyonlar-yla tan-mlan-r. Rough kiimeler ise yak-
lagsmlarla tan-mlan-r. Goruldugu gibi rough kiime teorisi fuzzy kiime teorisinde
oldugu gibi klasik kiime teorisinin bir alternatifi degil aksine bir pargas-d-r.

Ornek 2.1.2 U = fa,b,c,d,eg ve U lzerinde R = f(a,a), (a,b), (a,c),
(b,a), (b,b), (b,0), (c,a), (c,b), (c,c), (d,d), (e,e)g denklik bagnt-s- verilsin.
Buna gore R nin denklik s-n-flar- agag-daki gibidir.

R,=R,=R.=Ta,b,cg

Ry, =fdg

R, = feg

Simdi X = fb,¢,dg %2 U kumesini ele alal-m. X kidmesinin R denklik
bag-nt-s-na gore Ust yaklag-mn, alt yaklas-m-~ ve s-n-r bolgesi agag-daki gibidir.

R(X) = fa,b,c,dg

R(X) = fdg

BNp(X) = R(X) i R(X) =fb,c,dg
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Ornek 2.1.3 (Aktas ve Cagman,2005) U = fxy, x5, T3, T4, Ts, Tg, T7, Tg, T9, T100
objelerin bir kiimesi, A = fa;, a,, azg degiskenlerin kimesi ve V,,, = f1,2,3g,V,, =
T1,29,V,, = T1,2, 3, 49 kiimeleri de her bir deggigskenin ald-g- degerlerin kiimesini
gostersin. Yukar-da verilen 10 obje icin elde edilen ¢ sonucu bir matris for-

munda agag-daki gibi verelim. Ayr-ca bu sistem icin f, fonksiyonu tablodaki

gibi verilir.
[8) aj aa az
x 2 1 3
x 3 2 1
x: 2 1 3
x4 2 2 3
X 1 1 4
Xg 1 1 2
X7 3 2 1
Xg 1 1 4
Xg 2 1 3
X10 3 2 1
Tablo 2.1.1

Tablo 2.1.1 e gore fo,(z) = V1, fo,(x) = V2 ve [, (x) = V3 olarak elde
edilir. R,,, z; eleman-n-n denklik s-n-f-n- gostermek tzere R, = fx; : z;, z;
ile ayn-~ 6lgiime sahip,1 - 4,5 - 10g seklinde tan-mlans-n. Buna gore

Ry, = Ryy = Rye = fa1, 13, 190

R., = Ry, = Ry, = Txp, 27,2100

R,, = fz49

Rys = Ryg = T, w80

R,, = fzs0
seklinde hesaplan-r. Bu denklik s-n-flar-ndan yararlanarak U nun X = fz, 23,
T4, Ts, Tog altklimesi icin alt yaklag-m-, Ust yaklag-m- ve sn-r-n- bulal-m.

R(X) = fu1, 23, 24, 75, 75, 790

R(X) = fr1, 23, 24, 290

BNR(X) = furs, 289
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Onerme 2.1.4 (Aktag ve Cagman,2005) Bir kiimenin yaklag-mlar- asag-
daki Ozellikleri saglar.

(i) R(X) p X U R(X)

(i) R(?)=R(?) =7

(i) R(X [Y) = R(X) L R(Y)

(iv) R(X \Y) = R(X)\ R(Y)

V) (X LY) T R(X) LR®Y)

(Vi) RX\Y) u R(X)\R(Y)

(Vi) X pY D R(X) L R(Y), R(X) 1L R(Y)

(vii) R(i X) = i R(X)

(ix) R(i X) = 1 R(X)

() B(E(X)) = R(B(X)) = R(X)

(xi). R(R(X)) = R(R(X)) = R(X)

Rough kumeler yaklag-mlar yerine rough uyelik fonksiyonu al-narak da
tan-mlanabilir. jXj , X in eleman say-sin- gostermek Uzere rough Gyelik
fonksiyonu

Ry — 1B\ X]

wy () iR.j

seklinde tan-ml-d-r. Rough Uyelik fonksiyonu = in X e ait olmas-n-n gartl-
ihtimalini ve R taraf-ndan x hakk-nda verilen bilgi gbz 6ninde tutularak =
in X’e ait olma derecesini ag-klar. Bu $Sekil 2.1.2 de ag¢-k bir bigcimde goster-

ilmigtir.

22



Sekil 2.1.2

Burada

X\ R, = ? olmas- halinde p£ (z) =0

X\ R, & ? olmas- halinde p% (z) & 0

R, 1 X olmas- halinde ;& (z) =1
olur. Yaklag-ml- tyelik fonksiyonu, yaklag-mlar~ ve bir kimenin s-n-r bdlgesini
tan-mlamak igin

RX)=Ffz2U : uf () =1g

R(X)=fr2U : ¥ (x) > 0g

BNp(X)=Ffx2U : 0 < uf (z) < 1g
seklinde kullan-l-r. Ornek 2.1.3 n-n verileri kullan-larak X in her bir eleman-n-n
Uyelik degerleri hesaplanabilir.

p (1) = pf (a3) = pf (9) =1

iR (22) = pk (27) = p& (210) = 0

pX (rs) =1

1
l& (z5) = l& (zg) = 2
pf (z6) =0

Buna gore tyelik fonksiyonu yard-m-yla da

F(X) = fx1, 23, 14, 5, T8, T9Q
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R(X) = fx1, 23, 74, 700

BNg(X) = fzs, w89
oldugu goraltr.

Onerme 2.1.5 (Aktas ve Cagman,2005) Uyelik fonksiyonlar- agag-daki
oOzellikleri saglar

P (@) =1, 22 R(X)

pE(@)=0, 20U j R(X)

0<pul() <1, 22 BNg(X)

ptx (@) =1 pf (@)

ey (@) o maxfuk (), p3f (v)g, 2 2 U

[y (@) = minful (z), pgf (2)9,2 2 U

Yukar-daki 6zelliklerden rough Uyelik ile fuzzy tyeligin birbirinden farkl-
olduklar~ goraltur. Rough kiumelerde, fuzzy kiimelerde oldugu gibi birlesim ve
kesisim kumelerinin dyelikleri hesaplanamaz. Gorunurde rough Uyelik fuzzy
dyeligin daha genel bir halidir. Fuzzy uyelik fonksiyonunun aksine, rough

utyelik fonksiyonunda bir ihtimal vard-r.

2.2 Topolojik Uzaylarda Rough Kume Teorisi

Daha 6ncede belirttigimiz gibi rough kiime teorisi bir evrenin altkiimelerinin
evrenin bir parcalan-g-n-n denklik s-n-flar- yard-m-yla ifade edilmesi ihtiyac-n-
dan ¢-km-gt-r. Parcalan-g, yaklas-m uzay- olarak adland-r-lan bir K = (U, R)
topolojik uzay-n- karakterize eder. Burada U evren olarak adland-r-lan bir
kiime ve R bir denklik bag-nt-s-d-r. ((Lin, 1992), (Pawlak, 1991)). Rough
kime teorisinde referans uzay, topolojisi R nin denklik s-n-flar- ile dogrulan bu
yaklas-m uzay-d-r. Buradaki topoloji clopen topoloji diye bilinen 6zel bir s-n-fa
aittir. Bu topolojik uzayda her a¢-k kiime ayn- zamanda kapal-d-r. Clopen
topoloji dijital geometride quasi ayr-k topoloji olarakta adlad-r-l-r. Lin (1992)
bu uzay- Pawlak uzay- olarak adland-rm-gt-r. Clopen topoloji gegisli yaklag-m-

lar-n bir turtdar. Ancak yaklag-mlar genelde gegigli olmad-g- i¢in bu gok k-s-t-
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lay-c-d-r. Ornegin "Tokat, Sivas a yak-n, Sivas, Kayseri ye yak-nd-r. Bununla
birlikte Tokat, Kayseri ye yak-n olarak dustnilemez. Lin béyle durumlar- in-
celemek igin komguluklar sistemini tan-mlad- ((Lin, 1988), (Lin, 1990), (Lin,
1998)).

Bu kesimde rough kime 0Ozellikleri topolojik kavramlarla ifade edilecektir.
X bir altkiime olsun. X, X* ve X swraswyla kapan-g, i¢c ve s-n-r noktalar-n-
gosterir. X® = ? ise X exactt-r. Aksi durumda X rough d-r. Ag-kca X exact
ancak ve ancak X = X*dir. Pawlak uzay-nda X | U altkiimesi rough veya
exacttr. Genel topolojik uzaylarda X U ise X agag-daki tan-mlanabilme
tiplerine sahiptir.

(i) X exact yani X = X = X* ise X tamamen tan-mlanabilirdir.

(i) X = X*, X & X ise X icsel tan-mlanabilirdir.

(iii)) X & X* X = X ise X d-gsal tan-mlanabilirdir.

(iv) X & X* X & X ise X tan-mlamazd-r.

Onerme 2.2.1 (Lashin ve ark., 2005) A, (U,7) da exact kiime ve 7 % 7°
olsun. Bu durumda A 7 ye gore exact kiimedir.

Kan-t. BND.,A % BND.A ve BND,A = ? olsun. BNDpA = ?
oldugunda A 7' de exactt-r. Baska bir deyisle A, 7 da exact oldugundan
A, 7 jclopen ve sonug olarak 7’ j clopen. Buradan A 7' exacttr.

70 exact olupta 7 exact olmayan kiimeye kolayca ornek verilebilir. Goste-
rilebilir ki CloA = CIl, A , intoAY = int, A°. Sonraki 6nerme 7 % 7° iken 7°
exact olan bir kiimenin 7 exact olma kosulunu verir.

Onerme 2.2.2 (Lashin ve ark., 2005) (U, 7) verilsin ve 7 % 7° olsun. 7°
deki her exact kiime 7 da exacttr , 8G 2 7 icin Cl.G = CI,.G

Kan-t. A 7° da exact oldugundan Cl.A = A ve Cl,A = A buradan
ClwA = Cl.A ¢-kar. Tersine eger CloA = Cl,A ve A 7° exact olsun. A 7

exact olur.

Orjinal rough 0yelik fonksiyonu denklik s-n-flar- kullan-larak tan-mlan--

yordu. Burada bu topolojik uzaya genigletilecektir. Sonlu U kimesinde 7
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topolojisi verilsin. S taban-na gore rough tyelik fonksiyonu

JI\B.g\ X]

- —., B, 2p, 22U
JF\B.gj ’

() =

olarak tan-mlan-r. Burada B,, S nnn z i iceren herhangi bir eleman-d-r.
Farkl- tabanlarda ayn- say- elde edilebilir. Tabanda = bulunduran tim ele-
manlar-n kesisimi 7 da z i bulunduran tim elemanlar-n kesisimini verir. Eger
topoloji Clopen topoloji ise z noktas- taban-n bir tek eleman-na aittir. Bununla
beraber yukar-daki Gyelik fonksiyonu eer 7, ayr-k topoloji ise klasik kiime
teoriyi eger 7, Clopen topoloji ( Quasi ayr-k ) ise rough kiime teoriyi verir.

Agag-daki 0rnek Ustteki tan-m- ag-klamaktad-r.

Ornek 2.2.3 (Lashin ve ark., 2005) U = 10, 1, 2, 3,4,5qg, 5 = ff2g, f3g, f0,
1,29,12,3,49,13,59g9, X =12,4,5g olsun. Bu durumda X in S ya gore Uyelik

fonksiyonu agag-daki gibi tan-mlan-r.

_jf0,1,29\f2,4,5g) 1

MO=T 0 120 3
()= jf0,1,29\ £2,4,50) _ 1
P =00, 1, 20 T3
(2) = Jf29\ 10,1,29 \ 2,3,49\ 12,4,59] _ 1
Hake) = jf2g \ 10, 1,29 \ 2, 3, 4g;] B
- (3) = Jf3g\ 13,59\ 12,4,50] _
HxkS) = jF3g \ 13, 50 B
() = jf2,3,49\ £2,4,50] _ 2
HXW =770 3, 4gj K
if3,59\ f2,4,50] _ 1
5 (5) = 1128 4=

j¥3,5qj 2

Efer evren sonsuz ise bu tyelik fonksiyonu her bir nokta i¢in yanl-zca sonlu
tane minimal komgulugun olmas- anlam-nda yerel sonlu komguluklar sistemine
sahip uzaylar icin kullan-labilir. Rough tyelik fonksiyonu topolojik uzaylarda

fuzzy teoriyi ifade etmemize izin verir. X p U verilsin. Topolojik uzayda
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rough Uyelik fonksiyonunu kullanarak bir fuzzy kiimeyi asag-daki gibi tan-m-
layabiliriz.
X =f(z, 1% (2)) : 822 Ug
Bu durumda son ornekten X =12, 4 ,50 icin
©i ¢ 60 02
£ = 0’3 ) ’§ ’(21) (3,0), 4>§ >5>§

olur.

2.3 Ikili Bagnt- Topolojisinde Rough Kime Teorisi

Daha once belirttigimiz gibi Lin genel durumlar- ele almak i¢in komguluk-
lar sistemi bicimlestirilmesini inceledi. Biz simdi R ikili bag-nt-s-ndan dogrulan
topolojiyi dugtinecegiz. U sonlu evren ve R, U uzerinde ikili bagnt- olsun. Bir
X 2 U igin sag komgsuluk

xR =Ty :zRyg

biciminde tan-mlan-r. z in sag komgsulugu xR dir fakat zR nin zR deki
herhangi bir eleman-n sag komgulugu olmas- gerekmez. Aslnda xR yi sayg
komgsuluk olarak kabul eden tim elemanlar-n kiimesi, xR nin merkezi olarak
adland-r-l-r. Buttn merkezlerin kolleksiyonu U nun bir parcalan-g-d-r. Detaylar
icin (Lin, 1998) e bak-labilir.

Burada sa komguluklar sistemi dustinilmeyecek sag komsuluklar yard-m-
ile dogrulan topoloji ele al-nacaktr. Bu distinceyle =R topolojik anlamda
her noktas-n-n komgulugu olan bir a¢-k kiimedir. Topolojiyi olusturmak icin
S = fzR:x 2 Ug sag komguluklar ailesini alttaban olarak digtnuriz. Bu
topoloji 7 olsun. S ailesi 7 topolojisinin alttaban-~ olarak S = fzR : xz 2 Ug
ile gosterilecek ve S, = TG 2 Sy : x 2 (Gg yaz-lacakt-r.

Bir alttaban-n elemanlar-n-n butin sonlu kesigsimleri bir taban formunda
oldugunda topolojik rough Uyelik fonksiyonlar- kavram-~ alttaban yard-m- ile

asag-daki gibi ifade edilebilir.
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i JP\S.]
Bu rough Uyeligi rough kiime teorisinden yada Lin in sag komguluklar-n-n

28,528

rough dyelik fonksiyonundan oldukga farkl-d-r. Lin in durumunda \S, yerine
tek olan xR kullan-lmaktad-r. Asag-daki Ornekte gosterildigi gibi bir y 2 U
birden fazla S, e ait olabilir. Ayr-ca S, lerden biri ve xR ayn- kiimelerdir.
Bununla beraber S, 7 topolojisinde x in bir a¢-k komsulugu iken xR bir sag
komguluktur ve tektir. Yani onlar farkl-d-rlar.

Ornek 2.3.1 (Lashin ve ark., 2005) U = f0,1,2, 3, 4,5g

Or=1x=10,1,29 2r=3zp=12,3g 4z =13,49 5z =Tfbgolsun. S :=
10,1,29,12,39,13,49,f5gg )» 5 = £f0,1,29, 12,39, 3,49, 59, f2g, f3gg
ise 7 = fU,?,10,1,29,%2,3g, 13,49, fog, 29,139, 10,1,2,39,10,1,2,3,4q,
f0,1,2,59, ¥2,3,49,12,3,5¢9,13,4,59, 12,59, 3,59, 2,3, 4,5gg olur.

X =10,1,2,3g olsun. Bu durumda

jf0,1,29\ 10,1,2,3gj _

_JF0,1,29\ 10,1,2,30] _ 1

PO =" 0.1 2] L@ 0.1, 20]
29 \'f0. 1,2, 3gj 39\ 0, 1, 2. 3gj
T(2) = Lt e =1 T(3) = Lt =1
O i34 J{219(]) 1.2.307 1 O if5 \J;gg{ 2.3gi
J b g b b b gJ J g b b b gJ
.(4) = _ ; = — 7 = _ _ =
MX( ) Jf3, 49] 2 MX(5) Jf5gj 0

d-r. Buradan X = f(0,1),(1,1),(2,1),(3,1),(4,1/2),(5,0)g olur.

Rough tyelik fonksiyonundan;

R(X)=X*=10,1,2,3g, R(X)=X=170,1,2,3,4g

NEGR(X) =159 BNgx(X) = fig
elde ederiz. 7 jkapan-s ve 7 j i¢ tan-mlar-ndan Uyelik fonksiyonu kullanmadan
X in icini ve kapan-g-n- agag-daki gibi bulabiliriz. Kapal- kimelerin F ailesi

F =12 U,13459,10,1,4,59,10,1,2 59,10,1,2,3,4,9,10,1,3,4,5g, 10,
1,2,4,5¢9, 4,59, 159, f3,49,10,1,4g9,10,1,29,0,1,3,49,10,1,2, 49,10, 199
d-r. Bu yuzden

X*=10,1,29 [ 2,39 [ f2g [ f3g = 10,1, 2, 3¢

X =U\T0,1,2,3,49 = 10,1, 2, 3,49

olur.
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3 SOFT KUME TEORI

3.1 Temel Kavramlar

Bu bolimde soft kiime teorisi; bugline kadar yap-lan ¢al-smalardan der-
lenen bilgiler ile tan-t-Imaya cal-s-lm-gt-r. Bu amagla soft kiime kavram- ve soft
kiumeler tzerinde iglemler 6rnekler yard-m-yla anlat-lm-gt-r.

Bolim boyunca U ile evrensel kiime, E ile parametre kiimesi ve P (U) ile
U nun kuvvet kiimesi gosterilecektir. A . E olsun.
Tan-m 3.1.1 (Molodtsov, 1999) Asag-daki dontgiimde tan-mlanan £’ fonksi-

yonu ile (F, A) ciftine U Uzerinde bir soft kiime denir.
F:A Y P)

Bagka bir deyigle U evreninin altkiimelerinin parametreye gore olugturulan
bir ailesine U Uzerinde bir soft kiime denir. ¢ 2 A igin F' (e), (F, A) kiimesinin
e-yaklag-k elemanlar-n-n bir kiimesi olarak dugtnulebilir. Bu kavram- ag-kla-
mak icin Molodtsov agag-daki U¢ 6rnegi verdi.

Ornek 3.1.2 Zadehin fuzzy kiimesi soft kiimenin bir 6zel durumu olarak
dugundlebilir. A bir fuzzy kiime ve p, onun tyelik fonksiyonu yani u,, U nun
[0, 1] icine bir donusimu olarak verilsin. 1, fonksiyonu igin

Fo=Ff2x2U:p,() . ag, a2]0,1]

a-seviye kumelerinin ailesini dugtnelim. Eger F ailesini bilirsek, p, ()
fonksiyonunu

wa(z) = sup fa:x2 F.0

a2[0,1], 22 Fa)
olarak tan-mlayabiliriz.

Bu sekilde her A fuzzy kiimesi (F, [0, 1]) gibi bir soft kiime olarak dugtnalebilir.

Ornek 3.1.3 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Bir z 2 X noktas- igin ag-k
komguluklar-n ailesi 7(x), (7(x), 7) soft kiimesi olarak duguntlebilir.

Maji ve ark. (2003) Molodtsov un (1999)birinci 6rnegini agag-daki gibi
ac-klad-lar.
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Ornek 3.1.4 (Maji ve ark., 2003) Bay X in sat-n alacagn- dusiinerek
"evlerin c¢ekiciligi' ni tan-mlayan bir (£, E') soft kimesi olugtural-m.

U duguntlen evlerin bir kiimesi ve E bir parametre kimesi olsun. Her
parametre bir kelime veya bir ctimledir.

E = fpahal- , guzel, agac , ucuz, yesil cevreli , modern , iyi durumda, kotu
durumda g
Bu durumda bir soft kiimeyi tan-mlamak pahal- evleri, gizel evleri ... isaret
etmek anlam-ndad-r.

Kabul edelim ki U evreninde U = Thy, hy, hs, ha, hs, heg gibi 6 ev olsun. Para-
metre kiimesi E' = fey, es, €3, €4, €5, €6, €7, €gg Olarak verilsin.

e; parametresi "pahal-"

e, parametresi "guzel"

ez parametresi "agac"

e4 parametresi "ucuz"

es parametresi "yesil cevreli"

ee parametresi "'modern™

e7 parametresi "'lyi durumda"

eg parametresi "kotd durumda™
olarak tan-mlans-n. A = fey, e;, €3, €4,e50 ¥2 E alal-m.

F: A Y P@U) fonksiyonu F (e1) = Thy, haQ, F (e3) = Thy, haQ, F (e3) =
Ths, ha, hsQ,F (e4) = Thig ve F(es) = Thig seklinde tan-mlans-n. (F, A)
soft kiimesi, U kiumesinin altktimelerinin fF (e;) ,7 = 1,2, 3,4,59 parametre-
lendirilmig bir ailesidir ve bir objenin yaklag-k tan-mlar-n-n bir kolleksiyonunu
verir. Ornegin F (e;), fonksiyonel degeri fhy, hag kiimesi olan "pahal- evler"
anlam-ndad-r.

Bdylece (F, A) soft kiimesini yaklas-mlar-n bir kolleksiyonu olarak agag-daki
gibi gosterebiliriz.

(F,A) = f(pahal-evler, Th,, hsQ), (guzel evler, Thq, h3Q), (ahsap evler,

Ths, ha, hsQ), (ucuz evler, Thy, hs, hsQ) , (yesilcevreli evler, fhig)g
Burada herbir yaklas-m iki par¢adan olugur.
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(i) Bir istenen p
(i1) Bir yaklas-k deger kuimesi v (veya basitce deger kiimesi v )
Orneggin "pahal-~ evler = fh,, h,g™ yaklas'm- icin
(i) istenen "pahal- evler”
(i1) yaklag-k degger kiimesi "'fhy, hag" tlr.
Bdylece bir (F, A) soft kiimesi agag-daki yaklag-mlar-n bir kolleksiyonu olarak
gosterilebilir.
(F,A) =fpy = v1,p2 = v2,p3 = V3, ..., Pn = Vg
Bilgisayar uygulamalar- icin bu (F, A) soft kimesi asag-daki tablodaki gibi

sunulabilir
U | “pahal” | “gozel” | “agac” | "ucuz" | “Yesilcevreli”
hy 0 1 0 1 1
h, 1 0 0 0 0
hs 0 1 1 1 0
h 1 0 1 0 0
hs 0 0 1 1 0
hs 0 0 0 0 0
Tablo 3.1.1

Ornek 3.1.5 (Pei ve Miao, 2005) (X,7) bir topolojik uzay olsun. Bu
durumda = 2 X noktas-n-n butin komguluklar- 7 (x) ile gosterilirse, her x 2 X
icin F(x) =fV 2 7 : 2 2 Vg olmak tzere (F, X) 7 tzerinde bir soft kiimedir.

Tan-m 3.1.6 Bir (F, E) soft kimesinin tim deger kiimelerinin s-n-f- ""deger-
s+ olarak adland-rlr ve C(rpy ile gosterilir. Ornek 3.1.4 de Cirpy =
Tuy, v, ..., 0,0 dir. Agktar Ki Cp gy U P (U) dur.

Fuzzy kime ile soft kiime aras-ndaki iligkiyi daha iyi anlamak icin asag-daki
ornege bakal-m.

Ornek 3.1.7 (Aktag ve Cagman, 2007) Varsayal-m U = fhy, hy, hs, ha, hs, heQ
evlerin 6 elemanl- bir evreni olsun ve parametre olarak "evlerin kalitesi'" dil bil-

imsel degisken verilsin. Bu degisken igin

T (kalite) = fen iyi, lyi, vasat, kotlg
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terimler kiimesi tan-mlanabilir. Bu terimlerden herbiri kendi fuzzy kiimesi
ile birlestirilebilir. Ornegin terimlerden ikisi icin

F; = (h1,0.1), (h2,0.7) , (hs,0.9) , (he, 1.0)g

Frii = F(h1,0.9), (h2,0.3), (hs, 1.0), (ha, 1.0), (hs,0.2)g
gibi fuzzy kimeleri tan-mlanabilir. Fj4 fuzzy kiimesini digtnelim. Bu kime-
ye bagl- olarak bir soft kiime olustural-m. Fj4; fuzzy kimesinin a j seviye
kimeleri agag-daki gibidir.

Frii (0.2) = Thy, ho, hs, ha, hsg

Frivi (0.3) = Fha, ho, hs, hag

Fraei (0.9) = Fhy, hs, hsg

Fraei (1.0) = Thg, hsg
A = 0.2, 0.3, 0.4, 1.0g Y [0,1] kiimesi parametre kimesi gibi dugtintlirse
Frgy - A0 P (U) donagimi o 2 A igin yaklag-k deger kiimesi Fj4.4 (o) Y-
verir. Bu sekilde

(Fras, [0.1]) = F((0.2) , Fhy, ha, ha, ha, hsQ) , ((0.3) , Fha, bz, hs, hag) ,

((09) ) fhla h37 h4g) ) ((10) ) fh37 h4g)g

soft kiimesini yazabiliriz.
Ornek 3.1.8 X = fa,b,c,d,eg ve A = fa,b,cg olsun. A nn karakteristik

fonksiyonu 1 4; 8

<1 x2 A
MA:X L fovlg’ MA(:L‘): -
-0 x2A

biciminde tan-mlan-r. Buna bayl- olarak
Ha = f(a'a 1) ) (bv 1) ) (Cv 1) ) (dv 0) ) (67 0)g

fuzzy klimesi yaz-labilir. Bu kiimenin « j seviye kimeleri p 4 (1) = fa, b, cg ve
14 (0) = X bigcimindedir. Parametre kimesi 0, 1g al-narak bu kimeye kargs-
gelen soft kiime (u4, [0, 1]) = (1, fa, b, cg) , (0, X) olarak bulunur.

Onerme 3.1.9 (Aktas ve Cagman, 2007) Her Rough kiime bir soft kiime
gibi dugtnulebilir.
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Kan-t. U evreninde bir X kiimesi ve U Uzerinde ki bir R denklik bagn-
t-syla X in R (X) rough kiimesini ele alal-m. "R, Y2 X" i¢in p; (x) ve "R, \
X 6=?"i¢in p, () yazal-m. Bu durumda p; (x) ve p, (x) kosullar- bir para-
metre kiimesinin elemanlar- olarak dustnalebilir. Soyle ki £ = fp; (x),p, ()9
al-rsak;

F:E Y PW),; F(pi(x))=Ffz2U : p; (x) dogrug i 2 f1, 2g
fonksiyonunu yazabiliriz. Bodylece X in her R (X) rough kimesi (F,E) =
f(p1 (2), R(X)), ipz (x) ,}_%(X)¢g formunda bir soft kiime gibi dustnalebilir.

Ornek 3.1.10 U = fa,b,c,d, eg ve U lzerinde R = f(a, a), (a,b), (a,c),
(b,a), (b,b), (b,0), (c,a), (c,b), (c,c), (d,d), (e,e)g denklik bag-nt-s- verilsin.
Buna gore R nin denklik s-n-flar~ asag-daki gibidir.

R,=R,=R.=Ta,b,cg

R, =fdg

R, = feg

Simdi X = fb,¢,dg ¥ U kumesini ele alal-m. X kimesinin R denklik
bag-nt-s-na gore rough kiimesi R (X) = fa, b, ¢, dg ve R(X) = fdg olmak Uzere
R(X) = (fa,b,c,dg, Tdg) dir. Simdi buldugumuz rough kiimeye bagl- olarak
bir soft kiime olustural-m. "R, ¥2 X" i¢in p; (x) ve "R, \ X & ?" i¢in p, (x)
yazal-m. E = fp; (), p2 (z)g olarak dusunalirse

F:E Y PU), F(p(x)=Ffx2U:p; (x) dogru, i = 1,2g
fonksiyonu ile F' (p; (z)) = fdg, F (p, (x)) = fa,b, c,dg olmak Uzere (F, F) =
T(p1 (x) ,Fa, b, c,dg), (p2 (x) , fdg)g rough kiimesine bagl- soft kime olarak bu-

lunur.

3.2 Soft Kumeler Uzerinde Iglemler

Tan-m 3.2.1 (Maji ve ark., 2003) (F, A) ve (G, B) U ortak evreninde
iki soft kiime olsun.
(i) A% B ve
(i) 8e 2 A, F(e) =G (e)
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kosullar- saglan-rsa (F, A) ya (G, B) nin bir soft altkiimesidir denir. Bu durum
(F, A)% (G, B) ile gosterilir.

Tan-m 3.2.2 (Maji ve ark., 2003) Ortak U evreninde (F, A) ve (G, B) soft
kumeleri verilsin. Eger (F, A) % (G, B) ve (G, B)®2 (F, A) ise bu soft kiimelere
soft esittir denir.

Ornek 3.2.3 A = feq,e3,e50 2 E ve B = Teq,e5,e3,e50 ¥2 E olsun.
Ackca A Y. B dir.

U = Thy, hy, hs, ha, hs, heg ortak evreni Uzerinde (F, A) ve (G, B) soft
kimeleri agag-daki gibi tan-mlans-n.

F(e1) = fha, hag, F (e3) = Thg, hy, hsg, F (es) = Thig

G (e1) = Tha, hag, G (e2) = Thy, haQ, G (e3) = Tha, ha,hsg, G (es) = Fhug
Bu durumda (F, A) % (G, B) dir.

Tan-m 3.2.4 (Pei ve Miao, 2005) (F, A) ve (G, B) U ortak evreninde iki
soft kiime olsun.

(iAv%B

(i) 8e 2 A, F(e) UG (e)
kosullar- saglan-rsa (F, A) ya (G, B) nin bir soft altkiimesidir denir. Bu durum
(F, A)% (G, B) ile gosterilir.

Tan-m 3.2.5 (Maji ve ark., 2003) £ = fey, ey, ..., €,0 parametre kiimesi
olsun. E nin "not kiimesi"* eF ile gosterilir ve asag-daki gibi tan-mlan-r.

8i 2 Iigin" ge; = ¢; degil™ olmak Uizere e = fgey, Qey, ..., Qe, g d-r.(Burada
e ve q farkl- operatorlerdir)

Asag-daki sonug ag-ktr.

Onerme 3.2.6 (Maji ve ark., 2003)

(Ne(A)=A

(i) e(A[ B) =(eA[eB)

(iii) e (A\ B) = (eA\eB) dir.

Ornek 3.2.7 (Maji ve ark., 2003) Ornegin £ = fpahal-, guzel, agag, ucuz,
yesil cevrelig ise e = fpahal- deyil, glizel degil, agac degil, ucuz degil, yesil
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cevreli degilg dir.

Tan-m 3.2.8 (Maji ve ark., 2003) Bir (F, A) soft kiimesinin timleyeni
(F, A)C ile gosterilir ve (F, A)° = iFC,eA¢ olarak tan-mlan-r. Burada F€ :
eA 8 P(U) 8a2eAicin FC(a) =U j F(qe) olarak tan-mlan-r.

F¢, F nin soft timleyen fonksiyonu olarak adland-r-l-r. Acg-k¢a ti%, F
ile ayn-d-r ve ((F, A))C = (F, A) dr.

Ornek 3.2.9 Ornek 3.1.4 U dugunelim. (F, A) = f(pahal- evler, fh,, hiQ),
(quzel evler, Thy, hzg),(@ahsap evler, Ths, ha, hsg) ,(ucuz evler, fhy, hs, hsg),
(yesilcevreli evler, Thig)g idi.

(F, A)C = f(pahal- olmayan evler, Thq, hy, hs, heg), (giizel olmayan evler,
Thy, ha, hs, hed), (@hsap olmayan evler, Thy, hy, hsg), (ucuz olmayan evler,fh,, hg4,
heQ), (yesil cevreli olmayan evler, Thy, hs, ha, hs, heg)g

Tan-m 3.2.10 (Maji ve ark., 2003) Her ¢ 2 A igin F' () = ? ise (F, A)
soft kiimesine U Uzerinde null soft kiime denir ve © ile gosterilir.

Ornek 3.2.11 Kabul edelim ki U agac evlerin kiimesi ve A parametre
kiimesi olsun. U evreninde 5 ev verilsin.

U = Thy, hy, hs, ha, hsg ve A = Ttugla, kerpig, celik, tagsg olsun. (F, A) soft
kimesi "evlerin inga edilig tarz-n-" tasvir eder ve sdyle tan-mlan-r.

F (tugla) tugla ile inga edilen evler anlam-ndad-r.

F (kerpig) kerpic ile inga edilen evler anlam-ndad-r.

F (celik) celikten inga edilen evler anlam-ndad-r.

F (tag) tas ile inga edilen evler anlam-ndad-r.

(F, A) soft kiimesinin yaklas-mlar-n-n kolleksiyonu agsag-daki gibidir.

(F, A) = ftugla evler="2, kerpig evler="2, celik evler="2, tas evler=2g
burada (F, A) null soft kiimedir.

Tan-m 3.2.12 (Maji ve ark., 2003) Her ¢ 2 A igin F'(¢) = U ise (F, A)
soft kiimesine U Uzerinde absolute soft kiime denir ve & ile gosterilir. Ag-k¢a
B¢ =0 ve ©Y = &dir.

Ornek 3.2.13 (Maji ve ark., 2003) Kabul edelim ki U agag evlerin kiimesi,
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A parametre kiimesi olsun ve U evreninde 5 ev verilsin.

U = Tthy, hy, hs, ha, hsg ve A = Ttugla olmayan, kerpi¢ olmayan, celik ol-
mayan, tas olmayangolsun.(G, B) soft kiimesi " evlerin inga edilis tarz-n- "
tasvir eder ve soyle tan-mlan-r.

G (tugla olmayan) tugla ile inga edilmemis evler anlam-nda

G (kerpi¢ olmayan) kerpig ile inga edilmemigs evler anlam-nda

G (gelik olmayan) celikten inga edilmemig evler anlam-nda

G (tag olmayan) tas ile inga edilmemis evler anlam-nda
olmak Uzere;

(G, B) = ftugla olmayan evler=fhy, hy, hs, ha, hsg, kerpi¢ olmayan evler =
Thy, hy, ha, ha, hsg, celik olmayan evler = Thy, hy, hs, ha, hsg, tag olmayan evler
=Ffhy, ha, hs, ha, hs9g
dir. Bu (G, B) soft kiimesi bir mutlak soft kiimedir.

Tan-m 3.2.14 (Maji ve ark., 2003) (F, A) ve (G, B) ortak U evreni Uze-

rinde iki soft kiime olsun. C'= A [ B ve 8¢ 2 C' igin
8
2 F(o) ,e2AiB

H(e) = G (e) ,e2Bj A
- FE)[LG() ,e2AN\B

olmak lzere (H,(C) soft kiimesine (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin bir-
lesimi denir ve (H,C) = (F, A) § (G, B) ile gosterilir.

Ornek 3.2.15 Kabul edelim ki "evlerin degerini" tan-mlayan soft kiime
(F, A) ve "evlerin cekiciligini" tan-mlayan soft kime (G, B) olsun. U =
Thy, ho, ha, hg, hs, he, h7, hg, he, h109, A = Tcok degerli, degerli, ucuzg ve B =
Tguzel, yesil cevreli, ucuzg olsun. F' (cok degerli) = Tha, ha, h7, hgg,F(degerli) =
Tha, ho, hsg, F (ucuz) = Fhe, h1og, G (Quzel) = Fhy, hs, h7g, G (yesil cevreli) =
Ths, he, hgg, G (ucuz) = Fhg, hipg olarak tan-mlans-n. Bu durumda (£, A) §(G,
B) = (H,C) dr. Buradan

H (cok degerli) = Fhy, ha, h7, heQ

H (degerli) = Fhy, hy, hsg
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H (ucuz) = The, hg, h109

H (guzel) = fhy, hs, h7Q

H (yesil cevreli) = Ths, hg, hgg
dr.

Tan-m 3.2.16 (Maji ve ark., 2003) (F,A) ve (G, B) ortak U evreninde
iki soft kime olsun. C = AN\ B ve her ¢ 2 C icin H(e) = F(e) veya
G (e) (Her ikiside ayn- kime oldugunda) (H,C") kimesine (F, A) ve (G, B)
soft kiimelerinin kesisimi denir ve (F, A)R (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Yukar-daki 6rnekten (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin kesisimi C' = A\B =
T ucuzg ve H (ucuz) = fhe, hg, h10g 0lmak lzere (H,C) kiimesidir.

Pei ve Miao (2005) de de belirtildigi gibi (F, A) ve (G, B) iki farkl- soft
kime ise ortak bir e 2 A\ B parametresi icin U nun ayn- altkiimesinin al-n-
mas- gerekmez. Ornegin bir muglak kavram "giizel ev" icin her bir kisi kendi
duguincesine sahiptir ve yaklag-k deger kiimesi farkl- kisiler taraf-ndan oldukga
farkl- tan-mlanabilir. Asl-nda bu durum (Mayji ve ark., 2003) de yap-lan Ust-
teki soft birlesim tan-m-nda dikkate al-nm-g. Bu durumda soft kesisim tan-m-
k~-smi bir operator olarak gértinmektedir. Ilk olarak Pei ve Miao bu durumdan
kurtulmak igin kesisim tan-m-n- agag-daki gibi verdirler

Tan-m 3.2.17 (Pei ve Miao, 2005) (F, A) ve (G, B) ortak U evreninde iki
soft kiime olsun. ¢ = A\ B ve here 2 Cicin H(e) = F'(e) \G(e) (H,CO)
kumesine (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin kesisimi denir ve (F, A) R (G, B) =
(H, C) ile gosterilir.

Maji ve arkadaglar- soft kiimeler tzerindeki operatorlerle ilgili olarak agsayg--
daki G¢ 6nermeyi verdiler.

Onerme 3.2.18 (F, A) ve (G, B) ortak U evreninde iki soft kiime olsun.
Bu durumda Asag-dakiler dogrudur.

() (F,A) E(F, A) = (F, A)

(i) (F,A)R(F,A) = (F,A)

(iii) (F, A) §© = (F, A)
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(iv) (F,A)RO =0

(V) (F,A) B8 = (F. 4)

(vi) (F,A)RE = (F, A)

Onerme 3.2.19 (F, A) ve (G, B) ortak U evreninde iki soft kiime olsun.
Bu durumda A§a@wdakller dogrudur.

(1) (F A) € (G, B) = (F, A£G, B)

(i) (F A)R(G, B) = (F,A°R(G, B)°

Onerme 3.2.20 (F, A) , (G, B) ve (H,C) U evreni uzerinde Ug¢ soft kiime
olsun. Bu durumda a§agwdakiler dogrudur

() (FL A€ (G B) € (H, C) ¢— "(F.A)E(G, B) ¢E(H ,C)

(i) (F, AR (G B)R(H, C) = (F A)R(G, B) R(H )

(iii) (1, A) £ (G B)R (4, C) (F A) £ (G, B) R (F A)E(H, C)¢

(Vi) (F,A)R (G B) € (H, C) (F AR (G, B) ¢ (F A)R(H, O)

Ancak daha sonra ilk olarak Yang (2008) Onerme 3.2.18 un (iii). s-kkan-n
dogru olamayacag-n- gosterdi. Daha sonra Ali ve arkadaglar- (2009) Onerme
3.2.18 te (iv)(Vv) ve (vi) ve Onerme 3.2.19 nin s-klar-n-n yanl-s olduklar-n- birer
ornekle gosterdiler.

2009 y-linda Ali ve arkadaglar~ soft kiimeler tzerinde Mayji ve arkadaglar-
(2003) taraf-ndan tan-mlanan kavramlarla ilgili olarak ortaya ¢-kan problem-
lerden kurtulmak i¢in daha tutarl- yeni tan-mlar verdiler.

Tan-m 3.2.21 (Ali ve ark., 2009) (F, A) ve (G, B) ortak U evreninde soft
ktumeler olsunlar

(1) (F, A) ve (G, B) nin genigletilebilir kesisimi C = A[ B ve here 2 C
icin 8

= F(e) e 2 AnB
H(e) = _ G(e) .e 2 BnA
- F(e)\G(e) ,e2 A\B

olmak tzere (H, C) soft kimesidir ve (H, C) = (F, A)u,(G, B) ile gosterilir.
(i) A\B & ? olsun. (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin k-s-tlanm-g kesigimi
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(veya bi kesisimi (Feng ve ark. 2008)) C = A\ B ve her ¢ 2 C i¢in H(c) =
F(c) \ G(c) olmak tzere (H, C) soft kimesidir ve (F, A)e (G, B) = (H,C) ile
gosterilir.

(i) A\ B & ? olsun. (F, A) ve (G, B) soft kiimelerinin k-s-tlanm-s fark-
C =AN\NBveherc?2Cigin H(c) = F(c) i G(c) olmak tzere (H, C) soft
kimesidir ve (F, A) —< (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

(iv) A\B & ? olsun. (F, A) ve (G, B) soft kimelerinin k-sitlanm-g birlegimi
C =AN\NBvwveherc2Cicin H(c) = F(c) [ G(c) olmak tzere (H,C) soft
kimesidir ve (F, A) [< (G, B) = (H, C) ile gosterilir.

Tan-m 3.2.22 (Ali ve ark., 2009) U bir baglang-¢ evreni, £ de paramet-
relerin bir evreni olsun. A . E olsun.

(i) Her e 2 A igin F(e) = ? ise (F, A) soft kimesine bag-l null soft kime
(A parametresine gore) denir ve ©, ile gosterilir.

(i) Her e 2 A'icin G(e) = U ise (G, A) soft kiimesine bag-l tim soft kiime
(A parametresine gore) denir ve Uy ile gosterilir.

(iii) Parametrelerin E evrenine gore Ug bag-l tim saft kiimesine U Uzerinde
absolute soft kiime denir

Tan-m 3.2.23 (Ali ve ark., 2009) (F, A) soft kimesinin bag-l timleyeni
(F, A)" ile gosterilir ve (F, A)" = (F", A) ile tannml-d-r. Burada F" : A X
PU), her a2 Aigin F"(a) = U j F(e) olarak tan-mlan-r.

Ack olarak (F,A)" = U —< (F,A) ve (F,A)")" = (F, A) dr. Ali ve
arkadaglar- bu tan-mlarla ilgili olarak agag-daki iki teoremi kan-tlad-lar.

Teorem 3.2.24 (F, A) ve (G, B) ayn- U evreni uUzerinde ve A\ B & ?
olsun. Bu durumda

() (F,A) [< (G, B))" = (F,A)" e (G,B)

(i) (F,A) e (G, B)) = (F,4) [< (G, B)

Teorem 3.2.25 (F, A) ve (G, B) ayn- U evreni Uzerinde iki soft kiime
olsun. Asag-dakiler dogrudur

() (F, AE(G, B))* = (F, A)° u, (G, B)*
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(i) ((F, A) ug (G, B))* = (F, A)°€(G, B)*

Agsaf-da soft kiimeler Uzerinde AND ve OR operatorlerini verecegiz.

Tan-m 3.2.26 (Molodtsov, 1999) (F, A) ve (G, B) iki soft kiime olsun.
"(F,A) ve (G,B)" (F,A) ™ (G, B) ile gosterilir ve her (o,3) 2 A £ B igin
H (o, B) = F (o) \ G (B) olmak Uzere (F, A) ™ (G, B) = (H, A £ B) biciminde
tan-mlan-r.

Ornek 3.2.27 (F, A) soft kimesinin "evlerin degerini" ve (G, B) soft
kimesinin "evlerin cekiciligini" tan-mlad-g-n- diiginelim. Kabul edelim ki

U = Thy, ha, hs, ha, hs he, h7, hg, he, h109 , A = Tcok degerli, degerli, ucuz g
ve B = T guzel, yesil cevreli, ucuz g olsun.

F ( cok degerli) = Thy, ha, h7, hgg

F (deggerli) = fhy, hs, hsg

F (ucuz) = thg, hg, h10g Ve

G (guzel) = fhy, hs, h79

G ( yesil cevreli) = Ths, hg, heg

G (ucuz) = fhe, hg, h10g Olsun.
Bu durumda (F, A) ™~ (G, B) = (H, A £ B) dir. Burada

H ( cok degerli, guzel) = fh,, h-g

H ( cok degerli, yesil gevreli) = fhgg

H ( cok degerli, ucuz) = ?

H ( degerli, guzel) = Thsg

H (degerli, yesil cevreli) = fhsg

H (degerli, ucuz) = 2

H (ucuz, guzel ) =72

H (ucuz, yesil cevreli ) = Theg

H (ucuz, ucuz) = the, hg, h100
d-r.

Tan-m 3.2.28 (Molodtsov, 1999)(F, A) ve (G, B) iki soft kime olsun "
(F, A) veya (G, B)" (F, A) _ (G, B) bigiminde gosterilir ve her
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(a,5) 2 AE B igin O(«,p) = F(«) [ G (B) olmak tzere (F,A) _(G,B) =
(O, A £ B) biciminde tan-mlan-r.

Ornek 3.2.29 Yukar-da verdigimiz ornekte (F, A) ve (G, B) soft kiimeleri
icin (F, A) _ (G, B) =(0,A£ B) dir.

O ( cok degerli, guizel) = thy, hs, ha, h7, heQ

O ( cok degerli, yesil cevreli) = Fhy, hy, hs he, hy, hgQ

O ( cok degerli, ucuz) = Thy, ha, he, h7, hg, hg, h100

O ( degerli, guzel) = Thy, hy, hs, hs, h79

O (degerli, yesil cevreli) = fhq, hs, hs he, hsd

O (dederli, ucuz) = fhy, hs, hs he, he, h10d

O (ucuz, guzel ) = Thy, hs, he, h7, hg, h10Q

O (ucuz, yesil cevreli ) = Ths he, hg, ho, h109

O (ucuz, ucuz) = Thg, hg, h100
d-r.

Agsag-daki 6nerme _ ve ™ n-n De Morgan kurallar-n- saglad-g-n- géstermek-
tedir.

Onerme 3.2.30 (F, A) ve (G, B) iki soft kiime olsun. Bu durumda asaf-
dakiler dogrudur.

(i) ((F, A) _ (G, B) = (F, A"~ (G, B)"

(i) ((F, A) ™ (G, B) = (F, A _(G,B)"

Kan-t. Kabul edelim ki (F,A) _ (G, B) = (O, A £ B) olsun. Bu yuzden

(F.A)_(G.B)" =(0,A£ B%C = iOC,eAEeB¢ dir. Simdi

(F A ~G. B = FCen ~lge ep®
= (J,eA£eB) J(z,y) = F° (@) \ G (y)
= (J,e(A£ B))
Simdi (qo, g3) 2e (A £ B) oldugunu ele alal-m. Bu yuzden
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0°(qa,q8) =U i O(a,p)
=Uil[F () LGK)
=[U i F@I\[U i G®)I
= F“(qa) \ G“ (g9)

= J(qa,05)
dolay-syla O¢ ve J ayn-d-r. Buradan Kan-t biter.

(i) Kabul edelim ki (F, A) ™ (G, B) = (H, A £ B) olsun. Bu yuzden
(F, A) ™ (G, B))° = = (H, A£Bg = HC e(A£B)¢ dir. Simdi
(F,A° _(G,B) = FC eA GC eB
(K,eA£eB) K (z,y) = F° (x) LG (v)
= (K,e(A £ B))
Simdi (g, g3) 2e (A £ B) oldugunu ele alal-m. Bu ylUzden
HY(Qa,q8) =U i H(a,p)
=Uil[F(e)\NG()]
=0 i FILIU i GBI
= F“(ga) LG (a9)

= K (qo,q5)
dolay-syla O¢ ve J ayn-d-r. Buradan Kan-t biter.

Agsag-daki 6nerme ise _ ve © nan birlesimli oldugunu gostermektedir.

Onerme 3.2.31 (F, A) , (G, B) ve (H,C) U evreni lizerinde (¢ soft kiime
olsun. Bu durumda agag-dakiler dogrudur.

() (F,A) _((G,B) _(H,C)) = ((F.A) _(G,B)) _(H,C)

(i) (F, A ™G, B)™(H, ) = (F, AN (G, B) ™ (H,C)

Maji ve arkadaslar- __ ve ™ n-n dag-lmal- oldugunu soylediler Ancak daha

sonra Ali ve arkadaglar- bunun dogru olmad-g-n-~ belirttiler.
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4 SOFT TOPOLOJI

4.1 Temel Tan-mlar

Bu bolimde soft topolojiyi tan-tacagz. Ayn- X parametre kiimesi ile or-
tak U evreni Uzerindeki soft kiimeleri dugtinelim. Bu soft kimelerin kiimesi
Sx (U) ile gosterilir. Molodtsov un dugtincesine bagl- olarak Maji ve arkadaglar-
soft kuimeler icin kesisimi birlesim ve timleyen kavramlar-n- tan-mlad-lar.

Biz bu bélimde A p X olmak Gzere F': X ¥ P(U),e 2 Aiken F(e) = ?
aksi halde F(e) & ? biciminde tan-ml- (F, A) soft kiimelerini ele alacag-z.
Bu soft kiimeler ailesini SSx(U) ile gosterelim. SSx (U) kiimesinin topolo-
jik yap-sin- daha inceleyebilmek icin Mayji ve arkadaglar-n-n vermig olduklar-
kesisim, birlesim ve timleyen tan-mlar- Gzerinde amaca uygun degisikler ya-
pacagz.

Tan-m 4.1.1 (F, A) ve (G, B) ortak U evreni Uzerinde iki soft kiime olsun.
Her e 2 X igin H (¢) = F(e) [ G(e) biciminde tannmlanan H : X ¥ P(U)
fonksiyonu ile (H, X) soft kimesine (F, A) ve (G, B) soft kimelerinin standart
soft birlesimi denir ve (H, X) = (F, A) € (G, B) ile gosterilir.

Tan-m 4.1.2 (F, A) ve (G, B) ortak U evreni Uzerinde iki soft kiime olsun.
Her e 2 X igin H (¢) = F(e) \ G(e) biciminde tan-mlanan H : X ¥ P(U)
fonksiyonu ile (H, X) soft kiimesine (F, A) ve (G, B) soft kimelerinin standart
soft kesisimi denir ve (H, X) = (F, A) @ (G, B) ile gosterilir.

Tan-m 4.1.3 X parametre kimesi ve U baglang-¢ evreni olsun. A % X ve
(F,A) 2 SSx (U) olmak uzere (F, A) soft kiimesinin standart soft timleyeni
Co (F, A) ile gosterilir ve tumleyen Co (F, A) = (F{, X) ile tan-mlan-r. Bu-
rada F'¢°: X ¥ P(U), here2 X igin F'{° (e) = U i F (e) biciminde tan-ml-d-r.

Ac-ktr ki Co(Co (F, A)) = (F,A) dr.

Ornek 4.1.4 X = feq, ey, e3g parametre kiimesi ve U = Fhq, hy, ha, ha, hs(
bir evren olsun. (F, A) = f(ey, Thy, ho, haQ), (e1, Tha, hs, hsg)g soft kiimesi ver-
ilsin. Bu durumda Co(F, A) = f(ey, Tha, hsQ), (e1, Thy, hag), (e3, U)g olur.
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Onerme 4.1.5 (F, A) ve (G, B) X parametre kiimesi ile ayn- U evreni
Uzerinde iki soft kiime ise agag-dakiler dogrudur

(i) Co ' (F. A)&(G. B). = Co(F.A)&Co(C. B)

(i) Co \(F. 4) 8 (G. B) = Co(F, A)#Co (G, B)

Kan-t. (i) Co((F, A)&(G, B)) = Co(H, X) olsun. Burada her e 2 X i¢in
H(e) = F(e) LG(e) dir. Ayrca Co(H,X) = (HY,X) ve her e 2 X igin
H¢(e)=U i H(e)=U i (F(e) LG (e)) dir.

Tersine Co(F,A)aCo(G, B) = (F{, X)a(G%,X) = (K, X) olsun. Bu-
rada her e 2 X icin K () = FL(e)\NGE () = U i FE)\NU i G(e)) =
Ui (F(e) LG (e)) olur ki bu K ile HY in ayn- fonksiyon oldugunu gosterir.
Dolay-siyla Kan-t biter.

(i) Co((F, A)a(G, B)) = Co(H, X) olsun. Burada her e 2 X icin H(e) =
F(e)\G(e) dir. Ayrca Co(H,X) = (H¢,X) ve here 2 X icin HY (e) =
UiH(@E=Ui (F()\G/()dir.

Tersine Co(F,A)®Co(G,B) = (F{, X)®(G%,X) = (K,X) olsun. Bu-
rada here 2 X igcin K (e) = F () LGE ()= U i F) LU i G(e)) =
Ui (F(e)\G(e)) olur ki bu K ile HY in ayn- fonksiyon oldugunu gosterir.
Dolay-siyla Kan-t biter.

Tan-m 4.1.6 (F;, A;)i2r X parametre kiimesi ile U evreni Uzerinde soft
kimelerin bir ailesi olsun.

(1) Her e 2 X icin H(e) = z‘LFi(e) biciminde tan-mlanan H : X ¥ P(U)
fonksiyonu ile (H, X) soft kiimesine (F;, A;);2; soft kiimeler ailesinin standart
soft birlesimi denir ve (H, X) = Z%T(Fi, A;) biciminde gosterilir.

(i) Her e 2 X icin H(e) = z}zFi(e) biciminde tan-mlanan H : X ¥ P(U)
fonksiyonu ile (H, X) soft kiimesine (F;, A;);>; soft kimeler ailesinin standart
soft kesisimi denir ve (H, X) = Z}g](F,», A;) biciminde gosterilir.

Asag-daki 6nerme De-morgan kurallar- olarak bilinir.

Onerme 4.1.7 (F;, A):2; X parametre kiimesi ile U evreni Gizerinde soft

ktmelerin bir ailesi olsun. Bu durumda asag@-dakiler dogrudur
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(i) Co -Z,gl(FiaAi) = 8 Co(F;, A;)

(ii) Co Z9}(1‘«},%11»)) = Z%Co(}«},Ai).

Kan-t. (i) Co(i%(Fi,Ai)) = Co(H, X) olsun. Burada her ¢ 2 X igin
H(e) = i;}ﬂ(e) d-r. Ayr-ca Co(igl(E7Ai)) = Co(H,X) = (HY,X) ve her
e2Xicin H¢(e)=U j H(e) =U i Z!f’i(e) = ¢>1(U i Fi(e)) dr.

Tersine ingo(Fi,Ai) = Z‘%(EC",X) = (K, X) olsun. Burada her e 2 X
icin K(e) = i}IFiCO(e) = Z}I (U i Fi(e)) olur ki K ile HY in ayn- fonksiyon
oldugunu gosterir. Dolay-s-yla Kan-t biter.

(i) Oo(igz(Fi’Ai)) = Co(H, X) olsun. Burada her ¢ 2 X i¢cin H(e) =
i}[ﬂ(e) d-r. Ayr-ca CO(Z-%(FZ" A;)) = Co(H,X) = (HY,X) ve here 2 X igin
HE()=U i H(e)=U i NF() = [(U i F() dr.

Tersine igfco(E’Ai) = z.%r(Ff",X) = (K,X) olsun. Yani K here 2 X
icin K(e) = iLFfO(e) = lL (U i Fi(e)) olur ki K ile H¢ in ayn- fonksiyon
oldugunu gosterir. Dolay-ssyla Kan-t biter.

Tan-m 4.1.8 (Super soft kiime)(Total soft set, Pei ve Miao 2005) X para-
metrelerin bir kiimesi ve U bir evren olsun. Her e 2 X icin F (e) = U ise U
tzerindeki (F, X) soft kiimesine stper soft kiime denir ve £ ile gosterilir.

Tan-m 4.1.9 (Bos soft kime)(null soft set, Pei ve Miao 2005) X para-
metrelerin bir kiimesi ve U bir evren olsun. Her e 2 X icin F' (e) = ? ise U
uzerindeki (F, X) soft kiimesine bog soft kiime denir ve @ ile gosterilir.

Onerme 4.1.10 (F, A) ve (G, B) X parametre kiimesi ile ortak U evreni
Uzerinde iki soft kiime olsun. Bu durumda agag-dakiler dogrudur

(i) Co(®)=X% veCo(R)="%

(i) (F,A)e e =2

(iii) (F, A)a & = (F, A).

(iv) (F,A)e @ = (F, A).

V) (F,LAe £ =X

(vi) (F, A)A(G, B), ise (F, A)a(G, B) = (F, A).

(vii) (F, A)R(G, B), ise (F, A)&(G, B) = (G, B)
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Kan-it. (i) Co(®) = (H,X) olsun. Bu durumda ¢ 2 X i¢in H(e) =
Ui ?=Uolurki (H,X) = % elde edilir. Ote yandan Co(X) = (H, X)
olsun. Bu durumda e 2 X icin H(e) =U j U = ? olur ki (H,X) = @ elde
edilir.

(i) (F,A)a ® = (H,X) olsun. Bu durumda her e 2 X icin H(e) =
F(e)\? =7 olur ki (H, X) = @ elde edilir.

(iii) (F,A)8 € = (H,X) olsun. Bu durumda her e 2 X icin H(e) =
F(e)\U = F(e) olur ki (H, X) = (F, A) elde edilir.

(iv) (F,A)e & = (F,A) olsun. Bu durumda her e 2 X icin H(e) =
F(e) [ ? = F(e) olur ki (H, X) = (F, A) elde edilir.

(v) (F,A)¢ ® = (H,X) olsun. Bu durumda her ¢ 2 X icin H(e) =
F(e) [U=U olur ki (H,X) = X elde edilir.

(vi) (F,A)R(G,B) ise A B ve here 2 X icin F(e) )L G(e) dir.
(F,A)a(G, B) = (H,X) olsun. Bu durumda her ¢ 2 X icin H(e) = F(e) \
G(e) = F(e) olur ki buradan (H, X) = (F, A) elde edilir.

(vii) (F, A)R(G,B) ise A 1 B ve her e 2 X icin F(e) )0 G(e) dir.
(F,A)&(G, B) = (H,X) olsun. Bu durumda her ¢ 2 X icin H(e) = F(e) [
G(e) = G(e) olur ki buradan (H, X) = (G, B) elde edilir.

Onerme 4.1.11 (F, A), (G, B), (H,C) ve (S,T) X parametre kiimesi
ile ortak U evreni Uzerinde soft kimeler olsunlar. Bu durumda agag-dakiler
dogrudur:

(i) (F,A)a(G,B) =®ise (F, A)ACo (G, B) dir.

(i) (F,A)€Co(F, A) = %

(ii)) (F, A)A(G, B) ve (G, B)A(H,C) ise (F, A)A(H,C) dir.

(iv) (F, A)R(G, B) ve (H,CHA(S,T) ise (F, A)a(H, C)A(G, B)a(s,T) dir.

(v) (F, A)A(G, B) ise Co(G, B)RCo(F, A) dr.

Kan-t. (i) (F,A)a(G, B) = 2 olsun. Bu durumda her e 2 X i¢in F' (e) \
G(e) = 2?2 dir. Yani F'(e) LU i G(e) = G¥(e) dir. Buradan Co(G, B) =
(G%, X) ve A X oldugundan (F, A) fCo (G, B) elde edilir.
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(ii) (F, A)®Co(F, A) = (H, X) olsun. Co(F, A) = (F$°, X) oldugundan her
e2 X icin H(e) = F(e) LFY(e) = F(e) LU i F(e)) = U olur. Dolay-syla
(H,X) = X olur.

(iii) (F, A)A(G,B) ise A B ve her e 2 X igin F(e) i G(e) dir.
(G,B)A(H, C) ise B ) C ve her e 2 X i¢in G(e) | H(e) dir. Dolay-s-yla
buradan A 1 C ve her e 2 X icin F'(e) | H(e) bulunur ki bu (£, A)AQ(H, C)
oldugunu verir.

(iv) (F,AR(G,B) ise A B ve here?2 X igin F(e) 0 G(e) dir.
(H,C)a(s, T) ise C o0 T ve her e 2 X icin H(e) ) S(e) dir. Buradan her
e 2 X icin F(e)\ H(e) i G(e)\ S(e) olur ki bu (F, A)a(H, C)A(G, B)a(s,T)
oldugunu verir.

V) (F,A)R(G,B) ise AL B ve here 2 X icin F'(e) | G(e) dir. Buradan
Ui G LU j F(e) olur ki bu G¥(e) = F¢°(e) oldugunu verir. Ayr-ca
Co(G, B) = (G%, X) ve Co(F, A) = (F{, X) oldugundan Co(G, B)RCo(F, A)
oldugu elde edilir.

Sonug 4.1.12 SSx(U) uzerinde tan-ml- " A " bag-nt-s- bir denklik bag-n-
t-s-d-r.

Tan-m 4.1.13 A = feg u X ve F 2 P(U)X ve her & 2 X j feg icin
F(e) = ? ise (&, A) soft kimesine X de bir soft nokta denir ve e ile gosterilir.

Tan-m 4.1.14 e ve (G, B) ortak U evreni Uzerinde iki soft kiime olsun.
Efer ¢ 2 B ve F(e) | G(e) ise ep soft noktas: (G, B) soft kimesinin bir
eleman-d-r denir ve ex2(G, B) yazlr.

Ornek 4.1.15 X = fey, e, e3g parametre kiimesi ve U = Fhy, h, ha, ha, hsg
bir evren ve B = fey,e30 %2 U olsun. ep = (ez, Thyhsg) ve (G,B) =
T(ez, Thy hs, hsQ), (es, Tha hsg)g verilsin. Bu durumda e-2(G, B) dir.

Onerme 4.1.16 X parametrelerin bir kimesi ve U baglang-¢ evreni , ey 2
X ve (G, B)AX olsun. Eger ex2(G, B) ise ex2C0o(G, B) dir.

Kanit. ez2(G,B) ise e 2 B ve F(e) | G(e) dir. Buradan F(e) *
U i G(e) = G%(e) olur. Bu ise ex2(G%, B) = Co(G, B) oldugunu verir.
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Sonug 4.1.17 Yukar-daki 6nermenin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 4.1.18 X = fey, ey, e3q bir parametre kiimesi ve U = Tha, hy, ha, hag
bir evren olsun. e,, = (e2, Thy, hp h3Q)R X ve (G, B) = ((e1, Fhy, ha0), (e2, Tha,
hsQ)@K verilsin. Bu durumda e, 2(G, B) Ve ¢,,2C0o(G, B) = ((e1, Tha, h3g),
(€2, Fhz, hag ), (e, U)) dr.

Tan-m 4.1.19 X parametrelerin bir kimesi ve U baglang-¢ evreni olsun.
F 2 P(U)Xve A p X olmak tzere (F, A) 2 SSx(U) soft kiimelerinin 7 ile gos-
terilen bir ailesi asag-daki 6zellikleri saglarsa 7 ya X Uzerinde bir soft topoloji
denir.

Tl. 2 K27.

T2. (F,A), (G,B) 27 iken (F, A)a(G, B) 2 7.

T3. 8721 igin (F,A;) 2 7 iken i%(F, A) 2T

Bu durumda (&, 7) ikilisine U evreni Uzerinde bir soft topolojik uzay ad-
verilir. 7 nun her eleman- soft a¢g-k kiime olarak adland-r-l-r. Standart soft
tumleyeni soft a¢-k olan kiimeye soft kapal- kiime denir.

Teorem 4.1.20 (XK, 7) soft topolojik uzay ve z soft kapal- kiimelerin
kolleksiyonu olsun. Bu durumda

F1. 2 82z,

F2. z nin elemanlar-n-n herhangi sonlu standart soft birlesimi z de dir,

F3. z nin elemanlar-n-n herhangi standart soft kesisimi z de dir.

Ornek 4.1.21 X = fCok pahal, pahal-, ucuz, giizel, yesil cevreli, ahsap,
modern, iyi durumda, kot durumdag. (F,A), (G, B) soft kiimeleri sras-yla
"evlerin fiyat-" ve "evlerin cekiciligini" tan-mlas-n. Kabul edelim ki U =
Thy, hy, ..., hiog, A = FCok pahal-, pahals, ucuzg ve B = fguzel, yesil cevreli,
ucuzg olsun. F(Cok pahalr) = Thy, hg, h7, hgg, F(pahal) = fhy, hs, hsQ,
F(ucuz) = fThe, hog, G(yesil cevreli) = fhs, he, hgg, G(guzel) = Thy, hs, h7Q,
ve G(ucuz) = Thg, he, h1og,. C = fucuzg, H(ucuz) = The, heg, ve D = fgok
pahal~, pahal, ucuz, gizel, yesil cevrelig geri kalan parametreler igin G fonksi-

yonun goruntisu ? dir. Bu durumda T'(ucuz) = fhg, hg, h109, T'(cok pahal-)
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= Thy, ha, h7, hgg, T'(pahal) = Fhy, hs, hsg, T'(yesil cevreli) = Fhs, hg, hgg, Ve
T'(guzel) = Thy, hs, h7g geri kalan parametreler icin 7' fonksiyonun goruntisi
? dir. Dolay-syla 7 = f@ X, (F, A),(G,B), (H,C), (T, D)g ailesi U lze-
rinde bir soft topolojidir, ¢cinkt (F, A)&a(G,B) = (H,C) ve (F,A) € (G,B) =
(T, D) dir.

Ornek 4.1.22 Ayr-k olmayan soft topoloji  ve £ den olusur. Ayrk
topoloji ise U Uzerindeki tum soft kiimeleri igerir.

Agsag-daki 6rneklerle klasik topolojik uzay- soft topolojik uzay olarak gostere-
biliriz fakat her soft topolojik uzay klasik topolojik uzay degildir.

C")rne§4.l.23 (X, 1) topolojik uzay olsun. Her A p X igin,

<1 2 A

-0 ,22A
karakteristik fonksiyonu yukardaki bigimde tan-mlarz. x_. =fx,: A2 7, x4 :

XA —

X ¥ [0,1]g X uzerinde fuzzy topolojidir. Bu yuzden bir klasik topolojik
uzay- bir fuzzy topolojik uzay gibi dugtinebiliriz.

Ornek 4.1.24 Varsayal-m ki U = fhy, hy, hs, ha, hs, heg evlerin 6 elemanl-
bir evreni olsun ve parametre olarak "evlerin kalitesi " dil bilimsel degisken
verilsin. Bu degisken igin

T (kalite) = Feniyi, iyi, vasat, kdthg
terimler kimesi tan-mlanabilir. Bu terimlerden herbiri kendi fuzzy kiimesi ile
birlestirilebilir. Ornegin terimlerden ikisi icin

Fiy; = (h1,0,2),(h2,0,7),(hs,0,9), (he, 1,0)g

Fran = £(h1,0,9), (h2,0,3), (hs,1,0), (hs,1,0), (hs,0,2)g

gibi fuzzy kiimeleri tan-mlanabilir. Fj s, fuzzy kiimesini diginelim. Bu kiime-
ye bagl- olarak bir soft kiime olustural-m. Fyg4 fuzzy kimesinin o j seviye
kumeleri agag-daki gibidir.

Fraei (0,2) = Fhy, by, ha, ha, hsg, Fraes (0,3) = Fhy, ho, ha, haQ, Fraa (0,9) =
Thy, ha, haQ, Fras (1,0) = Fhs, hag

Fiyi (0,2) = Thy, ho, ha, ha, hs, heQ, Fyi(0.7) = Fha, hy, hs, ha, heQ, Fiyi(0.9)
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= fh'la h4> hﬁg! Eyz(lo) = fh47 hﬁg
A=10,2,0,3,0,4,1 09" [0, 1] kimesi parametre kiimesi gibi dugunulirse
Frgiw - A1 P(U) dontigimi o 2 A icin yaklagk deger kiimesi Fjz4 () Y-

verir. Bu gekilde
(FkAtA7 [07 1]) = f((07 2) 7fh17 h27 h37 h47 h5g) ) ((07 3) 7fh17 h27 h37 h4g) )

((0,9) , fha, hs, hag) , ((1,0) , Fhs, hag)g
soft kiimesini yazabiliriz.

Benzer olarak, F;,; : X ¥ P(U) icin, Buradan (F},;, [0, 1]) = (0.2, fhq, hy,
h3, ha, hs, heQ), (0.7, Tha, ha, h, ha, heQ), (0.9, Fhy, ha, heg), (1.0, Fha, heg)g
soft kiimesini yazabiliriz.

Ornek 4.1.25 Yukar-daki ornege gore, 7 = 0,1, Frui, Fon iyis Fon iyi ™
Fraeh, Fen i _ Fraag fuzzy topolojisini tan-mlayabiliriz. Dahas- buna egdeger
=T, 8 (Fra, 1), (Fen iyir 1)y (Fres, DO EFery iyis 1), (Fen iyis 1) €(Friza, 1)9
soft topolojisini tan-mlanabilir. Burada ® = 0, € = 1ve (Fyaa, [)8(Fe, iy, [) =
(Fries ™ Fen iyir 1)y (Fracis 1) €(Fen iyis 1) = (Fraed _ Fen iyi, 1) dir.

Tan-m 4.1.26 7 ve 7° X Uzerinde iki soft topoloji ve 7 L 7% ise 7 soft
topolojisi 7° topolojisinden daha kabad-r denir.

Tan-m 4.1.27 (X, 7) bir soft topolojik uzay, e,2%€ ve (G,B) X te bir
soft kiime olsun. Eger er2(H,U)R(G, B) olacak bigcimde bir (H, U) soft ac-k
kiimesi varsa, (G, B) soft kiimesine e soft noktas-n-n bir soft komsulugu denir.

erBX soft noktas-n-n 7 topolojisine gore bitin soft komsuluklar-ndan
olusan aile N.(er) ile gosterilir.

Tan-m 4.1.28 (X, 7) U evreni Uzerinde bir soft topolojik uzay, (), A) ve
(G, B) X te soft kimeler olsunlar. Eger (F, A)R(H, U)A(G, B) olacak sekilde
bir (H,U) 2 7 varsa, (G, B) soft kiimesine bu uzayda (F, A) nin bir soft
komgsulugu denir.

Teorem 4.1.29 (XK, 7) bir soft topolojik uzay ve ex2 X olsun. Bu durumda
N, (er) komguluklar ailesi asag-daki Ozelliklere sahiptir.

(i) (G, B) 2 N,(er) ise er 2 (G, B) dir.

(ii) (G, B) 2 N.(er) ve (G,B)RA (M, C) ise (M,C) 2 N.(er)dir.
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(iii) (G, B),(M,C) 2 N.(er) ise (G,B)a(M,C) 2 N.(er)dir.

(iv) (G, B) 2 N.(er) ise, 0yle bir (M, C) 2 N.(er) vard-r ki, her e}, 2 (M, C)
icin (G, B) 2 N.(¢%)) d.

Kan-t. (i) (G, B) 2 N,(er) ise bir (H,V) 2 7 igin ep2(H, V)R(G, B) dr.
Buradan ex2(G, B) elde edilir.

(i) (G,B) 2 N.(er) ve (G,B)A(M,C) olsun. Bu durumda (G, B) 2
N, (er) oldugundan bir (H,V) 2 7 i¢in ep2(H,V)R(G, B) dr. Buradan
(G, B) A (M, C) oldugundan ex2(H, V)RA(M, C) olur ki bu (M,C) 2 N,(er)
oldugunu verir.

(iii) (G, B),(M,C) 2 N,(er) olsun. Bu durumda ex2(H,V)RA(G, B) ve
erB(S, T)R(M, ) olacak bigcimde (H,V),(S,T) 2 7 vard-r. Teorem 4.1.11
(iv)denep(H,V)a(S, TA(G, B)a(M, C) olur. 7 topoloji oldugundan (H, V)&
(S, T) 2 7 ve dolay-syla (G, B)a (M,C) 2 N.(er) bulunur.

(iv) (G, B) 2 N,(ep)ise bir (S,T) 2 ricinex2(S, T)A(G, B) dir. (M,C) :=
(S, T) aln-rsa her €%, 2 (M, C) icin ¢, (M, C) A (M, C) A(G, B) oldugundan
(G, B) 2 N.(é) olur.

Tan-m 4.1.30 (X, 7) U evreni Uzerinde bir soft topolojik uzay, ve (G, B)
X te bir soft kiime olsun.

(i) (G, B) nin (£, 7) daki soft kapan-s- (G, B) = @f(S, K) : (G, B)A(S, K)
ve (S, K) soft kapal-g d-r.

(ii) (G, B) nin (X, 7) daki soft ici (G, B)* = €f(S,T) : (S,T)A(G, B) ve
(S, T) soft agkg d-r.

Soft kapal- kimelerin F2 6zelliginden, (G, B) soft kapal-d-r ve (G, B) yi

iceren en kiguk soft kapal- kiimedir. Yani (G, B) (G, B) yi igeren tum soft
kapal- kiimeler taraf-ndan kapsan-r. Benzer gsekilde soft a¢-k kimelerin T3
dzelliginden, (G, B)* soft a¢-ktr ve (G, B) taraf-ndan kapsanan en blyuk soft
ack kiimedir.

Sonug 4.1.31 (XK, 7) U evreni lzerinde bir soft topolojik uzay, (F, A) ve

(G, B) X te soft kimeler olsunlar. Bu durumda
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(1) (F, A) soft kapal-d-r ancak ve ancak (F, A)e(F, A) dir.

(ii) (G, B) soft a¢-ktr ancak ve ancak (G, B)&(G, B)* dir.

Teorem 4.1.32 Bir (G, B) soft kiimesi soft a¢-kt-r ancak ve ancak (G, B)
taraf-ndan kapsanan her (F, A) soft kiimesi icin (G, B) (F, A) nin bir soft
komgsulugudur.

Kan-t. Q) Agk

(Q(G, B)A(G, B) oldugundan bir (H, V') soft a¢-k kiimesi vard-r ki (G, B)
A(H,V)A(G, B) dir. Buradan (H,V) = (G, B) ve dolay-swyla (G, B) soft
ac-ktr.

Onerme 4.1.33 (X, 7) U evreni lzerinde bir soft topolojik uzay, (F, A)
ve (G, B) X te soft kiimeler olsunlar. Bu durumda

() (F, ARA(G, B) ise (F, A)A(G, B) dir.

(i) (F, A)RA(G, B) ise (F, A)*A(G, B)*dir.

Kan-t. Ag¢-kt-r.

Teorem 4.1.34 (X, 7) U evreni Uzerinde bir soft topolojik uzay, (F, A) ve
(G, B) X te soft kiimeler olsunlar. Bu durumda

(i) Co((G, B)) = (Co(G, B))*.

(i) Co((G, B)*) = (Co(G, B)).

Kan-t. (i) Onerme 4.1.7 den

Co((G,B)) = @&f(9,K): (G, B)A(S, K) ve (S, K) soft kapalg
=efCo(S, K) : (G, B)A(S, K) ve (S, K) soft kapalg
=€fCo(S, K) : Co(S, K)RCo(G, B) ve Co(S, K) soft a¢g-kg

= (Co(G, B))*
dir.

Ditger secenek benzer sekilde Kan-tlanabilir.

4.2 Soft Kume Dizileri

Tan-m 4.2.1 f(F,,, A,)) : n 2 Ng soft ktimelerin bir dizisi olsun.
() Her n _ m tamsay-s-icin (F,,, A,)R(F, A) olacak sekilde bir m tamsay-s-
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varsa T(F,,, A,) : n 2 Ng dizisi sonunda (F, A) da kapsan-r denir.

(i) Her m tamsay-s- icin (F),, A,)R(F, A) olacak sekilde bir n _ m tam-
say-s- varsa T(F;,, A,)) : n 2 Ng dizisi s’k s:k (F, A) da kapsan-yor denir.

(i) (X, 7) bir soft topolojik uzay, f(F,, A,) : n 2 Ng bu uzayda bir dizi
ve (F, A)AX. Eger (F, A) nn her bir komsulugu icin £(F,, A,,) : n 2 Ng dizisi
sonunda bu komgulukta kapsan-yorsa f(F;,, A,) : n 2 Ng dizisi (F, A) soft
kiimesine yak-nsakt-r denir.

Tan-m 4.2.2 ¥#(G;,B;) : i = 1,2,..g ve f(F,,A,) : n = 1,2,...g soft
kGimelerin iki dizisi olsun. (G;, B;) = (Frq), Apsy) olacak bigcimde Oyle bir

f + N ¥ N fonksiyonu vard-r ki her m tamsay-s- i no iken f(i) . m

olacak sekilde en az bir ng tam say-s» varsa f(G;,B;) : « = 1,2,...g dizisine
T(F,, A,) :n=1,2 ...g dizisinin bir alt dizisidir denir.

Tan-m 4.2.3 (X, 7) bir soft topolojik uzay ve (F, A) bir soft kiime olsun.
(F, A) nn her soft komgulugunda sk s-k kapsanan soft kiimelerin bir dizisi
varsa (F, A) ya bu dizinin y-g-lma soft kiimesidir denir.

Teorem 4.2.4 Bir soft topolojik uzayda her kiimenin komguluklar ailesi
say-labilir olsun. Bu durumda;

(1) Bir (F), A) soft kimesi a¢-kt-r ancak ve ancak soft kimelerin her £(F;,, A,) :
n = 1,2,...g dizisi (F, A) nn icinde kalan bir (G, B) soft kiimesine yak-nsak
ise (F,,, A,) :n=1,2,...g dizisi sonunda (F, A) da kapsan-r.

(i) Eger (F, A) soft kimelerin bir f(F,, A,) : n = 1,2,...g dizisinin bir
y-g-lma soft kiimesi ise, bu durumda 6yle bir alt dizi vard-r ki bu dizi (F, A)
soft kiimesine yak-nsakt-r.

Kan-t. (i) () (£, A) ac-k ve (G, B) nin bir komgulugu olsun. Bu ylUzden
T(F,, A,) :n=1,2,..9 dizisi sonunda (F, A) icinde kal-r.

(Q) Her (G, B)A(F, A) ve (G, B) nin bir (Fy,U4), (F2,U), ..., (F,, Uy), ...
komguluklar sistemi verilsin. (H,,,V,) = @,—,(F;, U;) olsun. Burada (H,,13),
(Hz,V2), ..., (H,,V,), ... (G,B) nin her komgulugunun iginde kalan bir dizidir.
Yani (Hy, V1), (H2,V2), ..., (H,, V4), ... (G, B) ye yak-nsakt-r. Bu ylzden, her
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m tamsay-s- i¢in dyle bir n _ m vard-r ki, (H,, V,.)%(F, A) d-r. (H,,V,) (G, B)
nin komgulugudur. Bu ylUzden (F, A) soft ag-ktr.

() (K, Ry), (K3, Ry), ..., (K,, R,),... (F,A) nn bir komsuluklar sistemi
olsun. (L,,S,) = @,_,(K;, R;) olsun. Burada (L1, S1), (L2, 52), ..., (Ln, Sn), ..
her n icin (L,+1, Sp+1) KU (Ln, S,) olacak bigcimde bir dizidir. Her negatif
olmayan ¢ tam say-s- i¢in bir f(z) yi, f(z) . @ ve (Fyuy, Arwy) K (Li, S;) olacak
bicimde secelim. Bu durumda f(Fa,, , As@) 1@ = 1,2,...9 dizisi £(F,, A,) :
n = 1,2,...g dizisinin bir alt dizisidir ve a¢g-k¢a bu alt dizi (F, A) ya yak-nsaktr.

4.3 Soft Surekli Fonksiyonlar

Bu bélimde fonksiyonlar-n strekliligi fikrini fonksiyonlar-n soft surekliligi
fikrine genigletecegiz. Baslang-¢ olarak soft kiimelerin dontguimler alt-ndaki
Ozelliklerini inceleyecegiz .

Tan-m 4.3.1 X ve Y iki parametre kiimesi ve U evreni verilsin. f X den
Y ye bir fonksiyon olsun. (G, B) Y de bir soft kime ise (G, B) soft kiimesinin
ters resmi fiY(G, B) = (fi11(G), fi1(B)) biciminde yaz-l-r. Burada fi'(G)
her 2 f1Y(B) icin, (f11(&))(x) = G(f(x)) biciminde tan-mlan-r.

Tersine, (£, A) X te bir soft kime ise (F,A) n-n goruntusu f(F, A) =
(f(F), f(A)) biciminde yaz-l-r. Burada f(F) her vy 2 f(A), (f(F))(y)
L.27i1¢)F (x) biciminde tan-mlan-r.

Teorem 4.3.2 X, Y ve Z parametre kiimeleri ve U evreni verilsin.
f X @Y fonksiyonu icin, asag-dakiler dogrudur.

(i) Y deki her (G, B) soft kimesi icin, f1}(Co(G, B)) = Co(fi (G, B))
d-r.

(ii) X deki her (F, A) soft kiimesi icin, f(Co(F, A)¥Co(f(F, A)) dr.

(iii) (G, B) ve (H,C) Y de soft kuimeler ve (G, B)A(H, O) ise f11((G, B))A
fit((H, C))dir.

(iv) (F, A) ve (G, B) X de soft kimeler ve (F, A)A(G, B) ise
F(FANRSG, B)) dr.
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(V) Y deki her (G, B) soft kiimesi icin f(fi*((G, B)))A(G, B)dir.

(vi) X deki her (F, A) soft kiimesi icin (F, A)Rfit(f(F, A)) dr.

(vii) ¢ Y den Z ye bir fonksiyon olsun. Bu durumda; Z deki her (H,C)
soft kiimesi icin (g f)11(H,C) = fil(git(H,C))dir.

Kan-t. (i) fi}{(Co(G, B)) = fiY(G%,Y)) = (fiY(G%), fi1(Y)) dir. Ote
yandan; Co(f1(G, B)) = Co(f1(G), f11(B)) = (f 11 (G)fi1m), X) bulunur,
1Y) = X oldugundan fiX(G%) = f1H(G)i1(s Oldugunu gostermek Kan-t

icin yeterlidir. 8
3 g < - ril il
Her r 2 X |(;|n fil(G)jan(B) (ZL“) = Ui f (G)(IL") x 2 f (B) —
= U x 2 fiY(B)

s 8

SUGGU@) «2f%B) _TUiG(@) f(®)2B dur

: U 2 fiy(B) - U f(@)2B

Ote yandan; 8
< -

Herz 2 X icin (f11(GR)) (v) = GF (f()) = _ v (C;(f ©) ;Ex; zi
- i

olur ki bu fit(G) ile fil(G);"il(B) nin esit oldugunu verir. Dolay-s-yla
f1H(Co(G, B)) = Co(f1H(G, B)) dr.

(i) f(Co(F, A)) = f(F, X) = (f(FY), f(X)). Diger taraftan, Co(f(F, A))
=Co(f(F), f(A) = (f(F ;"(A),Y). Buradan f(X) uY vehery2Y j F(X)
icin f(F5°)(y) = 72 oldugundan her y 2 Y icin f(FE°)(y) M F(F)54®)
oldugunu gosterirsek Kan-t biter.

Her y 2V igin(f(FY) ) = [ L Fi@) = [ (Ui F@)=Ui

\  F(x)

z2f if(y)
Ote yandan;

Her y 2 Y icin (f(M)jy @) = Ui (NG = Ui [ F() =
\ (Ui F(z)) dur. Sonug olarak f(£5°)(y) M f(£)% 4 (y) olur ve Kan-t
biter.
iter.
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(i) fi*((G, B)) = (fi1(G), fi%(B)) dir. Burada her = 2 fi'(B) icin
8

< il
@)@ = GU@y = (I w2 TE)
T2 a2 B

Ote yandan;

FIY(H,C) = (fit(H), fi1(C)) dir. Buradan her z 2 fi1(C) icin
8

< il
() @) = a(ey) = I 2O
' 22 F1H(O)

olur. (G,B)A(H,C) oldugundan B L C ve her y 2 Y i¢cin G(y) 1 H(y)
dir. Buradan fi}(B) pn fiY(C) oldugundan fil((G,B))Rfi((H,(C)) elde
edilir.

(iv) (F,A)RA(G, B) olsun. Bu durumda A |1 B ve her e 2 X igin F'(e) 1
G(e) dir. Burada f((F, A)) = (f (F), f(A) ve f((G,B)) = (f(G), f(B)) ve

her y 2 f(A) icin f(F)(y) = mzfl[l(y)F(x) ve her y 2 f(B) igin f(G)(y) =
foL(y)G(x) dur. Buradan f(A) p f(B) ve her y 2 Y igin foll:l(y)F(x) L
mzfli:l(y)G(:v) oldugundan f((F, A))Af((G, B)) dir.

(v) (G, B) Y de bir soft kiime olsun. Burada f(fi(G, B)) =
UG, FHU(B)) = (F(FFHG)), f(f11(B))) ve hery 2 Y icin (f(fT(G))) (v) =
szll; " (fTHG) (@) = szll; (y)G(f(a:)) = G(y) ve f(f**(B)) K B oldugundan
istenen elde edilir.

(vi) (F, A) X de bir soft kiime olsun. Burada fi1(f(F, A)) = fi(f(F), f(A))
= (T, F1H(f(A))) ve herz 2 X icin (fI(f(F))) (v) = (f(F)) (f(2)) =
wzfiEf(w))F(x) M1 F(z) ve A 1 fil(f(A4))oldugundan istenen kapsam elde
edilir.

(vii) (H,C) Z de bir soft kiime olsun. Burada (g * f)i1(H,C) =
(g £ NPHH), (g £ )INO)) ve fit(gi(H,C)) = fil(g*(H), " (C)) =
(fi (g™ H) ), f1H(gTH(C))) dir.

Her 2 2 (¢ £ £)(C) icin ((g £ f)**(H)) (z) = H((gof) (x)) olur.

Ote yandan Her z 2 f1*(g1*(C)) igin (f (971 (H))) (2) = (¢ (H)(f(2)) =
H(g(f(z))) dr. Buradan (¢ f)I(C) = fit(¢"*(C)) ve H((gof)(2)) =
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H(g(f(x))) oldugundan Kan-t biter.

Tan-m 4.3.3 (£, 7) and (¥, 7") U evreni Uzerinde soft topolojik uzaylar,
f:(X,7) ¥ (¥,7°) bir fonksiyon ve e-2X olsun. Bu durumda;

(i) Eger her (G, B) 2 N.=(f (er)) icin, f((M,C))RA(G, B) olacak bicimde
en az bir (M, C) 2 N,(er) mevcut ise bu f fonksiyonuna, er soft noktas-nda
soft streklidir denir.

(ii) Edger f fonksiyonu her e-2.X soft noktas-nda strekli ise, f fonksiyonuna
X Uzerinde soft streklidir veya k-saca soft streklidir denir.

Teorem 4.3.4 (X, 7) and (¥, 7") U evreni Uzerinde iki soft topolojik uzay,
f: X U Y bir fonksiyon ve ¢ X ise asag-dakiler denktir.

(1) f ep de sureklidir.

(i) Her (G, B) 2 N,=(f(er)) i¢in bir (M, C) 2 N,(er) vardr dyleki (M, C)
Rfi((G, B)) dir.

(i) Her (G, B) 2 N.=(f(er)) icin f11((G, B)) 2 N,(er) dir.

Kan-t. Kan-t ag-kt-r.

Teorem 4.3.5 (&, 7) and (¥, %) U evreni lzerinde iki soft topolojik uzay,
f X XY bir fonksiyon ise agag-dakiler denktir.

(i) f X de soft sureklidir.

(i) Her (H,V) 2 7% igin fi1((H,V)) 2 7 dur.

(iii) Y deki her (F, K) kapal- soft kiimesi icin fi1((F, K)) X de soft kapal-
kUmedir.

Kan-t. (i)) (i) (H,V) 2 7° ve erf1Y((H,V)) olsun. Biz fil((H,V)) 2
N.(er) oldugunu gosterecegiz. f(erp)B(H,V) ve (H,V) 2 7° oldugundan
(H,V) 2 U=(f (er)) dir. Buradan f, ex2X de sirekli oldugundan (M, C) 2
U, (er) vard-r dyleki f((M,C))A(H,V) dir. Boylece ep2(M,C)Af1((H,V))
ve dolay-syla fit((H,V)) 2 N.(er) bulunur.

(i) (iii) (F, K) Y de soft kapal- kiime olsun. Dolay-swyla Co(F, K) 2 7" ve
(ii) den fi(Co(F, K)) 2 7 dur. Buradan fi}(Co(F, K)) = Co(f11((F, K)))
oldugundan fil((F, K)) X de soft kapal-d-r.
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(1)) (i) (i) (i) Kan-t-na benzer sekilde yap-l-r.

(i) (i) er2X ve (G, B) 2 N,=(f(er)) olsun. Bu durumda bir (H,V) 2 7°
soft ag-k kiimesi vard-r dyleki f(ex)2(H,V)R(G, B) dir. (ii) den fi((H,V)) 2
TVveepBfIY((H,V))AfiI1((G, B)) dir. Buise fi((G, B)) 2 N,(er) oldugunu
verir. Dolay-s-yla her e-2% soft noktas-nda f soft streklidir.

Teorem 4.3.6 & ve ¥ U evreni lzerinde soft topolojik uzaylar olsunlar.
Bir f: X ¥ Y fonksiyonu icin, asag-daki durumlar- diigtinebiliriz:

(i) f soft sUreklidir;

(ii) & deki her (F, A) soft kiimesi icin f((F, A)) soft kiimesinin her komsu-
lugunun ters resmi (F, A) soft kiimesinin bir soft komgsulugudur,

(iii) & deki her (F, A) soft kiimesi icin ve f((F, A)) n.n her (H,C) komsu-
lugu icin, (F, A) n-n dyle bir (G, B) komsulugu vard-r éyleki f((G, B))A(H, C)dir,

(iv) X deki bir (F, A) soft kiimesine yak-nsayan soft kiimelerin her f(F,,, A,,) :
n =1,2,...gdizsiicin, Ff((F,, A,)) :n=1,2,...g dizisi de f((F, A)) ya yakn-
sakt-r.

Kan-t= (i) , (ii) , (iii)) (iv) srasyla yapacagz. Ayr-ca, £ deki her soft
kiimenin komguluklar sistemi say-labilir ise (iv) (i) y- gerektirir ve bu ylzden
tim durumlar denktir.

Kan-t. (i))(ii) f surekli olsun. Eger (H,C) f((F, A)) nn bir soft kom-
sulugu ise (H,C) f((F, A)) nn bir (G, B) agk komgsulugunu igerir. Buradan
f((F, ARG, B)A(H, C) oldugundan, f i (f((F, A))ASIG, B)RSH((H,C))
dr. (F, AR fil(f((F, A))) ve fiY((G, B)) soft agk oldugundan fil(H,(C)
(F, A) nn bir soft komgulugu olur.

(i) (i) Kan-t icin bir 6nceki teoremi kullanacag-z. (G, B), Y de soft a¢k
kiime olsun. Bu durumda fi'((G, B)) X de soft kimedir. (F, A) fi1((G, B))
nin her hangi bir altkimesi olsun. Dolay-syla (G, B), f((F,A)) nin ac¢k
komsulugu olur ve (i) den fil((G,B)) (¥, A) n-n komgulugu olur. Bu ise
fi1((G, B)) nin bir a¢k soft kiime oldugunu verir.

(i) (i) (F, A), X herhangi bir soft kime olsun ve (H,C), f((F, A)) nin
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herhangi bir soft komgulugu olsun. (ii) den, fil((H,Q)), (¥, A) n-n bir soft
komgulugudur. Bu durumda X de bir (H, V) soft a¢c-k kiimesi icin vard-r ki
(£, ARH, VYAfit(H,C) dr. Boylece, (F, A) n-n bir soft agkk komsulugu
olan (H, V) ye sahibiz ve f((F,A))Rf((H,V))A(H,C) dir.

@y () (H,C) f((F, A)) nn bir soft komgulugu olsun. Burada (F, A) n-n
bir (G, B) soft komgulugu vard-r ki f(G, B)@(H, C) dir. Boylece fi1(f((G, B)))
Afil((H,0)) dir. Dahas, (G,B)Af1'(f((G,B))) oldugu icin, fil((H,C))
(F, A) nn soft komgulugudur.

(1) (iv) (H,C) f((F, A)) nn bir soft komsulugu ise, (F, A) n-n bir (G, B)
soft komgulugu vard-r ki f((G, B))A(H,C) dir. Burada f(F,,A,) : n =
1,2,...9 (G, B) icinde kald-g-ndan dolay-, n _ m icin f((F,, A.))Rf (G, B))@(H,C)
d-r. Dolay-syla (F,, A,)R(G, B) dr. Bu yuzden, ff((F,.,A,) :n=12,..9
f((F, A)) ya yak-nsakt-r.

(iv) ) (i) Varsayal-m X deki her soft kimenin komguluklar sistemi say-la-
bilir olsun. (G, B) Y deki herhangi bir soft a¢g-k kiime olsun. Bu durumda
fi1((G, B)) X de bir soft ac-k kiimedir. (£, A) fi1((G, B)) nin herhangi bir
soft altkiimesi olsun, ve (Fy, Uy), (F,,Us), ..., (F,, U,), ... soft kimeleri (F, A)
n-n komguluklar sistemi olsun. Burada (H,,V,) = @._,(F};,U;) bigiminde
alal-m. Dolay-s-yla (Hy, V1), (H2,V2), ..., (H,, V4), ... dizisi (F, A) nin her soft
komgulugunun icginde kal-r, (Hy,V1), (Hz,V2),...,(H,,V,),...dizisi (F,A) ya
yak-nsar. Bu yuzden, bir m say-s» vardwr oyleki n _ m icin , (H,,V,) %
fi1((G, B)) dir. Cunku her n icin, (H,,V,) (¥, A) nn bir soft komsulugudur,
fi1(G, B)) (F, A) nan bir soft komsulugu olmas-ndan. Bu gosterir ki f11((G, B))
soft ag-ktr.

4.4 Kompakt Soft Topolojik Uzaylar

Bu kesimde Kompaktl-k kavram- soft topolojik uzaylar icin tart-g-lacak ve baz-
Ozellikleri incelenecektir.
Tan-m 4.4.1 Soft kimelerin (F, A) 181 Lf(Fa,, A) : (Fa,,A) 23,02 19
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olacak sekilde bir & ailesine (F, A) soft kiimesinin bir orttsu denir. Burada &
nin elemanlar-n-n her biri soft ag-k kiime ise = ye soft a¢-k ortt, = nin ortu
olan bir altailesine & nin bir altortisu ad- verilir.

Tan-m 4.4.2 Soft kimelerin bir & ailesinin sonlu say-da eleman-ndan
olusan her altailesinin standart soft kesisimi bos soft kiime degilse bu = ailesine
sonlu standart soft kesisim 6zelligine sahiptir denir.

Tan-m 4.4.3 Bir (X, 7) soft topolojik uzay-nda X in her a¢-k orttsinin
sonlu bir alt ortist varsa bu (£, 7) topolojik uzay-na kompakt-r denir

Teorem 4.4.4 Bir soft topolojik uzay kompakt-r ancak ve ancak soft kapal-
kumelerin sonlu standart soft kesisim 6zelligine sahip her ailesinin standart soft
kesisimi bos soft kiimeden farkl-d-r.

Kan-t.. Eger & bir £ soft topolojik uzay-nda soft kiimelerin bir ailesi ve
&, % in bir ortustdir ancak ve ancak asag-daki kosullardan biri saglan-r:

(i) Lo F(F, A) - (B, A) 229 = X,

(i) Co(®i2/F(F;, Ai)  (F, Ai) 2 2g) = Co(R) = @,

(iii) 82, FCo(F;, Ay)  (Fi, A) 23g=®@.

Bu ylizden £ soft uzay- kompakt-r ancak ve ancak X deki soft a¢-k kiimelerin
X i orten sonlu altailesi olmayan her ailesi X i 6rtemez ve bu dogrudur ancak
ve ancak soft kapal- kiimelerin sonlu standart soft kesisim 0zelligine sahip her
ailesinin standart soft kesisimi bog soft kiime degildir.

Teorem 4.4.5 f, ® kompakt soft topolojik uzay-ndan ¥ soft topolojik
uzay-na érten bir soft stirekli fonksiyon olsun. Bu durumda ¥ kompakt-r.

Kan-t. & = f(Gp,,B;) : ¢ 2 19, Y deki soft a¢c-k kimelerden olusan Y
nin bir 6rtusu olsun. Bu durumda f soft strekli oldugundan her (G;, B;) 2=
icin fi1((G;, By)) agk soft kiimeleri X in bir sonlu bir alt ortiye sahip bir
ac-k ortustdar. Bu alt orth &, = ff11((G;, By)) i 2 Ip ¥ Ig olsun. f oOrten
oldugundan Y = f(X) = f(®i21,f 11((G;, B)))) 221, (G;, B;) elde edilir ki bu

Y nin soft kompakt oldugunu verir.
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