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Üye : Doç. Dr. Öznur GÖLBAŞI
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ÖZET
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Fen Bilimleri Enstitüsü
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Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Mehmet Ali ÖZTÜRK

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r:

Birinci bölümde, tezde kullan¬lan baz¬temel kavramlardan bahsedilmi̧s ve

tez konusu ile ilgili daha önce yap¬lan makaleler özetlenmi̧stir.

·Ikinci bölümde, halkada yeni bir genelleştirilmi̧s türev tan¬m¬ verilerek

halkan¬n de¼gi̧smelili¼gi incelenmi̧s ve halkan¬n geni̧sletilmi̧s merkezi ile ba¼glant¬

kurulmuştur.

Üçüncü bölümde, yeni bir fuzzy �-halkas¬tan¬mlanm¬̧s ve temel özellikleri

incelenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Türev, genelleştirilmi̧s türev, geni̧sletilmi̧s merkez,

�-halkas¬, fuzzy �-halkas¬.
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ABSTRACT

SOME GENERALIZATIONS ON RINGS

Ph. D. Thesis

Hasret YAZARLI
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Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Advisor: Assistant Prof. Dr. Mehmet Ali ÖZTÜRK

This thesis consist of three parts:

In the �rst part, we recall some basic concepts and summarize twice-told

papers.

In the second part, we investigate by de�ning a new generalized derivation

in ring and correlate with extended centroid of ring.

In the third part, we de�ne a new fuzzy �-ring and investigate basic prop-

erties of this ring.

Keywords: Derivation, generalized derivation, extended centroid, �-ring,

fuzzy �-ring.
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Hasret YAZARLI

iii



·IÇ·INDEK·ILER
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G·IR·IŞ

Analiz ve uygulamal¬matemati¼gin temel teorilerinden biri olan türevin çok

önemli özelliklerinden baz¬lar¬halka teorisinde de sa¼glan¬r. Türevli asal hal-

kalar¬n de¼gi̧smeli olmas¬ konusuna ilk olarak E. C. Posner (1957) başlang¬ç

yapt¬. Gy. Maksa (1980) ve M. A. Öztürk (1999), k¬smi türeve kaŗs¬l¬k olarak

simetrik ikili türev ve permuting üçlü türevi tan¬mlam¬̧s ve baz¬özelliklerini in-

celemi̧stir. Bu çal¬̧smalardan sonra birçok araşt¬rmac¬halka teorisinde simetrik

ikili türev ve permuting üçlü türev çal¬̧sm¬̧st¬r.

BirR halkas¬nda genelleştirilmi̧s türev kavram¬M. Bresar (1991) taraf¬ndan

tan¬mland¬. d : R! R toplamsal dönüşüm ve �, R�de türev olmak üzere her

x; y 2 R için d (xy) = d (x) y + x� (y) ba¼g¬nt¬s¬sa¼glan¬yor ise d�ye � ile belir-

lenmi̧s genelleştirilmi̧s türev denir. Böylece genelleştirilmi̧s türev kavram¬hem

türev kavram¬ndan hem de sol çarpan ( f toplamsal dönüşüm olmak üzere, her

x; y 2 R için f (xy) = f (x) y�dir ) kavram¬n¬kapsar.Temel örnekler; türevler

ve genelleştirilmi̧s iç türevler ( baz¬a; b 2 R için x 7! ax+xb tipinde dönüşüm-

ler ) dir. E¼ger, R; Rx = f0Rg iken x = 0R özelli¼gine sahip bir halka, h : R! R

herhangi bir fonksiyon ve d : R! R, her x; y 2 R için d (xy) = d (x) y+xh (y)

ba¼g¬nt¬s¬n¬sa¼glayan herhangi bir toplamsal dönüşüm ise d, h taraf¬ndan tek

türlü belirlenir. Üstelik, M. Bresar (1991) h� nin türev oldu¼gunu gösterdi.

B. Hvala (1998), halka teorisinde Bresar�¬n tan¬mlad¬¼g¬genelleştirilmi̧s türevi

kullanarak asal halka ile onun geni̧sletilmi̧s merkezi aras¬nda ba¼glant¬kurdu.

Birçok araşt¬rmac¬, genelleştirilmi̧s türevli yar¬asal ve asal halkalar üzerinde

benzer sonuçlar incelediler. Bizim burada amac¬m¬z yeni bir genelleştirilmi̧s

türev tan¬mlamak ve bu tan¬m¬çok iyi bilinen sonuçlara uygulamakt¬r.

N. Nobusawa (1964), halka kavram¬ndan daha genel olan �-halka kavram¬n¬

tan¬mlam¬̧st¬r. W. E. Barnes (1966), Nobusawa anlam¬nda �-halka kavram¬n¬n

tan¬m¬ndaki koşullar¬biraz zay¬�atm¬̧s ve �-halka kavram¬n¬yeniden tan¬m-

lam¬̧st¬r. Daha sonra W. E. Barnes, S. Kyuno, M. A. Öztürk ve Y. B. Jun gibi

birçok matematikçi �-halkalar¬n yap¬s¬n¬incelemeye devam etmi̧s ve halkalar
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teorisindeki sonuçlar ile ilgili olarak baz¬genelleştirmeler yapm¬̧st¬r.

Günümüz matematik dünyas¬nda önemli ve popüler bir konu olan fuzzy

(belirsiz, bulan¬k ) mant¬¼g¬, ilk defa L. A. Zadeh (1965) taraf¬ndan fuzzy kümesi

tan¬m¬yla ortaya ç¬km¬̧s ve daha sonra birçok araşt¬rmac¬bu konu üzerinde

çal¬̧smaya başlam¬̧st¬r. Bunun sonucu olarak matematikte yeni çal¬̧sma alanlar¬

oluşmuş, yaşant¬m¬z içinde var olan belirsizlik kavram¬matematiksel olarak

incelenmeye başlanm¬̧s ve denetim mühendisli¼gi gibi teknik alanlarda yararl¬

uygulamalar bulmuştur.

A. Rosenfeld (1971), fuzzy grup kavram¬n¬ tan¬mlad¬ktan sonra birçok

araşt¬rmac¬cebir ile ilgili baz¬kavramlar¬ve sonuçlar¬ fuzzy teorisine aktar-

m¬̧st¬r. M. Demirci (2001), fuzzy ikili i̧slemi ve fuzzy eşitli¼gi kavram¬n¬kulla-

narak smooth grup kavram¬n¬tan¬mlad¬. Daha sonra X. Yuan ve E. S. Lee

(2004) taraf¬ndan bu kavram fuzzy ikili i̧slemine dayanan yeni bir çeşit fuzzy

gruba uyguland¬. H. Aktaş ve N. Ça¼gman (2007), X. Yuan ve E. S. Lee�nin

fuzzy ikili i̧sleme dayanan fuzzy grup tan¬m¬n¬kullanarak bir fuzzy halkas¬tipi

tan¬mlad¬lar. Bizim burada amac¬m¬z yeni bir çeşit fuzzy �-halkas¬tan¬mla-

mak ve fuzzy idealleri yard¬m¬yla çarp¬m fuzzy �-halkas¬n¬oluşturmakt¬r.

.
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1. BÖLÜM

TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Asal Halkalar ve Geni̧sletilmi̧s Merkez

Bu bölümde, di¼ger bölümlerde geçen kavramlar¬n tan¬mlar¬, bu kavramlar

ile ilgili baz¬temel özellikler ve ayr¬ca sundu¼gumuz çal¬̧smalar ile ilgili daha

önce yap¬lan çal¬̧smalar¬n özetleri verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1.1. R bir halka ve A;B; P�de R�nin idealleri olsun. AB � P

oldu¼gunda A � P veya B � P oluyorsa P ye R halkas¬n¬n asal ideali denir.

Teorem 1.1.2. R bir halka ve P de R�nin bir ideali olsun. Aşa¼g¬dakiler

denktir:

(1) P asal idealdir,

(2) Her a; b 2 R için aRb � P ise a 2 P veya b 2 P�dir,

(3) Her a; b 2 R için (a) (b) � P ise a 2 P veya b 2 P�dir,

(4) U , V R halkas¬n¬n iki sol ideali olmak üzere UV � P iken U � P

veya V � P�dir,

(5) U , V R halkas¬n¬n iki sa¼g ideali olmak üzere UV � P iken U � P

veya V � P�dir.

Tan¬m 1.1.3. R halkas¬n¬n (0R) ideali asal ise o zaman R halkas¬na asal

halka denir.

Önerme 1.1.4. R bir halka olsun. Aşa¼g¬dakiler denktir:

(1) R asal halkad¬r,

(2) a; b 2 R için aRb = (0R) ise a = 0R veya b = 0R�dir,

(3) R halkas¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬her sa¼g idealinin sa¼g s¬f¬rlayan¬s¬f¬rd¬r,

(4) R halkas¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬her sol idealinin sol s¬f¬rlayan¬s¬f¬rd¬r.
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Tan¬m 1.1.5. R bir halka olsun. Her a 2 R için na = 0R olacak biçimde

n pozitif tamsay¬s¬varsa böyle n�lerin en küçü¼güne R halkas¬n¬n karakteristi¼gi

denir ve charR = n ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.6. R bir halka ve m 6= 0 bir tamsay¬olsun. Her x 2 R için

mx = 0R oldu¼gunda x = 0R oluyorsa R halkas¬na m � torsion free halka

denir.

Tan¬m 1.1.7. X, R halkas¬n¬n boş kümeden farkl¬bir alt kümesi olsun.

Buna göre

CR (X) = fa 2 Rj ax = xa; 8x 2 Xg

kümesine X�in R�deki merkezleştiricisi denir.

Z(R) = fx 2 Rjxy = yx;8y 2 Rg

kümesine de R halkas¬n¬n merkezi denir ve k¬saca Z ile gösterilir.

Önerme 1.1.8. R bir asal halka ve a; b 2 R olsun. ab; b 2 Z ise b = 0R
veya a 2 Z�dir.

Tan¬m 1.1.9. R bir halka ve x; y 2 R olsun. xy = 0R oldu¼gunda x = 0R
veya y = 0R oluyorsa R�ye s¬f¬r bölensiz halka denir.

Tan¬m 1.1.10. R bir halka olsun. x; y 2 R için xy � yx ifadesine x ile y

elemanlar¬n¬n komütatör çarp¬m¬denir ve [x; y] ile gösterilir.

Özellikler: R bir halka olsun. Her x; y; z 2 R için,

(1) [x+ z; y] = [x; y] + [z; y],

(2) [x; yz] = [x; y] z + y [x; z],

(3) [xz; y] = [x; y] z + x [z; y]

eşitlikleri sa¼glan¬r.

Önerme 1.1.11. R bir asal halka ve 0R 6= a 2 R olsun. Her x 2 R için

a (ax� xa) = 0R oluyorsa a 2 Z�dir.
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R bir asal halka olsun. Buna göre

M = f(I; f) j f : I ! R bir sa¼g R�modül homomor�zmas¬

ve (0R) 6= I, R�nin ideali g

olmak üzere, M üzerinde

(I; f) � (J; g), R nin s¬f¬rdan farkl¬bir K � I \J ideali üzerinde f = g�dir

ba¼g¬nt¬s¬tan¬mlans¬n. Bu ba¼g¬nt¬bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Bu ba¼g¬nt¬ya göre

M�nin denklik s¬n¬�ar¬n¬n kümesi Q(R) olsun. Q(R) kümesi,

(I; f) + (J; g) = (I \ J; f + g), (I; f):(J; g) = (JI; fg)

ikili i̧slemleri ile R�yi kapsayan birimli bir asal halkad¬r.

Tan¬m 1.1.12. (Martindale, 1969) Q(R) halkas¬na sa¼g Martindale ke-

sirler halkas¬(quotient halkas¬) denir.

Q (R) halkas¬aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

(1) Q (R)�nin merkezi C ile gösterilir ve C�ye R�nin genişletilmiş merkezi

(extended centroid) denir. C bir cisimdir.

(2) S = RC� ye R� nin Q (R)� deki merkezi kapan¬̧s¬ (central closure)

denir. S, R�yi kapsayan bir asal halkad¬r.

Önerme 1.1.13. R bir asal halka ve 0R 6= a 2 R, b 2 R olsun. Her x 2 R

için axb = bxa ise b = �a olacak biçimde bir � 2 C vard¬r.

1. 2 Türevli Halkalar

Tan¬m 1.2.1. (Posner, 1957) R bir halka, d : R! R toplamsal dönüşüm

olsun. Her x; y 2 R için d (xy) = d (x) y + xd (y) koşulu sa¼glan¬yorsa d�ye R

halkas¬nda bir türevdir, denir.
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Örnek 1.2.2. R bir halka ve a 2 R olsun. d : R ! R, her x 2 R için

d (x) = ax� xa ile tan¬ml¬dönüşüm R üzerinde bir türevdir. d�ye R üzerinde

a ile belirlenmiş iç türev denir.

Tan¬m 1.2.3. (Bresar, 1991) R bir halka ve f : R ! R bir toplamsal

dönüşüm olsun. Her x; y 2 R için f (xy) = f (x) y + xd (y) olacak biçimde R�

nin bir d türevi varsa f�ye R üzerinde d ile belirlenmiş genelleştirilmiş türev

denir.

Örnek 1.2.4. R bir halka ve a; b 2 R olsun. f : R ! R, her x 2 R

için f (x) = ax + xb ile tan¬mlanan dönüşüm R üzerinde bir genelleştirilmi̧s

türevdir.

Tan¬m 1.2.5. R bir halka ve D : R�R! R bir dönüşüm olsun.

(i) Her x; y 2 R için D (x; y) = D (y; x),

(ii) Her x; y; z 2 R için D (x+ y; z) = D (x; z) +D (y; z) ( D (x; y + z) =

D (x; y) +D (x; z) )

koşullar¬sa¼glan¬rsa D�ye R üzerinde simetrik ikili toplamsal dönüşüm denir.

Tan¬m 1.2.6. (Maksa, 1987) R bir halka ve D : R�R! R bir simetrik

ikili toplamsal dönüşüm olsun. Her x; y; z 2 R için D (xy; z) = D (x; z) y +

xD (y; z) ( D (x; yz) = D (x; y) z + yD (x; z) ) ise D�ye R üzerinde simetrik

ikili türev denir.

Ayr¬ca her x 2 R için d (x) = D (x; x) biçiminde tan¬mlanan d : R ! R

dönüşümüne D��nin izi denir ve d aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

(1) d bir çift dönüşümdür,

(2) d (0R) = 0R�dir,

(3) Her x; y 2 R için d (x+ y) = d (x) + 2D (x; y) + d (y)�dir.
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Örnek 1.2.7. M =

8<:
0@ a b

0 0

1A������ a; b 2 R
9=; halkas¬üzerinde,

D :M �M !M; D

0@0@ a b

0 0

1A ;
0@ c d

0 0

1A1A =

0@ 0 ac

0 0

1A
ile tan¬ml¬dönüşüm bir simetrik ikili türevdir. D�nin izi,

d

0@0@ a b

0 0

1A1A =

0@ 0 a2

0 0

1A
d¬r.

Uyar¬1.2.8. R bir halka ve D : R � R ! R simetrik ikili türev olsun.

y 2 R key� sabit eleman olmak üzere, d : R ! R; x 7! D (x; y) ile tan¬m-

lanan dönüşüm bir türevdir. Dolay¬s¬yla simetrik ikili türev kavram¬ türev

kavram¬ndan daha geneldir.

Tan¬m 1.2.9. R bir halka ve D : R�R�R! R bir dönüşüm olsun.

(i) Her x; y; z 2 R için D (x; y; z) = D (x; z; y) = D (y; x; z) = D (y; z; x) =

D (z; x; y) = D (z; y; x),

(ii) Her x; y; z; w 2 R için D (x+ w; y; z) = D (x; y; z) +D (w; y; z)

( D (x; y + w; z) = D (x; y; z) + D (x;w; z), D (x; y; z + w) = D (x; y; z) +

D (x; y; w) )

koşullar¬sa¼glan¬rsaD�ye R üzerinde permuting üçlü toplamsal dönüşüm denir.

Tan¬m 1.2.10. (Öztürk,1999) R bir halka ve D : R�R�R! R per-

muting üçlü toplamsal dönüşüm olsun. Her x; y; z; w 2 R için D (xw; y; z) =

D (x; y; z)w + xD (w; y; z) ( D (x; yw; z) = D (x; y; z)w + yD (x;w; z),

D (x; y; zw) = D (x; y; z)w+zD (x; y; w) ) iseD�ye permuting üçlü türev denir.

Ayr¬ca her x 2 R için d (x) = D (x; x; x) biçiminde tan¬mlanan d : R ! R

dönüşümüne D�nin izi denir ve aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

(1) d bir tek dönüşümdür,

(2) d (0R) = 0R�dir,
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(3) Her x; y 2 R için d (x+ y) = d (x) + 3D (x; x; y) + 3D (x; y; y) + d (y)�

dir.

Örnek 1.2.11. R =

8>>><>>>:
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA
��������� a; b; c 2 R

9>>>=>>>; halkas¬üzerinde D :

R�R�R! R,

D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3 0 0

1CCCA
ile tan¬ml¬dönüşüm bir permuting üçlü türevdir. D�nin izi,

d

0BBB@
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a3 0 0

1CCCA
d¬r.

Uyar¬1.2.12. R bir halka, a 2 R ve D : R�R�R! R permuting üçlü

türev olsun. Her x; y 2 R için D1 : R � R ! R, D1 (x; y) = D (a; x; y) ile

tan¬mlanan dönüşüm bir simetrik ikili türevdir ve her x 2 R için d2 : R! R,

d2 (x) = D (a; a; x) ile tan¬ml¬dönüşüm bir türevdir.

Lemma 1.2.13. ( Posner, E. C., 1957) R bir asal halka, d : R! R bir

türev ve a 2 R olsun. Her x 2 R için ad (x) = 0R (veya d (x) a = 0R ) oluyorsa

a = 0R veya d = 0�d¬r.

Lemma 1.2.14. ( Posner, E. C., 1957) R bir asal halka olsun. E¼ger

p; q; r 2 R elemanlar¬ve her a 2 R için paqar = 0R ise p; q; r elemanlar¬ndan

en az biri s¬f¬rd¬r.

Teorem 1.2.15. ( Posner, E. C., 1957) R karakteristi¼gi ikiden farkl¬

olan bir asal halka, d1, d2; R halkas¬n¬n iki türevi olsun. E¼ger d1d2 bir türev

ise d1 = 0 veya d2 = 0�d¬r.
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Lemma 1.2.16. ( Posner, E. C., 1957) R bir asal halka ve d : R! R

bir türev olsun. E¼ger her a 2 R için ad (a)� d (a) a = 0R oluyorsa d = 0 veya

R halkas¬de¼gi̧smelidir.

Teorem 1.2.17. (Herstein, I. N., 1978) R bir halka, d : R ! R bir

türev ve d3 6= 0 olsun. Her r 2 R için d (r) elemanlar¬taraf¬ndan üretilen A

alt halkas¬, R halkas¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬bir idealini kapsar.

Teorem 1.2.18. (Herstein, I. N., 1978) R bir asal halka ve d : R! R

s¬f¬rdan farkl¬bir türev olsun. Her x; y 2 R için d (x) d (y) = d (y) d (x) ise,

(1) R karakteristi¼gi ikiden farkl¬halka ise bu durumda R halkas¬de¼gi̧smeli

taml¬k bölgesidir.

(2) R karakteristi¼gi iki olan halka ise bu durumda R halkas¬de¼gi̧smeli veya

R halkas¬merkezi üzerinde 4-boyutlu basit cebirdir.

Teorem 1.2.19. (Herstein, I. N., 1979) R bir asal halka ve d : R! R

s¬f¬rdan farkl¬bir türev olsun. a 2 R ve her x 2 R için ad (x) = d (x) a ise,

(1) R karakteristi¼gi ikiden farkl¬halka ise a 2 Z�dir ( Z, R halkas¬n¬n

merkezidir),

(2) R karakteristi¼gi iki olan halka ise a2 2 Z� dir. Üstelik, a =2 Z ise

� 2 C ( R halkas¬n¬n geni̧sletilmi̧s merkezi) olmak üzere her x 2 R için d (x) =

(�a)x� x (�a)�d¬r.

Teorem 1.2.20. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristi¼gi

ikiden farkl¬asal halka, 0 6= d : R! R bir türev ve a 2 R olsun. [a; d (R)] � Z

ise a 2 Z�dir.

Teorem 1.2.21. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristi¼gi

ikiden farkl¬asal halka, 0 6= d : R ! R bir türev olsun. [d (R) ; d (R)] � Z ise

R halkas¬de¼gi̧smelidir.
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Teorem 1.2.22. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristi¼gi

ikiden farkl¬asal halka, 0 6= d : R ! R bir türev olsun. d2 (R) � Z ise R

halkas¬de¼gi̧smelidir.

Teorem 1.2.23. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristi¼gi

ikiden farkl¬asal halka, d1 ve d2, R halkas¬n¬n s¬f¬rdan farkl¬iki türevi olsun.

d1d2 (R) � Z ise R halkas¬de¼gi̧smelidir.

Teorem 1.2.24. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristi¼gi

ikiden farkl¬asal halka ve 0 6= d : R ! R bir türev olsun. Her x 2 R için

[x; d (x)] 2 Z ise R halkas¬de¼gi̧smelidir.

Tan¬m 1.2.25. ( Bresar, M., 1991 ) A bir cebir olsun. x; y 2 A için

kxyk � kxk kyk

özelli¼gi sa¼glan¬yorsa A�ya normlu cebir denir.

Tan¬m 1.2.26. ( Bresar, M., 1991 ) A kompleks normlu cebir ve Ma;b;

A üzerinde x 7! axb biçiminde tan¬ml¬dönüşüm olsun.

kMa;bk � c kak kbk , 8a; b 2 A

olacak biçimde c > 0 sabiti varsa A�ya ultra yar¬asal denir.

Tan¬m 1.2.27. ( Bresar, M., 1991 ) A bir halka, � : A! A toplamsal

bir dönüşüm olsun. Her x; y 2 A için

� (xy) = � (x) y + xh (y)

koşulunu sa¼glayan bir h : A ! A türevi varsa ��ya A halkas¬nda h ile belir-

lenmiş genelleştirilmiş türev denir.

A herhangi bir halka, d1; d2 A�da türevler, �(A) A�n¬n genelleştirilmi̧s

türevlerinin kümesi, D (A) A�daki bütün türevlerin kümesi olsun. A normlu

bir cebir iken

�b (A) = f� 2 �(A)j � : A! A s¬n¬rl¬lineer operatörg ,
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Db (A), bütün s¬n¬rl¬türevlerin kümesidir.

dist (d1d2;�b (A)) = inf fkd1d2 � �k , � 2 �b (A)g

olarak al¬nacakt¬r.

Teorem 1.2.28. ( Bresar, M., 1991 ) A ultra asal normlu, d1; d2 2

Db (A) ve a; b 2 A için Ma;b : A ! A, x 7! axb şeklinde tan¬ml¬dönüşüm

olsun. Her a; b 2 A için kMa;bk � c kak kbk olacak biçimde c > 0 varsa bu

durumda dist (d1d2;�b (A)) �
c2

6
kd1k kd2k�dur.

Teorem 1.2.29. ( Bresar, M., 1991 ) A ultra yar¬asal normlu cebir ve

d 2 Db (A) olsun. a 2 A için kMa;ak � c kak2 olacak biçimde c > 0 varsa bu

durumda dist (d2;�b (A)) �
c2

2
kdk2 dir.

Teorem 1.2.30. ( Bresar, M., 1991 ) A Neumann cebiri olsun. d1; d2 2

D (A) ise dist (d1d2;�(A)) �
1

2
kd1k kd2k�dur. Her d 2 D (A) için dist (d2;�b (A))

� 1

2
kdk2 dir.

Aşa¼g¬da verilen Hvala, B., 1998 makalesindeki önerme ve lemmalarda; R

karakteristi¼gi ikiden farkl¬asal halka, Q (R) ve Qs (R) s¬ras¬yla R�nin sa¼g ve

simetrik Martindale quotient halkas¬, C; R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi, RC =

RC; R�nin merkezi kapan¬̧s¬d¬r. A; R, RC , RC + C, Qr (R), Qs (R), Qr (RC)

ve Qs (RC) halkalar¬ndan biridir.

Önerme 1.2.31. ( Hvala, B., 1998 ) fj : R ! A ve hi : R ! RC

herhangi dönüşümler ve aj, ci 2 R olmak üzere,
nX
j=1

fj (z)xaj +
kX
i=1

cizhi (x) = 0, 8x; z 2 R

olsun. fa1; a2; :::; ang ve fc1; c2; :::; ckg kümeleri C-ba¼g¬ms¬z ise

fj (z) = �
kX
j=1

cizqij; hi (x) =

nX
j=1

qijxaj; 8x; z 2 R, i = 1; :::; k, j = 1; :::; n
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olacak biçimde qij 2 Qr (RC), i = 1; :::; k, j = 1; :::; n vard¬r.

Lemma 1.2.32. ( Hvala, B., 1998 ) f : R ! RC toplamsal dönüşüm

ve her x; y 2 R için f (xy) = f (x) y olsun. Her x 2 R için f (x) = qx olacak

biçimde q 2 Qr (RC) vard¬r.

Lemma 1.2.33. ( Hvala, B., 1998 ) R de¼gi̧smeli olmayan halka ve

F : R! C genelleştirilmi̧s türev olsun. Bu durumda F = 0�d¬r.

Lemma 1.2.34. ( Hvala, B., 1998 ) a; b 2 A ve f : R! A, f (x) = axb

şeklinde bir dönüşüm olsun. f genelleştirilmi̧s türev ise a 2 C veya b 2 C�dir.

Aşa¼g¬da verilen Argaç, N. ve Albaş, E. 2004 makalesindeki teorem, sonuç

ve lemmalarda; R asal halka, Qr (R); R�nin sa¼g Martindale quotient halkas¬,

C; R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi, RC = RC; R�nin merkezi kapan¬̧s¬, Z R halka-

s¬n¬n merkezi ve � türev olmak üzere, (d; �) ; R�de genelleştirilmi̧s türevdir.

Teorem 1.2.35. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R de¼gi̧smeli olmayan

halka olsun. Her x; y 2 R için d ([x; y]) = 0R ise her x 2 R için d (x) = qx

olacak biçimde q 2 Qr (RC) vard¬r.

Teorem 1.2.36. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R de¼gi̧smeli olmayan

halka olsun. Her x; y 2 R için d ([x; y]) = � [x; y] ise her x 2 R için d (x) = qx

olacak biçimde q 2 Qr (RC) vard¬r.

Sonuç 1.2.37. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R de¼gi̧smeli olmayan

halka olsun. Her x; y 2 R için d ([x; y]) = �xy ise her x 2 R için d (x) = qx

olacak biçimde q 2 Qr (RC) vard¬r.

Teorem 1.2.38. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) (d; �) genelleştirilmi̧s

türev ve d, R de homomor�zma veya anti-homomor�zma ise her x 2 R için

d (x) = qx olacak biçimde q 2 Qr (RC) vard¬r.
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Teorem 1.2.39. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) (d; �), (g; �) iki

genelleştirilmi̧s türev ve a 2 R olsun. Her x 2 R için ad (x) = g (x) a ise

aşa¼g¬dakilerden herhangi biri sa¼glan¬r.

(1) a 2 C�dir,

(2) Her x 2 R için � (x) = [x; p], � (x) = [q; x], qa 2 C, q = �a, � 2 C

olacak biçimde p; q 2 Qr (RC) vard¬r.

Sonuç 1.2.40. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) a 2 R olsun. Her x 2 R

için [a; d (x)] = 0R ise a 2 C veya � (x) = [x; p], qa 2 C, p = �a, � 2 C olacak

biçimde p 2 Qr (RC) vard¬r.

Lemma 1.2.41. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R karakteristi¼gi ikiden

farkl¬ de¼gi̧smeli olmayan halka ve (d; �) s¬f¬rdan farkl¬ genelleştirilmi̧s türev

olsun. Her x 2 R için [x; d (x)] = 0R ise her x 2 R için d (x) = �x olacak

biçimde � 2 C vard¬r.

Teorem 1.2.42. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R de¼gi̧smeli olmayan

halka ve (d; �) s¬f¬rdan farkl¬ genelleştirilmi̧s türev olsun. Her x 2 R için

[x; d (x)] 2 Z ise bu durumda her x 2 R için d (x) = qx olacak biçimde

q 2 Qr (RC) vard¬r.

Teorem 1.2.43. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R karakteristi¼gi ikiden

farkl¬ de¼gi̧smeli olmayan halka ve (d; �) s¬f¬rdan farkl¬ genelleştirilmi̧s türev

olsun. Her x 2 R için xd (x) + d (x)x 2 Z ise her x 2 R için [x; d (x)] = 0R�

dir.

Sonuç 1.2.44. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R karakteristi¼gi ikiden

farkl¬ de¼gi̧smeli olmayan halka ve (d; �) s¬f¬rdan farkl¬ genelleştirilmi̧s türev

olsun. Her x 2 R için xd (x)+ d (x)x 2 Z ise her x 2 R için d (x) = �x olacak

biçimde � 2 C vard¬r.

Teorem 1.2.45. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R de¼gi̧smeli olmayan

halka ve (d; �) genelleştirilmi̧s türev, � (Z) 6= f0Rg ve a 2 R olsun. Her x 2 R
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için [a; d (x)] 2 Z ise a 2 Z�dir.

Sonuç 1.2.46. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R de¼gi̧smeli olmayan

halka, (d; �) genelleştirilmi̧s türev ve � (Z) 6= f0Rg olsun. [d (R) ; d (R)] � Z

ise d = 0�d¬r.

Teorem 1.2.47. ( Argaç, N., Elbaş, E., 2004 ) R karakteristi¼gi ikiden

farkl¬ de¼gi̧smeli olmayan halka ve (d; �) s¬f¬rdan farkl¬ genelleştirilmi̧s türev

olsun. d2 (R) � Z ise aşa¼g¬daki durumlardan biri sa¼glan¬r:

(1) Her x 2 R için d (x) = xa ve a2 = 0R olacak biçimde a 2 Qr (RC)

vard¬r.

(2) Her x 2 R için d (x) = ax ve a2 = 0R olacak biçimde a 2 Qr (RC)

vard¬r.

(3) d (x) = �x+ � (x) olacak biçimde � 2 C vard¬r.

Teorem 1.2.48. ( Vukman, J., 1989 ) R de¼gi̧smeli olmayan, karakter-

isti¼gi ikiden farkl¬asal halka, D : R�R! R simetrik ikili türev ve d, D�nin

izi olsun. Her x 2 R için [d (x) ; x] = 0R ise D = 0�d¬r.

Teorem 1.2.49. ( Vukman, J., 1989 ) R de¼gi̧smeli olmayan, karakter-

isti¼gi iki ve üçten farkl¬asal halka, D : R � R ! R simetrik ikili türev ve d,

D�nin izi olsun. Her x 2 R için [d (x) ; x] 2 Z ise D = 0�d¬r.

Teorem 1.2.50. ( Vukman, J., 1989 ) R karakteristi¼gi ikiden farkl¬

asal halka, D1 : R � R ! R ve D2 : R � R ! R simetrik ikili türevler ve d1,

d2 s¬ras¬yla D1 ve D2�nin izleri olsun. Her x 2 R için D1 (d2 (x) ; x) = 0R ise

D1 = 0 veya D2 = 0�d¬r.

Teorem 1.2.51. ( Vukman, J., 1989 ) R karakteristi¼gi iki ve üçten

farkl¬asal halka, D1 : R � R ! R ve D2 : R � R ! R simetrik ikili türevler,

B : R � R ! R simetrik ikili toplamsal dönüşüm ve d1 D1�in, d2 D2�nin, f

B�nin izleri olsun. Her x 2 R için d1 (d2 (x)) = f (x) ise D1 = 0 veya D2 = 0

d¬r.
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Lemma 1.2.52. ( Sapanc¬, M., Öztürk, M. A. ve Jun, Y. B., 1999)

R karakteristi¼gi ikiden farkl¬asal halka, d1 ve d2 s¬ras¬yla D1 ve D2 simetrik

ikili türevlerinin izleri olsun. Her x; y 2 R için

d1 (x) d2 (y) = d2 (x) d1 (y)

ve d1 6= 0 ise C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere, d2 (x) = �d1 (x)

olacak biçimde � 2 C vard¬r.

Teorem 1.2.53. ( Sapanc¬, M., Öztürk, M. A. ve Jun, Y. B., 1999)

R karakteristi¼gi ikiden farkl¬asal halka ve d1 (6= 0), d2, d3 ve d4 s¬ras¬yla D1,

D2, D3 ve D4 simetrik ikili türevlerinin izleri olsun. Her x; y 2 R için

d1 (x) d2 (y) = d3 (x) d4 (y)

ise C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere, d2 (x) = �d4 (x) ve d3 (x) =

�d1 (x) olacak biçimde � 2 C vard¬r.

Teorem 1.2.54. ( Sapanc¬, M., Öztürk, M. A. ve Jun, Y. B., 1999)

R karakteristi¼gi iki ve üçten farkl¬asal halka ve d, s¬f¬rdan farkl¬D simetrik

ikili türevinin izi olsun. d (a) 6= 0R olan a 2 R için

d (x) ad (x) = 0R, 8x 2 R

ise a 2 Z�dir.

Lemma 1.2.55. ( Öztürk, M. A., 1999 ) R; 2; 3-torsion free asal halka,

D; R�de permuting üçlü toplamsal dönüşüm ve d, D�nin izi olsun. Her x 2 R

için d (x) = 0R ise D = 0�d¬r.

Teorem 1.2.56. ( Öztürk, M. A., 1999 ) R de¼gi̧smeli olmayan, 2; 3-

torsion free asal halka, D; R�de permuting üçlü türev ve d, D�nin izi olsun.

Her x 2 R için [d (x) ; x] = 0R ise D = 0�d¬r.

Teorem 1.2.57. ( Öztürk, M. A., 1999 ) R de¼gi̧smeli olmayan, karak-

teristi¼gi ikiden farkl¬, 3-torsion free asal halka, D R�de permuting üçlü türev

ve d, D�nin izi olsun. Her x 2 R için [d (x) ; x] 2 Z ise D = 0�d¬r.
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Teorem 1.2.58. ( Öztürk, M. A., 1999 ) R karakteristi¼gi ikiden farkl¬,

3-torsion free asal halka, D1 : R � R � R ! R ve D2 : R � R � R ! R

permuting üçlü türevler ve d1, d2 s¬ras¬yla D1 ve D2�nin izleri olsun. Her

x 2 R için D1 (d2 (x) ; x; x) = 0R ise D1 = 0 veya D2 = 0�d¬r.

Teorem 1.2.59. ( Öztürk, M. A., 1999 ) R karakteristi¼gi iki, üç

ve beşten farkl¬, 3; 5-torsion free asal halka, D1 : R � R � R ! R ve D2 :

R�R�R! R permuting üçlü türevler ve d1, d2 s¬ras¬yla D1 ve D2�nin izleri

olsun. Her x 2 R için D1 (d2 (x) ; d2 (x) ; x) = 0 ise D1 = 0 veya D2 = 0�d¬r.

Teorem 1.2.60. ( Öztürk, M. A., 1999 ) R karakteristi¼gi iki, üç ve

beşten farkl¬asal halka, D1 : R�R�R! R ve D2 : R�R�R! R permuting

üçlü türevler, B : R � R � R ! R üçlü toplamsal dönüşüm ve d1; D1�in, d2;

D2�nin, f ; B�nin izleri olsun. Her x 2 R için d1 (d2 (x)) = f (x) ise D1 = 0

veya D2 = 0�d¬r.

Lemma 1.2.61. ( Yazarl¬, H., Öztürk, M. A. ve Jun, B. A., 2005)

R karakteristi¼gi iki ve üçten farkl¬asal halka, D; R�de permuting üçlü türev

ve d; D�nin izi olsun. a 2 R için

ad (x) = 0R, 8x 2 R

ise a = 0R veya D = 0�d¬r.

Lemma 1.2.62. ( Yazarl¬, H., Öztürk, M. A. ve Jun, B. A., 2005)

R karakteristi¼gi iki ve üçten farkl¬ asal halka, d1 ve d2 s¬ras¬yla D1 ve D2

permuting üçlü türevlerinin izleri olsun. Her x; y 2 R için

d1 (x) d2 (y) = d2 (x) d1 (y)

ve d1 6= 0 ise C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere, d2 (x) = �d1 (x)

olacak biçimde � 2 C vard¬r.

Teorem 1.2.63. ( Yazarl¬, H., Öztürk, M. A. ve Jun, B. A., 2005)

R karakteristi¼gi iki ve üçten farkl¬asal halka ve d1 (6= 0), d2, d3 ve d4 s¬ras¬yla
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D1, D2, D3 ve D4 permuting üçlü türevlerinin izleri olsun. Her x; y 2 R için

d1 (x) d2 (y) = d3 (x) d4 (y)

ise C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere, d2 (x) = �d4 (x) ve d3 (x) =

�d1 (x) olacak biçimde � 2 C vard¬r.

1.3. �-Halkalar¬

Halka kavram¬ndan daha genel olan �-halka kavram¬ilk defa 1964�de N.

Nobusawa taraf¬ndan tan¬mlanm¬̧st¬r.

Tan¬m. 1.3.1. ( Nobusawa, N., 1964 ) M = fx; y; z; :::g ve � =

f�; �; 
; :::g toplamsal de¼gi̧smeli gruplar olmak üzere, her x; y; z 2M ve �; � 2

� için,

(1) x�y 2M ve �x� 2 �,

(2) (x+ y)�z = x�z+ y�z, x (�+ �) y = x�y+ x�y, x� (y + z) = x�y+

x�z,

(3) (x�y) �z = x (�y�) z = x� (y�z),

(4) x�y = 0M ise � = 0�

koşullar¬sa¼glan¬yorsa M�ye ( Nobusawa anlam¬nda ) bir �-halka denir.

W. E. Barnes (1966), Nobusawa�n¬n �-halka tan¬m¬ndaki koşullar¬biraz

zay¬�atm¬̧s ve �-halka kavram¬n¬yeniden tan¬mlam¬̧st¬r.

Tan¬m 1.3.2. ( Barnes, W. E., 1966 ) M = fx; y; z; :::g ve � =

f�; �; 
; :::g toplamsal de¼gi̧smeli gruplar olmak üzere, her x; y; z 2M ve �; � 2

� için,

(1) x�y 2M ,

(2) (x+ y)�z = x�z+ y�z, x (�+ �) y = x�y+ x�y, x� (y + z) = x�y+

x�z,

17



(3) (x�y) �z = x (�y�) z = x� (y�z)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa M�ye ( Barnes anlam¬nda ) bir �-halka denir.

Örnek 1.3.3. ( Barnes, W. E., 1966 ) G ve H iki toplamsal de¼gi̧smeli

grup olmak üzere, M = Hom (G;H) ve � = Hom (H;G) olsun. Bu durumda

M � � �M ! M dönüşümü, her f; g 2 M ve � 2 � için (f; �; g) 7! f�g

(burada f�g çarp¬m¬; f , � ve g dönüşümlerinin bileşkesidir) biçiminde tan¬ml¬

ise M bir �-halkas¬d¬r.

Tan¬m 1.3.4. ( Barnes, W. E., 1966 ) M bir �-halka ve U , M�nin bir

toplamsal alt grubu olsun. M�U � U (U�M � U) ise U�ya M�nin bir sol

(sa¼g) ideali denir. Ayr¬ca U , M�nin hem sol hem de sa¼g ideali ise U�ya M

nin iki-yanl¬ideali veya k¬saca ideali denir.

U ve V ,M�nin iki sol (sa¼g, iki-yanl¬) ideali ise U+V = fu+ vju 2 U , v 2 V g

kümesine U ile V �nin toplam¬denir. Di¼ger taraftan U + V de M�nin bir sol

(sa¼g, iki-yanl¬) idealidir.

U; M�nin bir sa¼g ideali; V , M�nin bir sol ideali ve S de M�nin boştan

farkl¬bir alt kümesi ise

S�U =

(
nX
k=1

sk�kuk

����� sk 2 S, �k 2 �, uk 2 U , n 2 N
)

kümesi M�nin bir sa¼g ideali; V �S, M�nin bir sol ideali ve V �U da M�nin

bir idealidir.

M�nin sonlu yada sonsuz say¬da bir tak¬m sol (sa¼g, iki-yanl¬) ideallerinin

arakesiti de M�nin bir sol (sa¼g, iki-yanl¬) idealidir.

a 2 M için M�nin a�y¬ içeren bütün ideallerinin arakesitine M� nin a

taraf¬ndan üretilen esas ideali denir ve (a) ile gösterilir.
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(a) =

(
na+ x�a+ a�y +

X
sonlu

u
a�v

����� x; y; u; v 2M , �; �; 
; � 2 �, n 2 Z
)

dir.

Tan¬m 1.3.5. M bir �-halka ve U , M�nin boştan farkl¬bir alt kümesi

olsun. Bu durumda

C (U) := fx 2M jx
u = u
x, 8u 2 U , 8
 2 �g

kümesine U�nun M�deki merkezleyeni denir. Ayr¬ca U =M al¬n¬rsa, C (M)

ye �M�nin merkezi denir ve k¬saca C ile gösterilir.

Tan¬m 1.3.6. M bir �-halka ve U , M�nin bir ideali olmak üzere, M�nin

U�ya göre x + U (x 2 M) kalan s¬n¬�ar¬ndan oluşan küme M=U olsun. Her

x; y 2M ve 
 2 � için M=U üzerinde,

(x+ U) + (y + U) = (x+ y) + U

ve

(x+ U) 
 (y + U) = (x
y) + U

biçiminde tan¬ml¬toplama ve çarpma i̧slemine göre bir �-halkad¬r. M=U �-

halkas¬na M�nin U idealine göre çarp¬m �-halkas¬denir.

Tan¬m 1.3.7. M ve N iki �-halkas¬ve ' : M ! N bir dönüşüm olsun.

Her x; y 2M ve 
 2 � için

(1) ' (x+ y) = ' (x) + ' (y),

(2) ' (x
y) = ' (x) 
' (y)

koşullar¬ sa¼glan¬yorsa ' dönüşümüne bir �-homomor�zma denir. Ayr¬ca '

dönüşümü bire bir ve örtense '�ye bir �-izomor�zma denir ve M �= N yaz¬l¬r.

Tan¬m 1.3.8. M ve N herhangi iki �-halka ve ' : M ! N bir �-

homomor�zma olsun. Bu durumda

Ker' = fx 2M j' (x) = 0Ng

kümesine '�nin çekirde¼gi denir.
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1. 4. Fuzzy Kümeler

Fuzzy küme kavram¬ ilk defa 1965�te L. A. Zadeh taraf¬ndan tan¬mlan-

m¬̧st¬r.

Tan¬m 1.4.1. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X boştan farkl¬ herhangi bir

küme olmak üzere, x 2 X için � (x) = t 2 [0; 1] olacak biçimde tan¬mlanan

� : X ! [0; 1] dönüşümüne X�in bir fuzzy kümesi denir.

Tan¬m 1.4.2. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X boştan farkl¬herhangi bir küme

ve �; � X�in fuzzy kümeleri olsun. Bu durumda

(1) Her x 2 X için � = � :, � (x) = � (x)�dir,

(2) Her x 2 X için � � � :, � (x) � � (x)�dir,

(3) Her x 2 X için (� [ �) (x) = max f� (x) ; � (x)g biçiminde tan¬mlanan

� [ � de X�in bir fuzzy kümesidir,

(4) Her x 2 X için (� \ �) (x) = min f� (x) ; � (x)g biçiminde tan¬mlanan

� \ � de X�in bir fuzzy kümesidir,

(5) Her x 2 X için �c (x) = 1 � � (x) biçiminde tan¬mlanan �c ( ��nün

tümleyeni ) X�in bir fuzzy kümesidir.

Tan¬m 1.4.3. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X boştan farkl¬bir küme ve �,

X�in fuzzy kümesi olsun. Bu durumda t 2 [0; 1] için

U (�; t) := fx 2 Xj� (x) � tg

kümesine X�in ��ye göre bir level (seviye) alt kümesi denir.

Tan¬m 1.4.4. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X boştan farkl¬herhangi bir küme

olmak üzere

� (y) :=

8<: t 2 (0; 1] ; y = x ise,

0; y 6= x ise

biçiminde tan¬mlanan � fuzzy kümesine X�in bir fuzzy noktas¬ denir ve (x)t

ile gösterilir.
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Tan¬m 1.4.5. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X ve Y boştan farkl¬iki küme

ve ' : X ! Y bir dönüşüm olsun. Bu durumda �, Y �nin bir fuzzy kümesi

ise her x 2 X için '�1 (�) (x) = � (' (x)) biçiminde tan¬mlanan '�1 (�) fuzzy

kümesine ��nün ' alt¬ndaki ters görüntüsü denir.

Tan¬m 1.4.6. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X ve Y boştan farkl¬iki küme ve

' : X ! Y bir dönüşüm olsun. Bu durumda �, X�in bir fuzzy kümesi ise Y

nin

' (�) (y) :=

8<: sup'(z)=y � (z) ; '�1 (y) 6= ; ise

0; '�1 (y) = ; ise

biçiminde tan¬mlanan ' (�) fuzzy kümesine �� nün ' alt¬ndaki görüntüsü

denir.

Tan¬m 1.4.7. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X ve Y boştan farkl¬herhangi

iki küme; �, X�in bir fuzzy kümesi ve � de Y �nin bir fuzzy kümesi olsun. Bu

durumda her (x; y) 2 X � Y için (�� �) (x; y) = min f� (x) ; � (y)g biçiminde

tan¬mlanan � � � : X � Y ! [0; 1] fuzzy kümesine � ile �� nün kartezyen

çarp¬m¬ denir. X � X� in bir fuzzy kümesine X üzerinde bir fuzzy ba¼g¬nt¬

denir ve R� (veya k¬saca R) ile gösterilir.

Tan¬m 1.4.8. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X boştan farkl¬herhangi bir küme

ve R, X üzerinde bir fuzzy ba¼g¬nt¬s¬olsun. Bu durumda her x; y 2 X için,

(1) R (x; x) = 1 (yans¬ma özelli¼gi),

(2) R (x; y) = R (y; x) (simetri özelli¼gi),

(3) R (x; y) � sup
z2X

min fR (x; z) ; R (z; y)g (geçi̧sme özelli¼gi)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa R�yeX üzerinde bir fuzzy denklik ba¼g¬nt¬s¬denir. Ayr¬ca

a 2 X olmak üzere her x 2 X için R [a] (x) = R (a; x) gösterimi kullan¬l¬r ve

R [a]�ya R fuzzy denklik ba¼g¬nt¬s¬na göre a eleman¬ taraf¬ndan temsil edilen

fuzzy s¬n¬f¬denir. X�in R fuzzy denklik ba¼g¬nt¬s¬na göre bütün fuzzy s¬n¬�ar¬n-

dan oluşan küme X=R := fR [a]j a 2 Xg ile gösterilir.
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Tan¬m 1.4.9. ( Zadeh, L. A., 1965 ) E evrensel küme ve A � E olsun.

Bu durumda

�A (x) =

8<: 1; x 2 A

0; x =2 A

biçiminde tan¬mlanan �A : E ! f0; 1g dönüşümüne A� n¬n karakteristik

dönüşümü denir.

Tan¬m 1.4.10. ( Rosenfeld, A., 1971 ) G bir grup ve �, G�nin bir

fuzzy kümesi olmak üzere, her x; y 2 G için

(1) � (xy) � min f� (x) ; � (y)g,

(2) � (x�1) � � (x)

koşullar¬sa¼glan¬yorsa ��ye G�nin bir fuzzy alt grubu denir.

Tan¬m 1.4.11. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve �, H�nin bir fuzzy

kümesi olmak üzere, her x; y 2 H için

(1) � (x� y) � min f� (x) ; � (y)g,

(2) � (xy) � min f� (x) ; � (y)g

koşullar¬sa¼glan¬yorsa ��ye H�nin bir fuzzy alt halkas¬denir.

Tan¬m 1.4.12. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve �, H�nin bir fuzzy

kümesi olmak üzere, her x; y 2 H için

(1) � (x� y) � min f� (x) ; � (y)g,

(2) � (xy) � � (y) (� (xy) � � (x))

koşullar¬sa¼glan¬yorsa ��ye H�nin bir fuzzy sol (sa¼g) ideali denir. Ayr¬ca �,

H�nin hem fuzzy sol hem de fuzzy sa¼g ideali ise ��ye H�nin bir fuzzy ideali

denir.

Yukar¬da tan¬m¬verilen fuzzy ideal kavram¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.

Tan¬m 1.4.13. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve �, H�nin bir fuzzy

kümesi olmak üzere, her x; y 2 H için

(1) � (x� y) � min f� (x) ; � (y)g,

22



(2) � (xy) � max f� (x) ; � (y)g

koşullar¬sa¼glan¬yorsa ��ye H�nin bir fuzzy ideali denir.

Tan¬m 1.4.14. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve �, �; H�nin fuzzy

kümeleri olsun. Bu durumda her z 2 H için

� (z) := sup
z=x+y

min f� (x) ; � (y)g

biçiminde tan¬mlanan � fuzzy kümesine � ile ��nün toplam¬ denir ve � + �

ile gösterilir. Ayr¬ca �+ � = � + ��dür.

Tan¬m 1.4.15. ( Jun, Y. B. and Lee, C. Y., 1992 ) M bir �-halkas¬

ve �, M�nin bir fuzzy alt kümesi olmak üzere, her x; y 2M ve her 
 2 � için

(1) � (x� y) � min f� (x) ; � (y)g,

(2) � (x
y) � max f� (x) ; � (y)g

koşullar¬sa¼glan¬yorsa ��ye M�nin fuzzy alt �-halkas¬denir.

Tan¬m 1.4.16. ( Malik, D. S. ve Mordeson, J. N., 1992 ) R ve S

boş kümeden farkl¬kümeler ve f , R�S�nin fuzzy alt kümesi olsun. � 2 [0; 1]

olmak üzere, aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬rsa f�ye R�den S� ye fuzzy fonksiyon denir:

(1) Her x 2 R için f (x; y) > � olacak biçimde en az bir y 2 S vard¬r,

(2) Her x 2 R, 8y1; y2 2 S için f (x; y1) > � ve f (x; y2) > � iken y1 = y2
dir.

Tan¬m 1.4.16�dan yararlanarak, X. Yuan ve E. S. Lee yeni bir tan¬m ver-

mi̧stir.

Tan¬m 1.4.17. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) G boş kümeden farkl¬

bir küme ve R, G�G�G�nin fuzzy alt kümesi olsun. Aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬rsa

R�ye G üzerinde fuzzy ikili işlem denir:

(1) Her a; b 2 G için R (a; b; c) > � olacak biçimde en az bir c 2 G vard¬r.

(2) Her a; b; c1; c2 2 G için R (a; b; c1) > � ve R (a; b; c2) > � iken c1 = c2

dir.
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R, G üzerinde bir fuzzy ikili i̧slem olsun. Bu durumda,

F (G) = fAjA : G! [0; 1] dönüşümg

ve

R (A;B) (c) =
_
a;b2G

(A (a) ^B (b) ^R (a; b; c)) , 8c 2 G

olmak üzere, R : F (G) � F (G) ! F (G), (A;B) 7�! R (A;B) dönüşümü

vard¬r.

A = fag, B = fbg olsun ve R (A;B); a � b ile gösterilsin. Bu durumda,

(a � b) (c) = R (a; b; c) , 8c 2 G

((a � b) � c) (z) =
_
d2G

(R (a; b; d) ^R (d; c; z)) , 8 z 2 G

(a � (b � c)) (z) =
_
d2G

(R (b; c; d) ^R (a; d; z)) , 8 z 2 G

dir.

Tan¬m 1.4.18. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) G boş kümeden

farkl¬bir küme ve R, G üzerinde fuzzy ikili i̧slem olsun. Aşa¼g¬daki koşullar

sa¼glan¬rsa (G;R)�ye fuzzy grup denir:

(G1) Her a; b; c; z1; z2 2 G için ((a � b) � c) (z1) > � ve (a � (b � c)) (z2) > �

iken z1 = z2,

(G2) Her a 2 G için (e0 � a) (a) > � ve (a � e0) (a) > � olacak biçimde en

az bir e0 2 G vard¬r (e0�a G�nin birim eleman¬denir),

(G3) Her a 2 G için (a � b) (e0) > � ve (b � a) (e0) > � olacak biçimde en

az bir b 2 G vard¬r (b�ye a�n¬n tersi denir ve a�1 ile gösterilir).

Bir fuzzy grup aşa¼g¬daki özelliklere sahiptir:

Önerme 1.4.19. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G;R) bir fuzzy

grup olsun. Bu durumda,

(1) G�nin birim eleman¬tektir,
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(2) (a � a) (a) > � iken a = e,

(3) (a � b) (d) > � ve (a � c) (d) > � iken b = c,

(4) (b � a) (d) > � ve (c � a) (d) > � iken b = c,

(5) G�nin her a eleman¬n¬n tersi tektir,

(6) (a�1)�1 = a,

(7) (b�1 � a�1) (c) > � ve (a � b) (d) > � iken c = d�1 dir.

Teorem 1.4.20. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G üzerinde

fuzzy ikili i̧slem olsun ve (G;R), (G1)�i sa¼glas¬n. Bu durumda, (G;R) fuzzy

gruptur,

(G2)0 Her a 2 G için (el � a) (a) > � olacak biçimde en az bir el 2 G vard¬r

(el�ye G�nin sol birimi denir),

(G3)0 Her a 2 G için (b � a) (el) > � olacak biçimde en az bir b 2 G vard¬r

(b�ye a�n¬n sol tersi denir).

Teorem 1.4.21. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G üzerinde

fuzzy ikili i̧slem olsun ve (G;R), (G1)�i sa¼glas¬n. Bu durumda, (G;R) fuzzy

gruptur,

(G2)0 Her a 2 G için (a � er) (a) > � olacak biçimde en az bir er 2 G

vard¬r (er�ye G�nin sa¼g birimi denir),

(G3)0 Her a 2 G için (a � b) (er) > � olacak biçimde en az bir b 2 G vard¬r

(b�ye a�n¬n sa¼g tersi denir).

Teorem 1.4.22. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G üzerinde

fuzzy ikili i̧slem olsun ve (G;R), (G1)�i sa¼glas¬n. Bu durumda, (G;R) fuzzy

gruptur,Her a; b 2 G için

(a � x) (b) > �, (y � a) (b) > �

olacak biçimde en az bir x; y 2 G vard¬r.

25



(G;R) bir fuzzy grup, ; 6= H � G ve her a; b; c 2 H için RH (a; b; c) =

R (a; b; c) olsun. Bu durumda,

(a � b) (c) = RH (a; b; c) = R (a; b; c) , 8a; b; c 2 H,

((a � b) � c) (z) =
_
x2H

(R (a; b; x) ^R (x; c; z)) , 8 z 2 H, 8a; b; c 2 H

(a � (b � c)) (z) =
_
x2H

(R (b; c; x) ^R (a; x; z)) , 8 z 2 H, 8a; b; c 2 H

d¬r.

Tan¬m 1.4.23. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G;R) bir fuzzy grup

ve ; 6= H � G olsun. Aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬rsa H�ye G�nin fuzzy alt grubu

denir:

(H1) Her a; b 2 H ve her c 2 G için (a � b) (c) > � iken c 2 H�d¬r,

(H2) Her a; b; c 2 H, her z1; z2 2 H için ((a � b) � c) (z1) > � ve (a � (b � c)) (z2) >

� iken z1 = z2�dir,

(H3) Her a 2 H için (eH � a) (a) > � ve (a � eH) (a) > � olacak biçimde en

az bir eH 2 H vard¬r,

(H4) Her a 2 H için (a � b) (eH) > � ve (b � a) (eH) > � olacak biçimde en

az bir b 2 H vard¬r.

Önerme 1.4.24. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G�nin fuzzy alt

grubu olsun. Bu durumda,

(1) eH = e,

(2) a�n¬n H�deki tersi b; a�n¬n G�deki tersi a�1 e eşittir.

Önerme 1.4.25. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G�nin fuzzy alt

grubudur,

(1) Her a; b 2 H ve her c 2 G için (a � b) (c) > � iken c 2 H,

(2) a 2 H iken a�1 2 H�dir.

Önerme 1.4.26. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) Her i 2 I için Hi
ler G�nin fuzzy alt grubu ise

\
i2I
Hi de G�nin fuzzy alt grubudur.
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Önerme 1.4.27. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G;R) bir fuzzy

grup ve

C = fxjx 2 G ve (x � a) (c) > � , (a � x) (c) > �, 8a; c 2 Gg

ise C, G�nin fuzzy alt grubudur.

Tan¬m 1.4.28. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G fuzzy grubunun

fuzzy alt grubu olsun. Her a; b 2 G ve her h 2 H için

�
a �
�
h � a�1

��
(b) > � ) b 2 H

ise H�ye G�nin normal fuzzy alt grubu denir.

Önerme 1.4.29. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) ((a � b) � c) (d) >

� , (a � (b � c)) (d) > ��d¬r.

Önerme 1.4.29�daki koşul, aşa¼g¬daki koşula denktir:

8a; b 2 G, 8h 2 H,
�
(a � h) � a�1

�
(b) > � ) b 2 H

dir.

Tan¬m 1.4.30. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G fuzzy grubunun

fuzzy alt grubu ve

(aH) (z) =
_
x2H

R (a; x; z) , (Ha) (z) =
_
x2H

R (x; a; z)

olsun. aH (Ha)�ye H�nin sol (sa¼g) yan kümesi denir.

Teorem 1.4.31. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G�nin fuzzy alt

grubu olsun. H, G�nin normal fuzzy alt grubudur,

8a; z 2 G, (aH) (z) > � , (Ha) (z) > �

d¬r.
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Lemma 1.4.32. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) G bir fuzzy grup

olsun. Bu durumda,

R (a; b; c) > � ) R
�
c; b�1; a

�
> �, R

�
a�1; c; b

�
> �

d¬r.

H, G fuzzy grubunun normal fuzzy alt grubu ve
P
= faHj a 2 Gg olsun.P

üzerinde � ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

a1H � a2H , R
�
a�1; a2; h

�
> � olacak biçimde en az bir h 2 H vard¬r.

Teorem 1.4.33. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) �,
P
üzerinde bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

Önerme 1.4.34. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) a1H � a2H ,

((a1H) (z) > � , (a2H) (z) > �).

[aH] = fa0Hj a0H � aHg, a = fa0j a0 2 G ve a0H � aHg, G=H = f [aH]j a 2 Gg

ve R :
G

H
� G

H
� G

H
! [0; 1], ([aH] ; [bH] ; [cH]) 7! R ([aH] ; [bH] ; [cH]) =_

(a0;b0;c0)2a�b�c

R (a0; b0; c0) olsun.

Teorem 1.4.35. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G=H üzerinde

fuzzy ikili i̧slemdir.

R, G=H üzerinde fuzzy ikili i̧slem oldu¼gundan,

([aH] � [bH]) ([cH]) =
�
R ([aH] ; [bH] ; [cH]) ;

(([aH] � [bH]) � [cH]) ([dH]) =
_
x2G
(R ([aH] ; [bH] ; [xH]) ^

R ([xH] ; [cH] ; [dH]))

([aH] � ([bH] � [cH])) ([wH]) =
_
x2G
(R ([bH] ; [cH] ; [xH]) ^

R ([aH] ; [xH] ; [wH]))
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d¬r.

Teorem 1.4.36. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 )
�
G=H;R

�
bir fuzzy

gruptur.

Tan¬m 1.4.37. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 )
�
G=H;R

�
�ye G�nin

H�ye göre çarp¬m fuzzy grubu denir.

Tan¬m 1.4.38. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G1; R1) ve (G2; R2)

iki fuzzy grup ve f : G1 ! G2 dönüşüm olsun.

R1 (a; b; c) > � ) R2 (f (a) ; f (b) ; f (c)) > �

ise f�ye fuzzy homomor�zm denir. f , 1 � 1 ise f�ye fuzzy monomor�zm,

örtense fuzzy epimor�zm denir. f , hem 1 � 1 hem de örtense f� ye fuzzy

izomor�zm denir.

Teorem 1.4.39. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G;R) fuzzy grup

ve H, G�nin normal fuzzy alt grubu olsun.
�
G=H;R

�
çarp¬m fuzzy grubu ise,

' : G! G

H
, a 7! [aH]

dönüşümü bir fuzzy epimor�zmidir.

Önerme 1.4.40. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) f : (G1; R1) !

(G2; R2) fuzzy grup homomor�zmi ise,

(1) f (e1) = e2,

(2) f (a�1) = (f (a))�1

dir.

Teorem 1.4.41. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) f : (G1; R1) !

(G2; R2) fuzzy grup homomor�zmi ise,

(1) H1, G1�in fuzzy alt grubu ise f (H1), G2�nin fuzzy alt grubudur,

(2) H2, G2�nin fuzzy alt grubu ise f�1 (H2), G1�in fuzzy alt grubudur,
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(3) N2, G2�nin normal fuzzy alt grubu ise f�1 (N2), G1�in fuzzy normal

alt grubudur,

(4) K erf = fx 2 G1j f (x) = e2g, G1�in normal fuzzy alt grubudur,

(5) f fuzzy monomor�zmdir, K erf = fe1g�dir.

Teorem 1.4.42. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) f : (G1; R1) !

(G2; R2) fuzzy grup epimor�zmi ise H = K erf olmak üzere G1=H, G2� ye

izomor�ktir.

H. Aktaş ve N. Ça¼gman, X. Yuan ve E. S. Lee�nin fuzzy ikili i̧slemlere

dayanan fuzzy grup tan¬m¬n¬kullanarak; yeni bir fuzzy halka tan¬mlam¬̧slard¬r.

G ve H, R üzerinde iki fuzzy ikili i̧slem olsun. Bu durumda,

F (R) = fAjA : R! [0; 1] dönüşümg ;

G (A;B) (c) =
_
a;b2R

(A (a) ^B (b) ^G (a; b; c))

ve

H (A;B) (c) =
_
a;b2R

(A (a) ^B (b) ^H (a; b; c))

olmak üzere, G : F (R)�F (R)! F (R), (A;B) 7�! G (A;B) ve H : F (R)�

F (R)! F (R), (A;B) 7�! H (A;B) dönüşümleri vard¬r.

A = fag, B = fbg olsun ve G (A;B), H (A;B); s¬ras¬yla a � b ve a � b ile

gösterilsin. Bu durumda,

(a � b) (c) = G (a; b; c) , 8c 2 R

(a � b) (c) = H (a; b; c) , 8c 2 R

((a � b) � c) (z) =
_
d2R

(G (a; b; d) ^G (d; c; z))

(a � (b � c)) (z) =
_
d2R

(G (b; c; d) ^G (a; d; z))
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(a � (b � c)) (z) =
_
d2R

(G (b; c; d) ^H (a; d; z))

((a � b) � (a � c)) (z) =
_
d;e2R

(H (a; b; d) ^H (a; c; e) ^G (d; e; z))

dir.

Tan¬m 1.4.43. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) R boş kümeden

farkl¬ bir küme ve G, H; R üzerinde iki fuzzy ikili i̧slem olsun. Aşa¼g¬daki

koşullar sa¼glan¬rsa (R;G;H)�ye fuzzy halka denir:

(R1) (R;G) de¼gi̧smeli fuzzy gruptur,

(R2) Her a; b; c; z1; z2 2 R için ((a � b) � c) (z1) > � ve (a � (b � c)) (z2) > �

iken z1 = z2,

(R3) Her a; b; c; z1; z2 2 R için ((a � b) � c) (z1) > � ve ((a � c) � (b � c)) (z2) >

� iken z1 = z2, (a � (b � c)) (z1) > � ve ((a � b) � (a � c)) (z2) > � iken z1 = z2
dir.

Her a; b 2 R için (a � b) (u) > � , (b � a) (u) > � ise (R;G;H) de¼gişmeli

fuzzy halkad¬r, denir. Her a 2 R için (a � e�) (u) > � ve (e� � a) (v) > � iken

u = v olacak biçimde e� 2 R varsa (R;G;H)�ye birimli fuzzy halka denir. e0,

(R;G) fuzzy gubunun birimi olmak üzere e0�a fuzzy halkas¬n¬n s¬f¬r eleman¬

denir.

Teorem 1.4.44. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H), s¬f¬r

eleman¬e0 olan fuzzy halka ise herhangi a; b 2 R için,

(1) (a � b) (b) > � ve (a � b) (e0) > � iken b = e0 ve (b � a) (b) > � ve

(b � a) (e0) > � iken b = e0 ,

(2) b�1, b�nin (R;G)�de tersi olsun. Bu durumda, (a � b�1) (v) > � ve

(a � b) (w) > � iken v = w�1 ve (a�1 � b) (s) > � ve (a � b) (t) > � iken s = t�1,

(3) (a�1 � b�1) (u) > � ve (a � b) (v) > � iken u = v�dir.

Tan¬m 1.4.45. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halka ve e0 6= a 2 R olsun. (a � b) (e0) > � ((b � a) (e0) > �) olacak biçimde
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e0 6= b 2 R varsa a�ya sol s¬f¬r bölen (sa¼g s¬f¬r bölen) eleman denir. R�nin

hem sa¼g hem de sol s¬f¬r bölen elemanlar¬na R�nin s¬f¬r bölen elemanlar¬denir.

Önerme 1.4.46. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halkas¬nda s¬f¬r bölen elemanlar yoktur,Her a (6= e0) ; b; c 2 R için

(a � b) (u) > � ve (a � c) (u) > � iken b = c

ve

(b � a) (u) > � ve (c � a) (u) > � iken b = c

dir.

Tan¬m 1.4.47. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halka olsun.

(1) (a � b) (u) > � , (b � a) (u) > � ise (R;G;H)�ye de¼gişmeli fuzzy halka

denir.

(2) Her a 2 R için (e� � a) (a) > � ve (a � e�) (a) > � olacak biçimde en az

bir e� 2 R varsa (R;G;H)�ye birimli fuzzy halka denir,

(3) (R;G;H) birimli fuzzy halka olsun. a 2 R için (a � b) (e�) > � ve

(b � a) (e�) > � olacak biçimde en az bir b 2 R varsa b�ye a�n¬n tersi denir ve

a�1� ile gösterilir.

Teorem 1.4.48. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) birimli

fuzzy halka ise e� tektir.

(R;G;H) fuzzy halka, ; 6= S � R ve her a; b; c 2 S için GS (a; b; c) =

G (a; b; c) ve HS (a; b; c) = H (a; b; c) olsun. Bu durumda,

(a4 b) (c) = GS (a; b; c) = G (a; b; c) , 8a; b; c 2 S,

(a � b) (c) = HS (a; b; c) = H (a; b; c) , 8a; b; c 2 S,

(a � (b4 c)) (z) =
_
x2S

(G (b; c; x) ^H (a; x; z)) , 8a; b; c; z 2 S
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((a � b)4 (a � c)) (z) =
_
x;y2S

(H (a; b; x) ^H (a; c; y) ^G (x; y; z)) , 8a; b; c; z 2 S

dir.

Tan¬m 1.4.49. (R;G;H) fuzzy halka ve ; 6= S � R olsun.

(1) Her a; b 2 S ve her c 2 R için (a � b) (c) > � iken c 2 S ve (a � b) (c) > �

iken c 2 S,

(2) (S;GS; HS) bir fuzzy halka

ise (S;GS; HS)�ye (R;G;H)�nin fuzzy alt halkas¬denir.

Önerme 1.4.50. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halka ve ; 6= S � R olsun. (S;G;H), R�nin fuzzy alt halkas¬d¬r,

(1) Her a; b 2 S ve her c 2 R için (a � b) (c) > � iken c 2 S ve (a � b) (c) > �

iken c 2 S,

(2) Her a 2 S için a�1 2 S�dir.

Önerme 1.4.51. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halka ve

C = fxjx 2 R ve (x � a) (c) > � , (a � x) (c) > �, 8a; c 2 Rg

olsun. Bu durumda C, R�nin fuzzy alt halkas¬d¬r.

Tan¬m 1.4.52. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halka ve ; 6= I � R olsun. Aşa¼g¬daki koşullar sa¼glan¬rsa I�ya R�nin fuzzy

ideali denir:

(1) Her x; y 2 I ve z 2 R için (x � y) (z) > � ) z 2 I ,

(2) Her x 2 I için x�1 2 I�d¬r,

(3) x; y 2 R olmak üzere, her s 2 I ve her r 2 R için (r � s) (x) > � ) x 2

I ve (s � r) (y) > � ) y 2 I�d¬r.

Teorem 1.4.53. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) Her i 2 I için

Ii�ler R�nin fuzzy idealleri olsun. Bu durumda
\
i2I
Ii, R�nin idealidir.
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Uyar¬1.4.54. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) Tan¬m 1.4.50�ye

göre R fuzzy halkas¬n¬n fuzzy ideali, R�nin fuzzy alt halkas¬d¬r.

I, R halkas¬n¬n bir fuzzy ideali ve 
 = fa � I : a 2 Rg olsun. 
 üzerinde �

ba¼g¬nt¬s¬aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

a1 � I � a2 � I , G
�
a�11 ; a2; u

�
> � olacak biçimde en az bir u 2 I vard¬r.

Teorem 1.4.55. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) �, 
 üzerinde

bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

(R;G;H) fuzzy halka ve I, R�nin fuzzy ideali olsun. Bu durumda (I;G) ;

(R;G)� nin alt grubudur. (R;G) de¼gi̧smeli oldu¼gundan (I;G), (R;G)� nin

normal fuzzy alt grubudur. Teorem 1.4.36�dan aşa¼g¬daki i̧slemlerle iyi tan¬ml¬

R=I çarp¬m fuzzy grubu vard¬r.

([a � I]� [b � I]) ([c � I]) =
�
G ([a � I] ; [b � I] ; [c � I])

=
_

(a0;b0;c0)2a�b�c

G (a0; b0; c0)

([a � I]
 [b � I]) ([c � I]) =
�
H ([a � I] ; [b � I] ; [c � I])

=
_

(a0;b0;c0)2a�b�c

H (a0; b0; c0)

Bu i̧slemlerle R=I, fuzzy halka yap¬labilir.

G ve H, R=I üzerinde iki fuzzy ikili i̧slem olsun. Bu durumda,

(([a � I]� [b � I])� [c � I]) ([d � I]) =
_
x2R
(G ([a � I] ; [b � I] ; [x � I]) ^

G ([x � I] ; [c � I] ; [d � I]))

([a � I]� ([b � I]� [c � I])) ([w � I]) =
_
x2R
(G ([b � I] ; [c � I] ; [x � I]) ^

G ([a � I] ; [x � I] ; [w � I]))
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([a � I]
 ([b � I]� [c � I])) ([z � I]) =
_
d2R

(G ([b � I] ; [c � I] ; [d � I]) ^

H ([a � I] ; [d � I] ; [z � I]))

(([a � I]
 [b � I])� ([a � I]
 [c � I])) ([z � I]) =

=
_

d;w2R
(H ([a � I] ; [b � I] ; [d � I])^

H ([a � I] ; [d � I] ; [z � I]) ^G ([d � I] ; [w � I] ; [z � I]))

d¬r.

Teorem 1.4.56. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R;G;H) fuzzy

halka ve I, R�nin fuzzy ideali olsun. Bu durumda,

([a � I]
 [b � I]) ([c � I]) =
�
H ([a � I] ; [b � I] ; [c � I])

=
_

(a0;b0;c0)2a�b�c

H (a0; b0; c0)

i̧slemi ile
�
R=I;G

�
çarp¬m fuzzy grubu, fuzzy halkad¬r.

Tan¬m 1.4.57. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 )
�
R=I;G;H

�
�ye

R�nin I�ya göre çarp¬m fuzzy halkas¬denir.

Tan¬m 1.4.58. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) (R1; G1; H1) ve

(R2; G2; H2) iki fuzzy halka ve f : R1 ! R2 dönüşüm olsun.

(1) G1 (a; b; c) > � ) G2 (f (a) ; f (b) ; f (c)) > �,

(2) H1 (a; b; c) > � ) H2 (f (a) ; f (b) ; f (c)) > �

ise f� ye fuzzy halka homomor�zmi denir. f , 1 � 1 ise f� ye fuzzy halka

monomor�zmi, örtense fuzzy halka epimor�zmi denir. f , hem 1 � 1 hem de

örtense f�ye fuzzy halka izomor�zmi denir.

Önerme 1.4.59. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) f : (R1; G1; H1)!

(R2; G2; H2) fuzzy halka homomor�zmi ise,

(1) f (e1) = e2,

35



(2) f (a�1) = (f (a))�1

dir.

Teorem 1.4.60. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) f : (R1; G1; H1)!

(R2; G2; H2) fuzzy halka homomor�zmi ise,

(1) Im f , R2�nin fuzzy alt halkas¬d¬r,

(2) K erf, R1�in fuzzy idealidir.

Teorem 1.4.61. ( Aktaş, H. ve Ça¼gman, N., 2007 ) f : (R1; G1; H1)!

(R2; G2; H2) fuzzy halka epimor�zmi olsun. Bu durumda N = K erf olmak

üzere, R1=N , R2�ye izomor�ktir.
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2. BÖLÜM

ASAL HALKALAR ÜZER·INDE GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ

TÜREVLER

Bu bölümde, simetrik ikili türev ve permuting üçlü türevin izleri yard¬m¬yla

yeni genelleştirilmi̧s türev tan¬mlar¬verilmi̧s ve daha önce özetlenen çal¬̧smalar-

daki özellikler bu tan¬mlara uygulanmaya çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

2.1 Simetrik ·Ikili Türevin ·Izi ·Ile Belirlenen Genelleştirilmi̧s Türevler

Tan¬m 2.1.1. R bir halka, D : R � R ! R simetrik ikili türev ve d,

D�nin izi olsun. f : R ! R toplamsal dönüşüm olmak üzere, her x; y 2 R

için f (xy) = f (x) y + xd (y) eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa f�ye d ile belirlenmiş sa¼g

genelleştirilmiş türev denir ve (f � d)r ile gösterilir.

Örnek 2.1.2. Z tamsay¬lar kümesi olmak üzere, R =

8<:
0@ a 0

b 0

1A������ a; b 2 Z
9=;

halkas¬üzerinde D : R�R! R,

D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A1A =

0@ 0 0

ac 0

1A
ve f : R! R,

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a+ b 0

0 0

1A
dönüşümleri tan¬mlans¬n.0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A ;
0@ h 0

g 0

1A 2 R için

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A1A =

0@0@ e 0

f 0

1A ;
0@ h 0

g 0

1A1A
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olsun. Bu durumda,

0@ a 0

b 0

1A =

0@ e 0

f 0

1A ve

0@ c 0

d 0

1A =

0@ h 0

g 0

1A�d¬r.
Yani a = e, b = f , c = h ve d = g�dir.

D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A1A =

0@ 0 0

ac 0

1A =

0@ 0 0

eh 0

1A
= D

0@0@ e 0

f 0

1A ;
0@ h 0

g 0

1A1A
oldu¼gundan D iyi tan¬ml¬d¬r.

D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A1A =

0@ 0 0

ac 0

1A =

0@ 0 0

ca 0

1A
= D

0@0@ c 0

d 0

1A ;
0@ a 0

b 0

1A1A
oldu¼gundan D simetrik dönüşümdür.

D

0@0@ a 0

b 0

1A+
0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A = D

0@0@ a+ c 0

b+ d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A
=

0@ 0 0

(a+ c) e 0

1A =

0@ 0 0

ae+ ce 0

1A =

0@ 0 0

ae 0

1A+
0@ 0 0

ce 0

1A
= D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A+D
0@0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A
ve D simetrik dönüşüm oldu¼gundan D de¼gi̧skenlerinin her ikisine göre de

toplamsald¬r.

D

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A = D

0@0@ ac 0

bc 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A
=

0@ 0 0

(ac) e 0

1A =

0@ 0 0

(ae) c 0

1A
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ve

D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1AD
0@0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A
=

0@ 0 0

ae 0

1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A0@ 0 0

ce 0

1A
=

0@ 0 0

(ae) c 0

1A+
0@ 0 0

0 0

1A =

0@ 0 0

(ae) c 0

1A
oldu¼gundan

D

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A = D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A
+

0@ a 0

b 0

1AD
0@0@ c 0

d 0

1A ;
0@ e 0

f 0

1A1A
dir. Yani D simetrik ikili türevdir. Ayr¬ca D�nin izi d;

d

0@0@ a 0

b 0

1A1A = D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ 0 0

a2 0

1A

d¬r.

0@ a 0

b 0

1A =

0@ c 0

d 0

1A olsun. Bu durumda a = c, b = d�dir.

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a+ b 0

0 0

1A =

0@ c+ d 0

0 0

1A = f

0@0@ c 0

d 0

1A1A
oldu¼gundan f iyi tan¬ml¬d¬r.

f

0@0@ a 0

b 0

1A+
0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ a+ c 0

b+ d 0

1A1A =

0@ a+ b+ c+ d 0

0 0

1A
=

0@ a+ b 0

0 0

1A+
0@ c+ d 0

0 0

1A = f

0@0@ a 0

b 0

1A1A+ f
0@0@ c 0

d 0

1A1A
oldu¼gundan f toplamsal dönüşümdür.

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ ac 0

bc 0

1A1A =

0@ (a+ b) c 0

0 0

1A
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ve

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A d
0@0@ c 0

d 0

1A1A
=

0@ a+ b 0

0 0

1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A0@ 0 0

c2 0

1A
=

0@ (a+ b) c 0

0 0

1A+
0@ 0 0

0 0

1A =

0@ (a+ b) c 0

0 0

1A
oldu¼gundan

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ a 0

b 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A
+

0@ a 0

b 0

1A d
0@0@ c 0

d 0

1A1A
d¬r. Yani f , d ile belirlenmi̧s genelleştirilmi̧s sa¼g türevdir.

Di¼ger taraftan,

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A f
0@0@ c 0

d 0

1A1A
=

0@ a+ b 0

0 0

1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A0@ c+ d 0

0 0

1A
=

0@ (a+ b) c 0

0 0

1A+
0@ a (c+ d) 0

b (c+ d) 0

1A =

0@ (a+ b) c+ a (c+ d) 0

b (c+ d) 0

1A
oldu¼gundan

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A 6= f

0@0@ a 0

b 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A
+

0@ a 0

b 0

1A f
0@0@ c 0

d 0

1A1A
d¬r. Yani f türev de¼gildir.

Uyar¬2.1.3. R bir asal halka, charR 6= 2, D : R � R ! R simetrik ikili

türev, d; D�nin izi ve f ; d ile belirlenmi̧s sa¼g genelleştirilmi̧s türev olsun.
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Bu durumda, her x; y 2 R için f (xy) = f (x) y + xd (y)�dir. Bu eşitlikte

y yerine �y yaz¬l¬rsa; �f (xy) = �f (x) y + xd (y) olur. Son iki eşitlik taraf

tarafa toplan¬rsa, charR 6= 2 oldu¼gundan xd (y) = 0R elde edilir. R halkas¬

asal halka oldu¼gundan x = 0R veya d (y) = 0R�dir. E¼ger x = 0R ise o zaman

R = f0Rg elde edilir. Di¼ger taraftan d (y) = 0R ise o zaman Lemma 1.2.32

den her x 2 R için f (x) = qx olacak biçimde q 2 Qr (RC) vard¬r. Bu nedenle

asal halkada (f � d)r genelleştirilmi̧s türevini tan¬mlaman¬n anlam¬yoktur.

Tan¬m 2.1.4. R bir halka, D : R � R ! R simetrik ikili türev ve d; D

nin izi olsun. f : R ! R toplamsal dönüşüm olmak üzere, her x; y 2 R için

f (xy) = f (x)� (y) + xd (y) olacak biçimde � : R! R fonksiyonu varsa f�ye

d ile belirlenmiş sa¼g genelleştirilmiş �-türev denir ve (f � �� d)r ile gösterilir.

Örnek 2.1.5. R =

8<:
0@ a 0

b 0

1A������ a; b 2 Z2
9=; halkas¬üzerinde D : R�R!

R,

D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A1A =

0@ 0 0

ac 0

1A ;
f : R! R,

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a2 0

0 0

1A
ve � : R! R,

�

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a2 0

b2 0

1A
dönüşümleri tan¬mlans¬n. Örnek 2.1.2�deki gibi D�nin, R�de simetrik ikili

türev oldu¼gu gösterilebilir. Ayr¬ca D�nin izi d;

d

0@0@ a 0

b 0

1A1A = D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ 0 0

a2 0

1A
d¬r.
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0@ a 0

b 0

1A =

0@ c 0

d 0

1A olsun. Bu durumda a = c, b = d�dir.

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a2 0

0 0

1A =

0@ c2 0

0 0

1A = f

0@0@ c 0

d 0

1A1A
oldu¼gundan f iyi tan¬ml¬d¬r.

f

0@0@ a 0

b 0

1A+
0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ a+ c 0

b+ d 0

1A1A =

0@ (a+ c)2 0

0 0

1A
=

0@ a2 + c2 0

0 0

1A =

0@ a2 0

0 0

1A+
0@ c2 0

0 0

1A
= f

0@0@ a 0

b 0

1A1A+ f
0@0@ c 0

d 0

1A1A
oldu¼gundan f toplamsal dönüşümdür.

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ ac 0

bc 0

1A1A =

0@ (ac)2 0

0 0

1A
ve

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A�
0@0@ c 0

d 0

1A1A+
0@ a 0

b 0

1A d
0@0@ c 0

d 0

1A1A
=

0@ a2 0

0 0

1A0@ c2 0

d2 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A0@ 0 0

c2 0

1A
=

0@ a2c2 0

0 0

1A+
0@ 0 0

0 0

1A =

0@ a2c2 0

0 0

1A
oldu¼gundan

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ a 0

b 0

1A1A�
0@0@ c 0

d 0

1A1A
+

0@ a 0

b 0

1A d
0@0@ c 0

d 0

1A1A
d¬r. Yani f , d ile belirlenmi̧s sa¼g genelleştirilmi̧s �-türevdir.
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Di¼ger taraftan,

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A f
0@0@ c 0

d 0

1A1A
=

0@ a2 0

0 0

1A0@ c 0

d 0

1A+
0@ a 0

b 0

1A0@ c2 0

0 0

1A
=

0@ a2c 0

0 0

1A+
0@ ac2 0

bc2 0

1A =

0@ a2c+ ac2 0

bc2 0

1A
oldu¼gundan

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A 6= f

0@0@ a 0

b 0

1A1A0@ c 0

d 0

1A
+

0@ a 0

b 0

1A f
0@0@ c 0

d 0

1A1A
d¬r. Yani f türev de¼gildir.

Uyar¬2.1.6. R bir asal halka, charR 6= 2, D : R � R ! R simetrik

ikili türev, d; D� nin izi ve f ; d ile belirlenmi̧s sa¼g genelleştirilmi̧s �-türev

olsun. Bu durumda, her x; y 2 R için f (xy) = f (x)� (y) + xd (y)�dir. Bu

eşitlikte y yerine �y yaz¬l¬rsa; �f (xy) = f (x)� (�y)+xd (y) olur. E¼ger � tek

fonksiyon ise �f (xy) = �f (x)� (y)+xd (y) olur. f (xy) = f (x)� (y)+xd (y)

ve �f (xy) = �f (x)� (y)+xd (y) eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa, charR 6= 2

oldu¼gundan xd (y) = 0R elde edilir. R halkas¬asal halka oldu¼gundan x = 0R

veya d (y) = 0R�dir. x = 0R ise R = f0Rg elde edilir. d (y) = 0R ise her

x; y 2 R için f (xy) = f (x)� (y) olur.

Tan¬m 2.1.7. R bir halka, D : R � R ! R simetrik ikili türev ve d,

D�nin izi olsun. f : R ! R toplamsal dönüşüm olmak üzere, her x; y 2 R

için f (xy) = f (x)� (y) + � (x) d (y) olacak biçimde � : R! R ve � : R! R

fonksiyonlar¬varsa f�ye d ile belirlenmiş sa¼g genelleştirilmiş (�; �)-türev denir

ve (f � (�; �)� d)r ile gösterilir.
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Örnek 2.1.8. R =

8<:
0@ a 0

b 0

1A������ a; b 2 Z2
9=; halkas¬üzerinde D : R�R!

R,

D

0@0@ a 0

b 0

1A ;
0@ c 0

d 0

1A1A =

0@ 0 0

ac 0

1A ;
f : R! R,

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a2 0

0 0

1A ;
� : R! R,

�

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ a2 0

b2 0

1A
ve � : R! R,

�

0@0@ a 0

b 0

1A1A =

0@ b2 0

a2 0

1A
dönüşümleri tan¬mlans¬n.

Örnek 2.1.5� den D simetrik ikili türev, D� nin izi d

0@0@ a 0

b 0

1A1A =0@ 0 0

a2 0

1A ve f toplamsal dönüşümdür. Ayr¬ca f türev de¼gildir.

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ ac 0

bc 0

1A1A =

0@ (ac)2 0

0 0

1A
ve

f

0@0@ a 0

b 0

1A1A�
0@0@ c 0

d 0

1A1A+ �
0@0@ a 0

b 0

1A1A d
0@0@ c 0

d 0

1A1A
=

0@ a2 0

0 0

1A0@ c2 0

d2 0

1A+
0@ b2 0

a2 0

1A0@ 0 0

c2 0

1A
=

0@ a2c2 0

0 0

1A+
0@ 0 0

0 0

1A =

0@ a2c2 0

0 0

1A
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oldu¼gundan

f

0@0@ a 0

b 0

1A0@ c 0

d 0

1A1A = f

0@0@ a 0

b 0

1A1A�
0@0@ c 0

d 0

1A1A
+�

0@0@ a 0

b 0

1A1A d
0@0@ c 0

d 0

1A1A
d¬r. Yani f; d ile belirlenmi̧s sa¼g genelleştirilmi̧s (�; �)-türevdir.

Uyar¬2.1.9. R bir asal halka, charR 6= 2, D : R � R ! R simetrik

ikili türev, d; D�nin izi ve f ; d ile belirlenmi̧s sa¼g genelleştirilmi̧s (�; �)-türev

olsun. Bu durumda, her x; y 2 R için f (xy) = f (x)� (y)+� (x) d (y)�dir. Bu

eşitlikte y yerine �y yaz¬l¬rsa; �f (xy) = f (x)� (�y) + � (x) d (y) olur. Uyar¬

2.1.6� daki gibi � tek fonksiyon olursa �f (xy) = �f (x)� (y) + � (x) d (y)

olur. f (xy) = f (x)� (y) + � (x) d (y) ve �f (xy) = �f (x)� (y) + � (x) d (y)

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa, charR 6= 2 oldu¼gundan � (x) d (y) = 0R elde

edilir. R halkas¬ asal halka oldu¼gundan � (x) = 0R veya d (y) = 0R� dir.

� (x) = 0R veya d (y) = 0R ise her x; y 2 R için f (xy) = f (x)� (y) olur.

Yukar¬da verilen Uyar¬ 2.1.3, Uyar¬ 2.1.6 ve Uyar¬ 2.1.9 do¼grultusunda

aşa¼g¬daki tan¬m verilebilir.

Tan¬m 2.1.10. R bir halka, D : R � R ! R simetrik ikili türev ve d,

D�nin izi olsun. f : R ! R çift fonksiyon olmak üzere, her x; y 2 R için

f (xy) = f (x)� (y) + � (x) d (y) olacak biçimde � : R ! R ve � : R ! R çift

fonksiyonlar¬ varsa f�ye d ile belirlenmiş hemen hemen genelleştirilmiş sa¼g

(�; �)-türev denir ve f � (�; �)r � d ile gösterilir.

Örnek 2.1.11. Örnek 2.1.8, Tan¬m 2.1.10�a örnek olarak verilebilir.

Önerme 2.1.12. R; charR 6= 2 olan asal halka, D1, D2, D3 ve D4; R

de simetrik ikili türevler, 0 6= d1, 0 6= d2, 0 6= d3 ve 0 6= d4 s¬ras¬yla D1, D2,

D3 ve D4�ün izleri, f1 � (�; �)r � d1, f2 � (�; �)r � d2; f3 � (�; �)r � d3 ve
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f4 � (�; �)r � d4 hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g (�; �)-türevler olsun. E¼ger

f1 6= 0, � örten ve

f1 (x) f2 (y) = f3 (x) f4 (y) , 8x; y 2 R (2.1)

eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise bu durumda C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere,

her x 2 R için f3 (x) = �f1 (x) olacak biçimde en az bir � 2 C vard¬r.

·Ispat. x; y; z 2 R olsun. (2:1) denkleminde y yerine yz yaz¬l¬rsa,

f1 (x) f2 (yz) = f3 (x) f4 (yz)

f1 (x) [f2 (y)� (z) + � (y) d2 (z)] = f3 (x) [f4 (y)� (z) + � (y) d4 (z)]

f1 (x) f2 (y)� (z) + f1 (x) � (y) d2 (z) = f3 (x) f4 (y)� (z) + f3 (x) � (y) d4 (z)

olur ve (2:1) denkleminden

f1 (x) � (y) d2 (z) = f3 (x) � (y) d4 (z) (2.2)

dir. (2:2) denkleminde r 2 R için z yerine z + r yaz¬l¬rsa,

f1 (x) � (y) d2 (z + r) = f3 (x) � (y) d4 (z + r)

f1 (x) � (y) d2 (z) + f1 (x) � (y) d2 (r) + 2f1 (x) � (y)D2 (r; z)

= f3 (x) � (y) d4 (z) + f3 (x) � (y) d4 (r) + 2f3 (x) � (y)D4 (r; z)

olur ve charR 6= 2 oldu¼gundan (2:2) denkleminden,

f1 (x) � (y)D2 (r; z) = f3 (x) � (y)D4 (r; z) (2.3)

elde edilir. (2:3) denkleminde s 2 R için z yerine zs yaz¬l¬rsa,

f1 (x) � (y)D2 (r; z) s+ f1 (x) � (y) zD2 (r; s) = f3 (x) � (y)D4 (r; z) s

+f3 (x) � (y) zD4 (r; s)

dir. Böylece (2:3) denkleminden,

f1 (x) � (y) zD2 (r; s) = f3 (x) � (y) zD4 (r; s)
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elde edilir. Bu denklemde s yerine r yaz¬l¬rsa,

f1 (x) � (y) zd2 (r) = f3 (x) � (y) zd4 (r) (2.4)

olur. (2:4) denkleminde v 2 R için z yerine zd4 (v) yaz¬l¬rsa ,

f1 (x) � (y) zd4 (v) d2 (r) = f3 (x) � (y) zd4 (v) d4 (r)

dir. (2:4) denkleminden,

f1 (x) � (y) zd4 (v) d2 (r) = f1 (x) � (y) zd2 (v) d4 (r)

f1 (x) � (y) z (d4 (v) d2 (r)� d2 (v) d4 (r)) = 0R

elde edilir. f1 6= 0, � örten ve R asal halka oldu¼gundan,

d4 (v) d2 (r) = d2 (v) d4 (r) , 8v; r 2 R

dir. d4 6= 0 oldu¼gundan Lemma 1.2.52�den, her r 2 R için d2 (r) = �d4 (r)

olacak biçimde en az bir � 2 C vard¬r.

(2:2) denkleminde d2 (z) = �d4 (z) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

f1 (x) � (y)�d4 (z) = f3 (x) � (y) d4 (z)

bulunur ve � 2 C oldu¼gundan,

(�f1 (x)� f3 (x)) � (y) d4 (z) = 0R

olur. R asal halka, d4 6= 0 ve � örten oldu¼gundan her x 2 R için f3 (x) =

�f1 (x) elde edilir.

Sonuç 2.1.13. R; charR 6= 2 olan asal halka, D1 ve D2; R�de simetrik

ikili türevler, 0 6= d1 ve 0 6= d2 s¬ras¬yla D1 ve D2�nin izleri, f1� (�; �)r�d1 ve

f2 � (�; �)r � d2 hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g (�; �)-türevler olsun. E¼ger

f1 6= 0, � örten ve

f1 (x) f2 (y) = f2 (x) f1 (y) , 8x; y 2 R
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eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise, bu durumda C; R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere,

her x 2 R için f2 (x) = �f1 (x) olacak biçimde en az bir � 2 C vard¬r.

·Ispat. Önerme 2.1.12�de f1 = f4 ve f2 = f3 al¬n¬rsa istenen elde edilir.

Lemma 2.1.14. R; charR 6= 2 olan asal halka, D; R�de simetrik ikili

türev, 0 6= d; D�nin izi ve f � (�; �)r � d hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g

(�; �)-türev olsun. a 2 R ve � örtense her x 2 R için af (x) = 0R iken a = 0R
dir.

·Ispat. Her x 2 R için af (x) = 0R olsun. Bu eşitlikte y 2 R için x yerine

xy yaz¬l¬rsa,

0R = af (x)� (y) + a� (x) d (y) = a� (x) d (y)

olur. R asal halka, d 6= 0 ve � örten oldu¼gundan a = 0R elde edilir.
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2.2 Permuting Üçlü Türevin ·Izi ·Ile Belirlenen Genelleştirilmi̧s

Türevler

Tan¬m 2.2.1. R bir halka, D : R � R � R ! R permuting üçlü türev

ve d, D� nin izi olsun. f : R ! R toplamsal dönüşüm olmak üzere, her

x; y 2 R için f (xy) = f (x) y + xd (y) eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise f� ye d ile

belirlenmiş genelleştirilmiş sa¼g türev denir ve (f � d)r ile gösterilir. Her

x; y 2 R için f (xy) = xf (y)+d (x) y eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa f�ye d ile belirlenmiş

genelleştirilmiş sol türev denir ve (f � d)l ile gösterilir. f , d ile belirlenmi̧s hem

genelleştirilmi̧s sa¼g hem de genelleştirilmi̧s sol türev ise f�ye d ile belirlenmiş

genelleştirilmiş türev denir ve f � d ile gösterilir.

Örnek 2.2.2. R =

8>>><>>>:
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA
��������� a; b; c 2 Z

9>>>=>>>; halkas¬üzerinde

D : R�R�R! R,

D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3 0 0

1CCCA
ve f : R! R,

f

0BBB@
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
a 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
dönüşümleri tan¬mlans¬n.

x =

0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ; y =
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ; z =
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA ; t =
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;

v =

0BBB@
a5 0 0

b5 0 0

c5 0 0

1CCCA ; w =
0BBB@
a6 0 0

b6 0 0

c6 0 0

1CCCA 2 R için
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0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a5 0 0

b5 0 0

c5 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a6 0 0

b6 0 0

c6 0 0

1CCCA
1CCCA

olsun. Bu durumda

0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA =

0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA =

0BBB@
a5 0 0

b5 0 0

c5 0 0

1CCCA

ve

0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA =

0BBB@
a6 0 0

b6 0 0

c6 0 0

1CCCA olur. Yani a1 = a4; b1 = b4, c1 = c4,

a2 = a5, b2 = b5, c2 = c5 ve a3 = a6, b3 = b6, c3 = c6�d¬r.

D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3 0 0

1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a4a5a6 0 0

1CCCA = D

0BBB@
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a5 0 0

b5 0 0

c5 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a6 0 0

b6 0 0

c6 0 0

1CCCA
1CCCA

oldu¼gundan D iyi tan¬ml¬d¬r.
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D (x; y; z) = D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a2a1a3 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a2a3a1 0 0

1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a3a2a1 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a3a1a2 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a3a2 0 0

1CCCA
oldu¼gundan D (x; y; z) = D (y; x; z) = D (y; z; x) = D (z; y; x) = D (z; x; y) =

D (x; z; y)�dir.

D (x+ t; y; z) = D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA+
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA

= D

0BBB@
0BBB@
a1 + a4 0 0

b1 + b4 0 0

c1 + c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

(a1 + a4) a2a3 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3 0 0

1CCCA+
0BBB@

0 0 0

0 0 0

a4a2a3 0 0

1CCCA
= D (x; y; z) +D (t; y; z)

oldu¼gundan D permuting üçlü toplamsal dönüşümdür.
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D (xt; y; z) = D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA

= D

0BBB@
0BBB@
a1a4 0 0

b1a4 0 0

c1a4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

(a1a4) a2a3 0 0

1CCCA
ve

D (x; y; z) t+ xD (t; y; z)

= D

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA

+

0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCAD
0BBB@
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a3 0 0

b3 0 0

c3 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3 0 0

1CCCA
0BBB@
a4 0 0

b4 0 0

c4 0 0

1CCCA+
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
0BBB@

0 0 0

0 0 0

a4a2a3 0 0

1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3a4 0 0

1CCCA+
0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA =

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a1a2a3a4 0 0

1CCCA
oldu¼gundan D (xt; y; z) = D (x; y; z) t + xD (t; y; z)�dir. D permuting üçlü

toplamsal dönüşüm oldu¼gundan D (x; yt; z) = D (x; y; z) t + yD (x; t; z) ve

D (x; y; zt) = D (x; y; z) t + zD (x; y; t) eşitlikleri de sa¼glan¬r. Böylece D per-
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muting üçlü türevdir ve D�nin izi,

d

0BBB@
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA
1CCCA = D

0BBB@
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA ;
0BBB@
a 0 0

b 0 0

c 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
0 0 0

0 0 0

a3 0 0

1CCCA
d¬r.

x =

0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA ; y =
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA 2 R için x = y olsun. Bu durumda

a1 = a2; b1 = b2, c1 = c2�dir.

f (x) = f

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
a1 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA

=

0BBB@
a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA = f

0BBB@
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA
1CCCA

oldu¼gundan f iyi tan¬ml¬d¬r.

f (x+ y) = f

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA+
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA
1CCCA = f

0BBB@
0BBB@
a1 + a2 0 0

b1 + b2 0 0

c1 + c2 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
a1 + a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA =

0BBB@
a1 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA+
0BBB@
a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA

= f

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
1CCCA+ f

0BBB@
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA
1CCCA = f (x) + f (y)
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oldu¼gundan f toplamsal dönüşümdür.

f (xy) = f

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA
1CCCA

= f

0BBB@
0BBB@
a1a2 0 0

b1a2 0 0

c1a2 0 0

1CCCA
1CCCA =

0BBB@
a1a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
ve

f (x) y + xd (y) = f

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
1CCCA
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA

+

0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA d
0BBB@
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
a1 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA+
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
0BBB@

0 0 0

0 0 0

a32 0 0

1CCCA

=

0BBB@
a1a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA+
0BBB@
0 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA =

0BBB@
a1a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
oldu¼gundan f; d ile belirlenmi̧s sa¼g genelleştirilmi̧s türevdir.
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Di¼ger taraftan,

f (x) y + xf (y) = f

0BBB@
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
1CCCA
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA

+

0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA f
0BBB@
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA
1CCCA

=

0BBB@
a1 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA
0BBB@
a2 0 0

b2 0 0

c2 0 0

1CCCA+
0BBB@
a1 0 0

b1 0 0

c1 0 0

1CCCA
0BBB@
a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA

=

0BBB@
a1a2 0 0

0 0 0

0 0 0

1CCCA+
0BBB@
a1a2 0 0

b1a2 0 0

c1a2 0 0

1CCCA =

0BBB@
2a1a2 0 0

b1a2 0 0

c1a2 0 0

1CCCA 6= f (xy)

oldu¼gundan f bir türev de¼gildir.

Uyar¬2.2.3. R bir asal halka, charR 6= 2; 3, D : R�R�R! R permuting

üçlü türev, d; D�nin izi ve f ; d ile belirlenmi̧s genelleştirilmi̧s sa¼g türev olsun.

Bu durumda, her x; y 2 R için f (xy) = f (x) y + xd (y) olur. Bu eşitlikte

z 2 R için y yerine y + z yaz¬l¬rsa;

f (x (y + z)) = f (x) (y + z) + xd (y + z)

= f (x) y + f (x) z + xd (y) + xd (z)

+3xD (y; y; z) + 3xD (y; z; z)

ve

f (xy + xz) = f (xy) + f (xz) = f (x) y + xd (y) + f (x) z + xd (z)

olur. f (x (y + z)) = f (xy + xz), charR 6= 3 ve R asal halka oldu¼gundan

D (y; y; z) +D (y; z; z) = 0R
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elde edilir. Burada z yerine y yaz¬l¬rsa, charR 6= 2 oldu¼gundan d (y) = 0R

olur. Böylece Lemma 1.2.32�den her x 2 R için f (x) = qx olacak biçimde

q 2 Qr (RC) vard¬r. Bu nedenle asal halkada (f � d)r genelleştirilmi̧s sa¼g

türevini tan¬mlaman¬n anlam¬yoktur.

Tan¬m 2.2.4. R bir halka, D : R � R � R ! R permuting üçlü türev

ve d, D�nin izi olsun. Bu durumda, f : R ! R bir dönüşüm olmak üzere,

her x; y 2 R için f (xy) = f (x) y + xd (y) eşitli¼gi sa¼glan¬rsa o zaman f�ye

d ile belirlenmiş hemen hemen genelleştirilmiş sa¼g türev denir ve (f � d)r ile

gösterilir. Her x; y 2 R için f (xy) = xf (y) + d (x) y eşitli¼gi sa¼glan¬rsa f�ye

d ile belirlenmiş hemen hemen genelleştirilmiş sol türev denir ve (f � d)l ile

gösterilir. Ayr¬ca f , d ile belirlenmi̧s hem hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g

türev hem de hemen hemen genelleştirilmi̧s sol türev ise ozaman f�ye d ile

belirlenmiş hemen hemen genelleştirilmiş türev denir ve (f � d) ile gösterilir.

Önerme 2.2.5. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D1, D2, D3 ve D4; R�de

permuting üçlü türevler, 0 6= d1, 0 6= d2, 0 6= d3 ve 0 6= d4 s¬ras¬yla D1, D2, D3

ve D4�ün izleri, (f1 � d1)r ; (f2 � d2)r ; (f3 � d3)r ve (f4 � d4)r hemen hemen

genelleştirilmi̧s sa¼g türevler olsun. E¼ger f1 6= 0 ve

f1 (x) f2 (y) = f3 (x) f4 (y) , 8x; y 2 R (2.5)

eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise bu durumda C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere,

her x 2 R için f3 (x) = �f1 (x) olacak biçimde en az bir � 2 C vard¬r.

·Ispat. x; y; z 2 R olsun. (2:5) denkleminde y yerine yz yaz¬l¬rsa,

f1 (x) f2 (yz) = f3 (x) f4 (yz)

f1 (x) [f2 (y) z + yd2 (z)] = f3 (x) [f4 (y) z + yd4 (z)]

f1 (x) f2 (y) z + f1 (x) yd2 (z) = f3 (x) f4 (y) z + f3 (x) yd4 (z)

olur ve (2:5) denkleminden

f1 (x) yd2 (z) = f3 (x) yd4 (z) (2.6)
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elde edilir. (2:6) denkleminde v 2 R için y yerine yd4 (v) yaz¬l¬rsa,

f1 (x) yd4 (v) d2 (z) = f3 (x) yd4 (v) d4 (z)

ve (2:6) denkleminden,

f1 (x) yd4 (v) d2 (z) = f1 (x) yd2 (v) d4 (z)

f1 (x) y [d4 (v) d2 (z)� d2 (v) d4 (z)] = 0R

bulunur ve f1 6= 0 ve R asal halka oldu¼gundan,

d4 (v) d2 (z) = d2 (v) d4 (z) , 8v; z 2 R

dir. Böylece d4 6= 0 oldu¼gundan Lemma 1.2.62�den, her z 2 R için d2 (z) =

�d1 (z) olacak biçimde en az bir � 2 C vard¬r.

(2:6) denkleminde d2 (z) = �d4 (z) eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

f1 (x) y�d4 (z) = f3 (x) yd4 (z)

ve burada � 2 C oldu¼gundan,

(�f1 (x)� f3 (x)) yd4 (z) = 0R

olur ve böylece R asal halka ve d4 6= 0 oldu¼gundan her x 2 R için f3 (x) =

�f1 (x) elde edilir.

Sonuç 2.2.6. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D1 ve D2; R�de permuting

üçlü türevler, 0 6= d1 ve 0 6= d2 s¬ras¬yla D1 ve D2�nin izleri, (f1 � d1)r ve

(f2 � d2)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türevler olsun. E¼ger f1 6= 0 ve

f1 (x) f2 (y) = f2 (x) f1 (y) , 8x; y 2 R

eşitli¼gi sa¼glan¬yor ise bu durumda C, R�nin geni̧sletilmi̧s merkezi olmak üzere,

her x 2 R için f2 (x) = �f1 (x) olacak biçimde en az bir � 2 C vard¬r.

·Ispat. Önerme 2.2.5�te f1 = f4 ve f2 = f3 al¬n¬rsa istenen elde edilir.
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Lemma 2.2.7. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D; R�de permuting üçlü

türev, 0 6= d; D�nin izi ve (f � d)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türev ve

a 2 R olsun. Her x 2 R için af (x) = 0R ise a = 0R�dir.

·Ispat. Her x 2 R için af (x) = 0R olsun. Bu eşitlikte y 2 R için x yerine

xy yaz¬l¬rsa,

0R = af (x) y + axd (y) = axd (y)

bulunur. R asal halka ve d 6= 0 oldu¼gundan a = 0R�dir.

Teorem 2.2.8. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D; R�de permuting üçlü

türev, 0 6= d; D�nin izi ve (f � d)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türev ve

a 2 R olsun. Her x 2 R için [a; f (x)] = 0R ise a 2 Z�dir.

·Ispat. Her x 2 R için [a; f (x)] = 0R olsun. Bu eşitlikte x yerine xy

yaz¬l¬rsa,

0R = [a; f (xy)] = [a; f (x) y + xd (y)] (2.7)

= f (x) [a; y] + [a; f (x)] y + [a; x] d (y) + x [a; d (y)]

= f (x) [a; y] + [a; x] d (y) + x [a; d (y)]

elde edilir. (2:7) denkleminde z 2 R için y yerine y + z yaz¬l¬rsa,

0R = f (x) [a; y + z] + [a; x] d (y + z) + x [a; d (y + z)]

= f (x) [a; y] + f (x) [a; z] + [a; x] d (y) + [a; x] d (z) + 3 [a; x]D (y; y; z)

+3 [a; x]D (y; z; z) + x [a; d (y)] + x [a; d (z)] + 3x [a;D (y; y; z)]

+3x [a;D (y; z; z)]

olur ve (2:7) denklemi kullan¬l¬rsa, charR 6= 3 oldu¼gundan,

0R = [a; x]D (y; y; z) + [a; x]D (y; z; z) + x [a;D (y; y; z)] + x [a;D (y; z; z)]

(2.8)

bulunur. (2:8) denkleminde z yerine �z yaz¬l¬rsa,

0R = � [a; x]D (y; y; z) + [a; x]D (y; z; z)� x [a;D (y; y; z)] + x [a;D (y; z; z)]

(2.9)
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olur. (2:7) ve (2:8) denklemleri taraf tarafa toplan¬rsa charR 6= 2 oldu¼gundan

[a; x]D (y; z; z) + x [a;D (y; z; z)] = 0R

axD (y; z; z)� xaD (y; z; z) + xaD (y; z; z)� xD (y; z; z) a = 0R

elde edilir. Böylece axD (y; z; z) = xD (y; z; z) a�d¬r. r 2 R olmak üzere,

x yerine xr yaz¬l¬rsa axrD (y; z; z) = xrD (y; z; z) a = xarD (y; z; z) olur ve

buradan [a; x] rd (y) = 0R elde edilir. Bu durumda, R asal halka ve d 6= 0

oldu¼gundan a 2 Z�dir.

Lemma 2.2.9. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D; R�de permuting üçlü

türev, 0 6= d; D�nin izi ve (f � d)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türev

olsun. Her x; y 2 R için [f (x) ; f (y)] = 0R ise R de¼gi̧smeli halkad¬r.

·Ispat. Teorem 2.2.8�den f (R) � Z�dir. Bu durumda, her x; r 2 R için

[f (x) ; r] = 0R�dir. y 2 R için x yerine xy yaz¬l¬rsa,

0R = [f (xy) ; r] = [f (x) y + xd (y) ; r] (2.10)

= f (x) [y; r] + [f (x) ; r] y + [x; r] d (y) + x [d (y) ; r]

= f (x) [y; r] + [x; r] d (y) + x [d (y) ; r]

elde edilir. (2:10) denkleminde z 2 R için y yerine y + z yaz¬l¬rsa,

0R = f (x) [y + z; r] + [x; r] d (y + z) + x [d (y + z) ; r]

= f (x) [y; r] + f (x) [z; r] + [x; r] d (y) + [x; r] d (z) + 3 [x; r]D (y; y; z)

+3 [x; r]D (y; z; z) + x [d (y) ; r] + x [d (z) ; r] + 3x [D (y; y; z) ; r]

+3x [D (y; z; z) ; r]

olur ve burada (2:10) denklemi kullan¬l¬rsa, charR 6= 3 oldu¼gundan,

0R = [x; r]D (y; y; z) + [x; r]D (y; z; z) + x [D (y; y; z) ; r] + x [D (y; z; z) ; r]

bulunur. Bu denklemde z yerine y yaz¬l¬rsa, charR 6= 2 oldu¼gundan,

x [d (y) ; r] + [x; r] d (y) = 0R
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xd (y) r � xrd (y) + xrd (y)� rxd (y) = 0R

dir. Böylece xd (y) r = rxd (y) olur. Bu ba¼g¬nt¬da z 2 R için x yerine xz

yaz¬l¬rsa xzd (y) r = rxzd (y) = xrzd (y) oldu¼gundan [x; r] zd (y) = 0R elde

edilir. R asal halka ve d 6= 0 oldu¼gundan her x; r 2 R için [x; r] = 0R�dir.

Yani R de¼gi̧smeli halkad¬r.

Teorem 2.2.10. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, 0 6= D; R�de permuting

üçlü türev, 0 6= d; D�nin izi ve (f � d)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türev

olsun. a 2 R için [a; f (R)] � Z ise o zaman a 2 Z�dir.

·Ispat. Her x 2 R için [a; f (x)] 2 Z olsun. Bu ifadede y 2 R için x yerine

xy yaz¬l¬rsa,

[a; f (xy)] = [a; f (x) y + xd (y)]

= [a; f (x)] y + f (x) [a; y] + [a; x] d (y) + x [a; d (y)] 2 Z

olur. Burada z 2 R için y yerine y + z yaz¬l¬rsa,

[a; f (x)] (y + z) + f (x) [a; y + z] + [a; x] d (y + z) + x [a; d (y + z)]

= [a; f (x)] y + [a; f (x)] z + f (x) [a; y] + f (x) [a; z] + [a; x] d (y) + [a; x] d (z)

+3 [a; x]D (y; y; z) + 3 [a; x]D (y; z; z) + x [a; d (y)] + x [a; d (z)]

+3x [a;D (y; y; z)] + 3x [a;D (y; z; z)] 2 Z:

charR 6= 3 oldu¼gundan bir önceki ifadeden,

[a; x]D (y; y; z) + [a; x]D (y; z; z) + x [a;D (y; y; z)] + x [a;D (y; z; z)] 2 Z

(2.11)

bulunur. (2:11) ifadesinde y yerine �y yaz¬l¬rsa,

[a; x]D (y; y; z)� [a; x]D (y; z; z) + x [a;D (y; y; z)]� x [a;D (y; z; z)] 2 Z

(2.12)

olur. (2:11) ve (2:12) ifadeleri toplan¬l¬rsa, charR 6= 2 oldu¼gundan,

[a; x]D (y; y; z) + x [a;D (y; y; z)] 2 Z (2.13)
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elde edilir. (2:13) ifadesinde c 2 Z olmak üzere, x yerine c yaz¬l¬rsa,

[a; c]D (y; y; z) + c [a;D (y; y; z)] = c [a;D (y; y; z)] 2 Z

olur. c 2 Z ve R asal halka oldu¼gundan c = 0R veya [a;D (y; y; z)] 2 Z�dir.

E¼ger c = 0R olursa her x 2 R için [a; f (x)] = 0R elde edilir. Böylece Teorem

2.2.8�den a 2 Z�dir. Şimdi [a;D (y; y; z)] 2 Z olsun. Bu eşitlikte z yerine a2

yaz¬l¬rsa, [a;D (y; y; a)] 2 Z oldu¼gundan�
a;D

�
y; y; a2

��
= [a; aD (y; y; a) +D (y; y; a) a]

= a [a;D (y; y; a)] + [a; a]D (y; y; a)

+ [a;D (y; y; a)] a+D (y; y; a) [a; a]

= 2a [a;D (y; y; a)] 2 Z

olur. charR 6= 2 oldu¼gundan a [a;D (y; y; a)] 2 Z�dir. Buradan a 2 Z veya

[a;D (y; y; a)] = 0R�dir. ·Iki durumda da [a;D (y; y; a)] = 0R�dir.

Her z 2 R için [a;D (y; y; z)] 2 Z oldu¼gundan her x 2 R için [a;D (y; y; [a; x])] 2

Z dir. O halde [a;D (y; y; x)] 2 Z oldu¼gundan

[a;D (y; y; [a; x])] = [a;D (y; y; ax� xa)]

= [a; aD (y; y; x) +D (y; y; a)x� xD (y; y; a)�D (y; y; x) a]

= [a; [a;D (y; y; x)] + [D (y; y; a) ; x]]

= [a; [a;D (y; y; x)]] + [a; [D (y; y; a) ; x]]

= [a; [D (y; y; a) ; x]] 2 Z

olur. Bu ifadede x yerine ax yaz¬l¬rsa,

[a; [D (y; y; a) ; ax]] = [a; a [D (y; y; a) ; x] + [D (y; y; a) ; a]x]

= a [a; [D (y; y; a) ; x]] 2 Z

elde edilir. Buradan R asal halka ve [a; [D (y; y; a) ; x]] 2 Z oldu¼gundan

[a; [D (y; y; a) ; x]] = 0R veya a 2 Z�dir. Her x 2 R için [a; [D (y; y; a) ; x]] = 0R
ise Ia ve ID(y;y;a) s¬ras¬yla a veD (y; y; a) taraf¬ndan belirlenen iç türevler olmak
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üzere,
�
IaID(y;y;a)

�
(x) = 0R�dir. Dolay¬s¬yla Teorem 1.2.15�den Ia = 0R veya

ID(y;y;a) = 0R�dir. Buradan a 2 Z veya D (y; y; a) 2 Z olur. D (y; y; a) 2 Z

olsun.

Her x 2 R için [a;D (y; y; ax)] 2 Z oldu¼gundan,

[a;D (y; y; ax)] = [a;D (y; y; a)x+ aD (y; y; x)] (2.14)

= [a;D (y; y; a)]x+D (y; y; a) [a; x] + [a; a]D (y; y; x)

+a [a;D (y; y; x)]

= D (y; y; a) [a; x] + a [a;D (y; y; x)] 2 Z

dir. O halde [a;D (y; y; a) [a; x] + a [a;D (y; y; x)]] = 0R olur. Yani

0R = [a;D (y; y; a) [a; x] + a [a;D (y; y; x)]]

= D (y; y; a) [a; [a; x]] + [a;D (y; y; a)] [a; x]

+ [a; a] [a;D (y; y; x)] + a [a; [a;D (y; y; x)]]

= D (y; y; a) [a; [a; x]]

bulunur. D (y; y; a) 6= 0R ise her x 2 R için a 2 Z�dir. D (y; y; a) = 0R

ise (2:14) denkleminden a [a;D (y; y; x)] 2 Z olur. Buradan a 2 Z veya

[a;D (y; y; x)] = 0R�dir. Bu eşitlikte z 2 R için x yerine xz yaz¬l¬rsa,

0R = [a;D (y; y; xz)] = [a;D (y; y; x) z + xD (y; y; z)] (2.15)

= [a;D (y; y; x)] z +D (y; y; x) [a; z] + [a; x]D (y; y; z)

+x [a;D (y; y; z)]

= D (y; y; x) [a; z] + [a; x]D (y; y; z)

elde edilir. E¼ger z, a ile de¼gi̧smeli ise [a; z] = 0R�dir. (2:15) denkleminden

[a; x]D (y; y; z) = 0R�dir. E¼ger a =2 Z ise o zaman R asal halka oldu¼gun-

dan D (y; y; z) = 0R olur. Yani CR (a) = fz 2 Rj az = zag kümesi üzerinde

D (y; y; z) = 0R� dir. Fakat herhangi bir x 2 R için D (y; y; x) 2 CR (a)

oldu¼gundan her x; y 2 R için D (y; y;D (y; y; x)) = 0R�dir. Bu durumda her
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x 2 R için D (d (x) ; x; x) = 0R olur. Böylece Teorem 1.2.58�den D = 0 olur.

Bu ise D 6= 0 ile çeli̧sir. O halde a 2 Z�dir ve ispat biter.

Önerme 2.2.10. R; charR 6= 2; 3 olan, de¼gi̧smeli olmayan asal halka, D;

R�de permuting üçlü türev, d; D�nin izi ve (f � d)r hemen hemen genelleştir-

ilmi̧s sa¼g türev olsun. Her x; y 2 R için f ([x; y]) = 0 ise o zaman d = 0

d¬r.

·Ispat. Her x; y 2 R için f ([x; y]) = 0R olsun. Bu ifadede y yerine yx

yaz¬l¬rsa,

0R = f ([x; yx]) = f (y [x; x] + [x; y]x)

= f ([x; y]x) = f ([x; y])x+ [x; y] d (x) = [x; y] d (x)

elde edilir. r 2 R için son ifadede y yerine yr yaz¬l¬rsa,

0R = [x; yr] d (x) = [x; y] rd (x) + y [x; r] d (x) = [x; y] rd (x)

olur. x =2 Z ise d (x) = 0R�dir. Buna göre x 2 Z ve y =2 Z olsun. Bu durumda

x+ y; y =2 Z�dir. Böylece

0R = d (x+ y) = d (x) + d (y) + 3D (x; x; y) + 3D (x; y; y)

= d (x) + 3D (x; x; y) + 3D (x; y; y)

ve

0R = d (x+ (�y)) = d (x) + d (�y)� 3D (x; x; y) + 3D (x; y; y)

= d (x)� 3D (x; x; y) + 3D (x; y; y)

olur. Bu iki denklemden ve charR 6= 2; 3 oldu¼gundan D (x; x; y) = 0R bulunur.

Burada y yerine x+ y yaz¬l¬rsa,

0R = D (x; x; x+ y) = D (x; x; x) +D (x; x; y) = d (x)

oldu¼gundan her x 2 R için d (x) = 0R�dir. Yani d = 0�d¬r.
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Önerme 2.2.11. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D; R�de permuting

üçlü türev, d; D�nin izi ve (f � d)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türev

olsun. Her x; y 2 R için f ([x; y]) = � [x; y] ise o zaman d = 0�d¬r.

·Ispat. Her x; y 2 R için f ([x; y]) = � [x; y] olsun. Bu ifadede y yerine yx

yaz¬l¬rsa,

f ([x; yx]) = � [x; y]

f (y [x; x] + [x; y]x) = �y [x; x]� [x; y]x

f ([x; y])x+ [x; y] d (x) = � [x; y]x

oldu¼gundan [x; y] d (x) = 0R elde edilir. Önerme 2.2.10�daki ispat tekni¼gi kul-

lan¬l¬rsa her x 2 R için d (x) = 0R�dir. Yani d = 0�d¬r.

Teorem 2.2.12. R; charR 6= 2; 3 olan asal halka, D1 ve D2; R� de

permuting üçlü türevler, 0 6= d1 ve 0 6= d2 s¬ras¬yla D1 ve D2� nin izleri,

(f1 � d1)r ve (f2 � d2)r hemen hemen genelleştirilmi̧s sa¼g türevler olsun. a 2 R

ve her x 2 R için af1 (x) = f2 (x) a ise a 2 Z�dir.

·Ispat. Her x 2 R için af1 (x) = f2 (x) a olsun. Bu eşitlikte y 2 R için x

yerine xy yaz¬l¬rsa,

af1 (xy) = f2 (xy) a

af1 (x) y + axd1 (y) = f2 (x) ya+ xd2 (y) a (2.16)

olur. (2:16) denkleminde z 2 R için y yerine y + z yaz¬l¬rsa,

af1 (x) (y + z) + axd1 (y + z) = f2 (x) (y + z) a+ xd2 (y + z) a

af1 (x) y + af1 (x) z + axd1 (y) + axd1 (z) + 3axD1 (y; y; z) + 3axD1 (y; z; z)

= f2 (x) ya+ f2 (x) za+ xd2 (y) a+ xd2 (z) a+ 3xD2 (y; y; z) a+ 3xD2 (y; z; z) a

bulunur ve charR 6= 3 oldu¼gundan (2:16) denkleminden,

axD1 (y; y; z) + axD1 (y; z; z) = xD2 (y; y; z) a+ xD2 (y; z; z) a (2.17)
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d¬r. (2:16) denkleminde z yerine �z yaz¬l¬rsa,

�axD1 (y; y; z) + axD1 (y; z; z) = �xD2 (y; y; z) a+ xD2 (y; z; z) a (2.18)

olur. (2:17) ve (2:18) denklemleri taraf tarafa toplan¬l¬rsa, charR 6= 2 oldu¼gun-

dan

axD1 (y; z; z) = xD2 (y; z; z) a

d¬r. Bu denklemde z yerine y yaz¬l¬rsa axd1 (y) = xd2 (y) a bulunur. r 2 R

için x yerine xr yaz¬l¬rsa,

axrd1 (y) = xrd2 (y) a = xard1 (y) ,

yani [a; x] rd1 (y) = 0R elde edilir. R asal halka ve d1 6= 0 oldu¼gundan her

x 2 R için [a; x] = 0R olur. Böylece a 2 Z elde edilir.
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3. BÖLÜM

FUZZY �-HALKALARININ YEN·I B·IR T·IP·I

Bu bölümde, H. Aktaş ve N. Ça¼gman (2007)�n¬n, X. Yuan ve E. S. Lee

(2003)�nin fuzzy ikili i̧sleme dayanan fuzzy grup tan¬m¬n¬kullanarak oluştur-

du¼gu fuzzy halkas¬, fuzzy �-halkas¬na genelleştirilmi̧stir.

M ve � boş kümeden farkl¬iki küme, RM ve R� s¬ras¬yla M �M �M ve

� � � � ��n¬n fuzzy alt kümeleri olmak üzere, RM ve R�, M ve � üzerinde

fuzzy ikili i̧slemler olsun.

Tan¬m 3.1. M ve � boş kümeden farkl¬iki küme ve S,M���M���M

(k¬saca (M;�))�nin bir fuzzy alt kümesi olsun. Aşa¼g¬daki özellikler sa¼glan¬rsa

S�ye (M;�) üzerinde bir fuzzy ikili işlem denir:

� 2 [0; 1) sabit bir reel say¬olmak üzere,

(i) Her a; b 2M ve her �; � 2 � için S (a; �; b; �; c) > � olacak biçimde en

az bir c 2M vard¬r,

(ii) Her a; b; c1; c2 2 M ve her � 2 � için
_
�2�

S (a; 
; b; �; c1) > � ve
_
�2�

S (a; �; b; �; c2) > � iken c1 = c2�dir.

S, (M;�) üzerinde bir fuzzy ikili i̧slem olsun. Bu durumda,

F (M) = fAjA :M ! [0; 1] bir dönüşümg ;

F (�) = fGjG : �! [0; 1] bir dönüşümg

olmak üzere,

S : F (M)� F (�)� F (M)! F (M) , (A;G;B) 7! S (A;G;B)

dönüşümü vard¬r ve

S (A;G;B) (c) =
_

a;b;c2M
�;�2�

(A (a) ^G (�) ^B (b) ^ S (a; �; b; �; c)) (3.1)

dir.
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A = fag ; B = fbg, G = f�g ; ve G0 = f�0g olsun. Bu durumda R (A;B),

R (G;G0) ve S (A;G;B) s¬ras¬yla a� b, ���0 ve a��� b ile gösterilsin. Böylece

her a; b; c; z 2M ve �; �0; �; �0 2 � için,

(a � � � b)(c) =
_
�2�

S (a; �; b; �; c) (3.2)

((a � � � b) � � � c) (z) =
_
d2M
�0;�02�

(S (a; �; b; �0; d) ^ S (d; �; c; �0; z)) (3.3)

(a � � � (b � � � c)) (z) =
_
d2M
�0;�02�

(S (b; �; c; �0; d) ^ S (a; �; d; �0; z)) (3.4)

(a � � � (b � c)) (z) =
_
d2M
�02�

(RM (b; c; d) ^ S (a; �; d; �0; z)) (3.5)

((a � � � b) � (a � � � c)) (z) =
_

d;e2M
�0;�02�

(S (a; �; b; �0; d) ^ S (a; �; c; �0; e)

^RM (d; e; z))
(3.6)

(a � (� � �) � b) (c) =
_


;�02�

(R� (�; �; 
) ^ S (a; 
; b; �0; c)) (3.7)

((a � � � b) � (a � � � b)) (c) =
_

d;e2M
�0;�02�

(S (a; �; b; �0; d) ^ S (a; �; b; �0; e)

^RM (d; e; c))
(3.8)

((a � b) � � � c) (z) =
_
d2M
�02�

(RM (a; b; d) ^ S (d; �; c; �0; z)) (3.9)

((a � � � c) � (b � � � c)) (z) =
_

d;e2M
�0;�02�

(S (a; �; c; �0; d) ^ S (b; �; c; �0; e)

^RM (d; e; z))
(3.10)

ifadeleri kullan¬lacakt¬r ayr¬ca bundan sonra, gösterimde kolayl¬k sa¼glanmas¬

için RM ve R� ifadelerinin yerine R kullan¬lacakt¬r.
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Tan¬m 3.2. M ve � boş kümeden farkl¬iki küme, R; M ve � üzerinde

fuzzy ikili i̧slem, S; (M;�) üzerinde fuzzy ikili i̧slem olsun. Aşa¼g¬daki koşullar

sa¼glan¬rsa (M;�; R; S)�ye fuzzy �-halkas¬denir:

(M,�)1. (M;R) ve (�; R) de¼gi̧smeli fuzzy gruplar,

(M,�)2. Her a; b; c; z1; z2 2M ve her 
; � 2 � için ((a � 
 � b) � � � c) (z1) >

� ve (a � 
 � (b � � � c)) (z2) > � iken z1 = z2,

(M,�)3. Her a; b; c; z1; z2 2M ve her 
; � 2 � için,

(i) (a � 
 � (b � c)) (z1) > � ve ((a � 
 � b) � (a � 
 � c)) (z2) > � iken z1 = z2;

(ii) (a � (
 � �) � b) (z1) > � ve ((a � 
 � b) � (a � � � b)) (z2) > � iken z1 =

z2;

(iii) ((a � b) � 
 � c) (z1) > � ve ((a � 
 � c) � (b � 
 � c)) (z2) > � iken z1 =

z2�dir.

(M;R) fuzzy grubunun birim eleman¬na, (M;�; R; S)� nin s¬f¬r eleman¬

denir ve e0 ile gösterilir.

Tan¬m 3.3. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬olsun. Her a; b; z 2 M ve


 2 � için

(a � 
 � b) (z) > � , (b � 
 � a) (z) > �

ise o zaman (M;�; R; S)�ye de¼gişmeli fuzzy �-halkas¬denir.

C ((M;�; R; S)) = fa 2M j (a � 
 � b) (z) > � , (b � 
 � a) (z) > �

8 b; z 2M , 
 2 �g

kümesine (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬n¬nmerkezi denir. (M;�; R; S) de¼gi̧smeli

fuzzy �-halkas¬d¬r, (M;�; R; S) = C ((M;�; R; S))�dir.

Teorem 3.4. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬, a; b; c 2 M ve 
 2 � olsun.

Bu durumda,

(1)(i) (a � 
 � b) (b) > � ve (a � 
 � b) (e0) > � iken b = e0,

(ii) (b � 
 � a) (a) > � ve (b � 
 � a) (e0) > � iken a = e0�d¬r,

(2) b�1, b�nin (M;R)�de tersi olsun. Bu durumda,
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(i) (a � 
 � b�1) (v) > � ve (a � 
 � b) (w) > � iken v = w�1,

(ii) (a�1 � 
 � b) (u) > � ve (a � 
 � b) (s) > � iken u = s�1,

(iii) (a�1 � 
 � b�1) (t) > � ve (a � 
 � b) (r) > � iken t = r�dir,

(3) (i) (a � 
 � (b � c�1)) (z1) > � ve ((a � 
 � b) � (a � 
 � c�1)) (z2) > �

iken z1 = z2,

(ii) ((a � b�1) � 
 � c) (z1) > � ve ((a � 
 � c) � (b�1 � 
 � c)) (z2) > � iken

z1 = z2,

(iii)
�
a �
�

 � ��1

�
� b
�
(z1) > � ve

�
(a � 
 � b) �

�
a � ��1 � b

��
(z2) > � iken

z1 = z2�dir.

·Ispat. (1) (i) (a � 
 � b) (b) > � ve (a � 
 � b) (e0) > � olsun. Her a; b 2

M ve 
 2 � için (a � 
 � b) (b) =
_
�2�

S (a; 
; b; �; b) > � ve (a � 
 � b) (e0) =_
�2�

S (a; 
; b; �; e0) > � oldu¼gundan Tan¬m 3.1.(ii)�den b = e0�d¬r.

(ii) (b � 
 � a) (a) > � ve (b � 
 � a) (e0) > � olsun. Her a; b 2 M ve 
 2 �

için (b � 
 � a) (a) =
_
�2�
S (b; 
; a; �; a) > � ve (b � 
 � a) (e0) =

_
�2�
S (b; 
; a; �; e0)

> � oldu¼gundan Tan¬m 3.1.(ii)�den a = e0�d¬r.

(2) (i) c; v; w 2 M için S (a; 
; b�1; �; v) > �, S (a; 
; b; �; w) > � ve

R (v; w; c) > � olsun. Bu durumda,��
a � 
 � b�1

�
� (a � 
 � b)

�
(c) � S

�
a; 
; b�1; �; v

�
^S (a; 
; b; �; w)^R (v; w; c) > �

ve �
a � 
 �

�
b�1 � b

��
(e0) � R

�
b�1; b; e0

�
^ S (a; 
; e0; �0; e0) > �

oldu¼gundan c = e0�d¬r. Böylece R (v; w; e0) > ��d¬r. (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy

grup oldu¼gundan v = w�1 dir.

(ii) c; u; s 2M için S (a�1; 
; b; �; u) > �, S (a; 
; b; �; s) > � veR (u; s; c) >

� olsun. Bu durumda,��
a�1 � 
 � b

�
� (a � 
 � b)

�
(c) � S

�
a�1; 
; b; �; u

�
^S (a; 
; b; �; s)^R (u; s; c) > �

ve ��
a�1 � a

�
� 
 � b

�
(e0) � R

�
a�1; a; e0

�
^ S (e0; 
; b; �0; e0) > �
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oldu¼gundan c = e0�d¬r. Böylece R (u; s; e0) > ��d¬r. (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy

grup oldu¼gundan u = s�1 dir.

(iii) (a�1 � 
 � b�1) (t) > � olsun. (i)� den; (a�1 � 
 � b) (t�1) > �� d¬r.

k 2M için R (r; t�1; k) > � olsun.

((a � 
 � b) � (a�1 � 
 � b)) (k) � S (a; 
; b; �; r) ^ S (a�1; 
; b; �0; t�1)

^R (r; t�1; k) > �

ve ��
a � a�1

�
� 
 � b

�
(e0) � R

�
a; a�1; e0

�
^ S (e0; 
; b; �; e0) > �

oldu¼gundan k = e0�d¬r. Böylece R (r; t�1; e0) > ��d¬r. (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy

grup oldu¼gundan t = r�dir.

(3) (i), (ii), (iii); Tan¬m 3.2�den aç¬kt¬r.

Tan¬m 3.5. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬olsun. Buna göre,

(i) Her a 2 M; 
 2 � için (e� � 
 � a) (a) > � ve (a � 
 � e�) (a) > � olacak

biçimde e� 2M varsa (M;�; R; S)�ye birimli fuzzy �-halkas¬denir.

(ii) a 2 M; 
 2 � için (a � 
 � b) (e�) > � ve (b � 
 � a) (e�) > � olacak

biçimde b 2M varsa b�ye a�n¬n tersi denir ve a�1� ile gösterilir.

Teorem 3.6. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬nda e� birim eleman¬varsa tektir.

·Ispat. e0� ve e
00
�, (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬nda birim elemanlar olsun.

Bu durumda, her 
 2 � için, (e0� � 
 � e00�) (e0�) > � ve (e0� � 
 � e00�) (e00�) > �

d¬r. Böylece
_
�2�

S (e0�; 
; e
00
�; �; e

0
�) > � ve

_
�2�

S (e0�; 
; e
00
�; �; e

00
�) > � oldu¼gundan

Tan¬m 3.1.(ii)�den e0� = e
00
� olur.

Tan¬m 3.7. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬ve e0 6= a 2 M olsun. Her


 2 � için (a � 
 � b) (e0) > � veya (b � 
 � a) (e0) > � olacak biçimde e0 6= b 2

M varsa a�ya s¬f¬r bölen eleman denir.

Aşa¼g¬daki teorem fuzzy gamma halkalar¬nda s¬f¬r bölen olma ile k¬salma

kural¬aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬verir.

70



Teorem 3.8. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬nda s¬f¬r bölen eleman yoktur,

(e0 6=) a; b; c 2 M ve 
 2 � için, (a � 
 � b) (v) > � ve (a � 
 � c) (v) > � iken

b = c (sol k¬salma kural¬) veya (b � 
 � a) (v) > � ve (c � 
 � a) (v) > � iken

b = c (sa¼g k¬salma kural¬)�d¬r.

·Ispat. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬nda s¬f¬r bölen eleman olmas¬n. (a � 
 � b) (v)

> � ve (a � 
 � c) (v) > � olsun. Teorem 3.4.(2)�den, (a � 
 � c�1) (v�1) > �

d¬r. k; t 2 M ve �0 2 � için R (b; c�1; k) > � ve S (a; 
; k; �0; t) > � olsun.

(M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬oldu¼gundan, her �; �; �0 2 � için,

((a � 
 � b) � (a � 
 � c�1)) (e0) � S (a; 
; b; �; v) ^ S (a; 
; c�1; �; v�1)

^R (v; v�1; e0) > �

ve �
a � 
 �

�
b � c�1

��
(t) � R

�
b; c�1; k

�
^ S (a; 
; k; �0; t) > �

d¬r. Böylece t = e0 oldu¼gundan S (a; 
; k; �
0; e0) > � olur. a 6= e0 ve (M;�; R; S)

de s¬f¬r bölen elemanlar bulunmad¬¼g¬ndan k = e0�d¬r. O halde R (b; c�1; e0) >

��d¬r. (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy grup oldu¼gundan b = c�dir.

(b � 
 � a) (v) > � ve (c � 
 � a) (v) > � olsun. (c � 
 � a) (v) > � oldu¼gun-

dan Teorem 3.4.(2)�den (c�1 � 
 � a) (v�1) > ��d¬r. k; u 2 M ve �0 2 � için

R (b; c�1; k) > � ve S (k; 
; a; �0; u) > � olsun. Her �; �; �0 2 � için

((b � 
 � a) � (c�1 � 
 � a)) (e0) � S (b; 
; a; �; v) ^ S (c�1; 
; a; �; v�1)

^R (v; v�1; e0) > �

ve ��
b � c�1

�
� 
 � a

�
(u) � R

�
b; c�1; k

�
^ S (k; 
; a; �0; u) > �:

d¬r. Böylece u = e0 oldu¼gundan S (k; 
; a; �0; e0) > ��d¬r. a 6= e0 oldu¼gundan

k = e0�d¬r. R (b; c�1; e0) > � ve (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy grup oldu¼gundan

b = c�dir.

Tersine, sol k¬salma kural¬ sa¼glans¬n. (e0 6=) a; b 2 M ve 
 2 � için,

(a � 
 � b) (e0) > � olsun. (a � 
 � e0) (e0) > � oldu¼gundan b = e0�d¬r. Benzer

şekilde sa¼g k¬salma kural¬sa¼glan¬rsa, (b � 
 � a) (e0) > � ve (e0 � 
 � a) (e0) > �
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iken b = e0 oldu¼gundan (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬nda s¬f¬r bölen eleman

bulunmaz.

(M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬ve ; 6= N � M olsun. Her a; b; c 2 N ve


; � 2 � için RN (a; b; c) = R (a; b; c) ve SN (a; 
; b; �; c) = S (a; 
; b; �; c) olsun.

Bu durumda,

(a4b) (c) = RN (a; b; c) = R (a; b; c) , 8 a; b; c 2 N (3.11)

(a � 
 � b) (c) =
_
�2�

SN (a; 
; b; �; c) =
_
�2�

S (a; 
; b; �; c) 8a; b; c 2 N ve 8 
 2 �:

(3.12)

Tan¬m 3.9. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬ve ; 6= N �M olsun. Buna göre,

(i) Her a; b 2 N , c 2 M ve 
 2 � için (a � b) (c) > � iken c 2 N ve

(a � 
 � b) (c) > � iken c 2 N ,

(ii) (N;�; RN ; SN) bir fuzzy �-halka,

koşullar¬ sa¼glan¬rsa (N;�; RN ; SN)� ye (M;�; R; S)� nin fuzzy alt �-halkas¬

denir.

Önerme 3.10. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬ve ; 6= N � M olsun:Buna

göre (N;�; RN ; SN), (M;�; R; S)�nin fuzzy alt �-halkas¬d¬r,

(i) Her a; b 2 N , c 2 M ve 
 2 � için (a � b) (c) > � iken c 2 N ve

(a � 
 � b) (c) > � iken c 2 N ,

(ii) Her a 2 N için a�1 2 N�dir.

·Ispat. (N;�; RN ; SN), (M;�; R; S)�nin fuzzy alt �-halkas¬olsun. Tan¬m

3.9(i)�den (i) sa¼glan¬r. Tan¬m 3.9(ii)�den (N;�; RN ; SN) bir fuzzy �-halka

oldu¼gundan (N;RN) de¼gi̧smeli fuzzy gruptur. Dolay¬s¬yla (ii) de sa¼glan¬r.

Tersine, (i) ve (ii) sa¼glans¬n. (i)�den Tan¬m 3.9(i) sa¼glan¬r. Her a 2 N için

a�1 2 N ve RN (a; a�1; e0) = R (a; a�1; e0) > � oldu¼gundan e0 2 N olur. N �

M oldu¼gundan fuzzy �-halkas¬tan¬m¬n¬n di¼ger şartlar¬da sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla

(N;�; RN ; SN) bir fuzzy �-halkas¬d¬r. O halde (N;�; RN ; SN), (M;�; R; S)�nin

bir fuzzy alt �-halkas¬d¬r.
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Teorem 3.11. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬olsun. Buna göre,

C = fa 2M j (x � 
 � a) (c) > � , (a � 
 � x) (c) > �

8x; c 2M , 
 2 �g

kümesi (M;�; R; S)�nin bir fuzzy alt �-halkas¬d¬r.

·Ispat. Her x 2 M , 
 2 � için (x � 
 � e0) (e0) > � ve (e0 � 
 � x) (e0) > �

oldu¼gundan e0 2 C�dir. Böylece C 6= ;�dir.

(i) a1; a2 2 C ve (a1 � a2) (b) = R (a1; a2; b) > � iken b 2 C mi?

a; b; c; b1; b2; d1; d2 2M için S (b; 
; a; �; c) > �, S (a; 
; b; �; d1) > �,

S (a; 
; a1; �; b1) > �, S (a; 
; a2; �0; b2) > � ve R (b1; b2; d2) > � olsun.

R (a1; a2; b) > � ve R (a2; a1; b) > � oldu¼gundan,

(a � 
 � (a1 � a2)) (d1) � R (a1; a2; b) ^ S (a; 
; b; �; d1) > �

ve

((a � 
 � a1) � (a � 
 � a2)) (d2) � S (a; 
; a1; �; b1) ^ S (a; 
; a2; �0; b2)

^R (b1; b2; d2) > �

oldu¼gundan d1 = d2�dir. Yani R (b1; b2; d1) > � olur.

a1; a2 2 C oldu¼gundan S (a1; 
; a; �; b1) > �, S (a2; 
; a; �0; b2) > � d¬r. Bu

durumda,

((a2 � a1) � 
 � a) (c) � R (a2; a1; b) ^ S (b; 
; a; �; c) > �

ve

((a2 � 
 � a) � (a1 � 
 � a)) (d1) � S (a2; 
; a; �0; b2) ^ S (a1; 
; a; �; b1)

^R (b2; b1; d1) > �

oldu¼gundan c = d1�dir. Yani S (b; 
; a; �; c) > � iken S (a; 
; b; �; c) > � olur.

Tersine, S (a; 
; b; �; c) > �, S (b; 
; a; �; d1) > �, S (a; 
; a1; �; b1) > �,

S (a; 
; a2; �
0; b2) > � ve R (b1; b2; d2) > � olsun. Bu durumda,

((a1 � a2) � 
 � a) (d1) � R (a1; a2; b) ^ S (b; 
; a; �; d1) > �
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ve

((a1 � 
 � a) � (a2 � 
 � a)) (d2) � S (a1; 
; a; �; b1) ^ S (a2; 
; a; �0; b2)

^R (b1; b2; d2) > �

oldu¼gundan d1 = d2�dir. Böylece R (b1; b2; d1) > � olur.

(a � 
 � (a1 � a2)) (c) � R (a1; a2; b) ^ S (a; 
; b; �; c) > �

ve

((a � 
 � a1) � (a � 
 � a2)) (d1) � S (a; 
; a1; �; b1) ^ S (a; 
; a2; �0; b2)

^R (b1; b2; d2) > �

oldu¼gundan d1 = c olur. Yani S (a; 
; b; �; c) > � iken S (b; 
; a; �; c) > � olur.

Böylece b 2 C�dir.

a1; a2 2 C ve � 2 � için (a1 � 
 � a2) (b) > � iken b 2 C mi?

a; b; c; b1; b2; d1; d2 2 M ve �; �; 
; �0; �0; 
0 2 � için S (a; �; b; �0; d1) > �,

S (a; �; a2; �
0; d) > �, S (b; �; a; �0; c) > � ve S (d; �; a1; �0; d2) > � olsun.

S (a1; �; a2; 
; b) > � ve S (a2; �; a1; 
; b) > � oldu¼gundan

(a � � � (a2 � � � a1)) (d1) � S (a2; �; a1; 
; b) ^ S (a; �; b; �0; d1) > �

ve

((a � � � a2) � � � a1) (d2) � S (a; �; a2; �0; d) ^ S (d; �; a1; �0; d2) > �

d¬r. Böylece d1 = d2�dir. S (d; �; a1; �0; d1) > � olur.

S (a2; �; a; �
0; d) > � ve S (a1; 
; d; �0; d1) > � oldu¼gundan

((a1 � � � a2) � � � a) (c) � S (a1; �; a2; 
; b) ^ S (b; �; a; �0; c) > �

ve

(a1 � � � (a2 � � � a)) (d1) � S (a2; �; a; �0; d) ^ S (a1; �; d; �0; d1) > �

oldu¼gundan d1 = c�dir. O halde S (b; �; a; �0; d1) > ��d¬r. Yani S (a; �; b; �0; d1)

> � iken S (b; �; a; �0; d1) > � olur.
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Tersine, S (b; �; a; �0; c) > � iken S (a; �; b; �0; c) > � m¬? S (a; �; b; �0; d1)

> �, S (a; �; a2; �
0; d) > �, S (b; �; a; �0; c) > � ve S (d; �; a1; �0; d2) > � olsun.

S (a1; �; a2; 
; b) > � ve S (a2; �; a1; 
; b) > � oldu¼gundan

(a � � � (a2 � � � a1)) (d1) � S (a2; �; a1; 
; b) ^ S (a; �; b; �0; d1) > �

ve

((a � � � a2) � � � a1) (d2) � S (a; �; a2; �0; d) ^ S (d; �; a1; �0; d2) > �

d¬r. Böylece d1 = d2�dir. S (d; �; a1; �0; d1) > � olur.

S (a2; �; a; �
0; d) > � ve S (a1; �; d; �0; d1) > � oldu¼gundan

((a1 � � � a2) � � � a) (c) � S (a1; �; a2; 
; b) ^ S (b; �; a; �0; c) > �

ve

(a1 � � � (a2 � � � a)) (d1) � S (a2; �; a; �0; d) ^ S (a1; �; d; �0; d1) > �

oldu¼gundan d1 = c�dir. O halde S (a; �; b; �0; c) > ��d¬r. Yani S (b; �; a; �0; c) >

� iken S (a; �; b; �0; c) > ��d¬r. Böylece b 2 C�dir.

(ii) a 2 C ise a�1 2 C mi? Yani S (b; 
; a�1; �; d) > � iken S (a�1; 
; b; �; d)

> � m¬?

S (a�1; 
; b; �; c) > �, S (b; 
; a; 
0; b1) > �, R (b1; c; b2) > � ve R (b1; d; d1)

> � olsun.

��
a�1 � a

�
� 
 � b

�
(e0) � R

�
a�1; a; e0

�
^ S (e0; 
; b; �; e0) > �

ve

((a�1 � 
 � b) � (a � 
 � b)) (b2) � S (a�1; 
; b; �; c) ^ S
�
a; 
; b; 


0
; b1
�

^R (c; b1; b2) > �

oldu¼gundan e0 = b2�dir. R (c; b1; e0) > � olur.�
b � 
 �

�
a�1 � a

��
(e0) � R

�
a�1; a; e0

�
^ S (b; 
; e0; �; e0) > �
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ve

((b � 
 � a�1) � (b � 
 � a)) (d1) � S (b; 
; a�1; �; d) ^ S
�
b; 
; a; 


0
; b1
�

^R (d; b1; d1) > �

oldu¼gundan e0 = d1�dir. R (d; b1; e0) > � olur.

R (b1; c; e0) > �, R (d; b1; e0) > � ve (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy grup oldu¼gun-

dan d = c�dir. Böylece S (b; 
; a�1; �; d) > � iken S (a�1; 
; b; �; d) > ��d¬r.

Tersine, S (a�1; 
; b; �; c) > � iken S (b; 
; a�1; �; c) > � m¬?

S (b; 
; a�1; �; d) > �, S (b; 
; a; 
0; b1) > �, R (b1; c; b2) > � ve R (b1; d; d1)

> � olsun.

��
a�1 � a

�
� 
 � b

�
(e0) � R

�
a�1; a; e0

�
^ S (e0; 
; b; �; e0) > �

ve

((a�1 � 
 � b) � (a � 
 � b)) (b2) � S (a�1; 
; b; �; c) ^ S
�
a; 
; b; 


0
; b1
�

^R (c; b1; b2) > �

oldu¼gundan e0 = b2�dir. R (c; b1; e0) > � olur.�
b � 
 �

�
a�1 � a

��
(e0) � R

�
a�1; a; e0

�
^ S (b; 
; e0; �; e0) > �

ve

((b � 
 � a�1) � (b � 
 � a)) (d1) � S (b; 
; a�1; �; d) ^ S
�
b; 
; a; 


0
; b1
�

^R (d; b1; d1) > �

oldu¼gundan e0 = d1�dir. R (d; b1; e0) > � olur.

R (b1; c; e0) > �, R (d; b1; e0) > � ve (M;R) de¼gi̧smeli fuzzy grup oldu¼gun-

dan d = c�dir. Böylece S (a�1; 
; b; �; c) > � iken S (b; 
; a�1; �; c) > ��d¬r.

Sonuç olarak, a�1 2 C olur.

Tan¬m 3.12. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬ve ; 6= I � M olsun. Her

a; b 2 I, her n;m 2 M ve her 
 2 � için, (a � b) (m) > � iken m 2 I, a�1 2 I,

(n � 
 � a) (m) > � iken m 2 I ((a � 
 � n) (m) > � iken m 2 I) ise I�ya M

nin sol (sa¼g) fuzzy ideali denir.
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I, M�nin hem sa¼g hem de sol fuzzy ideali ise I�ya M� nin fuzzy ideali

denir.

I, (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬n¬n sol (sa¼g) ideali ise I; M�nin fuzzy alt

�-halkas¬d¬r. M de¼gi̧smeli fuzzy �-halkas¬ise M�nin her sol (sa¼g) ideali ayn¬

zamanda sa¼g (sol) fuzzy idealidir.

Önerme 3.13. � indeks kümesi olmak üzere; i 2 � için Ii�ler, (M;�; R; S)

fuzzy �-halkas¬n¬n fuzzy idealleri olsun. Bu durumda,
\
i2�
Ii, M�nin bir fuzzy

idealidir.

·Ispat. Her i 2 � için Ii�ler, (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬n¬n fuzzy idealleri

olsun. Her a 2 Ii için a�1 2 Ii ve (a � a�1) (e0) > � oldu¼gundan e0 2 Ii�dir.

Böylece e0 2
\
i2�
Ii olur.

\
i2�
Ii 6= ; ve

\
i2�
Ii � M�dir. a; b 2

\
i2�
Ii olsun. Her

i 2 � için a; b 2 Ii�dir. (M;R) fuzzy grup oldu¼gundan R (a; b; c) > � olacak

biçimde en az bir c 2 M vard¬r. Ii�ler ideal oldu¼gundan (a � b) (c) > � iken

c 2 Ii�dir. O halde c 2
\
i2�
Ii�dir. a 2

\
i2�
Ii oldu¼gundan her i 2 � için

a 2 Ii�dir. Ii�ler M�nin fuzzy idealleri oldu¼gundan her i 2 � için a�1 2 Ii
olur. Böylece a�1 2

\
i2�
Ii�dir. n 2 M olsun. a 2 M ve M fuzzy �-halkas¬

oldu¼gundan 
 2 � için (a � 
 � n) (m) > � olacak biçimde m 2 M vard¬r. Her

i 2 � için a 2 Ii ve Ii�ler M�nin fuzzy idealleri oldu¼gundan her i 2 � için

(a � 
 � n) (m) > � iken m 2 Ii�dir. Böylece m 2
\
i2�
Ii�dir. Benzer şekilde,

n; k 2 M ve � 2 � için (n � � � a) (k) > � iken k 2
\
i2�
Ii�dir. O halde

\
i2�
Ii,

M�nin bir fuzzy idealidir.

I, (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬n¬n fuzzy ideali olsun. Her a 2 M için

(a � I) (u) =
_
x2I
R (a; x; u) olmak üzere, � = fa � Ij a 2Mg kümesi üzerinde

aşa¼g¬daki ba¼g¬nt¬tan¬mlans¬n:

a1 � I � a2 � I , R
�
a�11 ; a2; u

�
> � olacak biçimde en az bir u 2 I vard¬r.
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Teorem 1.4.33�den �, � kümesi üzerinde bir fuzzy denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r. Ayr¬ca

(I; R), (M;R)�nin fuzzy alt grubu ve (M;R) de¼gi̧smeli oldu¼gundan (I; R),

(M;R)�nin normal fuzzy alt grubudur. [a � I] = fa0 � Ij a0 � I � a � Ig, a =

fa0j a0 2M , a0 � I � a � Ig ve M=I = f [a � I]j a 2Mg olsun. Teorem 1.4.36

dan,

([a � I]� [b � I]) ([c � I]) = R ([a � I] ; [b � I] ; [c � I]) =
_

(a0;b0;c0)2�a�
�
b��c

R (a0; b0; c0)

(3.13)

olmak üzere,
�
M=I;R

�
bir de¼gi̧smeli fuzzy gruptur.�

M=I;R
�
, (�; R) fuzzy gruplar ve S; M=I � � �M=I � � �M=I (k¬saca

(M=I;�)) üzerinde bir fuzzy ikili i̧slem olsun. Bu durumda,

F (M=I) =
�
A
��A :M=I ! [0; 1) bir dönüşüm

	
ve

S
�
A;G;B

�
(c0) =

_
a0;b02M=I

;�2�

�
A (a0) ^G (
) ^B (b0) ^ S (a0; 
; b0; �; c0)

�

olmak üzere,

S : F (M=I)� F (�)� F (M=I)! F (M=I)

dönüşümü vard¬r.

R ve S, (M=I;�) üzerinde iki fuzzy ikili i̧slem olsun. Bu durumda,

([a � I]
 
 
 [b � I]) ([c � I]) = S ([a � I] ; 
 [b � I] ; �; [c � I]) (3.14)

=
_

(a0;
;b0;�;c0)2�a�
�
�
b����c

S (a0; 
; b0; �; c0)

(([a � I]� [b � I])� ([c � I])) ([u � I]) =
_
d2M

(R ([a � I] ; [b � I] ; [d � I])

^R ([d � I] ; [c � I] ; [u � I)])
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([a � I]� ([b � I]� (c � I))) ([w � I]) =
_
d2M

(R ([b � I] ; [c � I] ; [d � I])

^R ([a � I] ; [d � I] ; [w � I]))

([a � I]
 
 
 ([b � I]� [c � I])) ([z � I]) =
_

d2M;�2�

(R ([b � I] ; [c � I] ; [d � I])

^ S ([a � I] ; 
; [d � I] ; �; [z � I]))

(([a � I]
 
 
 [b � I])� ([a � I]
 
 
 [c � I])) ([z � I])

=
_

d1;d22M
�;�02�

(S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �; [d � I])

^S ([a � I] ; 
; [c � I] ; �0; [d2 � I]) ^R ([d1 � I] ; [d2 � I] ; [z � I]))

([a � I]
 (
 � 
0)
 [b � I]) ([z � I]) =
_

�;�02�

(R (
; 
0; �)

^S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �0; [z � I]))

(([a � I]
 
 
 [b � I])� ([a � I]
 
0 
 [b � I])) ([z � I])

=
_
c;d2M
�;�02�

(
�
S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �; [c � I])

^
�
S ([a � I] ; 
0; [b � I] ; �0; [d � I]) ^

�
R ([c � I] ; [d � I] ; [z � I]))

(([a � I]� [b � I])
 � 
 [c � I]) ([z � I]) =
_
d2M
�02�

(R ([a � I] ; [b � I] ; [d � I])

^ S ([d � I] ; �; [c � I] ; �0; [z � I]))

(([a � I]
 � 
 [c � I])� ([b � I]
 � 
 [c � I])) ([z � I])

=
_

d1;d22M
�0;�002�

(S ([a � I] ; �; [c � I] ; �0; [d1 � I])

^S ([b � I] ; �; [c � I] ; �00; [d2 � I]) ^R ([d1 � I] ; [d2 � I] ; [z � I]))
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biçiminde özellikler vard¬r.

Teorem 3.15. (M;�; R; S) bir fuzzy �-halkas¬ve I, M�nin fuzzy ideali

olsun. Buna göre,
�
M=I;R

�
çarp¬m fuzzy grubu,

([a � I]
 
 
 [b � I]) ([c � I]) = S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �; [c � I])

=
_

(a0;
;b0;�;c0)2a�
�b���c

S (a0; 
; b0; �; c0)

i̧slemi ile bir fuzzy �-halkas¬d¬r.

·Ispat. S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �; [c � I]) > � ve S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �; [d � I]) >

� olsun. [c � I] = [d � I] m¬?

a1 2 a, b1 2 b, c1 2 c, a01 2 a, b01 2 b, d1 2 d ve 
; � 2 � için

S (a1; 
; b1; �; c1) > � ve S (a01; 
; b
0
1; �; d1) > ��d¬r.

a01 � I � a1 � I, b01 � I � b1 � I oldu¼gundan h1; h2 2 I için R (a01; h1; a1) > �

ve R (b01; h2; b1) > ��d¬r.

z; h3; t 2 M ve �; �1 2 � için S (a01; 
; b1; �; z) > �, S (h1; 
; b1; �1; h3) > �

ve R (z; h3; t) > � olsun. I ideal ve h1 2 I oldu¼gundan h3 2 I�d¬r.

((a01 � h1) � 
 � b1) (c1) � R (a01; h1; a1) ^ S (a1; 
; b1; �; c1) > �

ve

((a01 � 
 � b1) � (h1 � 
 � b1)) (t) � S (a01; 
; b1; �; z) ^ S (h1; 
; b1; �1; h3)

^R (z; h3; t) > �

oldu¼gundan t = c1�dir. Böylece R (z; h3; c1) > � olur.

z2; h4 2 M ve 
1 2 � için S (a01; 
; h2; 
1; h4) > � ve R (h4; d1; z2) > �

olsun. I ideal ve h2 2 I oldu¼gundan h4 2 I�d¬r. Bu durumda,

(a01 � 
 � (h2 � b01)) (z) � R (b01; h2; b1) ^ S (a01; 
; b1; �; z) > �

ve

((a01 � 
 � h2) � (a01 � 
 � b01)) (z2) � S (a01; 
; h2; 
1; h4) ^ S (a01; 
; b01; �; d1)

^R (h4; d1; z2) > �
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oldu¼gundan z = z2�dir. Böylece R (h4; d1; z) > � olur.

h3; h4 2 I oldu¼gundan R
�
h�13 ; h

�1
4 ; h5

�
> � olacak biçimde h5 2 I vard¬r.

R (h4; d1; z) > � veR (z; h3; c1) > � oldu¼gundanR
�
z; h�14 ; d1

�
> � veR

�
c1; h

�1
3 ; z

�
> ��d¬r. t1 2M için R (c1; h5; t1) > � olsun. Bu durumda,��

c1 � h�13
�
� h�14

�
(d1) � R

�
c1; h

�1
3 ; z

�
^R

�
z; h�14 ; d1

�
> �

ve �
c1 �

�
h�13 � h�14

��
(t1) � R

�
h�13 ; h

�1
4 ; h5

�
^R (c1; h5; t1) > �

oldu¼gundan t1 = d1�dir. Yani R (c1; h5; d1) > � olur. Sonuç olarak, [d � I] =

[c � I] olur. O halde, S; M=I üzerinde fuzzy ikili i̧slemdir.

(M,�)1.
�
M=I;R

�
ve (�; R) de¼gi̧smeli fuzzy gruplard¬r.

(1) 8a; b 2M , R (a; b; c) > � olacak biçimde c 2M vard¬r.

R ([a � I] ; [b � I] ; [c � I]) � R (a; b; c) > ��d¬r.

(2) R ([a � I] ; [b � I] ; [c � I]) > � ve R ([a � I] ; [b � I] ; [d � I]) > � olsun.

[c � I] = [d � I] m¬?

a1 2 a, b1 2 b, c1 2 c, a01 2 a, b01 2 b, d1 2 d için R (a1; b1; c1) > � ve

R (a01; b
0
1; d1) > ��d¬r.

a01 � I � a1 � I, b01 � I � b1 � I oldu¼gundan h1; h2 2 I için R (a01; h1; a1) > �

ve R (b01; h2; b1) > ��d¬r.

z 2 M için R (h1; b01; z) > � ise R
�
z; b0�11 ; h1

�
> ��d¬r. Buradan b0�11 � I �

z � I�d¬r ve h01 2 I için R
�
b0�11 ; z; h01

�
> ��d¬r.

y 2M için R (b01; h
0
1; y) > � ise�

b01 �
�
b0�11 � z

��
(y) � R

�
b0�11 ; z; h01

�
^R (b01; h01; y) > �

ve ��
b01 � b0�11

�
� z
�
(z) � R

�
b01; b

0�1
1 ; e0

�
^R (e0; z; z) > �

oldu¼gundan y = z�dir.

z1; y1 2M için R (h1; b1; z1) > � ve R (a01; z1; y1) > � ise

(a01 � (h1 � b1)) (y1) � R (h1; b1; z1) ^R (a01; z1; y1) > �
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ve

((a01 � h1) � b1) (c1) � R (a01; h1; a1) ^R (a1; b1; c1) > �

oldu¼gundan y1 = c1�dir. Yani R (a01; z1; c1) > � olur.

p1 2M için R (z; h2; p1) > � ise

((h1 � b01) � h2) (p1) � R (h1; b01; z) ^R (z; h2; p1) > �

ve

(h1 � (b01 � h2)) (z1) � R (b01; h2; b1) ^R (h1; b1; z1) > �

oldu¼gundan p1 = z1�dir. Yani R (z; h2; z1) > � ve R (y; h2; z1) > � olur.

h;w1 2M için R (h01; h2; h) > �, R (b
0
1; h; w1) > � al¬n¬rsa; h 2 I ve

(b01 � (h01 � h2)) (w1) � R (h01; h2; h) ^R (b01; h; w1) > �

ve

((b01 � h01) � h2) (z1) � R (b01; h01; z) ^R (z; h2; z1) > �

oldu¼gundan w1 = z1�dir. Yani R (b01; h; z1) > � olur.

w 2M için R (d1; h; w) > � olsun. Bu durumda,

((a01 � b01) � h) (w) � R (a01; b01; d1) ^R (d1; h; w) > �

ve

(a01 � (b01 � h)) (c1) � R (b01; h; z1) ^R (a01; z1; c1) > �

oldu¼gundan w = c1�dir. Yani R (d1; h; c1) > ��d¬r. Böylece R
�
d�11 ; c1; h

�
> �

oldu¼gundan d1 � I � c1 � I�d¬r. Sonuç olarak, [d � I] = [c � I] olur. O halde,

R; M=I üzerinde fuzzy ikili i̧slemdir.

(3) (([a � I]� [b � I])� [c � I]) ([d � I]) > � ve

([a � I]� ([b � I]� [c � I])) ([w � I]) > � olsun.

a1; a
0
1; b1; b

0
1; c1; c

0
1; d1; w1 2 M için c1 � I � c01 � I, a01 � I � a1 � I � a � I,

b01 � I � b1 � I � b � I, d1 � I � d � I ve w1 � I � w � I olsun. Bu durumda,

h1; h2; h3 2 I ve x01; x02 2M için

R (a1; b1; x
0
1) ^R (x01; c1; d1) > �,
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R (b01; c
0
1; x

0
2) ^R (a01; x02; w1) > �,

R (a01; h1; a1) > �, R (b
0
1; h2; b1) > �, R (c

0
1; h3; c1) > �

d¬r.

z1 2M için R (a01; b
0
1; z1) > � olsun.

R (h1; b
0
1; z) > � olacak biçimde z 2 M vard¬r. Buradan R

�
z; b0�11 ; h1

�
> �

oldu¼gundan b0�11 � I � z � I�d¬r. O halde R
�
b0�11 ; z; h01

�
> � olacak biçimde

h01 2 I vard¬r.

y 2M için R (b01; h
0
1; y) > � olsun. Bu durumda,�

b01 �
�
b0�11 � z

��
(y) � R

�
b0�11 ; z; h01

�
^R (b01; h01; y) > �

ve ��
b01 � b0�11

�
� z
�
(z) � R

�
b01; b

0�1
1 ; e0

�
^R (e0; z; z) > �

oldu¼gundan y = z�dir.

z2; y1 2M için R (h1; b1; z2) > � ve R (a01; z2; y1) > � olsun. Bu durumda,

(a01 � (h1 � b1)) (y1) � R (h1; b1; z2) ^R (a01; z2; y1) > �

ve

((a01 � h1) � b1) (x01) � R (a01; h1; a1) ^R (a1; b1; x01) > �

oldu¼gundan y1 = x01 dür. Yani R (a
0
1; z2; x

0
1) > � olur.

p1 2M için R (y; h2; p1) > � olsun. Bu durumda,

((h1 � b01) � h2) (p1) � R (h1; b01; z) ^R (z; h2; p1) > �

ve

(h1 � (b01 � h2)) (z2) � R (b01; h2; b1) ^R (h1; b1; z2) > �

oldu¼gundan p1 = z2�dir. Yani R (z; h2; z2) > � ve R (y; h2; z2) > � olur.

h;w1 2M için R (h01; h2; h) > �, R (b
0
1; h; w1) > � al¬n¬rsa; h 2 I ve

(b01 � (h01 � h2)) (w1) � R (h01; h2; h) ^R (b01; h; w1) > �
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ve

((b01 � h01) � h2) (z2) � R (b01; h01; y) ^R (y; h2; z2) > �

oldu¼gundan w1 = z2�dir. Yani R (b01; h; z2) > � olur.

w 2M için R (z1; h; w) > � olsun. Bu durumda,

((a01 � b01) � h) (w) � R (a01; b01; z1) ^R (z1; h; w) > �

ve

(a01 � (b01 � h)) (x01) � R (b01; h; z2) ^R (a01; z2; x01) > �

oldu¼gundan w = x01 dür. Yani R (z1; h; x
0
1) > ��d¬r.

z3 2M için R (z1; c01; z3) > � olsun.

R (h; c01; z4) > � olacak biçimde z4 2M vard¬r. Buradan R
�
z4; c

0�1
1 ; h

�
> �

oldu¼gundan c0�11 � I � z4 � I�d¬r. O halde R
�
c0�11 ; z4; h

0
2

�
> � olacak biçimde

h02 2 I vard¬r. y3 2M için R (c01; h
0
2; y3) > � olsun. Bu durumda,�

c01 �
�
c0�11 � z4

��
(y3) � R

�
c0�11 ; z4; h

0
2

�
^R (c01; h02; y3) > �

ve ��
c01 � c0�11

�
� z4

�
(z4) � R

�
c01; c

0�1
1 ; e0

�
^R (e0; z4; z4) > �

oldu¼gundan y3 = z4�dür. Yani R (c01; h
0
2; z4) > � olur.

z5; y4 2M için R (h; c1; z5) > � ve R (z1; z5; y4) > � olsun. Bu durumda,

(z1 � (h � c1)) (y4) � R (h; c1; z5) ^R (z1; z5; y4) > �

ve

((z1 � h) � c1) (d1) � R (z1; h; x01) ^R (x01; c1; d1) > �

oldu¼gundan y4 = d1 olur. Yani R (z1; z5; d1) > ��d¬r.

p2 2M için R (y3; h3; p2) > � olsun. Bu durumda,

(h � (c01 � h3)) (z5) � R (c01; h3; c1) ^R (h; c1; z5) > �
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ve

((h � c01) � h3) (p2) � R (h; c01; z4) ^R (z4; h3; p2) > �

oldu¼gundan p2 = z5�tir. Böylece R (y3; h3; z5) > � ve R (z4; h3; z5) > � olur.

h4 2 I için R (h02; h3; h4) > � ve w2 2M için R (c01; h4; w2) > � olsun.

(c01 � (h02 � h3)) (w2) � R (h02; h3; h4) ^R (c01; h4; w2) > �

ve

((c01 � h02) � h3) (z5) � R (c01; h02; z4) ^R (z4; h3; z5) > �

oldu¼gundan w2 = z5�tir.

w3 2M için R (z3; h4; w3) > � olsun. Bu durumda,

(z1 � (c01 � h4)) (d1) � R (c01; h4; z5) ^R (z1; z5; d1) > �

ve

((z1 � c01) � h4) (w3) � R (z1; c01; z3) ^R (z3; h4; w3) > �

oldu¼gundan d1 = w3�dür. Böylece R (z3; h4; d1) > ��d¬r.

(a01 � (b01 � c01)) (w1) � R (b01; c01; x02) ^R (a01; x02; w1) > �

ve

((a01 � b01) � c01) (z3) � R (a01; b01; z1) ^R (z1; c01; z3) > �

oldu¼gundan w1 = z3�dür. Böylece R (w1; h4; d1) > � oldu¼gundan w1�I � d1�I

d¬r. O halde [w � I] = [d � I] olur.

(4) Her a 2M için, ([a � I]� [e0 � I]) ([a � I]) � R (a; e0; a) > � ve

([e0 � I]� [a � I]) ([a � I]) � R (e0; a; a) > ��d¬r.

(5) ([a � I]� [a�1 � I]) ([e0 � I]) � R (a; a�1; e0) > � ve

([a�1 � I]� [a � I]) ([e0 � I]) � R (a�1; a; e0) > ��d¬r.

Böylece
�
M=I;R

�
bir fuzzy gruptur. Üstelik, ([a � I]� [b � I]) ([c � I]) > �

ve ([b � I]� [a � I]) ([w � I]) > � iken R (a; b; c) > � ve R (b; a; w) > � oldu¼gun-

dan c = w�d¬r. Dolay¬s¬yla
�
M=I;R

�
de¼gi̧smeli fuzzy gruptur.
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(M,�)2. (([a � I]
 
 
 [b � I])
 � 
 [c � I]) ([d � I]) > � ve

([a � I]
 
 
 ([b � I]
 � 
 [c � I])) ([w � I]) > � olsun.

a1; a
0
1; b1; b

0
1; c1; c

0
1; d1; w1 2 M için c1 � I � c01 � I; a01 � I � a1 � I � a � I;

b01 � I � b1 � I � b � I; d1 � I � d � I; w1 � I � w � I olsun. Bu durumda,

h1; h2; h3 2 I; x01; x02 2M ve 
; �; �; 
1; �1; �1 2 � için,

S (a1; 
; b1; �; x
0
1) ^ S (x01; �; c1; �1; d1) > �;

S (b01; �; c
0
1; �1; x

0
2) ^ S (a01; 
; x02; 
1; w1) > �;

R (a01; h1; a1) > �; R (b
0
1; h2; b1) > �; R (c

0
1; h3; c1) > �

d¬r.

z1 2M ve 
2 2 � için S (a01; 
; b01; 
2; z1) > � olsun.

R (a01; h1; a1) > � oldu¼gundan R
�
a1; h

�1
1 ; a

0
1

�
> ��d¬r.

z 2M; h4 2 I ve �2; �2 2 � için S (a01; 
; b1; �2; z) > � ve S (h1; 
; b1; �2; h4) >

� olsun. S
�
h�11 ; 
; b1; �2; h

�1
4

�
> ��d¬r. y 2 M için R

�
x01; h

�1
4 ; y

�
> � olsun.

Bu durumda,

��
a1 � h�11

�
� 
 � b1

�
(z) � R

�
a1; h

�1
1 ; a

0
1

�
^ S (a01; 
; b1; �2; z) > �

ve�
(a1 � 
 � b1) �

�
h�11 � 
 � b1

��
(y) � S (a1; 
; b1; �; x01) ^ S

�
h�11 ; 
; b1; �2; h

�1
4

�
^R

�
x01; h

�1
4 ; y

�
> �

oldu¼gundan y = z�dir. Böylece R
�
x01; h

�1
4 ; z

�
> � olur.

y1 2 M; h5 2 I ve �2 2 � için S (a01; 
; h2; �2; h5) > � ve R (h5; z1; y1) > �

olsun. Bu durumda

(a01 � 
 � (h2 � b01) (z)) � R (h2; b01; b1) ^ S (a01; 
; b1; �2; z) > �

ve

((a01 � 
 � h2) � (a01 � 
 � b01)) (y1) � S (a01; 
; h2; �2; h5) ^ S (a01; 
; b01; 
2; z1)

^R (h5; z1; y1) > �
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oldu¼gundan y1 = z�dir. Böylece R (h5; z1; z) > � olur.

h4; h5 2 I oldu¼gundan R
�
h�14 ; h

�1
5 ; h

0� > � olacak biçimde h0 2 I vard¬r.

R (h5; z1; z) > � oldu¼gundan R
�
z; h�15 ; z1

�
> ��d¬r. t 2M için R (x01; h

0; t) > �

olsun. Bu durumda,

�
x01 �

�
h�14 � h�15

��
(t) � R

�
h�14 ; h

�1
5 ; h

0� ^R (x01; h0; t) > �
ve ��

x01 � h�14
�
� h�15

�
(z1) � R

�
x01; h

�1
4 ; z

�
^R

�
z; h�15 ; z1

�
> �

oldu¼gundan t = z1�dir. Böylece R (x01; h
0; z1) > � oldu¼gundan R (z1; h; x01) > �

olacak biçimde h 2 I vard¬r.

z3 2M; h6 2 I ve �1; �3 2 � için S (z1; �; c1; �1; z3) > � ve S (h; �; c1; �3; h6)

> � olsun. R (z1; h; x01) > � oldu¼gundanR (x
0
1; h

�1; z1) > � ve S (h; �; c1; �3; h6) >

� oldu¼gundan S
�
h�1; �; c1; �3; h

�1
6

�
> ��d¬r. p 2 M için R

�
d1; h

�1
6 ; p

�
> �

olsun. Bu durumda,

��
x01 � h�1

�
� � � c1

�
(z3) � R

�
x01; h

�1; z1
�
^ S (z1; �; c1; �1; z3) > �

ve

((x01 � � � c1) � (h�1 � � � c1)) (p) � S (x01; �; c1; �1; d1) ^ S
�
h�1; �; c1; �3; h

�1
6

�
^R

�
d1; h

�1
6 ; p

�
> �

oldu¼gundan p = z3�tür. Böylece R
�
d1; h

�1
6 ; z3

�
> � olur.

z2; p1 2M; h7 2 I ve 
3 2 � için S (z1; �; c01; 
3; z2) > � , S (z1; �; h3; �3; h7) >

� ve R (h7; z2; p1) > � olsun.

(z1 � � � (h3 � c01)) (z3) � R (h3; c01; c1) ^ S (z1; �; c1; �1; z3) > �

ve

((z1 � � � h3) � (z1 � � � c01)) (p1) � S (z1; �; h3; �3; h7) ^ S (z1; �; c01; 
3; z2)

^R (h7; z2; p1) > �

oldu¼gundan p1 = z3�tür. Böylece R (h7; z2; z3) > � olur.
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h6; h7 2 I oldu¼gundan R
�
h�16 ; h

�1
7 ; h

00� > � olacak biçimde h00 2 I vard¬r.
R (h7; z2; z3) > � oldu¼gundanR

�
z3; h

�1
7 ; z2

�
> ��d¬r. t1 2M içinR (h00; d1; t1) >

� olsun. Bu durumda,�
d1 �

�
h�16 � h�17

��
(t1) � R

�
h�16 ; h

�1
7 ; h

00� ^R (d1; h00; t1) > �
ve ��

d1 � h�16
�
� h�17

�
(z2) � R

�
d1; h

�1
6 ; z3

�
^R

�
z3; h

�1
7 ; z2

�
> �

oldu¼gundan t1 = z�dir. Böylece R (h00; d1; z2) > � olur.

((a01 � 
 � b01) � � � c01) (z2) � S (a01; 
; b01; 
2; z1) ^ S (z1; �; c01; 
3; z2) > �

ve

(a01 � 
 � (b01 � � � c01)) (w1) � S (b01; �; c01; �1; x02) ^ S (a01; 
; x02; 
1; w1) > �

oldu¼gundan z2 = w1�dir. Böylece R (h00; d1; w1) > � oldu¼gundan w1 �I � d1 �I

d¬r. O halde [w � I] = [d � I] olur.

(M,�)3. (i) ([a � I]
 
 
 ([b � I]� [c � I])) ([d � I]) > � ve

(([a � I]
 
 
 [b � I])� ([a � I]
 
 
 [c � I])) ([w � I]) > � olsun.

a1; a
0
1; b1; b

0
1; c1; c

0
1; d1; w1 2 M için c1 � I � c01 � I; a01 � I � a1 � I � a � I;

b01 � I � b1 � I � b � I; d1 � I � d � I; w1 � I � w � I olsun.

Bu durumda, h1; h2; h3 2 I; x01; x02; x03 2M ve 
; �; �; � ;2 � için

R (b1; c1; x
0
1) ^ S (a1; 
; x01; �; d1) > �;

S (a01; 
; b
0
1; �; x

0
2) ^ S (a01; 
; c01; � ; x03) ^R (x02; x03; w1) > �;

R (a01; h1; a1) > �; R (b
0
1; h2; b1) > �; R (c

0
1; h3; c1) > �

d¬r.

z1 2M için R (b01; c
0
1; z1) > � olsun.

R (h2; c
0
1; z) olacak biçimde z 2M vard¬r.

z2; y1 2M için R (h2; c1; z2) > � ve R (b01; z2; y1) > � olsun. Bu durumda,

(b01 � (h2 � c1)) (y1) � R (h2; c1; z2) ^R (b01; z2; y1) > �
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ve

((b01 � h2) � c1) (x01) � R (b01; h2; b1) ^R (b1; c1; x01) > �

oldu¼gundan x01 = y1�dir. Böylece R (b
0
1; z2; x

0
1) > � olur.

p1 2M için R (z; h3; p1) > � olsun. Bu durumda,

(h2 � (c01 � h3)) (z2) � R (c01; h3; c1) ^R (h2; c1; z2) > �

ve

((h2 � c01) � h3) (p1) � R (h2; c01; z) ^R (z; h3; p1) > �

oldu¼gundan z2 = p1�dir. Böylece R (z; h3; z2) > � olur.

h 2 I için R (h2; h3; h) > � ve y2 2M için R (c01; h; y2) > � olsun.

(c01 � (h2 � h3)) (y2) � R (h2; h3; h) ^R (c01; h; y2) > �

ve

((c01 � h2) � h3) (z2) � R (c01; h2; z) ^R (z; h3; z2) > �

oldu¼gundan y2 = z2�dir. Böylece R (c01; h; z2) > � olur.

p2 2M için R (z1; h; p2) > � olsun. Bu durumda,

(b01 � (c01 � h)) (x01) � R (c01; h; z2) ^R (b01; z2; x01) > �

ve

((b01 � c01) � h) (p2) � R (b01; c01; z1) ^R (z1; h; p2) > �

oldu¼gundan x01 = p2�dir. Böylece R (z1; h; x
0
1) > � olur.

z3 2 M ve 
1 2 � için S (a01; 
; z1; 
1; z3) > � olsun. R (z1; h; x01) > �

oldu¼gundan R (x01; h
�1; z1) > ��d¬r. S (a1; 
; h; �1; h4) > � olacak biçimde h4 2

I ve �1 2 � vard¬r. Buradan S
�
a1; 
; h

�1; �1; h
�1
4

�
> � d¬r.

z4; y 2M ve �1 2 � için S (a1; 
; z1; �1; z4) > � ve R
�
d1; h

�1
4 ; y

�
> � olsun.

Bu durumda,

�
a1 � 
 �

�
x01 � h�1

��
(z4) � R

�
x01; h

�1; z1
�
^ S (a1; 
; z1; �1; z4) > �
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ve

((a1 � 
 � x01) � (a1 � 
 � h�1)) (y) � S (a1; 
; x01; �; d1) ^ S
�
a1; 
; h

�1; �1; h
�1
4

�
^R

�
d1; h

�1
4 ; y

�
> �

oldu¼gundan y = z4�dür. Böylece R
�
d1; h

�1
4 ; z4

�
> � olur.

z5 2 M; h01 2 I ve � 1 2 � için S (h1; 
; z1; � 1; h01) > � ve R (z3; h01; z5) > �

olsun. Bu durumda,

((h1 � a01) � 
 � z1) (z4) � R (h1; a01; a1) ^ S (a1; 
; z1; �1; z4) > �

ve

((h1 � 
 � z1) � (a01 � 
 � z1)) (z5) � S (h1; 
; z1; � 1; h01) ^ S (a01; 
; z1; 
1; z3)

^R (h01; z3; z5) > �

oldu¼gundan z4 = z5�tir. Böylece R (z3; h01; z4) > � olur.

h01; h4 2 I oldu¼gundan R
�
h�14 ; h

0�1
1 ; h5

�
> � olacak biçimde h5 2 I vard¬r.

t 2M için R (d1; h5; t) > � olsun. Bu durumda,�
d1 �

�
h�14 � h0�11

��
(t) � R

�
h�14 ; h

0�1
1 ; h5

�
^R (d1; h5; t) > �

ve ��
d1 � h�14

�
� h0�11

�
(z3) � R

�
d1; h

�1
4 ; z4

�
^R

�
z4; h

0�1
1 ; z3

�
> �

oldu¼gundan z3 = t�dir. Böylece R (d1; h5; z3) > � olur.

(a01 � 
 � (b01 � c01)) (z3) � R (b01; c01; z1) ^ S (a01; 
; z1; 
1; z3) > �

ve

((a01 � 
 � b01) � (a0 � 
 � c01)) (w1) � S (a01; 
; b01; �; x02) ^ S (a01; 
; c01; � ; x03)

^R (x02; x03; w1) > �

oldu¼gundan z3 = w�dir. Böylece R (d1; h5; w1) > � oldu¼gundan w1 � I � d1 � I

d¬r. O halde [w � I] = [d � I] olur.

(ii) ([a � I] � (
 � �) � [b � I]) ([c � I]) > � ve

([a � I] � 
 � [b � I])� ([a � I] � � � [b � I]) ([d � I]) > � olsun.
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a1; a
0
1; b1; b

0
1; c1; d1 2 M için a01 � I � a1 � I � a � I; b01 � I � b1 � I � b � I;

c1 � I � c � I; d1 � I � d � I olsun. Bu durumda, h1; h2;2 I; x01; x02 2 M ve

�; �1; �1; 
1 2 � için

R (
; �; �) ^ S (a1; �; b1; �1; c1) > �

S (a01; 
; b
0
1; 
1; x

0
1) ^ S (a01; �; b01; �1; x02) ^R (x01; x02; d1) > �

R (a01; h1; a1) > �, R (b
0
1; h2; b1) > �

d¬r.

z1 2 M; �2 2 � için S (a01; �; b
0
1; �2; z1) > � olsun. h1 2 I oldu¼gundan

S (h1; �; b1; �2; h3) > � olacak biçimde h3 2 I; �2 2 � vard¬r. z; t 2 M ve


2 2 � için S (a01; �; b1; 
2; z) > � ve R (z; h3; t) > � olsun. Bu durumda,

((a01 � h1) � � � b1) (c1) � R (a01; h1; a1) ^ S (a1; �; b1; �1; c1) > �

ve

((a01 � � � b1) � (h1 � � � b1)) (t) � S (a01; �; b1; 
2; z) ^ S (h1; �; b1; �2; h3)

^R (z; h3; t) > �

oldu¼gundan t = c1�dir. Böylece R (z; h3; c1) > � olur.

h2 2 I oldu¼gundan S (a01; �; h2; �3; h4) > � olacak biçimde h4 2 I; �3 2 �

vard¬r. t1 2M için R (h4; z1; t1) > � olsun. Bu durumda,

(a01 � � � (h2 � b01)) (z) � R (h2; b01; b1) ^ S (a01; �; b1; 
2; z) > �

ve

((a01 � � � h2) � (a01 � � � b01)) (t1) � S (a01; �; h2; �3; h4) ^ S (a01; �; b01; �2; z1)

^R (h4; z1; t1) > �

oldu¼gundan z = t1�dir. Böylece R (z1; h4; z) > � olur.

h3; h4 2 I oldu¼gundan R (h3; h4; h5) > � olacak biçimde h5 2 I vard¬r.

t2 2M için R (z1; h5; t2) > � olsun. Bu durumda,

(z1 � (h4 � h3)) (t2) � R (h4; h3; h5) ^R (z1; h5; t2) > �
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ve

((z1 � h4) � h3) (c1) � R (z1; h4; z) ^R (z; h3; c1) > �

oldu¼gundan t2 = c1�dir. Böylece R (z1; h5; c1) > � olur.

(a01 � (
 � �) � b01) (z1) � R (
; �; �) ^ S (a01; �; b01; �2; z1) > �

ve

((a01 � 
 � b01) � (a01 � � � b01)) (d1) � S (a01; 
; b01; 
1; x01) ^ S (a01; �; b01; �1; x02)

^R (x01; x02; d1) > �

oldu¼gundan d1 = z�dir. Böylece R (d1; h5; c1) > � oldu¼gundan c1 � I � d1 � I

d¬r. Yani [c � I] = [d � I] olur.

(iii) (([a � I]� [b � I]) � 
 � [c � I]) ([d � I]) > � ve

(([a � I] � 
 � [c � I])� ([b � I] � 
 � [c � I])) ([w � I]) > � olsun.

a1; a
0
1; b1; b

0
1; c1; c

0
1; d1; w1 2 M için c1 � I � c01 � I; a01 � I � a1 � I � a � I;

b01 � I � b1 � I � b � I; d1 � I � d � I; w1 � I � w � I olsun. Bu durumda,

h1; h2; h3 2 I; x01; x02; x03 2M ve 
; �; �; �1 2 � için

R (a1; b1; x
0
1) ^ S (x01; 
; c1; �; d1) > �;

S (a01; 
; c
0
1; �; x

0
2) ^ S (b01; 
; c01; �1; x03) ^R (x02; x03; w1) > �;

R (a01; h1; a1) > �; R (b
0
1; h2; b1) > �; R (c

0
1; h3; c1) > �

d¬r.

z1 2M için R (a01; b
0
1; z1) > � olsun.

z2; y1 2M için R (h1; b1; z2) > � ve R (a01; z2; y1) > � olsun. Bu durumda,

(a01 � (h1 � b1)) (y1) � R (h1; b1; z2) ^R (a01; z2; y1) > �

ve

((a01 � h1) � b1) (x01) � R (a01; h1; a1) ^R (a1; b1; x01) > �

oldu¼gundan y1 = x01 dür. Böylece R (a
0
1; z2; x

0
1) > � olur.
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z; p1 2M için R (b01; h1; z) > � ve R (z; h2; p1) > � olsun. Bu durumda,

(h1 � (b01 � h2)) (z2) � R (b01; h2; b1) ^R (h1; b1; z2) > �

ve

((h1 � b01) � h2) (p1) � R (b01; h1; z) ^R (z; h2; p1) > �

oldu¼gundan z2 = p1�dir. Böylece R (z; h2; z2) > � olur.

h1; h2 2 I oldu¼gundan R (h1; h2; h) > � olacak biçimde h 2 I vard¬r. y2 2

M için R (b01; h; y2) > � olsun. Bu durumda,

(b01 � (h1 � h2)) (y2) � R (h1; h2; h) ^R (b01; h; y2) > �

ve

((b01 � h1) � h2) (z2) � R (b01; h1; z) ^R (z; h2; z2) > �

oldu¼gundan y2 = z2�dir. Böylece R (b01; h; z2) > � olur.

p2 2M için R (z1; h; p2) > � olsun. Bu durumda,

(a01 � (b01 � h)) (x01) � R (b01; h; z2) ^R (a01; z2; x01) > �

ve

((a01 � b01) � h) (p2) � R (a01; b01; z1) ^R (z1; h; p2) > �

oldu¼gundan p2 = x01 dür. Böylece R (z1; h; x
0
1) > � olur.

z3 2M; �1 2 � için S (z1; 
; c01; �1; z3) > � olsun. R (z1; h; x01) > � oldu¼gun-

dan R (x01; h
�1; z1) > ��d¬r. h 2 I oldu¼gundan S (h; 
; c1; 
1; h4) > � olacak

biçimde 
1 2 �, h4 2 I vard¬r. Buradan S
�
h�1; 
; c1; 
1; h

�1
4

�
> ��d¬r.

z4; y 2 M ve � 2 � için S (z1; 
; c1; � ; z4) > � ve R
�
d1; h

�1
4 ; y

�
> � olsun.

Bu durumda,

��
x01 � h�1

�
� 
 � c1

�
(z4) � R

�
x01; h

�1; z1
�
^ S (z1; 
; c1; � ; z4) > �

ve

((x01 � 
 � c1) � (h�1 � 
 � c1)) (y) � S (x01; 
; c1; �; d1) ^ S
�
h�1; 
; c1; 
1; h

�1
4

�
^R

�
d1; h

�1
4 ; y

�
> �
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oldu¼gundan y = z4�dür. Böylece R
�
d1; h

�1
4 ; z4

�
> � olur.

h3 2 I oldu¼gundan S (z1; 
; h3; � 1; h03) > � olacak biçimde h03 2 I ve � 1 2 �

vard¬r. z5 2M için R (z3; h03; z5) > � olsun. Bu durumda,

(z1 � 
 � (h3 � c01)) (z4) � R (c01; h3; c1) ^ S (z1; 
; c1; � ; z4) > �

ve

((z1 � 
 � h3) � (z1 � 
 � c01)) (z5) � S (z1; 
; h3; � 1; h03) ^ S (z1; 
; c01; �1; z3)

^R (z3; h03; z5) > �

oldu¼gundan z4 = z5�tir. Böylece R (z3; h03; z4) > � olur.

h�14 ; h
0�1
3 2 I oldu¼gundan R

�
h�14 ; h

0�1
3 ; h5

�
> � olacak biçimde h5 2 I

vard¬r. t 2M için R (d1; h5; t) > � olsun.�
d1 �

�
h�14 � h0�13

��
(t) � R

�
h�14 ; h

0�1
3 ; h5

�
^R (d1; h5; t) > �

ve ��
d1 � h�14

�
� h0�13

�
(z3) � R

�
d1; h

�1
4 ; z4

�
^R

�
z4; h

0�1
3 ; z3

�
> �

oldu¼gundan z3 = t�dir. Böylece R (d1; h5; z3) > ��d¬r.

((a01 � b01) � 
 � c01) (z3) � R (a01; b01; z1) ^ S (z1; 
; c01; �1; z3) > �

ve

((a01 � 
 � c01) � (b01 � 
 � c01)) (w1) � S (a01; 
; c01; �; x02) ^ S (b01; 
; c01; �1; x03)

^R (x02; x03; w1) > �

oldu¼gundan z3 = w1�dir. Böylece R (d1; h5; w1) > � oldu¼gundan d1 �I � w1 �I

d¬r. Yani [d � I] = [w � I] olur.

Tan¬m 3.16. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬ve I, M�nin fuzzy ideali olsun.�
M=I;�; R; S

�
fuzzy �-halkas¬na M� nin I� ya göre çarp¬m fuzzy �-halkas¬

denir.

Tan¬m 3.17. (M1;�; R1; S1) ve (M2;�; R2; S2) iki fuzzy �-halkas¬ve f ,

M1�den M2�ye fonksiyon olsun. Her a; b; c 2M1 ve 
; � 2 � için
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(i) R1 (a; b; c) > � iken R2 (f (a) ; f (b) ; f (c)) > �,

(ii) S1 (a; 
; b; �; c) > � iken S2 (f (a) ; 
; f (b) ; �; f (c)) > �

ise f�ye fuzzy �-homomor�zmi denir.

Tan¬m 3.18. f :M1 !M2 fuzzy �-homomor�zmi olsun. Buna göre;

(i) f 1-1 ise f�ye monomor�zm,

(ii) f örten ise f�ye epimor�zm,

(iii) f 1-1 ve örten ise f�ye izomor�zm denir.

f : M1 ! M2 izomor�zm ise M1 ve M2 fuzzy �-halkalar¬na izomor�ktir,

denir ve M1
�= M2 ile gösterilir.

Teorem 3.19. (M1;�; R1; S1) ve (M2;�; R2; S2) fuzzy �-halkalar¬ve

f :M1 !M2 fuzzy �-homomor�zmi olsun. Buna göre;

(i) e00, M2�nin s¬f¬r¬olmak üzere f (e0) = e00 dür,

(ii) Her a 2M1 için f (a�1) = f (a)
�1 dir,

(iii) Im f = ff (a)j a 2M1g, M2�nin alt fuzzy �-halkas¬d¬r.

·Ispat. (i) f bir fuzzy �-halka homomor�zmi oldu¼gundan her a 2M1 için,

R1 (a; e0; a) > � iken R2 (f (a) ; f (e0) ; f (a)) > �

d¬r. e00, M2�nin s¬f¬r¬oldu¼gundan f (a) 2M2 için R2 (f (a) ; e00; f (a)) > ��d¬r.

Bu durumda,:�
f (a)�1 � (f (a) � f (e0))

�
(e00) � R2 (f (a) ; f (e0) ; f (a))

^R2
�
f (a)�1 ; f (a) ; e00

�
> �

ve ��
f (a)�1 � f (a)

�
� f (e0)

�
(f (e0)) � R2

�
f (a)�1 ; f (a) ; e00

�
^R2 (e00; f (e0) ; f (e0)) > �

oldu¼gundan f (e0) = e00 olur.

(ii) f bir fuzzy �-halka homomor�zmi oldu¼gundan her a 2M1 için,

R1
�
a; a�1; e0

�
> � iken R2

�
f (a) ; f

�
a�1
�
; f (e0)

�
> �
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d¬r. Buradan R2 (f (a) ; f (a�1) ; e00) > � olur. Böylece f (a
�1) = f (a)�1 dir.

(iii) f bir fuzzy �-halka homomor�zmi oldu¼gundan e0 2 M1 için f (e0) =

e00 2 Im f�dir. Böylece Im f 6= ;�dir.

b1; b2 2 Im f için b1 = f (a1) ve b2 = f (a2) olacak biçimde a1; a2 2 M1

vard¬r. M1 fuzzy �-halkas¬oldu¼gundan R1 (a1; a2; a) > � olacak biçimde a 2

M1 vard¬r. Bu durumda, R2 (f (a1) ; f (a2) ; f (a)) > � ve f (a) 2 Im f�dir.

Benzer şekilde 
; � 2 � için S1 (a1; 
; a2; �; a0) > � olacak biçimde a0 2 M1

vard¬r. Bu durumda, S2 (f (a1) ; 
; f (a2) ; �; f (a0)) > � ve f (a0) 2 Im f�dir.

b 2 Im f için b = f (a) olacak biçimde a 2M1 vard¬r. a�1 2M1 oldu¼gundan

b�1 = f (a)�1 = f (a�1) 2 Im f�dir.

Teorem 3.20. (M1;�; R1; S1) ve (M2;�; R2; S2) iki fuzzy �-halkas¬ ve

f :M1 !M2 fuzzy �-homomor�zmi olsun. Buna göre;

(i) K erf = fa 2M1j f (a) = e00g, M1�in fuzzy idealidir,

(ii) B; M2�nin fuzzy ideali ise f�1 (B), M1�in fuzzy idealidir,

(iii) f örten ve A, M1�in fuzzy ideali ise f (A), M2�nin fuzzy idealidir.

·Ispat. (i) e0 2 M1 için f (e0) = e00 oldu¼gundan e0 2 K erf� tir. Yani

K erf 6= ;�dir.

a; b 2 K erf için R1 (a; b;m1) > �, m1 2M1 olsun. f fuzzy �-homomor�zmi

oldu¼gundan R2 (f (a) ; f (b) ; f (m1)) = R2 (e
0
0; e

0
0; f (m1)) > �� d¬r. Böylece

f (m1) = e
0
0 oldu¼gundan m1 2 K erf�tir.

a 2 K erf için R1 (a; a�1; e0) > � oldu¼gundan R2 (f (a) ; f (a�1) ; f (e0)) =

R2 (e
0
0; f (a

�1) ; e00) > � olur.Böylece f (a
�1) = e00 oldu¼gundan a

�1 2 K erf�tir.

a 2 K erf, m1; w 2 M1 ve 
; � 2 � için S1 (a; 
;m1; �; w) > � olsun. a 2

K erf oldu¼gundan S2 (f (a) ; 
; f (m1) ; �; f (w)) = S2 (e
0
0; 
; f (m1) ; �; f (w)) >

��d¬r. Bu durumda (e00 � 
 � f (m1)) (f (w)) > � ve (e00 � 
 � f (m1)) (e
0
0) > �

oldu¼gundan f (w) = e00 dür. Benzer şekilde u 2 M1 için S1 (m1; 
; a; �; u) > �

ise S2 (f (m1) ; 
; f (a) ; �; f (u)) > �. f (a) = e00 oldu¼gundan

S2 (f (m1) ; 
; f (a) ; �; f (u)) = (f (m1) � 
 � e00) (f (u)) > � olur. Bu durumda,
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(f (m1) � 
 � e00) (e00) > � oldu¼gundan f (u) = e00 dür. w; u 2 K erf olur. Yani

K erf, M1�in bir fuzzy idealidir.

(ii) B, M2� nin fuzzy ideali olsun. e00 2 B ve f (e0) = e00 oldu¼gundan

e0 2 f�1 (B)�dir. Yani f�1 (B) 6= ;�dir.

a; b 2 f�1 (B) içinR1 (a; b;m1) > �,m1 2M1 olsun. f fuzzy �-homomor�zmi

oldu¼gundan R2 (f (a) ; f (b) ; f (m1)) > ��d¬r. f (a) ; f (b) 2 B ve B, M2�nin

fuzzy ideali oldu¼gundan m1 2 f�1 (B)�dir. f (a)�1 = f (a�1) 2 B oldu¼gundan

a�1 2 f�1 (B)�dir.

a 2 f�1 (B) ; m;w 2 M1 ve 
; � 2 � için S1 (a; 
;m; �; w) > � ol-

sun. S2 (f (a) ; 
; f (m) ; �; f (w)) > � olur. f (a) 2 B, f (m) 2 M2 ve

B, M2� nin fuzzy ideali oldu¼gundan f (w) 2 B� dir. Yani w 2 f�1 (B)

olur. Benzer şekilde m;u 2 M1 ve 
; � 2 � için S1 (m; 
; a; �; u) > � ol-

sun. S2 (f (m) ; 
; f (a) ; �; f (u)) > � olur. f (a) 2 B, f (m) 2 M2 ve B, M2

nin fuzzy ideali oldu¼gundan f (u) 2 B�dir. Yani u 2 f�1 (B) olur. Böylece

f�1 (B), M1�in fuzzy idealidir.

(iii) A, M1�in fuzzy ideali olsun. e0 2 A oldu¼gundan f (e0) = e00 2 f (A)

d¬r. Yani f (A) 6= ;�dir.

b1; b2 2 f (A) için f (a1) = b1, f (a2) = b2 ve a1; a2 2 A olsun. A, M1

in fuzzy ideali oldu¼gundan R1 (a1; a2; a) > � olacak biçimde a 2 A vard¬r. f

fuzzy �-homomor�zmi oldu¼gundan R2 (f (a1) ; f (a2) ; f (a)) > ��d¬r ve f (a) 2

f (A)�d¬r.

b 2 f (A) içinR2 (b; b�1; e00) > ��d¬r. b = f (a), a 2 A olsun. R1 (a; a�1; e0) >

� iken R2 (f (a) ; f (a�1) ; f (e0)) = R2 (f (a) ; f (a
�1) ; e00) > � olur. Böylece

b�1 = f (a�1) 2 f (A)�d¬r.

b 2 f (A), m2; w 2 M2 ve 
; � 2 � için S2 (b; 
;m2; �; w) > � olsun.

b = f (a) ve f örten oldu¼gundan f (m1) = m2 olacak biçimde a 2 A ve

m1 2 M1 vard¬r. A, M1�in fuzzy ideali oldu¼gundan S1 (a; 
;m1; �;m
0
1) > �

olacak biçimde m0
1 2 A vard¬r. S2 (f (a) ; 
; f (m1) ; �; f (m

0
1)) > � oldu¼gundan

w = f (m0
1) 2 f (A)�d¬r. Benzer şekilde u 2 M2 için S2 (m2; 
; b; �; u) > �
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olsun. S1 (m1; 
; a; �; u) > � olsun. S1 (m1; 
; a; �;m
00
1) > � olacak biçimde

m00
1 2 A vard¬r. S2 (f (m1) ; 
; f (a) ; �; f (m

00
1)) > � oldu¼gundan u = f (m

00
1) 2

f (A)�d¬r. Böylece f (A), M2�nin fuzzy idealidir.

Teorem 3.21. (M;�; R; S) fuzzy �-halkas¬ve I, M�nin fuzzy ideali ol-

sun. Buna göre; � : M ! M=I, �(a) = [a � I] dönüşümü bir fuzzy �-

homomor�zmidir. ��ye fuzzy kanonikal (do¼gal) �-homomor�zm denir.

·Ispat. a; b; c 2M için R (a; b; c) > � olsun.

R (� (a) ;�(b) ;�(c)) = R ([a � I] ; [b � I] ; [c � I]) = ([a � I]� [b � I]) (c � I)

=
_

(a0;b0;c0)2a�b�c

R (a0; b0; c0) � R (a0; b0; c0) > �

d¬r. a; b; c 2M ve 
; � 2 � için S (a; 
; b; �; c) > � olsun. Bu durumda,

S (� (a) ; 
;�(b) ; �;�(c)) = S ([a � I] ; 
; [b � I] ; �; [c � I])

= ([a � I]
 
 
 [b � I]) (c � I)

=
_

(a0;
;b0;�;c0)2a�
�b���c

S (a0; 
; b0; �; c0)

� S (a0; 
; b0; �; c0) > �

d¬r.

a; b 2M için a = b olsun. R (a; b�1; e0) > � ve e0 2 I oldu¼gundan [a � I] =

[b � I]�d¬r. Böylece � bir fuzzy �-homomor�zmidir.

Teorem 3.22. f : (M1;�; R1; S1)! (M2;�; R2; S2) bir fuzzy �-epimor�zmas¬

olsun. N = K erf olmak üzere M1=N �= M2�dir.

·Ispat. Her a 2 M1 için, ' : M1=N ! M2, ' ([a �N ]) = f (a) dönüşümü

tan¬mlans¬n. Teorem 1.4.42�den ' iyi tan¬ml¬, 1-1 fuzzy grup homomor�z-

mas¬d¬r. Bu durumda, S1 ([a �N ] ; �1; [b �N ] ; �; [c �N ]) > � iken

S2 (' ([a �N ]) ; �1; ' ([b �N ]) ; �; ' ([c �N ])) > � oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. Bu durumda, S1 (a1; �1; b1; �2; c1) > �, R1 (a1; h1; a) > �, R1 (b1; h2; b) >
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� ve R1 (c1; h3; c) > � olacak biçimde a1; b1; c1 2M1, �1; �2 2 � ve h1; h2; h3 2

N vard¬r.

u 2M1, � 2 � için S1 (a; �1; b; �; u) > � olsun.

R1 (a1; h1; a) > � oldu¼gundan R1
�
a; h�11 ; a1

�
> ��d¬r.

z 2M1, h4 2 N ve 
; �1 2 � için S1 (a1; �1; b; �1; z) > � ve S1 (h1; �1; b; �1; h4) >

� olsun. S1
�
h�11 ; �1; b; �1; h

�1
4

�
> ��d¬r. y 2 M1 için R1

�
u; h�14 ; y

�
> � olsun.

Bu durumda,

��
a � h�11

�
� �1 � b

�
(z) � R1

�
a; h�11 ; a1

�
^ S1 (a1; �1; b; �1; z) > �

ve�
(a � �1 � b) �

�
h�11 � �1 � b

��
(y) � S1 (a; �1; b; �; u) ^ S1

�
h�11 ; �1; b; �1; h

�1
4

�
^R1

�
u; h�14 ; y

�
> �

odu¼gundan y = z�dir. Böylece R1
�
u; h�14 ; z

�
> � olur.

y1 2M1, h5 2 N ve �2 2 � için S1 (a1; �1; h2; �2; h5) > � ve R1 (h5; c1; y1) >

� olsun. Bu durumda,

(a1 � �1 � (h2 � b1)) (z) � R1 (h2; b1; b) ^ S1 (a1; �1; b; �1; z) > �

ve

((a1 � �1 � h2) � (a1 � �1 � b1)) (y1) � S1 (a1; �1; h2; �2; h5) ^ S1 (a1; �1; b1; �2; c1)

^R1 (h5; c1; y1) > �

oldu¼gundan y1 = z�dir. Böylece R1 (h5; c1; z) > � olur.

h4; h5 2 N oldu¼gundan R1
�
h�14 ; h

�1
5 ; h

0� > � olacak biçimde h0 2 N vard¬r.

R1 (h5; c1; z) > � oldu¼gundanR1
�
z; h�15 ; c1

�
> ��d¬r. t 2M1 içinR1 (u; h0; t) >

� olsun. Bu durumda,

�
u �

�
h�14 � h�15

��
(t) � R1

�
h�14 ; h

�1
5 ; h

0� ^R1 (u; h0; t) > �
ve ��

u � h�14
�
� h�15

�
(c1) � R1

�
u; h�14 ; z

�
^R1

�
z; h�15 ; c1

�
> �
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oldu¼gundan t = c1�dir. Böylece R1 (u; h0; c1) > � olur. Buradan u�N � c1 �N

dir. Yani [u �N ] = [c �N ] olur. O halde f (u) = f (c)�dir. S1 (a; �1; b; �; u) >

� oldu¼gundan S2 (f (a) ; �1; f (b) ; �; f (u))> ��d¬r. Yani S2 (f (a) ; �1; f (b) ; �; f (c))

> � olur.

.
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