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Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir:

Birinci boliimde, tezde kullanilan bazi temel kavramlardan bahsedilmis ve
tez konusu ile ilgili daha ¢nce yapilan makaleler 6zetlenmigtir.

Ikinci boliimde, halkada yeni bir genellestirilmis tiirev tanimi verilerek
halkanin degismeliligi incelenmis ve halkanin genigletilmis merkezi ile baglanti
kurulmustur.

Uctincii boliimde, yeni bir fuzzy I'-halkas: tanimlanmis ve temel 6zellikleri

incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Tiirev, genellegtirilmis tiirev, genisletilmis merkez,

I-halkasi, fuzzy I'-halkasi.



ABSTRACT
SOME GENERALIZATIONS ON RINGS
Ph. D. Thesis

Hasret YAZARLI
Cumbhuriyet University
Graduate School of Natural and Applied

Science of Department of Mathematics

Advisor: Assistant Prof. Dr. Mehmet Ali OZTURK

This thesis consist of three parts:

In the first part, we recall some basic concepts and summarize twice-told
papers.

In the second part, we investigate by defining a new generalized derivation
in ring and correlate with extended centroid of ring.

In the third part, we define a new fuzzy I'-ring and investigate basic prop-

erties of this ring.

Keywords: Derivation, generalized derivation, extended centroid, I'-ring,

fuzzy I'-ring.
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GIRIS

Analiz ve uygulamali matematigin temel teorilerinden biri olan tiirevin ¢ok
onemli ozelliklerinden bazilar1 halka teorisinde de saglanir. Tiirevli asal hal-
kalarin degismeli olmasi konusuna ilk olarak E. C. Posner (1957) baglangi
yapti. Gy. Maksa (1980) ve M. A. Oztiirk (1999), kismi tiireve karsilik olarak
simetrik ikili tiirev ve permuting tiglii tiirevi tanimlamig ve bazi 6zelliklerini in-
celemigtir. Bu ¢alismalardan sonra bircok arastirmaci halka teorisinde simetrik
ikili tiirev ve permuting ticlii tiirev caligmistir.

Bir R halkasinda genellegtirilmis tiirev kavrami M. Bresar (1991) tarafindan
tamimlandi. d : R — R toplamsal doniisiim ve o, R’ de tiirev olmak {iizere her
z,y € R igin d (zy) = d (z) y + za (y) bagintis: saglaniyor ise d’ ye « ile belir-
lenmig genellestirilmis tiirev denir. Boylece genellestirilmis tiirev kavrami hem
tiirev kavramindan hem de sol ¢arpan ( f toplamsal doniigiim olmak iizere, her
z,y € Ricin f (zy) = f(x)y’ dir ) kavramim kapsar.Temel 6rnekler; tiirevler
ve genellegtirilmis ig tiirevler ( bazi a,b € R i¢in x — ax + xb tipinde doniigiim-
ler ) dir. Eger, R; Rx = {Og} iken & = Op 6zelligine sahip bir halka, h: R — R
herhangi bir fonksiyon ve d : R — R, her z,y € R i¢in d (xy) = d (z) y+zh (y)
bagintisini saglayan herhangi bir toplamsal doniisiim ise d, h tarafindan tek
tiirlii belirlenir. Ustelik, M. Bresar (1991) A’ nin tiirev oldugunu gosterdi.
B. Hvala (1998), halka teorisinde Bresar’ in tamimladig1 genellestirilmis tiirevi
kullanarak asal halka ile onun genisletilmis merkezi arasinda baglant1 kurdu.
Bircok arastirmaci, genellegtirilmis tiirevli yar1 asal ve asal halkalar iizerinde
benzer sonuglar incelediler. Bizim burada amacimiz yeni bir genellestirilmis
tiirev tanimlamak ve bu tanimi ¢ok iyi bilinen sonuglara uygulamaktir.

N. Nobusawa (1964), halka kavramindan daha genel olan I'-halka kavramini
tamimlamugtir. W. E. Barnes (1966), Nobusawa anlaminda I'-halka kavraminin
tanimindaki kosullar biraz zayiflatmis ve I'-halka kavramini yeniden tanim-
lamugtir. Daha sonra W. E. Barnes, S. Kyuno, M. A. Oztiirk ve Y. B. Jun gibi

bircok matematik¢i I'-halkalarin yapisini incelemeye devam etmis ve halkalar



teorisindeki sonuglar ile ilgili olarak bazi genellestirmeler yapmistir.

Giiniimiiz matematik diinyasinda 6nemli ve popiiler bir konu olan fuzzy
(belirsiz, bulanik ) mantigy, ilk defa L. A. Zadeh (1965) tarafindan fuzzy kiimesi
tanimiyla ortaya ¢ikmig ve daha sonra birgok arastirmaci bu konu iizerinde
calismaya baglamistir. Bunun sonucu olarak matematikte yeni calisma alanlari
olugsmus, yasantimiz i¢inde var olan belirsizlik kavrami matematiksel olarak
incelenmeye baglanmis ve denetim miihendisligi gibi teknik alanlarda yararh
uygulamalar bulmustur.

A. Rosenfeld (1971), fuzzy grup kavramimi tammladiktan sonra birgok
aragtirmaci cebir ile ilgili baz1 kavramlar1 ve sonuclar1 fuzzy teorisine aktar-
nmugtir. M. Demirci (2001), fuzzy ikili islemi ve fuzzy esitligi kavramim kulla-
narak smooth grup kavramini tamimladi. Daha sonra X. Yuan ve E. S. Lee
(2004) tarafindan bu kavram fuzzy ikili iglemine dayanan yeni bir gesit fuzzy
gruba uygulandi. H. Aktag ve N. Cagman (2007), X. Yuan ve E. S. Lee’ nin
fuzzy ikili isleme dayanan fuzzy grup tanimini kullanarak bir fuzzy halkas: tipi
tanmimladilar. Bizim burada amacimiz yeni bir cesit fuzzy ['-halkas1 tanmimla-

mak ve fuzzy idealleri yardimiyla carpim fuzzy ['-halkasini olugturmaktur.



1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

1.1 Asal Halkalar ve Genisletilmis Merkez

Bu boliimde, diger boliimlerde gecen kavramlarin tanmimlari, bu kavramlar
ile ilgili baz1 temel 6zellikler ve ayrica sundugumuz calismalar ile ilgili daha

once yapilan caligmalarin 6zetleri verilmigtir.

Tanmim 1.1.1. R bir halka ve A, B, P’ de R’ nin idealleri olsun. AB C P
oldugunda A C P veya B C P oluyorsa P ye R halkasinin asal ideali denir.

Teorem 1.1.2. R bir halka ve P de R’ nin bir ideali olsun. Asagidakiler

denktir:

(1) P asal idealdir,

(2) Her a,b € Rigin aRb C P ise a € P veya b € P’ dir,

(3) Her a,b € Rigin (a) (b) C Pise a € P veya b € P’ dir,

(4) U, V R halkasimin iki sol ideali olmak tizere UV C P iken U C P
veya V C P’ dir,

(5) U, V R halkasinin iki sag ideali olmak iizere UV C P iken U C P
veya V' C P’ dir.

Tamim 1.1.3. R halkasinin (0g) ideali asal ise o zaman R halkasina asal

halka denir.

Onerme 1.1.4. R bir halka olsun. Asagidakiler denktir:
(1) R asal halkadir,
(2) a,b € Rigin aRb = (0g) ise a = O veya b = 0p’ dir,
(3) R halkasinin sifirdan farkli her sag idealinin sag sifirlayan sifirdir,

(4) R halkasinin sifirdan farkli her sol idealinin sol sifirlayam sifirdir.



Tanim 1.1.5. R bir halka olsun. Her a € R i¢in na = Oy olacak bi¢imde
n pozitif tamsayis1 varsa boyle n’ lerin en kiictigiine R halkasinin karakteristigi

denir ve char R = n ile gosterilir.

Tanim 1.1.6. R bir halka ve m # 0 bir tamsay1 olsun. Her x € R igin
mx = Og oldugunda x = Og oluyorsa R halkasina m — torsion free halka

denir.

Tanim 1.1.7. X, R halkasinin bog kiimeden farkl bir alt kiimesi olsun.
Buna gore

Cr(X)={a€ R|ax = za,Vx € X}

kiimesine X’ in R’ deki merkezlestiricisi denir.
Z(R)={x € R|zy = yz,Vy € R}
kiimesine de R halkasinin merkezi denir ve kisaca Z ile gosterilir.

Onerme 1.1.8. R bir asal halka ve a,b € R olsun. ab,b € Z ise b = Og

veya a € /' dir.

Tanim 1.1.9. R bir halka ve z,y € R olsun. xy = Oy oldugunda x = Op

veya y = O oluyorsa R’ ye sifir bolensiz halka denir.

Tanim 1.1.10. R bir halka olsun. z,y € R i¢in zy — yx ifadesine z ile y

elemanlarinin komiitator ¢arpima denir ve [z, y] ile gosterilir.

Ozellikler: R bir halka olsun. Her z,v,z € R icin,
(1) [z +2,9] = [z, 4] + [2,4],
(2) [z, y2] = [z, 9] 2 + y [z, 2,
(3) [wz,y] = [z, 9] 2 + 22, 9]

esitlikleri saglanir.

Onerme 1.1.11. R bir asal halka ve 0 # a € R olsun. Her x € R i¢in

a(ax — za) = Og oluyorsa a € Z’ dir.



R bir asal halka olsun. Buna gore

M= {(I,f) | f:I— R bir sag R — modiil homomorfizmasi
ve (Og) # I, R’ nin ideali }

olmak {izere, M iizerinde
(I, f) ~ (J,9) < R nin sifirdan farkh bir K C I'NJ ideali iizerinde f = ¢’ dir

bagintisi tanimlansin. Bu bagint1 bir denklik bagintisidir. Bu bagintiya gore

M’ nin denklik simiflarimin kiimesi Q(R) olsun. Q(R) kiimesi,

(LN +g)=UNnJ f+9), (I [)(]g) = (1 [fg)
ikili iglemleri ile R’ yi kapsayan birimli bir asal halkadir.

Tanim 1.1.12. (Martindale, 1969) Q(R) halkasina sag Martindale ke-

sirler halkast (quotient halkasi) denir.

@ (R) halkas1 agagidaki ozelliklere sahiptir:

(1) Q (R)’ nin merkezi C' ile gosterilir ve C” ye R’ nin genigletilmis merkezi
(extended centroid) denir. C bir cisimdir.
(2) S = RC’ ye R’ nin Q(R)’ deki merkezi kapamigi (central closure)

denir. S, R’ yi kapsayan bir asal halkadur.
Onerme 1.1.13. R bir asal halka ve Op # a € R, b € Rolsun. Her z € R
icin axb = bxa ise b = Aa olacak bigimde bir A € C' vardr.

1. 2 Tiirevli Halkalar

Tanim 1.2.1. (Posner, 1957) R bir halka, d : R — R toplamsal doniigtim
olsun. Her z,y € R igin d (zy) = d (z) y + xd (y) kosulu saglamyorsa d’ ye R

halkasinda bir tirevdir, denir.



Ornek 1.2.2. R bir halka ve a € R olsun. d : R — R, her = € R icin
d(z) = ax — za ile taniml doniigiim R iizerinde bir tiirevdir. d’ ye R tzerinde

a ile belirlenmis i¢ tirev denir.

Tamim 1.2.3. (Bresar, 1991) R bir halka ve f : R — R bir toplamsal
doniigiim olsun. Her 2,y € R igin f (zy) = f (z)y + xd (y) olacak bigimde R’
nin bir d tiirevi varsa [’ ye R dzerinde d ile belirlenmig genellestirilmais tiirev

denir.

Ornek 1.2.4. R bir halka ve a,b € Rolsun. f: R — R, her z € R
icin f (x) = ax + zb ile tanimlanan doniigiim R iizerinde bir genellegtirilmig

tiirevdir.

Tanim 1.2.5. R bir halka ve D : R X R — R bir doniisiim olsun.

(i) Her z,y € Ricin D (z,y) = D (y, z),

(ii) Her z,y,z € Rigin D (v +y,2) = D(x,2) + D (y,2) ( D (z,y+2) =
D (z,y)+ D (x,2))

kosullar1 saglanirsa D’ ye R iizerinde simetrik ikili toplamsal déndisiim denir.

Tamim 1.2.6. (Maksa, 1987) R bir halka ve D : R X R — R bir simetrik
ikili toplamsal doniisiim olsun. Her z,y,z € R i¢in D (zy,z) = D (z,2)y +
zD (y,z) ( D(z,yz) = D(x,y)z +yD (x,z) ) ise D’ ye R tzerinde simetrik
ikili tiirev denir.

Ayrica her x € R i¢in d (z) = D (z,2) bigiminde tammlanan d : R — R
doniisiimiine D’ nin iz: denir ve d agagidaki ozellikleri saglar:

(1) d bir ¢ift doniigiimdiir,
(2) d(05) = 0 dir,
(8) Her z,y € Ricin d(z +y) =d(z) + 2D (z,y) + d (y)’ dir.



. b
Ornek 1.2.7. M = ¢ a,b € R } halkasi iizerinde,

a b c d 0 ac
D:MxM-— M, D , =
0 0 00 00

dir.

Uyar1 1.2.8. R bir halka ve D : R x R — R simetrik ikili tiirev olsun.
y € R keyfi sabit eleman olmak iizere, d : R — R, x — D (z,y) ile tamm-
lanan doniigiim bir tiirevdir. Dolayisiyla simetrik ikili tiirev kavrami tiirev

kavramindan daha geneldir.

Tanim 1.2.9. R bir halka ve D : R X R X R — R bir doniigiim olsun.

(i) Her z,y,2 € Rigin D (x,y,2) = D (z,2,y) = D (y,x,2) = D (y, z,2) =
D(z,x,y) = D(zy,),

(i) Her z,y,z,w € Rigin D (x + w,y,2) = D (x,y,2) + D (w,y, 2)
( D(z,y+w,2) = D(z,y,2) + D(z,w,z2), D(z,y,z+w) = D(z,y,2) +
D (z,y,w) )

kogullar1 saglanirsa D’ ye R tizerinde permuting ti¢li toplamsal doniisiim denir.

Tamim 1.2.10. (Oztiirk,1999) R bir halka ve D : R x R x R — R per-
muting {iglii toplamsal doniigiim olsun. Her z,y,z,w € R i¢in D (zw,y, z) =
D (z,y,2)w+xD (w,y,2) ( D(x,yw,z) = D (z,y,2) w+ yD (z,w, z),

D (z,y,zw) = D (z,y, z2) w+zD (z,y,w) ) ise D’ ye permuting tgli tirev denir.

Ayrica her x € R igin d (x) = D (x, z,z) bi¢ciminde tammmlanan d : R — R
doniisiimiine D’ nin 1z: denir ve agsagidaki ozellikleri saglar:

(1) d bir tek doniisiimdiir,

(2) d(0x) = 0 dir,



(8) Her z,y € Ri¢in d(z+y) =d(z) + 3D (x,z,y) + 3D (z,y,y) + d(y)’
dir.

a 0 0
Ornek 1.2.11. R = b 0 0 a,b,c € R » halkas1 {izerinde D :
c 00
Rx RxR— R,
a; 0 0 a 0 0 ag 0 0 0 00
D by 0 O || 6o O O |, b3 O O = 0 00
cg 00 ca 00 cs 0 0 ajasas 0 0

ile tanmimli doniigiim bir permuting ticlii tiirevdir. D’ nin izi,

a 00 0O 0O
d b 0 0 = 0O 0O
c 0 0 at 0 0

dir.

Uyar:1 1.2.12. R bir halka, a € Rve D : R X R x R — R permuting ticlii
tiirev olsun. Her z,y € Rigin D; : R X R — R, D (z,y) = D (a,z,y) ile
tanimlanan doniisiim bir simetrik ikili tiirevdir ve her € R i¢in ds : R — R,

dy () = D (a,a,x) ile tanimh doniigiim bir tiirevdir.

Lemma 1.2.13. ( Posner, E. C., 1957) R bir asal halka, d : R — R bir
tiirev ve a € R olsun. Her z € R i¢in ad (x) = Og (veya d () a = Og ) oluyorsa

a=0g veya d =0 dir.

Lemma 1.2.14. ( Posner, E. C., 1957) R bir asal halka olsun. Eger
p,q,7 € R elemanlar1 ve her a € R icin pagar = Og ise p, ¢, r elemanlarindan

en az biri sifirdir.

Teorem 1.2.15. ( Posner, E. C., 1957) R karakteristigi ikiden farkh
olan bir asal halka, dy, do; R halkasiin iki tiirevi olsun. Eger d;ds bir tiirev

ise d; = 0 veya dy = 0’ dir.



Lemma 1.2.16. ( Posner, E. C., 1957) R bir asal halka ve d: R — R
bir tiirev olsun. Eger her a € R i¢in ad (a) — d (a) a = Op oluyorsa d = 0 veya

R halkas1 degigmelidir.

Teorem 1.2.17. (Herstein, I. N., 1978) R bir halka, d : R — R bir
tiirev ve d® # 0 olsun. Her r € R igin d(r) elemanlar tarafindan iiretilen A

alt halkasi, R halkasinin sifirdan farkh bir idealini kapsar.

Teorem 1.2.18. (Herstein, I. N., 1978) R bir asal halka ve d: R — R
sifirdan farkli bir tiirev olsun. Her 2,y € R i¢in d (z) d (y) = d (y) d (x) ise,

(1) R karakteristigi ikiden farkli halka ise bu durumda R halkas1 degismeli
tamlik bolgesidir.

(2) R karakteristigi iki olan halka ise bu durumda R halkas:1 degismeli veya

R halkas1 merkezi tizerinde 4-boyutlu basit cebirdir.

Teorem 1.2.19. (Herstein, I. N., 1979) R bir asal halkave d: R — R
sifirdan farkli bir tiirev olsun. a € R ve her x € R i¢in ad (z) = d (x) a ise,

(1) R karakteristigi ikiden farkh halka ise @ € Z’ dir ( Z, R halkasiimn
merkezidir),

(2) R karakteristigi iki olan halka ise a®> € Z’ dir. Ustelik, a ¢ Z ise
A € C (R halkasmin genigletilmig merkezi) olmak iizere her = € R i¢in d (x) =
(Aa) x — x (Aa)’ dir.

Teorem 1.2.20. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristigi
ikiden farkl asal halka, 0 # d : R — R bir tiirev ve a € R olsun. [a,d(R)] C Z

ise a € Z’ dir.

Teorem 1.2.21. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristigi
ikiden farkl asal halka, 0 # d : R — R bir tiirev olsun. [d(R),d(R)] C Z ise
R halkas:1 degigmelidir.



Teorem 1.2.22. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristigi
ikiden farkli asal halka, 0 # d : R — R bir tiirev olsun. d?(R) C Z ise R
halkas! degismelidir.

Teorem 1.2.23. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristigi
ikiden farkli asal halka, d; ve dy, R halkasinin sifirdan farkl iki tiirevi olsun.

didy (R) C Z ise R halkas1 degismelidir.

Teorem 1.2.24. ( Lee, P. H. ve Lee, T. K., 1981 ) R karakteristigi
ikiden farkli asal halka ve 0 # d : R — R bir tiirev olsun. Her z € R igin
[z,d (z)] € Z ise R halkas1 degigmelidir.

Tanim 1.2.25. ( Bresar, M., 1991 ) A bir cebir olsun. z,y € A i¢in

lzyll < =l ]l

ozelligi saglaniyorsa A’ ya normlu cebir denir.

Tanim 1.2.26. ( Bresar, M., 1991 ) A kompleks normlu cebir ve My,

A tizerinde x — axb biciminde tanimli déniisiim olsun.
[Mapll = cllall o]l Va,be A
olacak bicimde ¢ > 0 sabiti varsa A’ ya wltra yar: asal denir.

Tanim 1.2.27. ( Bresar, M., 1991 ) A bir halka, § : A — A toplamsal
bir doniisiim olsun. Her z,y € A igin
0 (xy) =0 (z)y +zh(y)
kosulunu saglayan bir h : A — A tiirevi varsa ¢’ ya A halkasinda h ile belir-

lenmis genellestirilmas tirev denir.

A herhangi bir halka, di,dy A’ da tiirevler, A (A) A’ min genellegtirilmig
tiirevlerinin kiimesi, D (A) A’ daki biitiin tiirevlerin kiimesi olsun. A normlu

bir cebir iken
Ay (A)={de€ A(A)|d: A— A smrh lineer operator},

10



Dy, (A), biitiin sinirh tiirevlerin kiimesidir.
dist (dydy, Ay (A)) = inf {||d1d2 — ||, § € Ay (A)}
olarak alinacaktir.

Teorem 1.2.28. ( Bresar, M., 1991 ) A ultra asal normlu, dy,dy €
Dy (A) ve a,b € Aigin M, : A — A, x — axb geklinde tammh doniigiim
olsun. Her a,b € A icin || M,| > c||a|| ||b]] olacak bigimde ¢ > 0 varsa bu
durumda dist (dydy, Ay (A)) > %2 ||d1]| ||z’ dur.

Teorem 1.2.29. ( Bresar, M., 1991 ) A ultra yar1 asal normlu cebir ve
d € Dy (A) olsun. a € A igin ||[M,,|| > ¢||al|” olacak bigimde ¢ > 0 varsa bu
2
durumda dist (d?, Ay (A)) > % |d||* di.

Teorem 1.2.30. ( Bresar, M., 1991 ) A Neumann cebiri olsun. dy,ds €

1
D (A)ise dist (dydy, A (A)) > B |d1]| ||dz|]’ dur. Her d € D (A) igin dist (d*, Ay (A))
>

Id|® dir.

N | =

Asagida verilen Hvala, B., 1998 makalesindeki ¢nerme ve lemmalarda; R
karakteristigi ikiden farkh asal halka, @) (R) ve Qs (R) sirasiyla R’ nin sag ve
simetrik Martindale quotient halkasi, C'; R’ nin genigletilmis merkezi, Rc =
RC; R’ nin merkezi kapamgidir. A; R, Ro, Ro + C, Q, (R), Qs (R), Q. (R¢)
ve Qs (R¢) halkalaridan biridir.

Onerme 1.2.31. ( Hvala, B., 1998 ) fi:R— Aveh;, : R — R¢

herhangi dontisiimler ve a;, ¢; € R olmak {izere,
n k
Z fi (z) xa; + Z cizhi (x) =0, Vr,z € R
j=1 i=1
olsun. {ay,as,...,a,} ve {c1,ca, ..., ¢y} kiimeleri C-bagimsiz ise
k n
fi(z) = —Zcizqij, hi (z) = ZQijxaj, Ve,ze R, i=1,..,k, j=1,..,n
=1 j=1

11



olacak bi¢imde ¢;; € Q, (R¢),i=1,...,k, j =1,...,n vardir.

Lemma 1.2.32. ( Hvala, B., 1998 ) f : R — R¢ toplamsal doniisiim
ve her z,y € R igin f (xy) = f(x)y olsun. Her x € R igin f (x) = qx olacak
bigimde ¢ € Q.. (R¢) vardir.

Lemma 1.2.33. ( Hvala, B., 1998 ) R degigsmeli olmayan halka ve

F : R — C genellestirilmis tiirev olsun. Bu durumda F' = 0’ dir.

Lemma 1.2.34. ( Hvala, B., 1998 ) a,bc Ave f : R — A, f (z) = azb

seklinde bir doniisiim olsun. f genellestirilmig tiirev ise a € C' veya b € C’ dir.

Asagida verilen Argag, N. ve Albag, E. 2004 makalesindeki teorem, sonug
ve lemmalarda; R asal halka, @, (R); R’ nin sag Martindale quotient halkasi,
C'; R’ nin genisletilmis merkezi, Rc = RC; R’ nin merkezi kapanisi, Z R halka-

siin merkezi ve « tiirev olmak iizere, (d,«), R’ de genellestirilmis tiirevdir.

Teorem 1.2.35. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R degigmeli olmayan
halka olsun. Her z,y € R igin d ([z,y]) = Og ise her z € R igin d (z) = qx
olacak bicimde ¢ € Q, (R¢) vardir.

Teorem 1.2.36. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R degigmeli olmayan
halka olsun. Her z,y € R icin d ([z,y]) = £ [z, y] ise her x € R i¢in d (x) = qx
olacak bicimde ¢ € @, (R¢) vardir.

Sonug 1.2.37. ( Argag, N., Elbasg, E., 2004 ) R degismeli olmayan
halka olsun. Her z,y € R igin d([z,y]) = +xy ise her x € R i¢in d (z) = qz
olacak bigimde ¢ € @, (R¢) vardir.

Teorem 1.2.38. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) (d, «) genellestirilmis
tiirev ve d, R de homomorfizma veya anti-homomorfizma ise her z € R i¢in

d (z) = gx olacak bi¢imde ¢ € Q, (R¢) vardir.
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Teorem 1.2.39. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) (d,«), (g,0) iki
genellestirilmis tiirev ve a € R olsun. Her z € R igin ad(x) = g(x)a ise
agagidakilerden herhangi biri saglanir.

(1) a € ¢’ dir,

(2) Her z € R igin a(x) = [x,p], B(x) = [q,2], qa € C, ¢ = Xa, A € C
olacak bigimde p, ¢ € @, (R¢) vardr.

Sonug 1.2.40. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) a € R olsun. Her x € R
i¢in [a,d (x)] = 0g ise a € C veya a (z) = [z,pl], qa € C, p = Aa, A € C olacak
bigimde p € Q, (R¢) vardir.

Lemma 1.2.41. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R karakteristigi ikiden
farkli degismeli olmayan halka ve (d,«) sifirdan farkh genellestirilmis tiirev
olsun. Her x € R i¢in [x,d (z)] = O ise her z € R igin d(z) = Az olacak
bicimde A € C vardir.

Teorem 1.2.42. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R degigmeli olmayan
halka ve (d,a) sifirdan farkh genellestirilmiy tiirev olsun. Her z € R igin

[z,d(x)] € Z ise bu durumda her x € R igin d(x) = gz olacak bigimde
q € Q. (R¢) vardr.

Teorem 1.2.43. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R karakteristigi ikiden
farkli degismeli olmayan halka ve (d,«) sifirdan farklh genellestirilmis tiirev
olsun. Her x € R igin zd (z) +d(z)x € Z ise her x € R i¢in [z,d (z)] = O’
dir.

Sonug 1.2.44. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R karakteristigi ikiden
farkli degismeli olmayan halka ve (d,«) sifirdan farkli genellestirilmis tiirev
olsun. Her x € R i¢in xd (z) +d (z) x € Z ise her € R i¢in d (x) = Az olacak
bigimde \ € C' vardir.

Teorem 1.2.45. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R degismeli olmayan
halka ve (d, ) genellestirilmis tiirev, a (Z) # {Og} ve a € R olsun. Her x € R
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icin [a,d (z)] € Z ise a € Z’ dir.

Sonug 1.2.46. ( Argag, N., Elbasg, E., 2004 ) R degismeli olmayan
halka, (d,«) genellestirilmis tiirev ve a(Z) # {Og} olsun. [d(R),d(R)] C Z
ise d =0 dir.

Teorem 1.2.47. ( Argag, N., Elbas, E., 2004 ) R karakteristigi ikiden
farkli degismeli olmayan halka ve (d,«) sifirdan farkli genellestirilmis tiirev
olsun. d? (R) C 7 ise agagidaki durumlardan biri saglanir:

(1) Her z € R igin d(z) = xa ve a®> = Op olacak bigimde a € Q, (R¢)
vardir.

(2) Her z € R igin d(z) = ax ve a®* = Op olacak bigimde a € Q, (R¢)
vardir.

(3) d(x) = Az + a (z) olacak bigimde A € C' vardur.

Teorem 1.2.48. ( Vukman, J., 1989 ) R degismeli olmayan, karakter-
istigi ikiden farkli asal halka, D : R x R — R simetrik ikili tiirev ve d, D’ nin

izi olsun. Her = € R i¢in [d(x),2] = O ise D = 0’ dur.

Teorem 1.2.49. ( Vukman, J., 1989 ) R degismeli olmayan, karakter-
istigi iki ve ticten farkli asal halka, D : R X R — R simetrik ikili tiirev ve d,

D’ nin izi olsun. Her x € R igin [d (x),x] € Z ise D =0’ dur.

Teorem 1.2.50. ( Vukman, J., 1989 ) R karakteristigi ikiden farkh
asal halka, D; : Rx R — R ve Dy : R x R — R simetrik ikili tiirevler ve d;,
dy swrasiyla Dy ve Dy’ nin izleri olsun. Her x € R icin D; (dy (x),x) = Op ise

Dy =0 veya Dy =0’ dir.

Teorem 1.2.51. ( Vukman, J., 1989 ) R karakteristigi iki ve {igten
farkl asal halka, D; : R x R — R ve Dy : R x R — R simetrik ikili tiirevler,
B : R x R — R simetrik ikili toplamsal doniisiim ve d; D’ in, dy D5’ nin, f
B’ nin izleri olsun. Her x € R i¢in dy (d2 (z)) = f (z) ise D1 = 0 veya Dy =0
dir.
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Lemma 1.2.52. ( Sapanci, M., Oztiirk, M. A. ve Jun, Y. B., 1999)
R karakteristigi ikiden farkli asal halka, d; ve ds sirasiyla Dy ve D, simetrik

ikili tiirevlerinin izleri olsun. Her x,y € R igin

dy (r)dy (y) = da () dy (y)

ve d; # 0 ise C, R’ nin genigletilmis merkezi olmak iizere, ds () = Ad; (2)

olacak bicimde \ € C' vardir.

Teorem 1.2.53. ( Sapanci, M., Oztiirk, M. A. ve Jun, Y. B., 1999)
R karakteristigi ikiden farkh asal halka ve d; (# 0), da, d3 ve d4 sirasiyla Dy,

Dy, D3 ve Dy simetrik ikili tiirevlerinin izleri olsun. Her z,y € R i¢in

dy (7) dy (y) = d3 (v) dy (y)

ise C, R’ nin genisletilmis merkezi olmak iizere, dy (z) = Ady (x) ve ds (x) =

Ad; (z) olacak bi¢imde A € C' vardur.

Teorem 1.2.54. ( Sapanci, M., Oztiirk, M. A. ve Jun, Y. B., 1999)
R karakteristigi iki ve iigten farkl asal halka ve d, sifirdan farkli D simetrik

ikili tiirevinin izi olsun. d (a) # Og olan a € R igin
d(r)ad(x) =0g, Vr€R
ise a € Z’ dir.
Lemma 1.2.55. ( Oztiirk, M. A., 1999 ) R; 2, 3-torsion free asal halka,

D; R’ de permuting {iclii toplamsal dontisiim ve d, D’ nin izi olsun. Her z € R

i¢in d (x) = 0 ise D = 0’ dur.

Teorem 1.2.56. ( Oztiirk, M. A., 1999 ) R degismeli olmayan, 2, 3-
torsion free asal halka, D; R’ de permuting {iclii tiirev ve d, D’ nin izi olsun.

Her x € R igin [d (z),z] = 0g ise D = 0’ dur.

Teorem 1.2.57. ( Oztiirk, M. A., 1999 ) R degismeli olmayan, karak-
teristigi ikiden farkli, 3-torsion free asal halka, D R’ de permuting iiclii tiirev

ve d, D’ nin izi olsun. Her z € R igin [d (z) ,z] € Z ise D = 0’ dur.
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Teorem 1.2.58. ( Oztiirk, M. A., 1999 ) R karakteristigi ikiden farkl,
3-torsion free asal halka, D; : RX Rx R — Rve Dy : Rx Rx R — R
permuting {iclii tiirevler ve dy, dy sirasiyla Dy ve D5’ nin izleri olsun. Her

xr € Rigin Dy (dy (x),2,2) = 0g ise D1 = 0 veya Dy = 0 dur.

Teorem 1.2.59. ( Osztiirk, M. A., 1999 ) R karakteristigi iki, iic
ve besten farkli, 3,5-torsion free asal halka, D; : R x R x R — R ve Dy :

R x Rx R — R permuting ticlii tiirevler ve dy, ds sirasiyla Dy ve Dy’ nin izleri

olsun. Her z € R i¢in D; (dy (x) ,dy (x),x) = 0ise Dy = 0 veya Dy = 0’ dur.

Teorem 1.2.60. ( Oztiirk, M. A., 1999 ) R karakteristigi iki, ii¢ ve
begten farkl asal halka, D; : Rx RXR — Rve Dy : Rx Rx R — R permuting
tiglii tirevler, B : R X R x R — R fiiclii toplamsal doniisiim ve dy; D1’ in, ds;
Dy’ nin, f ; B’ nin izleri olsun. Her = € R i¢in d; (dy (x)) = f (z) ise D1 =0
veya Dy = 07 dir.

Lemma 1.2.61. ( Yazarl, H., Oztiirk, M. A. ve Jun, B. A., 2005)
R karakteristigi iki ve ti¢ten farkl asal halka, D; R’ de permuting {iclii tiirev

ve d; D’ nin izi olsun. a € R icin
ad(z) =0g, Yz € R
ise a =0p veya D = 0’ dur.

Lemma 1.2.62. ( Yazarl, H., Oztiirk, M. A. ve Jun, B. A., 2005)
R karakteristigi iki ve iigten farkli asal halka, d; ve dy sirasiyla Dy ve Do

permuting ficlii tiirevlerinin izleri olsun. Her x,y € R icin

dy (r)dy (y) = da () dy (y)

ve d; # 0 ise C, R’ nin genisletilmis merkezi olmak iizere, ds () = Ad; (2)

olacak bicimde \ € C' vardir.

Teorem 1.2.63. ( Yazarly, H., Oztiirk, M. A. ve Jun, B. A., 2005)
R karakteristigi iki ve tigten farkli asal halka ve d; (# 0), dg, d3 ve dy sirasiyla
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Dy, Dy, D3 ve D4y permuting {iclii tiirevlerinin izleri olsun. Her z,y € R icin

dy (v)dy (y) = d3 (v) dy (y)

ise C, R’ nin genigletilmis merkezi olmak tizere, dy (z) = Ady (x) ve ds (x) =

Ad; (z) olacak bigimde A € C' vardur.

1.3. I'-Halkalar:

Halka kavramindan daha genel olan I'-halka kavrami ilk defa 1964’ de N.

Nobusawa tarafindan tanimlanmigtar.

Tanim. 1.3.1. ( Nobusawa, N., 1964 ) M = {z,y,z,...} ve I' =
{a, 3,7, ...} toplamsal degismeli gruplar olmak iizere, her z,y,z € M ve o, 5 €
I' icin,

(1) zay € M ve axp €T,

(2) (z+y)az=zaz+yoaz, x(a+ p)y = zoy+zfy, va(y + z) = zay +
Taz,

(3) (way) Bz = x (ayB) 2 = wa (yB2),

(4) zay = 0y ise a = Op

kosullar1 saglaniyorsa M’ ye ( Nobusawa anlaminda ) bir I'-halka denir.

W. E. Barnes (1966), Nobusawa’ nin I'-halka tanmimindaki kogullar1 biraz

zayiflatmig ve I'-halka kavramini yeniden tanimlamigtir.

Tanim 1.3.2. ( Barnes, W. E., 1966 ) M = {z,y,z,..} ve ' =
{a, 5,7, ...} toplamsal degismeli gruplar olmak {izere, her x,y, 2 € M ve o, 5 €
I' icin,

(1) zay € M,

(2) (z+y)az =zaz+yoaz, x(a+ f)y = zoy+zfy, va(y + 2) = zoy +

Tz,
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(3) (zay) Bz = x (ayp) z = war (yPz)

kosullar1 saglaniyorsa M’ ye ( Barnes anlaminda ) bir T'-halka denir.

Ornek 1.3.3. ( Barnes, W. E., 1966 ) G ve H iki toplamsal degismeli
grup olmak tizere, M = Hom (G, H) ve I' = Hom (H, G) olsun. Bu durumda
M xT'x M — M déniigiimii, her f,g € M ve a € T igin (f,a,9) — fag
(burada fag carpimi; f, « ve g doniigiimlerinin bilegkesidir) bi¢iminde tanimh

ise M bir I'-halkasidir.

Tanim 1.3.4. ( Barnes, W. E., 1966 ) M bir I'-halka ve U, M’ nin bir
toplamsal alt grubu olsun. MTU C U (UT'M C U) ise U’ ya M’ nin bir sol
(sag) ideali denir. Ayrica U, M’ nin hem sol hem de sag ideali ise U’ ya M

nin tki-yanl ideali veya kisaca ideali denir.

U veV, M’ nin iki sol (sag, iki-yanh) idealiise U+V = {u+v|ju e U, v € V'}
kiimesine U ile V'’ nin toplama denir. Diger taraftan U + V de M’ nin bir sol
(sag, iki-yanl) idealidir.

U, M’ nin bir sag ideali; V', M’ nin bir sol ideali ve S de M’ nin bogtan

farkl bir alt kiimesi ise

STU = { Z SO UL

k=1

SkGS,OékEF,UkEU,HGN}

kiimesi M’ nin bir sag ideali; VI'S, M’ nin bir sol ideali ve VI'U da M’ nin
bir idealidir.

M’ nin sonlu yada sonsuz sayida bir takim sol (sag, iki-yanli) ideallerinin
arakesiti de M’ nin bir sol (sag, iki-yanh) idealidir.

a € M igin M’ nin a’ y1 igeren biitiin ideallerinin arakesitine M’ nin a

tarafindan tretilen esas ideali denir ve (a) ile gosterilir.
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(a) = {na+xaa+a6y+ Zuwaév x,y,u,v € M, a,3,v,0 €T, nEZ}

sonlu

dir.

Tanim 1.3.5. M bir [-halka ve U, M’ nin bostan farkhi bir alt kiimesi
olsun. Bu durumda
CU):={x € M|zyu =uyz,Yu e U, Vy eI'}

kiimesine U’ nun M’ deki merkezleyeni denir. Ayrica U = M alimirsa, C' (M)

ye "M’ nin merkezi denir ve kisaca C' ile gosterilir.

Tanim 1.3.6. M bir ['-halka ve U, M’ nin bir ideali olmak iizere, M’ nin

U’ ya gore x + U (x € M) kalan simflarindan olusan kiime M /U olsun. Her
xz,y € M ve~y €I igin M/U iizerinde,
(z+U)+(y+U)=(z+y)+U
ve
(x+U)y(y+U) = (xyy) +U
bigiminde tanimli toplama ve ¢arpma iglemine gére bir I'-halkadir. M/U T-

halkasina M’ nin U idealine gore ¢carpym I'-halkas: denir.

Tanim 1.3.7. M ve N iki I'-halkas1 ve ¢ : M — N bir doniisiim olsun.
Her xz,y € M ve v € I i¢in

(1) ¢ (@ +y) =v @) +e(y),

(2) ¢ (z7y) = @ (2)ve (y)

kogullar1 saglaniyorsa ¢ doniigiimiine bir ['-homomorfizma denir. Ayrica ¢

doniigiimii bire bir ve drtense ¢’ ye bir I'-izomorfizma denir ve M = N yazilir.

Tanim 1.3.8. M ve N herhangi iki I'-halka ve ¢ : M — N bir I'-

homomorfizma olsun. Bu durumda
Kerp={x € M|y (x)=0n}

kiimesine ¢’ nin ¢ekirdegi denir.
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1. 4. Fuzzy Kiimeler

Fuzzy kiime kavrami ilk defa 1965’ te L. A. Zadeh tarafindan tanimlan-

migtir.

Tanim 1.4.1. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X bostan farkli herhangi bir
kiime olmak tizere, z € X icin p(x) =t € [0, 1] olacak bicimde tanimlanan

p: X — [0,1] doniigiimiine X’ in bir fuzzy kiimesi denir.

Tanim 1.4.2. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X bostan farkli herhangi bir kiime
ve i, v X’ in fuzzy kiimeleri olsun. Bu durumda

(1) Herz € X icin p =v 1< pu(z) =v(z) dir,

(2) Her v € X i¢in p C v i p(z) < v (z) dir,

(3) Her z € X i¢in (pUv) () = max {u (z),v (x)} bigiminde tammlanan
iU v de X’ in bir fuzzy kiimesidir,

(4) Her z € X i¢in (pNv)(x) = min{p (z),v (z)} bi¢giminde tammlanan
N v de X in bir fuzzy kiimesidir,

(5) Her z € X igin p°(z) = 1 — pu(z) bigiminde tanmmlanan ¢ ( 4’ niin

tiimleyeni ) X’ in bir fuzzy kiimesidir.

Tanim 1.4.3. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X bostan farkli bir kiime ve p,

X" in fuzzy kiimesi olsun. Bu durumda ¢ € [0, 1] i¢in
U(it) = {z € X| o () > 1}
kiimesine X’ in u” ye gore bir level (seviye) alt kiimesi denir.

Tanim 1.4.4. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X bostan farkli herhangi bir kiime

olmak tizere
t€(0,1], y=uxise,
n(y) == ,
0, y # x ise
biciminde tanmimlanan y fuzzy kiimesine X " in bir fuzzy noktas: denir ve (x),

ile gosterilir.
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Tanim 1.4.5. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X ve Y bostan farkli iki kiime
ve ¢ : X — Y bir doniistim olsun. Bu durumda v, Y’ nin bir fuzzy kiimesi
ise her x € X igin ¢! (v) (x) = v (¢ (z)) bigiminde tammlanan ¢~ (v) fuzzy

kiimesine v’ niin ¢ altindaki ters gorintisi denir.

Tanim 1.4.6. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X ve Y bostan farkl iki kiime ve
¢ : X — Y bir doniigiim olsun. Bu durumda g, X’ in bir fuzzy kiimesi ise Y
nin
SUDy )y 1 (2) 971 (y) # 0 ise
(p) (y) = P _
0, ™ (y) =0 ise

bigiminde tamimlanan ¢ (p) fuzzy kiimesine p’ nin ¢ altindaki gérintiisi

denir.

Tanim 1.4.7. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X ve Y bostan farkhi herhangi
iki kiime; p, X’ in bir fuzzy kiimesi ve v de Y’ nin bir fuzzy kiimesi olsun. Bu
durumda her (z,y) € X x Y icin (u x v) (z,y) = min{p (x),v (y)} bi¢iminde
tammlanan g X v @ X x Y — [0,1] fuzzy kiimesine p ile v’ niin kartezyen
carpyme denir. X x X’ in bir fuzzy kiimesine X dzerinde bir fuzzy bagint:

denir ve R, (veya kisaca R) ile gosterilir.

Tanim 1.4.8. ( Zadeh, L. A., 1965 ) X bostan farkli herhangi bir kiime
ve R, X iizerinde bir fuzzy bagmtisi olsun. Bu durumda her z,y € X igin,

(1) R(z,z) =1 (yansmma ozelligi),

(2) R(x,y) = R (y,z) (simetri ozelligi),

(3) R(xz,y) >supmin{R (z,z),R(z,v)} (gecisme 6zelligi)
kosullar: Saglamyo;se;( R’ ye X dizerinde bir fuzzy denklik bagintis: denir. Ayrica
a € X olmak iizere her z € X i¢in R[a] (x) = R (a,z) gosterimi kullamlr ve
Rla] ya R fuzzy denklik bagintisina gore a elemans tarafindan temsil edilen
fuzzy sinafi denir. X in R fuzzy denklik bagintisina gore biitiin fuzzy simflarin-

dan olusan kiime X/R := {R[a]|a € X} ile gosterilir.
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Tanim 1.4.9. ( Zadeh, L. A., 1965 ) E evrensel kiime ve A C E olsun.

Bu durumda
1, z€A

0, z¢A
bigiminde tamimlanan x, : F — {0,1} doniisiimiine A’ nin karakteristik

dontigiimi denir.

Tanim 1.4.10. ( Rosenfeld, A., 1971 ) G bir grup ve u, G’ nin bir

fuzzy kiimesi olmak iizere, her x,y € G i¢in

(1) p(zy) > min{p(x),p(y)},
(2) p(x) > p(x)

kosullar1 saglaniyorsa p” ye G’ nin bir fuzzy alt grubu denir.

Tanim 1.4.11. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve p, H’ nin bir fuzzy

kiimesi olmak {iizere, her z,y € H igin

(1) p(z—y) >min{u(z),p(y)},
(2) p(xy) > min{p(x), 1 (y)}

kogullar1 saglaniyorsa p’ ye H’ nin bir fuzzy alt halkasy denir.

Tanim 1.4.12. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve p, H’ nin bir fuzzy

kiimesi olmak iizere, her x,y € H icin

(1) p(z —y) > min{p(z),p1(y)},

(2) p(zy) = p(y) (n(zy) = p(z))
kogullar1 saglaniyorsa p’ ye H’ nin bir fuzzy sol (sag) ideali denir. Ayrica u,
H’ nin hem fuzzy sol hem de fuzzy sag ideali ise ©’ ye H’ nin bir fuzzy ideali

denir.
Yukarida tanimi verilen fuzzy ideal kavrami agagidaki gibi tanmimlanabilir.

Tamim 1.4.13. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve pu, H’ nin bir fuzzy

kiimesi olmak iizere, her x,y € H icin

(1) p(z —y) >min{u(x),p(y)},
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(2) p(wy) > max {pu(x), 1 (y)}

kogullar1 saglaniyorsa p” ye H’ min bir fuzzy ideali denir.

Tanim 1.4.14. ( Liu, W., 1982 ) H bir halka ve p, v; H’ nin fuzzy
kiimeleri olsun. Bu durumda her z € H igin
1) = sup min{pe(a) . (1)}
z=x+y
bigiminde tamimlanan n fuzzy kiimesine p ile v’ nin toplam: denir ve p + v

ile gosterilir. Ayrica u+ v = v + p’ diir.

Tamim 1.4.15. ( Jun, Y. B. and Lee, C. Y., 1992 ) M bir I'-halkas:

ve i, M’ nin bir fuzzy alt kiimesi olmak tizere, her x,y € M ve her v € T i¢in

(1) p(z —y) > min{u(x),p(y)},
(2) p(zyy) > max {p(z),pn(y)}

kogullar1 saglaniyorsa p” ye M’ nin fuzzy alt I'-halkasy denir.

Tanim 1.4.16. ( Malik, D. S. ve Mordeson, J. N., 1992 ) R ve S
bos kiimeden farkh kiimeler ve f, R x S’ nin fuzzy alt kiimesi olsun. 0 € [0, 1]
olmak tizere, agagidakiler saglanirsa f’ ye R’ den S’ ye fuzzy fonksiyon denir:

(1) Her z € R i¢in f (x,y) > 6 olacak bigimde en az bir y € S vardir,

(2) Her x € R, Vy1,y2 € S igin f (z,y1) > 0 ve f(z,y2) > 0 iken y; = 15
dir.

Tanim 1.4.16” dan yararlanarak, X. Yuan ve E. S. Lee yeni bir tanim ver-

migtir.

Tanim 1.4.17. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) GG bos kiimeden farkl
bir kiime ve R, G x G x G’ nin fuzzy alt kiimesi olsun. Asagidakiler saglanirsa
R’ ye G 1tizerinde fuzzy ikili islem denir:

(1) Her a,b € G i¢in R (a,b,c) > 0 olacak bi¢imde en az bir ¢ € G vardur.

(2) Her a,b,c1,c € G igin R (a,b,c1) > 0 ve R(a,b,c2) > 0 iken ¢; = ¢
dir.
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R, G iizerinde bir fuzzy ikili iglem olsun. Bu durumda,
F(G)={A]A:G —0,1] doniistim}

ve

R(A,B)(c)=\/ (A(a) AB(b)AR(a,b,c)),VceGC

a,beG
olmak iizere, R : F (G) x F (G) — F(G), (A,B) — R (A, B) doniisiimii
vardir.

A ={a}, B={b} olsun ve R (A, B); aob ile gosterilsin. Bu durumda,
(aob)(c)=R(a,b,c),Vced

((aob)oe)(z) = \/ (R(a,b,d) AR(d,c,2)),V z€C

deG

(ao(boc)(z) =\ (R(b.c,d) AR(a.d,2)),Vz€C
deG
dir.

Tanim 1.4.18. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) G bos kiimeden
farkli bir kiime ve R, G iizerinde fuzzy ikili iglem olsun. Asagidaki kogullar
saglanirsa (G, R)’ ye fuzzy grup denir:

(G1) Her a,b,¢, 21,22 € G igin ((aob)oc)(z1) > 0 ve (ao (boc))(z) >0
iken z; = 29

(G2) Her a € G igin (eg o a) (a) > 0 ve (aoeg) (a) > 0 olacak bicimde en
az bir ey € G vardir (ey’ a G’ nin birim elemani denir),

(G3) Her a € G igin (a0 b) (eg) > 0 ve (boa)(ey) > 6 olacak bicimde en

az bir b € G vardir (b’ ye a’ mn tersi denir ve a™! ile gosterilir).
Bir fuzzy grup asagidaki ozelliklere sahiptir:

Onerme 1.4.19. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G, R) bir fuzzy
grup olsun. Bu durumda,

(1) G’ nin birim eleman: tektir,

24



(2) (aca)
(3) (aob)(d) >0 ve (aocc)(d) >0 iken b =c,
(4) (boa)(d) >0 ve (coa)(d) > 6 iken b =c,

(a) > 0 iken a = e,

(5) G’ nin her a elemanimin tersi tektir,

(6) (™)' =aq,
(7) (btoat)(c) >0 ve(aob)(d) >0 iken c =d ! dir.

Teorem 1.4.20. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G iizerinde
fuzzy ikili islem olsun ve (G, R), (G1)’ i saglasin. Bu durumda, (G, R) fuzzy
gruptur<

(G2) Her a € G igin (¢; 0 a) (a) > 0 olacak bi¢imde en az bir ¢; € G vardir
(e)” ye G’ nin sol birimi denir),

(G3)' Her a € G i¢in (boa) () > 6 olacak bigimde en az bir b € G vardir

(b’ ye a’ min sol tersi denir).

Teorem 1.4.21. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G iizerinde
fuzzy ikili islem olsun ve (G, R), (G1)’ i saglasin. Bu durumda, (G, R) fuzzy
gruptur<

(G2) Her a € G igin (aoe,)(a) > 0 olacak bigimde en az bir e, € G
vardir (e,” ye G’ nin sag birimi denir),

(G3)' Her a € G igin (a o b) (e,) > 0 olacak bi¢imde en az bir b € G vardir

(b’ ye o’ min sag tersi denir).

Teorem 1.4.22. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G iizerinde
fuzzy ikili islem olsun ve (G, R), (G1)’ i saglasin. Bu durumda, (G, R) fuzzy

gruptur<-Her a,b € G igin
(@ox)(b) >0, (yoa)(b) >0

olacak bi¢imde en az bir x,y € G vardir.
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(G, R) bir fuzzy grup, 0 # H C G ve her a,b,c € H i¢in Ry (a,b,c) =

R (a,b,c) olsun. Bu durumda,
(aob)(c)= Ry (a,b,c) =R(a,b,c), Va,b,ce H,

((aeb)ec)(z) = \/ (R(a,b,z) AR (z,c,2)),V z€ H,Va,b,c€ H

reH

(ae(bec))(z) = \/ (R(b,c,z) NR(a,x,2)),¥Y z€ H,Va,b,ce H

dir.

Tanim 1.4.23. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G, R) bir fuzzy grup
ve ) # H C G olsun. Asagidakiler saglanmirsa H’ ye G’ nin fuzzy alt grubu
denir:

(H1) Her a,b € H ve her ¢ € G i¢in (a0 b) (¢) > 0 iken ¢ € H’ dur,

(H2) Her a,b,c € H, her 21,25 € Higin ((aeb)ec)(z1) >0 ve(ae (bec))(z) >
0 iken z; = zy’ dir,

(H3) Her a € H i¢in (ey @ a) (a) > 0 ve (a ® e) (a) > 0 olacak bigimde en
az bir ey € H vardir,

(H4) Her a € H igin (a @ b) (eg) > 6 ve (bea) (ey) > 0 olacak bigimde en

az bir b € H vardir.

Onerme 1.4.24. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G’ nin fuzzy alt
grubu olsun. Bu durumda,

(1) ey =e,

(2) @ min H’ deki tersi b; @’ min G’ deki tersi ™! e esittir.

Onerme 1.4.25. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G’ nin fuzzy alt
grubudurs

(1) Her a,b € H ve her ¢ € G igin (a0 b) (¢) > 0 iken ¢ € H,

(2) a € H iken o™t € H’ dir.

Onerme 1.4.26. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) Her i € [ igin H;

ler G’ nin fuzzy alt grubu ise ﬂ H; de GG’ nin fuzzy alt grubudur.
iel
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Onerme 1.4.27. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G, R) bir fuzzy

grup ve
C={z|lreGve (xoa)(c) >0 < (aox)(c) >0, VYa,c e G}
ise C'; G’ nin fuzzy alt grubudur.

Tanim 1.4.28. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G fuzzy grubunun

fuzzy alt grubu olsun. Her a,b € G ve her h € H igin
(ao(hoa™))(b)>0=be H
ise H’ ye G’ nin normal fuzzy alt grubu denir.

Onerme 1.4.29. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) ((aob)oc)(d) >
0 < (ao(boc))(d) >0 dur.

Onerme 1.4.29’ daki kosul, asagidaki kosula denktir:
Va,be G,Vhe H, ((aoh)oa™')(b)>0=0be H
dir.

Tanim 1.4.30. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G fuzzy grubunun

fuzzy alt grubu ve

(aH)(2) = \/ R(a,z,2), (Ha)(z)= \/R(z,a,2)

reH zeH

olsun. aH (Ha)’ ye H’ nin sol (sag) yan kiimesi denir.

Teorem 1.4.31. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) H, G’ nin fuzzy alt

grubu olsun. H, G’ nin normal fuzzy alt grubudur&
Va,z € G, (aH)(z) >0« (Ha)(z) >0

dir.
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Lemma 1.4.32. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) G bir fuzzy grup

olsun. Bu durumda,
R(a,b,c) >0 = R(c,b’l,a) >0, R(a’l,c,b) > 0

dir.

H, G fuzzy grubunun normal fuzzy alt grubu ve > = {aH|a € G} olsun.

> iizerinde ~ bagintisi agagidaki gibi tanimlansin:

a1H ~aH & R (a_l, as, h) > # olacak bicimde en az bir h € H vardir.

Teorem 1.4.33. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) ~, > iizerinde bir
denklik bagintisidir.

Onerme 1.4.34. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) a;H ~ a,H <
((a1H) (z) > 0 < (axH) (2) > 0).

[aH]G: {a’é]\a’g ~aH},a={d|d € GvedH~aH} G/H = {[aH]|a € G}
ve R : TXF*XF " [0,1], ([aH],[bH],[cH]) — R ([aH],[bH],[cH]) =
R(a',V, ) olsun.

Teorem 1.4.35. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) R, G/H iizerinde

fuzzy ikili islemdir.

R, G/H iizerinde fuzzy ikili islem oldugundan,

([aH] o [bH]) ([cH]) = R([aH], [bH], [cH]),

((laH] o [bH]) o [cH)) ([dH]) = \/ (R([aH],[bH], [zH]) A
zeG

R([zH], [cH], [dH]))

(laH] o (bH] o [cH))) (lwH]) = \/ (R((bH], [cH],[xH]) A

R([aH], [zH], [wH]))
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dir.

Teorem 1.4.36. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G/H, E) bir fuzzy
gruptur.

Tamim 1.4.37. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G/H,R)’ ye G’ nin

H’ ye gore carpim fuzzy grubu denir.

Tamim 1.4.38. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G1, R;) ve (G2, R)

iki fuzzy grup ve f : G; — G5 doniisiim olsun.
Ry (a,b,¢) >0 = Ry (f(a), f(b),[(c)) >0

ise f’ ye fuzzy homomorfizm denir. f, 1 — 1 ise f’ ye fuzzy monomorfizm,
ortense fuzzy epimorfizm denir. f, hem 1 — 1 hem de ortense [’ ye fuzzy

1zomorfizm denir.

Teorem 1.4.39. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) (G, R) fuzzy grup
ve H, G’ nin normal fuzzy alt grubu olsun. (G /H, E) carpim fuzzy grubu ise,

G
<,0:G—>ﬁ, a v [aH]
doniigtimii bir fuzzy epimorfizmidir.

Onerme 1.4.40. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) f : (G1,R)) —
(G2, Ry) fuzzy grup homomorfizmi ise,

(1) f(e1) = eo,

(2) f(a™) = (f(a)”
dir.

Teorem 1.4.41. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) [ : (G1,R;) —
(G2, Ry) fuzzy grup homomorfizmi ise,

(1) Hy, Gy’ in fuzzy alt grubu ise f (H;), G2’ nin fuzzy alt grubudur,

(2) H,, Gy’ nin fuzzy alt grubu ise f~! (H,), G}’ in fuzzy alt grubudur,
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(3) Nz, Gy’ nin normal fuzzy alt grubu ise f~! (Ny), Gy’ in fuzzy normal
alt grubudur,
(4) Kerf ={z € G| f (z) = ez}, Gy’ in normal fuzzy alt grubudur,

(5) f fuzzy monomorfizmdire K erf = {e;}’ dir.

Teorem 1.4.42. ( Yuan, X. ve Lee, E. S., 2003 ) f : (G1,Ry) —
(G, Ry) fuzzy grup epimorfizmi ise H = K erf olmak iizere G1/H, G35’ ye

izomorfiktir.

H. Aktas ve N. Cagman, X. Yuan ve E. S. Lee’ nin fuzzy ikili iglemlere

dayanan fuzzy grup tanimini kullanarak; yeni bir fuzzy halka tanimlamiglardir.

G ve H, R iizerinde iki fuzzy ikili islem olsun. Bu durumda,
F(R)={AlA:R —[0,1] doniigiim},

G(A,B)(c)=\/ (A(a) AB(b) AG (a,b,c))
a,beR

H(A,B)(c)=\/ (A(a) AB(b) A H(a,b,c))

a,beR
olmak tizere, G: F'(R) x F'(R) — F(R), (A,B) — G (A,B) ve H : F (R) X
F(R)— F(R), (A, B) — H (A, B) doniistimleri vardr.
A ={a}, B = {b} olsun ve G (A, B), H (A, B); sirasiyla ao b ve a x b ile

gosterilsin. Bu durumda,
(aob)(c)=G(a,b,c),Vee R

(axb)(c)=H (a,b,c),Vce R

((aob)oe)(z) = \/ (G(a,b,d) AG(d,c,z))

der

(ao(boe)(z) =\ (G(bec,d) AGa.d,z))

deRr
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(ax(boe) (z) =\ (G(bec,d)AH (a,d,z))

der

((axb)o(axc)(z)=\/ (H(a,bd)AH(a,ce)AG(de,z))

d,e€ER

dir.

Tanim 1.4.43. ( Aktag, H. ve Cagman, N., 2007 ) R bos kiimeden
farkli bir kiime ve G, H; R iizerinde iki fuzzy ikili islem olsun. Asagidaki
kogullar saglanirsa (R, G, H)’ ye fuzzy halka denir:

(R1) (R, G) degismeli fuzzy gruptur,

(R2) Her a,b,¢, 21,22 € Ricin ((a*b) *¢) (21) > 0 ve (a* (bxc)) (z) >0
iken z; = 29,

(R3) Her a, b, ¢, 21,22 € Rigin ((aob) x¢)(21) > 0ve ((a*xc)o (bxc))(2) >
0 iken z; = 29, (ax (boc))(z1) > 0 ve ((a*b)o(ax*c))(z2) > 0 iken z; = 2z
dir.

Her a,b € R igin (axb)(u) > 0 < (bxa)(u) > 0 ise (R,G, H) degigmeli
fuzzy halkadir, denir. Her a € R igin (a *e,) (u) > 0 ve (e, *xa) (v) > 0 iken
u = v olacak bi¢imde e, € R varsa (R, G, H)’ ye birimli fuzzy halka denir. e,
(R,G) fuzzy gubunun birimi olmak iizere ey’ a fuzzy halkasinin sifir elemana

denir.

Teorem 1.4.44. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R, G, H), sifir
elemani ey olan fuzzy halka ise herhangi a,b € R igin,

(1) (axb)(b) > 0 ve (axb)(ey) > 6 iken b = ey ve (bxa)(b) > 0 ve
(bxa)(eg) > 0 iken b = ¢ ,

(2) b7, b nin (R,G)’ de tersi olsun. Bu durumda, (a*b7 ') (v) > 0 ve
(a*b) (w) >0 iken v=w"ve (a'*b)(s) >0 ve (axb)(t) >0iken s =11

(3) (a™txb7Y) (u) > 0 ve (a*b)(v) >0 iken u = v’ dir.

Tanim 1.4.45. ( Aktas, H. ve Gagman, N., 2007 ) (R, G, H) fuzzy
halka ve ey # a € R olsun. (a=*b)(eg) > 6 ((bxa) (ey) > ) olacak bigimde
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eo # b € R varsa a’ ya sol sifir bolen (sag sifir bolen) eleman denir. R’ nin

hem sag hem de sol sifir bolen elemanlarina R’ nin sifir bolen elemanlar: denir.

Onerme 1.4.46. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R, G, H) fuzzy

halkasinda sifir bolen elemanlar yoktur<Her a (# ¢g), b, ¢ € R igin
(axb)(u) >0 ve (axc)(u) >0 iken b =c

ve

(bxa)(u) >0 ve (cxa)(u) >0 iken b =c

dir.

Tanim 1.4.47. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R, G, H) fuzzy
halka olsun.

(1) (axb)(u) >0 < (bxa)(u) >0 ise (R,G,H) ye degismeli fuzzy halka
denir.

(2) Her a € R icin (e, % a) (a) > 6 ve (a * e,) (a) > 6 olacak bigimde en az
bir e, € R varsa (R, G, H) ye birimli fuzzy halka denir,

(3) (R,G, H) birimli fuzzy halka olsun. a € R igin (a*b)(e.) > 6 ve
(boa)(es) > 0 olacak bicimde en az bir b € R varsa b’ ye a’ nun tersi denir ve

a;! ile gosterilir.

Teorem 1.4.48. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R, G, H) birimli
fuzzy halka ise e, tektir.

(R,G, H) fuzzy halka, ) # S C R ve her a,b,c € S igin Gg (a,b,c) =
G (a,b,c) ve Hg (a,b,c¢) = H (a, b, c) olsun. Bu durumda,

(a AD)(c)=Gs(a,b,c) =G (a,b,c), Va,bceS,

(aob)(c) = Hgs(a,b,c) = H (a,b,c), VYa,b,c€S,

(ao(bAc))(z) = \/(G(b,c,x)/\H(a,x,z)), Va,b,c,z € S

reS
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((aob) A(acc))(z) = \/ (H (a,b,z) N H (a,c,y) NG (x,y,2)), Ya,b,c,z € S

z,yeS

dir.

Tanim 1.4.49. (R, G, H) fuzzy halka ve () # S C R olsun.

(1) Her a,b € Sveherc € Rigin (aob)(c) >0 ikenc € Sve (axb)(c) >0
iken c € S,

(2) (S,Gs, Hg) bir fuzzy halka
ise (S,Gs, Hs) ye (R,G, H)’ nin fuzzy alt halkasy denir.

Onerme 1.4.50. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R, G, H) fuzzy
halka ve ) # S C R olsun. (S,G, H), R’ nin fuzzy alt halkasidire

(1) Hera,b € Sveherc € Rigin (aob)(c) >0 ikenc € Sve (axb)(c) >0
iken c € S,

(2) Hera € Sigin a™! € S’ dir.

Onerme 1.4.51. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R, G, H) fuzzy
halka ve

C={z|lzeRve (x*a)(c) >0 < (axx)(c) >0, Ya,ce R}
olsun. Bu durumda C'; R’ nin fuzzy alt halkasidir.

Tanim 1.4.52. ( Aktas, H. ve Gagman, N., 2007 ) (R, G, H) fuzzy
halka ve () # I C R olsun. Asagidaki kosullar saglamirsa I’ ya R’ nin fuzzy
tdeali denir:

(1) Herxz,y e Ivez € Rigin (zovy)(2) >0=z2€1,

(2) Her z € I igin 27! € I dur,

(3) =,y € R olmak iizere, her s € I ve her r € Rigin (rxs) (x) >0 = x €

Ive(s*r)(y)>0=yel dr.

Teorem 1.4.53. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) Her i € [ igin

I;’ ler R’ nin fuzzy idealleri olsun. Bu durumda ﬂ I;, R’ nin idealidir.
i€l

33



Uyar: 1.4.54. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) Tamim 1.4.50’ ye
gore R fuzzy halkasinin fuzzy ideali, R’ nin fuzzy alt halkasidir.

I, R halkasimin bir fuzzy ideali ve Q@ = {a o[ : a € R} olsun. (2 iizerinde ~

bagintis1 agagidaki gibi tanimlansin:

a0l ~ayol &G (afl, as, u) > @ olacak bi¢imde en az bir v € I vardir.

Teorem 1.4.55. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) ~,  iizerinde
bir denklik bagintisidir.

(R, G, H) fuzzy halka ve I, R’ nin fuzzy ideali olsun. Bu durumda (7, G),
(R,G) nin alt grubudur. (R,G) degismeli oldugundan (/,G), (R,G)’ nin
normal fuzzy alt grubudur. Teorem 1.4.36” dan asagidaki islemlerle iyi tanimli

R/I garpim fuzzy grubu vardir.

([acIl®[bol])([col]) = G(laol],[bol],[col])
= \/ G (d,V, )

(a’,b' ') €axbxe

(lonj@pol)(col]) = Haol],pol] [col))
= \/ H(d'V, )
(a’,b' /) eaxbxe
Bu iglemlerle R/1, fuzzy halka yapilabilir.

G ve H, R/I iizerinde iki fuzzy ikili islem olsun. Bu durumda,

([aclj@pol)@col])(doI]) = \/(G(laol],[bol],[xol])A

TER

a([xo]],[co]],[dof]))

(ool @ (boll@col]))(wol]) = \/(G(bol],[col],[zoI])A

TER

G(laol],[zol],[woll]))
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(l[acIl®@(bol]@[col]))([z0]]) = \/(@([bo[],[col],[dol])/\

H([aol],[doI],[z0]]))

([acll®@[bol]) & ([aoI]®@col]))([z0]]) =

=\, (F(ao1]. o] ldo ) A

ﬁ([aol],[doI],[zo[])/\@([do[],[wof],[zo[]))
dir.

Teorem 1.4.56. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R,G, H) fuzzy
halka ve I, R’ nin fuzzy ideali olsun. Bu durumda,

(lact]@[bol])([col]) = H([aol],[bol],[col])
= \/ H (V)
(a’ b ,c')e€axbxe

islemi ile (R/ I ,@) carpim fuzzy grubu, fuzzy halkadir.

Tanim 1.4.57. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (R/I,@, ﬁ)’ ye

R’ nin I’ ya gore ¢carpvm fuzzy halkasy denir.

Tamim 1.4.58. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) (Ry,G1, Hy) ve
(Rs, Gy, Hy) iki fuzzy halka ve f : Ry — R doniigiim olsun.

(1) Gi(a,b,c) >0 = Gy (f(a), f (), f(c)) >0,

(2) Hy (a,b,¢) > 0= Hy (f (a), f (b) / (€)) > 0
ise f’ ye fuzzy halka homomorfizmi denir. f, 1 — 1 ise f’ ye fuzzy halka
monomorfizmi, ortense fuzzy halka epimorfizmi denir. f, hem 1 — 1 hem de

ortense f’ ye fuzzy halka izomorfizmi denir.

Onerme 1.4.59. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) f : (R,,G1, H;) —
(Ra, G, Hy) fuzzy halka homomorfizmi ise,

(1) f(el) = €2,
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(2) fla™") = (f(a)™
dir.

Teorem 1.4.60. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) f : (Ry,Gy, H1) —
(Rs, Gy, Hy) fuzzy halka homomorfizmi ise,

(1) Im f, Ry’ nin fuzzy alt halkasidir,

(2) Kerf, Ry in fuzzy idealidir.

Teorem 1.4.61. ( Aktas, H. ve Cagman, N., 2007 ) f : (Ry,Gy, H1) —
(Rs, Gy, Hy) fuzzy halka epimorfizmi olsun. Bu durumda N = Kerf olmak
tizere, R1/N, Ry’ ye izomorfiktir.
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2. BOLUM

ASAL HALKALAR UZERINDE GENELLESTIRILMIiS
TUREVLER

Bu boliimde, simetrik ikili tiirev ve permuting ticlii tiirevin izleri yardimiyla
yeni genellestirilmis tiirev tanimlar1 verilmis ve daha 6nce 6zetlenen ¢aligmalar-

daki 6zellikler bu tanimlara uygulanmaya ¢aligilmigtir.

2.1 Simetrik Ikili Tiirevin izi Ile Belirlenen Genellestirilmis Tiirevler

Tanim 2.1.1. R bir halka, D : R x R — R simetrik ikili tiirev ve d,
D’ nin izi olsun. f : R — R toplamsal doniigsiim olmak tizere, her x,y € R
icin f(zy) = f(2)y + xd (y) esitligi saglamyorsa f’ ye d ile belirlenmis sag

genellegtirilmis tirev denir ve (f — d),. ile gosterilir.

" a 0
Ornek 2.1.2. Z tamsayilar kiimesi olmak iizere, R = a,be’Z

halkasi tizerinde D : R X R — R,
a 0
D ;
ve f: R — R,

f

a 0
b 0
doniisiimleri tanimlansin.
a 0O c 0 e 0 h 0 o
) ) ) € R icin
b 0 d 0 f o 0
c 0
d 0

a 0
b 0

Y
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a 0 e 0 c 0 h 0
olsun. Bu durumda, = ve = " dir.
b 0 f 0 d 0 g 0

Wlb((f’;cg;w(d; )) (20)-(0)
((0)(02))

oldugundan D iyi tanimlidir.

a 0 c 0 0
D , =
- D 7
d 0 b 0
oldugundan D simetrik doniistimdiir.
D + =D :
b d 0 b+d 0 f o0
B _ 0 0 0 0
N (a+c)e 0 ae +ce 0 N

D((M)(M)) ((;8)7(;3))

ae 0 ce 0
ve D simetrik doniisiim oldugundan D degiskenlerinin her ikisine goére de

~/

topj“{i‘fl)m (oNe((20) ()
L))
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0
0
a 0
+
b 0
dir. Yani D simetrik ikili tiirevdir. Ayrica D’ nin izi d,
a 0 a 0 a 0 0 0
d — D ; =
b 0 b 0 b 0 a’® 0
a 0 c 0
dir. = olsun. Bu durumda a = ¢, b = d’ dir.
b 0 d 0
a 0 a+b 0 c+d 0 c 0
f = = = f
b 0 0 O 0 O d 0
oldugundan f iyi tanimhdir.
a 0 c 0 a+c 0O a+b+c+d 0
f - =/ -
b 0 d 0 b+d 0 0 0
a+b 0 c+d 0 a 0 c 0
- = ~f +f
0 0 0 0 b 0 d 0
oldugundan f toplamsal doniigiimdiir.

(A
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ve

(aO (cO) aO) CO)
f + d
b 0 d 0 b 0 d 0
<a+b o)(co) (ao)(o 0)
- -
0 O d 0 b 0 2 0
((a+b)co)+(00)<(a+b)co)
0 0 00 0 0
oldugundan
a 0 c 0 a 0 c 0
(o) (o)Al
b 0 d 0 b 0 d 0
(o)(())
+ d
b 0 d 0

dir. Yani f, d ile belirlenmis genellestirilmis sag tiirevdir.

LAl

0 0

Diger taraftan,

\
/\/\
A
v
\_/\—/
~/
Q. o

(a+b)c+a(c+d) 0
b(c+d) 0

oldugundan

+

<@

dir. Yani f tiirev degildir.

0
0
Uyar: 2.1.3. R bir asal halka, charR # 2, D : R x R — R simetrik ikili

tirev, d; D’ nin izi ve f ; d ile belirlenmis sag genellegtirilmis tiirev olsun.
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Bu durumda, her z,y € R i¢in f(zy) = f(z)y + xd(y)’ dir. Bu esitlikte
y yerine —y yazilirsa; —f (zy) = —f () y + xd (y) olur. Son iki esitlik taraf
tarafa toplanirsa, charR # 2 oldugundan zd (y) = Og elde edilir. R halkas
asal halka oldugundan x = Og veya d (y) = Og’ dir. Eger z = Oy ise o zaman
R = {Og} elde edilir. Diger taraftan d(y) = Og ise o zaman Lemma 1.2.32
den her x € R i¢in f (z) = gz olacak bigimde ¢ € @, (R¢) vardir. Bu nedenle

asal halkada (f — d), genellestirilmig tiirevini tanimlamanin anlami yoktur.

Tanim 2.1.4. R bir halka, D : R X R — R simetrik ikili tiirev ve d, D
nin izi olsun. f : R — R toplamsal doniisiim olmak tizere, her x,y € R icin
f(zy) = f(z) a(y) + xd (y) olacak bigimde o : R — R fonksiyonu varsa f’ ye

d ile belirlenmis sag genellestirilmis o-tiirev denir ve (f — o — d),, ile gosterilir.

. a 0
Ornek 2.1.5. R = a,b € Zy p halkasi iizerinde D : Rx R —
b 0
a 0 c 0 0 O
D ) = )
b 0 d 0 ac 0
f:R— R,
a 0 a? 0
f p—
b 0 0 0
vea:R— R,
a 0 a? 0
(8% =
b 0 ¥ 0

doniigiimleri tanimlansin. Ornek 2.1.27 deki gibi D’ nin, R’ de simetrik ikili

tiirev oldugu gosterilebilir. Ayrica D’ nin izi d,

dir.
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( a 0 ) ( c 0 ) )
= olsun. Bu durumda a = ¢, b = d’ dir.
b 0 d 0
; a 0 B a’> 0 B 2 0 B c 0
bo)) \o o) \oof d 0

oldugundan f iyi tanimlidir.

ve

) A

dir. Yani f, d ile belirlenmig sag genellestirilmis a-tiirevdir.
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Diger taraftan,

a 0 c 0 a 0 c 0
f + f
b 0 d 0 b 0 d 0
a’> 0 c 0 a 0 2 0
= -
0 0 d 0 b 0 0 0
a’c 0 ac®> 0 a’c+ac® 0
0 0 be? 0 bc? 0
oldugundan
c 0 a 0 c 0
f # f
b 0 d 0 b 0 d 0
a 0 c 0
+ f
b 0 d 0

dir. Yani f tiirev degildir.

Uyar1 2.1.6. R bir asal halka, charR # 2, D : R Xx R — R simetrik
ikili tiirev, d; D’ nin izi ve f; d ile belirlenmis sag genellegtirilmis a-tiirev
olsun. Bu durumda, her z,y € R igin f (zy) = f(z)a(y) + zd (y)’ dir. Bu
esitlikte y yerine —y yazilirsa; — f (zy) = f () a (—y) +xd (y) olur. Eger « tek
fonksiyon ise — f (zy) = —f (z) o (y) +xd (y) olur. [ (zy) = f(z)a(y)+xd(y)
ve —f (zy) = —f () a (y) +zd (y) esitlikleri taraf tarafa toplamirsa, charR # 2
oldugundan xd (y) = Og elde edilir. R halkasi asal halka oldugundan z = Og
veya d (y) = Og’ dir. = = Og ise R = {Og} elde edilir. d(y) = Og ise her

z,y € Rigin f (zy) = f (x) a(y) olur.

Tanim 2.1.7. R bir halka, D : R x R — R simetrik ikili tiirev ve d,
D’ nin izi olsun. f : R — R toplamsal doniisiim olmak iizere, her z,y € R
icin f (xy) = f () a(y) + B (x)d(y) olacak bigimde o : R — Rve 3: R — R
fonksiyonlar1 varsa f’ ye d ile belirlenmis sag genellestirilmis (c, 5)-tirev denir

ve (f — (o, B) — d), ile gosterilir.
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. a 0
Ornek 2.1.8. R = { ( ) a,be Zg} halkasi iizerinde D : Rx R —
b 0
c
d

IR R R R

A

RN E
o))

doniistimleri tanimlansin.

. a 0
Ornek 2.1.5" den D simetrik ikili tiirev, D’ nin izi d (( )) =
b 0

0 O
( ) ve f toplamsal doniigiimdiir. Ayrica f tiirev degildir.
a® 0

() ) =G =(0)

ve
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oldugundan

a 0 c 0 a 0 c 0
f = f o]
b 0 d 0 b 0 d 0
0 c 0
0 0

+5 d

a
b d

dir. Yani f, d ile belirlenmis sag genellestirilmis («, §)-tiirevdir.

Uyar1 2.1.9. R bir asal halka, charR # 2, D : R Xx R — R simetrik
ikili tiirev, d; D’ nin izi ve f; d ile belirlenmis sag genellegtirilmisg (o, 5)-tiirev
olsun. Bu durumda, her z,y € Ri¢in f (zy) = f (z) a(y)+ 5 (z) d (y)’ dir. Bu
esitlikte y yerine —y yazlirsa; — f (zy) = f () a (—y) + 5 (z) d (y) olur. Uyar
2.1.6" daki gibi « tek fonksiyon olursa —f (zy) = —f () a(y) + B (z)d (y)
olur. f(zy) = f(z)a(y) + B(z)d(y) ve —f (zy) = —f (z) a(y) + B (z) d (y)
esitlikleri taraf tarafa toplanmirsa, charR # 2 oldugundan [ (z)d (y) = Og elde
edilir. R halkas1 asal halka oldugundan §(z) = O veya d(y) = 0g  dir.

B (z) = 0g veya d(y) = Og ise her z,y € R igin f (zy) = f () a (y) olur.

Yukarida verilen Uyar1 2.1.3, Uyar1 2.1.6 ve Uyar1 2.1.9 dogrultusunda

asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 2.1.10. R bir halka, D : R x R — R simetrik ikili tiirev ve d,
D’ nin izi olsun. f : R — R cift fonksiyon olmak iizere, her z,y € R igin
f(xy) = f(x)a(y)+ B (x)d(y) olacak bi¢cimde o : R — R ve §: R — R cift
fonksiyonlar1 varsa f’ ye d ile belirlenmis hemen hemen genellestirilmis sag

(o, B)-tirev denir ve f — (o, 8), — d ile gosterilir.
Ornek 2.1.11. Ornek 2.1.8, Tamm 2.1.10’ a érnek olarak verilebilir.

Onerme 2.1.12. R, charR # 2 olan asal halka, D;, Ds, D5 ve D4; R
de simetrik ikili tiirevler, 0 # dy, 0 # do, 0 # d3 ve 0 # d4 sirasiyla Dy, Do,
D3 ve Dy’ iin izleri, f; — (aaﬂ>r —dy, f2— (04,5),, —dy, f3— (a,ﬂ)r —dz ve
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f1— (o, ), — ds hemen hemen genellestirilmis sag (v, )-tiirevler olsun. Eger

f1 #0, 8 orten ve

fi(@) fa(y) = fs(z) fa(v), Ve, y € R (2.1)

egitligi saglaniyor ise bu durumda C'; R’ nin genisgletilmis merkezi olmak {iizere,

her € R i¢in f3 (z) = Af1 (x) olacak bigimde en az bir A € C' vardur.

Ispat. z,y,z € R olsun. (2.1) denkleminde y yerine yz yazlirsa,
f1(@) f2 (yz) = f3 () fa (y2)

fi(@) [f2(y) a(2) + B (y) da (2)] = fs (2) [fa (y) o (2) + B (y) da (2)]
fi(@) f2(y) a(2) + fi(2) B(y) d2 (2) = fs () fa(y) o (2) + fs (2) B (y) da (2)
olur ve (2.1) denkleminden

fi(@) B (y) da (2) = f3 () B (y) da (2) (2.2)

dir. (2.2) denkleminde r € R i¢in z yerine z + r yazilirsa,

fi(@)By)da(z+71) = fs(x) B (y)da(z+7)

fi(@) B (y)dz (2) + f1 (x) B (y) d2 (r) + 21 (2) B (y) D2 (7, 2)
= fs(2) B(y)da(2) + f5(x) B (y) da (r) + 2f3 () 5 (y) Da(r, 2)

olur ve charR # 2 oldugundan (2.2) denkleminden,
fi(@) B (y) D2 (r,2) = fs (x) 5 (y) Da (1, 2) (2.3)

elde edilir. (2.3) denkleminde s € R i¢in z yerine zs yazilirsa,

fi(@)B(y) Do (r,2)s+ fi(z)B(y)zDa (r,5) = fs(x)B(y) Da(r,2)s
+f3(x) B(y) 2Dy (r, s)

dir. Boylece (2.3) denkleminden,

fi (@) B(y) 2Dz (r,5) = f3(x) B (y) 2Da (1, 5)
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elde edilir. Bu denklemde s yerine r yazilrsa,
fi (@) B(y) 2dz (1) = f3 (2) B (y) zda () (2.4)

olur. (2.4) denkleminde v € R igin z yerine zd, (v) yazilrsa ,

fi (@) B (y) zds (v) d2 (1) = f5 (2) B (y) 2da (v) da (7)
dir. (2.4) denkleminden,

fi (@) B(y) 2dy (v) d2 (1) = f1(2) B (y) 2d2 (v) da ()

fi(@) B (y) 2 (da (v) da (r) = d2 (v) ds (r)) = Op
elde edilir. f, # 0, 3 orten ve R asal halka oldugundan,
dy (v) dy (r) = dy (v) dy (1) , Vo,r € R

dir. d4 # 0 oldugundan Lemma 1.2.52’ den, her r € R igin ds (1) = Ady4 (1)
olacak bicimde en az bir A € C' vardir.

(2.2) denkleminde dj (2) = Ady (2) esitligi kullanihirsa,

fi(2) B(y) Ada (2) = fs (x) 5 (y) da (2)

bulunur ve A € C oldugundan,

(Mi(z) = f3(2)) B (y)da(2) = Or

olur. R asal halka, dy # 0 ve § orten oldugundan her = € R i¢in f3(z) =
Af1 () elde edilir.

Sonug 2.1.13. R; charR # 2 olan asal halka, D; ve Dy; R’ de simetrik
ikili tiirevler, 0 # dy ve 0 # dy sirasiyla Dy ve Dy’ nin izleri, f1 — (o, ), —dy ve
fo — (o, B), — do hemen hemen genellestirilmis sag (o, 5)-tiirevler olsun. Eger

f1 #0, 8 orten ve

fi(e) faly) = f2(2) fily),  VeyeR
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esitligi saglaniyor ise, bu durumda C'; R’ nin genisletilmis merkezi olmak {izere,

her z € R igin f5 (x) = Afi (z) olacak bigimde en az bir A\ € C vardur.

Ispat. Onerme 2.1.12’ de f; = f4 ve f» = f3 alirsa istenen elde edilir.

Lemma 2.1.14. R; charR # 2 olan asal halka, D; R’ de simetrik ikili
tiirev, 0 # d; D’ nin izi ve f — (o, 3), — d hemen hemen genellegtirilmis sag
(o, B)-tiirev olsun. a € R ve (3 drtense her € R i¢in af (x) = Og iken a = Oy

dir.

Ispat. Her 2 € R icin af (z) = Oy olsun. Bu esitlikte y € R icin z yerine

xy yazilirsa,

Or = af (z) a(y) +af (x) d(y) = ap () d (y)

olur. R asal halka, d # 0 ve (8 ¢rten oldugundan a = Oy elde edilir.
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2.2 Permuting Uclii Tiirevin izi Ile Belirlenen Genellestirilmis

Tiirevler

Tanim 2.2.1. R bir halka, D : R x R x R — R permuting iiclii tiirev
ve d, D’ nin izi olsun. f : R — R toplamsal doniisiim olmak iizere, her
r,y € R igin f(xy) = f(x)y + xd(y) esitligi saglamyor ise f’ ye d ile
belirlenmis — genellestirilmis sag tirev denir ve (f —d), ile gosterilir. Her
z,y € Rigin f (zy) = xf (y)+d (z) y esitligi saglaniyorsa f’ ye d ile belirlenmis
genellegtirilmis sol tiirev denir ve (f — d), ile gosterilir. f, d ile belirlenmig hem
genellestirilmis sag hem de genellestirilmis sol tiirev ise [’ ye d ile belirlenmis

genellestirilmis tiirev denir ve f — d ile gosterilir.

a 0 0
Ornek 2.2.2. R = b 0 0 a,b,c € Z ; halkas1 iizerinde
c 00
D:RxRxXR—R,
a 0 0 a; 0 0 as 0 0 0 00
D by 0 O |, b2 O O |, b3 O O = 0 00
cgc 0 0 c, 0 0 cs 0 0 aijaqaz 0 0
ve f: R— R,
a 0 0 a 0 0
f b 0 0 =1000
c 00 0 00
doniisiimleri tanimlansin.
a; 0 O a 0 O a3 0 O as 0 O
r=1b 00 |, y=]| b 00 |s2=| b3 00 |[,t=1] by 0 O
ct 0 0 ca 0 0 cs 0 0 ca 00
as 0 0 ag 0 0
V= bs 0 0 |, w= b 0 0O € R igin
cs 0 0 cg 0 0
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a; 0 O a 0 O az 0 0
by 0 O |, b2 O O |:] b3 O O
cc 00 co 0 0 c3 0 0
ag 0 0 as 0 0 ag 0 0
= by O 0 |, b5 0 O |,] ¢ O O
cg 0 0 cs 0 0 cg 0 0
a; 0 0 ags 0 0O a 0 0 as
olsun. Budurumda | 3, 0 0 | = by 0 0 |,| b 0 O | = bs
cc 00 cg 00 ce 00 Cs
as 0 0 ag 0 0
ve bs 0 0 = be 0 0O olur. Yani a; = a4, b1 = by, 1 = ¢y,
cs 0 0 cg 0 0
as = as, by = b5, co = c5 ve az = ag, bg = bg, c3 = ¢’ dir.
a 0 0 a 0 0 as 0 0 0 0 0
D by 0 O |,] b O O |, b3 O O = 0 0 0
ct 0 0 ca 0 0 cs 0 0 ajagaz 0 0
0 0 0 ag 0 0 as 0 0 ag 0 0
= 0 00 |=D by 0 O |,] bs O O |, b¢ O O
asasag 0 0 cg 0 0 cs 0 0 cg 0 0

oldugundan D iyi tanimhdir.

20
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ap 0 0 as 0 0 a3 0 0

D(z,y,2)=D|| b 00 [,] b 00|, b5 00
cc 00 ca 0 0 cz 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

= 0 0 0 |= 0 0 0 |= 0 0 0
ajasaz 0 0 asaiaz 0 0 asasa; 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

= 0 0 0 |= 0 0 0 |= 0 0 0
asasa; 0 0 asaias 0 0 ajasas 0 0

oldugundan D (z,y,z) = D (y,z,z) = D (y,z,x) = D (z,y,x) = D (z,2,y) =
D (x,z,y) dir.

ap 0 0 ags 0 0 as 0 0 as
D(zx+tyz)=D by 0 O |+ b4 O O |, b O O |,| b3
cc 00 cg 00 c2 0 0 Cs3
a1+ag 0 O as 0 0 a3 0 0
=D by+0s 0 O [,] b2 O O || b3 O O
cgi+es 00 ca 0 0 cs 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 |= 0 0 0 |+ 0 0 0
(a1 + aq)azaz 0 0 ajasas 0 0 agasas 0 0

=D (z,y,2) + D (t,v, 2)

oldugundan D permuting {iclii toplamsal doniistimdiir.
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0 0
0 0
0 0

45]
D (xt,y,z) =D by
C1
00
00 |,

0 0

Q1G4
=D brays
C104

ve

D (z,y,2)t+xD(t,y,2)

air 0 0 ao
=D by 0 0 |,] be
cgc 00 Co
aip 0 O ay
+1 b6 0 0 |D by
ctc 0 0 Cy4
0 00 ay
= 0 00 by
ajagasz 0 0 Ca
0 00
= 0 00 |+
ajasaszay 0 0

aq
by

Cy4

0 0

0 0

0 0
as
bs

C3

as

C3
az
ba
(&)

ay

b1

1

a; 0 0 as 0 0
s b2 0 0 |, bs 0 O
ca 00 cs 0 0
00 0 0
00 = 0 0
00 (a1a4) agasz 0
00 a; 0 0
00 by 0 O
00 cg 00
00 as 0 0
00 [, b5 0 O
0 0 cs 0 0
00 0 00
00 0 00
0 0 agaqaz 0 0
0 00
0 00
arasasay 0 0

oldugundan D (zt,y,2) = D (x,y,2)t + xD (t,y,z)’ dir. D permuting tiglii

toplamsal doéniisiim oldugundan D (z,yt,z) = D (z,y,2)t + yD (z,t,z) ve

D (z,y,2t) = D (x,y,2)t + zD (z,y,t) esitlikleri de saglanir. Boylece D per-
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muting {iclii tiirevdir ve D’ nin izi,

a 00
d b 0 0
c 00
dir.
aq 0 0
T = by 0 0
C1 00
a; = az, by =

bg, C1 = CQ7 dir.

[ ()

Y=

S

St 2
] (@] (]

[aw]

o

)

by

Co
(431
by
C1

CL20
0 0
0 00

Y

0 0 as 0
fla+y) =f 00|+ 5 o
0 0 e 0
ar+ay 0 O
= 0 00 ]|=]0 00|+
0 00 0 00
ap 0 0 0
=/ by 0 0 + f b, 0 0
cg 00 c; 00

a 0 0 a 0 0
b 0 0 |,] b 00
c 0 0 c 00

0 0
0 0O
0 0O
by 0 O
(&) 0 0
ai; + ag
=f by + by
c1+ ¢y
a9 00
0 0O
0 0O
= f(z)+ f(y)

€ R i¢in z = y olsun. Bu durumda

0 0
0 0
00



oldugundan f toplamsal doniigiimdiir.

ve

[ (zy)

f@)y+axd(y)=f

3]
by
&1
a1
= 0
0

o o o () @) (@)

a1Qa9
= 0
0

] ] o ] e} (@]

0
0
0

)d
3

as
by

Co

+

0 0
0 0
0 0

3]
b1
&1
0 0

0 0
0 0

a1az

bias

C102

a; O
by O
cg 0
a, 0
by O
c 0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0 +
0
0 00
000
000

a2
by

Co

0 0
0 0
0 0

a1a

= 0

0

0 0
0 0
00

a2
by

Co

0 0
0 0
0 0

oldugundan f, d ile belirlenmis sag genellegtirilmis tiirevdir.
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Diger taraftan,

ai; 0 0 a; 0 O
f@y+af@)=F] b 00 by 0 0
cgc 00 ca 0 0
a 0 0 a; 0 0
+1 b 00 |f by 0 O
cgc 0 0 ca, 0 0
air 0 0 a; 0 O aip 0 0 a; 0 O
= 0 00 bo 0 0 |+ by 0 O 0 00
0 00 ca 00 cgc 00 0 00
aias 0 0 aias 0 O 2a1a0 0 0
=1 0 00 [+ buaz 00 |=] buaz 00 |#S(zy)
0O 00 cray 0 O craa 0 0

oldugundan f bir tiirev degildir.

Uyari 2.2.3. R bir asal halka, charR # 2,3, D : Rx RXx R — R permuting
iiclii tiirev, d; D’ nin izi ve f ; d ile belirlenmis genellegtirilmis sag tiirev olsun.
Bu durumda, her z,y € R igin f(xy) = f(x)y + zd(y) olur. Bu egitlikte

z € R i¢in y yerine y + 2 yazilirsa;

fla(y+2) = F@)(y+2) +ad(y+2)
= f@)y+f(r)z+a2d(y)+xd(z)
+32D (y,y,2) + 32D (y, 2, 2)

ve
flay+zz) = foy) + [ (22) = f (@) y +2d (y) + [ (2) 2 + xd ()
olur. f(x(y+ 2)) = f (zy + x2), charR # 3 ve R asal halka oldugundan

D(y,y,z)—i—D(y,z,z) :OR
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elde edilir. Burada z yerine y yazilirsa, charR # 2 oldugundan d (y) = Og
olur. Boylece Lemma 1.2.32’ den her = € R i¢in f (x) = gx olacak bigimde
q € Qr(Rc) vardir. Bu nedenle asal halkada (f — d), genellestirilmis sag

tiirevini tanimlamanin anlami yoktur.

Tanim 2.2.4. R bir halka, D : R x R x R — R permuting {iclii tiirev
ve d, D’ nin izi olsun. Bu durumda, f : R — R bir doniisiim olmak iizere,
her x,y € R igin f(xy) = f(x)y + xd(y) esitligi saglanirsa o zaman [’ ye
d ile belirlenmis hemen hemen genellestirilmis sag tirev denir ve (f —d), ile
gosterilir. Her x,y € R icin f (zy) = xf (y) + d (x) y esitligi saglanirsa f’ye
d ile belirlenmis hemen hemen genellestirilmis sol tirev denir ve (f —d), ile
gosterilir. Ayrica f, d ile belirlenmis hem hemen hemen genellestirilmis sag
tiirev hem de hemen hemen genellegtirilmis sol tiirev ise ozaman f’ ye d ile

belirlenmis hemen hemen genellestirilmis tirev denir ve (f — d) ile gosterilir.

Onerme 2.2.5. R, charR # 2,3 olan asal halka, Dy, Dy, D3 ve Dy; R’ de
permuting tiglii tiirevler, 0 # dy, 0 # ds, 0 # dg ve 0 # dy sirasiyla Dy, Dy, D3
ve Dy’ tn izleri, (fi —d1),, (f2 —da),, (fs —ds), ve (fa — d4), hemen hemen

genellestirilmig sag tiirevler olsun. Eger f; # 0 ve

fi(@) fa(y) = fs(@) fuly),  Vo,yeR (2.5)

esitligi saglaniyor ise bu durumda C'; R’ nin genisletilmis merkezi olmak {izere,

her z € R i¢in f3 (x) = Afi1 (z) olacak bigimde en az bir A\ € C vardur.

Ispat. z,y,2 € R olsun. (2.5) denkleminde y yerine 3z yazilirsa,

fi(x) f2(y2) = f3(x) fa(y2)
fi (@) [f2(y) 2 +yda (2)] = f3(2) [fa (y) 2 + yda (2)]
fi(@) fa(y)z+ fi(@)yda (2) = f3(2) fa(y) 2+ f3 (v) yds (2)
olur ve (2.5) denkleminden
fi1 (@) ydz (2) = f3(z) yda (2) (2.6)
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elde edilir. (2.6) denkleminde v € R igin y yerine ydy (v) yazilirsa,

fi (@) yda (v) dz (2) = f5 (2) ydy (v) da (2)
ve (2.6) denkleminden,
fi (@) yda (v) dz (2) = fi (2) ydz (v) da (2)
fi (@) ylda (v) da (2) = d2 (v) da (2)] = Or
bulunur ve f; # 0 ve R asal halka oldugundan,
dy (v) dy (2) = dy (V) dy (2) Yo,z € R

dir. Boylece dy # 0 oldugundan Lemma 1.2.62’ den, her z € R i¢in dy (2) =
Ad; (z) olacak bigimde en az bir A € C' vardir.
(2.6) denkleminde dj (2) = Ady (2) esitligi kullanilirsa,

fi (@) yAdy (2) = f5 (2) yda (2)

ve burada A € C oldugundan,

(M1 (2) = f5(2)) yda (2) = O

olur ve boylece R asal halka ve dy # 0 oldugundan her x € R i¢in f3(x) =
A f1 () elde edilir.

Sonug 2.2.6. R, charR # 2,3 olan asal halka, D; ve D,; R’ de permuting
ticlii tiirevler, 0 # dy ve 0 # dy swasiyla Dy ve Dy’ nin izleri, (f; —dy), ve

(f2 — d2), hemen hemen genellestirilmis sag tiirevler olsun. Eger f; # 0 ve

fi(e) faly) = f2(2) fily),  VryeR

esitligi saglaniyor ise bu durumda C'; R’ nin genigletilmis merkezi olmak {izere,

her x € R i¢in f5 () = Af1 (x) olacak bigimde en az bir A € C' vardur.

Ispat. Onerme 2.2.5 te f; = f4 ve fo = f3 almirsa istenen elde edilir.
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Lemma 2.2.7. R; charR # 2,3 olan asal halka, D; R’de permuting ticlii
tiirev, 0 # d, D’nin izi ve (f — d), hemen hemen genellestirilmis sag tiirev ve
a € Rolsun. Her z € R i¢in af (x) = Og ise a = O’ dir.

Ispat. Her z € R icin af (z) = O olsun. Bu esitlikte y € R icin z yerine
xy yazilirsa,

Or =af (z)y+ axd (y) = axd (y)
bulunur. R asal halka ve d # 0 oldugundan a = 0g’ dir.
Teorem 2.2.8. R; charR # 2,3 olan asal halka, D; R’de permuting iiglii

tiirev, 0 # d, D’nin izi ve (f — d), hemen hemen genellestirilmis sag tiirev ve

a € R olsun. Her z € R igin [a, f ()] = Og ise a € Z’ dir.

Ispat. Her z € R icin [a, f (x)] = Oy olsun. Bu esitlikte z yerine zy
yazilirsa,
Or = la, f(zy)] = la, [ (2)y +2d (y)] (2.7)
= f@) oyl + o f @)y +a,2]d(y) + z[a,d(y)]
= f(@)[a,y] +[a,2]d(y) + za,d (y)]

elde edilir. (2.7) denkleminde z € R i¢in y yerine y + z yazilirsa,

O = f(o)|a,y+ 2]+ ][a,z]d(y+ 2)+x|a,d(y+ 2)]
= [f@)a,y]+ [ (@)]a,2] + [a,2]d (y) + [a, 2] d () + 3[a, 2] D (y,y, 2)
+3a,x] D (y, z,2) + z[a,d(y)] + x[a,d (2)] + 3z [a, D (y,y, 2)]
+3z [a, D (y, 2, 2)]
olur ve (2.7) denklemi kullamlirsa, charR # 3 oldugundan,
Or =[a,2] D (y,y,2) + [a,2] D (y,2,2) + x[a, D (y,y,2)] + x[a, D (y, 2, 2)]

(2.8)

bulunur. (2.8) denkleminde z yerine —z yazilirsa,

OR - - [CL,IL‘] D (yay>z) + [a7$] D(y>z7z) - [(I,D(y,y, 2)] +x [(l,D (yazvz)]
(2.9)
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olur. (2.7) ve (2.8) denklemleri taraf tarafa toplanirsa charR # 2 oldugundan
@, 2] D (y, 2,2) + x[a, D (y,2,2)] = Or

axD (y,z,z) —xaD (y, z,2) + zaD (y,z,2) —xD (y,2,2)a = Og

elde edilir. Boylece axD (y,z,2) = xD (y,z,z)a’ dir. r € R olmak iizere,
x yerine xr yazilrsa axrD (y,z,2z) = xrD (y,z,2)a = zarD (y, z, z) olur ve
buradan [a,z]rd (y) = Og elde edilir. Bu durumda, R asal halka ve d # 0

oldugundan a € 7’ dir.

Lemma 2.2.9. R, charR # 2,3 olan asal halka, D; R’ de permuting tiglii
tiirev, 0 # d; D’ nin izi ve (f — d), hemen hemen genellestirilmis sag tiirev

olsun. Her z,y € R icin [f (z), f (y)] = Og ise R degismeli halkadir.

Ispat. Teorem 2.2.8’ den f (R) C Z’ dir. Bu durumda, her z,7 € R icin

[f (z),r] =0g" dir. y € R igin z yerine zy yazilirsa,

O = [/ (ey).r] = [f (@) y+2d(y),7] (2.10)
= F@) [+ 1f @)y + el d () + 2 [d (),
— @[]+ o] d ) + 2 [d () 7]

elde edilir. (2.10) denkleminde z € R i¢in y yerine y + z yazilirsa,

Or = [f(@)ly+zr]+zrldly+z)+aldly+z2),r]
= f(x)|y,r]+ f(z)[z,r] + [z,r]d(y) + [x,r] d(2) + 3 [z,r] D (y,y, 2)
+3[x,r| D (y,2z,2) +x[d(y),r]| +z[d(2),r] + 3z [D (y,y, 2), 7]

+3z (D (y,2,2),7]
olur ve burada (2.10) denklemi kullanilirsa, char R # 3 oldugundan,
Op = [2,7] D (y,y,2) + [2,7] D (y,2,2) + 2 [D (y,y,2) , ] + 2 [D(y, 2, 2) , 7]
bulunur. Bu denklemde z yerine y yazilirsa, char R # 2 oldugundan,
xld(y),r]+ [z,r]d(y) = 0g
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xd (y)r — xrd (y) + xrd (y) — rxd (y) = Og

dir. Boylece zd (y)r = rxzd(y) olur. Bu bagntida z € R i¢in x yerine xz
yazilirsa xzd (y)r = rxzd (y) = arzd(y) oldugundan [x,7] zd (y) = Og elde
edilir. R asal halka ve d # 0 oldugundan her z,r € R i¢in [z,r] = 0g’ dir.
Yani R degismeli halkadir.

Teorem 2.2.10. R; charR # 2,3 olan asal halka, 0 # D; R’ de permuting
tiglii tiirev, 0 # d; D’ nin izi ve (f — d), hemen hemen genellestirilmis sag tiirev

olsun. a € R igin [a, f (R)] C Z ise 0 zaman a € Z’ dir.

Ispat. Her z € R icin [a, f (z)] € Z olsun. Bu ifadede y € R icin = yerine

xy yazilirsa,

[a, f (zy)] = [a, f(2)y + 2d(y)]

= la,f(@)]y+ f (@) la,y] +[a,2]d(y) + x[a,d(y)] € Z
olur. Burada z € R icin y yerine y + z yazilirsa,

o, f (@) (y +2) + [ (@) [a,y + 2] + [0, 2] d (y + 2) + w[a, d (y + 2)]

= la, f()]y +[a, f ()] 2 + [ (2) [0, y] + [ (2) [0, 2] + [a, 2] d (y) + [a, ] d (2)
+3[a,z] D (y,y,2) + 3[a,2] D (y, 2, 2) + x [a,d (y)] + x [a,d (2)]

+3z[a, D (y,y, 2)] + 3z [a, D (y, 2, 2)] € Z.

char R # 3 oldugundan bir énceki ifadeden,
o, 2] D (y,y,2) + [a,2] D (y, 2, 2) + x[a, D (y,y,2)] + x[a, D (y,2,2)] € Z

(2.11)

bulunur. (2.11) ifadesinde y yerine —y yazilirsa,

[CL7J]] D (yayvz) - [a,x] D (y,z,z) + [CL,D (y,y,Z)] -z [auD(wavz)] S
(2.12)
olur. (2.11) ve (2.12) ifadeleri toplanilirsa, charR # 2 oldugundan,

la,z] D (y,y,2) + z[a,D (y,y,2)] € Z (2.13)
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elde edilir. (2.13) ifadesinde ¢ € Z olmak iizere, x yerine ¢ yazilirsa,
[a,d] D (y.y,2) + ¢la, D (y,y,2)] = cla, D (y,y,2)] € Z

olur. ¢ € Z ve R asal halka oldugundan ¢ = Og veya [a, D (y,y,2)] € Z’ dir.
Eger ¢ = 0g olursa her z € R i¢in [a, f (z)] = O elde edilir. Boylece Teorem
2.2.8" den a € Z’ dir. Simdi [a, D (y,y, 2)] € Z olsun. Bu esitlikte 2 yerine a?
yazilirsa, [a, D (y,y,a)] € Z oldugundan

la, D (y,y,0°)] = la,aD (y,y,a) + D (y,y,a)a]
= ala,D(y,y,a)] + [a,a] D (y,y,a)
+la,D(y,y.a)]a+ D (y,y,a)la,a]
= 2ala,D(y,y,a)] € Z

olur. charR # 2 oldugundan a[a, D (y,y,a)] € Z’ dir. Buradan a € Z veya
[a, D (y,y,a)] = 0g’ dir. Iki durumda da [a, D (y,y,a)] = Og’ dir.

Her z € Rigin [a, D (y,y, 2)] € Z oldugundan her = € Rigin [a, D (y, vy, [a, x])] €
Z dir. O halde [a, D (y,y,x)] € Z oldugundan

[a, D (y,y,[a,2])] = [a,D(y,y,ax — za)]
= la,aD(y,y,2) + D(y,y,a)x — xD (y,y,a) — D (y,y,2)
= [a,]a, D (y,y,2)] + [D (y,y,0a), 2]
= la,[a, D (y,y, 2)]] + [a. [D (y, y, a) , 2]
= [a,[D(y,y,0),2]] € Z

olur. Bu ifadede z yerine ax yazilirsa,

(@, [D(y,y,a) ;az]] = la,a[D(y,y,a),2] +[D(y,y,a),a] x|
= ala,[D(y,y.0a),z]] € Z
elde edilir. Buradan R asal halka ve [a,[D (y,y,a),z]] € Z oldugundan

la,[D (y,y,a),x]] = 0gr veyaa € Z’ dir. Her x € Rigin [a, [D (y,y,a),z]] = Or

ise I, ve Ip(yy.q) sirasiyla a ve D (y,y, a) tarafindan belirlenen i¢ tiirevler olmak
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iizere, (]aID(y7y7a)) (x) = 0g’ dir. Dolayisiyla Teorem 1.2.15” den I, = O veya
Ip(yy.e) = O’ dir. Buradan a € Z veya D (y,y,a) € Z olur. D (y,y,a) € Z
olsun.

Her x € R i¢in [a, D (y,y, az)] € Z oldugundan,

la, D (y,y,ax)] = [a,D(y,y,a)r+aD (y,y,)] (2.14)
= [a,D(y,y,a)] v+ D (y,y,a)a,z] + [a,a] D (y,y,x)
+a [a> D (ya Y, 37)]

= D(y,y,a)[a, 2] +ale, D(y,y, )l € Z
dir. O halde [a, D (y,y,a) [a,z] + a[a, D (y,y,x)]] = Og olur. Yani

Op = [CL, D (y7 Y, a) [CL, $] +a [CL, D <y7 Y, l’)“
= D(y,y,a)[a o, z]] + [a, D (y,y,a)] [a, ]
+la,al[a, D (y,y,2)] +ala, [a, D (y,y, )]

= D(y,y,a)la,[a,x]]

bulunur. D (y,y,a) # Og ise her z € R igin a € Z’ dir. D (y,y,a) = Og
ise (2.14) denkleminden ala, D (y,y,x)] € Z olur. Buradan ¢ € Z veya

la, D (y,y, )] = 0g’dir. Bu esitlikte z € R i¢in x yerine xz yazilirsa,

Or = [a,D(y,y,22)] = [a, D (y,y,2) 2 + 2D (y,y, 2)] (2.15)
= [a,D (y,y,2)] 2+ D (y,y,2) [a, 2] + [a,2] D (y,y, 2)
+z[a, D (y,y,2)]

= D(y,y,2)la, 2| + [a,z] D (y,y, 2)

elde edilir. Eger z, a ile degismeli ise [a,z] = Og’ dir. (2.15) denkleminden
la,z] D (y,y,2) = 0g’ dir. Eger a ¢ Z ise o zaman R asal halka oldugun-
dan D (y,y,2) = Og olur. Yani Cg(a) = {z € R|az = za} kiimesi iizerinde
D (y,y,z) = 0g’ dir. Fakat herhangi bir x € R igin D (y,y,x) € Cg(a)
oldugundan her z,y € R i¢in D (y,y, D (y,y,x)) = 0g’ dir. Bu durumda her

62



z € Rigin D(d(z),x,x) = Og olur. Boylece Teorem 1.2.58'den D = 0 olur.
Bu ise D # 0 ile gelisir. O halde a € Z’ dir ve ispat biter.

Onerme 2.2.10. R, charR # 2,3 olan, degismeli olmayan asal halka, D;
R’ de permuting iiglii tiirev, d; D’ nin izi ve (f — d), hemen hemen genellegtir-
ilmig sag tiirev olsun. Her z,y € R i¢in f([z,y]) = 0 ise o zaman d = 0

dir.

Ispat. Her z,y € R icin f ([z,y]) = Oy olsun. Bu ifadede y yerine yx

yazilirsa,

Or = [f([z,yz]) = f(yle, 2] + [z,y]2)
= [z yle) = [z, y]) v + [o,y]d (2) =[x, y] d (2)

elde edilir. » € R i¢in son ifadede y yerine yr yazilirsa,
Or = [z,yr]d(z) = [z,y]rd () +y [z, r] d () = [2,y] rd (z)

olur. x ¢ Z ise d (z) = 0’ dir. Buna gore x € Z ve y ¢ Z olsun. Bu durumda
r+y,y ¢ 7 dir. Boylece

Op = d(z+y)=d(z)+d(y)+3D (z,z,y) + 3D (x,y,y)

= d(z) +3D (z,2,y) + 3D (z,y,y)
ve

Op = d(z+(~y) =d(@)+d(~y) —3D (v,7,y) + 3D (v,y,y)

= d(z) - 3D (z,2,y) + 3D (z,y,)

olur. Bu iki denklemden ve charR # 2,3 oldugundan D (z, x,y) = Og bulunur.

Burada y yerine = + y yazilirsa,
Op =D (z,z,x4+y) =D (z,z,2) + D (z,z,y) = d(z)
oldugundan her z € R i¢in d (x) = 0g’ dir. Yani d = 0’ dur.
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Onerme 2.2.11. R; charR # 2,3 olan asal halka, D; R’ de permuting
tiglii tiirev, d; D’ nin izi ve (f — d), hemen hemen genellestirilmis sag tiirev

olsun. Her z,y € R icin f ([z,y]) = & [z, y] ise 0 zaman d = 0’ dur.

Ispat. Her z,y € R icin f ([z,9]) = % [z,y] olsun. Bu ifadede y yerine ya

yazilirsa,

f([z,yz]) = £[z,y]
flylz, o]+ [z,y]z) = 2y [z, 2] £ [z,y] ©
f(lzy) xz+ [x,y]d(z) = £ [z,y]x

oldugundan [z,y]d (z) = Og elde edilir. Onerme 2.2.10’daki ispat teknigi kul-
lanilirsa her « € R igin d (z) = 0’ dir. Yani d = 0’ dur.

Teorem 2.2.12. R, charR # 2,3 olan asal halka, D; ve Dy; R’ de
permuting iiclii tiirevler, 0 # dy ve 0 # dy swrasiyla Dy ve Dy’ nin izleri,
(f1 —dy), ve (f2 — dz), hemen hemen genellestirilmis sag tiirevler olsun. a € R

ve her x € Ricin af; (z) = fo(z)a ise a € Z7 dir.

Ispat. Her z € R icin af; (z) = f» (z)a olsun. Bu esitlikte y € R igin
yerine xy yazilirsa,

afi (zy) = fa(vy)a
afy (x)y + azdy (y) = fo (z) ya + xds (y) a (2.16)

olur. (2.16) denkleminde z € R igin y yerine y + z yazilirsa,

afi (x)(y+2)+axd, (y+2) = fo(z)(y+2)a+xde (y+ 2)a

afi (x)y+afi (z) 2z + axdy (y) + axdy (2) + 3ax Dy (y,y, 2) + 3ax Dy (y, 2, 2)

= fo(x)ya+ fo () za+ xds (y) a + xdy (2) a + 3xDs (y,y,2) a + 3xDs (y,2,2) a
bulunur ve charR # 3 oldugundan (2.16) denkleminden,

ijljl (ya Y, Z) + axDl (ya Z, Z) = £L’D2 (y7y7 Z) a -+ xD2 <y7 Z, Z) a (217)
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dir. (2.16) denkleminde z yerine —z yazilirsa,
—axD1 (y,y,2) +axDy (y,2,2) = —xDs (y,y,2) a+xDs (y,2,2)a  (2.18)

olur. (2.17) ve (2.18) denklemleri taraf tarafa toplanilirsa, charR # 2 oldugun-
dan

axDy (y,z,2) =xDy (y,2,2) a

dir. Bu denklemde z yerine y yazilirsa axd; (y) = zds (y)a bulunur. r € R

i¢in = yerine xr yazilirsa,
axrdy (y) = ardy (y) a = zard (y)

yani [a,z|rd; (y) = Og elde edilir. R asal halka ve d; # 0 oldugundan her

x € R igin [a,x] = Og olur. Boylece a € Z elde edilir.
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3. BOLUM
FUZZY I-HALKALARININ YENI BiR TiPi

Bu boliimde, H. Aktag ve N. Cagman (2007)’ min, X. Yuan ve E. S. Lee
(2003)’ nin fuzzy ikili isleme dayanan fuzzy grup tanmimim kullanarak olustur-
dugu fuzzy halkasi, fuzzy I'-halkasina genellestirilmigtir.

M ve I bog kiimeden farkh iki kiime, Rj); ve Ry sirasiyla M x M x M ve
I' x I' x I nin fuzzy alt kiimeleri olmak iizere, Ry; ve Rr, M ve I' iizerinde

fuzzy ikili islemler olsun.

Tanim 3.1. M ve I bos kiimeden farkl iki kiime ve S, M xI'x M xI'x M
(kisaca (M, T'))’ nin bir fuzzy alt kiimesi olsun. Agagidaki ozellikler saglanirsa
S’ ye (M, T) iizerinde bir fuzzy ikili iglem denir:

0 € [0,1) sabit bir reel say1 olmak iizere,

(i) Her a,b € M ve her o, 5 € T" igin S (a, a, b, 5, ¢) > 0 olacak bigimde en
az bir ¢ € M vardir,

(ii) Her a,b,¢1,¢c0 € M ve her a € T igin \/S(a,’y, b,3,c1) > 0 Ve\/
BeT BeT
S(a,a,b,5,c9) > 0 iken ¢; = ¢’ dir.

S, (M,T) iizerinde bir fuzzy ikili iglem olsun. Bu durumda,
F(M)={A|lA: M — [0,1] bir doniigiim},
F(I')={G|G: T —[0,1] bir doniistim}
olmak iizere,
S:F(M)x FIT)x F(M)— F(M), (A,G,B)— S(A,G,B)
doniisiimii vardir ve

S(AG.B) ()= \ (A@AG@ABWO)AS(a,a.b,6,0)  (3.1)

dir.

66



A={a}, B={b}, G ={a}, ve G’ = {'} olsun. Bu durumda R (A, B),
R(G,G") ve S(A,G, B) sirasiyla aob, aoa’ ve axax*b ile gosterilsin. Boylece

her a,b,c,z € M ve o, ', 3,5 € T icin,

(axaxb)(c)=\/5(a,a,b,8,c) (3.2)

Bel’

((axaxb)«Bxc)(z)= \/ (S(a,abd d)AS(dBecp 2) (33

d
o' ,B'el’

(axax(bxfPxc))(z) = \/ (S(b,B,¢c,a,d) NS (a,a,d, [, 2)) (3.4)

deM

o ,p'el
(axax(boc))(z) = \/ (Ras (bye,d) NS (a,a,d,d, 2)) (3.5)
((axaxb)o(axaxc))(z) = \/d;%elj\é(S(a,a,b,a’,d) NS (a,a,c B e)
ARy (d,e, 2))
3.6)
(ax(@oB)xb)(c) = \/ (Rr(a,8,7)AS(a,,b,a¢)  (37)
((axaxb)o(axBxb))(c) = \/d;eﬁe/]v{ﬂ(S(a,a,b,a',d) NS (a, 3,0, €)
ARy (d,e,c))
3.8)
((aob)xaxc)(z) = \/ (Ru(a,b,d) AS(d a,cd, z)) (3.9)
deM

((axaxc)o(bxaxc))(z) = \/d,eeM (S (a,a,c,a/,d) NS (b,a,c, (B e)
(3.10)

ifadeleri kullanilacaktir ayrica bundan sonra, gosterimde kolaylik saglanmasi

icin Ry, ve Ry ifadelerinin yerine R kullanilacaktir.
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Tamim 3.2. M ve I' bos kiimeden farkl iki kiime, R; M ve I iizerinde
fuzzy ikili iglem, S; (M, T") tizerinde fuzzy ikili iglem olsun. Asagidaki kogullar
saglanmirsa (M, T, R, S)’ ye fuzzy T'-halkasy denir:

(M,IN1. (M, R) ve (I', R) degismeli fuzzy gruplar,

(M,I)2. Hera,b,c, 21,20 € M veherv,3 € I'igin ((a vy *b) x B*c) (21) >
O ve (axvyx(bxfxc))(z2) >0 iken z; = 29,

(M,I')3. Her a,b,c, 2,29 € M ve her v, 3 € I igin,

(i) (axvy*(boc))(z1) >6Ove((axyxb)o(axvyx*c))(z2)>0iken 23 = 29,

(ii) (a* (yoB)*b)(z1) >0 ve ((axy*b)o(axBxb))(z2) > 0 iken 2, =
225

(iii) ((aob)xy*c)(21) >0 ve ((axyxc)o(b*xy*c))(z2) > 0 iken 2 =

29’ dir.

(M, R) fuzzy grubunun birim elemanma, (M,I', R, S)’ nin sifir elemans

denir ve e ile gosterilir.

Tanim 3.3. (M,I,R,S) bir fuzzy I'-halkasi olsun. Her a,b,z € M ve
~ e T igin
(axy*b)(2) >0 < (bxvyx*xa)(z) >0

ise o zaman (M, T", R, S)’ ye degigmeli fuzzy I'-halkas: denir.

C((M,T,R,S)={aeM|(axyx*b)(z) >0 < (bxyxa)(z) >0

VbzeM,veTl}

kiimesine (M, T, R, S) fuzzy I'-halkasinin merkezi denir. (M,T, R, S) degismeli
fuzzy I'-halkasidir< (M, T, R, S) = C ((M,I', R, S))’ dir.

Teorem 3.4. (M,I', R, S) bir fuzzy I'-halkasi, a,b,c € M ve v € I" olsun.
Bu durumda,

(1)) (axy=xb)(b) >0 ve (ax~yx*b)(eg) > 0 iken b = e,

(i) (bxvy*a)(a) >0 ve (bxvyxa)(e) >0 iken a = ey’ dir,

(2) b1, b’ nin (M, R)’ de tersi olsun. Bu durumda,
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(i) (axyxb7Y) (v) >0 ve (a*vyxb)(w) >0 iken v =w™t,

(ii) (a7t *v*0)(u) >0 ve (axyxb)(s) >0 iken u=s1,

(iii) (et xy*x 071 (t) > 0 ve (axy*b) (r) > 0 iken t = 1’ dir,

(3) (i) (axy*x(boc™)(21) > 0 ve ((axy*xb)o(axy*xch))(z) > 0
iken z; = 29,

(i) ((aob ™) *xvyxc)(z1) > 0 ve ((axyxc)o (b xvxc))(29) > 0 iken

(iii) (a* (yoB7') xb) (21) > O ve ((axyxb)o(axB " *b)) (22) > 0 iken

21 = 29 dir.

Ispat. (1) (i) (a*~*Db)(b) > 0 ve (a*~y*b)(eg) > 0 olsun. Her a,b €

M ve v € T igin (a*xvyxb)(b) = \/S(a,%b,ﬁ,b) > 60 ve (axvyxb)(e) =
per
\/S (a,7,b,B3,e9) > 0 oldugundan Tanim 3.1.(ii)’ den b = ey’ dir.

ger
(i) (bxvyxa)(a) > 6 ve (b*xyx*a)(e) > 6 olsun. Her a,b € M ve y € T

icin (b*xyxa)(a) = \/S(b,%a,a,a) > 0Ove(bxyxa)(e) = \/S(b,%a,a,eo)

a€cl acl’
> 0 oldugundan Tanim 3.1.(ii)’ den a = ¢’ dur.

(2) i) c,v,w € M igin S(a,v,b7,8,v) > 6, S(a,v,b,a,w) > 6 ve

R (v, w,c) > 6 olsun. Bu durumda,
((a * 7y b’l) o(a*yx* b)) (c)> 98 (a,’y, b’l,ﬁ,v)/\S (a,7,b,a, w)AR (v, w,c) >0
ve
(a * oy * (bil o b)) (e0) > R (bil,b, eo) A S (a,7,e0, ' eq) > 0

oldugundan ¢ = ey’ dir. Boylece R (v, w,eq) > 0’ dir. (M, R) degismeli fuzzy
grup oldugundan v = w~! dir.

(ii) c,u,s € M igin S (a™1,~,b,B,u) > 0, S (a,7,b,a,5) > 0 ve R (u, s,c) >
f olsun. Bu durumda,

((a_l * 7y % b) o (a*y* b)) (c) > S (a_l,%b,ﬁ,u)/\S(a,%b,oz, S)AR (u,s,c) >0

ve

((a’l o a) * 7y * b) (e0) > R (a’l,a,eg) A S (€9, 7,0, eq) >0
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oldugundan ¢ = ey’ dir. Boylece R (u, s,e9) > 0’ dir. (M, R) degismeli fuzzy
grup oldugundan u = s~ dir.

(iii) (a P xy*xb71)(t) > 0 olsun. (i)’ den; (a '~y xb)(t7') > 6 du.
k€ M igin R (r,t k) > 6 olsun.

((axyxb)o(a™xyxb)) (k) =5 (a,7,bar)AS(a™t,y,ba 17"
AR (r,t71 k) >0
ve

((aoa_l) * Y % b) (e0) > R (a,a‘l,eo) A S (eo,7,b,5,e0) >0

oldugundan k = ey’ dir. Boylece R (r,t71,eq) > 0 dir. (M, R) degismeli fuzzy
grup oldugundan ¢ = r’ dir.
(3) (i), (ii), (iii); Tamim 3.2’ den agiktr.

Tanim 3.5. (M,I', R, S) bir fuzzy I'-halkasi olsun. Buna gore,

(i) Hera € M, v € ' icin (ex xy *a) (a) > 0 ve (a 7y xe,) (a) > 6 olacak
bigimde e, € M varsa (M,T', R, S)’ ye birimli fuzzy T'-halkas: denir.

(ii) a € M, v € " igin (axy*b)(ex) > 0 ve (bxy=*a)(e.) > 0 olacak

bicimde b € M varsa b’ ye a’ mn tersi denir ve a;! ile gosterilir.
Teorem 3.6. (M,I', R, S) fuzzy I'-halkasinda e, birim eleman: varsa tektir.

Ispat. ¢, ve ¢”, (M,T,R,S) fuzzy T-halkasimda birim elemanlar olsun.
Bu durumda, her v € T igin, (e, xyxe’)(e)) > 0 ve (e, xyxel)(el) > 0

* *

dir. Boylece \/S(e;,%e;’, ,el) >0 ve \/ S(e,v, el B, e!) > 0 oldugundan
Ber Ber
Tamm 3.1.(ii)" den €], = €/ olur.
Tamim 3.7. (M,I', R, S) bir fuzzy I'-halkasi ve ey # a € M olsun. Her
v €T igin (a*yx*b)(ey) > 0 veya (b*y*a)(ey) > 0 olacak bigimde ey # b €

M varsa a’ ya sifir bolen eleman denir.

Agagidaki teorem fuzzy gamma halkalarinda sifir bélen olma ile kisalma

kurali arasindaki bagintiy1 verir.
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Teorem 3.8. (M,T', R, S) fuzzy I'-halkasinda sifir bolen eleman yoktur<
(eg #)a,b,c € M ve v € T igin, (axy*b)(v) > 0 ve (axyx*c)(v) > 0 iken
b = ¢ (sol kisalma kurali) veya (b*~v*a)(v) > 6 ve (cxvyxa)(v) > 6 iken

b = ¢ (sag kisalma kurali)’ dir.

Ispat. (M,T, R, S) fuzzy T-halkasinda sifir bélen eleman olmasim. (a * 7 * b) (v)
> 6 ve (ax7yx*c)(v) > 0 olsun. Teorem 3.4.(2)" den, (a*xvy*c ') (v > 6
dir. k,t € M ve 8 € T igin R(b,ct k) > 0 ve S(a,v,k,3,t) > 0 olsun.
(M,T, R, S) fuzzy I'-halkas1 oldugundan, her «, 3, 3" € T igin,

((axyxb)o(axy*c))(e) =8 (a,7,bav)AS(ay,ch B0
AR (v,v71 eg) > 0
ve

(a*y* (boc_l)) (t) > R(b,c‘l,k) NS (a,v, k.5 ,t) >0

dir. Boylecet = ¢g oldugundan S (a,v, k, 8, eg) > 0 olur. a # eq ve (M,T', R, S)
de sifir bolen elemanlar bulunmadigindan k = ey’ dir. O halde R (b,c™ !, eq) >
@ dir. (M, R) degismeli fuzzy grup oldugundan b = ¢’ dir.

(bxy*a)(v) > 6 ve (cxy*a)(v) >0 olsun. (c*vyx*a)(v) > 6 oldugun-
dan Teorem 3.4.(2)" den (¢ 'xvyx*a)(v™') > 6 dir. k,u € M ve 8’ € T igin
R(b,c™ k) >0 ve S (k,7v,a,B',u) > 0 olsun. Her a, 3,0’ € T igin

((bxyxa)o(ctxyxa))(e) =S(bv,a0v)AS (0,807
AR (v,07% eg) > 0
ve

((boc™)xyxa)(u) > R(bc ' k) AS(k,v,a,pB u) > 0.

dir. Boylece u = eg oldugundan S (k,7,a,d’,ey) > 0’ dir. a # ey oldugundan
k = ey dir. R(b,c ey) > 0 ve (M,R) degismeli fuzzy grup oldugundan
b= ¢ dir.

Tersine, sol kisalma kurali saglansm. (eq #)a,b € M ve v € T igin,
(axy*0b)(eg) > 0 olsun. (a*yx*eg)(ey) > 0 oldugundan b = ¢y’ dir. Benzer

sekilde sag kisalma kurali saglanirsa, (b*y xa) (eg) > 6 ve (eg * v * a) (eg) > 0
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iken b = eg oldugundan (M, T, R,S) fuzzy I'-halkasinda sifir bolen eleman

bulunmaz.

(M,T, R, S) bir fuzzy I'-halkasi ve ) # N C M olsun. Her a,b,c € N ve
v, 8 € I'igin Ry (a,b,¢) = R(a,b,c) ve Sy (a,7,b,5,¢) = S (a,7,b, 5, c) olsun.

Bu durumda,

(aAb) (¢) = Ry (a,b,¢) = R(a,b,c), Y a,b,c € N (3.11)
(aoyob)(c \/SN .7, b, B, ¢) \/S 7,0, B,¢) Ya,b,c e N veV ~veT.
Ber BeT
(3.12)

Tamim 3.9. (M,T, R, S) fuzzy I'-halkas1 ve ) # N C M olsun. Buna gore,
(i) Her a,b € N, c € M ve v € T' i¢in (aob)(c) > 0 iken ¢ € N ve
(ax~y*b)(c)>0iken c € N,
(i) (N,T', Ry, Sy) bir fuzzy I'-halka,
kogullar saglanirsa (N, T, Ry, Sy)’ ye (M,T',R,S)’ nin fuzzy alt T-halkas

denir.

Onerme 3.10. (M,T, R, S) fuzzy I-halkas: ve ) # N C M olsun.Buna
gore (N,I', Ry, Sy), (M,T', R, S)’ nin fuzzy alt I'-halkasidir&

(i) Her a,b € N, c € M ve v € I' i¢in (aob)(c) > 0 iken ¢ € N ve
(axy*b)(c)>0iken c € N,

(ii) Her a € N igin ™! € N’ dir.

Ispat. (N,T',Ry,Sy), (M,T, R, S)nin fuzzy alt T-halkasi olsun. Tanim
3.9(i)’ den (i) saglamir. Tamm 3.9(ii)’ den (N,I', Ry, Sx) bir fuzzy I'-halka
oldugundan (N, Ry) degismeli fuzzy gruptur. Dolayisiyla (ii) de saglanir.

Tersine, (i) ve (ii) saglansmn. (i)’ den Tamm 3.9(i) saglanir. Her a € N igin
a™l € N ve Ry(a,a™t,eq) = R(a,a™ ', ep) > 0 oldugundan ey € N olur. N C
M oldugundan fuzzy I'-halkasi taniminin diger sartlar1 da saglanir. Dolayisiyla
(N,T, Ry, Sn) bir fuzzy I'-halkasidir. O halde (N,T', Ry, Sy), (M,T', R, S)’ nin
bir fuzzy alt I'-halkasidir.
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Teorem 3.11. (M,T, R, S) bir fuzzy I-halkasi olsun. Buna gore,

C={aeM|(zxyxa)(c)>0< (axyx*xx)(c) >0

Ve,ce M,y €T}
kiimesi (M, T, R, S)’ nin bir fuzzy alt I'-halkasidir.

Ispat. Her z € M, v € ' icin (z %y * eg) (eg) > 6 ve (eq * v * x) (eg) > 6
oldugundan ey € C” dir. Boylece C # ()’ dir.

(i) a1,a2 € C ve (a; 0 ag) (b) = R (ay, as,b) > 0 iken b € C' mi?

a,b,c,by,by,dy,dy € M igin S (b,7,a,3,¢c) >0, S(a,v,b,5,d1) > 0,
S(a,v,a1,0,b1) >0, S (a,v,as,a',by) >0 ve R(by,bs,ds) > 6 olsun.

R (ay,a2,b) > 6 ve R (ag,ay,b) > 0 oldugundan,

(a7 *(a;0ag))(dy) > R(ay,as,b) NS (a,v,b,[,dy) >0

ve

(((l * 7y x al) © ((I * 7y x CLQ)) (dQ) Z S (CL/Y, a, &, bl) A S (a»% az, O/a b2)
AR (bl,bg,dQ) >0

oldugundan d; = dy’ dir. Yani R (b1, by, d;) > 6 olur.
aj,as € C oldugundan S (a1,7,a,a,by) > 60, S (as,7v,a,a’,bs) > 0 dir. Bu

durumda,
((agoay) xy*a)(c) > R(ag,a,b) NS (b,7,a,5,¢) >0

ve

(((12 * 7y *x CL) © ((11 * 7y x CL)) (dl) Z S (a277a a, 0/7 b2) A S (ah/}/) a, c, bl)
AR (bg,bl,dl) >0

oldugundan ¢ = d;’ dir. Yani S (b,7,a,3,¢) > 0 iken S (a,~,b, 53,¢) > 6 olur.
Tersine, S (a,7,b,8,¢) > 60, S(b,v,a,B,d1) > 0, S(a,v,a1,a,b1) > 0,
S (a,7,as,a,bg) >0 ve R (by, by, dg) > 6 olsun. Bu durumda,

((ay 0 ag) xy*a)(dy) > R(ay,as,b) NS (b,7,a,B,d;) >0
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ve

((al * Yok a) © (aQ * Yok a)) <d2) > S (&1,"}/, a, o, bl) NS (a2777 a, 0/7 b2)
AR (bl,bg,dg) >0

oldugundan d; = dy’ dir. Boylece R (by, by, d;) > 6 olur.
(a*xvx(ar0az))(c) > R(ay,a2,b) NS (a,v,b,3,¢) >0

ve

((a * Yok al) © (a * Yok a2)) (dl) > S (a’vﬁya ai, @, bl) NS (a»% a2, 0/7 b2)
AR (bl,bg,dg) >0

oldugundan d; = ¢ olur. Yani S (a,v,b,3,¢) > 0 iken S (b,7,a, 3,¢) > 6 olur.
Boylece b € €’ dir.
ai,as € C' ve a € T igin (ag * 7y x as) (b) > 0 iken b € C' mi?
a,b,c,by, by, dy,dy € M ve «,3,7v,,5',7 € T igin S (a,B,b,a/,dy) > 0,
S(a,B,as,p',d) > 0, S(b,B,a,a',¢c) > 0 ve S(d,a,ay,a’,dy) > 6 olsun.
S (a1, a,as,7,b) > 0 ve S (az, a,ay,7v,b) > 0 oldugundan

(a*ﬁ* (CLQ *Oé*al)) (dl) Z S(ClQ,Oé,CLl,’}/?b) /\S(a’767b70/7d1) > 0
ve
((a* Bx*ag) xax*ay)(dy) > S(a,a,as,8,d) NS (d,a,ay,d,dy) >0

dir. Boylece d; = dy’ dir. S (d, o, a1,d’,dy) > 6 olur.
S (as, B,a,B',d) > 0 ve S (a,7,d,a’,d;) > 6 oldugundan

((Gl*Oé*CZQ)*ﬁ*a)(C) > S<a17aa&2777b)/\S(baﬁaga&,>c> >0
ve
(a1 x a* (ay * B*a))(dy) > S(az,B,a,8,d) NS (ar,a,d, o, dy) > 0

oldugundan d; = ¢’ dir. O halde S (b, 5, a,a’,dy) > 0’ dir. Yani S (a, 5,b,,dy)
> @ iken S (b, B,a,d’,dy) > 0 olur.
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Tersine, S (b, 5,a,a’,¢) > 6 iken S (a,3,b,¢/,¢) > 0 m? S (a,[,b,¢,dy)
>0, S (a,B,a9,5,d) >0, S (b, B,ad,c)>0veS(da,a,d, dy) > 0 olsun.
S (ay, a,as,7,b) > 0 ve S (az, o, ay,vy,b) > 6 oldugundan

(a* B x(ag* axay))(dy) > S (ag, @, a1,7,b) NS (a,B,b,a,dy) > 6
ve
((a* B*ag)*xax*ay)(dy) > S(a,B,a2,8,d) NS (d,a,a,d dy) >0

dir. Boylece d; = dy’ dir. S (d, a,a1,d’,dy) > 6 olur.
S (as, B,a,B',d) >0 ve S (a,a,d,a,d;) > 6 oldugundan

((al*a*CL?)*ﬁ*a)(c> > S(alﬁa’a%’%b)/\S(baﬁaava/>c) >0
ve
(a1 x a* (ay * B*a))(dy) > S(ag,B,a,8,d) NS (ar,a,d, o, dy) > 6

oldugundan d; = ¢’ dir. O halde S (a, 8,b,a/,¢) > 0’ dir. Yani S (b, 3,a,d/,¢) >
0 iken S (a,3,b,a,¢c) > @ dir. Boylece b € C’ dir.

(ii) a € Cise a™! € C mi? Yani S (b,v,a™ ', 3,d) > 0 iken S (a=*,~,b, 3, d)
> 0 m?

S(a=t,7,b,8,¢) >0, S(b,y,a,7,b1) > 0, R(by,c,bs) > 0 ve R(by,d,dy)

> # olsun.
((a‘l o a) * 7y * b) (e0) > R (a_l,a,eo) A S (e, 7, b, a,e9) > 6

ve

((a=txyxb)o(axy*b)(b) >S(a™'7,b,8,¢)AS(a,7,0,7,b)
AR (C, bl,bg) >0

oldugundan ey = by’ dir. R (¢, by, €9) > 6 olur.
(b* % (a_l o a)) (e0) > R (a_l,a,eo) NS (b,,e0,a,e9) >0
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ve

(bxyxa Yo (bxy*a))(d) >S(by,atB,d)AS(by,a7,b)
AR (d,by,dy) > 6
oldugundan ey = d;’ dir. R (d,by,eq) > 6 olur.
R (by,¢,e0) > 0, R(d,by,e9) > 0 ve (M, R) degismeli fuzzy grup oldugun-
dan d = ¢’ dir. Boylece S (b,v,a™ 1, 3,d) > 0 iken S (a™t,~,b,3,d) > 0 dir.
Tersine, S (a™t,7,b, 3,¢) > 0 iken S (b,v,a™*, 3,¢) > 6 m?
S (b,y,a7t,B,d) > 0, S(b,v,a,7,b1) > 0, R(b,c,by) > 0 ve R(by,d,dy)

> # olsun.
((a_l o a) * 7y * b) (e0) > R (a_l,a, eo) A S (e, 7, b, a,e9) >0

ve

(@t sy xb)o(axyxb))(be) =S (at7,b8,¢)AS (a,7,b,7 b)
AR (C, bl,Z)Q) >0

oldugundan ey = by’ dir. R (c, by, eq) > 6 olur.
(b * 7y * (a_l o a)) (e0) > R (a_l,a, eo) NS (b,7,e0,a,e9) >0

ve

(bxyxa)o(bxyxa))(d) =S (by,a,B,dAS(b7y,a,7,b)
AR (d, bl,dl) >0

oldugundan ey = d,’ dir. R (d,by,eo) > 6 olur.
R (by,¢,e0) > 0, R(d,by,e9) > 0 ve (M, R) degismeli fuzzy grup oldugun-
dan d = ¢’ dir. Boylece S (a™1,7,b,8,¢) > 0 iken S (b,v,a™ %, 3,¢) > 0 dur.

Sonug olarak, a~! € C olur.

Tamim 3.12. (M, T, R, S) bir fuzzy I'-halkasi ve () # [ C M olsun. Her
a,b € I, her n,m € M ve her v € ' i¢in, (aob) (m) >0 ikenm e I,a ! €I,
(nxyxa)(m) >0 iken m € I ((ax~y*n)(m) > 60 iken m € I) ise I’ ya M

nin sol (sag) fuzzy ideali denir.
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I, M’ nin hem sag hem de sol fuzzy ideali ise I’ ya M’ nin fuzzy ideali

denir.

I, (M,T',R,S) fuzzy I'-halkasinin sol (sag) ideali ise I, M’ nin fuzzy alt
[-halkasidir. M degismeli fuzzy I'-halkasi ise M’ nin her sol (sag) ideali ayni

zamanda sag (sol) fuzzy idealidir.

Onerme 3.13. A indeks kiimesi olmak tizere; i € A icin I, ler, (M,T,R,S)

fuzzy I'-halkasinin fuzzy idealleri olsun. Bu durumda, ﬂ I;, M’ nin bir fuzzy
€A

idealidir.
Ispat. Heri € A icin I, ler, (M, T, R, S) fuzzy T-halkasinin fuzzy idealleri

olsun. Her a € I; igin a™! € I; ve (aoa™') (eg) > 6 oldugundan ey € I;’ dir.

Boylece eq € ﬂ]i olur. ﬂ I # 0 ve ﬂ]i C M’ dir. a,b € ﬂ I; olsun. Her
ieA ieA ieA ieA
i € Aigin a,b € I dir. (M, R) fuzzy grup oldugundan R (a,b,c) > 6 olacak

bigimde en az bir ¢ € M vardir. I;’ ler ideal oldugundan (a o b) (¢) > 6 iken
c € I, dir. O halde ¢ € ﬂ[i’ dir. a € mli oldugundan her ¢ € A igin

a € I;) dir. I;'ler M’ nin filezAzy idealleri oldzlelg;undan her i € A igin a7t € I
olur. Boylece a=! € ﬂ]i’ dir. n € M olsun. a € M ve M fuzzy I'-halkasi
oldugundan v € T’ igiilE /Ea x % n)(m) > 6 olacak bicimde m € M vardir. Her
i € Aigin a € I; ve I;” ler M’ nin fuzzy idealleri oldugundan her i € A igin

(ax~y*mn)(m) > 0 iken m € I;” dir. Boylece m € ﬂ I;” dir. Benzer sekilde,

ieA
n,k € M ve B €Tl igin (nxBx*a)(k) >0 iken k € ﬂ[i’ dir. O halde ﬂ[i,
LIS €A

M’ nin bir fuzzy idealidir.

I, (M,T,R,S) fuzzy I'-halkasinin fuzzy ideali olsun. Her a € M igin
(aol)(u) = \/R (a,z,u) olmak iizere, A = {aoI|a € M} kiimesi iizerinde

xzel
asagidaki bagint1 tanimlansin:

agol ~ayol & R (afl, as, u) > @ olacak bicimde en az bir u € I vardir.
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Teorem 1.4.33’den ~, A kiimesi {izerinde bir fuzzy denklik bagintisidir. Ayrica
(I, R), (M, R) nin fuzzy alt grubu ve (M, R) degismeli oldugundan (I, R),
(M, R)’ nin normal fuzzy alt grubudur. [aol] = {d' ol|a' ol ~aol}, a=
{d'|d € M,d ol ~aol} ve M/I = {[aol]|la € M} olsun. Teorem 1.4.36

dan,

(laoll@®[bol])([col])=R([acl],[bol],[col]) = \/ RV

(a’,b’,c’)GEXZXE

(3.13)
olmak iizere, (M /1, R) bir degismeli fuzzy gruptur.
(M/I,E), (T, R) fuzzy gruplar ve S, M/I x T' x M/I x T' x M/I (kisaca
(M/I,T)) iizerinde bir fuzzy ikili iglem olsun. Bu durumda,

F(M/I)={A|A: M/I — [0,1) bir doniigiim}

S(4,G,B) (¢) = \/ (A(d)YANG () ABE)AS(d,7,V,8,))
a'beM/I
v,B€l

olmak iizere,

S F(M/I)x F(T) x F(M/I) — F(M/I)

doniisiimii vardir.

Rve S, (M/I,T) iizerinde iki fuzzy ikili iglem olsun. Bu durumda,

([aocll@y®@[bol])([col]) =S ([aoI],y[bol],B, [col]) (3.14)
= \/ S (d',,b,8,c)

(a’mb’,B,C’)GEx'yxngxE

(laofl@ oI @ (lco ) (uol])) = \/ (R(lao],[bo ] [doI])

deM

AR([dol],[col],[uol)])
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([aol]@® (bol]l® (col)))(lwol])= \/(F([bo]],[co[],[do]])

deM

AR(Jaol],[do]], [woI]))

([acl]@y®@ ([bol]®[col]))([zol]) = \/ (R([bol],[col],[doI])

deM,pel’

AS(laol], v, [dol],B,[z01]))

([acl]@y@[boI])®(lacI]@y®[col]))([z01])
=\ (ol v bol], o)

dy,doeM
B,6'el

AS(laol], v [col], B [dyoI]) AR ([di o 1], [dyoI], [z 01]))

([acll® (yoy)@boll)(zol]) = \/ (R(1.7,8)
8,8’ €T

AS([aoI],v,[bol],B [z01]))

([acl]@y®@[bol])®([acI]|®Y ®[boll]))([z01])

=\ (S(aot]. 7. pol]. o lco )

c,deM
a,a’ er

AS([ao 1),y bol],/,[do ) AR ([col],[do],[z0 1))

([acIl@pol])®pB®[coll])([zo]]) = \/(R([QOI],[bo[],[do[])

deM
pg'er

ANS([dol],B,[col],B,[z01]))

([acl]@p@[col])d([bol]®L®[col]))([z0]])
= \/ (?([aol],ﬁ,[co[],5',[dlo[])

51,’7(;2”66]\1{
AS([bol],B,[col],B" [dyo I]) AR([dio]],[d201],[201]))
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bi¢iminde 6zellikler vardir.

Teorem 3.15. (M, I, R, S) bir fuzzy I'-halkas1 ve I, M’ nin fuzzy ideali
olsun. Buna gore, (M /1 ,E) carpim fuzzy grubu,

([aoll@y®@[bol])([col])=S([acI],y,[boll],p,[col])
= \/ S (d,,b,8,d)

(@’ v, ,B,c')Eaxyxbx BXE

islemi ile bir fuzzy I'-halkasidir.

Ispat. S([aol],y,[bol],B3,[col])>0veS([acl],y,[bol],B, [dol]) >
0 olsun. [co I] =[do I] m?

a, € @ by € b, c;, €¢ ad, €a by €b d € dver 3 €T icn
S (ay,7,b1,B,¢1) >0 ve S (al,v,b},5,dy) > 60 dir.

ayol ~ayol,byol ~b ol oldugundan hy, hy € I igin R (a}, hy,a1) > 0
ve R (b}, ha,by) > 6 dir.

z,hg,t € M ve a,aq € T igin S (af,7,b1,,2) > 6, S (hy,v,b1,01,h3) > 0
ve R (z, hs,t) > 0 olsun. [ ideal ve h; € I oldugundan hz € I’ dir.

((all © h‘l) * 7y ok bl) (Cl) Z R(alh hlaa’1> A S<a1777b175?cl) > 9

ve

((ay *y#br)o(hyxyxb1))(t) =S (al,y,b1,0,2) AS(h,7,bi, a1, hs)
AR (z,hs,t) >0

oldugundan ¢ = ¢;” dir. Boylece R (z, hs, 1) > 0 olur.
zo,hy € M ve v, € T'icin S (a},7, ha, vy, ha) > 0 ve R(hg,dy,23) > 0

olsun. [ ideal ve hy € I oldugundan hy € I’ dir. Bu durumda,
(a1 * v (hooby)) (2) = R(bY, ha,b1) A S (ay, 7y, by, 2) > 0

ve

((ay * v x ha) o (ay xy* b)) (22) = S(al, 7y, ha, vy, ha) NS (ah, 7y, b0, 8, dr)
/\R(h4,d1,22) >0
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oldugundan z = zy’ dir. Boylece R (hy,d;,z) > 6 olur.

hs, hy € I oldugundan R (h;l, hyt, h5) > f olacak bicimde hs € I vardir.
R (hy4,dy,z) > 0ve R(z, hs,c1) > 0 oldugundan R (z, hyt, dl) > 60ve R (cl, hyt, z)
>0 dir. t; € M igin R (¢, hs,t1) > 6 olsun. Bu durumda,

((crohz')ohg') (di) > R(er,hy',2) AR (2,hy ", di) > 0

ve

(Cl o (hgl o hll)) (tl) >R (h;l, h;l, h5) A R(Cl, h5,t1) >0

oldugundan ¢; = d,’ dir. Yani R (cq, hs,d;) > 0 olur. Sonug olarak, [do I] =
[co I] olur. O halde, S; M/I iizerinde fuzzy ikili islemdir.

(M,I)1. (M /1 ,E) ve (I', R) degismeli fuzzy gruplardir.

(1) Ya,b € M, R(a,b,c) > 6 olacak bi¢imde ¢ € M vardur.
R(laol],[bol],[col]) > R(a,bc)> 6 du.

(2) R([aoI],[bol],[col]) > 0 ve R(laol],[bol],[doI]) > 6 olsun.
[col]=[doI] m?

ay €@, b €b,cy €¢ a €a b, €b,d; € digin R(ay,by,c1) > 0 ve
R (ay,by,dy) > 6 dir.

ayol ~ayol,bol ~b ol oldugundan hy, hy € I i¢in R (a}, hy,a1) > 6
ve R (0, ha, b)) > 0" dur.

z € M igin R (hq,b,2) > 6 ise R (z,b7",hy) > 6’ dir. Buradan b7" o [ ~
zol' dir ve by € I'igin R (b7",2, 1)) > 6 dir.

y € M igin R (b}, hy,y) > 0 ise

(byo (bt 02)) (y) = R (b 2 b)) AR (b, b y) > 0

ve

((b’1 o b’l_l) o z) (2) >R (b’l,b’fl,eo) AR (eg,z,2) >0

oldugundan y = 2’ dir.

21,91 € M icin R (hy,b1,21) > 0 ve R (a}, z1,y1) > 0 ise
(a/l © (hl o bl)) (yl) > R<h17 b1721) A R<a/17 Zlayl) >0
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ve

((ay 0 h1) 0 by) (c1) = R(ai, ha,a1) A R(ay, by, e1) > 6
oldugundan y; = ¢;” dir. Yani R (a}, 21, ¢1) > 6 olur.

p1 € M igin R (z, ha,p1) > 0 ise
((hy o b)) o hg) (p1) > R (hy,b},2) AN R(2,ha,p1) >0
ve
(h1 o (B, 0 hs)) (21) > R (V,, ha,b1) A R (h1, b1, 21) > 6
oldugundan p; = z;’ dir. Yani R (z, ho, 21) > 0 ve R (y, ho, z1) > 0 olur.
h,wy € M igin R (h, ha,h) > 0, R (b}, h,wy) > 0 alinwrsa; h € I ve
(b} o (R} o hs)) (w1) > R (R, ha, h) A R (b}, h,wy) > 6
ve
((b] o hy)ohs)(21) > R(by,hy,2) NR(z, ha,21) > 6
oldugundan w; = 2" dir. Yani R (b}, h, z1) > 6 olur.
w € M igin R (dy, h,w) > 6 olsun. Bu durumda,
((a} o b)) oh)(w) > R(ay,by,d1) AR (dy, h,w) >0
ve
(a} o (b oh))(c1) > Ry, h,21) AR (a},21,¢1) >0

oldugundan w = ¢;’ dir. Yani R (dy, h,c1) > 0’ dir. Boylece R (dfl, 1, h) > 0
oldugundan dy o I ~ ¢; o I’ dir. Sonug olarak, [do I] = [co I] olur. O halde,
R; M/I tizerinde fuzzy ikili islemdir.

(3) (([aoI]®bol])®[col])([dol]) > 08 ve
(laoll® ([boI]®[co1])) (JwoI]) > 0 olsun.

ay,ay, by, b, c1, ¢, dy,wy € Migincyol ~cjol,afol ~ajol ~aol,
bjol ~bjol ~bol,diol ~dolvew ol ~wol olsun. Bu durumda,

hl,hg,hg, el ve l'll,l'/z eM 1(}11’1
R(al,bl,x'l) A\ R(a:’l,cl,dl) > 6,
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R (b, ¢y, 25) A R (a), x5, wi) > 0,
R(a'l,hl,al) > 9, R(bll,hg,bl) > 9, R(Cll,hg,cl) >0

dir.

21 € M igin R (a}, b}, z1) > 6 olsun.

R (hq,b}, 2) > 6 olacak bicimde z € M vardir. Buradan R (2,7, h1) > 0
oldugundan b} ' o I ~ z o I’ dir. O halde R (b;',2,h}) > 6 olacak bigimde
Ry € I vardir.

y € M icin R (b}, h),y) > 6 olsun. Bu durumda,
(tho (b7 oz)) (y) = R (V2. 0)) AR(by, hyy) >0

ve

((b’1 o b’l_l) o z) (2) >R (b’l,b’fl,eo) AR (eg,z,2) >0

oldugundan y = 2’ dir.

29,y1 € M icin R (hq, by, z2) > 0 ve R (a}, z2,41) > 0 olsun. Bu durumda,
(@} o (hyiob1)) (1) > R(h1,b1, 22) A R(al, z2,91) >0

ve

((ay o hy) o by) (#}) = R (ay, ha,ar) A R(a, by, ) > 6

oldugundan y; = | diir. Yani R (a}, 22, 2}) > 6 olur.

p1 € M igin R (y, ho,p1) > 0 olsun. Bu durumda,
((h10by) 0 ho) (p1) = R (ha,by,2) AR (2, ha,p1) >0

ve

(hy o (by 0 h)) (22) = R (by, ha,b1) A R (ha, by, 22) > 0

oldugundan p; = 25’ dir. Yani R (z, ho, 22) > 0 ve R (y, ho, z2) > 6 olur.
h,wy € M igin R (h, ha,h) > 0, R (b}, h,wy) > 0 alinwrsa; h € I ve

(bll © (hll © h2)) (wl) > R (h/h h27 h) AR (b/h h7w1) >0
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ve

(b} o hy) o hs) (22) > R (b}, hy,y) AR (y, ha, z2) > 0

oldugundan w; = 25’ dir. Yani R (b}, h, z2) > 6 olur.

w € M igin R (21, h,w) > 0 olsun. Bu durumda,
((ay o by) o h) (w) > R (ay, by, 21) A R (21, h,w) > 0

ve

(all © (bll S h)) (‘T’Jl) > R(b,h hv 22) A R(a’/hz%ljl) >0

oldugundan w = z| diir. Yani R (z, h,2}) > 6’ dir.

z3 € M igin R (21, ¢}, z3) > 6 olsun.

R (h,c,, z1) > 6 olacak bicimde z, € M vardir. Buradan R (z4, ¢, h) > 0
oldugundan ¢{ ' o I ~ z 0 I’ dir. O halde R (¢, z4, hy) > 6 olacak bigimde

hy € I vardir. y3 € M icin R (¢}, by, y3) > 6 olsun. Bu durumda,
(Cll © (Clli1 © 24)) <y3) Z R (CI1717 24, h/2) A R(C/b h/27y3) >0

ve

((c’l o c’l_l) o 24) (z4) > R (c'l,cll_l,eo) A R (e, z4,24) > 0

oldugundan y3 = z,’ diir. Yani R (¢}, hf, z4) > 0 olur.

z5,Ys € M icin R (h, ¢y, 2z5) > 0 ve R (21, 25,y4) > 6 olsun. Bu durumda,
(210 (hoc1)) (ya) > R (h,c1,25) A R(21,25,y4) > 0

ve

((z10h)ocy)(dy) > R(z1,h,2y) AR (2}, ¢1,dy) >0

oldugundan y, = d; olur. Yani R (2, z5,dy) > 60’ dir.
po € M igin R (ys, hs,p2) > 6 olsun. Bu durumda,

(h o (Cll o hg)) (25) > }%(Cll7 hg, Cl) A R(h,Cth,) >0
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ve

((hoc))ohs)(p2) > R(h,c}, 24) AR (24, hs, p2) > 0

oldugundan py = 25’ tir. Boylece R (ys, hs, z5) > 0 ve R (zy, hs, z5) > 6 olur.
hy € I igin R (hb, hs, ha) > 0 ve wy € M igin R (¢}, hg, wa) > 6 olsun.

(cy o (hy 0 h3)) (wa) = R (hy, hs, ha) A R (), haywy) > 0

ve

((cy o hy) 0 hs) (25) = R (c), hy, 24) A R (24, b3, 25) > 0

oldugundan wy = z5’ tir.

ws € M icin R (23, hg, w3) > 6 olsun. Bu durumda,
(210 (ch 0 ha)) (dr) > R(ch, hay25) A R(21,25,d1) > 0

ve

((z10¢}) 0 ha) (w3) > R(21,¢), 23) A R (23, ha,w3) > 0

oldugundan d; = ws’ diir. Boylece R (z3, hy,dy) > 6’ dir.

(ay o (by o ch)) (w1) = R (by, ¢y, 25) A R (ay, 75, wr) > 0

ve

((all S bll) © Cll) (23) > R(a/hb,lv Zl) A R(thlla 23) > 0

oldugundan wy = z3’ diir. Boylece R (wy, hy, d1) > 0 oldugundan wyol ~ djol
dir. O halde [w o I] = [d o I] olur.

(4) Her a € M igin, ([ao I] ® [eg o I]) ([ao I]) > R(a,eq,a) > 0 ve
([eoo Il @ [aol])([aol]) > R(ey,a,a) >0 dir.

(5) ([aoI]®[a~toI])([egoI]) > R(a,a™te) > 0 ve
(la=toIl@®[aol])([egoI]) > R(a™t, a,e0) > 6 dir.

Boylece (M/1, R) bir fuzzy gruptur. Ustelik, ([ao I] @ [bo I]) ([co I]) > 6
ve ([bolI]l®[aoll])([wol])>0iken R (a,b,c) >0 ve R(b,a,w) > 6 oldugun-
dan ¢ = w’ dir. Dolayisiyla (M /1 ,}_%) degismeli fuzzy gruptur.
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(M,I)2. (([acl]@y®@[bol])®@ L& [col])([dol]) >0 ve
(l[acIl]@y®@ ([bolI]® B R [coll]))(Jwol])> 6 olsun.

ay,ay, by, by, c1, ¢, dy,wy € Miginegol ~cjol, ajol ~ajol ~aol,
bjol ~byjol ~bol, djol ~dol, wyol ~ wol olsun. Bu durumda,

h17h2ah3 S Ia {E,17.T/2 €M ve 77676%’717617041 el igin)
S(ahf}/)blaaux/l) A S(‘r,laﬁvclaal;dl) > 07

S<b/175)c,17517x,2) A S<a,1777x,2a’717w1) > 07
R(a'l,hl,al) > 9, R(bll,hg,bl) > 9, R(Cll,hg,cl) >0
dir.
21 € M ve v, € T'igin S (al, v, b, 79, 21) > 0 olsun.
R (d}, h1,a;) > 6 oldugundan R (a;,hi',d}) > 6’ du.
2 € M, hy € I veay, [y € Tigin S (a},7,b1,a0,2) > 0veS (hy,7,b1, By, hy) >
0 olsun. S (h;l,%bl,[g,h;l) >0 dir. y € M i¢in R (x’l,hf,y) > 6 olsun.

Bu durumda,
((a1 0 hy') xy#b1) (2) > R (a1, hi', ay) A S (af,v, b1, as,2) >0

ve

((al * 7y ok bl) © (h1_1 *yx b1)) (?J) >S5 (a1;%b17a=$/1) NS (h1_17/77b17627 hzfl)
AR (x’l,hf,y) >0

oldugundan y = 2’ dir. Boylece R (x’l, hyt, z) > 6 olur.
Y1 € M7 h5 €l ve ﬁ2 el lgln S(a’/1777h27627h5) > 0 ve R(hf)azhyl) >0

olsun. Bu durumda
(a) * v * (hg o b)) (2)) > R (hg, b}, b1) A S (a),,br,ca,2) >0

ve

((ay %y * ha) o (ah xv*bY))(y1) > S(ay,, ha, By, hs) A S (a7, b, 79, 21)
AR (hs, z1,y1) > 6
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oldugundan y; = 2’ dir. Boylece R (hs, 21, 2) > 6 olur.
hy, hs € I oldugundan R (hzl, h5_1, n ) > 0 olacak bicimde h' € I vardir.
R (hs, z1,2) > 0 oldugundan R (z, hyt, 21) >0 dir. t € M igin R (2,h/,t) > 0

olsun. Bu durumda,

(2o (hgtohz')) (t) > R (hg' hs',B') AR (2, 1/, t) > 6
ve
((zhohg)ohy') (z1) > R (2}, hi" 2) AR (2,h5", 21) > 6

oldugundan t = z,’ dir. Boylece R (2,1, z1) > 6 oldugundan R (zy,h,z}) > 0
olacak bi¢imde h € [ vardir.

23 € M, hg € I ve3y,05 € T'igin S (21, 8, ¢1, 1, 23) > Ove S (h,,c1, B3, he)
> folsun. R (z1,h,2}) > 0 oldugundan R (2, h™t, 21) > 0 ve S (h, 3, c1, B3, hg) >
0 oldugundan S (h™*, 3,¢1, B3, hg') > 0 dir. p € M i¢in R (dy, hg',p) > 0

olsun. Bu durumda,
((aj‘ll e) h_l) * B * Cl) (Z3> Z R (l'/l,h_l,zl) A 5(21)67017617 23) >0

ve

((xi * 6 * Cl) o (hil * /6 * Cl)) (p) Z S('rllvﬁvcl)aladl) A S (hilaﬁvcbﬁ?nhgl)
AR (dy, hg',p) > 0

oldugundan p = z3’ tiir. Boylece R (dl, hg', 23) > 0 olur.
Z2,P1 € Ma h? € ]Ve’YS S FiQiHS<21,/6,C/1,’)/3,ZQ) > 0 ’ 8(21767h3aa37h7) >
0 ve R (h7,z9,p1) > 6 olsun.

(21 * 5 * (h3 © C?L)) (23) 2 R(h‘?nclbcl) A S(Zlaﬁacbﬁlazi%) > 0
ve

((Zl * 6 * h3) © (Zl * 6 * Cll)) (pl) Z S<21767h37a37 h7) A S(z17ﬁac/1773722)
AR (h7, 22, p1) > 0

oldugundan p; = z3’ tiir. Boylece R (hy, 22, z3) > 6 olur.
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he, hy € I oldugundan R (he_ Lht B ) > @ olacak bicimde h” € I vardir.
R (h7, 29, 23) > 0 oldugundan R (23, h;l,ZQ) >0 dir. t; € Migin R (h",dy,t1) >

0 olsun. Bu durumda,

(dio (hg'ohs)) (t1) = R (hg',hy', ") AR (dy, B, t1) > 0
ve

((dl o hal) o h;l) (ZQ) >R (dl, hgl, 23) AR (Zg, h;l, ZQ) >0

oldugundan ¢, = 2’ dir. Boylece R (h”,d1, z2) > 6 olur.

((ay *y*by) * Bxcy) (22) > S (ay, 7, 01,79, 21) NS (21,8, ¢, s, 22) > 0

ve

(ay =y (b) % B x h)) (wr) = S (b, B, ¢, By, w) A S (a7, 2,7y, wr) > 0

oldugundan zy = wy’ dir. Boylece R (h”, dy, w1) > 0 oldugundan wyol ~ dyjol
dir. O halde [w o I] = [d o I] olur.
(M,I)3. (i) (acI]@y@([bolI]|®[col]))([doI]) >0 ve
([acll@y@[bol])® (Jacl]®@vy®[col]))([wol])> 6§ olsun.
ay,ay, by, by, c1,c),dy,wy € Migincgol ~cjol, ajol ~ajol ~aol,
bjol~bjol~bol diol~dol, wjyol~wol olsun.

Bu durumda, hy, ho,hg € I, a7, 25,25 € M ve vy, 5, a,7,€ I icin
R<blacla$ll) A S(a1,7,$/1,5,d1) > 97
S (ay, v, by, 25) NS (a7, 6, 7, 25) A R (25, 25,w1) > 0,
R(a'l,hl,al) > 9, R(bll,hg,bl) > 9, R(Cll,hg,cl) > 0

dir.
21 € M ig¢in R (b, ¢}, z1) > 6 olsun.
R (hs, ¢}, z) olacak bigimde z € M vardir.

29,y1 € M icin R (hg, c1,25) > 0 ve R (V), z2,41) > 0 olsun. Bu durumda,
(by o (haocr)) (1) = R (hg,c1,22) AR (b, 22,11) > 6
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ve

((bll ¢} hg) ¢} Cl) (.I‘ll) > R(bll, hz, bl) AR (bl, Cl,l’ll) >0
oldugundan =z = y,’ dir. Boylece R (b}, 2z2,2) > 6 olur.
p1 € M igin R (z, hs,p1) > 6 olsun. Bu durumda,
(ha o (¢} o hg)) (22) > R(cy, ha,c1) A R(ha,c1,20) > 0
ve
((h2 © Cll) © h3) (pl) >R (h2> Clla Z) AR (Z, h37p1) >0
oldugundan z, = p;’ dir. Boylece R (z, hs, z2) > 6 olur.
h € Iigin R (ha,hs,h) > 0 ve yo, € M igin R (¢}, h,y2) > 6 olsun.
(¢ 0 (haoh3)) (y2) = R (ha, hs, h) A R(cy, h,y2) > 0
ve
((Cll ¢} hg) o hg) (22) > R (Cll, hg, Z) AR (Z, h3, 2’2) >0
oldugundan ys = 25’ dir. Boylece R (¢}, h, z3) > 0 olur.
pe € M igin R (21, h,ps) > 0 olsun. Bu durumda,
(b o (coh))(z}) > R(c}, h,z2) AN R(bY, 22,27) > 6
ve
((byocy)oh)(p2) = R(by, ¢y, 21) AR (21, h,p2) > 6

oldugundan zj = py’ dir. Boylece R (21, h,x)) > 6 olur.

z3 € M ve v, € ' igin S (a},v,21,71,23) > 0 olsun. R(z,h,2})) > 0
oldugundan R (z},h™, 2) > 0’dir. S (ay,7,h, By, hs) > 0 olacak bigimde hy €
I ve 3, € I vardir. Buradan S (al,’y, L, By, h;l) > @ dir.

24,y € M ve ay € T'igin S (aq,7, 21,1, 24) > 0 ve R (dl, h;l,y) > 0 olsun.

Bu durumda,

(a1 * Y % (x’l o h_l)) (z4) > R (x'l,h_l,zl) A S (ay,7, 21,01, 24) > 0
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ve

(@ xy*af)o(arxy=h™))(y) =S (a1, 7,21, 8,d1) A S (ar, . bt By, hyt)
AR (dy, hy',y) > 0

oldugundan y = z,” diir. Boylece R (dl, hyt, 24) > 6 olur.
zs € M, hy € I ver, € I'igin S(hy,v,21,71,h}) > 0 ve R(z3,h},25) >0

olsun. Bu durumda,
((hyoay) v *21)(24) > R(h1,a},a1) NS (a1,7, 21,1, 24) > 0

ve

((hl * Yok Zl) © (all * Yok Zl)) (25) > S(hlaryazlaTl?h,l) NS (a,1777 Z17717Z3)
AR (h/1,23,25) >0

oldugundan z, = 25’ tir. Boylece R (23, h, z4) > 6 olur.
Ry, hy € I oldugundan R (h;l, Rt h5) > # olacak bicimde hs € I vardir.
t € M igin R (dy,hs,t) > 0 olsun. Bu durumda,

(d1 o (h;l o hll_l)) (t) Z R (hzl, hll_l, h5) A R(dl, h5,t) > 0
ve
((dl o hzl) o hll_l) (2’3) >R (dl, hzl, 24) AR (247 hll_l, Z3) >0

oldugundan z3 = ¢’ dir. Boylece R (dy, hs, z3) > 6 olur.
(all * 7y * (bll © Cll)) <Z3) > R (b,17 Cll? Zl) NS (all”77 215 V1 23) >0

ve
((all * Yk bll) © (CL, * Cll)) (wl) > S(a&a77 b/17a>‘r,2) NS (a,17776,177—7xg)
AR (2, 2%, wy) > 0
oldugundan z3 = w’ dir. Boylece R (dy, hs,w;) > 6 oldugundan w; ol ~ djol
dir. O halde [w o I] = [d o I] olur.
(if) ([ao 1]+ (v0 8) % [bo 1)) ([co 1)) > 0 ve
([aol]xvyx[bol])@ (f[aol]*Bx*[bol])([dol])> 0 olsun.
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ay,ay,by,b),c1,dy € Miginajol ~ajol ~aol, bjol ~bjol~bol,
cpol ~col, diol ~dol olsun. Bu durumda, hy, hy, € I, z}, 2, € M ve

057051561771 el lgln
R(%ﬁ,@) A S(al,@,bh@bcl) >0

S(a11777 b117717x11> A S(allaﬂvb,bﬁlamé) A R(xlbx,Z?dl) > 9
R(allvhhal) > 97 R(b,17h27b1) >0

dir.

21 € M, ag € T igin S (a}, a, b, 9,21) > 0 olsun. hy; € I oldugundan
S (hi,a,by, By, h3) > 0 olacak bigimde hy € I, f, € T vardir. z,t € M ve
vy € Tigin S (af, o, by, 79, 2) > 0 ve R(z, hs,t) > 6 olsun. Bu durumda,

((a’l e} hl) X (Y k bl) (Cl) Z R(a’l, hl,al) A\ S (al,a,bl, 041,01) > 6

ve

((all * Qo bl) © (hl * Q0 bl)) (t) > S<a/17a7b17727 Z) NS (hlu a7b17527 h3)
AR (2, hy, t) > 6

oldugundan ¢ = ¢;’ dir. Boylece R (z, hs, ;) > 6 olur.
hy € I oldugundan S (a}, @, ha, a3, hy) > 6 olacak bigimde hy € I,a3 € T

vardir. t; € M ig¢in R (hy, 21,t1) > 6 olsun. Bu durumda,
(a} * ax (hg o b)) (2) > R (hg,by,b1) NS (a}, a, by, s, 2) >0

ve

((a] * axhy)o(ay *axb)))(t1) > S (a},a, ha,as,hs) NS (a],a, by, s, 21)
AR (h4,21,t1) > 0

oldugundan z = t;’ dir. Boylece R (21, hy, z) > 0 olur.
hs,hy € I oldugundan R (hs, hy, hs) > 0 olacak bigimde hs € I vardir.
to € M igin R (21, hs,ty) > 6 olsun. Bu durumda,

(Zl o (h4 o hg)) (tg) >R (h4, hg, h5) AR (21, h5, tg) > 0
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ve

((21 0 ha) 0 h3) (c1) = R (21, ha, 2) N R (2, hg,c1) > 0

oldugundan ty = ¢;’ dir. Boylece R (21, hs,c1) > 6 olur.

(a} * (yo B)*b))(21) > R(v,B,a) NS (a},a, b}, as,21) >0
ve

((all * Y * bll) © (all * 6 * bll)) (dl) Z S (a’,1777b,17717‘r,1) A S (allvﬁ7b,17617‘r/2)
AR (#), 2, dy) > 6

oldugundan d; = 2’ dir. Boylece R (dy, hs, 1) > 6 oldugundan ¢; oI ~ dy o[
dir. Yani [co I] = [d o I] olur.
(iii) ([ac Il ® [bol])xyx[col])([doI]) > 0 ve
([ao Iy *[col]) @ ([bol]*vx*[coll]))([wol])> 0 olsun.
ay,ay, by, by, c1, ¢, dy,wy € Migincgol ~cjol, ajol ~ajol ~aol,
biol ~byjol ~bol, djol ~dol, wyol ~wol olsun. Bu durumda,

hi,ho,hs € I, 'y, ah, 25 € M ve v, 3, a,q € T igin
R(a17b17$/1) A S(x;777617a>d1) > 9,
S(all77a cllaﬁaxIZ) A 5(6/17756/170517‘%;)) A R<x/27x,3>wl) > 97

R(a'l,hl,al) > 9, R(bll,hg,bl) > 6, R(Cll,hg,cl) >0

dir.
21 € M i¢in R (a), V), z1) > 6 olsun.

29,1 € M icin R (hy, by, 22) > 6 ve R (a}, z2,y1) > 0 olsun. Bu durumda,
(a0 (h1ob1)) (y1) > R (h1, b1, 22) A R(a), z2,91) > 0

ve

((a} o hy)oby) (#}) > R(a}, h1,a1) A R(ay, by, 7)) >0

oldugundan y; = =} diir. Boylece R (a}, 22, x}) > 0 olur.
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z,p1 € M igin R (b}, hq,2) > 0 ve R(z, ha,p1) > 0 olsun. Bu durumda,
(hi o (V) 0 h2)) (22) > R (b, ho, o) A R (hy, by, 22) > 0
ve
((hl le) bll) o hg) (pl) Z R(bll, hl, Z) A\ R(Z, hg,pl) >0

oldugundan z, = p;’ dir. Boylece R (z, hg, z2) > 0 olur.
hi, he € I oldugundan R (hq, he, h) > 6 olacak bigimde h € I vardir. y, €
M icin R (b}, h,y2) > 6 olsun. Bu durumda,

(b1 © (h1 0 h2)) (y2) > R (ha, ha, h) A R (Vy, hyy2) > 0
ve

((bll o hl) o hg) (22) > R (bll, hl, Z) AR (Z, hg, 22) >0
oldugundan ys = 2o’ dir. Boylece R (b], h, z2) > 0 olur.

pe € M igin R (z1, h,py) > 0 olsun. Bu durumda,

(a} o (byoh))(z}) > R(b),h,z) A R(ay,20,2)) >0
ve

((ay o by) o) (p2) = R(ay, by, 21) AR (21, h,p2) > 0

oldugundan ps = ] diir. Boylece R (21, h,x}) > 6 olur.

z3 € M, 5, € I'igin S (21,7, ¢y, By, 23) > 0 olsun. R (z1, h,z}) > 0 oldugun-
dan R (2},h™" 2z) > 0 dir. h € I oldugundan S (h,~,c1,7;,hs) > 6 olacak
bi¢imde v, € I', hy € I vardir. Buradan S (h_l,v, C1,71, h;l) > 0’ dir.

24,y € M ve T € T'igin S (z1,7,¢1,7,24) > 0 ve R (dl,hf,y) > 0 olsun.

Bu durumda,
((x'l o h_l) * oy * 01) (z4) > R (x'l, ht zl) NS (z1,7,¢1,T,24) > 0

ve

(@yxy*e)o (Bt xyxc))(y) =8 (@, v,c,0,d0) AS (B v, e,71, by )
AR (di,hyi'y) >0
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oldugundan y = z,” diir. Boylece R (dl, hyt, 24) > 6 olur.
hs € I oldugundan S (21,7, hs, 71, hs) > 6 olacak bigimde h € I ve 71 € T

vardir. z5 € M icin R (z3, hY, z5) > 0 olsun. Bu durumda,
(Zl * Yok (h?) © cll)) (24) Z R (Clla h?n Cl) NS (2177a C1,T, 24) >0

ve

((Zl * 7y ok h3) o (21 * 7y ox CIl)) (25) Z 5(217’% h?nTla hé) NS (2’1,’}/,6[1,61, Zg)
AR (Zg,hg,Zg,) >0

oldugundan z, = 25’ tir. Boylece R (23, h}, z4) > 6 olur.
hi', kst € I oldugundan R (hi', hi' hs) > 6 olacak bicimde hs € I
vardir. ¢t € M igin R (dy, hs,t) > 0 olsun.

(dl o (h;l o hg_1>) (t) >R (hzl, hé_l, h5) VAN R(dl, h5,t> > 0
ve
((diohg) o hy™) (23) = R (di, i, z4) AR (24, 5", 25) > 0

oldugundan z3 = t’ dir. Boylece R (dy, hs, z3) > 6’ dir.
((all o bll) * 7y * Cll) (23) > R (a/h bll? Zl) NS (Zlv’% Cll751a 23) >0

ve
((all * 7y x Cll) © (bll *yx CIl)) (wl) Z S (a,1777cllaﬁﬂxl2) A S(bll777cll7alaxé)
AR (zh, x5, wy) > 0

oldugundan z3 = w;’ dir. Boylece R (dy, hs,w;) > 6 oldugundan dy oI ~ wyol
dir. Yani [do I| = [w o I] olur.

Tamim 3.16. (M, T, R, S) fuzzy I'-halkas1 ve I, M’ nin fuzzy ideali olsun.
(M /I,T, R, §) fuzzy I'-halkasima M’ nin I’ ya gore ¢arpim fuzzy T'-halkast

denir.

Tamim 3.17. (M, T, Ry, S1) ve (Ms,T', Ry, Ss) iki fuzzy I'-halkasi ve f,
My’ den My’ ye fonksiyon olsun. Her a,b,c € M; ve v, 5 € T icin
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(i) Ry (a,b,c) > 6 iken Ry (f (a), f(b), f(c)) >0,
(ii) 51 (a,7,0,8,¢) > 0 iken Sy (f (a) 7, f (b), 3, f () > 0

ise 7 ye fuzzy I'-homomorfizmi denir.

Tanim 3.18. f: M; — M, fuzzy ['-homomorfizmi olsun. Buna gore;

(i) f 1-1ise f’ ye monomorfizm,

(ii) f orten ise f’ ye epimorfizm,

(iii) f 1-1 ve orten ise f’ ye izomorfizm denir.

f : My — My izomorfizm ise M; ve M, fuzzy I'-halkalarina izomorfiktir,

denir ve M, = M, ile gosterilir.

Teorem 3.19. (M;,T, Ry, S1) ve (M3, T, Ry, Sy) fuzzy I'-halkalar ve
f My — M, fuzzy I'-homomorfizmi olsun. Buna gore;

(i) ep, My’ nin sifir1 olmak iizere f (eg) = e diir,

(ii) Her a € M icin f (a™") = f (a)™" dir,

(iii) Im f = { f (a)|a € My}, My’ nin alt fuzzy I-halkasidur.

Ispat. (i) f bir fuzzy I'-halka homomorfizmi oldugundan her a € M, igin,
Ry (a,e9,a) > 0 iken Ry (f (a), f (eo), f (a)) >0

dir. ep, My’ nin sifir1 oldugundan f (a) € Ms icin Ry (f (a),ep, f (a)) > 6 dir.

Bu durumda,.

(f (@) o (f(a)o f(e))) (cr) = Ra(f(a),f(eo),f(a))
ARy (f ()™, £ (a) . e) > 0
((F (@ o f (@) o f(e)) (f(e0) = Ba(f(a)™f(a),eh)
ARz (ep, [ (€0), f (e0)) > 0
oldugundan f (eg) = e olur.

(ii) f bir fuzzy I'-halka homomorfizmi oldugundan her a € M igin,
Ri(a,a™ ', e) > 0 iken Ry (f (a), f(a™"), f(e0)) >0
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dir. Buradan Ry (f (a), f (a™'),e)) > 0 olur. Boylece f (a™!) = f (a)~" dir.

(iii) f bir fuzzy I'-halka homomorfizmi oldugundan ey € M; igin f (eg) =
ey € Im f7 dir. Boylece Im f # ()’ dir.

bi,be € Im f icin by = f(a1) ve by = f (ag) olacak bicimde ay,as € M;
vardir. M; fuzzy T-halkasi oldugundan R; (ai,as,a) > 6 olacak bicimde a €
M, vardir. Bu durumda, Rs (f (a1), f (a2), f(a)) > 6 ve f(a) € Im f’ dir.
Benzer sekilde «, 5 € T igin S (a1,7,aq, 3,a") > 6 olacak bigimde o' € M,
vardir. Bu durumda, Ss (f (a1),7, f (a2), B, f(a')) > 0 ve f(a') € Im f’ dir.

b € Im figinb = f (a) olacak bigimde a € M; vardir. a~! € M; oldugundan
b= f(a)" = f(a") € Im f dir.

Teorem 3.20. (M;,I', Ry, S1) ve (M, I', Ry, So) iki fuzzy I'-halkasi ve
f: My — M fuzzy I'-homomorfizmi olsun. Buna gore;

(i) Kerf ={a € M| f(a) =€y}, My’ in fuzzy idealidir,

(ii) B, My’ nin fuzzy ideali ise f~! (B), M;’ in fuzzy idealidir,

(iii) f orten ve A, M;’ in fuzzy ideali ise f (A), My’ nin fuzzy idealidir.

Ispat. (i) ey € M, icin f(eo) = ¢} oldugundan ey € Kerf’ tir. Yani
K erf # (" dir.

a,b e Kerfigin Ry (a,b,my) > 0, my € M, olsun. f fuzzy I'-homomorfizmi
oldugundan Ry (f (a), f(b), f(m1)) = Ra(ep, ep, f(my)) > 6 dir. Boylece
f (my) = e} oldugundan m, € K erf’ tir.

a € Kerf igin Ry (a,a™',e9) > 6 oldugundan Ry (f (a), f(a™'), f(en)) =
Ry (e}, f (a™1),e}) > 0 olur.Boylece f (a™!) = e oldugundan a! € K erf’ tir.

a € Kerf, mj,w € My ve v, € ' igin S; (a,y,mq,5,w) > 6 olsun. a €
K exf oldugundan S, (f ()7, f (m1) , 8, f (w)) = S5 (el 7, f (ma) B, f (w)) >
¢’ dir. Bu durumda (ej * v * f (myq)) (f (w)) > 0 ve (e v = f(m1)) (e) > 0
oldugundan f (w) = e} diir. Benzer gekilde v € M icin Sy (mq,7,a, 5,u) > 0
ise Sy (f (m1),7, f(a),B, f(u)>6. f(a) = e oldugundan
S (f (ma) 7, £ (a) B, f () = (f (ma) 5 % ) (f () > 0 olur. Bu durumda,
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(f (my) %y *ep) (ep) > 6 oldugundan f (u) = ¢f diir. w,u € K erf olur. Yani
K erf, M7’ in bir fuzzy idealidir.

(ii) B, My’ nin fuzzy ideali olsun. e; € B ve f(ey) = e oldugundan
eo € f~1(B) dir. Yani f~ (B) # ()’ dir.

a,be f~1(B)igin Ry (a,b,my) > 0, my € My olsun. f fuzzy I'-homomorfizmi
oldugundan Rs (f (a), f (b),f(m1)) > ¢ dwr. f(a),f(b) € B ve B, My’ nin
fuzzy ideali oldugundan my € f~! (B)’ dir. f(a)™" = f(a™") € B oldugundan
at e f~1(B) dir.

a € f1(B), mw € M; ve v,8 € T igin S;(a,v,m,B3,w) > 0 ol-
sun.  So (f(a),v,f(m),B, f(w)) > 0 olur. f(a) € B, f(m) € My ve
B, My’ nin fuzzy ideali oldugundan f(w) € B’ dir. Yani w € f~'(B)
olur. Benzer sekilde m,u € M; ve v, € T igin Sy (m,vy,a,a,u) > 0 ol-
sun. Sy (f(m),v,f(a),a, f(u)) > 0 olur. f(a) € B, f(m) € My ve B, M,
nin fuzzy ideali oldugundan f (u) € B’ dir. Yani u € f~' (B) olur. Boylece
f~Y(B), My’ in fuzzy idealidir.

(iii) A, My’ in fuzzy ideali olsun. ey € A oldugundan f (eg) = ¢, € f (A)
dir. Yani f (A) # @’ dir.

bi,be € f(A) icin f(a1) = b1, f(az) = by ve aj,as € A olsun. A, M;
in fuzzy ideali oldugundan R; (aq,as,a) > 6 olacak bigimde a € A vardir. f
fuzzy I'-homomorfizmi oldugundan R (f (ay), f (as), f (a)) > 0’ dir ve f (a) €
f(A) dir.

be f(A)igin Ry (b,b71,ef) >0 dir. b= f(a),a € Aolsun. Ry (a,a™ !, eq) >
0 iken Ry (f (a),f(a™t),f(e)) = Ra(f(a),f(a"t),ey) > 0 olur. Boylece
b= fla) € £(A) du.

b e f(A), myw € My ve v,5 € T igin Sy (b,y,ma,5,w) > 6 olsun.
b = f(a) ve f orten oldugundan f (m;) = msy olacak bi¢cimde a € A ve
my € My vardir. A, My’ in fuzzy ideali oldugundan S; (a,~y, mq, 5, m}) > 0
olacak bigimde m} € A vardir. Sy (f (a),~, f(m1), 5, f(m})) > 6 oldugundan
w = f(m}) € f(A) dir. Benzer gekilde u € My icin Sy (ma,~,b,B,u) > 0
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olsun. S; (mq,v,a,B,u) > 6 olsun. Sy (mq,7,a,3,my]) > 0 olacak bigimde
my € A vardir. Sy (f (m1),7, f(a),B, f(m])) > 6 oldugundan u = f (mf) €
f (A) dir. Boylece f (A), My’ nin fuzzy idealidir.

Teorem 3.21. (M,T',R,S) fuzzy I'-halkas1 ve I, M’ nin fuzzy ideali ol-
sun. Buna gore; II : M — M/I, II(a) = [ao ] doniigiimii bir fuzzy I'-

homomorfizmidir. 11’ ye fuzzy kanonikal (dogal) T'-homomorfizm denir.
Ispat. a,b,c € M icin R (a,b,c) > 0 olsun.

R(II(a),I(b),11(c)) = R(JacI],[bol],[col])=([acI]@®[bol])(col)
= \/ R(dV,d)> R(d,V,d) >0

(a' b ,c')Eaxbxec

dir. a,b,c € M vey,8 € T"i¢in S (a,~,b, 5,c) > 0 olsun. Bu durumda,

E(H(@)a%ﬂ(b)ﬁ»ﬂ(c)) :g([aol]>77[boﬂvﬁa [COI])
=([acl]@y®[bol])(col)
= \/ S (a7, b, 5,c)

(a’ b B, Eaxyxbx BxE

Z S(a/a’yab/a/87c,) >0

dir.
a,b € M igin a = b olsun. R (a,b™', eg) > 60 ve ey € I oldugundan [ao [| =

[bo I dir. Boylece IT bir fuzzy I'-homomorfizmidir.

Teorem 3.22. f: (M;,T', Ry, S1) — (M, T, Rs, Ss) bir fuzzy I'-epimorfizmasi
olsun. N = K erf olmak iizere M;/N = My’ dir.

Ispat. Her a € M, icin, ¢ : Mi/N — My, ¢ ([ao N]) = f (a) doniisiimii
tanimlansin. Teorem 1.4.42° den ¢ iyi tamimli, 1-1 fuzzy grup homomorfiz-
masidir. Bu durumda, S ([a o N], a1, [bo N],3,[co N]) > 6 iken
Sy (¢ (l[ao NJ]),a1,¢([bo N]),5,¢([co N])) > 0 oldugunu gostermek yeter-
lidir. Bu durumda, S; (a1, a1, by, as,¢1) > 0, Ry (a1, hy,a) > 0, Ry (b, ha,b) >
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0 ve Ry (c1, hs,c) > 0 olacak bicimde aq, by, c; € My, a1, € T ve hy, ha, h3 €
N vardir.

u € My, f €Tl icin S (a,aq,b, 5,u) > 6 olsun.

Ry (a1, hi,a) > 6 oldugundan Ry (a,hi',a1) > 6 dur.

z € My, hy € Nver, 3, € T'i¢in Sy (a1, aq,b, 81,2) > 0 ve Sy (hy,a1,b, 5, hg) >
0 olsun. S (hl_l, a1, b, By, hll) > ¢ dir. y € M, icin R, (u,h;l,y) > ¢ olsun.

Bu durumda,
((CLO hfl> * 0 % b) (Z) Z Rl (CL, hflaal) A Sl (alvahba 5172) >0

ve
((a*agxb)o (hy"*aq xb)) (y) > Si(a,a1,b,B,u) NSy (hi', an,b, By, hi")
ARy (u, h;l,y) >0

odugundan y = 2z’ dir. Boylece R; (u, hyt, z) > 0 olur.
y1 € My, hs € N ve 3, € I'igin Sy (a1, a1, ha, By, hs) > 0 ve Ry (hs, c1,51) >

0 olsun. Bu durumda,
(CLl * (Y * (hg o bl)) (Z) > Rl (hg,bl, b) A Sl (&1,0[1,[),61, Z) >0

ve

((a1 ¥ oq * hg) o (a1 * a1 *b1)) (1) > Si(ar, a1, he, By, hs) A St (a1, a1, b1, az, c1)
ARy (hs,c1,11) > 0

oldugundan y; = 2’ dir. Boylece R; (hs,c1,2) > 6 olur.
hg, hs € N oldugundan R, (h;l, hyt W ) > f olacak bicimde h' € N vardir.
Ry (hs, c1,2) > 0 oldugundan R, (z, hyt, cl) >0 dir. t € My igin Ry (u, b/ t) >

f olsun. Bu durumda,
(wo (hgtohs)) (t) = Ry (kg hs' W) A Ry (u, 1, t) > 6

ve

((wohg')ohs)(c1) > Ry (u, hy',2) ARy (2,hy ' er) > 6
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oldugundan t = ¢;’ dir. Boylece Ry (u, h',¢1) > 6 olur. Buradan uo N ~ ¢;0 N
dir. Yani [u o N] = [co N] olur. O halde f (u) = f (¢)’ dir. S; (a,aq,b, 5, u) >

0 oldugundan S5 (f (@), a1, f (b), B, f (w)) > 0" dar. Yani S (f (a), a1, f(b), 5, f (c))
> 6 olur.
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