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OZET

MINKOWSKI UZAYINDA OZEL NULL EGRILER
Giilay SARGIN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI
08/07/2011, 51

Alt1 boliimden olusan bu ¢alismanin amaci 4-boyutlu Minkowski uzayinda Lancret

anlaminda helisler tanimlayarak, bu tip helislerin karakterizasyonunu incelemektir. Birinci
boliimde giris kismi verildi. Ikinci béliimde tezin ana konusu igin gerekli olan temel tanim

ve kavramlara yer verildi. Uciincii boliim n-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet

denklemlerine ayrilip, kisaca helis tipleri tanitildi. Dordiincii boliim, 3-boyutlu Minkowski
uzayinda Cartan (Kartan) c¢atilarina ayrilip 3-boyutlu uzayda Hayden anlaminda helis ile
Lancret anlaminda helislerin ¢akistigi gosterildi. Besinci boliimde tezin ana konusu olan

4-boyutlu Minkowski uzayinda null Egriler ve Cartan (Kartan) catilar1 tanitildi, herhangi
bir egrinin Lancret anlaminda helis olmasi i¢in saglamasi gereken denklem verildi ve 4-
boyutlu Minkowski uzayinda Slant egri kisaca tanitildi. Ayrica bazi gerekli teoremler
ispatlandi. Altinci béliimde ise 4-boyutlu Minkowski uzayinda pseudo kiiresel null egriler
tanitildi. Ayrica herhangi bir null egrinin Bertrand ¢iftinin null olmak zorunda olmadigi,

timelike veya spacelike olabilecegi gosterildi.

Anahtar sozciikler: Lancret anlaminda helis, Null egri, Cartan (Kartan) egrisi, Cartan
(Kartan) egrilikleri, Cartan (Kartan) catilari, Frenet denklemleri, Minkowski uzayi,

Spacelike ve Timelike egriler, Pseudo kiiresel null egriler.



ABSTRACT
SPECIAL NULL CURVES IN MINKOWSKI SPACE

Giilay SARGIN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of
Natural and Applied Science
Advisor: Assist. Prof. Dr.
Cetin CAMCI
08/07/2011, 51

The main topic of this study which consists of six chapters is to define the Lancret
type helices and is to investigate the type of Lancret helices characterization. In the first
chapter, the introduction has been given. The second chapter is devoted to basic definitions
and concepts which are the main topic of the thesis. In the third chapter is devoted to
Frenet frames in n-dimensional Minkowski space and helices types has been shortly
introduced. In the fourth chapter, is assigned the Cartan Frames in 3-dimensional
Minkowski space and it has been shown that the type of Hayden helices and the type of
Lancret helices are the same in 3-dimensional Minkowski space. In the fifth chapter, it is
introduced that null curves in 4-dimensional Minkowski space Cartan Frames, the equation
of the type of Lancret helices for any curves were given and the Slant curves has been
shortly introduced in 4-dimensional Minkowski space. In the sixth chapter, pseudo
spherical null curves were introduced in 4-dimensional Minkowski space. Furthermore, it
has been shown that for any null curve’s Bertrand mate does not have to null curve, it may

have been spacelike or timelike.

Keywords: The type of Lancret helices, Null Curves, Cartan (Kartan) Curves, Cartan
(Kartan) Curvatures, Cartan (Kartan) Frames, Frenet Frames, Minkowski Space,

Spacelike and Timelike Curves, Pseudo Spherical Null Curves.
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BOLUM 1 — GIiRiS Giilay SARGIN

BOLUM 1
GIRIS

Bonnor (1969), bir Minkowski uzayinda null egrilerin geometrisini tanimlamis ve

bu konu hakkindaki uygun teoremleri ispatlayarak Cartan catilarini olusturmustur. Ayrica

Cartan ¢atilarinin bir null egriyi nasil etkiledigi hakkinda ¢alismalar yapmistir. Bejancu
(1994) ise, Lorentz monifoldlarda 6zellikle Semi-Riemannian monifoldlarda null egrilerin
geometri ¢aligmalar i¢in bir method gelistirmistir. A.Ferrandez, A.Gimenez ve P.Lucas
(2001) da Cartan gatilarin1 Lorentzian uzay formlarma genellestirerek temel terimleri
aciklamig, teklik teoremini ispatlamis ve daha yiiksek boyutta Cartan egriliklerinin
degerlerini elde etmislerdir. Ayrica A.Ferrandez, A.Gimenez ve P.Lucas (2002), indeksi
iki olan bir pseudo- Oklidyen uzayda biitiin tiirevleri lineer bagimsiz olan null egrilerin 3-
aile tipinin var oldugunu gostererek indeksi g olan bir Semi-Oklidyen uzayda null egrilerin
29 — 1 tane farkli aile tipinin var oldugunu ispatlamiglardir. Coken ve Cifti (2005) de,
Cartan ¢atilarinin parametreden bagimsiz oldugunu gostermislerdir.

Alt1 béliimden olusan bu calismanin, ikinci béliimiinde Semi-Oklidyen uzaylar genel
olarak tanitilarak, Semi-Oklidyen uzay ve Riemann uzay arasindaki fark belirtilmistir.
Ugiincii béliimde ise n-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet denklemleri verilerek Cartan
catilari ile ilgili temel bilgilere yer verilmistir. Ayrica n-boyutlu Minkowski uzayinda helis
tipleri kisaca tanitilmigtir. Dordiincii boliimde, n-boyutlu Minkowski uzayinin 6zel bir hali
olan 3-boyutlu Minkowski uzayinda Cartan ¢atilarina ayrilmis olup 3-boyutlu Minkowski
uzayinda Hayden anlaminda helisler ile Lancret anlaminda helislerin ¢akistigi
vurgulanmigtir. Besinci boliimde tezin ana konusu olan 4-boyutlu Minkowski uzayinda
Cartan catilar1 tanimlanmis ve bir egrinin Lancret anlaminda helis olmasi i¢in saglamasi
gereken sart ortaya konup bu sartin dogrulugu 6rneklerle aciklanmistir. Dahasi bir egrinin
hem 1. Tip hem de 2. Tip bir helis olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar ispatlanmistir. Ayrica
4-boyutlu Minkowski uzayinda slant egri kavramina kisaca deginilmis ve bir egrinin W;-
slant egri olmasi i¢in saglamasi gereken denklem ispatlanip, W,- slant bir egrinin 3-
boyutlu Minkowski uzayinda yatmasi i¢in gerek ve yeter sartin egrinin ikinci egriliginin
sifir olmasi1 gerektigi ispatlanmistir. Son olarak altinct bolimde kisaca 4-boyutlu
Minkowski uzayinda pseudo kiiresel null egriler tanmitilmistir. Ayrica bir null egrinin
Bertrand ¢iftinin mutlaka null olmak zorunda olmadigi spacelike veya timelike olabilecegi

ile ilgili problemlere yer verilerek ispatlar1 yapilmustir.
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BOLUM 2
TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Tamim 2.1: V, bir R cismi lizerinde bir vektor uzay1 olsun.
g VxV->R
dontigiimii asagidaki 6zellikleri saglarsa bir “i¢ ¢carpim” adini alir;
i) g simetriktir, yani;
Vx,y € V igin
9gxy) =g»,x),
i) g iki lineerdir, yani;
Vx,y,z € VveVA [ € K icin
g9(Ax + By, z) = Ag(x,2) + Bg(x,z)
ve

g(x, Ay + Bz) = Ag(x,y) + Bg(x, 2),

i) g pozitif tanimlidir, yani;
Vx € V(x # 0)icin

gx,x) =0 ve glx,x)=0 o x=0.

Bir vektdr uzayr lizerinde simetrik, iki lineer, pozitif tanimli bir i¢ carpim

tanimlanabiliyorsa bu uzaya “Riemann uzayr” denir.

Tamm 2.2: V, m-boyutlu bir vektor uzay: olsun.
g:VxV-R
dontisiimii simetrik, iki lineer bir doniisiim olsun. Eger ,
Vv € V i¢in g&v)=20

olacak sekilde V’nin sifirdan farkli en az bir ¢ elemani varsa g’ye V {izerinde
“’dejenere’’dir denir. Aksi taktirde g doniisiimiine V iizerinde “non-dejenere” dir denir
(Duggal ve Bejancu, 1996). Yani;
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Vv € V igin gu,v) =0 ikenu=20
oluyorsa g doniisiimiine V tizerinde “non-dejenere” dir denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Ornek 2.1: Tiim Riemannian uzaylari non-dejeneredir. Gergekten; g bir Riemannian

uzayinda tanimli bir i¢ ¢arpim olsun. O halde g simetrik, iki lineer ve pozitif tanimlidir.

Vv € Vigin g(u,v) = 0 olsun. Eger u = v segersek,
gu,u) =0
olur. I¢ ¢arpimin tanimi geregince u = 0 elde edilir. O halde, g non-dejeneredir.
Ornek 2.2: V = R?ve x = (x4,%,),y = (¥1,¥,) € V olmak iizere

g:VxV-NR
(x,y) =2 g(x,y) = x1y1 — X2)>

g’nin, V iizerinde non-dejenere oldugunu gosterelim.
vy € V icin g(x,y) = 0 olsun. Ik olarak y = (1,0) segersek;
9(x,y) =x

olur. Yani;
x1 = 0

dir. Ikinci olarak da y = (0,1) secersek;

g(x:Y) ==X

olur. Buradan ise
xz == O

elde edilir. Dolayisiyla
X = (Xl,xz) = (0,0) =0

olup g, V iizerinde non-dejeneredir.

Uyari: V iizerindeki bir non-dejenere, simetrik ve iki lineer g formu, V’nin bir alt uzay1

tizerinde ya non-dejenere ya da dejeneredir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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Ornek 2.3: V = R? ve x = (x1,%;,),y = (y1,¥,) € V olmak iizere
gVXV >R
(x,y) = g(x,y) = X171 — X2
olsun.

) W={x=(q a)|a € R —{0}}, V nin bir alt uzayidir. § = gl olmak iizere g’

nin dejenere oldugunu gosterelim.

Vx,y € Wigin x = (a,a),y = (b, b) scklindedir.
gx,y)=ab—ab=0

elde edilir. Vx,y € W i¢in g(x,y) =0 iken x #0, y # 0 oldugundan g doniistimi

dejeneredir.

i) U = {x = (x1,%2)| X, = 3x4}, V 'nin bir alt uzayidir. § = g|, olmak iizere §’ nin
non-dejenere oldugunu gosterelim.
Vx,y € Uigin x = (x1,3x;) ve y = (y41,3y;) olmak iizere

gx,y) =0

Bu durumda;
Gx,y) =x1y1 —9%y; =0, —8x;y; =0

olur. Buradan y = (1,3) segersek;
x1 = 0

olarak bulunur. Yani; x = (x4, 3x;) oldugundan
x = (0,0)
demektir. Dolayisiyla, § non-dejeneredir.

Tamim 2.3: g simetrik, iki lineer formuna bagl olarak V’nin “radikali” (Artin, 1975) veya

“null uzayr” (O’Neill, 1983) asagidaki gibi tanimlanir;
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RadV ={ €V|g(,v) =0,Vv eV}
Rad V ‘nin boyutuna g’nin “nullity derecesi” denir ve
null V = dimRad V

ile gosterilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Uyari: g, V iizerinde dejenere veya non-dejeneredir < sirasiyla nullV > 0 veya
null V = 0 (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanimm 2.4: Vv €V igin g(v,v) > 0 (veya g(v,v) < 0) ise g’ye “pozitif (veya negatif)”
taniml1 denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Uyari: g pozitif (veya negatif ) tanimli ise non-dejeneredir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanmm 2.5: Vv € V i¢in g(v,v) = 0 (veya g(v,v) < 0) iken g(u,u) = 0 olacak sekilde
sifirdan farkli bir u € V varsa g’ye V iizerinde “pozitif (veya negatif) yar1 tanimh” denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Ornek 2.4:V=R? ve x = (x;,%,),y = (y1,y,) olmak iizere g(x,y) = x;¥; olsun. g
pozitif yart tanimlidir.

Gergekten; pozitif yar1 tammlihigm tammi geregince g(x,x) = x;% = 0 dir. Simdi
sifirdan farkli bir x € V alalim ve x = (0,1) # 0 olsun. Bu durumda g(x,x) = 0 olur.

Yani; g pozitif yar1 tanimlidir.

W, V uzayinin bir alt uzayi olsun.

g:VxV >R

simetrik, iki lineer form ise
glw:WxW >R
xy) = glwlx,y) = g(x,y)
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kisitlanis doniistimiide simetrik, ikilineer formdur (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tanim 2.6: g|,, negatif tanimli olmak iizere V’nin en genis W alt uzayinin boyutuna V
tizerinde g’nin “indeksi” denir ve

indV =q
ile gosterilir (Duggal ve Bejancu, 1996) .

Ornek 2.5: R™de x = (x4, X3, ..., %), ¥ = (V1, Y2, ..., V) 0lmak iizere
gx,y) = —X1Y1 — XY, — — XqYq t Xqg+1Yq+1 T "+ Xp
= - Z;Ll Xi¥i + Xjeqs1%Y;
olsun.

W ={(, 2z ... %,0,.. 0|5, ER I € {12,.... ¢} < R
olsun. Bu durumda X = (x1,%3,X3,..,%4,0,0,..,0), ¥ = (1,¥2 Y3 -,¥, 0,0, ...,0)
olmak iizere

g=glwWxWwW->R
(xy) > gxy) =9Xxy).
GgEI) =X —H' = =% <0
olup g negatif tanimlidir. V nin negatif tanimli en genis alt uzayr W dir. O halde
ind R™ = q dur.
(R", g) = Ry
ile gosterilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

g’nin “baglantil quadratik formu” Vv € V igin,
h:V - R
v = h() =g,v)

doniisimiidiir. Vv, w € V igin,

g(w,w) = = [h(v +w) = h(v) — h(w)]

N| =

dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Uyari: Dikkat edersek metrik belliyken, baglantili quadratik form bellidir. Ayni sekilde
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baglantili quadratik form belliyken metrik bellidir.

Lineer cebirin bir sonucu olarak; V’nin bir E = {e;, e,, €3, ..., €,,} tabanmi vardir

oyleki; A; € R ve (v), V’ nin E tabanina baglh bilesenleri olmak iizere baglantili quadratik

form,

h(v) = X", 4(vh)?2 (2.1)

kanonik formuna sahiptir (Duggal ve Bejancu, 1996).

p,q,r sirastyla, A; 6zdegerlerinin pozitif olanlari, negatif olanlar1 ve sifir olanlari
olmak iizere p + q + r = m olsun. Bu durumda h’ye “(p, q,r) tipindedir” denir. Burada
q ve r sirasiyla, g’nin V {izerindeki indeksi ve nullity derecesidir (Duggal ve Bejancu,
1996).

Onerme 2.1: h, V {izerinde g’nin baglantili quadratik formu olsun. O halde;
i) g, dejeneredir (non-dejeneredir) & r > 0 (r = 0) ‘dir.
i) g, pozitif (negatif) tanimhdir & p = m (q = m)’dir.
iii)g, pozitif (negatif) yar1 tanimhidir & ¢q =0, p>0, r>0(p =0, ¢>0, r>
0) dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Ornek 2.6 : R?’de x = (x1,%,), ¥ = (y1,¥,) olmak iizere;
) g:VXV->R
(x,y) 2> g(x,y) = x1)1

ile verilsin. Bu durumda,
h(x) = g(x,x) = x.% + 0.x,2
oldugundanp = 1, r = 1,q = 0 dir. O halde g, pozitif yari tanimlidur.
i g:VxV-R
xy) = g(x,y) = —x1y1
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ile verilsin. Bu durumda,
h(x) = g(x,x) = —x;2 + 0.x,2
oldugundanp =0, r =1, q = 1 dir. O halde g, negatif yar1 tanimlidir.

Ornek 2.7: R™de x = (x1, X3, .., X)), ¥ = (V1, V2, ., Vi) Olmak iizere
i) g:VXV->R
(oY) > g(xy) =X21yix

fle wverilsin. h(x) = g(x,x) = Y™, x;> oldugundan p = m’dir. O halde g,

tanimlidir.

i g:VxV-NR
6y) = g(xy) = - Xk yix

ile verilsin. h(x) = g(x,x) = = X", x;> oldugundan g = m’dir. O halde g,

tanimlidir.

U = {uq, uy, ..., Uy}, V’nin keyfi bir tabani olsun. Bu durumda g,
gij = g(ui:uj); 1<i,j<m
olmak tzere

G =9, m

pozitif

negatif

simetrik matrisine genisletilebilir. Bu G = [gl- j]mxm matrisi tabana bagl olarak g’nin

“baglantih matrisi” olarak adlandirilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Uyari: Taban degistikge G matrisi degisir fakat, bu matrislerin ranki, determinant1 ve izi

degismez (Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 2.2: (Duggal ve Bejancu, 1996)
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i) G matrisi, V tizerinde non-dejeneredir & rank G = m.

il) G matrisi, V tizerinde dejeneredir & rank G < m.

Tamm 2.7: V {izerindeki non-dejenere, simetrik, iki lineer g formuna bir “skaler ¢arpim”
veya “semi-Oklidyen metrik” denir. V uzaymna da “semi-Oklidyen uzay” denir (Duggal
ve Bejancu, 1996). p.q # 0 oldugu durumda V uzayma “proper semi-Oklidyen uzay”
denir ve g formu da “ proper semi-Oklidyen metrik” adim alir(Duggal ve Bejancu,
1996).

Dikkat edersek; semi-Oklidyen uzayin Riemann uzaydan farki pozitif tanimlilik sarti

yerine non-dejenerelik sartinin gelmesidir.

Tamim 2.8: Eger V semi-Oklidyen uzaymin indeksi ¢ = 1 ise V’ye “Lorentz uzayr’denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Eger V, semi-Oklidyen uzayinimn indeksi g > 0 ise, V’ye “Minkowski uzayr” denir.

Lorentz uzayi, Minkowski uzayimin 6zel bir halidir.

Tamim 2.9: Vniizerinde dejenere bir g formu varsa 1’ye “lightlike (dejenere)” vektor

uzay1 denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
V, g semi-Oklidyen metrigi ile bir semi-Oklidyen uzay olsun.

I.1:V >R

dontigiimiinti tanimlayalim. Vv € V icin

1
vl = lg(v,v)|2

ifadesine v vektoriiniin “uzunlugu” denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.10: Bir v vektorine;
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i) g(v,v) > 0veyav =0 ise “spacelike”,

i) g(v,v) <0 ise “timelike”,

ii)g(v,v) = 0 veya v # 0 ise “lightlike(null)” vektor denir (Duggal ve Bejancu,
1996).

A ile gosterilen V’nin lightlike (null) konisi V’nin tiim lightlike vektorlerinin

kiimesidir (Duggal ve Bejancu, 1996). Null vektorlerin kiimesi asagidaki gibi gosterilir;
A={veW-{0})| glv,v) =0} (Duggal ve Bejancu, 1996).

Uzunlugu 1 birim olan vektoére “birim vektor” denir; yani, g(u,u) = +1’dir
(Duggal ve Bejancu, 1996). U ve W, V’nin iki alt kiimesi olmak {izere V u € U ve Yw €
W i¢in g(u,w) = 0 ise, U ve W “ortogonaldir” denir ve U L W ile gosterilir (Duggal
ve Bejancu, 1996).

Ornek 2.8: Null vektor kendisiyle ortogonal olan sifirdan farkli bir vektordiir.
Kendisi hari¢ ortogonal olan birim vektorlerin bir E kiimesini lineer bagimsiz olan

bir “ortonormal kiime” olarak adlandiracagiz (Duggal ve Bejancu, 1996). Yani;

E = {e;, e, €3, ..., €} Olmak lizere i,j=1,2,...,m i¢in

1, i=j
g(e,e;) = 5ij = { y

0, i#J

Boylece 7’ nin ortonormal olan m vektorlerinin kiimesine “ortonormal taban” denir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 2.3: Sifirdan farkli bir V, semi Oklidyen uzaymn bir ortonormal tabani vardir

(Duggal ve Bejancu, 1996).

Not: R} ile indeksi g olan m-boyutlu R™ proper semi Oklidyen uzay gosterilir. Ozellikle

10
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RT* bir Lorentz (Minkowski) uzayidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Onerme 2.4: (W, g), n-boyutlu bir lightlike vektdr uzay: olsun. Rad W, (W, g) uzaymin
radikali ve dim Rad W = null W < n olsun. Bu durumda Rad W igin herhangi bir

tiimleyen (tamamlayan) alt uzay non-dejeneredir (Duggal ve Bejancu, 1996).

W uzaymda Rad W 'nin tiimleyen alt uzay SW, W 'nin “screen alt uzayr”olarak
adlandirtlir (Duggal ve Bejancu, 1996). O halde SW, g metrigine bagl oldugu i¢in semi
Oklidyen uzaydir (Duggal ve Bejancu, 1996). Sifirdan farkli herhangi bir semi Oklidyen
uzayin bir ortonormal tabani var oldugundan SW’nin {u,,q, Uy42, ..., Uy} seklinde bir
ortonormal tabani vardir (Duggal ve Bejancu, 1996). Boylece W’nin (1.2)’ye uygulanan
bir taban1 i € {1,2, ...,7} i¢in f; € Rad W olmak tizere;

B = {fl'fZ' "'rfrrur+1: ---:un}

ile verilir (Duggal ve Bejancu, 1996). Tabani bu sekilde almamizin nedeni Rad W’nin
herhangi bir vektoriiniin W icin ortogonal olmasidir (Duggal ve Bejancu, 1996). B

tabaninina bagl g’nin matrisi asagidaki gibi elde edilir (Duggal ve Bejancu, 1996);

9L ) 9Unf) | g(fu ) g(fuwr) g(fuun) ]
9 f) 9 fa) 9o fr) 9o ttrra) .. 9(f2un)

1= 9 f) 9Ffs) o 9Unf) gUrtras) = 9(fotr)
g(ur-l-llfl)g(ur-l.-lffZ):::g(ur-f-lﬁf;')g(ur+l"ur+1)"'g(ur-l:1'un)

g f) 9 f) 9 f) gl g |

fi € Rad W, u; € SWve Rad W L SW oldugundan

11
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[00...0 0 . 0
Wiy O I 0

[g] = 00.--0 0 0
QQ:::Qg(uT+11ur+1):::g(ur+11un)
0070 g(un,urs)  Gunun) 1,

olur (Duggal ve Bejancu, 1996). Buradan ise; a,b € {r + 1, ...,n},

1, a=0»b

0 a%bh olmak tzere

Ea = g(ua’ua) ve 6ab = {

[ ] _ [ Or,r Or,n—r
91= 0 Sasab

n-r,r

seklinde elde edilir (Duggal ve Bejancu, 1996).

(V,g), m-boyutlu semi Oklidyen uzay ve W, V’nin bir alt uzayr olsun. g|y
dejenere oldugu durumda W bir lightlike alt uzay olarak adladirilir (Duggal ve Bejancu,
1996). Aksi halde W bir non-dejenere alt uzay olarak adlandirilir (Duggal ve Bejancu,
1996). V’nin

wt={weV|glv,w) =0vw e W}

alt uzayini diisiinelim. Bu alt uzaya “W’nin diki” denir (O’Neill, 1983).

Uvari: i) Rad W = {& € W| g(§,w) = 0,Yw € W}, W’nin bir alt uzayidir. Ancak W+
her zaman W ’nin alt uzay1 olmak zorunda degildir (Duggal ve Bejancu, 1996).

ii ) Dikkat edilmesi gereken énemli bir durum da, genellikle W+ n W = {0} dir. Sadece
metrigin pozitif taniml oldugu durumu diisiiniirsek W+ n W = {0} olur (Duggal ve
Bejancu, 1996).

Ornek 2.9: V = R* ve (V, g), 4-boyutlu semi Oklidyen uzay1 olmak iizere

Vx= (lexZJx?nxél-)'y = (ylfyZ'y3'y4) ev IQIH

12
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g:VxV >R

(x,y) = g(x,y) = —x1y1 + %22 + X3Y3 + X4Ya V1

ile tanimlansin. V’ nin

W = {((x,y,x,y) € ]Rllllx'y € ]R}

alt uzaymi diigiinelim.

Vy=01Y2Y1,Y2) €Wicinx = (1,0,1,0) € W secersek;

glwl,y) ==y, +0+y; +0=0
oldugundan g|,, dejeneredir.

Wwt={xeR} glxy) =0VvyeWwW}

seklindedir. x = (xq, x5, x3,%,) € ]R{‘f,y = (V, Y2, Y1,Y2) € W igin

9(x,y) = =x1y1 + XY, + x3y1 + X4Y2
=y1(=x1 + x3) + y2(x2 + x4) =0
elde edilir.
Eger y = (0,1,0,1) alirsak;
Xy + x,=0

olur. Buradan x, = —x, elde edilir.
Eger y = (1,0,1,0) alirsak;
—x1 + X3 = 0
olur. Buradan da x; = x5 elde edilir. Yani;

x = (X1, X2, X1, —X3)

olur. Béylece W+ kiimesi asagidaki gibi elde edilir;

13



BOLUM 2 - TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR Giilay SARGIN

W+ = {(x,y,x,—y)|x,y € R}.
O halde
Winw ={(x,0,x,0)|x € R}

olarak elde edilir. Yani; W+ n W # {0} olarak bulunmus olur. (Duggal ve Bejancu, 1996).

W’nm asagidaki dzellikler ise genellikle semi Oklidyen uzaylar igin korunur.
Onerme 2.5: (V, g), m-boyutlu semi Oklidyen uzay ve W, V’nin bir alt uzay1 olsun. Bu
durumda;

i) dimW +dimW+ =m

iy(whHt=w

iii)Rad W = Rad W+ = W+ n W (Duggal ve Bejancu, 1996).

Sonug 2.1: V bir semi Oklidyen uzay ve W, V’nin bir alt uzay olsun. O halde asagidaki
Onermeler denktir;
i) W, non-dejenere alt uzay
ii) W+, non-dejenere alt uzay
iii)lW ve W+, V uzaymin ortogonal tiimleyen alt uzaylaridir.
iv)V,W ve W+ nin ortogonal toplamidir; yani, V. = W 1L W+ (Duggal ve Bejancu,
1996).

Onerme 2.6: g, indeksi g olan bir m-boyutlu V vektor uzayi iizerinde bir proper semi
Oklidyen metrik olsun. Bu durumda, boyutu min{q, m — q} olan ve genisletilemeyen V’
nin bir W alt uzay1 vardir, dyleki g|w = 0°dir (Duggal ve Bejancu, 1996).
Ornek 2.10: R%’te x = (x4, %2, %3,%4), Y = (¥1, V2, V3, Va) olmak iizere

g(x,y) = —X1Y1 — X2¥2 + X3Y3 + X4Va Y1

seklinde tanimlansin. Burada g = 2, m = 4’ tiir. O halde R}’ nin genisletilemeyen W alt

uzaymin boyutu min{q,m — q} = min{2,2} = 2 ‘dir. Ayrica g(x,x) = 0’dir. Buradan

14
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da glw = 0’dur.

(V, g), m-boyutlu proper semi Oklidyen uzay olsun. Bdylece baglantili kuadratik
form (p,q,0), p + q = m ve p.q # 0 tipindedir (Duggal ve Bejancu, 1996).

{e1, €3, ..., €4} Ve {eg41, €442, -, €q1p) strastyla, birim timelike ve birim spacelike
vektorler olmak tizere, {eq,e,,...,e,} V’nin ortonormal tabani olsun. Bazi lightlike
vektorleri igeren bir taban olusturmak igin asagidaki ii¢ durum gecerlidir (Duggal ve
Bejancu, 1996):

e Duruml: (g <p)ie€{l,2..,q}igin

fi= %{eqﬂ te) f7 = %{eqﬂ- —e} veije{12,..,q}

olmak iizere agsagidaki sartlar saglanir;

g(fuf]) = g(fl*rfj*) = O'Q(ﬁrfl*) = Sij'

Bu durumda,

{fl'fZ' ""fq'fl*' ---rfq*' €2g+1) ) eq+p}

V’nin 2q tane lightlike ve p — g tane spacelike vektorii igeren bir tabanmidir (Duggal ve
Bejancu, 1996).

Ornegin; R3’iin (g < p) olacak sekilde herhangi bir tabanini olusturalm. p = 2,
q = 1 olarak secersek m = p + q olur ve bu taban 2q = 2 tane lightlike, p — q = 1 tane

spacelike vektori igerir.

e Durum?2: (p<q)ac€{l2,..,p}igin

*

fa = \%{eqm teu) ful = \%{eqm —e,} veab€{12,..,p}

olmak {izere asagidaki sartlar saglanir,

(fa’fb) = g(fa*»fb*) = Ofg(fa'fa*) = bap-

Bu durumda,
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{fl,fz, wir fpr i e o €ps ...,eq}

I’nin 2p tane lightlike ve g — p tane timelike vektorii igeren bir tabanmidir (Duggal ve
Bejancu, 1996):

e Durum3: (p=q)ac€{l2,..,p}icin

fo= %{eqm teg) fil = %{eqm —e.} vea,b€{12,..,p}

olmak iizere agagidaki sartlar saglanir;

(faifb) = g(fa*'fb*) = O! g(fa’fa*) = 6ab'
Bu durumda, m = 2p = 2q oldugu i¢in

o for e fp o5 77}
V’nin bir lightlike tabanidir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Sonug¢ 2.2: indeksi q olan Minkowski uzayinda
s for voes find

tabanindaki maksimum lightlike (null) vektor sayis1 min{2q, 2p}’dir (Duggal ve Bejancu,
1996).

Indeksi g =1 olan 2-boyutlu non-dejenere vektér uzayma “hiperbolik
diizlem”denir (Duggal ve Bejancu, 1996).

(V, g) proper semi-Oklidyen uzaymnn bir

B = {flleI ""ﬁ”'fl*' ---rﬁ"*' Uy, ---;ut}

taban1 eger asagidaki sartlar1 sagliyorsa “quasi ortonormal taban” olarak adlandirilir
(Duggal ve Bejancu, 1996).
i,je{1,2,..,r}vea, B €{1,2,..,t}igin

g(fufi)=9(fi"f7) =0 g(fifi’) =&

g(ua»fi) = g(ua’fi*) =0; g(ua'uﬂ) = gaaaﬁ-
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Sonug¢ 2.3: W bir proper semi-Oklidyen V uzaymin bir proper lightlike alt uzay1 olsun. Bu
durumda, W', W"', V’nin screen alt uzaylar1 olmak tizere

ndV =indW' +ind W' +null W
dir (Duggal ve Bejancu, 1996).

Tamm 2.11: (V, g) ve (V, g) iki semi-Oklidyen uzay ve T:V — V déniisiimii lineer olsun.

Eger T doniistimii skaler ¢carpimi korursa yani; Vv, w € V igin

G(T(), Tw)) = g(v,w)

ise T donilistimiine bir “lineer izometri” denir (Duggal ve Bejancu, 1996).
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BOLUM 3
M" DE FRENET DENKLEMLERI

M"™ Minkowski spacetime veya uzay-zamani gostersin yani; Lorentz metrigi ile
birlikte R™ manifoldunun isareti (-,+,+,...,+) olsun. y:I € R — M" ile parametrize edilen

I" egrisine bir null egri denir, eger asagidaki sartlar saglanirsa;

Vt € ligin
(y'@®),y'®)=0ve y'(t) # 0.

Farzedelim ki; her t € I icin (y'(t),y'(t)) = 0,y'(t) # 0ve {y'(t),y (t)) hicbir
zaman sifir olmasin (Coken ve Ciftgi, 2005). Eger (¥ (t),¥ (t)) = a dersek ve a =1
kabul edersek, bu durumda “ pseudo yay parametresi” asagidaki gibi tanimlanir (Coken
ve Ciftci, 2005);

s = [, '@,y @)* du.

M™de n = m + 2 ve t pseudo yay parametresi olmak tizere y(t)’nin asagidaki

ozellikleri saglayan bir tek {L, N, W, W,, ..., W,,} Frenet catis1 vardir (Bonnor, 1969);

(t)
L=—2""— 14 ——
(y @y @) 2

L'=w,
N’=k1W1+k2W2 y
W, =—k,L—N

WZV = _kzL + k3W3 y

=
I
=
RS
N
+
=~
+
[u
RS
+
=

i€{3, ..,m—1}

W1‘;1 = —kypWn_1

Burada N null, (N,L)=1, {L,N} ve {W, W, .., W,} ortogonal ve
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(W, W,, ..., W,,}  orthonormaldir. ~Yukaridaki O6zellikleri saglayan I egrisine
{L,N,W;,W,, ..., W,,_,} catisiyla birlikte “Kartan (Cartan) egrisi” ve {k;}1<i<m

“Kartan (Cartan) egrilikleri” olarak adlandirilirlar (Bonnor, 1969).

Simdi M™’deki helis tiplerini tanimlayalim;

1.Tip Helisler: {k;}1<i<m egrilikleri sifirdan farkli sabit olan null egriler null helisler

olarak adlandirilirlar. Bu tip helisleri ©“ H1”tipi helisler olarak adlandiracagiz, yani;

H1 ={y:1 » M"™| y null Kartan(Cartan) egrisi ve {k;}1<i<m Sabit}
(Bonnor, 1969).

2.Tip Helisler: Lancret tipi helislerin kiimesini “H2” ile gosterelim ve agagidaki gibi

tanimlayalim,

H2 = {y:1 » M"| y null Kartan(Cartan) egrisi,(L,U) = a,U = sabit}
(Lancret, 1806).

3.Tip Helisler: Son olarak ise Hayden tipi helislerin ailesini “H3” ile gosterelim ve

n=2q+1, 1<i<q—1 (q=uzayinindeksi) olmak {izere asagidaki sekilde
tanimlanir; (Hayden, 1931)

H3 = {y:1 » M™| y null Kartan(Cartan) egri,(L,U) # 0,(N,U) # 0,{Wj,,,U) = 0 U = sabit}.

Tamm 3.1: T ve I'" iki Kartan(Cartan) egrisi olsun. Eger I' ve I'" 1n normalleri baglanti
noktalarinda lineer bagimh ise, bu durumda T, I'igin bir Bertrand null ¢iftidir. Bir
Bertrand null ¢iftine sahip olan bir Kartan (Cartan) egrisine “Bertrand null egri” denir
(Bertrand, 1850).
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BOLUM 4
M3 TE KARTAN (CARTAN) CATILARI
M3’te, y:1 € R - M3 bir null egri olsun. Bu durumda {L, N, W}, Kartan (Cartan)

catilar1 ve k, y’nin Kartan (Cartan) egriligi olmak lizere asagidaki esitlikler saglanir
(Bonnor, 1969);

L = Y (@® .
(y'@®oy'®) 2z
L'=W ,
N' = kW ,
W'=—kL—-N :

Burada birim spacelike vektor olan W egrinin normali ve null vektdr olan N egrinin

binormali veya iki normali olarak adlandirilir (Duggal ve Jin, 2007).

Tamm 4.1: o: Ic R - E3 ve B:1c R - E3 iki egri olsun. a ve B egrilerinin Frenet

catilar1 sirasiyla {V;, V5, V33}, {V;*, V5", V5™ } olsun. Eger bu iki egrinin normalleri lineer

......

denir (Bertrand, 1850).

Teorem 4.1: y: 1c R - E3 ve §: 1 € R — E3 iki egri olsun. y egrisinin egrilikleri k; ve
k, olsun. Bu durumda (y, 6) egri ¢ifti Bertrand ¢iftidir ancak ve ancak

Aky +pk, =1
dir (Bertrand, 1850).

Tamm 4.2: o: | € R - M3 ve B: 1 € R - M? iki Kartan(Cartan) egrisi olmak iizere a ve
B egrilerinin Kartan(Cartan) ¢atilar1 sirasiyla {L, N, W}, {L*,N*,W*} olsun. o ve B
egrilerinin normalleri line bagimli ise yani; {W,, W*} lineer bagimli ise (o, B) egri ciftine

“Bertrand egri ¢ifti” denir (Bertrand, 1850).

Teorem 4.2: t keyfi bir parametre olmak iizere y(t), M3'te bir null Kartan(Cartan) egrisi
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olsun. y ‘nin bir Bertrand ¢ifti y* vardir ancak ve ancak y nin egriligi sifirdan farkl sabittir

(Inoguchi ve Lee, 2006).

*

Uyari: y* egrisi, y egrisine lineer bagimhidir. y* =y + AW; oldugu igin, direkt

hesaplamalar sonucunda

L*=—-AN , N*=-21"1L , w*=-Ww
elde edilir (Inoguchi ve Lee, 2006).
Teorem 4.3: M3’te, Hayden anlaminda helisler ile Lancret anlaminda helisler ¢akisir.

Ispat:

y:I € R - M3 Lancret anlaminda helis ve {L, N, W}, y'nin Cartan catilar1 olsun.” H2"

tipi helis tanimindan

(L,U) = a(sabit) 4.1)
Eger (4.1)’in pseudo yer parametresine gore tiirevini alirsak, L' = W oldugundan
(W,U)=0 (4.2)
elde ederiz. (4.2)’nin tekrar tiirevini alirsak , W' = —kL — N oldugundan ve (4.1)
denkleminden
(N,U) = —ka.
elde edilir. Buradan son esitligin tekrar tiirevi alinirsa, N’ = kW oldugundan
(kW,U) = —k'a
olur. (4.2) denkleminden ise - k'a = 0 dir. Buradan k sabit olarak bulunur. Bu durumda
(N,U) = sabit,(W,U) =0, (L,U) = a(sabit)

olur. Bu ise y ‘nin Hayden anlaminda helis olmasi demektir.
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BOLUM 5
M* TE KARTAN (CARTAN) CATILARI
y:I € R - M*, M*te bir null egri olsun. Bu durumda, y egrisinin {L, N, W;, W,}

Kartan (Cartan) catilar1 ve {k,, k,} Kartan (Cartan) c¢atilar1 olmak iizere Frenet

denklemleri asagidaki gibi verilir (Bonnor, 1969);

()
L=—2X" Y ~—
(Y'®©r'®) 2

L'= Wy )
N = k,W, + k,W, :
W, =-k,L-N ,
W, = —k,L .

Direkt hesaplamalar sonucunda ise a = (y",y")"/? olmak iizere Kartan (Cartan)

egrilikleri asagidaki gibi bulunur (Bonnor, 1969);

1 " 1.
ki, = 70 (y®,y®) + 2aa" - 4(a)?)

1 ' " ’"e
ky = —= det (v,y" ¥,y @)

Kartan (Cartan) c¢atilar1 tek tarafli yonlendirilebildigi i¢in, Kartan (Cartan)
egriliklerinin sayis1 minimumdur ve Kartan (Cartan) egrilikleri Lorentz doniisiimleri

altinda sabittir (Coken ve Ciftei, 2005).

Null dogrular sadece null egrilerdir, Kartan(Cartan) egrisi degildirler (Coken ve
Cift¢i, 2005). Ciinkii, bir dogrunu parametrelenisi A ve B sabit vektorler olmak iizere:
y(t) = At + B seklindedir (Coken ve Cift¢i, 2005). Eger y null bir dogru ise ,
(y'(©),y'(t)) = 0 olur. Yani; (4,4) = 0. Ancak, y"(t) = 0 oldugu igin

_ A0)
(Y'@®y"(@®) 172

dolayisiyla null dogrular Kartan(Cartan) egrisi olamazlar.

tanimsiz olur. Boylece Kartan (Cartan) catist olusturulamaz ve
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k, = 0 olan null egriler tamamen 3- boyutlu uzayda yatar ve k; = k, = 0 olan
null egriler ise “null kiibik” adii alir (Bonnor, 1969). Bonnor (1969), genel null kiibik

tanimini asagidaki sekilde vermistir;

65+s3 52 65—53)

y(S):( 12v2’ 4’ 0, 12v/2

Bonnor M*’te “H1” tipi helislerin denklemlerini asagidaki seklinde tanimlamistir;

a. k, # 0 oldugu durumda;

w = [(k® + k) = k]2 ve o =[(k® + ky?) — kq]Y? olmak iizere;

y(s) = /ﬁ (% sinh ws, % cosh ws, i sinos, % cos as) (Bonnor, 1969).
b. k, = 0 oldugu durumda;
) 0 = 4/ 2k, olmak iizere,

Eger k; > 0 ise,
y(s) = % (os,sinos,0,cos os)

i) w = ,/—k; olmak iizere,
Eger k; < 0 ise,
y(s) = ﬁ (sinws, cos ws, 0, ws)

seklindedir (Bonnor, 1969).

Tamm 5.1: v: [ - M*, 8: ] > M* iki null Kartan(Cartan) egrisi olsun. y ve & egrilerinin
Kartan (Cartan) egrilikleri sirasiyla {L, N, Wy, W,}, {L*, N*, W,", W, "} olsun. Eger y ve &
egrilerinin normalleri lineer bagiml ise, yani; {W;, W, "} lineer bagimli ise (y, §) ikilisine

“Bertrand null ¢ifti” denir (Bertrand, 1850).

Lemma 5.1: Bir Bertrand null egri ve bunun Bertrand egri ciftinin baglanti noktalar1
arasindaki uzaklik sabittir (Coken ve Ciftci, 2005).
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Teorem 5.2: M*’de bir Kartan (Cartan) egrisinin Bertrand null egri olmasi igin gerek ve

yeter sart k; egriligi sifirdan farkli bir sabit ve k, egriliginin sifir olmasidir (Coken ve

Ciftci, 2005).

Sonuc 5.1: k, nin sifir olmasi, M*’de yatan bir Kartan (Cartan) Bertrand null egrinin

aslinda M3 de yattigin1 gosterir.

Teorem 5.3: T, M*’te bir Kartan(Cartan) egrisi olsun. I' egrisi 3-boyutlu null helistir
ancak ve ancak a ve b sifirdan farkli sabitler ve {L, N,W;,W,} I"’'nin Kartan (Cartan)
catilar1 olmak tizerec

(L,U)=a (5.1)
ve

(N,U)y=b (5.2)

olacak sekilde sabit yonlii bir U vektorii vardir (Coken ve Ciftei, 2005).

Teorem 5.4:y:1 > M* egrisinin “H2” (Lancret anlammda) tipi bir helistir ancak ve

ancak

(k—) k=0 (5.3)

denklemi saglanir.
Ispat : y: 1 > M* egrisi “ H2 tipinde bir helis olsun, yani;
y € H2 = {y:1 > M"| y null Kartan(Cartan) egrisi,(L,X) = c,X = sabit}
olsun. X sabit yonlii bir vektor olmak tizere
(L, X)=c (sbt) (5.4)

olsun. (5.4) denkleminin pseudo yay parametresine gore tiirevini alirsak, L =W,
oldugundan,

(Wy,X)=0 (5.5)

elde edilir. Eger (5.5) denkleminin tekrar tiirevini alirsak, W, = —k;L — N oldugundan ve

i¢ carpimin iki lineerliginden,
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—ky(L,X)—(N,X)=0
olarak bulunur. (5.4) esitligi kullanilarak gerekli diizenlemeler yapilirsa
(N,X) = —kyc (5.6)

esitligi elde edilir. (5.6) esitliginin pseudo yay parametresine gore tiirevi alinarak ise

N' = kW, + k,W, oldugundan ve i¢ ¢arpimin lineerliginden

ky(Wy, X) + kp(Wo, X) = —ky ¢
elde edilir. Bu durumda (5.5) esitligi geregince
ko (Wp, X) = —ky c

esitligi bulunur. Boylece

(Wy, X) = =2 (5.7)
ke
olarak elde edilmis olur. (5.7) esitliginin tiirevini alirsak W, = —k,L oldugundan, i¢

carpimin lineerliginden ve (5.4) denkleminden

elde edilir. Buradan ise

denklemi elde edilmis olur.

Tersine, y:I — M* bir egri olsun ve asagidaki denklem saglansn,
kq , _
() ~ra =0

U vektoriinii ise asagidaki sekilde tanimlayalim,

k'
U=—kL+N——W,
k>

Bu durumda pseudo yay parametresine gore tiirev alinirsa
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ky'\
U,=_ — _kz W2=O
k,

(L,U)=1

olur ve buradan da

elde edilir. Boylece y:1 — M* egrisi “H2”tipinde bir helis olur.

Simdi ise (5.3) diferansiyel denklemini ¢6zelim. Eger

S
tszzds
a

dt . .
dersek E:kz elde edilir ve direkt hesaplamalar sonucunda,

! dkl dkl dt .
ki, =—=—7.—=k,.k
1 ds dt "ds 1-%2

elde edilir.

Boylece
d (k' _ d (Kiks\ _d o _d g dt_
a(k_z)_ds( k2 )_dskl_dt(kl) = = kike (5.8)

olur. Eger (5.8) denklemini (5.3) denkleminde yerine yazarak gerekli islemler yapilirsa;
ky(ky—1) =0

esitligi elde edilir. Bu durumda
k,=0 veya (k1 — 1) =0

olur. Eger k, # 0 kabul edersek, k;=-1 olur. Buradan ise s pseudo yay parametresine gore

integral alirsak;

1 N 2 S
kl :§<f kzdS) +C1 (f kzdS)‘l‘Cz
a a

olur.
Ornekler:

1. y:1 > M* bir Kartan (Cartan) egrisi ve her t € I igin
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y(t) = ( sinht,cosht,cost,sint).

olsun. Bu egrinin “H1”tipi bir helis oldugunu ancak “H2” tipinde bir helis olmadigini

gosterelim.

[lk olarak, y egrisinin “H1” tipi bir helis oldugunu gosterelim. Bunun icin k;, k,
egriliklerinin sabit oldugunu gostermeliyiz. Bildigimiz lizere k,, k, egrilikleri asagidaki
gibi tanimh idi;

a =", y")/? olmak iizere;

_ 1
" 2a2

ky (r®,y®) + 2aa" - 4(a)?) (5.9)

1 ’ " "r
ky = —= .det (v, ¥, v,y ®) (5.10).

Bu durumda;
y'(t) = (cosht,sinht,—sint,cost)

y"(t) = ( sinht,cosht,—cost,—sint)
y®(t) = (cosht,sinht,sint,—cost)
y®(t) = ( sinht,cosht ,cost,sint)

oldugu agiktir. Buradan a = (y"”,y"")1/? ifadesi (y",y"") = 2 olmak iizere a = /2 olarak
bulunur. O halde

olarak elde edilir. Bu ise egrinin “H1tipi bir helis oldugunu gosterir.

Simdi de yukarida verilen egrinin “H2” tipinde bir helis olmadigin1 gosterelim.

Bunun i¢in ise (5.3) denkleminin saglanip saglanmadigini gosterelim.
k, = 0 (sabit) oldugundan kl' = 0 olur. Dolayisiyla (’;—1) =0’dir. k, =-1
2

oldugundan ise 0 — (—1) = 1 # 0 olur. Yani; (5.3) denklemi saglanmaz. Bu ise egrinin

“H2”tipi bir helis olmadigini gosterir.
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2. y:1 > M* bir Kartan(Cartan) egrisi ve her t € I igin

y(t) = (t, [ cos(2tan™t e") cos tdt, [ cos(2tan™ ! e") sintdt, [ sin(2tan™! et)dt).

Bu egrinin “H2”tipi bir helis oldugunu ancak “H1” tipinde bir helis olmadigini

gosterelim.

Ilk olarak egrinin “H2” tipi bir helis oldugunu gosterelim. Yine bunu gostermek icin

(5.3) denkleminin saglanip saglanmadigina bakalim.

@ = 2tan~1 et dersek,
X1 = t,

X, =fcos<pcostdt,
x3 = [ cos @sintdt,
Xy =fsing0 dt

olur. Buradan trigonometrik doniisiimlerden yararlanilarak;

)

2% oldugundan
2

— -1 ,t ; ¢ _ ,t —
@ =2tan"" e’ ise tan > e‘olur. tan ¢ —

2et

tan QY = 1——62t
olarak elde edilir. Buradan
1—e?

oS Y =T gm

ve
2et

sing = —

olarak bulunur. Bu egri ig¢in k; ve k, egriliklerini (5.9), (5.10) denklemlerinden
hesaplarsak

. 1 et +18e%t + 1
1792 (1 + e?t)?
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_4ef(—1+e?)
27 (14 e2)?

olarak elde edilir. O halde k, ve k, egriliklerinin sabit olmadig1 yani; y egrisinin “H1” tipi
helis olmadig1 anlamina gelir. Fakat y egrisi “H2” tipi bir helistir. Ciinkii, yukaridaki gibi
elde edilen k; ve k, egrilikleri (5.3) denkleminde yerine yazilirsa, denklemin saglandigi

goruliir.

Teorem 5.5: I', M*’te bir Kartan (Cartan) egrisi olsun. I" € H1 n H2 ancak ve ancak

a sabit olmak tizere (L,U) = a # 0 ve kyegriligi sifirdir.

ispat: I, M*’te bir Kartan (Cartan) egrisi olsun. I 3-boyutlu null helis, a ve b sifirdan
farkli sabitler ve {L,N,W,;W,} [I’nin Kartan (Cartan) catilar1 olsun. I” € H1Nn H2
oldugunu kabul edelim. Bu durumda hem "€ “H1”hem de I" € “H2” olacaktir. “H1” ve
“H2”tipi helis tamimlarindan 7" bir null Kartan(Cartan) egrisi, kq, kpegrilikleri sabit ve
(L,U) = a(sht) olacak sekilde bir sabit yonlii U vektorii vardir. O halde k, = 0 oldugunu
gosterirsek ispat tamamlanmus olacaktir. (L, U) = a(sbt) oldugundan,

(W, U)=0 (5.11)
olur. (5.11) esitligin pseudo yay parametresine gore tiirevi alinirsa,
(N,U) = —k,a (5.12)
(5.12) esitliginin tekrar tiirevi alinirsa, (5.11) denkleminden ve i¢ carpimin lineerliginden,
ko (W, U) =0 (5.13)

olarak bulunur. Ayni sekilde (5.13) denkleminin tiirevi alinarak devam edilirse,

—k,%(L,UY =0
olur ve (L, U) = a(sbt) oldugundan
_kzza = O y
(a * O) k2 = 0

Simdi tersine, (L,U) = a(sbt) ve k, = 0 olsun. “H2” tipinde helis tanim1 geregince
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I € “H2” olur. Eger I' € “H1” oldugunu gosterirsek, ispat tamamlanmis olacaktir. Eger
(L, U) = a esitliginin s yay parametresine gore tiirevini alirsak,
(W,Uu)=20 (5.14)
olur. Buradan ise (5.14) denkleminin tiirevi alinarak devam edilirse,
(N,U) = —kja (5.15)
elde edilir. Tekrar (5.15) denkleminin de tiirevi alinirsa,
—klla =0
elde edilmis olur. a # 0 oldugu i¢in k; sabitve I" € “H1”. Sonug olarak, /" € H1 N H2 .
Teorem 5.2, Teorem 5.3 ve Teorem 5.5 den yararlanilarak asagidaki sonug

verilebilir;

Sonuc 5.2: I, M*’te bir Kartan (Cartan) egrisi, {L, N, W;W,} egrinin Kartan (Cartan)
catilar1 ve kq, k, egrinin Kartan (Cartan) egrilikler olsun. Bu durumda asagidaki 6nermeler
denktir:

1. k; = sabitve k, = 0.

2. (L,U) = a(sabit) ve (N,U) = b(sabit) dir.

3. Egrinin bir Bertrand ¢ifti vardir.

4. ' eHINH?2.

5.1. M* te Slant Egriler

Izumiya ve Takeuchi (2004), 3-boyutlu Oklid uzayinda 6zel bir egri tipi olan slant
egrileri tanimlayarak bu notasyonu silindirik helislere genellemislerdir. Kula ve Yayh
(2005), slant helislerin sabit hizli egriler oldugunu goéstermis ve bir helisin slant helis
olmas1 i¢in gerek ve yeter sartin involiitiinin  genel helis olmas1 gerektigini
ispatlamislardir. Onder ve ark. (2010), énce 4-boyutlu Oklid uzaymda B2 slant egrileri
tanimlayip bu egriler i¢in bir karakterizasyon vermislerdir. Daha sonra B2 slant spacelike
helisleri 4-boyutlu Minkowski uzayinda karakterize etmislerdir. Ayrica Gok ve ark.
(2009), B2 slant egrileri E™ Oklid uzayma genelleyip, bu uzayda V, — slant egrileri

incelemislerdir.
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Simdi kisaca slant egri kavramini yukaridaki kaynaklar yardimiyla agiklayalim;

a:1 € R —» M* egrisinin bir null Cartan egrisi oldugunu farzedelim ve a egrisinin
Kartan(Cartan) catilart {L, N, Wy, W,}, Kartan (Cartan) egrilikleri {k, k,} ve pseudo yay

parametresi s olsun. Ayrica a egrisinin Frenet denklemleri asagidaki gibi verilsin;

L'=Ww, ,
N' = k,W, + k,W, :
W, =-k,L—-N :
W, = —k,L (5.1.1).

Tanim 5.2: N ile sabit a¢1 yapacak sekilde sabit yonlii bir vektdr bulunabiliyorsa, «
egrisine “N — slant” egri denir. Yani; a bir sabit olmak iizere

(N, X) = a(sabit)
olacak sekilde sabit yonli bir X vektorii bulunabiliyorsa a egrisine “N — slant” egri adi

verilir.

Tanim 5.3: W, ile sabit ac1 yapacak sekilde sabit yonlii bir vektér bulunabiliyorsa, «
egrisine “W, — slant” egri denir. Yani; ¢ bir sabit olmak {izere

(W1, U) = c(sabit)
olacak sekilde sabit yonlii bir U vektorii bulunabiliyorsa a egrisine “W; — slant” egri adi

verilir.

Tamim 5.4: W, ile sabit ac1 yapacak sekilde sabit yonlii bir vektdr bulunabiliyorsa, a
egrisine “W, — slant” egri denir. Yani; p bir sabit olmak {izere

(W,,V) = p(sabit)
olacak sekilde sabit yonlii bir V' vektorii bulunabiliyorsa a egrisine “W, — slant” egri ad1

verilir.

Teorem 5.7: a:1 € R —» M* egrisi herhangi bir W; — slant egri olsun. Bu durumda M*
uzayinda W; — slant egrilerin karakterizasyonu (s pseudo yay parametresi ve c; herhangi

bir sabit olmak iizere )asagidaki gibidir;
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k") A
(C_S)((k_z) —kz)—Z(k—z) —k—Z—O.
Ispat: a: 1 ¢ R —» M* egrisi herhangi bir W, — slant bir egri olsun. a egrisi W, — slant

egri oldugu icin a bir sabit olmak iizere

(W1, X) = a(sabit) (5.1.2)

olacak sekilde sabit yonlii bir X vektorii vardir. (5.1.2) denkleminin s pseudo yay

parametresine gore tiirevi alinirsa

(W1,1X> = 0
elde edilir. (5.1.1) denklemleri ve i¢ ¢arpimun iki lineerliginden;
(N,X) = —ki(L,X) (5.1.3)

olur . Buradan (5.1.3) denkleminin tekrar s pseudo yay parametresine gore tiirevi alinirsa

(5.1.1) denklemleri ve yine i¢ ¢arpimin iki lineerliginden;

(k1W1 + k2W2»X) = _k1’(L'X) - k1(W1'X>

ki
(Wp, X) = =2 -(L.X) -~ ~a (5.1.4)

olur. (5.1.4) denkleminin tekrar tiirevi alinirsa (5.1.1) denklemleri ve yine i¢ ¢arpimin iki

lineerliginden;

k' ky' 2
koL X) = - (k—l) (LX) - w0 -2(2) @
2 2 2

elde edilir. (5.1.2) esitligini kullanarak yukaridaki esitlik diizenlenirse
k'Y k' ki’
((k—z) - kz) (LX) = — (172 +2 (172) )a (5.1.5)

esitligi elde edilir. (5.1.5) denkleminin son kez tiirevi alinip ve gerekli hesaplamalar

yapilirsa ¢ herhangi bir sabit olmak {izere;
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olur.

Teorem5.8: a:I € R —» M* egrisi M*’te bir W, — slant egridir © egri 3 — boyutlu

Minkowski uzayinda yatar yani; k, = 0 ‘dir.

Ispat: a:1 € R —» M* egrisi herhangi bir W, — slant bir egri olsun. a egrisi W, — slant
egri oldugu icin ¢ bir sabit olmak iizere

(W,, X) = c(sabit) (5.1.6)

olacak sekilde sabit yonlii bir X vektorii vardir. (5.1.6) denkleminin s pseudo yay

parametresine gore tiirevi alinirsa,

W, X)=0
elde edilir. (5.1.1) denklemleri ve i¢ ¢arpimin iki lineerliginden;
k, =0 veya (L,X)=10
dir. Eger k, # 0 oldugu durumu diistiniirsek
(LLX)=0 (5.1.7)

olur. (5.1.7) denkleminin yay parametresine gore tiirevini alirsak (5.1.1) denklemleri ve i¢

carpimin iki lineerliginden,

(W,X)=0 (5.1.8)
olarak bulunur. (5.1.8) ifadesinin tekrar tiirevini alirsak;
(=k;L—N ,X)=0
olur. Buradan i¢ ¢arpimin lineerliginden ve (5.1.7) denkleminden
(N ,X)=0 (5.1.9)

elde edilir. Son kez (5.1.9) ifadesinin tiirevi alinirsa
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(kyWy + kW, ,X)=0
olur ve (5.1.6), (5.1.8) denklemlerinden
k,c=0
sonucuna varilir. Buradan ise k, # 0 oldugundan
c=0

olmasi demektir. Ancak 4- boyutlu uzayda, uzay: geren vektorlerin hepsine birden dik olan

bir vektor bulunamayacagindan kabuliimiiz yanlis olup

k2=0

dir. Dolayisiyla egri 3 — boyutlu Minkowski uzayinda yatar.
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BOLUM 6
M* DE PSEUDO- KURESEL NULL EGRILER

Merkezi A ve yarigap: v > 0 olan bir pseudo- kiire

S3={XeM"(X—AX—-A) =r?}

ile gosterilir (O’Neill, 1983). Pseudo-kiiresel null egriler ig¢in bir karakterizasyon elde

etmek icin agagidaki sekilde tanimlanan oskiilatér pseudo-kiireyi kullanacagiz.
Tamm 6.1: T', M* de bir Kartan (Cartan) egrisi olsun. Bu durumda pseudo-kiirenin sahip
oldugu I' ile baglantili olan sonsuz yakin 5 noktasi varsa bu kiireye I' nin “oskiilator

pseudo-kiiresi” denir.(Oklidyen durum icin (Millman ve Parker, 1977)

Lemma 6.1: Bir y(s,) noktasinda oskiilator pseudo-kiirenin merkezi

A(sg) = y(so) + W (So)

1
k2(S0)
seklindedir (Coken ve Ciftci, 2005).

Teorem 6.1: T', bir Kartan (Cartan) egrisi olsun. Bu durumda I'" bir pseudo-kiiresel egridir
ancak ve ancak k, sifirdan farkl bir sabittir (Coken ve Cift¢i, 2005).

ko egriligi sifirdan farkli bir sabit olan null egriler bir pseudo kiire {izerinde yatar.
Fakat; bunlar jeodezikler olmayabilir. Ciinkii, pseudo kiirenin null jeodezikleri M* {in null
dogrularidir. k, egriligi sifirdan farkli olan null helisler pseudo kiireseldir. Fakat diger null
helisler ve null kiibikler pseudo kiiresel degildirler. Genellikle Minkowski uzayinda da bir
pseudo kiire tizerinde yatan 3-boyutlu null egri yoktur (Petrovic ve Sucurovic, 2001).

Ayrica

H3(r) ={X e M*:(X,X) = —1?}

hiperbolik uzaymda da herhangi bir null egri yatmadig: gdsterilmistir (Camci, Ilarslan ve
Sucurovic, 2003).
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Sonu¢ 6.1: ' ¢ M* Kartan (Cartan) egrisi tam olarak bir pseudo kiire iizerinde yatar

ancak ve ancak her s € I i¢in sabit bir A noktas1 vardir 6yle Ki ;

(A= y(s)y'(9))=0
dir (Coken ve Ciftei, 2005).

5.1.Problemler

Problem 1. M* ‘de bir Kartan (Cartan) null egrinin Bertrand ¢ifti spacelike olamaz mi1?

ispat: y, M* uzayinda herhangi bir null Kartan (Cartan) egrisi ve bu egrinin Bertrand ¢ifti
y*olsun. Ayrica y ve y*in Kartan (Cartan) catilar1 sirasiyla {L,N,W;,W,} ve
{L*, N*,W,",W,"}, Kartan (Cartan) egrilikleri sirasiyla {kq,k,}, {k;", k,"} ve pseudo yay
parametreleri sirasiyla s ve s* olsun. y*egrisinin spacelike oldugunu kabul edelim. Bu
durumda incelememiz gereken iki durum séz konusudur(Camci, Ilarslan ve Sucurovic,
2003)

Durum1: N*spacelike olabilir. Bu durumda ise N *asagidaki {i¢ durumu incelememiz

gerekecektir;

Durum 1.1: W;" spacelike olabilir. Bu durumda y*’in Kartan (Cartan) c¢atilar1
{L*, N*,W;",W,"}, {k;",k,"} Kartan (Cartan) egrilikleri ve s* pseudo yay parametresi
olmak iizere Frenet denklemleri agsagidaki gibidir;

L =k,"N*

N*, = _kl*L* + kZ*Wl*

Wl*, = _kz*N*

w,* =o0.
ve L*, N*, W, ", W, ortogonal vektorler olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir;

g(L*, L*) = g(N*, N*) = g(Wl*' Wl*) = 1, g(WZ*, WZ*) = _1 (61)
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Durum 1.2: W;* timelike olabilir. Bu durumda y*’in Kartan (Cartan) catilar
L, N*, W , W,"}, {k;", k,”} Kartan (Cartan) egrilikleri ve s* pseudo yay parametresi
olmak tizere Frenet denklemleri asagidaki gibidir;
L' = k"N
N*I = _kl*L* + kZ*Wl*
Wl*’ = kZ*N*
w," =0
ve yine L*, N*, W;", W," ortogonal vektorler olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir;
gL, L) =gIN",N) = gW,", W,") =1, gW,", W) =-1 (6.2)
Durum 1.3: W;" null olabilir. Bu durumda y*’in Kartan (Cartan) catilan
{L*, N*,W;",W,"}, {k;", k,"} Kartan (Cartan) egrilikleri ve s* pseudo yay parametresi
olmak tizere Frenet denklemleri asagidaki gibidir;
L' =k"N* ,
N*I = _kl*L* + kZ*Wl* )
W, =0 ,
Wz*’ = _kZ*N* .
ve asagidaki esitlikler saglanir;
g, L) =gWN*,N*) =1, gW,",\W,") = gW;",W;") =0,
g(L*rN*) = g(L*, Wl*) = g(L*, WZ*) = g(N*'Wl*) = g(N*, WZ*) = 0)
g, wy") =1 (6.3)

Durum2: N-*timelike olabilir. O halde y*’in Kartan (Cartan) catilar
{L*, N*, W,", W,"}, {k;",k,"} Kartan (Cartan) egrilikleri ve s* pseudo yay parametresi
olmak tizere Frenet denklemleri agagidaki gibidir;

L =k, 'N*

N*’ = kl*L* + kZ*Wl*
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Wl*’ = kZ*N>k
W, =0
ve L', N*,W;",W," ortogonal vektorler olmak iizere asagidaki esitlikler gecerlidir ;

g(L*, L*) == g(Wz*, Wz*) == g(Wl*F Wl*) = 1, g(N*,N*) = _1 (64)

Simdi yukaridaki durumlar1 sirasiyla inceleyelim.

Duruml: N*spacelike olsun.

Durum 1.1: W;" spacelike olsun. O halde {W;,N*} lineer bagimli olacagindan

Bertrand egri ¢ifti tanimindan;

v (s) =v(s) + AW, (6.5)

seklinde yazabiliriz. (6.5) esitliginin s yay parametresine gore tlirevini alirsak;

*

A % = L — AkyL — AN+A'W,

elde edilir. Bu esitligin W; ile i¢ carpimini alirsak;

*

ds
gL', Wy) ds = gL, W) — Ak, g(L, W) — Ag(N, Wy) + A'g(Wy, Wy)

olur. (6.1) esitlikleri kullanilarak A" = 0 elde edilir. Dolayisiyla A = p(sabit)’ tir.

O halde

*

e L kL —aN
ds 1
olup buradan,

*

Y k)L — AN
ds 1

L 1—Ak)L— A EN (6.6)

L=
ds ds*

elde edilir. (6.6) esitligini asagidaki gibi yeniden parametrize edelim;
L* = xL+yN (6.7)

(6.7) denkleminin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;
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aL” ds*— 'L+ v'N+ xL' +yN’'
ds*'ds_x Y x Y

elde edilir. L' = k,"N*, L' = W;, N' = k; W, + k,W, oldugu igin,
k{"N* %S: =x'L+y'N+ (x+yk)W, + yk, W, (6.8)

elde edilir. (6.8) esitliginin ilk olarak N ile i¢ ¢arpimini alirsak;

*

* dS ! !
g(N", N)ky 5 =X g(L,N)+y'g(N,N) + (x + yk)g(Wy,N) + yk,g(W,, N)

elde ederiz. Buradan ise yine (6.1) esitliklerini kullanirsak
x = a(sabit)

olur.
Simdi ise (6.8) esitligini L ile i¢ ¢arpimini alalim;

*

* ds i /
g(N*, L)ky PP g, L) +y'gN,L) + (x + yk)g(Wy, L) + yk,g(W5, L)

olur. O halde (6.1) esitliklerinden
y' =0

olur.Yani;
y = c(sabit).
Son olarak ise (6.8) esitliginin W, ile i¢ carpimini alalim;

*

A
g W)k~

=x'g(L,Wy) +y'g(N,W,) + (x + yk ) g(Wy, W,) + ykog(Wp, W5)

esitligini elde ederiz. Yine (6.1) esitliklerinden;

vk, =0
olur. Buradan y = c(sabit) oldugundan

k,=0

olur. x = %(1 + Ak,) = sabit , y = A% = sabit ve A = sabit oldugu icin

d : .
d—s = sabit ve k,; = sabit

st
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olarak bulunur. k,; = sabit ve k, =0 oldugundan ise Teorem 5.2°den spacelike

y*egrisinin Bertand ¢ifti y ger¢ektende bir null olur.

Durum 1.2: W;" timelike olsun. O halde {W;,N*} lineer bagimli olacagindan

Bertrand egri ¢ifti tanimindan;

Y (s) =y(s) + AW,

seklinde yazabiliriz. (6.9) esitliginin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;

LS = L — kil — AN+A'W,

elde edilir. Bu esitligin W ile i¢ carpimini alirsak;

*

ds
gL, W) s gL, Wy) — Ak, g(L, W) — Ag(N, Wy + A'g(Wy, Wy)

olur. (6.2) esitlikleri kullanilarak A" = 0 elde edilir. Dolayisiyla A = p(sabit)’tir.

O halde

*

e L akL—aN
ds 1

olup buradan,

*

Y )L AN
ds 1

ds
ds*

L=

N

ds
= (1= 2ky)L = 2

elde edilir. (6.10) esitligini asagidaki gibi yeniden parametrize edelim;

L* = mL+nN

(6.11) denkleminin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;

dL* ds*
—=m'L+n'N+mL +nN'
ds* ds

elde edilir. L' = k;"N*, L' = W, N = kW, + k,W, oldugu igin,

k"N* C;—i =m'L+n'N+ (m+ nk))W; + nk,W,

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
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elde edilir. (6.12) esitliginin ilk olarak N ile i¢ carpimini alirsak;

*

*ds ! !
g(N*, Nk, I =m'g(L,N) +n'g(N,N) + (m + nk,)g(W,,N) + nk,g(W,, N)

elde ederiz. Buradan ise yine (6.2) esitliklerini kullanirsak,
m = c(sabit).

Simdi ise (6.12) esitligini L ile i¢ carpimini alalim;

Lds , ,
g(N*, L)k, s =m'g(L,L) +n'g(N,L) + (m + nk;)g(W;,L) + nk,g(W,, L)

olur. O halde (6.2) esitliklerinden

olur.Yani;
n = a(sabit).

Son olarak ise (6.12) esitliginin W, ile i¢ ¢arpimini alalim;

*

* ds ! !
g(N*, W3)k, s - m gL, W3) +n'g(N,W,) + (m + nyk,) g(Wy, W) + nk,g(W,, W5)

esitligini elde ederiz. Yine (6.2) esitliklerinden;
nk, =0
olur. Buradan n = c(sabit) oldugundan
k,=0
olur. m = %(1 + Ak,) = sabit ,n = /1% = sabit oldugu icin

d ) .
ﬁ = sabit ve k,; = sabit

*

olarak bulunur. k; = sabit ve k, =0 oldugundan ise Teorem 5.2’den spacelike

y *egrisinin bir Bertand null ¢ifti vardir.

Durum 1.3: W; " null olabilir. O halde {W,, N*} lineer bagimli olacagindan Bertrand

egri ¢ifti tanmimindan,;
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y(s) =y (s) + AW, (6.13)

seklinde yazabiliriz. (6.13) esitliginin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;
L=L"% — kL — AN+A'W,

elde edilir. Bu esitligin W; ile i¢ carpimini alalim;

*

ds
g(L,Wy) = g(L", W) s Ak g(L, W) — Ag(N, W) + A'g(Wy, Wy)

olur. (6.3) esitlikleri kullanilarak A" = 0 elde edilir. Dolayisiyla A = sabit’tir. O halde

*

L= kL —aN
N ds 1

elde edilir. Bu esitlikten ise

*

ds
L'— =1+ Ak,)L + AN

ds
L =22 (14 Ak L+ A= (6.14)
elde edilir. (6.14) esitligini asagidaki gibi yeniden parametrize edelim;
L* = mL+nN (6.15)
(6.15) denkleminin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;
dL* ds*
I ds m'L+n'N+ mL +nN’
elde edilir. L' = k;"N*, L' = W;, N' = k,W, + k,W, oldugu igin,
k" N* % =m'L+n'N + (m + nk)W, + nk,W, (6.16)

elde edilir. (6.16) esitliginin N ile i¢ ¢arpimini alirsak;
* * ds” /4 !
g(V*, N)ky == m'g(L,N) +n'g(N,N) + (m + nk;)g(Wy, N) + nk,g(W, N)

elde ederiz. Buradan ise yine (6.3) esitliklerini kullanirsak,

m =0
olur. Yani;
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m = c(sabit).

Simdi ise (6.16) esitligini L ile i¢ carpimini alalim;

* dS ! !
g(N*, L)k, Is =m'g(L,L) +n'g(N,L) + (m + nky)g(W;,L) + nk,g(W,, L)

olur. O halde (6.3) esitliklerinden

olur.Yani;
n = a(sabit).
Son olarak ise (6.16) esitligini W, ile i¢ garpimini alalim;

*

N Wk
g ) 2 1 dS

=m'g(L,W,) +n'g(N,W,) + (m + nky)g(Wy, Wy) + nk,g(W,, W,)
esitligini elde ederiz. Yine (6.3) esitliklerinden;
nk, =0
olur. Buradan n = a(sabit) oldugundan
k,=0

olur. m = <= (1 + Aky) = sabit , n = /1% = sabit oldugu icin

d . .
ass* = sabit ve k, = sabit

olarak bulunur. k; = sabit ve k, = 0 oldugundan ise Teorem 5.2’den bu spacelike

y *egrisinin bir Bertand null ¢ifti vardir.

Durum2: N*timelike olsun. {W;, N*} lineer bagimli olacagindan Bertrand egri ¢ifti

tanimindan;

y*(s) =y(s) + AW, (6.17)
olur. (6.17) esitliginin s yay parametresine gore tlirevini alirsak;

A % =L — Ak, L — AN+A'W,

elde edilir. Bu esitligin W; ile i¢ carpimini alalim;
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*

ds
gL, W) = g(L*,Wy) ds Ak g(L, W) — Ag(N, W) + A'g(Wy, Wy)

olur. (6.4) esitlikleri kullanilarak A" = 0 elde edilir. Dolayisiyla A = sabit’tir.
O halde

*

L =L —Ak.L — AN
s Aky A

elde edilir. Bu esitlikten ise

*

Y (= k)L — AN
ds 1

« _ ds _ _ ds
L' =—(1~2k)L— A—N (6.18)

elde edilir. (6.18) esitligini asagidaki gibi yeniden parametrize edelim;

L* =mL +nN (6.19)

(6.19) denkleminin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;

dL* ds*
) =m'L+n'N+mL +nN’
ds* ds

elde edilir. L' = k;"N*, L' = W, N = kW, + k,W, oldugu igin,

k' N*E = 'L+ n'N + (m + nky) W, + nk, W, (6.20)
elde edilir. (6.20) esitliginin N ile i¢ carpimini alirsak;

*

*dS ! !
g(N*,N)k, Is =m'g(L,N) +n'g(N,N) + (m + nk,)g(W;,N) + nk,g(W,, N)

elde ederiz. Buradan ise yine (6.4) esitliklerini kullanirsak,

olur. Yani;
m = c(sabit).

Simdi ise (6.20) esitligini L ile i¢ ¢arpimini alalim;

*

,ds , ,
g(N*, L)k, Is =m'g(L,L) +n'g(N,L) + (m + nky)g(W;,L) + nk,g(W,, L)

olur. O halde (6.4) esitliklerinden
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olur. Yani;
n = a(sabit).
olur. (6.20) esitligini W, ile i¢ carpimini alirsak;

*

(N*W)k*ds
g W)k~

=m'g(L,W,) +n'g(N,W,) + (m + nky)g(Wy, Wy) + nk,g(W,, W)
esitligini elde ederiz. Yine (6.4) esitliklerinden;
nk, =0
olur. Buradan n = a(sabit) oldugundan
k,=0
olur. m = <= (1 + Aky) = sabit , n = /1% = sabit oldugu icin

d . .
ﬁ = sabit ve k,; = sabit

*

olarak bulunur. k; = sabit ve k, = 0 oldugundan ise Teorem 5.2’den bu spacelike

y*egrisinin bir Bertand null ¢ifti vardir.

Problem 2. M* ‘de bir Kartan (Cartan) null egrinin Bertrand ¢ifti timelike olamaz
mi1?

Ispat: y, M* uzayinda herhangi bir null Kartan (Cartan) egrisi ve bu egrinin
Bertrand ¢ifti y* olsun. Ayrica y ve y*’in Kartan (Cartan) ¢atilar1 sirasiyla {L, N, W;, W5, }
ve {L*, N*,W,", W, "}, Kartan (Cartan) egrilikleri sirastyla {k;, k,}, {k;", k,"} ve pseudo

yay parametreleri sirasiyla s ve s* olsun. y* egrisinin timelike oldugunu kabul edelim.

Bu durumda y*’in Frenet denklemleri asagidaki gibidir (Camci, Ilarslan ve
Sucurovic, 2003) ;

L =k, 'N*
N*’ = kl*L* + kZ*Wl*

Wl*, = kZ*N*
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w," =0
ve L', N*,W;*,W," ortogonal vektorler olmak iizere asagidaki esitlikler saglanir;

g(L*, L*) - _1,g(N*,N*) = g(WZ*' WZ*) = g(Wl*' Wl*) = 1 . (621)

Bu durumda Bertrand ¢ifti tanimindan {W,;, N*} lineer bagimli olacagindan;
Y (s) =y(s) + AW, (6.22)

olmalidir. s yay parametresine gore tlirevini alirsak;

*

ds /

olur. Buradan
ds

ds
(1 — Aky)L — =

ds

L=

AN + ='W, (6.23)
elde edilir.(6.23) esitliginin N* ile i¢ carpimini alirsak

A=0
olur, yani; A sabittir.

O halde

*

e L akL—aN
ds 1

olup buradan,

*

Y (k)L —AN
ds 1

L' =<=(1= k)L — AN (6.24)
elde edilir. (6.24) esitligini asagidaki gibi yeniden parametrize edelim;
L* = xL+yN (6.25)
(6.25) denkleminin s yay parametresine gore tiirevini alirsak;

AL ds” L 4N+ %L+ YN
ds*'ds_x Y x Y
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elde edilir. L' = k,"N*, L' = W;, N = k; W, + k,W, oldugu i¢in,

*

kNS = XL+ YN + (x + k)W, + yko W, (6.26)

elde edilir. (6.26) esitliginin ilk olarak W ile i¢ ¢arpimini alirsak ;

*

N Wk
g VL

=x'g(L,Wy) +y' g(N,Wy) + (x + yk)g(Wy, W) + yk,g(W,, Wh)

elde edilir. Buradan (6.26) esitliginin N ile i¢ ¢arpimini alalim;

*

* dS ! !
g, Nky —==x"g(L,N) +y'g(N,N) + (x + yk1)g(Wy, N) + yko g (W2, N)
elde ederiz. Buradan ise yine (6.21) esitliklerini kullanirsak,

x'=0

olur. Yani;
x = c(sabit).

Simdi ise (6.26) esitligini L ile i¢ carpimini alalim;

*

* ds i /
g(N*, L)ky PP g, L) +y'g(N,L) + (x + yk)gWy, L) + yk,g(W5, L)

olur. O halde (6.21) esitliklerinden
y' =0
olur.Yani;
y = a(sabit).

Son olarak ise (6.26) esitligini W, ile i¢ garpimini alalim;

*

A TA
g ) 2 1 dS

=x'g(L,Wy) +y'g(N,W,) + (x + yk ) g(Wy, Wy) + ykog(Wp, W5)

esitligini elde ederiz. Yine (6.21) esitliklerinden;
vk, =0
olur. Buradan y = a(sabit) oldugundan
k=0

olur. x = %(1 + Ak,) = sabit ,y = A% = sabit ve A = sabit oldugu i¢in
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d . .
d—; = sabit ve k,; = sabit

olarak bulunur. k; = sabit ve k, = 0 oldugundan ise Teorem 5.2°den bu spacelike

y *egrisinin Bertand ¢ifti y ger¢ektende bir null egri olur.

Ornek: y, M* uzaymnda bir Kartan (Cartan) egrisi olsun ve s herhangi bir parametre ve

w € R, olmak tizere

1
y(s) = — (sinh ws, coshws, sinws, cos ws)
w

seklinde tanimlansin. O halde

y'(s) = > (wcosh ws, wsinh ws, wcos ws, —wsin ws)

1
w
elde edilir. Buradan ise

gy’ (s)y'(s)) =0
olup y bir null Kartan (Cartan) egrisidir.
1 . )
y"(s) = 2 (w?sinh ws, w2cosh ws, —w?sin ws, —w?cos ws)
Buradan da

gy (), y"(s)) =2

re) 7 oldugundan
(Y'®r'@®) 2z

olupL =

(sinh ws, cosh ws, sin ws, cos ws)

L= 1
w2
olarak bulunur. L' = W, oldugundan ise

1
W, =
1 Wz\/i

dir. Bu durumda vy egrisinin Bertrand ¢ifti (A = sabit egriler arasindaki uzaklk)

(w?sinh ws, w2cosh ws, —w?sin ws, —w?cos ws)

Y (s) =y(s) + AW,
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seklinde olacaktir. O halde

1 A , 2 A _ A
y*(s) = oz ((1 + —w?)sinhws, (1 + —=w?) coshws, (1 — —=w?) sinws, (1 — —=w?) cos WS)

V2 V2 V2 V2

dir. y* egrisi timelike bir egridir. Gergekten;
, 1 A A _ A A ,
y*'(s) = 2 ((1 +—w?)wcoshws, (1 + —=w?) wsinhws, (1 — —=w?) wcosws, —(1 + —=w?)wsin ws)

2 V2 V2 V2 V2

olup

9 (1 sy () === <0

dir. Dolayisiyla null bir egrinin Bertrand gifti timelike olur.

Sonu¢: M* uzayinda herhangi bir null egrinin Bertrand ¢ifti null olmak zorunda degildir.

49



KAYNAKLAR

Artin E., 1975. Geometric Algebra, Interscience Publishers, New York.: 115 p.

Bejancu A., 1994 . Lightlike Curves in Lorentz Manifolds, Publ. Math. Debrecen. 44: 145-
155.

Bertrand J. M., 1850. Memoire Sur La Double a Theore des Courbes , Comptes Rendus
Vol. 36.

Bonnor W., 1969 . Null curves in Minkowski Space-time, Tensor N.S. 20: 229-242.

Camci C., Ilarslan K. Sucurovic E., 2003. On Pseudohyperbolical Curves in Minkowski
Space-time ,Turk J. Math. 27: 315-328.

Coken A. C. ve Ciftci U., 2005. On the Cartan Curvatures of a Null Curve in Minkowski
Space-time, Geometriae dedicate. 114: 71-78.

Duggal K. L. ve Bejancu A ., 1996. Lightlike Submonifolds of Semi-Riemannian Manifolds

and Applications, Kluwer Academic Publishers.: 1-18.
Duggal K. L. ve Jin D. H., 2007. Null Curves and Hypersurfaces of Semi-Riemannian

Manifolds, World Scientific. : 141-157.

Eisenhart L. P., 1909. Atreatise on Differantial Geometry of Curves and Surfaces, Ginn

and Company: p 41.

Ferrandez A., Gimenez A. ve Lucas P., 2001. Null Helices in Lorentzian Space Forms, Int.
J. Mod. Phys. A 16: 4845-4863.

Ferrandez A., Gimenez A. and Lucas P., 2002. Geometrical Particle Models on 3D Null
Curves, .Phys. Lett. B 543 (3-4): 311-317.

Ferrandez A., Gimenez A. and Lucas P., 2002. Null Generalized Helices in Lorentz-
Minkowski Spaces, J. Phys. A: Math. Gen. 35:8243-8251.

50



Ferrandez A., Gimenez A. ve Lucas P., 2002. Degenerate curves in Pseudo-Euclidean
Spaces of Index Two, Proc. 3rd Internat. Conf. On Geometry, Integrability and
Quantization , Varna ,Bulgaria ,June 14-23, 2001, Coral Press Scientific
Publishing, Sofia, pp.209-223.

Gok 1., Camer C. ve Hacisalihoglu H., 2009. V®-Slant Helices in Euclidean n-Space E®,
Math. Commun.,Vol.14: pp.317-329.

Hayden H. A., 1931. On a general helix in a Riemannian n-space, Proc. London Math.
Soc. 2: 37-45.

Izumiya S. ve Takeuchi N., 2004. New Special Curves and Developable Surface, Turkish
J. Math. 28:153-165.

Inoguchi J. ve Lee S., 2006. Null Curves in Minkowski 3-space, Preprint.

Kula, L., Yayli, Y., (2005). On Slant Helix and its Spherical Indicatrix, Applied
Mathematics and Computation. 169:600-607.

Langert M.A., 1806. Memoire Sur Les Courbes A Double Courbure, Memoires presents a
I'Institut 1:416-454.

Onder M., Kazaz M. ve Kocayigit H., 2010. Spacelike B2-Slant Helix in Minkowski 4-
Space, Int. Journal of the Physical Sciences, Vol. 5(5):470-475p.

Millman R. S. ve Parker G. D., 2000. Elements of Differential Geometry, Prentice-hall ,
New Jersey . pp.36-4.

O’Neill B., 1983. Semi-Riemannian Geometry, Academic Press,New York, pp.110-112.

51



OZGECMIS

KiSISEL BiLGILER:

Adi Soyad1  : Giilay SARGIN
Dogum Yeri : CANAKKALE
Dogum Yili : 1985

EGITIM DURUMU:

Lisans Ogrenimi : Zonguldak Karaelmas Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Bolimii

Bildigi Yabanci Diller: Ingilizce

IS DENEYIMI:
1. Matematik Ogretmeni, Atatiirk Lisesi

ILETISIM:

E-posta: sargin_17@hotmail.com






