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OZET
GENELLESTIRILMIS RHALY MATRISLERININ CEBIRSEL VE
SPEKTRAL OZELLIKLERI

Doktora Tezi
Nuh DURNA

Cumhuriyet Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Ana Bilim Dali
Danigman: Yrd. Dog¢. Dr. Mustafa YILDIRIM

Bu tez ii¢ boliimden olugmaktadir:

Birinci boliimde, ilk once Banach uzaylar1 iizerinde smirli lineer
operatorlerin temel Ozellikleri verilmigtir ve sinirli lineer peratorlerin spek-
trumundan bahsedilmigtir. Daha sonra spektrumla ilgili temel teoremimizi
ispatlayabilmemiz i¢in gereken lemmalarin ifadesinde bulunan C*-cebirlerinin
tanim ve ozelliklerinden kisaca bahsedilmigtir ve C*-cebirlerinin spektrumu
aciklanmigtir. Devaminda spektral teoride 6nemli bir yeri olan Fredholm teori-
den bahsedilip, kompakt lineer operatorlerin daha genis bir sinifi olan Fredholm
operatorleri ile esash spektruma kisaca girig yapilmigtir. Birinci boliim; Cesaro,
Rhaly ve genellegtirilmis Cesaro operatorleri ic¢in bilinen bazi sonuglarin
verilmesiyle sonlandirilmigtir.

Ikinci boliimde genellestirilmis Rhaly matrisleri tammmlanmistir.  Bu
matrislerin operator teoride yer alan baz 6zellikleri ve bazi topolojik tzellikleri
verilmigtir.

Uciincii  boliimde genellestirilmis Rhaly matrisi ile ilgili spektral
sonuclar ispatlanmistir ve bu operatorler icin esash spektrum agik bir sekilde

elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro operatorii, Rhaly operatorii, genellegtirilmis

Cesaro operatorii, genellegtirilmis Rhaly matrisi, spektrum, esaslh spektrum.



ABSTRACT
ALGEBRAIC AND SPECTRAL PROPERTIES OF GENERALIZED
RHALY MATRICES
Ph. D. Thesis
Nuh DURNA
Cumbhuriyet University
Institute of Science

Department of Mathematics

Advisor: Assistant Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

This thesis consist of three parts.

In the first part, initially, some basic properties of bounded linear operators
defined on Banach spaces have been given and spectrum of bounded linear
operators has been considered. Later, definition and properties of C*-algebras,
involved in states of lemmas which are needed to us prove our main theorem
related with spectrum, have been considered and also the spectrum of C*-
algebra has been explained. Then, Fredholm Theory, which have a important
role in spectral theory, has been recalled and by using Fredholm operators
which is a more general class then compact linear operators, essential spectrum
has been briefly introduced. We ended the first part by giving some known
results about Cesaro, Rhaly and generalized Cesaro operators.

In the second part, generalized Rhaly matrices have been defined. Also,
some known properties in operator theory has been proved for these matrices
and some topological properties of these matrices have been given.

In the third part, spectral results for generalized Rhaly matrix has been
proved and essential spectrum for generalized Rhaly matrix has been obtained
explicitly.

Keywords: Cesaro operator, Rhaly operator, generalized Cesaro operator,

generalized Rhaly matrix, spectrum, essential spectrum.
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SIMGELER DiZiNi

X uzay iizerinde verilen biitiin sinirli lineer operatorlerin kiimesi
X uzay iizerinde verilen biitiin kompakt lineer operatorlerin kiimesi

X uzay1 iizerinde verilen biitiin Hilbert-Schimidt operatorlerin kiimesi

T operatoriiniin sifir uzay1

T operatoriiniin deger kiimesi

T operatoriiniin rezolvent kiimesi

T operatoriiniin spekturumu

(A — T)~" operatorii

T operatoriiniin spektral yaricapi

T operatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesi

T operatoriiniin siirekli spektrumunun kiimesi
T operatoriiniin rezidii spektrumunun kiimesi
Simirh ortalama salimmli fonksiyonlarin kiimesi
Sifirlayan ortalama salinimh fonksiyonlarin kiimesi
g (ew) € H?> ve g€ BMO

g (ew) € H*vege VMO

Birim ¢ember

Agik birim daire

BMO A fonksiyonlarinin tiirev uzayi

VMOA fonksiyonlarinin tiirev uzay1

Sol yar1 Fredholm operatorii olan T operatorlerinin kiimesi

Sag yar1 Fredholm operatorii olan T operatorlerinin kiimesi

T operatoriiniin esash spektrumunun kiimesi
Cesaro operatorii

g sembolii ile genellestirilmis Cesaro operatorii
{a,} dizisi ile verilmis Rhaly matrisi

Birim diskte analitik fonksiyonlarin uzay:

Hardy uzay1



{b,} dizisi ile verilmig g sembolii ile genellegtirilmig Rhaly matrisi
b dizisi ile verilen H? deki biitiin simurh Ry lerin kiimesi
Zayif operator topoloji

Kuvvetli operator topoloji
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1. FONKSIYONEL ANALIZ VE OPERATOR TEORI

1.1 Giris

Bu boliimiin amaci, sonraki boliimlerde kullanilacak olan tanim ve teoremleri ver-
mektir. Ilk once Banach uzaylar iizerindeki smirli lineer operatorlerin temel 6zel-
liklerini verecegiz ve sinirh lineer operatoriin spektrumundan bahsedecegiz. Daha
sonra spektrumla ilgili temel teoremimizi ispatlayabilmemiz igin gereken lemmalarin
ifadesinde bulunan C*-cebirlerinin tanim ve 6zelliklerinden kisaca bahsedecegiz ve
C*-cebirlerinin spektrumunu acgiklayacagiz. Devaminda spektral teoride énemli bir
yeri olan Fredholm teoriden bahsedip, kompakt lineer operatorlerin daha genig bir
sinifi olan Fredholm operatorleri ile esash spektruma kisaca giris yapacagiz. Bu
boliimii Cesaro, Rhaly ve genellegtirilmis Cesaro operatorleri igin bilinen baz sonuclarin

verilmesiyle sonuglandiracagiz.

1.2 Operator Teori

Fonksiyonel analiz sonlu veya sonsuz boyutlu vektor uzaylarinin ¢aligilmasidir. Bununla
birlikte fonksiyonel analiz baghgi altinda iki farklh disiplin vardir. Bu alanlardan
birisi Hilbert uzaylar iizerinde sinirh operatorlerin galisilmasidir, bu operator teori
olarak adlandirilir. Bu boliimde operator teoride kullanilan ana hatlar verilecektir.
Caligmanin amaci bir Hilbert uzay: iizerinde verilen sinirh lineer operatoriin
yapist lizerinedir. B (H) ile bir H Hilbert uzay: iizerindeki biitiin simirh lineer
operatorlerin kiimesini gosterecegiz. B (H) in kendisi bilegkenin dogal ¢arpimu ile
bir Banach uzayidir ve bir cebirsel yapidir. Eger dimH = oo ise B (H) n agikar
olmayan bir ideali, kompakt operatorlerin iki tarafli idealidir ve K (H) ile gosterilir.

Sadelik i¢in eger H, Hilbert uzay1 belli ise K ile gosterilir.
D:={zeH:|z| <1}

olsun. Tez boyunca verilen Hilbert uzaylarinin ayrilabilir oldugunu kabul edecegiz.
Bu boliimde, ilk olarak sinirh lineer operatoér kavramini tanimlayip bazi 6zel-

liklerini belirtecegiz. Daha sonra ise bir sinirli lineer operatoriin spektrumunun
1



onemli 6zelliklerini belirttikten sonra, spektrumun ayrik bir ayrigimini verecegiz.

1.3 Sinirli Lineer operator

X veY, ayni K cismi iizerinde iki normlu uzay ve T': X — Y lineer operator olsun.
Eger her z € X igin
| Tx][ < M. ||]]

olacak bigimde bir M > 0 sayis1 varsa T' operatoriine X uzaymdan Y uzayi igine bir
stnarly lineer operator adi verilir ve X uzayindan Y uzayi igine tanimh biitiin sinirh
lineer operatorlerin simfi B (X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y ise B (X, X)
yerine kisaca B (X)) yazlir.

Bir lineer operatoriin sifir uzayini
N(T):={xe X :Tx =0} (1.1)

ve deger kiimesini

R(T):={Tzx:z€ X} (1.2)

ile gosterecegiz. Boylece T' birebirdir < N (T') = 0 dir ve értendir < R(T) =Y
dir.

T,S € B(X,Y) ve A € K olmak iizere, (T'+ S)z = Tx + Sz, (A x =
ATz geklinde tamimlanan toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri ile B (X;Y), K cismi
tizerinde bir vektor uzayidir, ayrica

T
7] = sup 1221
]

normuyla birlikte bir normlu uzay olup, ¥ nin bir Banach uzay: olmasi halinde
B (X,Y) de bir Banach uzayidir ([¢] Brown ve Page 1970, s. 105,[26] Rudin 1973, s.
88).

(1.3)

X, K cismi iizerinde bir normlu uzay ve 7' € B (X) olsun. X*, X uzaymn
stirekli dualini gostermek iizere yani, X* = B (X, K) olmak iizere, her x € X ve her
f e X" icin

T : X" — X

(I f)z = f(Tx)
2



bi¢iminde tanimlanan 7™ operatoriine T' operatoriiniin adjointi denir.
T ile T™ adjoint operatorii arasindaki iligkilerden bazilarini belirleyen 6nemli

teoremleri ispatsiz olarak agagida veriyoruz.

Teorem 1.1 X bir normlu uzay ve T' € B (X) olsun. Bu durumda T* € B (X*)
olup ||T*|| = ||T|| dir ([¢] Brown ve Page 1970, s. 239).

Teorem 1.2 Eger T ve T* operatirlerinin tersleri meveut ise (T~1)" = (T%) ™" dir

(113] Goldberg 1966, s. 60,[11] Dunford ve Schwartz 1958, s. 479).

Teorem 1.3 X bir normlu uzay ve T € B(X) olsun. Bu durumda T

ters operatorinin mevcut ve stmarh olmast icin gerek ve yeter sart T operatorinin

orten olmasidur (13] Goldberg 1966, s. 60).

Teorem 1.4 X bir normlu uzay ve T € B (X) olsun. Bu durumda T dégimiiniin
X ig¢inde yogun bir gorintiye sahip olmast i¢in gerek ve yeter sart T™ operatorinin

bire-bir olmasidir ([13] Goldberg 1966, s. 59).

Tanim 1.1 X ve Y birer Banach uzayr ve T € B(X,Y) olsun. D, X i¢inde agik

birim yuvar olmak tizere T (D), Y i¢inde kompakt ise T' operatoriine kompakttur denir

(l19] Hutson ve Pym 1980, s. 179;[26] Rudin 1973, s. 97).
Kompakt operatorlerin baz 6zelliklerini agagidaki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 1.5 X bir Banach uzayr ve T € B (X) olsun. Eger T' dosimiinin gorinti
uzayr R(T), sonlu boyutlu ise T kompakttir ([19] Hutson ve Pym 1980, s. 180;]26]
Rudin 1973, s. 98).

Teorem 1.6 X bir Banach uzayr ve (T,), B (X) deki kompakt operatérlerin bir
dizisi olsun. Eger (T,) dizisi T ye diizgiin operator yakinsak ise T € B (X) de
kompakttir ([19] Hutson ve Pym 1980, s. 180;[20] Kreyszig 1978, s. 408).

Operatorlerin = somut fonksiyon uzaylarinda — incelenmesinde, kompakt
kiimelerden sikca yararlanilmasi nedeniyle, kompakt kiimelerin 6grenilmesinde

kolaylikla kullanilabilen kriterlerin bulunmasi énem tagimaktadir. Bu nedenle simdi
3



) herhangi bir X Banach uzayinin énkompakt bir kiimesi olmak iizere, uygula-
malarda en ¢ok kullamlan C' (2; K) ve L, (€2; K) uzaylarinda mevcut olan kompaktlik

kriterlerinden bahsedelim.

Tanim 1.2 (X, ||.||) Banach uzayiman énkompakt bir 2 kiimesi ve E C (C (), ||l )
kiimesi verilsin.
(a) Eger her x € E ve hert € § igin |z (t)] < M olacak sekilde bir M > 0 sayist
varsa E kiimest dizgiin stnirlidr denir.
(b) Eger her ¢ > 0 i¢in enaz bir 6 = & (¢) > 0 saysi var oyleki her ty,ty € Q ve her
€ FE i¢cin

lt1 — to|| < & tken |z (t1) —x (t2)] <€

oluyorsa, E kiimesi (C (2),]].|l,) da ayne dereceden stireklidir denir.

Teorem 1.7 (Arzela-Ascoli) (X, |.||) Banach uzayinin énkompakt bir Q kiimesi
ve B C (C(Q),].]l,) kimesi verilsin. E nin (C(82),].||,) da énkompakt olmast
icin gerekli ve yeterli kosul E nin (C (), ||.|l,) da dizgin sinarl ve ayna dereceden

stirekli olmasidir ([24] Musayev ve Alp 2000, s.231).

Simdi L, (€; K) uzaymda bir kompakthk kriteri verelim. Her z € L, [0, 1]

(1 < p < 00) fonksiyonunu [0, 1] araligimin disina x (¢) = 0 olarak devam ettirelim.
b

O zaman her [a, b] C R arahg) iizerinde / |z (s)|” ds integrali mevcuttur.

a

Tanim 1.3 <Lp [0,1], ||||p) (1 < p < o0) Banach uzayvmn bir E alt kiimesi ver-
ilsin. Eger her ¢ > 0 i¢in en az bir § = 0 (¢) > 0 sayst var oyleki her 0 < h < § ve

her x € E i¢in
1
/|x(s—|—h) —x(s)Pds <€
0

oluyorsa, E kiimesi ortalama anlaminda ayni dereceden stireklidir denir. Eger her
x € Eigin ||z||, < M olacak sekilde bir M > 0 sayisi varsa E kiimesi (Lp [0,1], ||||p)

wzaynda dizgin sinirlder denir.

Teorem 1.8 (M. Riesz) E = {z(t):x(t) € L,[0,1]} kiimesinin <Lp [0,1], ||||p)
de kompakt olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul E nin (Lp [0,1], ||||p) de diizgiin
4



simarly ve ortalama anlaminda aym dereceden sirekli olmasidir ([24] Musayev ve Alp

2000, 5.235).

1.4 Spektrum

Bu kisimda X i C, kompleks sayilar cismi iizerinde bir normlu vektor uzayi olarak
g6z oniine alip, 0 ile X vektor uzaynin sifir elemanini ve [ ile X den X igine tanimh

ozdeglik operatoriinii gosterecegiz.

Tanim 1.4 X # {0} ve T € B(X) olsun. Eger (\[ —T)"" mevcut, smarl ve
X i¢inde yogun bir ciimle tzerinde tanimli ise A € C saysina T operatoriniin bir
regiler degeri; T nin bitin regiler degerlerinin olusturdugu ciimleye de T
operatorinin rezolventi denir ve p (T') ile gosterilir. o (T) = C\p(T') ciimlesine de
T nin spektrumu adu verilir. Buna gore, eger A € o (T) ise

(i) M —T)"" mevcut

(ii) (AN = T) " sumrle (yani siirekli)

(iii) (M —T) ™" X iginde yogun bir ciimle iizerinde tanimb

ozelliklerinden enaz biri gergeklenmez ([20] Kreyszig 1978, s. 871).

Eger T simirh lineer operatorii birden fazla normlu uzay iizerinde gozoniine
aliniyorsa, gozoniine alindigi X normlu uzayim belirtmek icin p (T) yerine p (T, X)
ve o (T) yerine o (T, X) yazacagz.

Kapali grafik teoreminden A € p (7T') iken

R\(T):=(\-T)"" (1.4)

ters operatorii her zaman simirhdir. A € p(7") iken bu operatore genellikle A da T’

nin rezolvent operatori denir. |[A| > ||T|| ile verilen her X icin A € p(T') ve

1

I1BA (D <
’ A= 1171

(1.5)

elde ederiz.
Bunun anlagilmasi igin agagida Teorem 1.12 (b) verilecektir. Son olarak,

r(T) := sup |} (1.6)

Aeo(T)

5



sayisina 1" nin spektral yaricapr denir. Bu say1 bir kompleks Banach uzay: duru-

munda

F(T) = Jim /T = inf /77 (L.7)

n—oo

Gel’fand formiilii ile hesaplanabilir.

Tanim 1.5 T : X — X lineer bir operatér olsun. Eger Tx = Az olacak bicimde
X icinde bir x # 0 elemam varsa A kompleks saysina T lineer operatéorinin bir

ozdegeri ve x € X elemamna da bir ozvektor ady verilir (6] Brown ve Page 1970, s.

230,[20] Kreyszig 1978, s. 372).

Tanimm 1.5 geregince "A kompleks sayisinin, 7" nin bir 6zdegeri olmasi igin
gerek ve yeter sart A/ — T operatoriiniin bire-bir olmamasidir" énermesi dogrudur.

Buradan su sonucu elde ederiz.

Sonug 1.1 X # {0} ve T € B(X) olsun. Eger A € C, T nin bir ozdegeri ise
A€o (T, X) dir.

X # {0} bir normlu uzay olmak iizere T' € B (X) operatoriiniin biitiin
ozdegerlerinin olugturdugu ciimleyi o, (7, X) ile gosterecegiz ve T operatdriiniin
nokta (point) spektrumu diyecegiz.

Bilindigi gibi eger X sonlu boyutlu bir normlu uzay ise T': X — X lineer
operatorii sinirli ve 7! ters operatoriiniin mevcut olmast i¢in gerek ve yeter sart T'

operatoriiniin bire-bir olmasidir. O halde su énemli sonucu elde ederiz.

Sonug 1.2 X # {0} sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T : X — X lineer operator
olsun. Bu durumda o, (T, X) =0 (T, X) dir.

Burada hemen belirtelim ki, X sonsuz boyutlu bir normlu uzay ise 7' € B (X)
operatorii icin o, (T, X)) C o (T, X) bagmtis: genellikle kesin i¢erme bagintisidir.
Simdi simirh lineer bir operatoriin spektral 6zelliklerini veren asagidaki teo-

remleri verelim.

Teorem 1.9 X # {0} sonsuz boyutlu bir uzay ve T € B (X) operatori kompakt ise
0€ o (T,X) dir (J] Brown ve Page 1970, s. 255,[19] Hutson ve Pym 1980, s. 188).
6



Teorem 1.10 X # {0} ve T € B(X) operatori kompakt olsun. Bu durumda X €
o (T,X) veA#0ise X € 0, (T, X) dir (le] Brown ve Page 1970, s. 255,[11] Dunford
ve Schwartz 1958, s. 577).

Teorem 1.11 X # {0} ve T' € B(X) olsun. Bu durumda o (T*,X*) C o (T,X)
dir. Eger X bir Banach uzay ise o (T*, X*) = o (T, X) dir ([¢] Brown ve Page
1970, s. 255,[11] Dunford ve Schwartz 1958, s. 568).

Ancak o, (7%, X*) ile 0,(T,X) arasinda yukaridaki teoremdeki gibi bir
kargilagtirma yapilamamaktadir.
Daha fazla bilgi icin agagidaki teoremde spektrum, rezolvent operator ve

spektral yarigapla ilgili baz1 6nemli 6zellikler verilmigtir (bkz [4] Appell, Pascale
ve Vignoli 2004).

Teorem 1.12 p(T') ve o (T') kiimeleri, Ry (T) operatiri ve r (T') sayist i¢in asagi-
daki ézellikler dogrudur.

(a) T,S € B(X) igin
RA(T) = By (T) = (i = NRA(T) By (T) . (pep(T)  (18)

ve

Ry(T) = Ba(S) = Ry (T) (T = S)RA(S) , (Aep(T)np(S))  (1.9)
rezolvent ozdeslikleri dogrudur. Ayrica Ry (T) ve R, (T) A\, € p(T) igin degisme-
lidar.

(b) |A| > 7 (T) ile herbir A € C igin

1 ™' 1 & /7N 1 1 1
RA(T):X<I—X> :XZ<?> :XI+FT+FT2+~~) (1.10)
k=0

Neumann serisi B (X) de yakinsaktar.

(c) X € p(T) ve|u—A < ||Ry(T)||" olmasi i € p(T) olmasim gerektirir.
Dolayiswyla p (T), C de agiktar.

(d) X € p(T) olmak tizere N\ — Ry (T') € B(X) operatiri analitiktir, boylece

kompleks durumunda p(T) kompleks dizlemin bir ézalt kiimesidir, dolayiswyla

o(T)#0 dir.



(¢)
r(T) < ||| (1.11)

egitsizligi dogrudur; X bir Hilbert uzayr ve T normalse (yani, Hilbert adjointi ile
degismeli ise) (1.11) de egitlik saglanar.

(f) o (T) kapalr ve sinarlidur dolayisiyla kompakttur.

(9) Tersine, boskiimeden farkls kompakt bir > C C kiimesi verildiginde
o (T) = olacak sekilde bir T € B (X) operatéri ve X Banach uzayr bulabiliriz.

(h) Herbir P: C — C , p(A) = a A" + - - - + a1 A + ag polinomu igin

o (P(T)) = P (o (T)) (112)
0zdesligi saglanar.
Burada P (T) = a,T"+---+aT +apl ve P (o (1)) ={P(\): A€o (T)} dir. (Bu
teoreme spektral doniisiim teoremi denir.)

(i) Sabit bir T € B(X) ve her G 2 o (T) agik kiimesi i¢in ||S — T|| < 0 olan
her S € B(X) i¢in o (S) C G olacak sekilde bir 6 > 0 mevcuttur (Appell, Pascale
ve Vignoli 2004, s 13).

(g) sikki ile ilgili bir drnek verelim.
Ornek 1.1 X =/, (1 <p < co) segelim ve (a,),, > kiimesinde yogun olmak iizere
T (21, %2, 23, ...) := (@121, agxa, a3T3, . . .) (1.13)

olsun. a,I —T nin her n € N i¢in tersinir olmadige agiktir, o (T') nin kompaktlig
ile birlikte 2 C o (T) saglanar. Diger taraftan her bir X € C\> noktas: > dan bir

pozitif wuzaklga sahiptir ve boylece \I — T operatori
Ry (T) (1,22, 23,...) == (A — a)) "t a, (A —ag) @, )

tersi ile bir izomorfizmadwr. Bdéylece bu X\ lar igin X € p(T) dir ve dolayswyla

o (T) C % dir.

Uyar1 1.1 (h) sikkindaki ifade, polinomlardan daha genel operatorler i¢in de dogrudur.
(i) deki ifade herbir sinurly lineer T operatorinden onun o (T) spektrumu

ile B(X) den C igine st yari sirekli (¢ok degerli) operator oldugunu gésterir. Bu
8



operatoriin genel olarak alt yar: siireklt olmadigina drnek verilebilir. Bunun anlami T

nin strekliligi degistiginde o (T') "hazlica biiyiimez" fakat "hizlica biizilme" yapabilir.

Ornek 1.2 X = ¢, (Z) abisilmaug norm ile tamsayarla  indekslenmis biitin
toplanabilir

x=(x,), = (.., T 2,21, T0,T1,Ta,...)

dizilerinin uzayr olsun. Herbir ¢ € R i¢in,

Tp—1 7k7£0

EXf—1 ,l{?: 0

Yk =

ile verilmis v = (), ve y = (yn), dizileri i¢in T.x =y ile T, € B(X) operatorii
tanimlansin.

D={zeC:|z] <1}

actk kompleks birim diski géstermek dizere o (Ty) = D elde ederiz. Diger deyisle
o(I.)=T:=0D={z€C:|z|=1},(¢ #0)

dwr. Boylece, € sifirdan sifir olmayan bir degere degistiginde spektrum ¢oker.

1.5 Spektrumun Ayrigimi

Simirl lineer bir operatoriin spektrumu birgok farkl yolla ayrigtirilir, bunlardan
bazilar fizigin uygulamalarina gotiiriir (6zellikle quantum mekanigi).

X bir Banach uzayi ve T' € B(X) olsun. Eger Ry (T) = (A —T) ! operatorii,
X in bir yogun alt uzayinda tanimh ve simirsizsa bu durumda A € C ye T nin o.(7T)
stirekli spektrumuna aittir denir. Ayrica eger Ry (T') operatorii mevcut, ancak onun
tanim bolgesi (yani;A\/ — T nin R(A] —T') deger kiimesi), X de yogun degilse A € C
ye T nin o,.(T) rezidi spektrumuna aittir denir, bu durumda Ry (T") smrh veya

sirsiz olabilir. o,(7") point spektumu ile birlikte bu iki spektrum 7" nin

o(T)=0,(T)Uo (T)Uo,.(T) (1.14)

spektrumun bir ayrik ayrigimidir. Kabaca konusacak olursak altspektrumdaki A

elemanlarinin karakterize edilmesi igin, Al — T operatoriiniin , 0,(7) de 1-1 ve
9



ortenligi, o,.(T") de ortenligi ve o.(T) de de stability (durgunlugu) mevcut degildir.

(1.14) ayrisimini izah etmek i¢in agagidaki tabloyu ve baz1 6rnekler verelim.

Ry (T) mevcut | Ry (T) mevcut R, (T)
ve sinirh fakat simirsiz | mevcut degil
RN —-T)=X A€ p(T) - A€ a,(T)
ROM-T)=X| xep(T) A€ od(T) A€o, (T)
ROM-T)#X | Xe€o.(T) A€o, (T) A€ o,(T)

Tabloda; X bir Banach uzay: oldugundan; 1. satir ve 2. siitunun kapali grafik

teoreminden miimkiin olmadigini belirtelim.

Teorem 1.13 (Kapali Grafik) X ve Y, Banach uzay ve T : D(T) — Y kapals
bir operator olsun (yani grafigi X x Y de kapali). Eger D(T) tamm kiimesi X de

kapals ise T operatori sinirlidar.

RN —T) =X =R\ -T) =X = X = R\ — T) kapali yani R, (T)
nin tanim kiimesi kapal oldugundan kapal grafik teoreminden R(A/ —T') = X iken
Ry (T) smursiz olamaz.

Eger biz 3.siitunda degilsek, yani eger A, T nin bir 6zdegeri degilse, daima

R, (T) operatoriinii Al — T" nin cebirsel tersi gibi diigiinebiliriz.

Ornek 1.3 X = (1<p<o0), (a,), K da suarh bir dizi ve

T: 7 — ¢

Ty — (an2y,)

olsun. (a,) sumrhdwr < T € B (P) dwr. Ilk énce p < 0o olsun. (a,) dizisinin biitiin

elemanlarimn kiimesini A = {ay, az, as, ...} ile gosterelim, bu durumda

o(T)=4, 0,(T)=A, o.(T)=A\A, 0,(T)=0
10
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elde ederiz. Ozellikle eger a, — 0 ise, yani; T € K () ise o, (L) = {0} dur.

p = oo durumunda rezidi ve stirekli spektrumun rolleri degisir, yani
o(T)=A, 0,(T)=A, 0.(T)=0, o,(T)=A\A (1.16)
elde ederiz. Bu drnegi Teorem 1.12 (g) nin ispaty i¢in kullanabiliriz.
Ornek 1.4 C dizerinde X = 7 (1 < p < 00) olsun ve T' bir
T (1, 29,23,...) = (w9, x3,24,...)

sol kaydirma operatori olsun. r(T) = ||T|| = 1 ile T € B (") oldugu kolayca
gosterilebilir. Dolaysuyla o (T) C D dir. Ayrica T értendir fakat 1-1 degildir ¢iinkii

onun SZfZT uzayi
N(T>: {($n>€€p:x2:x3:x4:...:0}

dur. Ozellikle bu 0 € o, (T) olmaswm saglar.
T nin spektrumunu incelemek i¢in 1 < p < 0o ve p = oo durumlarime ayiralim.

1 < p < oo i¢cin dikkatle bir analizle

o(T)=D, 0,(T)=D, o.(T)=T, o,(T)=10 (1.17)

o (T> =0p (T> = D: Oc (T> =0y (T> =0 (118)

oldugunu goririz. Gergekten de X ozdegerinin 6zuzay her |A| < 1 i¢in /P ye ait olan
Ty = (1, A A2 ) vektori tarafindan tretilir, fakat bu ly, da yalmzca |N| = 1 iken

gecerlidir.
Ornek 1.5 C dizerinde X = (7 (1 < p < 00) olsun ve
T (z1,x2,3,...) := (0,21, 22,...) (1.19)

sag kaydirma operatori olsun. r(T) = |T|| = 1 ile T € B ({?) oldugunu kolayca
gorebiliriz. Dolaypswyla o (T) C D dir. Bu drnekte T, 1-1 dir fakat orten degildir,
¢linki onun

R(T) = {(yn) € " : yp =0}
11



tanam kiimesi 7 de yogun bile degildir. Ozellikle bu 0 € o, (T) olmasim saglar.
Simdi T nin spektrumun yukarida verilen ayrisgymane yapalim. Bunun i¢in p = 1,

1 < p<oowvep=oco durumlarim ayiralim.

p=1wveya p=o0 durumlarinda
0(T)=0,(T) =T, 0,(T)=0,(T)=0 (1.20)
vel < p<ocigin
o(T)=D, o, 7=0 0.(T)=T, o,(T)=D (1.21)

dir. Dikkat edecek olursak sag kaydirma operatériniin hicbir 7 uzaynda Ozdegeri

yoktur.

Teorem 1.9 da sonsuz boyutlu uzayda bir kompakt lineer operatoriin spek-
trumunda 0 1n bulundugunu gérmiistiik. Biz gimdi 0 in spektral ayrigim igerisinde

hangi kiimeye ait oldugunu veren agagidaki érnekleri verelim.

Ornek 1.6 C iizerinde X = (7 (1 < p < 00) olsun. Eger

2 73
ile T € K (7) gosterirsek 0 € 0. (T) dir. Clinki,

1 1
T(l’l,l’g,l’g,...> = <$17—$2,—1’3,...> (122)

Til (yl; Y2,Y3, - - ) = (yl; 292, 3y37 .. )

ters operatori (P nin bir yogun alt uzay tizerinde tanmimbdir ve P de sinarly degildir.

Sonug olarak

A~ =

ap(T):{l,%,%, } 6. (T) = {0}, o (T) =0

dir. Qinki T € K (?) = o (T) = 0, U{0} dur. O halde o.(T) U o, (T) = {0} ve
o.(T) ={0} ve 0. (T) N0, (T) =0 oldugundan o, (T) =@ dur. Diger taraftan

1 1 1
T(l’l,l’g,l’g,...> = <$27§1’3,§1’4, 11’5,...) (123)

bigiminde tammlamirsa T € K (0P) dir ve 0 € o,(T) dir, ¢inkii e; = (1,0,0,...),
A = 0 ozdegerine karsibk gelen Ozvektordiir. T~ ters operatorii burada tanimi

degildir. Sonug¢ olarak

o(T)=0,(T)={0}, o.(T)=0,(T)=0 (1.24)
12



elde ederiz. Son olarak eger

1 1
T(l’l,l’g,l’g,...> = (0,1’1,51’2751’3,...) (125)

bigimde tamamlamirsa T € K (¢P) dir ve 0 € o0,.(T) dir, ¢inki T nin R(T) deger

kiimesi (P de yogun degildir. Burada
T (1, 420 U3, -+ ) = (Y2, 293, 3Yas - - )
ters operatori tanymlidur fakat R(T) de sumirle degildir. Sonug olarak
o(T) = 0,(T) = {0}, 0,(T) = 0.(T) =0 (1.26)
elde edilir.

Simdi; ¢ =¢[0,1] = {z : z : [0,1] — R siirekli} veya [0, 1] de p-integrallenebilir

(1 <p < o0) veya esash smirh (p = co) fonksiyonlarn

1
[rora . 1sp<o
0
], =
ess sup |z (t)] , p=oo
0<t<1

olmak tizere

Ly =1, [0,1] = { (1) : ], < oo}
uzaylarinda goz Oniine alinan bir érnek verelim, burada
ess sup |z (t)] = inf sup |z (¢)]
0<t<1 mD=0 ¢c(0 1\D
dir.
Ornek 1.7 a € ¢[0,1] sabit ve

Tx(t) =a(t)z(t)

olsun. T nin c[0,1] dzerinde simrl oldugu agiktir. Ayrica [0,1] dizerinde

a(t) = 0 < L kompakttir (Teorem 1.7 (Arzela-Ascoli) den gorilir). a(t) = 0
13



durumunda o(T) = 0,(T) = {0} elde ederiz.
Genel olarak a min strekliliginden a fonksiyonunun R(a) = {a(t) : 0 <t <1} deger

kiimesi kompakttir ve
o(T) = R(a), 0.(T) =0, 0,(T) = Ri(a), 0.(T) = R(a)\R(a) (1.27)

dvr. Burada Ry(a), {t:a(t) = A} kiimesi bos kiimeden farkly bir i¢e sahip olacak
sekilde biitin \ € R lerden meydana gelen topolojik deger kimesidir. Ozellikle eger
a ¢arpam kesin monotonsa, bu durumda Ry(a) = @ dur ve béylece T operatorii hi¢
Ozdegere sahip degildir ve sadece rezidii spektrumdan olusur.

Eger a ¢arpany siirekli degil, sadece esasly simirl ise karsilik gelen Tx(t) = a(t)z(t)
operatorini L, [0,1] (1 < p < oo) iginde diginebiliriz. Bu durumda X mn her I
komsulugu i¢in {t :a(t) € I} kiimesi, pozitif dlgiime sahip olacak sekilde her
A € R lerden meydana gelen R.(a) esasli gorintisi ile Ry(a) topolojik gorintiisi

yer degistirmek zorundadir. (1.27) den p < co durumunda
o(T) = Re(a), 0.(T) = Re(T)\op(T) (1.28)
0p(T) = {A € Re(a) :m{t:a(t)=A} >0}, o(T) =0
dir ve p = 0o durumunda
o(T) = Ru(a), 0.(T) =10 (1.29)
0,(T) = {A € Ro(a) :m{t: alt) = A} > 0}, 0,(T) = R(T)\o,(T)
olur.

Asagidaki rnekte kendisi kompakt olmayip, karesi kompakt olan bir operator

verilmektedir.
Ornek 1.8 C iizerinde X = 7 (1 < p < 00) olsun ve T € B((?)
T(xlax%x?nxéla”') = (33'2,0,334,0,"'> (130)

bigiminde tanwmlansin. Agikar olarak T?(xy, %o, w3, 24,---) = (0,0,0,---) elde
ederiz ki bu bir kompakt operatérdiir. Buna ragmen T operatériniin kendisi kompat
degildir, ¢inkii e, = (0g)n taban vektorlerinin {T Ley : k € N} gorintist P de on
kompakt degildir. Polinomlar igin spektral doniigiim teoreminden (Teorem 1.12 (h))
o(T) =0,(T) =10} elde edilir.

14



Agagidaki teoremler [8] de bulunabilir.
Teorem 1.14 T € B(H) ve K € K ise TK ve KT operatorleri kompakttur.
Teorem 1.15 (Schauder) T € B(H) iseT e K < T* € K.

Bu tezin ana sonucunu ispatlayabilmek icin , kompakt operatorlerin belirli

bir alt sinifina ihtiyag vardir.

Tanmim 1.6 A :H — H operatori verilsin. Eger

o0
Z | Aen|)® < oo
n=1

olacak sekilde H wn bir {e,} -, ortonormal baz varsa, H Hilbert uzayy tzerindeki
bu A operatérine Hilbert-Schmidt operatoric denir. Denk olarak eger (a;), A mn
matris gosterimi ise bu durumda

Z |anj|2 < 0

n,j=1

ise A bir Hilbert-Schmidt operatortidiir.
Asagidaki Teoremler [9] boliim 3 de bulunabilir.

Onerme 1.1 Her Hilbert-Schmidt operatorii kompakttir. Dahasi, Bs (H) ile gos-

terilen bitin Hilbert-Schmidt operatorlerinin kiimesi B (H) wn bir idealidir.

Sinirl lineer operatorlerin iki farkli sinifin1 daha tanimlamaliyiz. Onlar alt-
normal operatorler ve devirli operatorlerdir. Eger T*T = TT™ ise T ye bir normal

operator denir.

Tamm 1.7 Eger N (H) C H (yani; H, N-invaryant ve N |3= S ) olacak sekilde H
1 igeren bir £ Hilbert uzayr ve bir N : L — L normal operatori varsa S : H — H

operatoriine altnormal operator denir.

Her normal operatoriin altnormal oldugu agiktir fakat tersi dogru degildir.

U, (2 iizerinde asagidaki gibi tanimlansin:

U(al,ag, .. ) = (0,@1,@2, .. ) s a; € C (131)
15



U ya ileri kaydirma operatérii denir. ¢? {izerinde U*
Uw< (al,ag,...) = (CLQ,CLg,...) s a; EC (132)

bigimindedir. (1.32) esitligi ile tanimlanan operatore geri kaydirma operatéri denir.
U ileri kaydirma operatorii, normal olmayan bir altnormal operatordiir. U*U = I,
fakat UU* # I oldugu kolayca goriilebilir.

Tanimlanacak operatérlerin son sinifi devirli operatorlerdir. Devirlilik siniflari,
normal operatorler tamamen simiflandirilabildiginden 6nemlidir. Devirli operator

taniminm verebilmek icin devirli vektor tanimini yapmaliyiz.

Tamm 1.8 Eger {p(T) x : p bir polinom} kiimesi H da yogun ise x vektorine H
Hilbert uzay tizerinde swnarl T operatori icin bir devirle vektor denir. Eger T bir

devirli vektore sahipse T' ye devirli operatdr denir.

1.6 Fonksiyon Teorisinde Tamimlar

Tanim 1.9 [, T birim ¢emberinde bir yay ve ¢ : T — C olsun. Bu durumda |I|, I

1
nan wzunlugu olmak tizere @ T / |p| dt olsun. Eger
T

1
el = sup / o — ol dt < 0o (1.33)
I

ICT

ise ¢ ye sumarl ortalama salinamlider denir. BMO ile biitiin sinarl ortalama salinamly
fonksiyonlarin kimesini gosterecegiz. Eger BMO , ||¢ll a0 = ll¢ll, + ¢ (0)] nor-
muna sahipse BMO bir Banach uzaydir (bkz [12]).

Tanim 1.10 D ={z € C: |z| < 1}, kompleks diizlem dstindeki agik birim disk ve
1 < p < oo olsun.

1/p

0<r<1

M, (f) = sup %/‘f(rew)‘pcw
0

olmak iizere tzerinde H? (D) = {f : D — C: f analitik, M, (f) < oo}. Tanwmina
yapalim. Benzer sekilde p = oo i¢in H* (D) uzay

H> (D) = {f:]ID—>(C:f analitik, sup |f (2)] <oo}

zeD
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ile tamwmlanar. Toplama wve skalerle ¢arpma islemleri altinda HP (D) wzayr bir

kompleks vektor uzandir ve bu uzaya Hardy uzaiy denir.
Burada H? (D) uzaymn vektor uzay iglemleri f, g € H? (D) ve a € C igin
(f +9) (@) = f(x)+g(x) ve (af)(x) =af(z)
ile tammmlidir. Kolayca goriilecegi gibi 1 < s < p < oo igin
H>* (D) c H? (D) Cc H* (D)
dir.

Teorem 1.16 1 < p < oo i¢in (H? (D), M, (f)) bir Banach uzaydur ([28] Soykan
2008, s. 470).

Onerme 1.2 f, D dizerinde analitik ve f(z) = Zanz” olsun. Bu durumda
—0

n

f € H?* (D) olmas: igin gerekli ve yeterli kosul a = (a,) € €* olmasidur ([2s] Soykan
2008, 5. 474).

Onerme 1.3 7 (f) = (an), (f (2) = Zanz”> ile tanmaml
n=0
h: H?* (D) — (2
fonksiyonu bir Hilbert uzay izometrik izomorfizmasidir (28] Soykan 2008, s. 476).

Yani Onerme 1.3 bize, eger p = 2 ise H? (D) = H? nin, ¢? ye izomorf olan
bir {z,},., bazli bir Hilbert uzay: oldugunu soyler. Eger {e,} , ¢* nin standart

bazi ise 2™ — €" ile tanimlanan bir lineer operator, izomorfizmdir. Bu yiizden eger

g(z) = Zaizi € H? ise
i=0

lgl* = lail” (1.34)
=0

dir. T, , H? tizerinde z ve fonksiyon degeri ile carpilan bir operator olmak {izere,

yani; f € H? igin



olmak {izere U, (¢? iizerinde ileri kaydirma operatorii) T, ye iiniter denktir.
Her ¢ € H? igin Fatou Teoreminden [12] , T nin hemen hemen her yerde
agikar olmayan smir degerine sahiptir. Bu yiizden g () = lin% g (re) , T tizerinde

L?-fonksiyonu gibi diisiiniilebilir.
Tanim 1.11 Eger g € H? ve g (ew) € BMO ise g € BMOA diyecegiz.

BMOA da BMO normuyla bir Banach uzayidir. Bununla birlikte BMOA

fonksiyonlarinin tiirevlerinin uzayiyla ilgilenecegiz.
B = g:DHC:/g(t)thBMOA
0

kiimesini tanimlayalim.
H? uzaylarimin simflar igin BMOA ile ilgili bir ana teorem [i2] de bulunan
Fefferman’in teoremidir. O, (H')" m (H' iizerinde smirh lineer fonksiyonellerin

uzay1) BMOA ya bir Banach uzay: olarak izometrik oldugunu gostermistir.

Tanim 1.12 I, T nin bir yayr olsun. Eger

§—0 |I| <6

1
lim sup m/|<p—<pl|dt:() (1.35)
I
ise  : T — C fonksiyonuna sifirlayan ortalama salimamlidir denir.

V' MO ile biitiin sifirlayan ortalama saliniml fonksiyonlarin kiimesini gostere-
cegiz. VMO, BMO nun kapali bir alt uzayidir.
BMOA daki gibi g (¢¥) € VMO olacak sekildeki g € H? lerin kiimesi olarak
VMOA tammlamr. VMOA , BMOA nmn kapali bir altuzayidir [12] . Ayrica
D= g:DHC:/g(t)thVMOA
0
kiimesini tanimlayalim.

BMO ve VMO ile ilgili daha fazla bilgi i¢in[i2] ye bakilabilir.
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1.7 (C*-Cebirleri ve Spektrum

Simdi fonksiyonlar teorisinden bazi tanim ve notasyonlari verecegiz. Bunlardan biri
C*-cebridir. Bundan sonraki boliimlerde biitiin Banach cebirlerini C cismi iizerinde

diistinecegiz.

Tamim 1.13 A bir kompleks vektor uzayr olsun. Her x,y,z € A ve o € C igin
(i) (vy) z = = (y2),

(i) x (y+ z) = vy + 2z ve (y+ 2) v = yr + 2z,

(i) o (vy) = (ax)y

ozelliklerini saglayan A uzayna cebir denir.

Tamim 1.14 A bir cebir ve ||.|| : A — [0, +oc) fonksiyonu verilsin. Her x,y € A ve
o € C igin
(i) o]l = laf [l

() [l +yll < [lzI] + [lyll

(i) |-yl < [l -yl

() [1all =1

ozellikleri saglaniyorsa ||.|| ya cebirsel-yarimorm denir.
(v) ||z|| =0 iken =0

ozelligide saglanyorsa ||.|| ya cebirsel-norm denir

Tanim 1.15 A bir cebir ve ||.|| bir cebirsel-norm olmak dizere (A, ||.||) ikilisine bir
normlu cebir denar.

Norma gére tam olan normlu cebire de Banach cebri denir.

Tanim 1.16 A bir Banach cebri olsun. * : A — A operatori asagidaki ozellikleri
saglarsa, A ya bir C*-cebri denir.
C-1) Vx € A igin (z*)" =z,
C-2) Vz,y € Awvea,be Cicin (ax + by)" = ar™ + by*,
C-3) Vx,y € A igin (vy)" =y z~,
C-4) vz € A icin ||Jzz*|| = ||z|*.
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C*-cebirlerinin en basit ornekleri a* = @ olmak iizere C dir ve B (H) dur.
Bu tez boyunca biitiin C*-cebirlerinin birimli oldugunu kabul edecegiz, yani; tezde
kullanilan biitiin C*-cebirleri bir ¢arpimsal birime sahip olsun.

B (H) mn sagladig1 6zellikleri diigiinerek genel bir C*-cebiri durumunda agag1-

daki notasyonlar1 verebiliriz.

Tanim 1.17 A bir C*-cebri ve x € A olsun.
(i) Eger x* = x ise x e self-adjointtir denir.

(i) Eger x*x = xx* ise x e normaldir denir.
C*-cebirleri bir cebir oldugundan, onlar bir ideale sahip olabilir.

Tamim 1.18 FEger T asagdaki ozellikleri saghyorsa L ya A, C*-cebrinin bir x-ideali
denir.
(i) T cebirsel anlamda A nin bir idealidir,

(ii) Eger a € T ise a* € T dur.
Eger T , bir A, C*-cebrinde kapali bir x-idealse A/Z,
la+I| :=inf{||la+1| : i € T}

normlu bir C*-cebridir (bkz[s| , boliim VIIT). Asagidaki tanim, C*-cebirleri boliimiiniin

o6nemli bir 6rnek oldugunu gosterir.
Tanim 1.19 Q (H) := B(H) /K , C*-cebrine Calkin cebri denir.

m: B(H) — @ (H) kanonikal doniigiimii gostersin.
Bir C*-cebri durumunda spektrumu formiile edebiliriz. o (a) ile bir C*-

cebrinin bir a elemaninin spektrumunu gosterecegiz ve bunu
o(a) ={X € C:a— A tersinir degil}

olarak tanimlayacagiz.
Tezin diger kisimlarinda gerekli olacagindan dolay1 C*-cebirleri teorisinin

onemli bazi teoremlerini verecegiz. Bu teoremlerin ispatlar1 [34] de bulunabilir.
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Tamim 1.20 A ve B iki C-cebri olsun. FEger ¢ : A — B asafidaki ozellikleri
saglayacak sekilde bijective, lineer ve siirekli operatori varsa A ve B, C*-cebirlerine

wzomorfiktir denir ve A =~ B ile gdsterilir.
(i) ¥a,b € A igin ¢ (ab) = ¢ (a) & (b).
(it) Ya € A igin ¢ (a*) = [¢ (a)]".

Teorem 1.17 (Gel’fand) Eger A bir komutatif C™-cebri ise C (K), K dan C ye
stirekli fonksiyonlarin uzayr olmak tizere A =~ C (K) olacak sekilde bir kompakt Haus-

dorff K uzayr vardar.

Teorem 1.18 A bir B, C*-cebrinin altcebri ve a € A olsun. A nin bir a elemanimn
spektrumuinu o 4 (a) ile gosterelim. Aymi sekilde op (a) ile de a man B deki spektru-

munu gosterelim. Bu durumda o4 (a) = op (a) dur.

Teorem 1.19 (Spektral Doniisiim Teoremi) A bir C*-cebri ve a € A olsun.

Hol (o (a)), o(a) nin yakin komsulugunda analitik fonksiyonlari géstersin. Eger

feHol(o(a)) iseo (f(a))=f(o(a)={f(N):A€c(a)} dur
1.8 Calkin Cebirleri ve Fredholm Teori

Simdi esash spektrumun bir kag tanimini verelim. Bunlarin hepsi bir Hilbert uzay:
iizerinde aymdir, fakat Banach uzayinda farkh olabilirler.

L € B(X) olsun,
py (L) :={ € C: R(A — L) kapali ve dim N (M — L) < oo} (1.36)
p_(L):={AeC:R(MN — L) kapali ve codim R (A — L) < co}) (1.37)
Burada N (A — L), Al — L operatoriiniin gekirdegini ve
codim R (M — L) = dim (X/R (\ — L))
ifadesini gostermektedir. Ayrica
0+ (L) :=C\py (L) (1.38)

tanimlayalim.

Boylece;
21



e A€ p, (L)ise A\ — L ye sol yari Fredholm operator denir,
e A€p_ (L)ise ANl — L ye sag yari Fredholm operatér denir ve
e Necp, (L)Np_(L)ise A — L ye Fredholm operatér denir.
Simdi L operatoriiniin gesitli esashi spektrumlarini tanimlayabiliriz.
per (L) :=py (L)Up (L), ok (L) =04 (L) No_ (L) (1.39)

kiimelerine sirasiyla L operatoriiniin Kato anlamanda esasly rezolventi ve esasl spek-

trumu denir ve
pon (L) = p, (D) N p_ (L), 0 (L) == 0 (L) Uor (L) (1.40)

kiimelerine sirasiyla L operatoriiniin Wolf anlaminda esasl reszolventi ve esasly spek-
trumu denir (bazi yazarlar Fredholm spektrumu diyor).

Boylece;
e )€ p, (L)dir & M\ — L yarn Fredholmdiir ve
e )€y, (L)dir & A — L Fredholmdiir.
Simdi bir Fredholm operatoériin indeksinin tanimini verelim.
Tanim 1.21 Eger T bir Fredholm operatir ise, Fredholm indeksi;

ind(T) = dim N (T) — codim R(T)
— dim N (T) — dim N (T%) (1.41)

ile tanamlanar.

Pon (L) = {X € p, (L) s ind (M — L) = 0}, 0,0 (L) = C\p,, (L) (1.42)

kiimelerine sirasiyla L operatoriiniin Schechter anlaminda esasly rezolventi ve esasl
spektrumu denir.

Boylece;
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o )€ p,(L)dir & Al — L sifir indeksli Fredholmdiir.

Eger hem A/ — L nin deger kiimesi kapali degilse hem A, ¢ (L) nin bir yigilma
noktasi ise hem de A, L nin

n(\ L) = dim O N [(M - L)ﬂ

kathiliginin bir 6zdegeri ise A ya Browder anlaminda esasl, spektrum denir ve
A € 0y (L) ile gosterilir.

Bu caligma boyunca kullanilacak olan Fredholm operator teorisinin temel
kavramlarimi verelim. Bir Fredholm operator, 7 (7)), Q (H) = B (H) /K da tersinir
olan smurhi bir T operatoriidiir. Ozellikle, bir Fredholm operatériin indeksi hakkinda
onermeler verecegiz. Bir onerme ile sonuclari toparlayacagiz. Ornek ve daha fazla

bilgi i¢in [8] e bakilabilir.

Onerme 1.4 (Fredholm Teori) Eger S, T Fredholm operatirler ve K bir kompakt
operator ise bu durumda asagidakiler dogrudur.

(i) T kapalr gorintiye sahiptir ve N (T') ve N (T*) wn her ikiside sonlu boyutludur.
(it) T'S Fredholmdiir ve ind (T'S) = ind (T') + ind (S) dir.

(iti) T + K Fredholmdiir ve ind (T + K) = ind (T") dir-

Uyar1 1.2 Biz H? de ¢ahsworuz ve H? bir Hilbert uzayr oldugundan esaslh spek-

tranan yukarida bahsedilen tanimlary cakismaktadar.
Fredholm teoride esash spektrum denk olarak agagidaki gibi de verilebilir.

Tanim 1.22 Bir T' operatérinin esasl spektrumu; Calkin cebrindeki 7 (T') yan
kiimesinin spektrumudur ve o, (T) ile gosterilir. Denk olarak esasl spektrum T — X

nin Fredholm olmadige A larn kimesidir.

Tanim 1.23 Eger T™T —TT* kompakt ise T' ye esaslt normal operator denir. Denk
olarak, eger 7 (T)" 7 (T) =« (T) 7 (T)" ise T esash normal operatérdiir, yani; = (T'),
Q (H) da normaldir.
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1.9 Cesaro Operatorii

Simdiye kadar Cesaro operatoriiniin birgok ozelligi calisilmistir. Cesaro operatoriiniin
gesitli uzaylar tizerindeki spektrumlar: bir gok yazar tarafindan calisilmigtir. Burada
biz Cesaro operatoriiniin tanimim ve bu operatoriin spektrumu hakkinda bilinen
gerceklerden bazilarini agsagida verecegiz.

[17] de Hardy, Littlewood ve Polya (a,) € ¢* i¢in

(%)

oldugunu gostermistir.

1 n
C(ao,al,...,an,...): (aoﬂaogal"“’n—]—lZai’.“> (144)

ile verilen C operatoriine Cesaro operatorii denir. Bu operator 2 — €2 sinirh lineer

<Kl(a)]| , K>0 (1.43)

bir operatordiir.
Onerme 1.3 den H? ve ¢? nin izometrik izomorf olmasindan, H? tizerindeki

C operatorii; f € H? icin

Cf(z)= Z (n —ll- N Zal) 2" (1.45)

ile verilir.

Z a,z" olsun. Eger z = 0 da / It dt Taylor serisini hesaplarsak

n=0
Kisim 2.1 de acik¢a hesaplandigi tizere, H? uzermde C nin

0
C =— [—=dt 1.46
ne =1 1Y (1.46)
integral gosterimini elde ederiz.

1965 de [5] de Brown, Halmos ve Shields Cesaro operatoriiniin cebirsel yapisi

hakkindaki baz1 gosterimleri kullanarak agagidaki sonuclari elde etmigtir.

Teorem 1.20 (Brown-Halmos-Shields) C': ¢* — (? Cesaro operatirii i¢in asagi-
dakiler gecerlidir.

()0 (C)={z:]2 -1 <1},
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(i) o, (C) =0,

(iti) 0, (C*) ={z: |z — 1] < 1},

(iv) C* wn Gzdegerleri basittir, yani; herbir dzdegere karsiik gelen dzuzay 1 boyut-
ludur.

(v) C' hiponormaldir (yani; her x € (% igin ||Cxz|| > ||C*z| dir).

[21] de Kriete ve Trutt C' nin altnormal oldugunu gostermistir. Ilave olarak

onlar devirlilik i¢in 6nemli 6zellikleri de gostermislerdir.
Teorem 1.21 (Kriete-Trutt) C altnormaldir ve devirlidir.
[14] de Gonzalez agagidaki teoremi vermigtir.

Teorem 1.22 (Gonzalez) (? dizerinde verilen C' operatori i¢in asagidakiler geger-
lidir:

(i) Her A€ {z: |z —1| <1} i¢in A\l — C, ind (A= C) = —1 ve codim R (C) =1 ile
bir Fredholm operatordiir,

(ii) Her A € {z : |z — 1| = 1} i¢in A\I — C' yogun gorintiye sahiptir ve 1-1 dir.

Gonzalez’e gore bu teorem 1 < p < oo igin P iizerine formiile edilebilir.
A ¢ {z:]z—1] =1} oldugunda A/ — C nin Fredholm oldugunu Gonzalez goster-
mistir.  Ilave olarak A € {z:|z—1| =1} igin A\l — C kapal goriintiiye
sahip olmadigindan Fredholm degildir.  Bu yiizden o.(C), A\l — C Fred-
holm olmayacak sgekildeki A € C elemanlarinin kiimesi olarak tanimlandigindan

0.(C)={z:|z—1] = 1} oldugu Teorem 1.22 den goriiliir.

1.10 Genellegtirilmis Cesaro Operatorii

25] de Pommerenke H? iizerinde
[25]

¥4

[G:/f(t)G’ () dt

0
operatoriinii tammlamigtir ve [25] de Lemma 1 olarak agagidaki teoremi ispat-

lamigtar.
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Teorem 1.23 (Pommerenke) I, H? de simirlidir < G € BMOA dwr. Ayrica,
11cll,, < Kil|Gll, olacak sekilde bir Ky sabiti vardar.

[1] de Aleman ve Siskakis 1 < p < oo i¢in Pommerenke’nin sonuglarmi H? ye

genellestirdiler. Ilave olarak, I operatoriiniin kompakthig: icin bir kriter verdiler:

Teorem 1.24 (Aleman-Siskakis) 1 <p < oo i¢in Ig, H? de kompakttir = G €
VMOA dur.

[3] de Aleman ve Cima herhangi p > 0 igin Teorem 1.23 ve 1.24 yi H? ye

genigletmigtir.

Tanim 1.24 D dizerinde analitik g fonksiyonu icin, H? tizerinde
1 z
Gy () (=) =— [ F(t)g(t)dt
0

biciminde tanimlanan operatore, H? iizerinde g sembolii ile genellestirilmis Cesaro

operatori denir.

(1.46) dan Cesaro operatorii ile genellegtirilmis Cesaro operatorii arasindaki

1
iligki goriiliir. Eger g (t) = T ise ¢y = C dir. Dolayisiyla Cesaro operatorii,

genellestirilmis Cesaro operetoriine bir érnektir. Teorem 1.23 ve 1.24 den

o C, simrhdir & g € B dir.

e (, kompakttir & g € D dir.

elde edilir.
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31] de, Scott W. Young doktora tezinde H? nin {z""'} " standart bazina

gore Genellegtirilmis Cesaro operatoriiniin matris gésterimini

Qo
ay Qo
2 2
- | 2 @
3 3
as (05} ay Qo
4 4 4 4

bi¢giminde vermistir ve bu matrisin normalligi ve self-adjointligi i¢in agagidaki gerekli

ve yeterli kogullar1 vermistir.
Onerme 1.5 C, normaldir < bir ¢ € C igin g (2) = ¢ dir (j31] , Young 2002, 5.16).

Sonug 1.3 C, self-adjointtir < bir ¢ € R i¢in g(z) = ¢ dir ([31] , Young 2002,
5.17).

Ayrica S.W. Young Asagidakileri de ispatlamigtir.
Onerme 1.6 Her g € B igin Cy devirlidir ([31] , Young 2002, s.17).

Onerme 1.7 Birn >0 i¢in g(2) = 2" ise bu durumda;
1 o0

(i))n=0 igina(Cg):{—} U {0} dur.
J j=1

(it) n > 0 igin 0 (Cy) = {0} dur ([31] , Young 2002, s.18).

Teorem 1.25 Eger |B| = 1 ile g (2) = g(5%2) ise bu durumda C,

95 » Cg ye tiniter
denktir ([32] , Young 2004, Onerme 3.1).

Teorem 1.26 |3,| = |3, = 1 ve 8, # B, oldugunda Cg Cgs, bir Hilbert-Schimidt

operatoridir ([32] , Young 2004, Teorem 3.2).
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[32] de S.W. Young, ¢ sembolii bir rasyonel sembol oldugunda her bir
a € Cigin D (a) ={z: |z — a|] < |a|} olmak iizere genellegtirilmig Cesaro matrisinin

spektrumunu asagidaki gsekilde hesaplamigtar.

Teorem 1.27 Her biri igin a; # 0, [, ler farklh wve |3 = 1 olmak iizere

n

g(z)=> 1 _aﬁz

i=1

ise bu durumda Cy i¢in asagidakiler gegerlidir.

o0 n

\ U D (a;) olmak tizere
=1 ;=

(1)e={A€0(C,) :ind(Cy — A) =0} = {&k;o)}

k= 1

o(Cy) = U D (a;) Ue dir.
i=1

(it) 0. (Cy) = U 0D (a;) dir.

i=1
(i1i) G = ZXD(%) olmak tzere X\ ¢ o.(Cy) igin ind (Cy — \) = =G () dur

i=1
(I32] , Young 2004, Teorem 3.3).

1.11 Rhaly Matrisleri

{a,} dizisi bir skaler dizi olmak iizere

Qo
aq aq
Ro=1 a a2 a2 (1.47)

a3 a3 a3 a3

bi¢imindeki alt ticgensel matrise Rhaly matrisi denir. C' Cesaro matrisi Ry1/(n+1)}
dir. a, = n * ise C, , z-Cesaro matrisidir.

1987 de G. Leibowitz [23] de Rhaly matrisi igin agagidakileri ispatlamigtir.

Onerme 1.8 Eger R, , C ile degismeli ise R, , C nin bir skaler katidur (23]
Leibowitz 1987, Onerme 2.1).

Onerme 1.9 Eger bir B sonsuz matrisi her Rhaly matrisi ile degismeli ise bu du-
rumda B birim matrisin bir skaler katudur ([23] , Leibowitz 1987, Onerme 2.3).
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Onerme 1.10 (a) Eger {(n+ 1)a,} suarh ise her p > 1 igin R,, (7 de sunarldir
ve || Rall < (p/ (p = 1)) sup,, [(n + 1) an| dir-

(b) Eger lim (n + 1) a,, = 0 ise her p > 1 i¢in R,, (P de bir kompakt operatordiir.
(¢) Egerlim (n 4 1) a,, = 00 ise Ry, 7 de suursizdir ([23] , Leibowitz 1987, Onerme
3.1).

Ayrica Rhaly matrisinin spektrumu cesitli yazarlar tarafindan incelenmigtir.
2001 de M. Yildirim [30] da ¢” dizi uzay1 iizerinde agagidaki kosullar altinda Rhaly
matrisinin spektrumunu hesaplamigtir. Bu kosullar;

(i) L =lim (n + 1) a,, sonlu,

(ii) Her n igin a, > 0,
(iii) @ # j icin a; # a;,
(iv) (a,) monoton azalan.

Teorem 1.28 (Yildirim) Eger 0£ L < oo isep>1wvep ' +q ' =1 i¢in

L| _qL
U(Ra,ﬁp):{)\: ‘)\—% g%}us

dir. Burada S ={a, :n=20,1,...} dir ([30] , Yildirim 2001, Teorem 3.3).

2010 yilinda [15] de O. V. Gulina ” dizi uzay iizerinde Rhaly matrisinin esaslh

spektrumu ile ilgili agagidaki teoremleri vermigtir.

Teorem 1.29 (Gulina) 1 <p <oo, 0+# L=1lim,(n+1)a, veq=p/(p—1) ise

qL| qL

Oeg (Ry) = aek(Ra):aef(Ra):{/\:‘)\—7 :7},

Ll gL
Tow (Ra) = aeb(Ra):{)\:‘)\—% g%}

dir ([15] , Gulina 2010, Teorem 2.1).

Teorem 1.30 (Gulina) 1 <p<oo,0# L=1lim,(n+1)a, veq=p/(p—1) ise

L| 4L
aeS(Ra):{)\:‘)\—% :‘%}

dir ([15] ,Gulina 2010, Teorem 2.2).
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2. GENELLESTIRILMIS RHALY MATRISLERI

1
n+1

ve g(z) = T2 alindiginda elde edilen C Cesaro matrisinin  bir
—z

Bu boliimde genellegtirilmis Rhaly  matrislerinden  sadece b, =

Hausdorff matrisi oldugunu gosterdik yani; C' Cesaro matrisi diginda higbir
genellestirilmis Rhaly matrisi bir Hausdorff matrisi degildir ve her bir B sonsuz
matrisi ile degismeli olan genellegtirilmig Rhaly matrisinin birim matrisin bir skaler
kat1 oldugunu ispatladik.

Ayrica genellestirilmis Rhaly matrislerinin normalligi ve self-adjointligi ile il-
gili gerekli ve yeterli kogullar ispatladik. Tezin ana sonucunun verildigi 3. boliimdeki
spektrum kisminda kullamlmak tizere gs (2) = g (82) olamak tizere || = 1 iken R}

dir.

1
nin R} ye tiniter denk oldugunu ispatladik. Burada gz = -
— Bz

2.1 Genellestirilmig Rhaly matrislerinin tanimi ve bazi 6zellikleri

1987 de A.G. Siskakis,[27] da Cesaro matrisinin H? deki spektrumunu hesaplamigtir

ve bunun igin de Cesaro matrisinin integral gosterimini kullanmugtir.
1 < p < ooigin HP, I birim diski iizerinde,
2w
1 i
= { e (D)5 1l = swp o [ | (") a0 < oo
0<r<1 4T
0

Hardy uzaym gostersin. (b,) € ¢ olsun. Bu durumda

¢ = {n—ll—lzbk}

)
n=0

dir. Eger f € H? ise f analitik oldugundan f (z) = Z byz* dir. O halde
k=0

c<f><z>=z(nilzbk)zn

n=0

dir.
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1 1
Simdi — / f(© 1—ch ifadesindeki kuvvet serilerini hesaplayalim;
> _

Lot = L[S et S et

G Zo/kz_;bkcl_cdc, (f(o kz_;bkc)

- 1/Zbkc’ﬁchdc, (%CFZC”)
k=0 n=0 n=0

l\z

= = Z bk / ¢"d¢ , (birim diskte diizgiin yak.)

k 0 n=0
CnJrkJrl

N _Z Z n R e

&0 &0 otk
S0
2

z
bk — (2. toplam & dan baglad)

k=0 n=~k
o0 1 n
= Z = Zbk> " (toplamlarin sirasi degistirildi)
k=0
= f) 2)
elde edilir. Yani;
CUM>—1jf® Lc (21)
2) =~ ¢ .

integral gosterimi elde edilir.

1
Scott W. Young [32] de, (2.1) egitliginin sag tarafindaki N

fonksiyonu
yerine daha genel bir analitik fonksiyon alarak Cesaro matrislerini agagidaki sekilde

genellegtirmigtir.

Tamm 2.1 D dzerinde analitik g fonksiyonu i¢in H? dizerinde C, operatéri,

> [r g (2:2)

ile tamamlanar. Bu operatére H? dizerinde g sembolii ile genellestirilmis Cesaro

operatori denir.
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[31] de, Scott W. Young doktora tezinde H? nin standart bazina gore C, nin
matris gosterimini agagidaki gibi vermistir;

H? nin {z" '} 7 | standart bazina gére C,, nin matris gésterimini bulmak igin
her i i¢in Cj (2') yi hesaplamaliy1z.

ge B vege H(D) oldugundan g¢g(z) = Zajzj bigiminde bir Taylor

7=0
gosterimi vardir. O halde

Cy(2') () = %/ (tiZajtj> dt

_ Z a_j it
JH+i+1

j=0

dir. Dolayisiyla standart baza gore matris gosterimi;

a; a
Cy (%) (2) = z;jjlzj = a2’ + St g+ A+
‘]:
— a; +1 0 0 ai o 2 3
COE = 37" = 0 G g et
C 2 = &]4’2 _ OO‘I‘O.—I—aO 2+ 1 3
g(z>(2> ]z_;j+3z z z 32 42 +
dir. O halde
Qo
@
2
(05} ay Qo
Cy = 3 3 - (2.3)
g @ a
4 4 4 4
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dir. Yani;

Tz
n
(Cg>n] =
0 , n<y

bigiminde yazabiliriz.

H? bir Hilbert uzay:1 oldugundan matrisin eslenik traspozunu alarak;

a ay Qs as
D) 3
G a; G
2 3 4
cr = d @ (2.4)
3 4
ag

elde edilir. Yani, koordinatsal olarak

(C5),y =

elde edilir.

Rhaly matrisi ile C' Cesaro matrisi arasinda agagidaki iligki vardir;

D = diag{d,} olacak sekilde bir kosegen matris olmak tizere DRy, ) =
R{dya,y dir. Dolaysiyla her Rhaly matrisi, D, = diag {(n + 1) a,},_, olmak {izere

— 1 o0
R, = D,C carpanina sahiptir, eger her a, # 0 ise D, = diag {W}
n an

n=0
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olmak iizere C' = D, R, dir. Gercektende,

Qo 1
1 1
20 2 2
D,C =
- 11
3 3 3
Qo
a a
_ v — R,
s Q2 Q2

elde edilir. Boylece T}LHC}O (n+1)a, = L # 0 olmak iizere (zaten L = 0 durumunda
R, , /* de kompakttir) R, = LC + (D, — LI)C dir ve burada D, — LI , (* de
kompakt oldugundan K = (D, — LI)C' , ¢? de kompakttir. Boylece R, , LC' in bir
kompakt perturbasyonudur.

Simdi yukarida verilen Cesaro ve Rhaly matrisleri arasindaki iligkiyi kulla-
narak genellegtirilmis Cesaro matrisleri yardimiyla genellegtirilmig Rhaly matrislerini

tanmimlayabiliriz.

Tanim 2.2 g(z) = Zakzk olmak tizere g € H (D) ve {b,} bir skaler dizi olsun.

k=0
Bu durumda

aobo

aq bl a0b1

=
[

a2b2 a1b2 a0b2 (25)

a3b3 a2b3 ay b3 a0b3
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biciminde tanimlanan matrise g sembolii ile genellestirilmis Rhaly matrisi denir.

Rhaly matrislerinde oldugu gibi D, = diag {(n+1)b,} -, olmak iizere;
1
R} = D,C, dir. Eger g (2) = :

-z

alirsak C'y = C oldugunu hatirlayalim. Dolayisiyla

g(z)= Z 2* olacagindan her n € N ic¢in a,, = 1 olacaktir ve (2.5) den
k=0

bo
by by
Rg = b2 b2 b2 = Rb

bs b3 by b3

elde edilir. Ayrica b, = {1/(n+ 1)} almirsa R?

V1) = C, dir. Yani bu iki tiirli

bir genellesmedir. {b,} nin 6zel segimi ile genellestirilmis Cesaro ve ¢ (¢) nin 6zel
se¢imiyle Rhaly matrisi elde edilir, ayrica {b,} ve g (z) nin ©zel se¢imi ile Cesaro
matrisi elde edilir.

(2.5) den

bigiminde yazabiliriz.

H? Hilbert uzay1 oldugundan, matrisin eglenik traspozunu alarak

Qo b() ay b1 (05} b2 a3b3

aObl a162 a2b3
[(RY)],, = wh  mb (2.7)

agbs
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ve

ajnbj , j=n
g\ _
[(Rb> ]nj -
0 , j<n
elde edilir.

Teorem 2.1 g (z Zakz ve Yk € N i¢in a, # 0 olmak tzere eger R, C, ile

k=0
degigmeli ise R} , C, nin bir skaler katudur.

ispat.
gy .
RIC, = Zk+]+]1 2
0 , n<j
ve o
cpi=] nl ;akankg’bkﬂ , 2>

0 , n<j

dir. RJC, = C,Ry] ise birinci siitunlarmn esitliginden

- ApQp_k 1 -
b — > b 2.8
kit 1 n+1k20aka ROk (2:8)

elde ederiz. (2.8) 1 kullanarak her n i¢in tiimevarimla

1
b, = b
n+1 0

oldugunu elde ederiz. Rfl sty = Cg oldugundan R} = byC, elde ederiz. m

Uyar1 2.1 Teorem 2.1 de g (z) = aliarsa Onerme 1.8 elde edilir.

Teorem 2.2 Eger bir B sonsuz matrisi her genellestirilmis Rhaly matrisi ile degismeli

ise bu durumda B birim matrisin bir skaler katidar.

1 1
. T Ve g(t) = —
C Cesaro matrisi olur. Ilk ¢nce B, C' ile degismeli oldugundan B bir Hausdorff

ispat. R} genellegtirilmis Rhaly matrisinde b = ; alirsak

matrisidir. Yani; 1 < n < m icin § (m,n) = (=1)"" (")) ve p = {1 19, ..}

n—1
kosegen girigleri ile D (p) bir kogegen matris olmak iizere B = 0D (1) ¢ bigiminde
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alt ticgensel matristir. Ozellikle, B, b,, = u, kosegen girigli bir ticgensel matristir.

1
g(t)= 1_tveb:e:{l,l,...} alirsak

1, n<m

R} = F(m,n) = , zm:bmj:zm:bkn
j=n k=n

0, n>m

ile B degigmelidir. Ozellikle, n = m — 1 alt kisegen seriti boyunca by, ;1 + bym =
bi—1,m—1 + bmm—1 dir. Dolaysiyla by, .m = bm_1m-1 dir. Bu her m > 2 degeri
igin dogru oldugundan B nin kosegeni bir sabit dizidir. B bir Hausdorff matrisi
oldugundan b,,, , bir tekrarh ileri farkli binom katsayilarmin ¢arpimu ile p,, den elde
edilir. Biitiin p ler egit oldugundan, farklar sifirdir ve boylece n < m igin b,,, = 0
dir.

Dolayisiyla B biitiin kosegen girigleri birim olan bir kogegendir ve teorem

ispatlanir. m

1 ..
Uyar1 2.2 Teorem 2.2 de g (z) = N alimirsa Onerme 1.9 elde edilir.

Sonug 2.1 FEger bir B sonsuz matrisi her genellestirilmis Cesaro matrisi ile degismeli

ise bu durumda B birim matrisin bir skaler katidar.

Teorem 2.3 Hern € Nigin b, # 0 olsun. Bu durumda, Ry normaldir < birc € C

icin g (z) = ¢ dir.

Ispat. Matris garpmm yardmmyla [(Rf)" (R])],, ve [(R]) (R])"],, 1 hesaplayalim.

o0

(R (BDoe = D [(B) ] (Bl

= Z (@) (akbk>

k=0
00

= D Jal bl

k=0

elde edilir. Benzer gekilde

o0

[(RD (R Ty = D[Rl [(RD) ]

k=0
= apboagby = |a0|2 |b0|2
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dir. Normallik (R))" (RJ) = (Rf) (R])" bigiminde tanumlandigimdan [(R])" (R})], =
[(RY) (R])"],, olmahdir. O halde,

o0
> lanl® [Bel* = faol* [bof*
k=0

dir. Yani;
o0
Jaol* [bol” + > lax|* [be]* = laol” [bo]”
k=1

dir. Boylece Z lax|” |bx)* = 0 olmahdir. O halde her k icin b, # 0 oldugundan
k=1
k>1ligina, =0dir. g(z) = Z ayz* Taylor agilimina sahip oldugundan g (2) = aqg
k=0
olmalidir.

g(z) = ag olmasi (2.5) den R} = diag {{aoby};—,} olmasim sagladigindan

diger taraflar agikardir. m

1 ..
Uyar1 2.3 Teorem 2.3 de b,, = 1 alinirsa Onerme 1.5 elde edilir.
n

Sonug 2.2 R, Rhaly matrisi normal degildir.

. 1
Ispat. R de g (z) = 1
—z

Teorem 2.3 den R, normal degildir. =

alinirsa Ry, elde edilir. O halde g (z) sabit olmadigindan

Sonug 2.3 C Cesaro matrisi normal degildir.

1
ve g (z) = —— # ¢ (sabit) aliirsa istenilen elde

ispat. Teorem 2.3 de b, = =7
-z

n+1
edilir. m

Teorem 2.4 Her n € N i¢in b, # 0 ve 3b, € R olsun. Bu durumda, R self-

adjointtir < bir c € R i¢in g (z) = ¢ dir.
Ispat. R} = (R})" olmah. O halde (2.5) ve (2.7) den
aobo = agby , a1hy = ashy = aghy =--- =0
dir. Her n € N i¢in b,, # 0 oldugundan
ag=ag,a1 =ays=az=---=10

elde edilir. O halde ap € R ve g(2) = ap € R dir. =
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1
Uyar1 2.4 Teorem 2.4 de b, = 1 alimirsa Sonuc 1.8 elde edilir.
n
Sonug 2.4 R, Rhaly matrisi self-adjoint degildir.
. 1
Ispat. Teorem 2.4 de ¢g(z) = T # c (sabit) alinirsa istenilen elde edilir. m
—z

Sonug 2.5 C Cesaro matrisi self-adjoint degildir.

1
ve g (z) = —— # ¢ (sabit) aliirsa istenilen elde

. 1
Ispat. Teorem 2.4 de b, = =
n 1-=2

+1
edilir. m
Teorem 2.5 Hern € N i¢in b, > 0 ve (b,) kesin azalan olsun. Bu durumda, her

g € Bigin (R])" devirlidir.

Ispat. ¢ (0) = 0 ise bu durumda sonug, [20] Teorem 2 den elde edilir. Eger g (0) # 0
ise (2.7) deki kosegen girigleri farklidir ( her n € N igin b, > 0 ve b,, kesin azalan).
Dolayisiyla [1s] Onerme 3.6 dan (R{)" devirlidir. m

1 ..
Uyar1 2.5 Teorem 2.5 de b, = T alirsak Onerme 1.6 elde edilir.
n

Asagida, bir alt ticgensel matrisin point spektrumunun belirlenmesinde kul-

lanilan, temel lemma verilmigtir.

Lemma 2.1 Eger T, D = {an‘}zl kéosegen girisleri ile B min bir ortonormal

bazinda bir alt i¢gensel matris gosterimine sahipse o, (T) C D dir.

Ispat. Altiicgensel matris gosterimine sahip T verilsin. v, T’ nin bir 6zvektorii olsun.
Boylece en az bir A i¢in Tv = Av dir. B nin bazinda v = (v, vs,...) yazahm. Bu

baza gore T' altiiggensel oldugundan

a1 U1 )\1}1
21 (22 %) AU
a3z; a3z ass U3 Avs

elde ederiz. v bir 6zvektor oldugundan sifirdan farklidir. Dolayisiyla 1 <i <n —1
igin v, # 0 ve v; = 0 olacak sekilde bir n vardir. Yukaridaki matrisi kullanarak
v, = (Tv),, = anyvy, oldugunu hesaplariz. v, # 0 oldugundan a,, = A oldugunu

elde ederiz. Boylece A € D dir. m
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Teorem 2.6 Her n € N i¢in b, # 0 ve {(n+1)b,} dizisi sunarly olsun. Birn >0
icin g (z) = 2™ ise bu durumda;

(i) n =0 i¢in o (RY) = {by},—, U{0} dur.

(it) n > 0 igin o (R]) = {0} dur.

Ispat. Teorem 1.24 den C,y kompakttir ve R} = D,Cy oldugundan ve D, sinirh
(bak Lemma 2.2) oldugundan R; kompakttir. Boylece 0 € o (R]) dir. Ayrica
eger A € o (R})\ {0} ise bu durumda X € o, (R]) dir. Lemma 2.1 den o, (R]) C
{9(0) bi} o, oldugunu biliyoruz.

Eger n = 0 ise yani g (2) = 1 ise bu durumda Teorem 2.3 den R} normaldir.
Ayrica R} kosegendir. Dolayisiyla o, (R) = {bx},o, dir. Boylece o (Rj) = {0} U
{bx} 7, dir.

Eger g (2) = 2" budurumda g (0) = 0 dir. Dolaysiylao (R]) = o, (R]) = {0}

dir. m

alimarsa Onerme 1.7 elde edilir.

Uyar1 2.6 Teorem 2.6 da b, =
n

Teorem 2.7 Eger |3| = 1 ile g5 (2) = g(82) ise bu durumda R, , R} ye iiniter

denktir. Bunu Rgﬁ ~ Ry ile gosterecegiz.

Ispat. Us : H?> — H? , Us(f)(2) = f(Bz) operatoriinii tanimlayalim. Uz nin
Uj = Ug ile tiniter oldugunu gérmek kolaydur.
Simdi {initer denkligi gosterelim, Uﬁ*Rgﬁ Us = Rj oldugunu gostermeliyiz. Uz nin

{z"71}7 | bazma gore matris gosterimi; Us (2%) (z) = (5z)" oldugundan, yani,
Us (1) (2) =1, Us (2) () = Bz, Us (2°) (2) = 22, -

oldugundan, diag {3"} kosegen matrisidir. Ayrica biliyoruz ki (Us)" = Uz = (Us) !
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dir. O halde UngﬁUﬁ =

1 aobo
_ B aibi8 agby
52 a25252 aiby3  agby
aobo
' b1 b3
_ @101 o071
B B
- —2
B
azb252 albzﬁz
aobo

ax 5155 aOblﬁg

azbzﬁ 252 ay 525252 aobzﬁ 252

aobo
aby |5|2 apby |5|2

ashy |B]* abs |B]* aobs B

dir. Boylece R)® & R elde edilir. m
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Uyar1 2.7 Teorem 2.7 de b, = alirsak Teorem 1.25 elde edilir.

n

Sonug 2.6 Eger 3 € T ise bu durumda o <Rb1m> =0 (Ry) ={z:]|z—L| < L}US
dir. Burada L =lim (n+1)b, ve S ={a,:n=0,1,2,...} dir.

Ispat. Istenilen Teorem 2.7 ve Teorem 1.28 den elde edilir. m
Lemma 2.2 g € B ve {(n+1)b,} dizisi sinarly bir dizi ise Ry sunrldar.

ispat. (x;) € 2 olsun,

2b1 I
3b2 )

Dbxn =

= (bol’o, lel’l, vy (n + 1) bnxn; ‘e )

dir. O halde {(n + 1) b,} dizisi siurh oldugundan her n € N i¢in |(n +1)b,| < M

olacak sekilde M > 0 sayis1 vardir. Boylece

D 1+ 1) b 2l < MY |l = M2 ||
n=0 n=0
olur ki, bu
[ Dya || < M |||

olmasi demektir. Boylece D, simrhdir. Ayrica g € B iken C, smirhi oldugundan,

RY = D,C, operatérii simrhdir. m

alimarsa Onerme 1.10 elde edilir.

1
Uyar1 2.8 Lemma 2.2 de g (z) = 1
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2.2 Genellestirilmis Rhaly matrislerinin Topolojik 6zellikleri

Bu kisimda b dizisi ile verilen H? deki biitiin sinirh genellestirilmis Rhaly operator-
lerinin kiimesi olan R, kiimesinin bazi topolojik 6zelliklerini aragtiracagiz.

Ry, Lemma 2.2 den {(n + 1) b, } dizisi sinirh bir dizi olmak iizere
Ry ={R} : g€ B}

kiimesidir. Ry, nin B (H?) nin bir kapah altuzay: oldugunu gosterecegiz ve T den R,
ye bir operator tanimlayip kuvvetli operator topolojide bu operatoriin birebir érten

ve siirekli oldugunu gosterecegiz.
Tanim 2.3 Zayif operator topoloji veya ZOT, x,y € H ve T € B (H) i¢in
Try = (T, y)]

yarmormu ile tretilen B (H) tzerinde lokal konveks topolojidir.
Denk olarak eger {T,}, B(H) i¢indeki operatirlerin bir ag ise T, O 7 dir &

x,y € H ig¢in (Tox,y) — (Tx,y) dir.
Tanim 2.4 Kuvvetli operatéor topoloji veya KOT, x € H ve T € B (H) igin
T, = |T=|

yarmormu ile tretilen B (H) tizerinde lokal konveks topolojidir.
ZOT-yakinsakliktaki gibi KOT-yakinsaklbk da denk olarak eger {T,}, B (H) i¢indeki

operatorlerin bir agu ise T, ROT'T dir & her bir x € H igin |(To, — T) x| — 0 dur.
Teorem 2.8 Ry, , B (H?) nin bir zayf operatér kapaly altuzayidar.

Ispat. R, nin altuzay olusu, matris operatorlerinin lineerligi ve B nin lineerliginden
gikar. Gergekten de; RY', R{* € Ry ise R]' + R{* = R{* dir ve g1, 92 € B iken
g1+ g2 € Boldugundan RJ' ™ € R, dir. Biz R, nin zayif operator topolojide kapal
oldugunu ispatlayalim.

{R}}. , Ry iginde {R}} 28 S olacak sekilde operatorlerin bir ag olsun. Bizim
amacimiz bir h € B i¢in S = R} oldugunu gostermektir. Z (ar), 2* , go mn Taylor

o k=0
serisi olsun.
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B (H?*), ZOT-kapal oldugundan S € B (H?) elde ederiz. [{R]},] ni? H? nin
standart bazina gore {R}}_ nin matris gosterimi olsun. {R}} “OF S oldugundan
her n, j icin [{R{},] nj Sp; dir. Bu bir Hilbert uzay1 tizerinde her bir 7" siirh

operatorii igin genel bir gercek olan, {e,},_, ortonormal baza gére T i¢in matrisin

. = (an,j)a bn

nj

nj-inci giriginin T,,; = (Te,, e;) olmasidir. Eger n > j ise [{R}},]
dir. Bun > j i¢in S,; = lim, (a,—;), b, olmasim saglar. n < j i¢in [{R7} ] i = 0
oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla n < j igin S,,; = 0 dir. Boylece S, (2.6) formuna
sahiptir.

¢ € C olmak iizere

o0

= Z {R{}.],

=1

tanimlayalim. Bu durumda S = R} dir. Teorem 1.23 den h € B dir. Boylece S € R,
dir.
ZOT, norm topolojiden daha zayiftir, dolayisiyla Ry nin norm kapali oldugunu
da elde ederiz. Boylece Ry, , B (H?) nin kapal altuzayidir. m
Simdi
p:T—Ry , p— Rbl’%
operatoriinii tanimlayalim.

Teorem 2.9 ¢ : T — Ry bir bijektif kuvvetli operatér siirekli dondisimdiir.

ispat. 3, — 3 olsun. Herbir f € H? icin

|57 = mm) o] =

oldugunu gostermeliyiz. f (z) = Z a,z" olsun. Teorem 2.7 den
n=0

1 1 —1
R, ™ —R " =R —R,
dir. Eger f € H? ise bu durumda,

(- m)o] - [ (o= -

- Qﬁw—ﬁm>%mH,%umm

= <Rb1ﬁ’“z - Rﬁ) (g)H burada g = Uz (f) € H?
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dir. Dolayisiyla

KOT 2 KOT
R, s R} w5 & R, TP = R,

dir. 5 = 1 oldugunu kabul edelim.

WE

R (£(2) =

(b Z a]> (8,2)"

(bn Z aj> z
j=0
dir. Son iki egitligi taraf tarafa gikartirsak

<R_ - Rb) (f) = ib (Z (5% - 1>)

n=0

hE

Ry (f(2) =

3
Il
<)

7—1

elde edilir. Buradan 5% -1=(p, -1 (1 + By + B+ 5?:1) =B — 1) 252

=0
o)

oldugundan

2

2 n

- S e e )
Eo |

= Zb2|5k_1|
—1| Z Za]b Zﬁl
7=0

n=0

dir. <Rblﬁ’“z - Rb> (f) € H? ise Ve > 0 igin N vardir 6yleki Vn > N igin

oo n j—1 2
B, — 17 Z Z a;by, Zﬁéﬁ < g (kalan terim sifira gider) (2.9)
n=N | =0 1=0

gecerlidir.
N-

Z

DS |
n=0 =0
olsun. M < oo dur, ¢iinkii toplam sonludur B, — 1 olmasinin manas1 Ve > 0 icin
K vardir dyleki Vk > K igin |5, — 1| < — M dir. € > 0 sabit olsun. Eger n > N ve
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k > K alirsak, bu durumda

)T m PR SIS m

n=0 | j=0 n=0 | j=0
1Y Y, Zﬁl
n=N | j=0
€ €
— M+ - =
S ot

1— f@ﬁkz KOT

elde ederiz. Boylece R, Ry, dir dolayisiyla ¢, KOT-siireklidir. m
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3. GENELLESTIRILMIS RHALY MATRISININ SPEKTRUMU

Bu boliimde, g sembolii bir rasyonel fonksiyon oldugunda genellegtirilmis
Rhaly matrisi ile ilgili spektral sonuglar ispatlayacagiz. Burada spektrumun sadece
bir kismi kesir biciminde yazilan rasyonel fonksiyonun katsayilarina bagl oldugu
goriilmektedir. Bu operatorler igin esasli spektrum agik bir sekilde elde edilmigtir.
Genellestirilmis Rhaly matrislerinin spektrumunu hesaplayabilmek i¢in 2002
yilinda [32] de S.W. Young'un kullandig1 teknigi uygulamak istedik. [32] deki ¢alig-
masinda S.W. Young, Berger-Shaw teoremini kullanarak her 5 € T igin Cs nin
esasli normal oldugunu sdylemistir ve spektrumu hesaplamak igin iki lemma kul-
lanmigtir. Bizim bu lemmalar1 kullanabilmemiz i¢cin Rhaly matrisinin devirli ve
altnormal oldugunu gostermemiz gerekir. Rhaly matrisinin bu beklenen 6zellikleri
acik problem olarak durmaktadir. Ustesinden gelemedigimiz bu yoéntem disinda
ikinci bir yontem ise S.W. Young'in [33] deki kullandigr yontemdir. Bu yontemi

kullanabilmemiz igin Hilbert-Schimidt baglikli agagidaki kisma ihtiyacimiz vardir.

3.1 R} nin Hilbert-Schimidt Ozelligi

Genellestirilmis Rhaly matrisinin spektrumunu hesaplayabilmek i¢in S.W. Young’'nin
[33] de verilen galigmasindaki lemmalar1 kullandik. Bu lemmalarin hipotezlerini
saglayabilmemiz  igin bu kisimda, |3,] = |By] = 1 olmak iizere

B, # 5 kompleks sayilari igin Rf 1Rbﬁ 2, <Rf 1) Rbﬁ * ve Rbﬁ ! <Rbﬁ 2) operatorlerinin
1

birer Hilbert-Schimidt operatorii oldugunu gosterdik. Burada; Rf '=R, P17 dir.

Lemma 3.1 Eger a € Z, By =0, B, = Zﬁk , k= 7,...,n ve (ag) pozitif

k=j
terimli azalan bir dizi ise, bu durumda
k
2 1 1 1
> <o ()
|1 - 6| j an
dar.
Ispat. Her k icin
571 j+1 14+ ‘6n7j+1‘ 92
Bil=|> 8 = |9" <|p -
1Bl = Z iy e Ll e e T
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dir. O halde

elde edilir. Son egitlikte mutlak degere gegersek

elde edilir. m

Teorem 3.1 (b,) € (? pozitif azalan bir dizi ve |3,] = |By] = 1 olmak iizere 8, # [y
kompleks saylary i¢in Rbﬁ 1R5 2 bir Hilbert-Schimidt operatoridiir. Burada; Rf !

1
Rblfﬁ” dir.

ispat. R)'R)> € B, (H?) dir & UsR,'Us,UsR,*Us, € By (H?) dir. Bununla
birlikte Teorem 2.7 den UgRbﬁ *Us, = R, dir. Dolayisiyla 3, = 1 oldugunu kabul

edebiliriz. 3,

H? igin {z" '} standart baza gore R} i¢in agagidaki matris gosterimini yaza-

lim.

IN

IN

By,
a
n

-5

-5

=+

n—1

+Y B (%—
k

k=j

n—1

1

a
a’ﬁ,

E
=
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(-
J ak

Sl

k=

1
a©

aj

_I_

i B olarak yeniden simmiflandiralim.

Ol
7’L

o)

A1

1

(

)

)\

ak+1
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f3by by
5%y by ) (3.1)

Bbs s Pby by

1 1 o
R} =R™ | = "= ? 224 --+). O hald
(22, b 1= 32 ;(52) \a;_/‘l'\ﬂf/z—l-\ﬂ’JZ—l- ) alde
0 , n<j
(Rbﬁ)n] = Y n?] - 1727

oldugunu elde ederiz. Rf Ry, yi hesaplarsak

b, , n>k
0 , n<k

oldugundan
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RVR, =

bo bo
by by by b
= | 8%, Bb, by by by by
By B%s  Bby by by b3 by b3
by
Bbibg + b2 b2
= 32bobo + Bbyby + b? Bboby + b b2

Bb3bg + bsby + Bbsby + b3 52bsby + Bbsby + b3 SBbsbs + b3

dir. O halde koordinatsal olarak,

0 , n<j

(RfR,,) = Conj=12. ..
nj

E B oy by, m>j

k=j

elde ederiz, bunu diizenlersek

- 1 B 85 2k
R CORN (O
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oldugundan

0 , n<j

QﬁRJm: ) Coni=12,..
—=k .
B Bbuabis , n>

k=j

matrisini elde ederiz. Simdi Rf Ry nin Hilbert-Schmidt normunu hesaplarsak

2
fsin),, - S|(wm),
© n 5
— ;; (Rbe)nj‘ ;o (Rbe) alt iiggensel)
o0 n n 2
=D ) HUS) S B (E )
n=1 j=1 k=j
dir. & = —1 ile Lemma 3.1 i uygularsak
2 2bj,1

<

(by—1 + |bj71 —by|) <

S B
k=j

o halde (3.2) den

1 5] 11— 5|

frenf, =% (75)
I _45|2 > (baa)? z_; (bj-1)*

n=1 j

IN

IN

4 - )\
oo Z(b“)) o

n=1

elde ederiz. Boylece Rbﬁ Ry, bir Hilbert-Schmidt operatoriidiir. m

Spektrumu hesaplayabilmemiz i¢in yeni sonuglara ihtiyacimiz var.

Teorem 3.2 (b,) € (? pozitif azalan bir dizi ve |3,| = |By| = 1 olmak iizere 5, # /3,
kompleks sayilary i¢in <Rbﬁ 1)* Rbﬁ2 ve Rbﬁ ! <R§ 2)* Hilbert-Schimidt operatoridiirler.

Ispat. Genelligi bozmaksizin 3, = 1 oldugunu ve 3, yerine 8 aldigimzi kabul

edelim.
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Biz ilk once <R§1) R € By (H?) oldugunu gosterecegiz. (3.1) den

(), =

oldugunu elde ederiz. Boylece

")
— —2 —3
bp Bby  Bby  Bby - bo
- —2
by Bby  Bby - by
— by Bb:’, . by
by . by
b2+ 03+ B 0%+ - Bb2+ B0+ -
D4+ BE+ B2+ D24 BR 4B+
B4R+ B4 D24 BR 4B+

yani; koordinatsal olarak,

n,j=1,2
by

by by

bs b3 b3

B+ B

Bb%+52b§+...

()R] =57 Y
k=max{n,j}

elde ederiz. Dolaysiyla agagidaki toplamin yakinsak oldugunu gostermeliyiz.

o0

n,j=1 | k=max{n,j}
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Biz ilk once | > 5'b7_,| yi degerlendirelim.

k=max{n,j}
Durum 3.1 n > j olsun. o = —2 durumunda Lemma 3.1 © uygularsak

Z

2b2
5 |

elde ederiz. O halde

(%) #],., = i iﬁ’“bz,l

njlkj
<
nljl
< ZZMH, (n > j, by < b))
n=1 j=1

2
4 oo
= b? ) < 00
2 Z n—1
|1_6| (n_l

elde ederiz.

Durum 3.2 j > n olsun. O halde benzer sekilde

202,
—f

2
bklé

elde edilir. Boylece

(=) &, - i

n,j=1

o 2
S Fw,

k=j

ZZ

nljl

Zzbn 1] 1 (jZn, bjﬁbn)

n=1 j=1

2
4 =,
= 1_—5|2<an1> < 0o
n=1

elde edilir. Yoni (R)") R}* € By (H?) dir.
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Simdi dikkatimizi R} (R)" operatoriine gevirelim

bo

/30

3bs

Ly

f3boby

= 525052

3°bobs

by
Bby by
by Pbs
boby
BT + b7

32b1by + [3b1by

3°b1bs + by bs

oldugundan, koordinatsal olarak

B (R) |

bs

Ry (Ry) =

boba

bp b

by

Bb1by 4 b1by

3°b2 + 302 + b2

Bbabs + B2babs + Bbabs

min{n,j}

Z 5nikbn71bjfl

k=1

5nbn71bjfl Z Bk
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min{n,j}

k=1

by b3
by b3
by b3

bs

bobs

Bb1bs + b1bs

3*babs + Bbabs + babs

3202 + 5703 + (b} + b3




elde edilir. O halde

min{n,j} s min{n,j} —k
B bn-1bj—1 Z p = bp1bj Z p
k=1 k=1
B ‘1 . Bmin{n,j}
= bpabj 1 |B| ———=—
2b, 101
- 1=4
elde edilir. Boylece
s 00 min{n,j}_k 2
HRb (Ryp) _ = Zl B"by 1051 kz; B
n,j= =

IN

4 - 2 . 2
|1 o 5|2 (Z bn71 ijl>
n=1 j=1
2
4 >
= m (anl) < oo.
n=1

dir. Dolayisiyla R] (R,)* € By (H?) dir. m

1
Uyar1 3.1 Teorem 2.7 ve 3.1 de b, = T alimarsa[ss] , Teorem 2.3 elde edilir.
n

7, B (H?) den Q (H?) Calkin cebri iizerine kanonik doniigtimii gostersin. Teo-

rem 2.7 ve 3.1 den asagidakileri elde ederiz.

7 (RJR,) =0 (34)
T <<R§)*Rb) —0 (3.5)
w (R (Ry)) =0 (3.6)
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3.2 R} nin Spektrumu

Bu kisimda biz, sembol rasyonel fonksiyon oldugunda genellegtirilmis Rhaly
matrisinin spektrumunu hesaplayacagiz.

P(z)
Q(2)

olacak sekilde iki polinomsa R ye rasyonel fonksiyon denir. Spektrumu hesaplanacak

Ik 6nce rasyonel fonksiyon tanimmi verelim. Eger P ve Q, R (z) =

olan genellegtirilmis Rhaly matrisindeki rasyonel fonksiyonu segerken biz R yi
sinirli yapan R rasyonel fonksiyonunu kullanmaliyiz. Son olarak bu R nin birim disk
icinde hicbir kutuba sahip olamayacagini not edelim. Ayrica eger (), T iizerinde sifir-
lara sahip olursa bu sifirlar basit olmalidir. Eger birim ¢gember iizerinde bir ¢ift kath
kutup varsa bu durumda kutupta ilkelin biiyiikligii logaritmik biiytikliikten daha
hizli olmahdir, dolayisiyla bu BMOA da degildir (BMOA fonksiyonlarinin biiyiime
ozellikleri tizerine bilgi edinmek igin [7] ye bkz).

Bu kisimda, T ile iligkili onun kismi kesir ayrigimini R ile gosterecegiz, yani;

S kapali birim diskte analitik olan bir rasyonel fonksiyon olmak tizere

R(z)=3"1 _C”ﬂz +5(2)

dir.
Bizim ana teoremimizi ispatlayabilmemiz i¢in gereken ve S.W. Young’m [33]

de ispatladigi iki 6nemli Lemmay1 agagida ispatlar ile verelim.

Lemma 3.2 ¢ # j i¢in aa; = aja;, = 0 ve aja; = a;a; = 0 olmak dizere eger
ai, s, ..., a, bir A , C* cebrinin elemanlar: ise ve o; € C ise bu durumda
n n
{0} Uo (Z ozial) = U o (oziai) (37)
i=1 i=1

gecerlidir ([33] , Young 2004, Lemma 3.2).

(Lemmay1 ispatlamadan ©nce not edelimki tersinir olmayan elemanlarmn
toplaminin tersinir olabilmesi igin (3.7) deki {0} gereklidir. Ornegin P bir izdiigiim
olsun. PP+ = P+P =0 dir fakat P+ P+ = I dir.)

Ispat. Ispati tiimevarimla yapacagiz.
aj ve ay ile iiretilen C* cebrini C* (aq, az) ile gosterelim. C* (ay, as) , A min

bir altcebridir. Yz € C* (a1, az) elemani i¢in Teorem 1.18 den 04 () = 0 ¢+ (a;,a9) ()
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elde ederiz. ajas = asa; = 0 ve ajay = azal, asa; = ayay oldugundan C* (a1, as)
bir komutatif C*-cebridir. Teorem 1.17 yi uygularsak C' (X), X iizerindeki siirekli
fonksiyonlar1 gostermek iizere, C* (a1, az) =~ C (X) olacak sekilde bir X kompakt
Hausdorff uzay1 oldugu sonucuna variriz.

f ve g sirasiyla a; ve ag nin fonksiyonlar: olsun. ajas = 0 oldugundan x € X
i¢in f (x) g (z) =0 dir. Bu, supp (f) Nsupp (g) = @ oldugunu soyler.

h, bir kompakt uzay iizerinde ¢arpimsal tersinir siirekli bir fonksiyon olsun,

1
yani; eger h hi¢ bir zaman sifir degilse 7 mevcut olsun. Biz A € C i¢in
CElf —l— CEQQ — A

nin tersinir olmasim istiyoruz. A € o (aja; + azag) olsun. Boylece oy f (x0) +
asg (xg) = X olacak sekilde bir zq € X noktasi vardir. zy € supp (f) oldugunu
kabul edelim, bu durumda f ve g nin destekleri farkli oldugundan g (x¢) = 0 dur.
Bu yiizden oy f (x) + ang (x9) = a1 f (x9) = A dir. Boylece A € o (ajay) dir.

Eger 2 ¢ supp (f) ise bu durumda hem x4 € supp (¢) hem de x¢ ¢ supp (f)N
supp (g) dir. Eger xy € supp (g) ise bu durumda yukaridaki argiimen A € o (azaz)
oldugunu gosterir.

Eger xo ¢ supp (f) Nsupp (¢) ise bu durumda A = oy f (x¢) + azg (x9) = 0
dir. Biz

{0} Uo (Ozlal + CEQCLQ) g o (a1a1> Uo (CEQCLQ)

oldugunu gosterdik. Tersi igin A € o (ayaq) olsun. a; f (zg) = A olacak gekilde bir
o € X noktasi vardir. Eger A = 0 ise, sol kisim igindedir. Simdi A # 0 oldugunu
kabul edelim, bu durumda zy € supp (f) ve xy ¢ supp (g) dir. Dolayisiyla

A=y f (zo) = arf (x) + azg (o)

dir, yani; A € o (a1a1 + azay) dir.

n nin genel durumu i¢in o; € C olmak iizere avyay + --- + ana, = b € A

yazalim. i # j i¢in aja; = a;a} = 0 oldugundan bunlarin lineer kombinasyonu
icinde toplamin 0 olacagini belirtelim. b ve aya, elemanlarimi yukaridaki gibi iki

eleman ic¢in dogru olan duruma uygularsak

{0} U0 (b+ ana,) =0 (b) Uo (avay)
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elde ederiz.

Sonug tiimevarimdan elde edilir.

Lemma 3.3 Eger i # j i¢in T;1; € K (H) olacak sekilde T, ..., T, € B (H) ise ve
a; € C ise bu durumda her \ ¢ U 0. (T;) igin

=1

n

ind (zn: o Ty — /\) = ind (T} — A) (3.8)

i=1

elde ederiz ([33] , Young 2004, Lemma 3.4).

Ispat. Ispati tiimevarimla yapacagiz.

Kabul edelim ki A ¢ o, (T}) Uo. (T3) olsun.

Eger A = 0 ise bu durumda T} € F ve T, € F dir. Boylece T\ T, € F dir.
Bununla birlikte 7 (7773) = 0 dir ve 0 tersinir degildir. Dolayisiyla 0 € o, (77) U
0. (T3) dir. Bu nedenle A # 0 oldugunu kabul edebiliriz.

(Ty — A) (T — X) y1 hesaplayalim.

(Ty = N) (Ty = N) =TTy — ATy + Ty — N) (3.9)

dir. Dolayisiyla
1
A

1
elde ederiz. Burada 77 + Tp — A, X (Ty — A) (Ty — A\) Fredholm operatoriiniin bir

1
(Tl_A>(T2_A>:XTlTQ_Tl_TQ_I')\

kompakt perturbasyonu oldugundan
0. (T +Ts) Co.(T1)Uo, (1)
oldugunu dikkate alalim. Onerme 1.4 (iii) den
ind (T) + Tp — A) = ind G (T, = N) (Ty — /\)>
oldugunu elde ederiz. Onerme 1.4 (ii) den
ind (; (Ty — \) (T — A)) — ind GI) +ind (T) — A) + ind (T5 — \)

elde ederiz. Dolayisiyla,

1

A

= ind (7T} — A) +ind (T3 — A)
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dir.

Simdi tiimevarimla n tane genel operator igin ispat tamamlanir. m
Teorem 3.3 Eger (by) € (* kesin azalan bir dizi, {(k+1)by} kesin artarak
0 # L < oo saysina yakinsayan bir dizi ve her bir i i¢in oy # 0, 3, ler farkl

ve |B;| = 1 olmak tizere g (z) = Z

=1

1 aiﬁ ise, bu durumda R} i¢in asagidakiler
ey
gecerlidir.

(i) E={g(0)by}rey\ U D (oy L) olmak iizere o U YU E dir.

i=1 =1

(ii) o (R]) = | JOD (a;L) dir.
i=1
(i) G = ZXD(O%’L) olmak tizere X ¢ o.(R]) i¢in ind (R} — ) = =G (A)
i=1
dor.
Burada D (a) = {z: |z —a| < |a|} kiimesini, D (a) onun kapamginz 0D (a)

da onun simirine gostermektedir.

n

ispat. g(2) = Z

=1

oldugundan

Q;
1—p;z
=Y "R, (3.10)

=1

elde edilir. (3.4), (3.5), (3.6) ve Lemma 3.2 den

{0} Uo (r(RY) = {@w(i)@ﬂfi))

= Ur (s (om)).

Bir T" operatoriiniin esash spektrumu Calkin cebrindeki 7 (7") yan kiimesinin

spektrumu oldugundan, yani; o (T') = o (7 (T')) oldugundan ve Teorem 1.30 dan

n n

(0}ua, (B) = Jo. (ainﬁi) = JoD (aiL) (3.11)
=1 =1
elde ederiz.

Bununla birlikte (3.11) den 0 n sag tarafin bir limit noktas: oldugunu

biliyoruz. Boylece 0 € o, (R]) dir. Dolayisiyla
o.(RY) =|JoD (asL) (3.12)

=1



dir.
Benzer sekilde Rfinﬁj € By(H?) C K(H?) ve K(H?) bir vektér uzay
oldugundan ozinioszfj € K (H?) dir o halde Lemma 3.3 den \ ¢ U o, <04in61')
i=1

icin ind (R} —\) = Zind (ainﬁi - )\) sonucuna varwiz. [15] Lemma 2.2 den
i=1

A € D (a;L) icin ind <o¢ini - /\) — —1veA¢ D(ayL) icin ind <o¢inﬁi - )\) = 0 dir.
Boylece ind (ozini - /\) = —Xp(a,z) dir. Lemma 3.3 den indeksin R} i¢in toplamsal

oldugunu biliyoruz. Buradan, A ¢ o, (R}) U 0D (o, L) igin

=1

ind (RY — ZXD@L) G\ (3.13)

elde ederiz. Dolayisiyla teoremin 3. gikki elde edilir.
(3.8) den ind (R] — A\) = 0 olmast igin tek yol her ¢ = 1,n igin A ¢ D (a;L)
olmasidir.

Gergekten de
0 =ind (R — Zmd <R6 )

ise i = 1,n i¢in ind <Rbﬁi - )\) = 0 dir. Boylece[15] Lemma 2.2 den her i = 1,7 i¢in
A ¢ D (o) dir.
Simdi ind (R} — A) = 0 olacak sekilde A € o (R}) noktalarmi inceleyelim. Bu

tip noktalar R} nin 6zdegerleridir, yani; A € o, (R}) dir.
E:={Xx€o(R]):ind(R] -\ =0}

kiimesini tanimlayalim. £ N O D (o;L) = 0 dir.

RY alt ticgensel oldugundan felmma 2.1 den R} nin sadece miimkiin 6zdegerlerinin
{g(0)bx},e, kosegen elemanlar1 oldugunu biliyoruz. {mbk}:; C o, ((R))")
oldugunu gostermek kolaydir. Ciinkii, onlar bir iist iicgensel operatoriin késegen

elemanlaridir. Dolayisiyla

dir. Boylece



dir. m

Uyar1 3.2 Teorem 3.3 de b, = alimirsa Teorem 1.27 elde edilir.

n —+

1
Uyar1 3.3 Teorem 3.3 de g (z) = 1

alinirsa Teorem 1.28 ve 1.30 elde edilir.

1 1
Uyar1 3.4 Teorem 3.8 de b, = —7 e (2) = 1 alimarsa Teorem 1.20 ve 1.22
n —z
elde edilir.
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