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ÖZET

GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ RHALY MATR·ISLER·IN·IN CEB·IRSEL VE

SPEKTRAL ÖZELL·IKLER·I

Doktora Tezi

Nuh DURNA

Cumhuriyet Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Mustafa YILDIRIM

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r:

Birinci bölümde, ilk önce Banach uzaylar¬ üzerinde s¬n¬rl¬ lineer

operatörlerin temel özellikleri verilmi̧stir ve s¬n¬rl¬ lineer peratörlerin spek-

trumundan bahsedilmi̧stir. Daha sonra spektrumla ilgili temel teoremimizi

ispatlayabilmemiz için gereken lemmalar¬n ifadesinde bulunan C�-cebirlerinin

tan¬m ve özelliklerinden k¬saca bahsedilmi̧stir ve C�-cebirlerinin spektrumu

aç¬klanm¬̧st¬r. Devam¬nda spektral teoride önemli bir yeri olan Fredholm teori-

den bahsedilip, kompakt lineer operatörlerin daha geni̧s bir s¬n¬f¬olan Fredholm

operatörleri ile esasl¬spektruma k¬saca giri̧s yap¬lm¬̧st¬r. Birinci bölüm; Ces�aro,

Rhaly ve genelleştirilmi̧s Ces�aro operatörleri için bilinen baz¬ sonuçlar¬n

verilmesiyle sonland¬r¬lm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde genelleştirilmi̧s Rhaly matrisleri tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu

matrislerin operatör teoride yer alan baz¬özellikleri ve baz¬topolojik özellikleri

verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde genelleştirilmi̧s Rhaly matrisi ile ilgili spektral

sonuçlar ispatlanm¬̧st¬r ve bu operatörler için esasl¬spektrum aç¬k bir şekilde

elde edilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Ces�aro operatörü, Rhaly operatörü, genelleştirilmi̧s

Ces�aro operatörü, genelleştirilmi̧s Rhaly matrisi, spektrum, esasl¬spektrum.
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ABSTRACT

ALGEBRAIC AND SPECTRAL PROPERTIES OF GENERALIZED

RHALY MATRICES

Ph. D. Thesis
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Advisor: Assistant Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

This thesis consist of three parts.

In the �rst part, initially, some basic properties of bounded linear operators

de�ned on Banach spaces have been given and spectrum of bounded linear

operators has been considered. Later, de�nition and properties of C�-algebras,

involved in states of lemmas which are needed to us prove our main theorem

related with spectrum, have been considered and also the spectrum of C�-

algebra has been explained. Then, Fredholm Theory, which have a important

role in spectral theory, has been recalled and by using Fredholm operators

which is a more general class then compact linear operators, essential spectrum

has been brie�y introduced. We ended the �rst part by giving some known

results about Ces�aro, Rhaly and generalized Ces�aro operators.

In the second part, generalized Rhaly matrices have been de�ned. Also,

some known properties in operator theory has been proved for these matrices

and some topological properties of these matrices have been given.

In the third part, spectral results for generalized Rhaly matrix has been

proved and essential spectrum for generalized Rhaly matrix has been obtained

explicitly.

Keywords: Ces�aro operator, Rhaly operator, generalized Ces�aro operator,

generalized Rhaly matrix, spectrum, essential spectrum.
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Cg g sembolü ile genelleştirilmi̧s Cesaro operatörü

Ra an dizisi ile verilmi̧s Rhaly matrisi

H (D) Birim diskte analitik fonksiyonlar¬n uzay¬

Hp Hardy uzay¬

v



Rgb bn dizisi ile verilmi̧s g sembolü ile genelleştirilmi̧s Rhaly matrisi
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1. FONKSIYONEL ANALIZ VE OPERATÖR TEORI

1.1 Giri̧s

Bu bölümün amac¬, sonraki bölümlerde kullan¬lacak olan tan¬m ve teoremleri ver-

mektir. ·Ilk önce Banach uzaylar¬ üzerindeki s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin temel özel-

liklerini verece¼giz ve s¬n¬rl¬ lineer operatörün spektrumundan bahsedece¼giz. Daha

sonra spektrumla ilgili temel teoremimizi ispatlayabilmemiz için gereken lemmalar¬n

ifadesinde bulunan C -cebirlerinin tan¬m ve özelliklerinden k¬saca bahsedece¼giz ve

C -cebirlerinin spektrumunu aç¬klayaca¼g¬z. Devam¬nda spektral teoride önemli bir

yeri olan Fredholm teoriden bahsedip, kompakt lineer operatörlerin daha geni̧s bir

s¬n¬f¬ olan Fredholm operatörleri ile esasl¬ spektruma k¬saca giri̧s yapaca¼g¬z. Bu

bölümüCesaro, Rhaly ve genelleştirilmi̧s Cesaro operatörleri için bilinen baz¬ sonuçlar¬n

verilmesiyle sonuçland¬raca¼g¬z.

1.2 Operatör Teori

Fonksiyonel analiz sonlu veya sonsuz boyutlu vektör uzaylar¬n¬n çal¬̧s¬lmas¬d¬r. Bununla

birlikte fonksiyonel analiz başl¬¼g¬ alt¬nda iki farkl¬ disiplin vard¬r. Bu alanlardan

birisi Hilbert uzaylar¬ üzerinde s¬n¬rl¬ operatörlerin çal¬̧s¬lmas¬d¬r, bu operatör teori

olarak adland¬r¬l¬r. Bu bölümde operatör teoride kullan¬lan ana hatlar verilecektir.

Çal¬̧sman¬n amac¬ bir Hilbert uzay¬ üzerinde verilen s¬n¬rl¬ lineer operatörün

yap¬s¬ üzerinedir. B ( ) ile bir Hilbert uzay¬ üzerindeki bütün s¬n¬rl¬ lineer

operatörlerin kümesini gösterece¼giz. B ( ) ¬n kendisi bileşkenin do¼gal çarp¬m¬ ile

bir Banach uzay¬d¬r ve bir cebirsel yap¬d¬r. E¼ger dim = ise B ( ) ¬n aşikar

olmayan bir ideali, kompakt operatörlerin iki tara�¬ idealidir ve ( ) ile gösterilir.

Sadelik için e¼ger , Hilbert uzay¬ belli ise ile gösterilir.

D := x : x < 1

olsun. Tez boyunca verilen Hilbert uzaylar¬n¬n ayr¬labilir oldu¼gunu kabul edece¼giz.

Bu bölümde, ilk olarak s¬n¬rl¬ lineer operatör kavram¬n¬ tan¬mlay¬p baz¬ özel-

liklerini belirtece¼giz. Daha sonra ise bir s¬n¬rl¬ lineer operatörün spektrumunun
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önemli özelliklerini belirttikten sonra, spektrumun ayr¬k bir ayr¬̧s¬m¬n¬ verece¼giz.

1.3 S¬n¬rl¬ Lineer operatör

X ve Y , ayn¬ K cismi üzerinde iki normlu uzay ve T : X Y lineer operatör olsun.

E¼ger her x X için

Tx M: x

olacak biçimde bir M > 0 say¬s¬ varsa T operatörüne X uzay¬ndan Y uzay¬ içine bir

s¬n¬rl¬ lineer operatör ad¬ verilir ve X uzay¬ndan Y uzay¬ içine tan¬ml¬ bütün s¬n¬rl¬

lineer operatörlerin s¬n¬f¬ B (X; Y ) ile gösterilir. Özel olarak X = Y ise B (X;X)

yerine k¬saca B (X) yaz¬l¬r.

Bir lineer operatörün s¬f¬r uzay¬n¬

N (T ) := x X : Tx = 0 (1.1)

ve de¼ger kümesini

R (T ) := Tx : x X (1.2)

ile gösterece¼giz. Böylece T birebirdir N (T ) = 0 d¬r ve örtendir R (T ) = Y

dir.

T;S B (X; Y ) ve K olmak üzere, (T + S)x = Tx + Sx, ( ) x =

şeklinde tan¬mlanan toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri ile B (X;Y ), K cismi

üzerinde bir vektör uzay¬d¬r, ayr¬ca

T = sup
x=

Tx

x
(1.3)

normuyla birlikte bir normlu uzay olup, Y nin bir Banach uzay¬ olmas¬ halinde

B (X; Y ) de bir Banach uzay¬d¬r ([6] Brown ve Page 1970, s. 105,[26] Rudin 1973, s.

88).

X, K cismi üzerinde bir normlu uzay ve T B (X) olsun. X , X uzay¬n¬n

sürekli dualini göstermek üzere yani, X = B (X;K) olmak üzere, her x X ve her

f X için

T : X X

(T f) x = f (Tx)

2



biçiminde tan¬mlanan T operatörüne T operatörünün adjointi denir.

T ile T adjoint operatörü aras¬ndaki ili̧skilerden baz¬lar¬n¬ belirleyen önemli

teoremleri ispats¬z olarak aşa¼g¬da veriyoruz.

Teorem 1.1 X bir normlu uzay ve T B (X) olsun. Bu durumda T B (X )

olup T = T dir ([6] Brown ve Page 1970, s. 239).

Teorem 1.2 E¼ger T ve T operatörlerinin tersleri mevcut ise (T 1) = (T ) 1 dir

([13] Goldberg 1966, s. 60,[11] Dunford ve Schwartz 1958, s. 479).

Teorem 1.3 X bir normlu uzay ve T B (X) olsun. Bu durumda T 1

ters operatörünün mevcut ve s¬n¬rl¬ olmas¬ için gerek ve yeter şart T operatörünün

örten olmas¬d¬r ([13] Goldberg 1966, s. 60).

Teorem 1.4 X bir normlu uzay ve T B (X) olsun. Bu durumda T döşümünün

X içinde yo¼gun bir görüntüye sahip olmas¬ için gerek ve yeter şart T operatörünün

bire-bir olmas¬d¬r ([13] Goldberg 1966, s. 59).

Tan¬m 1.1 X ve Y birer Banach uzay¬ ve T B (X; Y ) olsun. D, X içinde aç¬k

birim yuvar olmak üzere T (D), Y içinde kompakt ise T operatörüne kompaktt¬r denir

([19] Hutson ve Pym 1980, s. 179;[26] Rudin 1973, s. 97).

Kompakt operatörlerin baz¬ özelliklerini aşa¼g¬daki teoremlerle ifade edebiliriz.

Teorem 1.5 X bir Banach uzay¬ ve T B (X) olsun. E¼ger T döşümünün görüntü

uzay¬ R (T ), sonlu boyutlu ise T kompaktt¬r ([19] Hutson ve Pym 1980, s. 180;[26]

Rudin 1973, s. 98).

Teorem 1.6 X bir Banach uzay¬ ve (Tn), B (X) deki kompakt operatörlerin bir

dizisi olsun. E¼ger (Tn) dizisi T ye düzgün operatör yak¬nsak ise T B (X) de

kompaktt¬r ([19] Hutson ve Pym 1980, s. 180;[20] Kreyszig 1978, s. 408).

Operatörlerin somut fonksiyon uzaylar¬nda incelenmesinde, kompakt

kümelerden s¬kça yararlan¬lmas¬ nedeniyle, kompakt kümelerin ö¼grenilmesinde

kolayl¬kla kullan¬labilen kriterlerin bulunmas¬ önem taş¬maktad¬r. Bu nedenle şimdi
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herhangi bir X Banach uzay¬n¬n önkompakt bir kümesi olmak üzere, uygula-

malarda en çok kullan¬lan C K) ve Lp K) uzaylar¬nda mevcut olan kompaktl¬k

kriterlerinden bahsedelim.

Tan¬m 1.2 (X; : ) Banach uzay¬n¬n önkompakt bir kümesi ve E (C ; : )

kümesi verilsin.

(a) E¼ger her x E ve her t için x (t) M olacak şekilde bir M > 0 say¬s¬

varsa E kümesi düzgün s¬n¬rl¬d¬r denir.

(b) E¼ger her 0 için enaz bir = ( ) > 0 say¬s¬ var öyleki her t1; t2 ve her

x E için

t1 t2 iken x (t1) x (t2)

oluyorsa, E kümesi (C ; : ) da ayn¬ dereceden süreklidir denir.

Teorem 1.7 (Arzelà-Ascoli) (X; : ) Banach uzay¬n¬n önkompakt bir kümesi

ve E (C ; : ) kümesi verilsin. E nin (C ; : ) da önkompakt olmas¬

için gerekli ve yeterli koşul E nin (C ; : ) da düzgün s¬n¬rl¬ ve ayn¬ dereceden

sürekli olmas¬d¬r ([24] Musayev ve Alp 2000, s.231).

Şimdi Lp K) uzay¬nda bir kompaktl¬k kriteri verelim. Her x Lp [0; 1]

(1 < p < ) fonksiyonunu [0; 1] aral¬¼g¬n¬n d¬̧s¬na x (t) = 0 olarak devam ettirelim.

O zaman her [a; b] R aral¬¼g¬ üzerinde
b

a

x (s) p ds integrali mevcuttur.

Tan¬m 1.3 Lp [0; 1] ; : p (1 < p < ) Banach uzay¬n¬n bir E alt kümesi ver-

ilsin. E¼ger her 0 için en az bir = ( ) > 0 say¬s¬ var öyleki her 0 ve

her x E için
1

0

x (s+ h) x (s) p p

oluyorsa, E kümesi ortalama anlam¬nda ayn¬ dereceden süreklidir denir. E¼ger her

x E için x p M olacak şekilde birM > 0 say¬s¬ varsa E kümesi Lp [0; 1] ; : p

uzay¬nda düzgün s¬n¬rl¬d¬r denir.

Teorem 1.8 (M. Riesz) E = x (t) : x (t) Lp [0; 1] kümesinin Lp [0; 1] ; : p

de kompakt olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul E nin Lp [0; 1] ; : p de düzgün
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s¬n¬rl¬ ve ortalama anlam¬nda ayn¬ dereceden sürekli olmas¬d¬r ([24] Musayev ve Alp

2000, s.235).

1.4 Spektrum

Bu k¬s¬mda X i C, kompleks say¬lar cismi üzerinde bir normlu vektör uzay¬ olarak

göz önüne al¬p, ile X vektör uzay¬n¬n s¬f¬r eleman¬n¬ ve I ile X den X içine tan¬ml¬

özdeşlik operatörünü gösterece¼giz.

Tan¬m 1.4 X = ve T B (X) olsun. E¼ger ( T ) 1 mevcut, s¬n¬rl¬ ve

X içinde yo¼gun bir cümle üzerinde tan¬ml¬ ise C say¬s¬na T operatörünün bir

regüler de¼geri; T nin bütün regüler de¼gerlerinin oluşturdu¼gu cümleye de T

operatörünün rezolventi denir ve (T ) ile gösterilir. (T ) = C (T ) cümlesine de

T nin spektrumu ad¬ verilir. Buna göre, e¼ger (T ) ise

(i) ( T ) 1 mevcut

(ii) ( T ) 1 s¬n¬rl¬ (yani sürekli)

(iii) ( T ) 1 X içinde yo¼gun bir cümle üzerinde tan¬ml¬

özelliklerinden enaz biri gerçeklenmez ([20] Kreyszig 1978, s. 371).

E¼ger T s¬n¬rl¬ lineer operatörü birden fazla normlu uzay üzerinde gözönüne

al¬n¬yorsa, gözönüne al¬nd¬¼g¬ X normlu uzay¬n¬ belirtmek için (T ) yerine (T;X)

ve (T ) yerine (T;X) yazaca¼g¬z.

Kapal¬ gra�k teoreminden (T ) iken

R (T ) := ( T ) 1 (1.4)

ters operatörü her zaman s¬n¬rl¬d¬r. (T ) iken bu operatöre genellikle da T

nin rezolvent operatörü denir. > T ile verilen her için (T ) ve

R (T )
1

T
(1.5)

elde ederiz.

Bunun anlaş¬lmas¬ için aşa¼g¬da Teorem 1.12 (b) verilecektir. Son olarak,

r (T ) := sup
(T )

(1.6)
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say¬s¬na T nin spektral yar¬çap¬ denir. Bu say¬ bir kompleks Banach uzay¬ duru-

munda

r (T ) = lim
n

n T n = inf
n N

n T n (1.7)

Gel�fand formülü ile hesaplanabilir.

Tan¬m 1.5 T : X X lineer bir operatör olsun. E¼ger Tx = olacak biçimde

X içinde bir x = eleman¬ varsa kompleks say¬s¬na T lineer operatörünün bir

özde¼geri ve x X eleman¬na da bir özvektör ad¬ verilir ([6] Brown ve Page 1970, s.

230,[20] Kreyszig 1978, s. 372).

Tan¬m 1.5 gere¼gince " kompleks say¬s¬n¬n, T nin bir özde¼geri olmas¬ için

gerek ve yeter şart T operatörünün bire-bir olmamas¬d¬r" önermesi do¼grudur.

Buradan şu sonucu elde ederiz.

Sonuç 1.1 X = ve T B (X) olsun. E¼ger C, T nin bir özde¼geri ise

(T;X) dir.

X = bir normlu uzay olmak üzere T B (X) operatörünün bütün

özde¼gerlerinin oluşturdu¼gu cümleyi p (T;X) ile gösterece¼giz ve T operatörünün

nokta (point) spektrumu diyece¼giz.

Bilindi¼gi gibi e¼ger X sonlu boyutlu bir normlu uzay ise T : X X lineer

operatörü s¬n¬rl¬ ve T 1 ters operatörünün mevcut olmas¬ için gerek ve yeter şart T

operatörünün bire-bir olmas¬d¬r. O halde şu önemli sonucu elde ederiz.

Sonuç 1.2 X = sonlu boyutlu bir normlu uzay ve T : X X lineer operatör

olsun. Bu durumda p (T;X) = (T;X) dir.

Burada hemen belirtelim ki,X sonsuz boyutlu bir normlu uzay ise T B (X)

operatörü için p (T;X) (T;X) ba¼g¬nt¬s¬ genellikle kesin içerme ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

Şimdi s¬n¬rl¬ lineer bir operatörün spektral özelliklerini veren aşa¼g¬daki teo-

remleri verelim.

Teorem 1.9 X = sonsuz boyutlu bir uzay ve T B (X) operatörü kompakt ise

0 (T;X) dir ([6] Brown ve Page 1970, s. 255,[19] Hutson ve Pym 1980, s. 188).
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Teorem 1.10 X = ve T B (X) operatörü kompakt olsun. Bu durumda

(T;X) ve = 0 ise p (T;X) dir ([6] Brown ve Page 1970, s. 255,[11] Dunford

ve Schwartz 1958, s. 577).

Teorem 1.11 X = ve T B (X) olsun. Bu durumda (T ;X ) (T;X)

dir. E¼ger X bir Banach uzay¬ ise (T ;X ) = (T;X) dir ([6] Brown ve Page

1970, s. 255,[11] Dunford ve Schwartz 1958, s. 568).

Ancak p (T ;X ) ile p (T;X) aras¬nda yukar¬daki teoremdeki gibi bir

kaŗs¬laşt¬rma yap¬lamamaktad¬r.

Daha fazla bilgi için aşa¼g¬daki teoremde spektrum, rezolvent operatör ve

spektral yar¬çapla ilgili baz¬ önemli özellikler verilmi̧stir (bkz [4] Appell, Pascale

ve Vignoli 2004).

Teorem 1.12 (T ) ve (T ) kümeleri, R (T ) operatörü ve r (T ) say¬s¬ için aşa¼g¬-

daki özellikler do¼grudur.

(a) T;S B (X) için

R (T ) R (T ) = ( )R (T )R (T ) , ( (T )) (1.8)

ve

R (T ) R (S) = R (T ) (T S)R (S) , ( (T ) (S)) (1.9)

rezolvent özdeşlikleri do¼grudur. Ayr¬ca R (T ) ve R (T ) (T ) için de¼gişme-

lidir.

(b) > r (T ) ile herbir C için

R (T ) =
1

I
T

1

=
1

k=0

T

K

1

=
1
I +

1
2T +

1
3T

2 + ) (1.10)

Neumann serisi B (X) de yak¬nsakt¬r.

(c) (T ) ve < R (T ) 1 olmas¬ (T ) olmas¬n¬ gerektirir.

Dolay¬s¬yla (T ), C de aç¬kt¬r.

(d) (T ) olmak üzere R (T ) B (X) operatörü analitiktir, böylece

kompleks durumunda (T ) kompleks düzlemin bir özalt kümesidir, dolay¬s¬yla

(T ) = dir.
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(e)

r (T ) T (1.11)

eşitsizli¼gi do¼grudur; X bir Hilbert uzay¬ ve T normalse (yani, Hilbert adjointi ile

de¼gişmeli ise) (1.11) de eşitlik sa¼glan¬r.

(f) (T ) kapal¬ ve s¬n¬rl¬d¬r dolay¬s¬yla kompaktt¬r.

(g) Tersine, boşkümeden farkl¬ kompakt bir C kümesi verildi¼ginde

(T olacak şekilde bir T B (X) operatörü ve X Banach uzay¬ bulabiliriz.

(h) Herbir P : C C , p ( ) = an n + + a1 + a0 polinomu için

(P (T )) = P ( (T )) (1.12)

özdeşli¼gi sa¼glan¬r.

Burada P (T ) = anT n+ + a1T +a0I ve P ( (T )) = P ( ) : (T ) dir. (Bu

teoreme spektral dönüşüm teoremi denir.)

(i) Sabit bir T B (X) ve her G (T ) aç¬k kümesi için S T olan

her S B (X) için (S) G olacak şekilde bir 0 mevcuttur (Appell, Pascale

ve Vignoli 2004, s 13).

(g) ş¬kk¬ ile ilgili bir örnek verelim.

Örnek 1.1 X = `p (1 p ) seçelim ve (an)n, kümesinde yo¼gun olmak üzere

T (x1; x2; x3; : : :) := (a1x1; a2x2; a3x3; : : :) (1.13)

olsun. anI T nin her n N için tersinir olmad¬¼g¬ aç¬kt¬r, (T ) nin kompaktl¬¼g¬

ile birlikte (T ) sa¼glan¬r. Di¼ger taraftan her bir C noktas¬ dan bir

pozitif uzakl¬¼ga sahiptir ve böylece T operatörü

R (T ) (x1; x2; x3; : : :) := ( a1)
1 x1; ( a2)

1 x2; : : :

tersi ile bir izomor�zmad¬r. Böylece bu lar için (T ) dir ve dolay¬s¬yla

(T ) dir.

Uyar¬ 1.1 (h) ş¬kk¬ndaki ifade, polinomlardan daha genel operatörler için de do¼grudur.

(i) deki ifade herbir s¬n¬rl¬ lineer T operatöründen onun (T ) spektrumu

ile B (X) den C içine üst yar¬ sürekli (çok de¼gerli) operatör oldu¼gunu gösterir. Bu
8



operatörün genel olarak alt yar¬ sürekli olmad¬¼g¬na örnek verilebilir. Bunun anlam¬ T

nin süreklili¼gi de¼gişti¼ginde (T ) "h¬zl¬ca büyümez" fakat "h¬zl¬ca büzülme" yapabilir.

Örnek 1.2 X = `1 (Z) al¬ş¬lm¬ş norm ile tamsay¬larla indekslenmiş bütün

toplanabilir

x = (xn)n = (: : : ; x 2; x 1; x0; x1; x2; : : :)

dizilerinin uzay¬ olsun. Herbir " R için,

yk =
xk 1 ; k = 0

"xk 1 ; k = 0

ile verilmiş x = (xn)n ve y = (yn)n dizileri için T"x = y ile T" B (X) operatörü

tan¬mlans¬n.

D = z C : z < 1

aç¬k kompleks birim diski göstermek üzere (T0) =
_

D elde ederiz. Di¼ger deyişle

(T") = T := @D = z C : z = 1 ; (" = 0)

d¬r. Böylece, " s¬f¬rdan s¬f¬r olmayan bir de¼gere de¼gişti¼ginde spektrum çöker.

1.5 Spektrumun Ayr¬̧s¬m¬

S¬n¬rl¬ lineer bir operatörün spektrumu birçok farkl¬ yolla ayr¬̧st¬r¬l¬r, bunlardan

baz¬lar¬ �zi¼gin uygulamalar¬na götürür (özellikle quantum mekani¼gi).

X bir Banach uzay¬ ve T B(X) olsun. E¼ger R (T ) = ( T ) 1 operatörü,

X in bir yo¼gun alt uzay¬nda tan¬ml¬ ve s¬n¬rs¬zsa bu durumda C ye T nin c(T )

sürekli spektrumuna aittir denir. Ayr¬ca e¼ger R (T ) operatörü mevcut, ancak onun

tan¬m bölgesi (yani; T nin R( T ) de¼ger kümesi), X de yo¼gun de¼gilse C

ye T nin r(T ) rezidü spektrumuna aittir denir, bu durumda R (T ) s¬n¬rl¬ veya

s¬n¬rs¬z olabilir. p(T ) point spektumu ile birlikte bu iki spektrum T nin

(T ) = p(T ) c(T ) r(T ) (1.14)

spektrumun bir ayr¬k ayr¬̧s¬m¬d¬r. Kabaca konu̧sacak olursak altspektrumdaki

elemanlar¬n¬n karakterize edilmesi için, T operatörünün , p(T ) de 1-1 ve
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örtenli¼gi, r(T ) de örtenli¼gi ve c(T ) de de stability (durgunlu¼gu) mevcut de¼gildir.

(1.14) ayr¬̧s¬m¬n¬ izah etmek için aşa¼g¬daki tabloyu ve baz¬ örnekler verelim.

R (T ) mevcut R (T ) mevcut R (T )

ve s¬n¬rl¬ fakat s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

R( T ) = X (T ) � p(T )

R( T ) = X (T ) c(T ) p(T )

R( T ) = X r(T ) r(T ) p(T )

Tabloda; X bir Banach uzay¬ oldu¼gundan; 1. sat¬r ve 2. sütunun kapal¬ gra�k

teoreminden mümkün olmad¬¼g¬n¬ belirtelim.

Teorem 1.13 (Kapal¬ Gra�k) X ve Y , Banach uzay¬ ve T : D(T ) Y kapal¬

bir operatör olsun (yani gra�¼gi X Y de kapal¬). E¼ger D(T ) tan¬m kümesi X de

kapal¬ ise T operatörü s¬n¬rl¬d¬r.

R( T ) = X R( T ) = X = X = R( T ) kapal¬ yani R (T )

nin tan¬m kümesi kapal¬ oldu¼gundan kapal¬ gra�k teoreminden R( T ) = X iken

R (T ) s¬n¬rs¬z olamaz.

E¼ger biz 3.sütunda de¼gilsek, yani e¼ger , T nin bir özde¼geri de¼gilse, daima

R (T ) operatörünü T nin cebirsel tersi gibi düşünebiliriz.

Örnek 1.3 X = `p (1 p ), (an), K da s¬n¬rl¬ bir dizi ve

T : `p `p

xn (anxn)

olsun. (an) s¬n¬rl¬d¬r T B (`p) d¬r. ·Ilk önce p < olsun. (an) dizisinin bütün

elemanlar¬n¬n kümesini A = a1; a2; a3; ::: ile gösterelim, bu durumda

(T ) = p (T ) = c (T ) = A r (T ) = (1.15)
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elde ederiz. Özellikle e¼ger an 0 ise, yani; T (`p) ise c (L) = 0 d¬r.

p = durumunda rezidü ve sürekli spektrumun rolleri de¼gişir, yani

(T ) = p (T ) = c (T ) = r (T ) = A A (1.16)

elde ederiz. Bu örne¼gi Teorem 1.12 (g) nin ispat¬ için kullanabiliriz.

Örnek 1.4 C üzerinde X = `p (1 p ) olsun ve T bir

T (x1; x2; x3; : : :) := (x2; x3; x4; : : :)

sol kayd¬rma operatörü olsun. r (T ) = T = 1 ile T B (`p) oldu¼gu kolayca

gösterilebilir. Dolay¬s¬yla (T ) D dir. Ayr¬ca T örtendir fakat 1-1 de¼gildir çünkü

onun s¬f¬r uzay¬

N (T ) = (xn) `p : x2 = x3 = x4 = = 0

d¬r. Özellikle bu 0 p (T ) olmas¬n¬ sa¼glar.

T nin spektrumunu incelemek için 1 p < ve p = durumlar¬n¬ ay¬ral¬m.

1 p < için dikkatli bir analizle

(T ) = D p (T ) = D c (T ) = T r (T ) = (1.17)

oldu¼gunu ve p = için

(T ) = p (T ) = D c (T ) = r (T ) = (1.18)

oldu¼gunu görürüz. Gerçekten de özde¼gerinin özuzay¬ her < 1 için `p ye ait olan

x := 1 2; : : : vektörü taraf¬ndan üretilir, fakat bu ` da yaln¬zca = 1 iken

geçerlidir.

Örnek 1.5 C üzerinde X = `p (1 p ) olsun ve

T (x1; x2; x3; : : :) := (0; x1;x2; : : :) (1.19)

sa¼g kayd¬rma operatörü olsun. r (T ) = T = 1 ile T B (`p) oldu¼gunu kolayca

görebiliriz. Dolay¬s¬yla (T ) D dir. Bu örnekte T; 1-1 dir fakat örten de¼gildir,

çünkü onun

R (T ) = (yn) `p : y1 = 0
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tan¬m kümesi `p de yo¼gun bile de¼gildir. Özellikle bu 0 r (T ) olmas¬n¬ sa¼glar.

Şimdi T nin spektrumun yukar¬da verilen ayr¬ş¬m¬n¬ yapal¬m. Bunun için p = 1,

1 < p < ve p = durumlar¬n¬ ay¬ral¬m.

p = 1 veya p = durumlar¬nda

(T ) = r (T ) = D , p (T ) = c (T ) = (1.20)

ve 1 < p < için

(T ) = D , pT = c (T ) = T , r (T ) = D (1.21)

dir. Dikkat edecek olursak sa¼g kayd¬rma operatörünün hiçbir `p uzay¬nda özde¼geri

yoktur.

Teorem 1.9 da sonsuz boyutlu uzayda bir kompakt lineer operatörün spek-

trumunda 0 ¬n bulundu¼gunu görmüştük. Biz şimdi 0 ¬n spektral ayr¬̧s¬m içerisinde

hangi kümeye ait oldu¼gunu veren aşa¼g¬daki örnekleri verelim.

Örnek 1.6 C üzerinde X = `p (1 p ) olsun. E¼ger

T (x1; x2; x3; : : :) = x1;
1

2
x2;
1

3
x3; : : : (1.22)

ile T (`p) gösterirsek 0 c (T ) dir. Çünkü,

T 1 (y1; y2; y3; : : :) = (y1; 2y2; 3y3; : : :)

ters operatörü `p nin bir yo¼gun alt uzay¬ üzerinde tan¬ml¬d¬r ve `p de s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Sonuç olarak

p (T ) = 1;
1

2
;
1

3
;
1

4
; : : : c (T ) = 0 r (T ) =

dir. Çünkü T (`p) (T ) = p 0 d¬r. O halde c (T ) r (T ) = 0 ve

c (T ) = 0 ve c (T ) r (T ) = oldu¼gundan r (T ) = d¬r. Di¼ger taraftan

T (x1; x2; x3; :::) = x2;
1

2
x3;
1

3
x4;
1

4
x5; : : : (1.23)

biçiminde tan¬mlan¬rsa T (`p) dir ve 0 p (T ) d¬r, çünkü e1 = (1; 0; 0; :::);

= 0 özde¼gerine karş¬l¬k gelen özvektördür. T 1 ters operatörü burada tan¬ml¬

de¼gildir. Sonuç olarak

(T ) = p(T ) = 0 c(T ) = r(T ) = (1.24)
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elde ederiz. Son olarak e¼ger

T (x1; x2; x3; : : :) = (0; x1;
1

2
x2;
1

3
x3; : : :) (1.25)

biçimde tan¬mlan¬rsa T (`p) dir ve 0 r(T ) dir, çünkü T nin R(T ) de¼ger

kümesi `p de yo¼gun de¼gildir. Burada

T 1(y1; y2; y3; : : :) = (y2; 2y3; 3y4; : : :)

ters operatörü tan¬ml¬d¬r fakat R(T ) de s¬n¬rl¬ de¼gildir. Sonuç olarak

(T ) = p(T ) = 0 p(T ) = c(T ) = (1.26)

elde edilir.

Şimdi ; c = c [0; 1] = x : x : [0; 1] R sürekli veya [0; 1] de p-integrallenebilir

(1 p < ) veya esasl¬ s¬n¬rl¬ (p = ) fonksiyonlar¬n

x p =

1

0

x (t) p dt ; 1 p <

ess sup
0 t 1

x (t) ; p =

olmak üzere

Lp = Lp [0; 1] = x (t) : x p <

uzaylar¬nda göz önüne al¬nan bir örnek verelim, burada

ess sup
0 t 1

x (t) = inf
mD=0

sup
t [0;1] D

x (t)

dir.

Örnek 1.7 a c [0; 1] sabit ve

Tx (t) = a (t) x (t)

olsun. T nin c [0; 1] üzerinde s¬n¬rl¬ oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca [0; 1] üzerinde

a(t) 0 L kompaktt¬r (Teorem 1.7 (Arzelà-Ascoli) den görülür). a(t) 0
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durumunda (T ) = p(T ) = 0 elde ederiz.

Genel olarak a n¬n süreklili¼ginden a fonksiyonunun R(a) = a(t) : 0 t 1 de¼ger

kümesi kompaktt¬r ve

(T ) = R(a) c(T ) = p(T ) = Rt(a) r(T ) = R(a) Rt(a) (1.27)

d¬r. Burada Rt(a), t : a(t) = kümesi boş kümeden farkl¬ bir içe sahip olacak

şekilde bütün R lerden meydana gelen topolojik de¼ger kümesidir. Özellikle e¼ger

a çarpan¬ kesin monotonsa, bu durumda Rt(a) = dur ve böylece T operatörü hiç

özde¼gere sahip de¼gildir ve sadece rezidü spektrumdan oluşur.

E¼ger a çarpan¬ sürekli de¼gil, sadece esasl¬ s¬n¬rl¬ ise karş¬l¬k gelen Tx(t) = a(t)x(t)

operatörünü Lp [0; 1] (1 p ) içinde düşünebiliriz. Bu durumda n¬n her I

komşulu¼gu için t : a(t) I kümesi, pozitif ölçüme sahip olacak şekilde her

R lerden meydana gelen Re(a) esasl¬ görüntüsü ile Rt(a) topolojik görüntüsü

yer de¼giştirmek zorundad¬r. (1.27) den p < durumunda

(T ) = Re(a) c(T ) = Re(T ) p(T ) (1.28)

p(T ) = Re(a) : m t : a(t) = > 0 r(T ) =

d¬r ve p = durumunda

(T ) = Re(a) c(T ) = (1.29)

p(T ) = Re(a) : m t : a(t) = > 0 r(T ) = Re(T ) p(T )

olur.

Aşa¼g¬daki örnekte kendisi kompakt olmay¬p, karesi kompakt olan bir operatör

verilmektedir.

Örnek 1.8 C üzerinde X = `p (1 p ) olsun ve T B(`p)

T (x1; x2; x3; x4; ) := (x2; 0; x4; 0; ) (1.30)

biçiminde tan¬mlans¬n. Aşikar olarak T 2(x1; x2; x3; x4; ) (0; 0; 0; ) elde

ederiz ki bu bir kompakt operatördür. Buna ra¼gmen T operatörünün kendisi kompat

de¼gildir, çünkü ek = ( k;n)n taban vektörlerinin TLek : k N görüntüsü `p de ön

kompakt de¼gildir. Polinomlar için spektral dönüşüm teoreminden (Teorem 1.12 (h))

(T ) = p(T ) = elde edilir.
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Aşa¼g¬daki teoremler [8] de bulunabilir.

Teorem 1.14 T B ( ) ve K ise TK ve KT operatörleri kompaktt¬r.

Teorem 1.15 (Schauder) T B ( ) ise T T .

Bu tezin ana sonucunu ispatlayabilmek için , kompakt operatörlerin belirli

bir alt s¬n¬f¬na ihtiyaç vard¬r.

Tan¬m 1.6 A : operatörü verilsin. E¼ger

n=1

Aen
2 <

olacak şekilde ¬n bir en n=1 ortonormal baz¬ varsa, Hilbert uzay¬ üzerindeki

bu A operatörüne Hilbert-Schmidt operatörü denir. Denk olarak e¼ger (anj) ; A n¬n

matris gösterimi ise bu durumda

n;j=1

anj
2 <

ise A bir Hilbert-Schmidt operatörüdür.

Aşa¼g¬daki Teoremler [9] bölüm 3 de bulunabilir.

Önerme 1.1 Her Hilbert-Schmidt operatörü kompaktt¬r. Dahas¬, B2 ( ) ile gös-

terilen bütün Hilbert-Schmidt operatörlerinin kümesi B ( ) ¬n bir idealidir.

S¬n¬rl¬ lineer operatörlerin iki farkl¬ s¬n¬f¬n¬ daha tan¬mlamal¬y¬z. Onlar alt-

normal operatörler ve devirli operatörlerdir. E¼ger T T = TT ise T ye bir normal

operatör denir.

Tan¬m 1.7 E¼ger N ( ) (yani; ; N -invaryant ve N = S) olacak şekilde

¬ içeren bir Hilbert uzay¬ ve bir N : normal operatörü varsa S :

operatörüne altnormal operatör denir.

Her normal operatörün altnormal oldu¼gu aç¬kt¬r fakat tersi do¼gru de¼gildir.

U , `2 üzerinde aşa¼g¬daki gibi tan¬mlans¬n:

U (a1; a2; : : :) = (0; a1; a2; : : :) , ai C (1.31)
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U ya ileri kayd¬rma operatörü denir. `2 üzerinde U

U (a1; a2; : : :) = (a2; a3; : : :) , ai C (1.32)

biçimindedir. (1.32) eşitli¼gi ile tan¬mlanan operatöre geri kayd¬rma operatörü denir.

U ileri kayd¬rma operatörü, normal olmayan bir altnormal operatördür. U U = I,

fakat UU = I oldu¼gu kolayca görülebilir.

Tan¬mlanacak operatörlerin son s¬n¬f¬ devirli operatörlerdir. Devirlilik s¬n¬�ar¬,

normal operatörler tamamen s¬n¬�and¬r¬labildi¼ginden önemlidir. Devirli operatör

tan¬m¬n¬ verebilmek için devirli vektör tan¬m¬n¬ yapmal¬y¬z.

Tan¬m 1.8 E¼ger p (T ) x : p bir polinom kümesi da yo¼gun ise x vektörüne

Hilbert uzay¬ üzerinde s¬n¬rl¬ T operatörü için bir devirli vektör denir. E¼ger T bir

devirli vektöre sahipse T ye devirli operatör denir.

1.6 Fonksiyon Teorisinde Tan¬mlar

Tan¬m 1.9 I, T birim çemberinde bir yay ve ' : T C olsun. Bu durumda I , I

n¬n uzunlu¼gu olmak üzere 'I :
1

I
I

' dt olsun. E¼ger

' = sup
I T

1

I
I

' 'I dt < (1.33)

ise ' ye s¬n¬rl¬ ortalama sal¬n¬ml¬d¬r denir. BMO ile bütün s¬n¬rl¬ ortalama sal¬n¬ml¬

fonksiyonlar¬n kümesini gösterece¼giz. E¼ger BMO , ' BMO = ' + ' (0) nor-

muna sahipse BMO bir Banach uzay¬d¬r (bkz [12]).

Tan¬m 1.10 D = z C : z < 1 ; kompleks düzlem üstündeki aç¬k birim disk ve

1 p < olsun.

Mp (f) = sup
0 r<1

1

2

2

0

f re
p

1=p

olmak üzere üzerinde Hp (D) = f : D C : f analitik, Mp (f) < . Tan¬m¬n¬

yapal¬m. Benzer şekilde p = için H (D) uzay¬

H (D) = f : D C : f analitik, sup
z D

f (z) <
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ile tan¬mlan¬r. Toplama ve skalerle çarpma işlemleri alt¬nda Hp (D) uzay¬ bir

kompleks vektör uzay¬d¬r ve bu uzaya Hardy uzay¬ denir.

Burada Hp (D) uzay¬n¬n vektör uzay i̧slemleri f; g Hp (D) ve C için

(f + g) (x) = f (x) + g (x) ve ( ) (x) = (x)

ile tan¬ml¬d¬r. Kolayca görülece¼gi gibi 1 s < p < için

H (D) Hp (D) Hs (D)

dir.

Teorem 1.16 1 p < için (Hp (D) ;Mp (f)) bir Banach uzay¬d¬r ([28] Soykan

2008, s. 470).

Önerme 1.2 f; D üzerinde analitik ve f (z) =
n=0

anz
n olsun. Bu durumda

f H2 (D) olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul a = (an) `2 olmas¬d¬r ([28] Soykan

2008, s. 474).

Önerme 1.3 h (f) = (an) ; f (z) =
n=0

anz
n ile tan¬ml¬

h : H2 (D) `2

fonksiyonu bir Hilbert uzay izometrik izomor�zmas¬d¬r ([28] Soykan 2008, s. 476).

Yani Önerme 1.3 bize, e¼ger p = 2 ise H2 (D) = H2 nin, `2 ye izomorf olan

bir zn n=1 bazl¬ bir Hilbert uzay¬ oldu¼gunu söyler. E¼ger en , `2 nin standart

baz¬ ise zn en ile tan¬mlanan bir lineer operatör, izomor�zmdir. Bu yüzden e¼ger

g (z) =
i=0

aiz
i H2 ise

g 2 =
i=0

ai
2 (1.34)

dir. Tz , H2 üzerinde z ve fonksiyon de¼geri ile çarp¬lan bir operatör olmak üzere,

yani; f H2 için

Tz (f) (z) = zf (z)
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olmak üzere U , (`2 üzerinde ileri kayd¬rma operatörü) Tz ye üniter denktir.

Her g H2 için Fatou Teoreminden [12] , T nin hemen hemen her yerde

aşikar olmayan s¬n¬r de¼gerine sahiptir. Bu yüzden g e = lim
r 1

g re , T üzerinde

L2-fonksiyonu gibi düşünülebilir.

Tan¬m 1.11 E¼ger g H2 ve g e BMO ise g BMOA diyece¼giz.

BMOA da BMO normuyla bir Banach uzay¬d¬r. Bununla birlikte BMOA

fonksiyonlar¬n¬n türevlerinin uzay¬yla ilgilenece¼giz.

:= g : D C :
z

0

g (t)dt BMOA

kümesini tan¬mlayal¬m.

Hp uzaylar¬n¬n s¬n¬�ar¬ için BMOA ile ilgili bir ana teorem [12] de bulunan

Fe¤erman�¬n teoremidir. O, (H1) ¬n (H1 üzerinde s¬n¬rl¬ lineer fonksiyonellerin

uzay¬) BMOA ya bir Banach uzay¬ olarak izometrik oldu¼gunu göstermi̧stir.

Tan¬m 1.12 I, T nin bir yay¬ olsun. E¼ger

lim
0
sup
I

1

I
I

' 'I dt = 0 (1.35)

ise ' : T C fonksiyonuna s¬f¬rlayan ortalama sal¬n¬ml¬d¬r denir.

VMO ile bütün s¬f¬rlayan ortalama sal¬n¬ml¬ fonksiyonlar¬n kümesini göstere-

ce¼giz. VMO, BMO nun kapal¬ bir alt uzay¬d¬r.

BMOA daki gibi g e VMO olacak şekildeki g H2 lerin kümesi olarak

VMOA tan¬mlan¬r. VMOA , BMOA n¬n kapal¬ bir altuzay¬d¬r [12] . Ayr¬ca

:= g : D C :
z

0

g (t) dt VMOA

kümesini tan¬mlayal¬m.

BMO ve VMO ile ilgili daha fazla bilgi için[12] ye bak¬labilir.
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1.7 C -Cebirleri ve Spektrum

Şimdi fonksiyonlar teorisinden baz¬ tan¬m ve notasyonlar¬ verece¼giz. Bunlardan biri

C -cebridir. Bundan sonraki bölümlerde bütün Banach cebirlerini C cismi üzerinde

düşünece¼giz.

Tan¬m 1.13 A bir kompleks vektör uzay¬ olsun. Her x; y; z A ve C için

(i) (xy) z = x (yz) ;

(ii) x (y + z) = xy + xz ve (y + z) x = yx+ zx;

(iii) (xy) = ( ) y

özelliklerini sa¼glayan A uzay¬na cebir denir.

Tan¬m 1.14 A bir cebir ve : : A [0;+ ) fonksiyonu verilsin. Her x; y A ve

C için

(i) = x ;

(ii) x+ y x + y ;

(iii) x:y x : y ;

(iv) 1A = 1

özellikleri sa¼glan¬yorsa : ya cebirsel-yar¬norm denir.

(v) x = 0 iken x = 0

özelli¼gide sa¼glan¬yorsa : ya cebirsel-norm denir

Tan¬m 1.15 A bir cebir ve : bir cebirsel-norm olmak üzere (A; : ) ikilisine bir

normlu cebir denir.

Norma göre tam olan normlu cebire de Banach cebri denir.

Tan¬m 1.16 bir Banach cebri olsun. : operatörü aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glarsa, ya bir C -cebri denir.

C-1) x için (x ) = x;

C-2) x; y ve a; b C için (ax + by) = ax + by ;

C-3) x; y için (xy) = y x ;

C-4) x için xx = x 2 :
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C -cebirlerinin en basit örnekleri a = a olmak üzere C dir ve B (H) d¬r.

Bu tez boyunca bütün C -cebirlerinin birimli oldu¼gunu kabul edece¼giz, yani; tezde

kullan¬lan bütün C -cebirleri bir çarp¬msal birime sahip olsun.

B (H) ¬n sa¼glad¬¼g¬ özellikleri düşünerek genel bir C -cebiri durumunda aşa¼g¬-

daki notasyonlar¬ verebiliriz.

Tan¬m 1.17 bir C -cebri ve x olsun.

(i) E¼ger x = x ise x e self-adjointtir denir.

(ii) E¼ger x x = xx ise x e normaldir denir.

C -cebirleri bir cebir oldu¼gundan, onlar bir ideale sahip olabilir.

Tan¬m 1.18 E¼ger aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yorsa ya , C -cebrinin bir -ideali

denir.

(i) cebirsel anlamda nin bir idealidir,

(ii) E¼ger a ise a d¬r.

E¼ger , bir , C -cebrinde kapal¬ bir -idealse = ,

a+ := inf a+ i : i

normlu birC -cebridir (bkz[8] , bölümVIII). Aşa¼g¬daki tan¬m, C -cebirleri bölümünün

önemli bir örnek oldu¼gunu gösterir.

Tan¬m 1.19 Q (H) := B (H) = , C -cebrine Calkin cebri denir.

: B (H) Q (H) kanonikal dönüşümü göstersin.

Bir C -cebri durumunda spektrumu formüle edebiliriz. (a) ile bir C -

cebrinin bir a eleman¬n¬n spektrumunu gösterece¼giz ve bunu

(a) = C : a tersinir de¼gil

olarak tan¬mlayaca¼g¬z.

Tezin di¼ger k¬s¬mlar¬nda gerekli olaca¼g¬ndan dolay¬ C -cebirleri teorisinin

önemli baz¬ teoremlerini verece¼giz. Bu teoremlerin ispatlar¬ [34] de bulunabilir.
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Tan¬m 1.20 A ve B iki C -cebri olsun. E¼ger : A B aşa¼g¬daki özellikleri

sa¼glayacak şekilde bijective, lineer ve sürekli operatörü varsa A ve B, C -cebirlerine

izomor�ktir denir ve A B ile gösterilir.

(i) a; b A için (ab) = (a) (b) ;

(ii) a A için (a ) = [ (a)] :

Teorem 1.17 (Gel�fand) E¼ger A bir komutatif C -cebri ise C (K), K dan C ye

sürekli fonksiyonlar¬n uzay¬ olmak üzere A C (K) olacak şekilde bir kompakt Haus-

dor¤ K uzay¬ vard¬r.

Teorem 1.18 A bir B; C -cebrinin altcebri ve a A olsun. A n¬n bir a eleman¬n¬n

spektrumu¬nu A (a) ile gösterelim. Ayn¬ şekilde B (a) ile de a n¬n B deki spektru-

munu gösterelim. Bu durumda A (a) = B (a) d¬r.

Teorem 1.19 (Spektral Dönüşüm Teoremi) A bir C -cebri ve a A olsun.

Hol ( (a)), (a) n¬n yak¬n komşulu¼gunda analitik fonksiyonlar¬ göstersin. E¼ger

f Hol ( (a)) ise (f (a)) = f ( (a)) = f ( ) : (a) d¬r.

1.8 Calkin Cebirleri ve Fredholm Teori

Şimdi esasl¬ spektrumun bir kaç tan¬m¬n¬ verelim. Bunlar¬n hepsi bir Hilbert uzay¬

üzerinde ayn¬d¬r, fakat Banach uzay¬nda farkl¬ olabilirler.

L B (X) olsun,

+ (L) := C : R ( L) kapal¬ ve dimN ( L) < (1.36)

(L) := C : R ( L) kapal¬ ve codimR ( L) < ) (1.37)

Burada N ( L), L operatörünün çekirde¼gini ve

codimR ( L) = dim (X=R ( L))

ifadesini göstermektedir. Ayr¬ca

(L) := C (L) (1.38)

tan¬mlayal¬m.

Böylece;
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+ (L) ise L ye sol yar¬ Fredholm operatör denir,

(L) ise L ye sa¼g yar¬ Fredholm operatör denir ve

+ (L) (L) ise L ye Fredholm operatör denir.

Şimdi L operatörünün çeşitli esasl¬ spektrumlar¬n¬ tan¬mlayabiliriz.

ek (L) := + (L) (L) , ek (L) := + (L) (L) (1.39)

kümelerine s¬ras¬yla L operatörünün Kato anlam¬nda esasl¬ rezolventi ve esasl¬ spek-

trumu denir ve

ew (L) := + (L) (L) , ek (L) := + (L) (L) (1.40)

kümelerine s¬ras¬yla L operatörününWolf anlam¬nda esasl¬ reszolventi ve esasl¬ spek-

trumu denir (baz¬ yazarlar Fredholm spektrumu diyor).

Böylece;

ek (L) dir L yar¬ Fredholmdür ve

ew (L) dir L Fredholmdür.

Şimdi bir Fredholm operatörün indeksinin tan¬m¬n¬ verelim.

Tan¬m 1.21 E¼ger T bir Fredholm operatör ise, Fredholm indeksi;

ind (T ) = dimN (T ) codimR (T )

= dimN (T ) dimN (T ) (1.41)

ile tan¬mlan¬r.

es (L) := ew (L) : ind ( L) = 0 , es (L) := C es (L) (1.42)

kümelerine s¬ras¬yla L operatörünün Schechter anlam¬nda esasl¬ rezolventi ve esasl¬

spektrumu denir.

Böylece;
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es (L) dir L s¬f¬r indeksli Fredholmdür.

E¼ger hem L n¬n de¼ger kümesi kapal¬ de¼gilse hem , (L) nin bir y¬¼g¬lma

noktas¬ ise hem de , L nin

n ( ) := dim
k=1

N ( L)k

katl¬l¬¼g¬n¬n bir özde¼geri ise ya Browder anlam¬nda esasl¬ spektrum denir ve

eb (L) ile gösterilir.

Bu çal¬̧sma boyunca kullan¬lacak olan Fredholm operatör teorisinin temel

kavramlar¬n¬ verelim. Bir Fredholm operatör, (T ), Q (H) = B (H) = da tersinir

olan s¬n¬rl¬ bir T operatörüdür. Özellikle, bir Fredholm operatörün indeksi hakk¬nda

önermeler verece¼giz. Bir önerme ile sonuçlar¬ toparlayaca¼g¬z. Örnek ve daha fazla

bilgi için [8] e bak¬labilir.

Önerme 1.4 (Fredholm Teori) E¼ger S; T Fredholm operatörler veK bir kompakt

operatör ise bu durumda aşa¼g¬dakiler do¼grudur.

(i) T kapal¬ görüntüye sahiptir ve N (T ) ve N (T ) ¬n her ikiside sonlu boyutludur.

(ii) TS Fredholmdür ve ind (TS) = ind (T ) + ind (S) dir.

(iii) T +K Fredholmdür ve ind (T +K) = ind (T ) dir.

Uyar¬ 1.2 Biz H2 de çal¬ş¬yoruz ve H2 bir Hilbert uzay¬ oldu¼gundan esasl¬ spek-

tran¬n yukar¬da bahsedilen tan¬mlar¬ çak¬şmaktad¬r.

Fredholm teoride esasl¬ spektrum denk olarak aşa¼g¬daki gibi de verilebilir.

Tan¬m 1.22 Bir T operatörünün esasl¬ spektrumu; Calkin cebrindeki (T ) yan

kümesinin spektrumudur ve e (T ) ile gösterilir. Denk olarak esasl¬ spektrum T

n¬n Fredholm olmad¬¼g¬ lar¬n kümesidir.

Tan¬m 1.23 E¼ger T T TT kompakt ise T ye esasl¬ normal operatör denir. Denk

olarak, e¼ger (T ) (T ) = (T ) (T ) ise T esasl¬ normal operatördür, yani; (T ),

Q (H) da normaldir.
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1.9 Cesaro Operatörü

Şimdiye kadar Cesaro operatörünün birçok özelli¼gi çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Cesaro operatörünün

çeşitli uzaylar üzerindeki spektrumlar¬ bir çok yazar taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Burada

biz Cesaro operatörünün tan¬m¬n¬ ve bu operatörün spektrumu hakk¬nda bilinen

gerçeklerden baz¬lar¬n¬ aşa¼g¬da verece¼giz.

[17] de Hardy, Littlewood ve Polya (an) `2 için

1

n+ 1

n

i=0

ai K (an) , K > 0 (1.43)

oldu¼gunu göstermi̧stir.

C (a0; a1; : : : ; an; : : :) = a0;
a0 + a1
2

; : : : ;
1

n+ 1

n

i=0

ai; : : : (1.44)

ile verilen C operatörüne Cesaro operatörü denir. Bu operatör `2 `2 s¬n¬rl¬ lineer

bir operatördür.

Önerme 1.3 den H2 ve `2 nin izometrik izomorf olmas¬ndan, H2 üzerindeki

C operatörü; f H2 için

Cf (z) =
n=0

1

n+ 1

n

i=0

ai zn (1.45)

ile verilir.

f (z) =
n=0

anz
n olsun. E¼ger z = 0 da

1

z

z

0

f (t)

1 t
dt Taylor serisini hesaplarsak

K¬s¬m 2.1 de aç¬kça hesapland¬¼g¬ üzere, H2 üzerinde C nin

C (f) (z) =
1

z

z

0

f (t)

1 t
dt (1.46)

integral gösterimini elde ederiz.

1965 de [5] de Brown, Halmos ve Shields Cesaro operatörünün cebirsel yap¬s¬

hakk¬ndaki baz¬ gösterimleri kullanarak aşa¼g¬daki sonuçlar¬ elde etmi̧stir.

Teorem 1.20 (Brown-Halmos-Shields) C : `2 `2 Cesaro operatörü için aşa¼g¬-

dakiler geçerlidir.

(i) (C) = z : z 1 1 ;
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(ii) p (C) = ;

(iii) p (C ) = z : z 1 < 1 ;

(iv) C ¬n özde¼gerleri basittir, yani; herbir özde¼gere karş¬l¬k gelen özuzay 1 boyut-

ludur.

(v) C hiponormaldir (yani; her x `2 için Cx C x dir).

[21] de Kriete ve Trutt C nin altnormal oldu¼gunu göstermi̧stir. ·Ilave olarak

onlar devirlilik için önemli özellikleri de göstermi̧slerdir.

Teorem 1.21 (Kriete-Trutt) C altnormaldir ve devirlidir.

[14] de Gonzalez aşa¼g¬daki teoremi vermi̧stir.

Teorem 1.22 (Gonzalez) `2 üzerinde verilen C operatörü için aşa¼g¬dakiler geçer-

lidir:

(i) Her z : z 1 < 1 için C, ind ( C) = 1 ve codimR (C) = 1 ile

bir Fredholm operatördür,

(ii) Her z : z 1 = 1 için C yo¼gun görüntüye sahiptir ve 1-1 dir.

Gonzalez�e göre bu teorem 1 < p < için `p üzerine formüle edilebilir.

z : z 1 = 1 oldu¼gunda C nin Fredholm oldu¼gunu Gonzalez göster-

mi̧stir. ·Ilave olarak z : z 1 = 1 için C kapal¬ görüntüye

sahip olmad¬¼g¬ndan Fredholm de¼gildir. Bu yüzden e (C), C Fred-

holm olmayacak şekildeki C elemanlar¬n¬n kümesi olarak tan¬mland¬¼g¬ndan

e (C) = z : z 1 = 1 oldu¼gu Teorem 1.22 den görülür.

1.10 Genellȩstirilmi̧s Cesaro Operatörü

[25] de Pommerenke H2 üzerinde

IG =

z

0

f (t)G (t) dt

operatörünü tan¬mlam¬̧st¬r ve [25] de Lemma 1 olarak aşa¼g¬daki teoremi ispat-

lam¬̧st¬r.
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Teorem 1.23 (Pommerenke) IG, H2 de s¬n¬rl¬d¬r G BMOA d¬r. Ayr¬ca,

IG op K1 G olacak şekilde bir K1 sabiti vard¬r.

[1] de Aleman ve Siskakis 1 p < için Pommerenke�nin sonuçlar¬n¬ Hp ye

genellȩstirdiler. ·Ilave olarak, IG operatörünün kompaktl¬¼g¬ için bir kriter verdiler:

Teorem 1.24 (Aleman-Siskakis) 1 p < için IG, Hp de kompaktt¬r G

VMOA d¬r.

[3] de Aleman ve Cima herhangi p > 0 için Teorem 1.23 ve 1.24 yi Hp ye

geni̧sletmi̧stir.

Tan¬m 1.24 D üzerinde analitik g fonksiyonu için, H2 üzerinde

Cg (f) (z) =
1

z

z

0

f (t) g (t) dt

biçiminde tan¬mlanan operatöre, H2 üzerinde g sembolü ile genelleştirilmiş Cesaro

operatörü denir.

(1.46) dan Cesaro operatörü ile genellȩstirilmi̧s Cesaro operatörü aras¬ndaki

ili̧ski görülür. E¼ger g (t) =
1

1 t
ise Cg = C dir. Dolay¬s¬yla Cesaro operatörü,

genellȩstirilmi̧s Cesaro operetörüne bir örnektir. Teorem 1.23 ve 1.24 den

Cg s¬n¬rl¬d¬r g dir.

Cg kompaktt¬r g dir.

elde edilir.
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[31] de, Scott W. Young doktora tezinde H2 nin zn 1
n=1 standart baz¬na

göre Genelleştirilmi̧s Cesaro operatörünün matris gösterimini

Cg =

a0

a1
2

a0
2

a2
3

a1
3

a0
3

a3
4

a2
4

a1
4

a0
4

...
...

...
...

. . .

biçiminde vermi̧stir ve bu matrisin normalli¼gi ve self-adjointli¼gi için aşa¼g¬daki gerekli

ve yeterli koşullar¬ vermi̧stir.

Önerme 1.5 Cg normaldir bir c C için g (z) = c dir ([31] , Young 2002, s.16).

Sonuç 1.3 Cg self-adjointtir bir c R için g (z) = c dir ([31] , Young 2002,

s.17).

Ayr¬ca S.W. Young Aşa¼g¬dakileri de ispatlam¬̧st¬r.

Önerme 1.6 Her g için Cg devirlidir ([31] , Young 2002, s.17).

Önerme 1.7 Bir n 0 için g (z) = zn ise bu durumda;

(i) n = 0 için (Cg) =
1

j j=1

0 d¬r.

(ii) n > 0 için (Cg) = 0 d¬r ([31] , Young 2002, s.18).

Teorem 1.25 E¼ger = 1 ile g (z) = g ( ) ise bu durumda Cg , Cg ye üniter

denktir ([32] , Young 2004, Önerme 3.1).

Teorem 1.26 1 = 2 = 1 ve 1 = 2 oldu¼gunda C 1
C

2
bir Hilbert-Schimidt

operatörüdür ([32] , Young 2004, Teorem 3.2).
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[32] de S.W. Young, g sembolü bir rasyonel sembol oldu¼gunda her bir

a C için D (a) = z : z a < a olmak üzere genellȩstirilmi̧s Cesaro matrisinin

spektrumunu aşa¼g¬daki şekilde hesaplam¬̧st¬r.

Teorem 1.27 Her bir i için ai = 0, i ler farkl¬ ve i = 1 olmak üzere

g (z) =

n

i=1

ai
1 iz

ise bu durumda Cg için aşa¼g¬dakiler geçerlidir.

(i) " = (Cg) : ind (Cg ) = 0 =
g (0)

k k=1

n

i=1

D (ai) olmak üzere

(Cg) =

n

i=1

D (ai) " dir.

(ii) e (Cg) =
n

i=1

@D (ai) dir.

(iii) G =
n

i=1

D(ai)
olmak üzere e (Cg) için ind (Cg ) = G ( ) d¬r

([32] , Young 2004, Teorem 3.3).

1.11 Rhaly Matrisleri

an dizisi bir skaler dizi olmak üzere

Ra =

a0

a1 a1

a2 a2 a2

a3 a3 a3 a3
...

...
...

...
. . .

(1.47)

biçimindeki alt üçgensel matrise Rhaly matrisi denir. C Cesaro matrisi R 1=(n+1)

dir. an = n z ise Cz , z-Cesaro matrisidir.

1987 de G. Leibowitz [23] de Rhaly matrisi için aşa¼g¬dakileri ispatlam¬̧st¬r.

Önerme 1.8 E¼ger Ra , C ile de¼gişmeli ise Ra , C nin bir skaler kat¬d¬r ([23] ,

Leibowitz 1987, Önerme 2.1).

Önerme 1.9 E¼ger bir B sonsuz matrisi her Rhaly matrisi ile de¼gişmeli ise bu du-

rumda B birim matrisin bir skaler kat¬d¬r ([23] , Leibowitz 1987, Önerme 2.3).
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Önerme 1.10 (a) E¼ger (n+ 1)an s¬n¬rl¬ ise her p > 1 için Ra, `p de s¬n¬rl¬d¬r

ve Ra (p= (p 1)) supn (n+ 1)an dir.

(b) E¼ger lim (n+ 1)an = 0 ise her p > 1 için Ra, `p de bir kompakt operatördür.

(c) E¼ger lim (n+ 1) an = ise Ra, `p de s¬n¬rs¬zd¬r ([23] , Leibowitz 1987, Önerme

3.1).

Ayr¬ca Rhaly matrisinin spektrumu çȩsitli yazarlar taraf¬ndan incelenmi̧stir.

2001 de M. Yildirim [30] da `p dizi uzay¬ üzerinde aşa¼g¬daki koşullar alt¬nda Rhaly

matrisinin spektrumunu hesaplam¬̧st¬r. Bu koşullar;

(i) L = lim (n+ 1) an sonlu,

(ii) Her n için an > 0;

(iii) i = j için ai = aj ;

(iv) (an) monoton azalan.

Teorem 1.28 (Yildirim) E¼ger 0 = L < ise p > 1 ve p 1 + q 1 = 1 için

(Ra; `
p) = :

qL

2

qL

2
S

dir. Burada S = an : n = 0; 1; : : : dir ([30] , Yildirim 2001, Teorem 3.3).

2010 y¬l¬nda [15] de O. V. Gulina `p dizi uzay¬ üzerinde Rhaly matrisinin esasl¬

spektrumu ile ilgili aşa¼g¬daki teoremleri vermi̧stir.

Teorem 1.29 (Gulina) 1 < p < ; 0 = L = limn (n+ 1) an ve q = p= (p 1) ise

eg (Ra) = ek (Ra) = ef (Ra) = :
qL

2
=
qL

2
;

ew (Ra) = eb (Ra) = :
qL

2

qL

2

dir ([15] , Gulina 2010, Teorem 2.1).

Teorem 1.30 (Gulina) 1 < p < ; 0 = L = limn (n+ 1) an ve q = p= (p 1) ise

es (Ra) = :
qL

2
=
qL

2

dir ([15] ,Gulina 2010, Teorem 2.2).
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2. GENELLEŞTIRILMIŞ RHALY MATRISLERI

Bu bölümde genelleştirilmi̧s Rhaly matrislerinden sadece bn =
1

n+ 1

ve g (z) =
1

1 z
al¬nd¬¼g¬nda elde edilen C Cesaro matrisinin bir

Hausdor¤ matrisi oldu¼gunu gösterdik yani; C Cesaro matrisi d¬̧s¬nda hiçbir

genellȩstirilmi̧s Rhaly matrisi bir Hausdor¤ matrisi de¼gildir ve her bir B sonsuz

matrisi ile de¼gi̧smeli olan genelleştirilmi̧s Rhaly matrisinin birim matrisin bir skaler

kat¬ oldu¼gunu ispatlad¬k.

Ayr¬ca genelleştirilmi̧s Rhaly matrislerinin normalli¼gi ve self-adjointli¼gi ile il-

gili gerekli ve yeterli koşullar ispatlad¬k. Tezin ana sonucunun verildi¼gi 3. bölümdeki

spektrum k¬sm¬nda kullan¬lmak üzere g (z) = g ( ) olamak üzere = 1 iken Rgb

nin Rgb ye üniter denk oldu¼gunu ispatlad¬k. Burada g =
1

1
dir.

2.1 Genellȩstirilmi̧s Rhaly matrislerinin tan¬m¬ ve baz¬ özellikleri

1987 de A.G. Siskakis,[27] da Cesaro matrisinin Hp deki spektrumunu hesaplam¬̧st¬r

ve bunun için de Cesaro matrisinin integral gösterimini kullanm¬̧st¬r.

1 < p < için Hp, D birim diski üzerinde,

Hp = f H (D) : f p
Hp = sup

0 r<1

1

2

2

0

f re
p

Hardy uzay¬n¬ göstersin. (bn) `p olsun. Bu durumda

C (b) =
1

n+ 1

n

k=0

bk
n=0

dir. E¼ger f Hp ise f analitik oldu¼gundan f (z) =
k=0

bkz
k dir. O halde

C (f) (z) =
n=0

1

n+ 1

n

k=0

bk zn

dir.
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Şimdi
1

z

z

0

f ( )
1

1
ifadesindeki kuvvet serilerini hesaplayal¬m;

1

z

z

0

f ( )
1

1
=

1

z

z

0 k=0

bk
k 1

1
, f ( ) =

k=0

bk
k

=
1

z

z

0 k=0

bk
k

n=0

n ,
1

1
=

n=0

n

=
1

z
k=0

bk
n=0

z

0

n+k , (birim diskte düzgün yak.)

=
1

z
k=0

bk
n=0

n+k+1

n+ k + 1
z
=0

=
k=0

bk
n=0

zn+k

n+ k + 1

=
k=0

bk
n=k

zn

n+ 1
, (2. toplam k dan başlad¬)

=
n=0

1

n+ 1

n

k=0

bk zn , (toplamlar¬n s¬ras¬ de¼gi̧stirildi)

= C (f) (z)

elde edilir. Yani;

C (f) (z) =
1

z

z

0

f ( )
1

1
(2.1)

integral gösterimi elde edilir.

Scott W. Young [32] de, (2.1) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬ndaki
1

1
fonksiyonu

yerine daha genel bir analitik fonksiyon alarak Cesaro matrislerini aşa¼g¬daki şekilde

genellȩstirmi̧stir.

Tan¬m 2.1 D üzerinde analitik g fonksiyonu için H2 üzerinde Cg operatörü,

Cg (f) (z) =
1

z

z

0

f (t) g (t) dt (2.2)

ile tan¬mlan¬r. Bu operatöre H2 üzerinde g sembolü ile genelleştirilmiş Cesaro

operatörü denir.
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[31] de, Scott W. Young doktora tezinde H2 nin standart baz¬na göre Cg nin

matris gösterimini aşa¼g¬daki gibi vermi̧stir;

H2 nin zn 1
n=1 standart baz¬na göre Cg nin matris gösterimini bulmak için

her i için Cg (zi) yi hesaplamal¬y¬z.

g ve g H (D) oldu¼gundan g (z) =
j=0

ajz
j biçiminde bir Taylor

gösterimi vard¬r. O halde

Cg z
i (z) =

1

z

z

0

ti

j=0

ajt
j dt

=
1

z
j=0

aj

z

0

ti+jdt

=
1

z
j=0

aj
j + i+ 1

zi+j+1

=
j=0

aj
j + i+ 1

zi+j

dir. Dolay¬s¬yla standart baza göre matris gösterimi;

Cg (z
0) (z) =

j=0

aj
j + 1

zj = a0z
0 +

a1
2
z +

a2
3
z2 +

a3
4
z3 +

Cg (z) (z) =
j=0

aj
j + 2

zj+1 = 0:z0 +
a0
2
z +

a1
3
z2 +

a2
4
z3 +

Cg (z
2) (z) =

j=0

aj
j + 3

zj+2 = 0:z0 + 0:z +
a0
3
z2 +

a1
4
z3 +

...
...

dir. O halde

Cg =

a0

a1
2

a0
2

a2
3

a1
3

a0
3

a3
4

a2
4

a1
4

a0
4

...
...

...
...

. . .

(2.3)
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dir. Yani;

(Cg)nj =

an j

n
; n j

0 ; n < j

biçiminde yazabiliriz.

H2 bir Hilbert uzay¬ oldu¼gundan matrisin eşlenik traspozunu alarak;

Cg =

a0
a1
2

a2
3

a3
4

a0
2

a1
3

a2
4

a0
3

a1
4

a0
4

. . .

(2.4)

elde edilir. Yani, koordinatsal olarak

Cg nj
=

aj n

j
; j n

0 ; j < n

elde edilir.

Rhaly matrisi ile C Cesaro matrisi aras¬nda aşa¼g¬daki ili̧ski vard¬r;

D = diag dn olacak şekilde bir köşegen matris olmak üzere DR an =

R dnan dir. Dolay¬s¬yla her Rhaly matrisi, Da = diag (n+ 1) an n=0 olmak üzere

Ra = DaC çarpan¬na sahiptir, e¼ger her an = 0 ise Da = diag
1

(n+ 1)an n=0
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olmak üzere C = DaRa d¬r. Gerçektende,

DaC =

a0

2a1

3a2

. . .

1

1

2

1

2

1

3

1

3

1

3

...
...

...
. . .

=

a0

a1 a1

a2 a2 a2
...

...
...
. . .

= Ra

elde edilir. Böylece lim
n

(n+ 1) an = L = 0 olmak üzere (zaten L = 0 durumunda

Ra , `2 de kompaktt¬r) Ra = LC + (Da LI)C dir ve burada Da LI , `2 de

kompakt oldu¼gundan K (Da LI)C , `2 de kompaktt¬r. Böylece Ra , LC in bir

kompakt perturbasyonudur.

Şimdi yukar¬da verilen Cesaro ve Rhaly matrisleri aras¬ndaki ili̧skiyi kulla-

narak genelleştirilmi̧s Cesaro matrisleri yard¬m¬yla genelleştirilmi̧s Rhaly matrislerini

tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 2.2 g (z) =
k=0

akz
k olmak üzere g H (D) ve bn bir skaler dizi olsun.

Bu durumda

Rgb =

a0b0

a1b1 a0b1

a2b2 a1b2 a0b2

a3b3 a2b3 a1b3 a0b3

...
...

...
...

. . .

(2.5)
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biçiminde tan¬mlanan matrise g sembolü ile genelleştirilmiş Rhaly matrisi denir.

Rhaly matrislerinde oldu¼gu gibi Db = diag (n+ 1) bn n=0 olmak üzere;

Rgb = DbCg dir. E¼ger g (z) =
1

1 z
al¬rsakCg = C oldu¼gunu hat¬rlayal¬m. Dolay¬s¬yla

g (z) =
k=0

zk olaca¼g¬ndan her n N için an = 1 olacakt¬r ve (2.5) den

Rgb =

b0

b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3 b3
...

...
...

...
. . .

= Rb

elde edilir. Ayr¬ca bn = 1= (n+ 1) al¬n¬rsa Rg1=(n+1) = Cg dir. Yani bu iki türlü

bir genelleşmedir. bn nin özel seçimi ile genelleştirilmi̧s Cesaro ve g (t) nin özel

seçimiyle Rhaly matrisi elde edilir, ayr¬ca bn ve g (z) nin özel seçimi ile Cesaro

matrisi elde edilir.

(2.5) den

(Rgb)nj =

an jbn ; n j

0 ; n < j

(2.6)

biçiminde yazabiliriz.

H2 Hilbert uzay¬ oldu¼gundan, matrisin ȩslenik traspozunu alarak

(Rgb) nj
=

a0b0 a1b1 a2b2 a3b3

a0b1 a1b2 a2b3

a0b2 a1b3

a0b3

. . .

(2.7)

35



ve

(Rgb) nj
=

aj nbj ; j n

0 ; j < n

elde edilir.

Teorem 2.1 g (z) =
k=0

akz
k ve k N için ak = 0 olmak üzere e¼ger Rgb , Cg ile

de¼gişmeli ise Rgb , Cg nin bir skaler kat¬d¬r.

·Ispat.

RgbCg =
bn

n j

k=0

akan k j

k + j + 1
; n j

0 ; n < j

ve

CgR
g
b =

1

n+ 1

n j

k=0

akan k jbk+j ; n j

0 ; n < j

dir. RgbCg = CgR
g
b ise birinci sütunlar¬n eşitli¼ginden

bn

n

k=0

akan k

k + 1
=

1

n+ 1

n

k=0

akan kbk (2.8)

elde ederiz. (2.8) ¬ kullanarak her n için tümevar¬mla

bn =
1

n+ 1
b0

oldu¼gunu elde ederiz. Rg1=(n+1) = Cg oldu¼gundan R
g
b = b0Cg elde ederiz.

Uyar¬ 2.1 Teorem 2.1 de g (z) =
1

1 z
al¬n¬rsa Önerme 1.8 elde edilir.

Teorem 2.2 E¼ger bir B sonsuz matrisi her genelleştirilmiş Rhaly matrisi ile de¼gişmeli

ise bu durumda B birim matrisin bir skaler kat¬d¬r.

·Ispat. Rgb genellȩstirilmi̧s Rhaly matrisinde b =
1

n+ 1
ve g (t) =

1

1 t
al¬rsak

C Cesaro matrisi olur. ·Ilk önce B, C ile de¼gi̧smeli oldu¼gundan B bir Hausdor¤

matrisidir. Yani; 1 n m için (m; n) = ( 1)n 1 m 1
n 1

ve = 1; 2; : : :

köşegen giri̧sleri ile D ( ) bir köşegen matris olmak üzere B = ( ) biçiminde
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alt üçgensel matristir. Özellikle, B, bnn = n köşegen giri̧sli bir üçgensel matristir.

g (t) =
1

1 t
ve b = e = 1; 1; : : : al¬rsak

Rgb = E (m; n) =
1 ; n m

0 ; n > m
,

m

j=n

bmj =
m

k=n

bkn

ile B de¼gi̧smelidir. Özellikle, n = m 1 alt köşegen şeriti boyunca bm;m 1 + bmm =

bm 1;m 1 + bm;m 1 dir. Dolay¬s¬yla bm;m = bm 1;m 1 dir. Bu her m 2 de¼geri

için do¼gru oldu¼gundan B nin köşegeni bir sabit dizidir. B bir Hausdor¤ matrisi

oldu¼gundan bmn , bir tekrarl¬ ileri farkl¬ binom katsay¬lar¬n¬n çarp¬m¬ ile n den elde

edilir. Bütün ler ȩsit oldu¼gundan, farklar s¬f¬rd¬r ve böylece n < m için bmn = 0

d¬r.

Dolay¬s¬yla B bütün köşegen giri̧sleri birim olan bir köşegendir ve teorem

ispatlan¬r.

Uyar¬ 2.2 Teorem 2.2 de g (z) =
1

1 z
al¬n¬rsa Önerme 1.9 elde edilir.

Sonuç 2.1 E¼ger bir B sonsuz matrisi her genelleştirilmiş Cesaro matrisi ile de¼gişmeli

ise bu durumda B birim matrisin bir skaler kat¬d¬r.

Teorem 2.3 Her n N için bn = 0 olsun. Bu durumda, Rgb normaldir bir c C

için g (z) = c dir.

·Ispat. Matris çarp¬m¬ yard¬m¬yla (Rgb) (R
g
b) 00 ve (Rgb) (R

g
b) 00

¬ hesaplayal¬m.

(Rgb ) (R
g
b ) 00 =

k=0

(Rgb) 0k
[Rgb ]k0

=
k=0

akbk (akbk)

=
k=0

ak
2 bk

2

elde edilir. Benzer şekilde

(Rgb) (R
g
b) 00

=
k=0

[Rgb ]0k (R
g
b) k0

= a0b0a0b0 = a0
2 b0

2
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dir. Normallik (Rgb) (R
g
b) = (R

g
b ) (R

g
b) biçiminde tan¬mland¬¼g¬ndan (Rgb) (R

g
b) 00 =

(Rgb ) (R
g
b) 00

olmal¬d¬r. O halde,

k=0

ak
2 bk

2 = a0
2 b0

2

dir. Yani;

a0
2 b0

2 +
k=1

ak
2 bk

2 = a0
2 b0

2

dir. Böylece
k=1

ak
2 bk

2 = 0 olmal¬d¬r. O halde her k için bk = 0 oldu¼gundan

k 1 için ak = 0 d¬r. g (z) =
k=0

akz
k Taylor aç¬l¬m¬na sahip oldu¼gundan g (z) = a0

olmal¬d¬r.

g (z) = a0 olmas¬ (2.5) den R
g
b = diag a0bk k=1 olmas¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ndan

di¼ger tara�ar aşikard¬r.

Uyar¬ 2.3 Teorem 2.3 de bn =
1

n+ 1
al¬n¬rsa Önerme 1.5 elde edilir.

Sonuç 2.2 Rb Rhaly matrisi normal de¼gildir.

·Ispat. Rgb de g (z) =
1

1 z
al¬n¬rsa Rb elde edilir. O halde g (z) sabit olmad¬¼g¬ndan

Teorem 2.3 den Rb normal de¼gildir.

Sonuç 2.3 C Cesaro matrisi normal de¼gildir.

·Ispat. Teorem 2.3 de bn =
1

n+ 1
ve g (z) =

1

1 z
= c (sabit) al¬n¬rsa istenilen elde

edilir.

Teorem 2.4 Her n N için bn = 0 ve bn R olsun. Bu durumda, Rgb self-

adjointtir bir c R için g (z) = c dir.

·Ispat. Rgb = (R
g
b ) olmal¬. O halde (2.5) ve (2.7) den

a0b0 = a0b0 , a1b1 = a2b2 = a3b3 = = 0

d¬r. Her n N için bn = 0 oldu¼gundan

a0 = a0 , a1 = a2 = a3 = = 0

elde edilir. O halde a0 R ve g (z) = a0 R dir.
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Uyar¬ 2.4 Teorem 2.4 de bn =
1

n+ 1
al¬n¬rsa Sonuç 1.3 elde edilir.

Sonuç 2.4 Rb Rhaly matrisi self-adjoint de¼gildir.

·Ispat. Teorem 2.4 de g (z) =
1

1 z
= c (sabit) al¬n¬rsa istenilen elde edilir.

Sonuç 2.5 C Cesaro matrisi self-adjoint de¼gildir.

·Ispat. Teorem 2.4 de bn =
1

n+ 1
ve g (z) =

1

1 z
= c (sabit) al¬n¬rsa istenilen elde

edilir.

Teorem 2.5 Her n N için bn > 0 ve (bn) kesin azalan olsun. Bu durumda, her

g için (Rgb) devirlidir.

·Ispat. g (0) = 0 ise bu durumda sonuç, [29] Teorem 2 den elde edilir. E¼ger g (0) = 0

ise (2.7) deki köşegen giri̧sleri farkl¬d¬r ( her n N için bn > 0 ve bn kesin azalan).

Dolay¬s¬yla [18] Önerme 3.6 dan (Rgb) devirlidir.

Uyar¬ 2.5 Teorem 2.5 de bn =
1

n+ 1
al¬rsak Önerme 1.6 elde edilir.

Aşa¼g¬da, bir alt üçgensel matrisin point spektrumunun belirlenmesinde kul-

lan¬lan, temel lemma verilmi̧stir.

Lemma 2.1 E¼ger T , D = aii i=1 köşegen girişleri ile nin bir ortonormal

baz¬nda bir alt üçgensel matris gösterimine sahipse p (T ) D dir.

·Ispat. Altüçgensel matris gösterimine sahip T verilsin. v, T nin bir özvektörü olsun.

Böylece en az bir için Tv = dir. nin baz¬nda v = (v1; v2; : : :) yazal¬m. Bu

baza göre T altüçgensel oldu¼gundan

a11

a21 a22

a31 a32 a33
...

...
...

. . .

v1

v2

v3
...

=

1

2

3

...

elde ederiz. v bir özvektör oldu¼gundan s¬f¬rdan farkl¬d¬r. Dolay¬s¬yla 1 i n 1

için vn = 0 ve vi = 0 olacak şekilde bir n vard¬r. Yukar¬daki matrisi kullanarak

n = (Tv)n = annvn oldu¼gunu hesaplar¬z. vn = 0 oldu¼gundan ann = oldu¼gunu

elde ederiz. Böylece D dir.
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Teorem 2.6 Her n N için bn = 0 ve (n+ 1) bn dizisi s¬n¬rl¬ olsun. Bir n 0

için g (z) = zn ise bu durumda;

(i) n = 0 için (Rgb) = bk k=1 0 d¬r.

(ii) n > 0 için (Rgb) = 0 d¬r.

·Ispat. Teorem 1.24 den Cg kompaktt¬r ve R
g
b = DbCg oldu¼gundan ve Db s¬n¬rl¬

(bak Lemma 2.2) oldu¼gundan Rgb kompaktt¬r. Böylece 0 (Rgb) dir. Ayr¬ca

e¼ger (Rgb) 0 ise bu durumda p (R
g
b ) dir. Lemma 2.1 den p (R

g
b)

g (0) bk k=1 oldu¼gunu biliyoruz.

E¼ger n = 0 ise yani g (z) = 1 ise bu durumda Teorem 2.3 den Rgb normaldir.

Ayr¬ca Rgb köşegendir. Dolay¬s¬yla p (R
g
b) = bk k=1 dir. Böylece (Rgb) = 0

bk k=1 dir.

E¼ger g (z) = zn bu durumda g (0) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla (Rgb) = p (R
g
b) = 0

dir.

Uyar¬ 2.6 Teorem 2.6 da bn =
1

n+ 1
al¬n¬rsa Önerme 1.7 elde edilir.

Teorem 2.7 E¼ger = 1 ile g (z) = g ( ) ise bu durumda R
g

b , Rgb ye üniter

denktir. Bunu Rgb u Rgb ile gösterece¼giz.

·Ispat. U : H2 H2 , U (f) (z) = f ( ) operatörünü tan¬mlayal¬m. U n¬n

U = U ile üniter oldu¼gunu görmek kolayd¬r.

Şimdi üniter denkli¼gi gösterelim, U R
g

b U = Rgb oldu¼gunu göstermeliyiz. U n¬n

zn 1
n=1 baz¬na göre matris gösterimi; U (zi) (z) = ( )i oldu¼gundan, yani,

U (1) (z) = 1; U (z) (z) = z2 (z) = 2z2;

oldu¼gundan, diag n köşegen matrisidir. Ayr¬ca biliyoruz ki (U ) = U = (U ) 1
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dir. O halde U R
g

b U =

=

1

2

. . .

a0b0

a1b1 0b1

a2b2
2 a1b2 0b2

...
...

...
. . .

1

2

. . .

=

1

2

. . .

a0b0

a1b1 0b1

a2b2
2 a1b2

2 a0b2
2

...
...

...
. . .

=

a0b0

a1b1 0b1

a2b2
2 2

a1b2
2 2

a0b2
2 2

...
...

...
. . .

=

a0b0

a1b1
2 a0b1

2

a2b2
4 a1b2

4 a0b2
4

...
...

...
. . .

= Rgb

dir. Böylece Rgb u Rgb elde edilir.
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Uyar¬ 2.7 Teorem 2.7 de bn =
1

n+ 1
al¬rsak Teorem 1.25 elde edilir.

Sonuç 2.6 E¼ger T ise bu durumda R
1

1

b = (Rb) = z : z L L S

dir. Burada L = lim
n
(n+ 1) bn ve S = an : n = 0; 1; 2; : : : dir.

·Ispat. ·Istenilen Teorem 2.7 ve Teorem 1.28 den elde edilir.

Lemma 2.2 g ve (n+ 1) bn dizisi s¬n¬rl¬ bir dizi ise Rgb s¬n¬rl¬d¬r.

·Ispat. (xk) `2 olsun,

Dbxn =

b0

2b1

3b2
. . .

x0

x1

x2
...

= (b0x0; 2b1x1; : : : ; (n+ 1) bnxn; : : :)

dir. O halde (n+ 1) bn dizisi s¬n¬rl¬ oldu¼gundan her n N için (n+ 1) bn M

olacak şekilde M > 0 say¬s¬ vard¬r. Böylece

n=0

(n+ 1) bn
2 xn

2 M2

n=0

xn
2 =M2 x 2

olur ki, bu

Dbxn M x

olmas¬ demektir. Böylece Db s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca g iken Cg s¬n¬rl¬ oldu¼gundan,

Rgb = DbCg operatörü s¬n¬rl¬d¬r.

Uyar¬ 2.8 Lemma 2.2 de g (z) =
1

1 z
al¬n¬rsa Önerme 1.10 elde edilir.
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2.2 Genellȩstirilmi̧s Rhaly matrislerinin Topolojik özellikleri

Bu k¬s¬mda b dizisi ile verilen H2 deki bütün s¬n¬rl¬ genelleştirilmi̧s Rhaly operatör-

lerinin kümesi olan b kümesinin baz¬ topolojik özelliklerini araşt¬raca¼g¬z.

b, Lemma 2.2 den (n+ 1) bn dizisi s¬n¬rl¬ bir dizi olmak üzere

b = Rgb : g

kümesidir. b nin B (H2) nin bir kapal¬ altuzay¬ oldu¼gunu gösterece¼giz ve T den b

ye bir operatör tan¬mlay¬p kuvvetli operatör topolojide bu operatörün birebir örten

ve sürekli oldu¼gunu gösterece¼giz.

Tan¬m 2.3 Zay¬f operator topoloji veya ZOT, x; y H ve T B (H) için

Tx;y = Tx; y

yar¬normu ile üretilen B (H) üzerinde lokal konveks topolojidir.

Denk olarak e¼ger T , B (H) içindeki operatörlerin bir a¼g¬ ise T
ZOT

T dir

x; y H için T x; y Tx; y dir.

Tan¬m 2.4 Kuvvetli operatör topoloji veya KOT, x H ve T B (H) için

Tx = Tx

yar¬normu ile üretilen B (H) üzerinde lokal konveks topolojidir.

ZOT-yak¬nsakl¬ktaki gibi KOT-yak¬nsakl¬k da denk olarak e¼ger T , B (H) içindeki

operatörlerin bir a¼g¬ ise T
KOT

T dir her bir x H için (T T ) x 0 d¬r.

Teorem 2.8 b , B (H2) nin bir zay¬f operatör kapal¬ altuzay¬d¬r.

·Ispat. b nin altuzay oluşu, matris operatörlerinin lineerli¼gi ve nin lineerli¼ginden

ç¬kar. Gerçekten de; Rg1b ; R
g2
b b ise R

g1
b + R

g2
b = Rg1+g2b dir ve g1; g2 iken

g1+g2 oldu¼gundan Rg1+g2b b dir. Biz b nin zay¬f operatör topolojide kapal¬

oldu¼gunu ispatlayal¬m.

Rgb , b içinde Rgb
ZOT

S olacak şekilde operatörlerin bir a¼g¬ olsun. Bizim

amac¬m¬z bir h için S = Rhb oldu¼gunu göstermektir.
k=0

(ak) z
k , g n¬n Taylor

serisi olsun.
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B (H2), ZOT-kapal¬ oldu¼gundan S B (H2) elde ederiz. Rgb nj
, H2 nin

standart baz¬na göre Rgb n¬n matris gösterimi olsun. Rgb
ZOT

S oldu¼gundan

her n; j için Rgb nj
Snj dir. Bu bir Hilbert uzay¬ üzerinde her bir T s¬n¬rl¬

operatörü için genel bir gerçek olan, en n=1 ortonormal baza göre T için matrisin

nj-inci giri̧sinin Tnj = Ten; ej olmas¬d¬r. E¼ger n j ise Rgb nj
= (an j) bn

dir. Bu n j için Snj = lim (an j) bn olmas¬n¬ sa¼glar. n < j için Rgb nj
= 0

oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla n < j için Snj = 0 d¬r. Böylece S, (2.6) formuna

sahiptir.

c C olmak üzere

h (z) := c+
n=1

Rgb n1
zn

tan¬mlayal¬m. Bu durumda S = Rhb dir. Teorem 1.23 den h dir. Böylece S b

dir:

ZOT, norm topolojiden daha zay¬ft¬r, dolay¬s¬yla b nin norm kapal¬ oldu¼gunu

da elde ederiz. Böylece b , B (H2) nin kapal¬ altuzay¬d¬r.

Şimdi

: T b , R
1

1

b

operatörünü tan¬mlayal¬m.

Teorem 2.9 : T b bir bijektif kuvvetli operatör sürekli dönüşümdür.

·Ispat. k olsun. Herbir f H2 için

R
1

1 kz

b R
1

1

b (f) 0

oldu¼gunu göstermeliyiz. f (z) =
n=0

anz
n olsun. Teorem 2.7 den

R
1

1 kz

b R
1

1

b u R
1

1 kz

b Rb

dir. E¼ger f H2 ise bu durumda,

R
1

1 kz

b Rb (f) = U R
1

1 kz

b R
1

1

b U (f)

= R
1

1 kz

b R
1

1

b U (f) , U birimsel

= R
1

1 kz

b R
1

1

b (g) , burada g = U (f) H2
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dir. Dolay¬s¬yla

R
1

1 kz

b

KOT
R

1
1

b R
1

1 kz

b

KOT
Rb

dir. = 1 oldu¼gunu kabul edelim.

R
1

1 kz

b (f (z)) =
n=0

bn

n

j=0

aj ( kz)
n

Rb (f (z)) =
n=0

bn

n

j=0

aj zn

dir. Son iki eşitli¼gi taraf tarafa ç¬kart¬rsak

R
1

1 kz

b Rb (f) =
n=0

bn

n

j=0

aj
j
k 1

elde edilir. Buradan j
k 1 = ( k 1) 1 + k +

2
k + + j 1

k = ( k 1)

j 1

l=0

l
k

oldu¼gundan

R
1

1 kz

b Rb (f)
2

=
n=0

b2n

n

j=0

aj
j
k 1

2

=
n=0

b2n k 1 2
n

j=0

aj

j 1

l=0

l
k

2

= k 1 2

n=0

n

j=0

ajbn

j 1

l=0

l
k

2

dir. R
1

1 kz

b Rb (f) H2 ise 0 için N vard¬r öyleki n N için

k 1 2

n=N

n

j=0

ajbn

j 1

l=0

l
k

2

<
2
(kalan terim s¬f¬ra gider) (2.9)

geçerlidir.

M =
N 1

n=0

n

j=0

ajbn

j 1

l=0

l
k

2

olsun. M < dur, çünkü toplam sonludur. k 1 olmas¬n¬n manas¬ 0 için

K vard¬r öyleki k K için k 1 <
2M

dir. 0 sabit olsun. E¼ger n N ve
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k K al¬rsak, bu durumda

k 1 2

n=0

n

j=0

ajbn

j 1

l=0

l
k

2

= k 1 2
N 1

n=0

n

j=0

ajbn

j 1

l=0

l
k

2

+ k 1 2

n=N

n

j=0

ajbn

j 1

l=0

l
k

2

<
2M

:M +
2
=

elde ederiz. Böylece R
1

1 kz

b

KOT
Rb dir dolay¬s¬yla , KOT-süreklidir.
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3. GENELLEŞTIRILMIŞ RHALY MATRISININ SPEKTRUMU

Bu bölümde, g sembolü bir rasyonel fonksiyon oldu¼gunda genelleştirilmi̧s

Rhaly matrisi ile ilgili spektral sonuçlar ispatlayaca¼g¬z. Burada spektrumun sadece

bir k¬smi kesir biçiminde yaz¬lan rasyonel fonksiyonun katsay¬lar¬na ba¼gl¬ oldu¼gu

görülmektedir. Bu operatörler için esasl¬ spektrum aç¬k bir şekilde elde edilmi̧stir.

Genellȩstirilmi̧s Rhaly matrislerinin spektrumunu hesaplayabilmek için 2002

y¬l¬nda [32] de S.W. Young�un kulland¬¼g¬ tekni¼gi uygulamak istedik. [32] deki çal¬̧s-

mas¬nda S.W. Young, Berger-Shaw teoremini kullanarak her T için C n¬n

esasl¬ normal oldu¼gunu söylemi̧stir ve spektrumu hesaplamak için iki lemma kul-

lanm¬̧st¬r. Bizim bu lemmalar¬ kullanabilmemiz için Rhaly matrisinin devirli ve

altnormal oldu¼gunu göstermemiz gerekir. Rhaly matrisinin bu beklenen özellikleri

aç¬k problem olarak durmaktad¬r. Üstesinden gelemedi¼gimiz bu yöntem d¬̧s¬nda

ikinci bir yöntem ise S.W. Young�¬n [33] deki kulland¬¼g¬ yöntemdir. Bu yöntemi

kullanabilmemiz için Hilbert-Schimidt başl¬kl¬ aşa¼g¬daki k¬sma ihtiyac¬m¬z vard¬r.

3.1 Rgb nin Hilbert-Schimidt Özelli¼gi

Genellȩstirilmi̧s Rhaly matrisinin spektrumunu hesaplayabilmek için S.W. Young�nin

[33] de verilen çal¬̧smas¬ndaki lemmalar¬ kulland¬k. Bu lemmalar¬n hipotezlerini

sa¼glayabilmemiz için bu k¬s¬mda, 1 = 2 = 1 olmak üzere

1 = 2 kompleks say¬lar¬ için R
1

b R
2

b ; R 1

b R 2

b ve R 1

b R 2

b operatörlerinin

birer Hilbert-Schimidt operatörü oldu¼gunu gösterdik. Burada; R 1

b = R
1

1 1z

b dir.

Lemma 3.1 E¼ger Z, Bj 1 = 0 , Bk =
n

k=j

k , k = j; : : : ; n ve (ak) pozitif

terimli azalan bir dizi ise, bu durumda
n

k=j

k

ak

2

1

1

an
+

1

aj

1

an

d¬r.

·Ispat. Her k için

Bk =
n

k=j

k = j 1
n j+1

1
j 1 +

n j+1

1
=

2

1
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d¬r. O halde

n

k=j

k

ak
=

n

k=j

1

ak
(Bk Bk 1)

=

n

k=j

Bk
ak

n 1

k=j

Bk
ak+1

=
Bn
an
+

n 1

k=j

Bk
1

ak

1

ak+1

elde edilir. Son eşitlikte mutlak de¼gere geçersek

n

k=j

k

ak
=

Bn
an
+

n 1

k=j

Bk
1

ak

1

ak+1

Bn
an

+
n 1

k=j

Bk
1

ak

1

ak+1

2

1

1

an
+

n 1

k=j

1

ak

1

ak+1

2

1

1

an
+

1

aj

1

an

elde edilir.

Teorem 3.1 (bn) `2 pozitif azalan bir dizi ve 1 = 2 = 1 olmak üzere 1 = 2

kompleks say¬lar¬ için R 1

b R
2

b bir Hilbert-Schimidt operatörüdür. Burada; R 1

b =

R
1

1 1z

b dir.

·Ispat. R 1

b R
2

b B2 (H
2) dir U

2
R 1

b U 2
U

2
R 2

b U 2
B2 (H

2) dir. Bununla

birlikte Teorem 2.7 den U
2
R 2

b U 2
= Rb dir. Dolay¬s¬yla 2 = 1 oldu¼gunu kabul

edebiliriz. 1 i olarak yeniden s¬n¬�and¬ral¬m.

H2 için zn 1 standart baza göre Rb için aşa¼g¬daki matris gösterimini yaza-

l¬m.
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b0

1 b1

2b2 2 b2

3b3
2b3 3 b3

...
...

...
...

. . .

(3.1)

(Rb = R
1

1

b ,
1

1
=

n=0

( )n = 1
a0

+

a1

z + 2

a2

z2 + ). O halde

Rb
nj
=

0 ; n < j

n jbn 1 ; n j

, n; j = 1; 2; : : :

oldu¼gunu elde ederiz. RbRb yi hesaplarsak

(Rb)nk =
bn ; n k

0 ; n < k

oldu¼gundan
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RbRb =

=

b0

1 b1

2b2 2 b2

3b3
2b3 3 b3

...
...

...
...

. . .

b0

b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3 b3

...
...

...
...

. . .

=

b20

1b0 + b
2
1 b21

2b2b0 + 2b1 + b
2
1 2b1 + b

2
2 b22

3b3b0 +
2b3b1 + 3b2 + b

2
3

2b3b1 + 3b2 + b
2
3 3b2 + b

2
3 b23

...
...

...
...

. . .

dir. O halde koordinatsal olarak,

RbRb
nj
=

0 ; n < j

n

k=j

n kbn 1bk 1 ; n j

, n; j = 1; 2; : : :

elde ederiz, bunu düzenlersek

n k = n 1
k
= n

k

k
=

n k

2 k
= n k
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oldu¼gundan

RbRb
nj
=

0 ; n < j

n
n

k=j

k
bn 1bk 1 ; n j

, n; j = 1; 2; : : :

matrisini elde ederiz. Şimdi RbRb nin Hilbert-Schmidt normunu hesaplarsak

RbRb
H.S

=
n;j

RbRb
nj

2

=
n=1

n

j=1

RbRb
nj

2

, ( RbRb alt üçgensel)

=
n=1

n

j=1

(bn 1)
2

n

k=j

k
bk 1

2

, ( 2n = 1)

dir. = 1 ile Lemma 3.1 i uygularsak

n

k=j

k
bk 1

2

1
(bn 1 + bj 1 bn 1 )

2bj 1

1
(3.2)

o halde (3.2) den

RbRb
2

H:S
=

n=1

n

j=1

(bn 1)
2 2bj 1

1

2

4

1 2

n=1

(bn 1)
2

n

j=1

(bj 1)
2

4

1 2

n=1

(bn 1)
2

2

<

elde ederiz. Böylece RbRb bir Hilbert-Schmidt operatörüdür.

Spektrumu hesaplayabilmemiz için yeni sonuçlara ihtiyac¬m¬z var.

Teorem 3.2 (bn) `2 pozitif azalan bir dizi ve 1 = 2 = 1 olmak üzere 1 = 2

kompleks say¬lar¬ için R 1

b R 2

b ve R 1

b R 2

b Hilbert-Schimidt operatörüdürler.

·Ispat. Genelli¼gi bozmaks¬z¬n 2 = 1 oldu¼gunu ve 1 yerine ald¬¼g¬m¬z¬ kabul

edelim.
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Biz ilk önce R 1

b R 2

b B2 (H
2) oldu¼gunu gösterece¼giz. (3.1) den

Rb
nj
=

0 ; n > j

j n
bj 1 ; n j

, n; j = 1; 2; : : :

oldu¼gunu elde ederiz. Böylece

Rb Rb =

=

b0 1
2
b2

3
b3

b1 2
2
b3

b2 3

b3

...
. . .

b0

b1 b1

b2 b2 b2

b3 b3 b3 b3

...
...

...
...

. . .

=

b20 +
2
1 +

2
b22 +

2
1 +

2
b22 +

2
b22 +

3
b23 +

b21 +
2
2 +

2
b23 + b21 +

2
2 +

2
b23 +

2
2 +

2
b23 +

b22 +
2
3 +

2
b24 + b22 +

2
3 +

2
b24 + b22 +

2
3 +

2
b24 +

...
...

...
. . .

yani; koordinatsal olarak,

Rb Rb
nj
=

n

k=max n;j

k
b2k 1 (3.3)

elde ederiz. Dolay¬s¬yla aşa¼g¬daki toplam¬n yak¬nsak oldu¼gunu göstermeliyiz.

n;j=1 k=max n;j

k
b2k 1

2
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Biz ilk önce
k=max n;j

k
b2k 1 yi de¼gerlendirelim.

Durum 3.1 n j olsun. = 2 durumunda Lemma 3.1 i uygularsak

k=n

k
b2k 1

2b2n 1

1

elde ederiz. O halde

Rb Rb
H.S

=
n;j=1 k=j

k
b2k 1

2

4

1 2

n=1 j=1

b4n 1

4

1 2

n=1 j=1

b2n 1b
2
j 1 , (n j; bn bj)

=
4

1 2

n=1

b2n 1

2

<

elde ederiz.

Durum 3.2 j n olsun. O halde benzer şekilde

m

k=j

k
b2k 1

2b2j 1

1

elde edilir. Böylece

Rb Rb
H.S

=
n;j=1 k=j

k
b2k 1

2

4

1 2

n=1 j=1

b4j 1

4

1 2

n=1 j=1

b2n 1b
2
j 1 , (j n; bj bn)

=
4

1 2

n=1

b2n 1

2

<

elde edilir. Yani R 1

b R 2

b B2 (H
2) dir.
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Şimdi dikkatimizi Rb (Rb) operatörüne çevirelim

Rb (Rb) =

=

b0

1 b1

2b2 2 b2

3b3
2b3 3 b3

...
...

...
...

. . .

b0 b1 b2 b3

b1 b2 b3

b2 b3

b3

...
. . .

=

b20 b0b1 b0b2 b0b3

0b1
2
1 + b

2
1 1b2 + b1b2 1b3 + b1b3

2b0b2
2b1b2 + 1b2

2b22 +
2
2 + b

2
2

2b2b3 + 2b3 + b2b3

3b0b3
3b1b3 +

2b1b3
3b2b3 +

2b2b3 + 2b3
3b23 +

2b23 +
2
3 + b

2
3

...
...

...
...

. . .

oldu¼gundan, koordinatsal olarak

Rb (Rb) =

min n;j

k=1

n kbn 1bj 1

= nbn 1bj 1

min n;j

k=1

k
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elde edilir. O halde

nbn 1bj 1

min n;j

k=1

k
= bn 1bj 1

min n;j

k=1

k

= bn 1bj 1

1
min n;j

1

2bn 1bj 1

1

elde edilir. Böylece

Rb (Rb)
H.S

=
n;j=1

nbn 1bj 1

min n;j

k=1

k

2

4

1 2

n=1

b2n 1

j=1

b2j 1

=
4

1 2
n=1

b2n 1

2

< :

dir. Dolay¬s¬yla Rb (Rb) B2 (H
2) dir.

Uyar¬ 3.1 Teorem 2.7 ve 3.1 de bn =
1

n+ 1
al¬n¬rsa[33] , Teorem 2.3 elde edilir.

(H2) den Q (H2) Calkin cebri üzerine kanonik dönüşümü göstersin. Teo-

rem 2.7 ve 3.1 den aşa¼g¬dakileri elde ederiz.

RbRb = 0 (3.4)

Rb Rb = 0 (3.5)

Rb (Rb) = 0 (3.6)
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3.2 Rgb nin Spektrumu

Bu k¬s¬mda biz, sembol rasyonel fonksiyon oldu¼gunda genelleştirilmi̧s Rhaly

matrisinin spektrumunu hesaplayaca¼g¬z.

·Ilk önce rasyonel fonksiyon tan¬m¬n¬ verelim. E¼ger P ve Q, R (z) =
P (z)

Q (z)
olacak şekilde iki polinomsa R ye rasyonel fonksiyon denir. Spektrumu hesaplanacak

olan genelleştirilmi̧s Rhaly matrisindeki rasyonel fonksiyonu seçerken biz RRb yi

s¬n¬rl¬ yapan R rasyonel fonksiyonunu kullanmal¬y¬z. Son olarak bu R nin birim disk

içinde hiçbir kutuba sahip olamayaca¼g¬n¬ not edelim. Ayr¬ca e¼gerQ, T üzerinde s¬f¬r-

lara sahip olursa bu s¬f¬rlar basit olmal¬d¬r. E¼ger birim çember üzerinde bir çift katl¬

kutup varsa bu durumda kutupta ilkelin büyüklü¼gü logaritmik büyüklükten daha

h¬zl¬ olmal¬d¬r, dolay¬s¬yla bu BMOA da de¼gildir (BMOA fonksiyonlar¬n¬n büyüme

özellikleri üzerine bilgi edinmek için [7] ye bkz).

Bu k¬s¬mda, T ile ili̧skili onun k¬smi kesir ayr¬̧s¬m¬n¬ R ile gösterece¼giz, yani;

S kapal¬ birim diskte analitik olan bir rasyonel fonksiyon olmak üzere

R (z) =

n

i=1

i

1 iz
+ S (z)

dir.

Bizim ana teoremimizi ispatlayabilmemiz için gereken ve S.W. Young�¬n [33]

de ispatlad¬¼g¬ iki önemli Lemmay¬ aşa¼g¬da ispatlar¬ ile verelim.

Lemma 3.2 i = j için aiaj = ajai = 0 ve ai aj = ajai = 0 olmak üzere e¼ger

a1; a2; : : : ; an bir A , C cebrinin elemanlar¬ ise ve i C ise bu durumda

0
n

i=1

iai =
n

i=1

( iai) (3.7)

geçerlidir ([33] , Young 2004, Lemma 3.2).

(Lemmay¬ ispatlamadan önce not edelimki tersinir olmayan elemanlar¬n

toplam¬n¬n tersinir olabilmesi için (3.7) deki 0 gereklidir. Örne¼gin P bir izdüşüm

olsun. PP = P P = 0 d¬r fakat P + P = I d¬r.)

·Ispat. ·Ispat¬ tümevar¬mla yapaca¼g¬z.

a1 ve a2 ile üretilen C cebrini C (a1; a2) ile gösterelim. C (a1; a2) , A n¬n

bir altcebridir. x C (a1; a2) eleman¬ için Teorem 1.18 den A (x) = C (a1;a2) (x)
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elde ederiz. a1a2 = a2a1 = 0 ve a1a2 = a2a1, a21a1 = a1a2 oldu¼gundan C (a1; a2)

bir komutatif C -cebridir. Teorem 1.17 yi uygularsak C (X), X üzerindeki sürekli

fonksiyonlar¬ göstermek üzere, C (a1; a2) C (X) olacak şekilde bir X kompakt

Hausdor¤ uzay¬ oldu¼gu sonucuna var¬r¬z.

f ve g s¬ras¬yla a1 ve a2 nin fonksiyonlar¬ olsun. a1a2 = 0 oldu¼gundan x X

için f (x) g (x) = 0 d¬r. Bu, supp (f) supp (g) = oldu¼gunu söyler.

h, bir kompakt uzay üzerinde çarp¬msal tersinir sürekli bir fonksiyon olsun,

yani; e¼ger h hiç bir zaman s¬f¬r de¼gilse
1

h
mevcut olsun. Biz C için

1f + 2g

n¬n tersinir olmas¬n¬ istiyoruz. ( 1a1 + 2a2) olsun. Böylece 1f (x0) +

2g (x0) = olacak şekilde bir x0 X noktas¬ vard¬r. x0 supp (f) oldu¼gunu

kabul edelim, bu durumda f ve g nin destekleri farkl¬ oldu¼gundan g (x0) = 0 d¬r.

Bu yüzden 1f (x0) + 2g (x0) = 1f (x0) = dir. Böylece ( 1a1) dir:

E¼ger x0 = supp (f) ise bu durumda hem x0 supp (g) hem de x0 = supp (f)

supp (g) dir. E¼ger x0 supp (g) ise bu durumda yukar¬daki argümen ( 2a2)

oldu¼gunu gösterir.

E¼ger x0 = supp (f) supp (g) ise bu durumda = 1f (x0) + 2g (x0) = 0

d¬r. Biz

0 ( 1a1 + 2a2) ( 1a1) ( 2a2)

oldu¼gunu gösterdik. Tersi için ( 1a1) olsun. 1f (x0) = olacak şekilde bir

x0 X noktas¬ vard¬r. E¼ger = 0 ise, sol k¬s¬m içindedir. Şimdi = 0 oldu¼gunu

kabul edelim, bu durumda x0 supp (f) ve x0 = supp (g) dir. Dolay¬s¬yla

= 1f (x0) = 1f (x0) + 2g (x0)

d¬r, yani; ( 1a1 + 2a2) dir.

n nin genel durumu için i C olmak üzere 1a1 + + nan = b A

yazal¬m. i = j için ai aj = ajai = 0 oldu¼gundan bunlar¬n lineer kombinasyonu

içinde toplam¬n 0 olaca¼g¬n¬ belirtelim. b ve nan elemanlar¬n¬i yukar¬daki gibi iki

eleman için do¼gru olan duruma uygularsak

0 (b+ nan) = (b) ( nan)

57



elde ederiz.

Sonuç tümevar¬mdan elde edilir.

Lemma 3.3 E¼ger i = j için TiTj (H) olacak şekilde T1; : : : ; Tn B (H) ise ve

i C ise bu durumda her
n

i=1

e (Ti) için

ind
n

i=1

iTi =
n

i=1

ind ( iTi ) (3.8)

elde ederiz ([33] , Young 2004, Lemma 3.4).

·Ispat. ·Ispat¬ tümevar¬mla yapaca¼g¬z.

Kabul edelim ki e (T1) e (T2) olsun.

E¼ger = 0 ise bu durumda T1 ve T2 dir. Böylece T1T2 dir.

Bununla birlikte (T1T2) = 0 d¬r ve 0 tersinir de¼gildir. Dolay¬s¬yla 0 e (T1)

e (T2) dir. Bu nedenle = 0 oldu¼gunu kabul edebiliriz.

(T1 ) (T2 ) y¬ hesaplayal¬m.

(T1 ) (T2 ) = T1T2 (T1 + T2 ) (3.9)

dir. Dolay¬s¬yla
1
(T1 ) (T2 ) =

1
T1T2 T1 T2 +

elde ederiz. Burada T1 + T2 ,
1
(T1 ) (T2 ) Fredholm operatörünün bir

kompakt perturbasyonu oldu¼gundan

e (T1 + T2) e (T1) e (T2)

oldu¼gunu dikkate alal¬m. Önerme 1.4 (iii) den

ind (T1 + T2 ) = ind
1
(T1 ) (T2 )

oldu¼gunu elde ederiz. Önerme 1.4 (ii) den

ind
1
(T1 ) (T2 ) = ind

1
I + ind (T1 ) + ind (T2 )

elde ederiz. Dolay¬s¬yla,

ind (T1 + T2 ) = ind
1
I + ind (T1 ) + ind (T2 )

= ind (T1 ) + ind (T2 )
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d¬r.

Şimdi tümevar¬mla n tane genel operatör için ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.3 E¼ger (bk) `2 kesin azalan bir dizi, (k + 1) bk kesin artarak

0 = L < say¬s¬na yak¬nsayan bir dizi ve her bir i için i = 0 , i ler farkl¬

ve i = 1 olmak üzere g (z) =
n

i=1

i

1 iz
ise, bu durumda Rgb için aşa¼g¬dakiler

geçerlidir.

(i) E = g (0) bk k=0

n

i=1

D ( iL) olmak üzere (Rgb) =

n

i=1

D ( iL) E dir.

(ii) e (R
g
b) =

n

i=1

@D ( iL) dir.

(iii) G =

n

i=1

D( iL) olmak üzere e (R
g
b) için ind (R

g
b ) = G ( )

d¬r.

Burada D (a) = z : z a < a kümesini, D (a) onun kapan¬ş¬n¬ @D (a)

da onun s¬n¬r¬n¬ göstermektedir.

·Ispat. g (z) =
n

i=1

i

1 iz
oldu¼gundan

Rgb =

n

i=1

iR
i

b (3.10)

elde edilir. (3.4), (3.5), (3.6) ve Lemma 3.2 den

0 ( (Rgb)) = 0

n

i=1

iR i

b

=

n

i=1

iR i

b .

Bir T operatörünün esasl¬ spektrumu Calkin cebrindeki (T ) yan kümesinin

spektrumu oldu¼gundan, yani; e (T ) = ( (T )) oldu¼gundan ve Teorem 1.30 dan

0 e (R
g
b) =

n

i=1

e iR i

b =
n

i=1

@D ( iL) (3.11)

elde ederiz.

Bununla birlikte (3.11) den 0 ¬n sa¼g taraf¬n bir limit noktas¬ oldu¼gunu

biliyoruz. Böylece 0 e (R
g
b) d¬r. Dolay¬s¬yla

e (R
g
b ) =

n

i=1

@D ( iL) (3.12)

59



dir.

Benzer şekilde R i

b R
j

b B2 (H
2) (H2) ve (H2) bir vektör uzay¬

oldu¼gundan iR
i

b jR
j

b (H2) dir o halde Lemma 3.3 den
n

i=1

e iR
i

b

için ind (Rgb ) =

n

i=1

ind iR i

b sonucuna var¬r¬z. [15] Lemma 2.2 den

D ( iL) için ind iR
i

b = 1 ve D( iL) için ind iR
i

b = 0 dir.

Böylece ind iR i

b = D( iL)
dir. Lemma 3.3 den indeksin Rgb için toplamsal

oldu¼gunu biliyoruz. Buradan, e (R
g
b) =

n

i=1

@D ( iL) için

ind (Rgb ) =
n

i=1

D( iL)
= G ( ) (3.13)

elde ederiz. Dolay¬s¬yla teoremin 3. ş¬kk¬ elde edilir.

(3.8) den ind (Rgb ) = 0 olmas¬ için tek yol her i = 1; n için D ( iL)

olmas¬d¬r.

Gerçekten de

0 = ind (Rgb ) =
n

i=1

ind R i

b

ise i = 1; n için ind R i

b = 0 d¬r. Böylece[15] Lemma 2.2 den her i = 1; n için

D ( iL) dir.

Şimdi ind (Rgb ) = 0 olacak şekilde (Rgb) noktalar¬n¬ inceleyelim. Bu

tip noktalar Rgb nin özde¼gerleridir, yani; p (R
g
b) dir.

E := (Rgb) : ind (R
g
b ) = 0

kümesini tan¬mlayal¬m. E
n

i=1

D ( iL) = d¬r.

Rgb alt üçgensel oldu¼gundan Lemma 2.1 den R
g
b nin sadece mümkün özde¼gerlerinin

g (0) bk k=1 köşegen elemanlar¬ oldu¼gunu biliyoruz. g (0)bk
k=1

p (R
g
b)

oldu¼gunu göstermek kolayd¬r. Çünkü, onlar bir üst üçgensel operatörün köşegen

elemanlar¬d¬r. Dolay¬s¬yla

E g (0) bk k=1

d¬r. Böylece

(Rgb) =

n

i=1

D (Lai) E
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dir.

Uyar¬ 3.2 Teorem 3.3 de bn =
1

n+ 1
al¬n¬rsa Teorem 1.27 elde edilir.

Uyar¬ 3.3 Teorem 3.3 de g (z) =
1

1 z
al¬n¬rsa Teorem 1.28 ve 1.30 elde edilir.

Uyar¬ 3.4 Teorem 3.3 de bn =
1

n+ 1
ve g (z) =

1

1 z
al¬n¬rsa Teorem 1.20 ve 1.22

elde edilir.
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