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OZET

PERIYODIK POTANSIYELLI IMPULSIV STURM-LIOUVILLE
OPERATORLERI ICIN TERS PROBLEMLER

Elif ERYILMAZ
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Damisman: Prof. Dr. Rauf AMIROV
2011,72 sayfa

Bu tez ii¢ boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci bsliimde, incelenen diferansiyel denklemin baglangi¢ kosullar: ve siirek-
sizlik kogullarim saglayan ¢oziimiiniin varhgi ayrica A(\) karakteristik fonksi-
yonunun ve ¢(x) = ¢(x,k,) ozfonksiyonlarmin sifirlarmin davramslar elde
edilmigtir.

Ugtincii boliimde, tanmimlanan L; ve Lo problemlerinin sirasiyla {\,}>7,
ve {1, }, spektrumlar1 yardimiyla o, normallestirici sayilar ifade edilmis ve
1929 yilinda W. A. Ambartsumyan tarafindan ispatlanan teoremin siireksizlik
kogullar1 altinda genellestirilmesi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Ters Problem, Spektrum, Impulsiv, Ozdeger, Oz-

fonksiyon, Normallegtirici Sayilar.



ABSTRACT

INVERSE PROBLEMS FOR IMPULSIVE STURM-LIOUVILLE
OPERATORS WITH PERIODIC POTENTIAL

Elif ERYILMAZ
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Rauf AMIROV
2011, 72 pages

This thesis consisits of three parts.

In the first part, important concepts and theorems, which are used fre-
quently in the spectral theory of differential operators, have been given.

In the second part, existence of solution which satisfies initial conditions
and discontinuity condition of consider differential equation has been investi-
gated. Moreover behaviours of eigenfunction ¢(x) = p(z, k,,) and behaviours
of zeros of characteristic function A(X) have been obtained.

In the last part, normalited numbers «, have been expressed by helping

[e%S)
n=1 7

spectrums {\,} {1, }72, of defined problems Ly and Ly. Generalization
of proved theorem W. A. Ambartsumyan in 1929 has been given under the
discontinuity conditions.

Keywords: Inverse Problems, Spectrum, Impulsive, Eigenvalue, Eigen-

function, Normalited Numbers.
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GIRIS

Spektral analizin bir dali olan inverse (ters) problemler yani, spektral karak-
teristiklerine gore operatorlerin kurulmasi problemi, fizigin bir ¢ok alaninda
kullanilmaktadir. Ornegin mekanikte, verilen dalga boylarina gére homojen
olmayan yayda yogunluk dagiliminin 6grenilmesinde, Kuantum mekaniginde,
verilen e-nerji seviyelerine veya sagilma verilerine gore parcgaciklar arasinda etk-
ilegsimin 6grenilmesinde, jeofizikte yer alt1 madenlerinin aranmasinda kargimiza
cikmaktadir.

Bu alandaki temel sonuglar G. Borg, N. Levinson, A.N. Tychonoff, V. A.
Marchenko, M. G. Gasimov, F.S. Rofe-Beketov, L.P. Nijnik tarafindan ver-
ilmigtir.

1967 yilinda G. Gardner, J. Green, M. Kruskal ve R. Miura ilk kez in-
verse problemlerin yardimiyla fizigin bir ¢ok alaninda ortaya ¢ikan nonlineer
evolyisyon denklemlerin ¢oziimlerini vermiglerdir. (Korteweg-de Vries den-
klemi bunlara ait bir érnektir) Bu galigmadan sonra inverse problemlere olan
ilgi daha da artmis, bunun sonucu olarak da inverse problemler konusu aktiiel
bir konu olarak giincelligini korumaya devam etmistir.

Tezde elde edilen énemli sonuclar1 vermeden 6nce II. mertebeden diferan-
siyel operatorler icin spektral teorinin tarihsel gelisimi verilecek ve daha sonra
tezde elde edilen sonuclardan bahsedilecektir.

Tanim 0.1. [(y) = —y" + g(x)y diferansiyel ifadesi verilsin. Eger a ve
b sonlu olmak iizere ¢(z) fonksiyonu [a,b] araliginda integrallenebilirse [ (y)
ifadesine regiiler diferansiyel ifade denir. Eger a ve b sayilarindan herhangi
biri ya da her ikisi de sonsuz ise veya q(x) fonksiyonu [a, b] araliginda integral-
lenemezse veya da her iki durum birlikte s6z konusu ise [ (y) ifadesine singiiler
diferansiyel ifade denir.

Tanim 0.2:

[(y):=—y +q@x)y=X\y, ze€(0,d)U(dn), A=k (0.1)



Uly) =y (0)—hy(0) =0, V(y)=y(r)+ Hy(r)=0 (0.2)

(0.1) diferansiyel denklemi ve (0.2) smur kogullar1 tarafindan iiretilen lineer

ope-rator L olmak iizere
Ly =)\y

esitligini saglayan ¢ £ ( ¢Ozlimii varsa A’ya L operatoriiniin 6zdegeri, y ¢ozii-
miine de \’ya karsilik gelen 6zfonksiyon denir.

Tanim 0.3: (L — AI)~" operatoriine L operatoriiniin Resolvent Operatorii
denir.

Tamim 0.4:(L — A/ )71 in mevcut ve smirh oldugu A € C sayisina L ope-
ratoriiniin regiiler noktasi denir. Tilim regiiler noktalarinin kiimesine resolvent
kiime denir ve p (L) ile gosterilir.

Tanmim 0.5:

o(L) = C\p(L)

kiimesine L — Al operatoriiniin spektrum kiimesi denir.

I) (L — M)~ in mevcut olmadigr A noktalarmimn kiimesine L operatoriiniin
noktasal spektrumu veya 6zdegerler kiimesi denir.

IT) (L — A)~" mevcut olup, yogun kiimede taniml ve smirh olmayacak
se-kilde A’larin kiimesine siirekli spektrum denir.

III) (L — \I)~" mevcut fakat, yogun olmayan kiimede tanimh X’larin kiime-
sine rezidii spektrum denir.

Tanim 0.6: {\,}, ., dizisi L operatoriiniin ozdegerleri ve {y (z,\,)} ler

bu ozdegerlere karsilik gelen ¢zfonksiyonlar olsun.

b

o, = /y2 (z, \n) dx

a

sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar: denir.
Tamm 0.7: {\,.}, -, ve {ay,}, - dizilerine L operatériiniin spektral karakte-

ristikleri denir.



Tamim 0.8: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristik-
lerinin bulunmasi problemine diiz problem, spektral karakteristikleri verildiginde
bu hangi Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatoriiniin spektral karakteris-
tikleri oldugunun bulunmasi problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatorlerin spektral analizinde
onemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir sira problemleri ile siki
baglantilidir. Diferansiyel denklemler icin ters problemler teorisinin baglangici
sayilan ilk ¢galigma V.A. Ambartsumyan’ a [1] aittir. 1929 yihinda V.A. Am-
bartsumyan Sturm-Liouville operatorleri icin ters problemlerle ilgili agsagidaki
teoremi ispatlamigtir:

Teorem 0.9: ¢(x), [0, 7] arahginda gercel degerli siirekli fonksiyon olmak

tizere Ao, Aty - 5 Ay -~ 'ler
Y +{A—q@)}y=0, (0<z<mn), (0.3)

y'(0) =y'(m) =0, (0.4)
probleminin ézdegerleri olsun. Eger A, = n? (n =0,1,...) ise ¢(z) = 0 dur.
V.A. Ambartsumyan’ in bu ¢aligmasindan sonra ters problemler teorisinde
gesitli problemler ortaya ¢ikmis ve bu tip problemlerin ¢oziimii icin farkl yon-
temler verilmigtir. Bu problemlerle ilgili en 6nemli sonuclardan birisi G.Borg’
a aittir[2].
Teorem 0.10: Ao, A1, -, Ay, -+ ler (0.3) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) =0, (0.5)

y'(m) + Hy(m) =0, (0.6)

siur kogullar ile verilen problemin, gy, f4y, -« , iy, - - - ler ise (0.3) denklemi ve
y(0) = hy(0) =0,  (h# M) (0.7)

(0.6) siur kogullariyla verilen problemin 6zdegerleri olsun. O halde {\,},>0 ve
{4, }n>0 dizileri g(x) fonksiyonunu ve h, h; ve H sayilarim tek olarak belirtir.

(h,hy ve H sonlu gergel sayilardir.)



G. Borg’ un bu ¢galigmasimda, {\, },>0 ve {1, }n>o dizileri verilen operatoriin
farkl spektrumlari oldugu farz edilir ve operatorii bu dizilerin yardimiyla be-
lirtmektedir. Yani, bu tip operatoriin varligi énceden belli oldugu kabul edilir.
G. Borg, aym calismada, bu tip diferansiyel operatoriin tek olarak belirtilmesi
icin bir tek {\,},>0 spektrumunun yeterli olmadigini gostermigtir. O yiizden
de, V.A. Ambartsumyan’in sonucu istisna bir durum olarak diisiiniilmektedir.

Bu galigmadan sonra potansiyelin ¢(m — ) = ¢(x) simetriklik kogulunu
saglamasi durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii tanim-
ladigin1 N. Levinson [3], [4] ispatlamigtir. Ayrica, N. Levinson negatif 6zdeger-
lerin mevcut olmadigi durumda, sacilma fazinin, potansiyeli birebir olarak
tanimladigini gostermistir.

I1. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde
bir sonraki en ¢nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko [12] tarafindan
kaydedilmis-tir.

1950 yilinda V.A. Marchenko[12] ters problemlerin ¢tziimiinde Sturm-Liouville
operatoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmistir.

@(x, \) fonksiyonu (0.3) diferansiyel denkleminin

baglangi¢ kogullarim saglayan ¢oziimii, ¢(z, \,) = ¢, (x) fonksiyonlar: ise bu

o-peratoriin 6zfonksiyonlar: olsun. Bu durumda verilen operatoriin

™

ay, = /gpQ(x,)\n)dx (0.9)

0

normallestirici sayilarindan faydalanarak olugturulan

=3 - (0.10)

A<

fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere V.A. Marchenko,
yukarida bahsedilen ¢alismada G. Borg’un ispatladigl teoremin benzerini p(\)
spektral fonksiyonu yardimiyla vermistir. Ayrica, bu galigmada, p(\) fonksiy-

onun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu



olmasi icin gerek ve yeter kogulu verilmigtir. V. A. Marchenko’ nun galig-
malar1 ile hemen hemen aym zamanda M.G. Krein [10], [11] ¢aligmalarinda
Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatorii {\, }n>0 ve {p, tn>o diziler-
ine gore belirtmek icin etkili yontem vermigtir. Fakat, bu caligmalarda ver-
ilen gerekli ve yeterli kosul, {\,},>0 ve {u, }n>o dizileri yardimiyla degil, bu
dizilerin yardimiyla kurulan yardimei fonksiyon kullanilarak verilmigtir.

1949 yilinda V.A. Marchenko’ nun c¢alismasi yayinlanmadan ¢énce A.N.
Tikhonov [7] tarafindan V. A. Marchenko’ nun ispatladig: teklik teoremine
denk olan bir teorem ispatlanmigtir. A.N. Tikhonov galigmasinda ispatlanan
teoremin ifadesi agagidaki sekildedir:

Teorem 0.11: A\ < 0 oldugunda
U'+Xp*(x)U =0, x>0, U(x)=0

probleminin ¢6ziimii U(z, A) olsun. Burada p(z) parcal analitik fonksiyon ve
p(x) > py > 0dir. R(\) = %’i\; olsun. Bu durumda A < 0 oldugunda R(\)
fonksiyonuna gore p(z) fonksiy(;nu tek olarak belirtilir.

1951 yilinda I.M. Gelfand ve B. M. Levitan [8], p(A) monoton fonksiy-
onun Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli ve
yeterli sartlar1 verdiler. Ayrica, bu calismada Sturm-Liouville operatoriiniin
belirtilmesi i¢in etkili bir yontem verilmistir.

Diger taraftan bu calismada verilen yontem klasik Sturm-Liouville operatorii-
niin {A\, }n>o0 ve {a, >0 (a, > 0) dizilerine gore belirlenmesi icin yani, ver-
ilen dizilerin sirasiyla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve nor-
mallegtirici sayilar1 olmasi icin gerekli ve yeterli kosul asagida verilen klasik
asimptotik esitliklerin saglanmasidir:

a a||m

2B+ g2l

JET

Tn
2zl 2]t




™

1 1
burada ag = — |h+ H + §/q(t)dt dir. Eger m ¢ift say1 ise Y. 72 < oo ve
T
0

3 (%)2 < oo, eger m tek ise > <%)2 < oo ve Y, T2 < oo dir.
Fakat, bu calismalarda ters problemin iki spektrumuna gore tam ¢oziimii
verilmemistir. Regiiler Sturm-Liouville operatorleri i¢in bu problemin yani,
iki spektruma gore regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin belirlenmesi prob-
lemi B.M. Levitan ve M.G. Gasimov’ un [9] ¢aligmasinda verilmigtir. Bu
calismada, veri-len problemin {O‘n}nzo normallegtirici sayilariin iki spektruma
bagl oldugunu gosteren en nemli formiil,
hi—h 1/ Ak — Ao
Ly — An o ME An

(0.11)

Ay =

seklinde elde edilmistir. Burada []" sembolii, sonsuz carpimda k = n. carpanin
bulunmadigimi gosterir.  (0.11) formiilii iki spektruma gore ters problemin
¢oziimii-nii vermektedir. Gergekten de, eger {\,},>0 ve {u, }n>o dizileri ver-
ilmis ise (0.11) formiiliinden yararlanarak {c, }, -, sayilarmin asimptotik ifadesi
bulunur ve [9] ¢aligmasimin sonuclarindan yararlanarak {A,}n>0 ve {au}n>0
dizilerine gore ters problemin ¢oziimii verilir. Bu ise iki spektruma gore ters
problemin ¢6ziimii icin gerekli ve yeterli kosullar1 verecektir ve o kosullar agsagi-
daki sekilde siralanabilir:
1) {\n}nso ve {i, fn>o dizileri sirali, yani

Ao < g <A1 < iy < Ag < fhg < v+

2) A\, ve u,,’ler

5 A

a a 1
n+—0+—§+0(—4>
n n n

! ! 1
— n+2 80—
n nd n4

asimptotik formiillerine sahiptir.
3) ag # ay
Cevirme operatorlerine dayanan regiiler Sturm- Liouville operatoriiniin spekt-

ral verisinden, ¢ potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmasi Marchenko



(1950) ve Gelfand (1951) tarafindan gelistirilen Gelfand- Levitan- Marchenko
denklemi olarak adlandirilir. Iki spektrum ile ¢ potansiyelinin kurulumu icin
bir alternatif metot Krein (1951) tarafindan geligtirildi. Daha sonra H Hilbert
uzayindan potansiyellere sahip Sturm- Liouville operatorler sinifi igin Trubowitz
ve Poschel (1987) tarafindan farkli bir yaklasim onerildi. Yazarlar spektral
veriyi ve H deki potansiyeller arasindaki doniigiimii ayrintili olarak ¢aligmiglar
ve ters spektral problemin coziilebilirligini ispatlamislardir. Ozellikle spektral
veriyi tam olarak karakterize etmislerdir.

Araligin i¢ noktasinda singiilariteye ve siireksizlik kosullarina sahip difer-
ansiyel operatorler, Amirov ve Yurko (2001) tarafindan ¢alisilmigtir. Bu gals-
mada x = 0 noktasinda singiilariteye sahip self adjoint olmayan Bessel potan-
siyelli Sturm- Liouville operatorii i¢in sonlu araligin i¢ noktasinda ¢oziimiin
siireksizlige sahip oldugu durum incelenmistir ve verilen operatoriin spektral
ozellikleri ile bu spektral ozelliklere gore ters problemin konumu ve ¢oziimii
icin teklik teoremleri ispatlanmigtir.

Benzer gekilde R.Kh Amirov (2002) ¢alismasinda self- adjoint olmayan
Bessel potansiyelli Sturm- Lioville operatoriiniin sonlu aralikta sonlu sayida
siireksizlik noktalarina sahip oldugu durumu incelemistir. Burada verilen difer-
ansiyel operatorii tireten diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin davranislari, op-
eratoriin spektral 6zellikleri, spektrumu basit oldugu durumda yani yalnizca
ozdegerlerden olustugu durumda, ozdegerlere kargilik gelen 6zfonksiyon ve
kogulmus fonksiyonlara gore operatoriin ayrigimi, spektral parametrelere gore
ters problemin konumu ve bu ters problemlerin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri
ispatlanmigtir.

R.Kh. Amirov un (2006) galismasinda, sonlu araligin i¢ noktasinda siirek-
sizlige sahip Sturm- Liouville diferansiyel operatorler simifi icin cevirme ope-
ratorii, ¢ekirdek fonksiyonunun bazi ozellikleri, spektral karakteristiklerinin

baz1 6zellikleri ve ters problem icin teklik teoremleri 6grenilmistir.



I.BOLUM

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Bu boliimde, diferansiyel operatorlerin spektral teorisinde sik sik kullanilan
onemli kavramlar ve teoremler verilmigtir.
Tanim 1.1.1: a <t < b olmak iizere Ls|a, b] uzay,

b

Lola b = 4 a(t) - / (t)]2dt < 0o

a

seklinde tanimlanir ve bu uzayda i¢ carpim ise

< f.g>= /f(:t)@dw

seklinde tanimlanir (reel durumda g(z) = g(x)).

Tamim 1.1.2: /5 uzayi,

00
62: {QJ: (ml,xg,...,a:n,...)|xi€[(, Z|$n|2 <OO}

n=1
seklinde tanimlanir.

Tanim (Eslenik Operatér) 1.1.3: H; ve H, iki Hilbert uzaylar: ve
L : Hy — H, smirh lineer bir operator olsun. Eger L* : Hy — H; operatorii
r € Hy ve y € Hy olmak tizere < Lx,y >=< x, L*y > sartim saghyorsa L*
o-
peratoriine L operatoriiniin eslenik operatorii denir. Eger L = L* ise L ope-
ratoriine 6z eglenik operator denir.

Tamim(Cevirme Operatorii)l.1.4: E lineer topolojik uzay, A ve B de
A:E — E , B:FE — FE seklinde tamimli iki lineer operator olsun. FEj ile s
de FE lineer uzaymin kapali alt uzaylar1 olmak iizere E uzaymin tamaminda
tanimli, F; den Fy ye doniisiim yapan ve lineer terse sahip X operatorii,

i) X ve X! operatorleri F uzaymda siireklidir,



ii) AX = X B operator denklemi saglanir
sartlarim sagliyorsa, bu operatore A ve B operatorler cifti icin ¢evirme oper-
atorii denir.

Tanim 1.1.5: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir 2z, noktasmin 3§
komgulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna zg nok-
tasinda ana-litiktir denir.

Tamim 1.1.6: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin tiim noktalarinda anal-
itik ise f(z) ye tam fonksiyon denir.

Teorem(Rouché Teoremi) 1.1.7: f ve g kompleks diizlemin bir B
bolgesinde sonlu sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri diginda
analitik olan fonksiyonlar olsunlar. Eger ~, f ve g nin hicbir sifir ve kutup
yerinden ge¢cmeyen, B icinde bulunan basit kapali bir egri ve de ~ itizerinde
lg(2)| < |f(2)] olsun. Bu durumda f(2) ve f(z) + g(z), z € 7 fonksiyonlarinin
v icindeki sifirlarinin sayisi katliligi ile birlikte aynidir.

Teorem(Cauchy Integral Teoremi) 1.1.8: f(z) baglantili G bolgesinde
birebir analitik fonksiyon, v ise G de bulunan keyfi diizlendirilebilir kapal egri

olacak bigimde f(z)nin v egrisi iizerinden integrali sifira egittir:

/f(z)dz =0

Teorem(Cauchy Integral Formiilii) 1.1.9: B bir bolge ve v bu bolge
icinde bir kapali egri olsun. Eger a, v i¢inde bir nokta ve f(z), B de analitik

ise,

dir.
Tamim 1.1.10: Analitik f(z) fonksiyonunun ayrik tekil noktas: zy olsun.
Eger,

lim f(z) = o0

Z—2z0



ise zg noktasina f(z) nin kutup noktasi denir.
Teorem(Rezidii Teoremi) 1.1.11: D bolgesinde (f(z) nin sonlu sayida
ayrik tekil 2y, 29,..., 2, noktalar1 hari¢) ve D nin I' smmirinda analitik f(2)

fonksi-yonu i¢in
/f(z)dz = 2mi E Resf(z)
z=z
4 k=1

esitligi saglanir. zg noktasit f(z) nin k& kath kutup noktasi ise

dkfl

Besl&) =1 . i e () 20)']

2p noktast f(z) nin basit kutup noktasi oldugunda ise

Resf(z) = lim [f(2)(z — 20)]

2=20 z—20

dir.
Teorem(Gronwoll Teoremi) 1.1.12: Diyelim ki w(z) > 0, h(z) ve

u (x) fonksiyonlar [a, b] araliginda pargal siirekli fonksiyonlar ve

u(x) §h(m)—|—/w(t)u(t)dt,x€ [a, O]

esitsizligini saglamaktadir. O halde Vz € [a, b] i¢in

’ [w(t)dt

u(x)ﬁh(x)%—/w(s)h(s)es ds

esitsizligi saglanmaktadir. Ayrica eger h (z) = 0 ise u (x) = 0 olur.



II.BOLUM
REGULER STURM-LIOUVILLE PROBLEMININ SPEKTRAL
KARAKTERISTIKLERININ OZELLIKLERI

2.1 Cozilimiin Varhgi Ve Tekligi

L(y) ==y +q@)y=Xy, z€0,d)U(dn), \=Ek (2.1.1)
U(y) =y (0) = hy(0) =0, V(y) =y/(m) + Hy(r) =0 (2.1.2)
y(d+0)=ay(d—0), ' (d+0)=a 'y (d—0) (2.1.3)

problemini L := L (q(z), h.H, «,d) ile gosterelim. Burada A\ spektral parame-
tre, a reel say1 ve a > 0, o # 1, q() reel degerli sinirh bir fonksiyon d € (7T

57 W)a
q(z) € Lo(0, ) dir.
Ik 6nce (2.1.1) diferansiyel denkleminin (2.1.2) baslangic kosullarim ve
(2.1.3) siireksizlik kogullarim saglayan ¢oziimiinii bulalim.

(2.1.1) denkleminin
0(0,k) =1, (0,k) =h (2.1.4)

baslangic kogullarimi saglayan ¢oziimiinii ¢(z, k) ile gosterelim.

q(z) = 0ic¢in (2.1.1) —y" = k?y, 2. mertebeden, lineer, sabit katsayil,
homojen diferansiyel denklemdir. Bu denklemin genel ¢oziimii

oz, k) = cycoskx + casinkx, . < d
seklinde elde edilir. ¢;ve cg katsayilarii bulmak igin (2.1.4) baslangig kogullar
uygulanirsa;.

h

ca=1, c= T
olur. Buradan;

oz, k) = cos kx + %sinlm, x<d
elde edilir.



x > d iken ¢dziimii bulmak i¢in bu denklemin iki tane lineer bagim-
s1z ¢ozlimiinden faydalanacagiz. Bu nedenle aym problemin (0, k) =1 ve
qp/ (0,k) = hy, h # hy baslangi¢ kogullarini saglayan Y(z, k) ¢oztimii yazilirsa,

benzer sekilde

Y(x, k) = coskx + %sin kx
elde edilir. = < d iken @,(z, k) ve ¥(x, k) ¢oziimleri lineer bagimsizdirlar.
Gercgekten de, Wronski determinantlarina bakilirsa ;

cos kx + z sin kx cos kx + % sin kx

—ksinkx + hcos kx —ksinkx + hycoskx

h
= —kcoskxsinkx + hy cos® kx — hsin® kx + 71 cos kx sin kx
+k cos kx sin kx + hy sin® kx — hy cos? kx — 71 cos kx sin kx
= hy(cos? kx + sin® kx) — h(cos? kx + sin® kx)

= hy —h #0 (h # hy oldugundan)
Bu durumda, (2.1.1) denkleminin (2.1.3) siireksizlik kosullarimi saglayan
¢ozi-mii & > d i¢in;
ool k) = A(k) (cos kx + %sin kx) + B (k) (cos kx + %sin kx)
(2.1.5)
seklinde aranabilir. A (k) ve B (k) katsayilarin bulmak igin (2.1.3) siireksizlik

kogullarindan faydalanalim:

h h h
A (k) (cos kd + T sin kd) + B (k) (cos kd + ?1 sinkd) = « <cos kd + z sin kd)
A (k) (=ksinkd + hcoskd) + B (k) (—ksin kd + hy coskd) = a=(—ksin kd + h cos kd)

A(k)h+ B (k) Iy
k

(A(k)+ B (k))cos kd + sin kd = « cos kd + %h sin kd

(2.1.6)



A B 1
—(A (k) + B (k))sinkd + (k) h+ B (k) b coskd = ——sinkd+ e cos kd
k o ak
(2.1.7)
(2.1.6) ve (2.1.7) cebirsel denklem sisteminden;
A(k)=at — a—Z f Zi cos 2kd + hoi N (k — hli“)sm 2kd (2.1.8)
20" h a” kP ,
B(k) = - cos 2kd + - (? — k) sin 2kd (2.1.9)

1 1
elde edilir. Burada o® = 5(04 + —) dir. A(k) ve B (k) katsayilarimin ifadeleri
a

(2.1.5) esitliginde yerlerine yazilirsa x > d igin;

o h + hl (07 hhl . h .
_ +_ _ -
ooz, k) = {a Q7 P cos 2kd + - (k - ) sin Qk:d} (cos kx + ;- sin kx)

-1

2a”h - h? h
+ [hoi » cos 2kd + hci hl(? — k) Sin2kd] (cos kx + fsink‘x)

veya

h 2h h+h
@o(r, k) = of (cos kx + %sin kx) +a” [ i 1] cos kx cos 2kd

h—h, h—h
2 2
AL ML
+ h_/:l +if:—h1 cos kx sin 2kd + o~ h—}lflg—i_l]:—hl?l sin ke sin 2kd

20" h h h+hih
a” {hoi—hlf + hi—hi E} cos 2kd sin kx

=at (COS kx + %sin kx) +a~ (cos k(2d — ) + %Sin k(2d — m))

olur. Buradan ¢(z, k) ¢oziimii

h
cos kx + Esinkx, r<d
@O(ﬁak‘) =

at coskxr + a cosk(2d — x) + % [T sinkx + o~ sink(2d — z)], x>d



bulunur.

Simdi ¢g(x) # 0 oldugu durumda (2.1.1) diferansiyel denklemine kargilik
gelen integral denklemini yazalim. = < d igin ¢oziim ¢y(x, k) = ¢; coskx +
¢ sin kx bulunmustu. Homojen olmayan kisminin ¢oziimiinii bulmak icin sabit-

lerin degigimi yontemini kullanalim.

o(x, k) = c1(z)coskx + co(x) sin ka (2.1.10)
olsun. Buradan
@ (2,k) = —key(x)sin kx + key(x) cos kx + ¢ (x) cos kx + cy(7) sin kx
¢ (2,k) = —k%cy(x)cos kx — k*cy(z) sin kx — ke, () sin kx + kcy(z) cos kx

esitlikleri (2.1.1) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilirsa

k2ci(x) cos kx + k2cy(x) sin kx — ke (x) sin kx + key(x) cos kx + q(z)y

= k%ci(z) cos kx + k*cy(x) sin kx

elde edilir. Buradan;
/ . / 1
—c;(z)sinkx + cy(x) coskr = %q(x)go(x, k) (2.1.11)

cy(z) coskx + cy(z)sinkz = 0 (2.1.12)

esitlikleri elde edilir. (2.1.11) esitligi cos kx, (2.1.12) esitligi sin kx ile garpilip
taraf tarafa toplanirsa
, k . 1 _
o) = %@)COS kx ise cy(x) = E/COS ktq(t)e(t, k)dt + ¢,
0
(2.1.11) esitligi — sin kz, (2.1.12) esitligi cos kx ile garpilip taraf tarafa toplanirsa

xT

: k 1 -
cy(x) = —% sinkx ise c¢i(z) = —%/ sin ktq(t)e(t, k)dt + ¢
0

elde edilir. ¢;(x) ve ¢a(x) fonksiyonlarimin bulunan ifadeleri (2.1.10) esitliginde

yerlerine yazilirsa x < d igin;

o(x, k) = c1(x)coskr + co(x)sinkx



—— / sin ktq(t)p(t, k)dt + 7 kx/ ORI R+ Crconf o Cosin ey

0 0

L[ _ _
= E/ (sin kx cos kt — sin kt cos kx) q(t)p(t, k)dt + ¢ cos kx + ¢o sin kz
0
1 _ o
= E/ sink(z — t)q(t)p(t, k)dt + ¢ cos kx + ¢y sinkx
0
Buradan z < d iken ¢(x, k) ¢oziimii i¢in

1
ol k) = aaBMH42me+E/ﬁnﬂx—ﬂﬂwﬂu@ﬁ
0

elde edilir. ¢; ve ¢, katsayilarin1 bulmak igin (2.1.4) baglangig kosullar: uygulanir-

Sa
QO(O, k) = 1 = 51 =

> > =

©0,k)= h = =
bulunur. ¢; ve ¢y katsayilarini yerlerine yazarsak, v < d iken ¢(z, k) ¢oziimii
icin
ho 1
o(x, k) = coskx+ 7 sin kx + 7 [ sin k(x —t)q(t)p(t, k)dt
0
elde edilir.

Simdi = > d iken ¢(x, k) ¢oziimiiniin sagladig1 integral denklemi bulalim.
Bunun i¢in ¢(z, k) denkleminin iki tane lineer bagimsiz ¢dziimiinden faydala-

nacagiz. x > d iken p(z, k) ¢oziimiinii

olr, k)= A (k) <cos kx + % sin k:z:) + By (k) (COS kx + % sin k‘m)

T

% / sin k(x — 1)q(t)o(t, k)dt.

d
(2.1.13)

seklinde arayalim. Burada A; (k) ve B; (k) bilinmeyen katsayilaridir. A; (k)
ve Bj (k) katsayilarim belirlemek igin;
(d+0,k) = ap(d—0,k)

/ / (2.1.14)
0 (d+0,k)= aty(d—0k)



siireksizlik kosullarinm uygulayalim. Once (2.1.13) ifadesini diizenlersek = < d

i¢in;
in k
o(2,k) = (A (k) + By (k) cos kx + (A (k) h+ By (k) hl)smk °
17 (2.1.15)
—I-%/sin k(x —t)q(t)p(t, k)dt,
d
elde edilir. (2.1.14) siireksizlik kogullarindan
in kd
(A, (k) + By (k) coskd + (A, (k) h+ By (k) hl)smk = acoskd
d
N (2.1.16)
—|——smkd—|—E/smk q(t)p(t,&)dt
0
Ay () + By (k) sinkd + (Ar (k) b+ By (6) ) S0 = _ L ik
k Q
Loh kd+i/ k(d — t)q(t)p(t, €)dt
2 cos oy cos q(t)e(t,
0
(2.1.17)

os kd

kd
elde edilir. (2.1.16) esitligi o0 (2.1.17) esitligi

ile carpilip taraf

tarafa gikarilirsa;

Ay (k) + By (k) o 1 ah
- il = sin%2kd —
? kcos 2 kd + o sin? kd + 572 sin 2kd T

sin 2kd

d
1
—i—%/ sin k(d — t) cos kdq(t)p(t, &)dt — @/ cos k(d — t) sin kdq(t)p(t, €)dt
0 0

k ok
d
[sin k(2d — t) + sin(—kt)] q(t)p(t,&)dt

o — —
0%

Ay (k) + By (k) a 1+ cos2kd 1 (1—cos2kd ah
2 ak 2 2k?2

2k2
0
d

1
- kQ/ [sin £(2d — £) + sin kt] q(£)o(t, €)dt
(8]
0




Ay (k) + By (k) = a4 a cos2kd+ %a‘ sin 2kd

d
+

d
%/ sin k(2d — t)q(t)e(t, £)dt — % sin ktq(t)p(t, €)dt
0 0
elde edilir. (2.1.16) esitligi sin kd, (2.1.17) esitligi cos kd ile ¢arpilip taraf tarafa

toplanirsa;

d
Ay (kY h+ By (k) h h
1 (k) 4}; (k) %sinzk(ﬂ%sin2kd+%/sink(d—t)sinde(t)sO(t,f)dt
0

1 hoo 1
— 5, Sin 2kd + o Cos kd + E/COS k(d —t) cos ktq(t)e(t, &)dt

2 a 2

Ay (k)h+ By (k)hy = ko~ sin2kd + oh (_1 - COS%d) h <1 + cos de)

d d
-I—oz/ sin k(d — t) sin kdq(t)p(t, )dt + l/ cos k(d — t) cos ktq(t)p(t, &)dt

0

= ka sin2kd +ath —a hcos2kd +

| R

/ cos(—kt) — cosk(2d — t)] q(t)p(t,&)dt
-I—%/ [cos k(2d — t) 4 cos(—kt)] q(t)e(t, &)dt

= ath+ka sin2kd — a”hcos2kd — o~ [ cosk(2d — t)q(t)e(t, &)dt

O\&

d

+oﬁ/ cos ktq(t)p(t, &)dt

0
Bulunan A, (k)+ By (k) ve Ay (k) h+ By (k) hy esitlikleri (2.1.15) ifadesinde

yerlerine yazilirsa;

h
oz, k) = {a+ + o~ cos 2kd + e sin 2kd

d
+
%/ sin k(2d — t)q(t)p(t, &)dt — %/sinktq(t)gp(t,f)dt .cos kx
0



d

+ {oﬁh + ko~ sin2kd — o~ h cos 2kd — of/ cos k(2d — t)q(t)p(t, &)dt
0

k k

d T
+a+/cos k:tq(t)gp(t,f)dt} o ha + 1/sin k(z —t)q(t)e(t, k)dt
d

0
h . _ h .
= af |coskx + T sinkx | + o~ cos2kd cos kx + Eoz sin 2kd cos kx

d

3 _
+a~ sin 2kd sin kx — aT cos 2kd sin kx + %/ sin k(2d — t) cos kxq(t)e(t, &)dt
0

d d
+

—%/cos k(2d — t)sin kxq(t)p(t, €)dt — %/sin kt cos kxq(t)p(t, &)dt
0 0

d T
+

1
+%/ cos kt sin kzq(t)p(t, §)dt + %/ sink(x —t)q(t)e(t, k)dt
0 d

= ot <cos kx + % sin k:v) +a~ (COS k(2d — ) + % sin k(2d — m))

d d
. .
+%i/ﬂnmx—oﬂoﬂu@ﬁ+f%/§mk@d—x—oﬁwﬂa@ﬁ

+%/$nﬂx—ﬂﬂﬂﬂt@ﬁ

olur. Buradan z < d iken

1
o(x, k) = coskr+ %Sin kx + E/ sin k(x — t)q(t)e(t, k)dt,
0

x > d iken

olr, k)= at (cos kx + %Sin lm) +a” (cos k(2d — x) + % sin k(2d — x)>

d d
+ —
+%;/ﬂan—@ﬂ@@@kMt+%;/$nk@d—x—tm@%it@ﬂ
0 0

+%/$nux—wﬂ@wt@ﬁ
’ (2.1.18)



elde edilir.

Ardigik yaklagimlar yontemiyle (2.1.18) integral denkleminin bir tek ¢oziimiiniin

varhigini gosterelim. Bunun igin ardisik yaklagimlar: agagidaki gibi verelim:

h h
ooz, k)= at <cos kx + z sin k:c) +a” (cos k(2d — z) + z sin k(2d — x))

(2.1.19)
d
at o
n(r, k) = ?/Smk (x —t)q(t)p,_1(t, k)dt+7/smk (2d —x —t) q(t)p,_, (t, k)dt
0
1
+E/Smk :E—t )9071 l(t k)dt n=12.
d
(2.1.20)
(2.1.19) ’dan
oo R)e ] <t o) (14 1)
dir.

n =1 igin (2.1.20)’den

d d
at Lo
= - sin k(z — t)q(t)py(t, k)dt ? sink (2d —x —t) q(t)p,(t, k)dt
0 0
+ /smk x —1)q(t)py(t, k)dt
d

1
k

dir. Buradan

d
ink(rx—t
|o1(@, k)e~ el <ot / sin (]f ) o lm b a—) - Im bl g ) (¢, )t
0
d .
_a/smk [z —k(zd —1)] €f|Imk|[a:f(2d7t)]€f|lmk|(2d7t)q(t)(p0(t, k)dt

0

+/W6—llm“(x‘%‘Im’”Q(t)%(ta k)dt
d



INA
e
+
B
+
+
e
/N
—_
+
==
N—
o\&
0
|
=
=)
=
5
~

IN
5
+
+
o
~
/—\
—_
+
=|=
N——
o\& o
—
8
|
=
=y
=
o
~

d
ooz, k) = %/sink(az —t)q(t)p,(t, k)dt + %/ sink (2d —x —t) q(t)py (¢, k)dt
0

0
x

+%/sin k(z —t)q(t)e,(t, k)dt

d

oldugundan;

ink(zx —t
foal e tmie| = ot [IREEZ D) ittty 1,

d
_a_/sm k [z —k(2d —t)] e ITm kl[o—(2d—0)] o= I Kl 2d=0) (1) 5 (£, k)t
0

-/ M =) et imt g 4) (1, Rt
d







@ ol (14 ) 5 (/ (1) q<f>|dr)2

elde edilir. Bu durumda tiimevarim yontemiyle kolayca gosteririz ki Vn € N

i¢in;

T n

feale ke <t 1oy (14 ) | [ @Dl ar

0
esitsizligi saglanir.

n=1
oldugundan

|o(z, kyemHe| = | (z, k)eTmkle| 4

Z §0n<x7 /{Z)e_llm k|x

n=1

< (0 +a)) (1 ¥ %) {1+exp {w +a ) [ @ =7) q<r>d7}}

0

+ (ot + o) (1+%)

elde ederiz. Benzer sekilde



ooz, k) = at (—ksinkz + hcossinkz) + o~ [ksin k(2d — ) — hcos k(2d — )]
d d
o (z,k) = a*/ cosk(z —t)q(t)p,_,(t, k)dt + a/ cosk (2d — x —t) q(t)gp,_,(t, k)dt
0 0

+ [ cosk(z —t)q(t)p,_1(t, k)dt ,n=1,2,..

S —

n = 0 i¢in;
|g06(x, l{;)e"lmk”‘ < (k+h)(at+|a7])

n =1 i¢in;

d d
o (z, k) = a*/ cosk(x — t)q(t)py(t, k)dt + a/ cosk (2d — x —t) q(t)p,(t, k)dt
0 0
+/ cos k(x —t)q(t)py(t, k)dt
d

d
| [p1 (2, k) — o, k)] e~ TmHle] at / cos k(z — t)q(t)e ™= (t, k)dt
0

xT

d
+ a‘/ cosk (2d — x —t) e" M q(t)py (¢, k)dt +/ cos k(x — t)e Mg (t)p, (t, k)dt
0 d

< 10 (14 1) [l
0
n = 2 i¢in
d d
oz, k) = a*/cosk x —t)q(t)p,(t, k:)dt+a/cosk;(2d— x —t)q(t)p,(t, k)dt
0 0

+/ cos k(x —t)q(t)p,(t, k)dt
d

|[2(@, k) — oy (@, k)] el Hle]

{Oﬁ/ cos k(z —t)q(t)(¢y — @o)dt



—i—of/cosk (2d —x —t) q(t)(py — py)dt +/ cos k(x —t)q(t)(py — gpo)dt} o—ltmkl|z

< (a" +]a7|) (@ +|a7]) (1+m>/!q (/JJTQ )dT)dt
|k|>/]q \/x—T\q )| drdt

elde ederiz. Bu durumda

H(Pln(xv k) — 90;171(3;7 k)] e—\Imk\x| < (at+ |Oz‘|)n+1 (1 + %) l'

(] (z =7)lq(7)] dT) "

0

@t lah (14 1)

IN

. exp {(aJr + \of\) (/ (37 - T) |(J(T)| dr

0

bulunur. {¢, (2, k) } dizisini ¢, (z, k)+[¢) (2, k) — @o(z, k)| + [0s(2, k) — @) (z, k)] +
ot [on (2, k) — ¢, 1 (2, k)] +... seklinde olugturursak bu dizinin kismi toplam-

)




lar serisi Sy, (z,k) = ¢o(z, k) + [p1(z, k) — @o(z, k)] + [pa(z, k) — oy (2, k)] +
.+ [@;(%k/') - 90;1_1@, k’)] = (,O;Z(IE, k) dir ve

| [(p;l(xa k) - gO;lil(x, ]g)} 6—\Imk:\x| <

@ ol (14 ) o ( [ -t dr)
< (@l (1 ’;)exp{<a++a|> (](w7>q(7)d7)}

elde edilir ve

Zh@%(az,k)—(p;_l(x,kﬂﬁ c( |Z)exp{ /(xt)q(t)dt+lmkx}

bulunur.

n

IN

Burada ¢=at + |o| dir. Buradan da {¢, (z,k)} dizisinin [0,7] ar-
aliginda Vk € C igin mutlak ve diizgiin yakinsak oldugunu aliriz.

Simdi de y (z) = ¢ (x, k) ¢oziimiiniin tekligini gosterelim. Kabul edelim
ki (2.1.1),(2.1.2),(2.1.3) Sturm Liouville Probleminin (0, d) U (d, 7) araliginda

y(z)=¢(x,k),ve y(z)=V(z,k) olmak {izere iki tane ¢oziimii olsun.

h h
oz, k)= at (cos kx + - sin kx) +a” (cos k(2d — ) + —sink(2d — x))

k k
d d

a’t a

—i-?/smk: (x —t)q(t)e( 7/ sink (2d — x —t) q(t)p(t, k)dt
0 0

L[

+ / sin k(x — £)q(t)p(t, k)dt
d

ve

U(r, k)= at (COS kx + %Sin kas) +a” (COS k(2d — x) + %Sin k(2d — SB))

d
+ —
—i—%/smk v — t)q(t)(t, k)dt + %/sink (2d — 2 — t) q(t)T(t, k)dt
0
1/
+E/Sm k(x —t)q(t)W(t, k)dt
d



lo(z, k) — W (z, k)| farkin1 degerlendirelim.

d
+

lo(z, k) — U (x, k)| = %/sin k(x —t)q(t) [p(z, k) — U (z, k)] dt

0

#%/ sink (2d — x — 1) q(t) [l k) — U(a, k) dt

< k+0/|90(:c, k) — (x, k)| \q(t)\dt+%0/\so(w,k> — W(x, k)l lq(t)] dt

Uz, k) = |p(x, k) — ¥(z, k)| olsun. (0,d) U (d,7) arahginda U (z, k) > 0 dur.
O halde

(ot +a7)

d
1
Uz, k) < /U (6, k) lq()] dit + — [ U (8, k) |q(0)] dt
0

|| Ikl

(et +a7)

< T/U (t, ) a(t)] dt
0
elde edilir. Buradan;

x

vk < [Uehaas
0
(@ +a7)
L
elde edilir. Dolayisiyla p(x, k) = ¥(x, k) bulunur. Yani ¢(x, k) ¢oziimii tektir.

bulunur. Burada ¢ (t) = q(t)| dir. Gronwoll Lemmasindan {J (¢, k) = 0



2.2. Ozdeger, Ozfonksiyon ve Normallestirici Sayilarin Asimptotik
Ifadeleri

Teorem: 2.2.1: A()\) karakteristik fonksiyonunun A, sifirlar1 L sinir deger
probleminin 6zdegerleri ile ¢akisir ve eger ¢(x, A,), ¥(x, \,) L simr deger prob-

leminin ), 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyonlari ise;

(@, An) = Bpe(@, An)
olacak gekilde sifirdan farkli bir {3, } dizisi vardur.

Ispat: Kabul edelim ki Ag; A()\) karakteristik fonksiyonunun bir sifir1 ol-
sun.O halde A(Xg) =0 dir. Ayrica

' (1, \o) + Hop(m, ) = 0 (2.2.1)

¥ (0, M) — hap(0, Ag) = 0 (2.2.2)

esitlikleri gecerlidir.

A(Xo) = ¥(x, 20)¢ (,X0) — ¥ (x, Ao)ip(x, Ag) =0

esitliginde x = 7w yazilirsa;
A(Xo) = ¥(m, o) (1, Ao) — ¥ (m, o) p(, Ao) = 0
olur. (2.1.2) ve (2.2.1) esitliklerinden L probleminin 2. sinir kosulu saglanir.
Ayrica (2.1.2) ve (2.2.2) egitliklerinden L probleminin 1. smir kogulu da
saglanir. Dolayisiyla A(\) karakteristik fonksiyonunun bir sifir1 olan Ay ayni
zamanda L probleminin bir 6zdegeri olmus olur.
Tersine \g; L probleminin yo(x, \g) 6zfonksiyonuna karsilik gelen bir zdegeri

olsun. Bu durumda yo(z, Ag) (2.1.2) siur kogullarimi saglar. Yani
Ulyo) = V(yo) =0 (2.2.3)

gecerlidir. Burada y0(0,Xg) # 0 dir. Gergekten de eger Y0(0, ) =0 ise
(2.1.2) siar kosulundan 4,(0, A\g) = 0 dir. Dolaysiyla (2.1.1)diferansiyel den-

kleminin ¢oziimiiniin tekligi teoreminden yo(x, Ng) =0 olur. Bu durum ise



yo(z, Ao) m Ozfonksiyon olmasiyla ¢eligir. O halde 14(0, ) £ 0 dir. Ozel
olarak y,(0, \o) = 1 alalm. (2.1.2) simur kogulundan y[')((), A\o) = h olur. Boylece
yo(w, No) = p(x, Ng) eldeedilir. A(\) =V (p)=—U(y)) bagmtisindan ve (2.2.3)
esitliginden
AX) =V (p)=V(yy) =0 elde edilir. Dolayisiyla A = )\g icin A(N) =0
olur. Yani \g 6zdegeri A(\) karakteristik fonksiyonunun bir sifiridir.

Simdi de P(x, \n) = Bz, \) esitligi saglanacak sekilde sifirdan farkl

bir {f,,} dizisinin mevcut oldugunu gosterelim.

A(Xo) = Y(z, )‘0)90/(337 Ao) — w/(l‘? Ao)p(z, Ag) =0

esitliginden
- wl (z, Ao)
Y 0) = a2 2
veya /
U(, Ao) Y (2, o) (2.2.4)

!

¢ (I, )\0)

@' (, Ao)
yeterli olacaktir. Bunun igin (2.2.4) esitliginin x e gore tiirevini alalim.

elde edilir. Burada ifadesinin = ten bagimsiz oldugunu gostermemiz

d |y _d H (@, 20)9(@, o) = (, M)9 (2, 20) _ A(N)
dx (70/ (@,20) Y1 (z.70) @2(1‘7 AO) ()02(17, /\0)
elde edilir. Bu esitlikte p(z, Ag); Ao ’a karsilik gelen bir 6zfonksiyon oldugu igin

©*(x,N) #0 ve A(Xg) = 0 oldugundan

d i
¥ (z,M0)

!

dir. Yani ¢,(I—7/\0)

4 (177 )‘0)
Q/J(% )‘0) = BO‘P(% )‘0)

yazilabilir. Dolayisiyla

ifadesi © den bagimsizdir. Buradan

V(x, An) = Bup(e, Ay)
elde edilir.

Lemma 2.2.2: (2.1.1)-(2.1.3) sinwr-deger probleminin 6zdegerleri reeldir.



Ispat: Ay = u + iv’nin kompleks dzdeger oldugu kabul edilsin.y(z, Ag) da
\o Ozdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon olsun. \g = u — v sayisida problemin

y(x, Ag) dzfonksiyonuna kargilik gelen dzdegerdir. Lagrange esitliginden

(Ly(x, )‘O)a y(x7 )\O>> = <y($7 )‘0)’ Ly(xa )‘0>> (2'2'5)

dir. Buradan (2.1.1) problemi Ly = Ay seklinde yazilabilecegi i¢in Ly = Aoy

esitligi (2.2.5) de goz oniinde bulundurulursa ve

(Moy(T, Xo), y(z, M) = (y(, Ao); Aoy(, Ao))

oldugundan

T

f )\Oy(xa )‘O)y(ma )‘O)d‘r = f y(iU, >\O))\0y($7 )\o)dﬂﬁ
0 0

o [ e o) 2 e = T [ Iyt )| da
buradaon da ’
(o = 30) [ (e, o) do = 0
elde edilir. Bgrada y(x, Ng) L probleminin bir 6zfonksiyonu oldugundan
y(z, M) # 0 dir. Dolayisiyla Ao = Ao dir. Boylece (2.1.1)-(2.1.3) simr-deger

probleminin 6zdegerleri reeldir.

Lemma 2.2.3: \; # )y olmak iizere \; ve \y 6zdegerlerine kargilik gelen

y1(z, A1) ve ya(x, \y) 6zfonksiyonlar: ortogonaldir.

Ispat: Lagrange esitliginden

(Ly1,y2) = (y1, Lya) (2.2.6)

dir. Buradan (2.1.1) esitigi Ly = \y seklinde yazilabilecegi igin Ly; = Ay ve
Lys = A\ays esitlikleri (2.2.6) da gz oniinde bulundurulursa

(My1,92) = (Y1, Aayz)

olur. \; , A2 € R oldugundan;



A1 <y1, ?J2> = A <y1, y2>
elde edilir ve buradan da
(A1 — A2) (y1,72) =0

dir. \; # A9 oldugundan

(y1,92) =0
elde edilir. Yani \; ve Ay dzdegerlerine kargihk gelen yi(z, A1) ve ya(z, A2)
ozfonksiyonlar1 ortogonaldir.

L probleminin karakteristik fonksiyonu olan AN) = gpl(ﬂ" A) + Ho(m,\) =0
denkleminin kokleri L probleminin 6zdegerleri oldugundan L probleminin 6zdeger-
lerinin davramiglarim égrenmek icin ¢(x, k) ve ¢ (z, k) ifadelerinin asimptotik

davraniglarini bulalim.

ooz, k) = ot (COS kx 4+ % sin k‘x) +a” (cos k(2d — x) + %Sin k(2d — x))

(2.2.7)
N d
o(x, k) = @ola, k) + %/Smk(x — () (t, k)dt
+% / sink (2d —z —1) g(t)po (1, k)dt + % / sink(z — t)q(t)go(t, k)dt
(2.2.8)

olsun. (2.2.8) de (2.2.7) yerine yazilirsa:

o(x, k) =a™ (cos kx + % sin k:z:) +a” (cos k(2d — ) + %Sil’l k(2d — x))

at [ | h .
+7 sink(x — t)q(t) ¢ a™ Coskt+Esmkt

O\&

h
+a~ <cos kE(2d —t) + T sin k(2d — t)> } dt

d
- h
—l—%/sink (2d —x —t) q(t) {oﬁr <cos kt + z sin k:t>
0



+a~ (cos kE(2d —t) + %Sin k(2d — t)) } dt
1 h
—l—E/ sin k(z — t)q(t) {oﬁr <cos kt + 7 sin k:t)
d

+a~ (cos k(2d —t) + %Sin k(2d — t)> } dt
olur. Gerekli iglemler yapildiktan sonra
h h
o(x, k) =aT (cos kx + z sin kx) +a” (cos k(2d — z) + z sin k(2d — ac))

B d

+ sin kx/q(t)dt + /sin k(x — 2t)q(t)dt]

0

QL

d
sin k(x 4 2d — 2t)q(t)dt + sin k(2d — x — 2t)/q(t)dt]
0

8
o\ \

T x

d
sin k(4d — x — 2t)q(t)dt — sin kx/q
0

ot
+or sin kx/q(t)dt—l— /smk x — 2t)q

L d d

+% /Sink:(x+2d—2t) (t)dt + sin k(z — 2d) /q ]

Ld d

e\Imk\x
+o (S )

elde edilir. ¢'(z, k) ifadesinin de asimptotik davranisina bakalim.

ooz, k) = aF (—ksinkz + hcoskz) + a~ [ksink(2d — x) — hcos k(2d — )]
(2.2.9)

d
©(x,k) = oz, k) + oﬁ/cos E(x —t)q(t)po(t, k)dt

xT

ta- / cos k(2d — & — 1)q(t)py (£ k)dt + / cos k(z — £)q(t) oy (t, k)t
(2.2.10)



(2.2.10) esitliginde (2.2.7) yerine yazihip gerekli iglemler yapilirsa

¢ (v,k) = a* (=ksinkx + hcoskx)+a~ [ksink(2d — z) — hcos k(2d — z)]
d
cos km/
0
d

smkx/q dt—|—

cos k(x — 2t)q(t)dt

h/sin kE(2t — z)q(t)dt

0 0
to- ¢ + - 4
+a22 /cosk($+2d—2t)q(t)dt—l— &22 cosk(x — 2d)/q(t)dt
0 0
+oh + e
ata” . ata~h
ok /smk(2d—2t+x)q(t)dt+ oF sin k(2d — z) /q
0 0
+ o= 1 to f
+2 2 cosk (2d — x) /q(t)dt+ - /coskz(Zd—Jr—Qt) q(t)dt
0
d d
+o
+—r sink(2d—x)/q /smk (x —2d +2t) q(t)dt
0 0

d

cos lm/q

0

d
+(a‘) /cos k(4d — 2t — x)q(t)dt +

d

sm kx/q

0

L)t / sin k(4d — 2t — )q(t)dt +

+

a a’t
—1—7 cos k:c/q(t)dt + 7/ cos k(x — 2t)q(t)dt
d

—/cosk; 2d — 2t + x)q ()dt+7008kx—2d /q
d

h €T
_/smkzm—l—Zd 2t)()dt+%smk‘x—2d/q dt+0(k2>
d

elde edilir.



90/(‘737 k) = QO:)(‘% k) + 90,1(177 k)
d d
+oﬁ/ cosk(x —t)q(t)p,(t, k)dt + a/ cosk(2d — x — t)q(t)p,(t, k)dt

0

x

+/ cosk(x —t)q(t)p, (t, k)dt
d
oldugundan gerekli iglemler yapildiktan sonra

¢ (v,k) = a* (=ksinkx + hcoskx)+a~ [ksink(2d — z) — hcos k(2d — z)]
d d

+(a™)? cos km/q(t)dt + (oﬁ)2/cos k(x — 2t)q(t)dt

0 0
d

cos k(x + 2d — 2t)q(t)dt + ata™ cos k( 2d—x/q
0

+ata~

+ata~

d
0/

d d
/Cosk (2d — x — 2t) q(t)dt + ( /cosk (4d — 2t — x)q(t)dt
0 0

d T T

2 cos kx/q t)dt + a cos k:x/q(t)dt + oﬁ/ cos k(x — 2d)q(t)dt

0 d

+a‘/cosk($+2d—2t) (t)dt + a~ cosk(x — 2d) /q
d d

—l—kC’(x k)+0<]:2>

elde edilir. Burada
d ,

) sin lm/ (1)

0 0

C(x, k)= (

ata"h

sink (2t — ) q(t)dt
d
. ata~h .
/ sin k(2d — 2t + 2)q(t)dt + sink (2d — z) / o(t)dt
0 0

d /[ d d d
+(a+2) h sin k‘x/ (/Q(T)dT) q(t)dt+ (oﬁ;) h/Sin k(2t—z) (/Q(T>d7') g(t)dt

0 0 0




d

+<a;)3/cosk (z —1) (/ sink (t — 27) Q(T)d7_> q(t)dt

0

o

cosk (z —t) sink (t + 2d — 27) q(7)d7 | q(t)dt

sink (2d — t — 27) q(7)d7 | q(t)dt

cosk (x —t) sink (4d — t — 27) q(7)dT | q(t)dt

d d d
sin kx (/q dT) q(t dt— /smk: (2t—x (/q dT) q(t)dt
0 0 0

2 sin kz (/q dT) q(t) 2 sin k(2t—x) (/q(T)dT) q(t)dt

y d

5 O/Cosk‘ (x — 1) (/8111/{:(7527)Q(7')d7') q(t)dt
+a+204 /cosk(x—t) (/Slnk(t+2d2T)Q(7—)d7—) q(t)dt

0 d

d t
+a+404 /cosk (x +2d — 2t) (/q(T)dT) q(t)dt

0 d

+a+4a— cosk (z — Qd)/d (/tq(T)dT) q(t )dt+ _sink (2d — ) /dq

0o \d 0

o\ \&

d
/
+<O‘+)22 a_/dcosk(x—t)
0/
d

0

d
; /sink (x —2d + 2t) q(t)dt +

, . d
(o 2) h/cos k(4d — 2t — x)q(t)dt

d

+(04_2) h cos k}J}/Q(t)dt-’- (a+)2 o 51nk5(2d _ {L‘)/ (/q(T)dT) q(t)dt

0

n (a+)22 o / sink (z — 2d 4 2t) (/q(7’)d7’) q(t)dt

0 0




cosk (2d — x —t)

cosk (2d — x —t)

/
—1—04+ (;)20/dcosk (2d —x —t)
/

C.O

/
/
/

sink (t — 27) q(T)dT) q(t)dt

sink (t +2d — 27) q(7)dr

sink (2d — t — 27) q(7)dT

q(t)dt

q(t)dt

0

_%Sink(zd— 7) / ( / q(T)dT) a(t)dt

0 0

_<O‘4) /sin k(x — 2d + 2t) (/Q(T)dT) q(t)dt

0

+O‘+4O‘_ sink (2d — z) /d ( /t g(7)dr

0 d

+O‘+4O‘_ sink (2d — a;)/d (jq(r)dr

/sinkz (t —27) q(T)dT) q(t)dt

d

2 O/c:osk (2d —x —t) (/ sink (4d — t — 27) q(7’>d7’) q(t)dt

cosk (2d — x —t)

/sin k(t+2d—271) q(T)dT) q(t)dt

sink (4d — x — 2t) (/Q(T)dT) q(t dt+ sin k‘x/d (jq dT) q(t

d d

T xT xT

d

/
+(a)2/dcosk (2d —x —t)

Od

/

- - -
+a7h cos l{:x/q(t)dt+a7h/ cosk (x — 2d) q(t)dt—i—a—/ sink (x — 2d + 2t) q(t)dt
d d
x T d
ath .
+T sink (2d — x) t)dt + sin kx q(T)dr | q(t
d d \0




sink (2t — z) (/q(T)dT) q(t)dt

d
sink (t — 27) q(T)dT) q(t)dt

cosk (x —t)

0

4

%|Q

NI

A —

vo|

6 SS— .

—l—%/smk (x+2d—2t)
d

dir.

cosk (x —t)

b

cosk (x —t)

d

o | [atr

0

cosk (x —t)

sink (t + 2d — 27) q(T)dT) q(t)dt

sink (2d — t — 27) q(7)dT | q(t)dt

sink (4d — t — 27) q(7)d7 | q(t)dt
) q(t)dt— /Sin k(2t—x (/q(T)dT) q(t)dt
q(t)dt + % sin k(2t — x) /Q(T)dT) q(t)dt

) q(t)dt
) q(t)dt

/ ()7 | a(e)de+ - cosk (z — 24) / / o(r)dr

d d d

/
\f
J

xT

YdT

dT)

t

/sin k(t —27)q(T)dr

/sin k(t+2d—27)q(T)dr
d

(o)
1 )

T t

A(N\) = ¢ (m,\) + Hp(m,\) = 0 fonksiyonunun koklerinin davramslarimi

ogrenelim. Bunun icin buldugumuz ¢(z,\), ¢ (z,)\) fonksiyonlarinm k’nimn

yete-rince biiyiik degerlerindeki davraniglarindan yararlanalim:

*h *h
A (k) =—atsinkr +a” sink(2d — ) — aT cosk(2d — ) + ozT cos km



d d

()2
+ 7 cos km | q(t)dt k cosk (m — 2t) q(t)dt
0 0
ata” ; ata” h
+ /Cosk(ﬂ—i—Zd—Qt)q(t)dt—i- p cos k(2d — ) /q
0 0
ata” ; (a7)? h
+ ’ /cosk (2d — m — 2t) q(t)dt + T/ cos k(4d — 2t — m)q(t)dt
0 0
d ™ T
ot
cos /m/q t)dt + 2 cos lmr/q(t)dt + ?/ cos k(m — 2d)q(t)dt
0 d d
-I—%/ cos k(m + 2d — 2t)q(t)dt + o~ cos k(m — 2d)/q(t)dt
d d

h h
+Ha™ (COS km + z sin lm) +Ha™ <cos k(2d — ) + z sin k(2d — 7T>>

r d d
H(at)2
+ (;k ) sin kﬁ/q(t)dt + /Sin k(m —2t)q(t)dt
0

0

d
sin k(7 + 2d — 2t)q(t)dt + sink(2d — 7 — 2t)/q(t)dt
0

5
[N}
>| +
QI
N o\&

d
H(a~ 2
+ (;k ) /sm k(4d — m — 2t)q(t)dt — sin k;w/q(t)dt
L0 0
Ha™ [ [
+ 2(2 sin k:7r/ (t)dt + /sm k(m — 2t)q( )dt]
L d d
Ha~ f . : [ 1
+W /sm k(m+2d — 2t)q(t)dt + sin k(7 — 2d)/ (t)dt| + O (k2) =
Ld d

A (k) nin sifirlarinin davraniglarini incelemek igin ilk énce
Ao (k) := —atsinkr+ o sink(2d — 7) + Ha" coskm + Ha™ cos k(2d — )

fonksiyonunun sifirlarinin davraniglarini inceleyelim.



Teorem.2.2.4.[17]: e** + q;e®* + ... + a, 1% +a, =0

ag ler(s = 0,1,...,p— 1) gergel sayillar, as_1 > ag > 0, as 'ler (s =1,p)
Sy
L B(n) (n=0,+1,...)

kompleks, ve a, # 0 ise bu denklemin kokleri \,, =
Qo

dir. ¥(n) ise smirh kompleks degerli fonksiyon, sup |¥(n)| < +oo dur.

Bu teoreme gore, Ag (k) m ifadesini

Ag (k) = —atsinkr+a sink(2d —7) + Ha' coskm + Ha™ cos k(2d — )
ikw _ —ikw ik(2d—m) _ ,—ik(2d—m) ik —ikm
P e e e Ha+ et +e
T 2i R
ik(2d—) —ik(2d—m)
L Ha € + .e
21

seklinde yazalim.

Buradan; Ag (k) = 0 denklemi

_ _ 2 2
o2k _ & 2ikd 4 a (1—4H) p2ik(m—d) _ (1 —iH) —0
at at 1+ H? 1+ H?
olarak yazilabilir. Burada

ap=2m, a;=2d, ag=2(r—d) ve ag>a;>ay>0

dir ve

o o (1—iH)? (1—iH)?
W=l =T = T B e 70

oldugundan Teorem 2.2 4 uygulanirsa, denklemin kokleri i¢in

. 2inm
= ), swlp(n)] < oo

veya
ky = n41(n), i(n)= —iv(n), SI:Lp [P1(n)] < +o0

ifadesi elde edilir. Simdi ¢(z) # 0 oldugu durum igin A (k,)’ min sifirlarinin

davraniglarini bulalim:

A (k) = —atsink,m+a” sink,(2d—n)+Ha™ cos k,m+Ha™ cosky, (2d — 7)



+é {(oﬁ)2 {cos knw/q(t)dtJr /cos kn (T — 2t) Q(t)dt]

0

d d

+ata |:/ cos kn(m + 2d — 2t)q(t)dt — /cos kn (2d — 7 — 2t) q(t)dt]
0 0

+athcosk,m — a” cosk, (2d — )

d d
—(a™)? [/coskn(4d 2t — m)q(t)dt + cosk W/q ]
0

0

™ s

+at | cos k:nw/q(t)dt + /cos kn(m — 2d)q(t)dt

L d d

™ ™

+a~ /cos kn(m + 2d — 2t)q(t)dt + cos k, (7 — Qd)/q(t)dt

Ld d
+Hhat sink,m + o~ hsink,(2d — )
r d
H(a™)2
+ <3 ) sin k ﬂ/q )dt + /smkn(ﬂ — 2t)q(t)dt]
i 0
r d
Ha™*

/smkn(w—l—2d—2t)q(t)dt+sink’ (2d — m — 2t) /q
0 0

[ d

A (2‘)2 / sin ki (4d — m — 2t)q(t)dt — sin k7 / q<t>dt]

0

Ha+ ‘ g T ‘
+ 5 |sin k;nﬂ/q(t)dt + /sm En(m — 2t)q(t)dt

d d

+% [/ sin ky, (7 4 2d — 2t)q(t)dt + sin k,, (7 — 2d)/q(t)dt] }

d d

1
+0 (k2> =0 (2.2.12)
(2.2.12) esitliginde k, = k2 + ¢, €, — 0 yazilirsa

A(N) =—atsin(kd +e,) +a sin (k) +,) (2d — )

+Hat cos (kK +¢e,) 7+ Ha™ cos (k2 +¢,) (2d — 7)



+—(/€9L j_ =) {(a+)2 cos (k:2 +en) Wo/q(t)dt—i—(oﬁ)?/ cos (k;g +en) (m—2t) q(t)dt

d d
+ata~ |:/ cos (kS + &,) (7 + 2d — 2t)q(t /cos (K +&,) (2d — m — 2t) q(¢)dt ]
0 0
+athcos (k2 +&,)m — a” cos (kS + &,) (2d — )

0

—(a™)? [/ cos (kY +e,) (4d — 2t — w)q(t)dt + cos (k2 + &,,) ﬂ/q(t)dt]
+a*t |cos (k2 +¢,) ﬂ/q(t)dt + /COS (K +&,) (m — 2d)q(t)dt}

L d d

+a~ /COS (k% +€,) (7 + 2d — 2t)q(t)dt + cos (k2 + €,) (7 — 2d) /q ]
Ld d
+ha™ sin (k:o +ée,) T+ a hsin (k2 + 5n) (2d — )

H(at)? y ]

sin (k9 + ¢, 7'('/(] t)dt + /sm (kS +e,) (m — 2t)q(t)dt
L 0
M d d
HO!+CY? . 0 : 0
+ sin (k) + €,,) (m + 2d — 2t)q(t)dt + sin (k) +,,) (2d — 7 — 2t) [ q(t
0
d

0

+— /sin (Y +¢e,) (4d — m — 2t)q(t)dt — sin (k2 + &,,) W/q(t)dt]

0

+H;+ [sin (K + €n) w/q(t)dt + /sin (n + en) (7 — 2t)<1(t)dt]

d d

+% [/ sin (k2 + &,,) (7 + 2d — 2t)q(t)dt + sin (k0 + &,) (7 — Qd)/q(t)dt:| }

d d

©(rar) -

elde edilir. Gerekli iglemler yapildiktan sonra
= (k)" [atmcos kO — o (2d — 7) cos kO (2d — )

—Hratsin ko7 — Ha™ (2d — m) sin k9 (2d — 7))~



' {[(Oﬁ)Q +(a)?+ata” /q t)dt + Oﬁ/ (t)dt + aﬂz} cos ko

0

d m
+ oﬁoz/q(t)dt + (™ +a7) /q(t)dt - ah] cos k (2d — )
0 d
d d
—oﬁof/ cos k (2d — 7 — 2t) q(t)dt — /cos KO (4d — m — 2t) q(t)dt
0 0

™

—i—oz_/ cos kO (m + 2d — 2t) q(t)dt + aTHhsin kon+a~ Hhsin k? (2d — )

d

d
Hoﬁr 0
+ 5 sin k27 [ q(t)dt + | sinkQ (7 — 2t) q(t)dt
0

0

Hata™

" 2

sin kO (7 — 2t) q(t)dt +

+ /sin KO (m + 2d — 2t) q(t)dt
0

g\

_|_

d
+)2 Haot
o) /sin KO (4d — 7 — 2t) q(t)dt + 2@ /q(t)dt
0 d

H _ s K
+—/ sin kO (7 + 2d — 2t) q(t)dt + sin k2 (7 — 2d) /q(t)dt
d d

+ |atar / a(t)dt + (a* + o) / o)t | (x — 2d) sin kO ( — 2d)

d

+ata™ (7 +2d — 2t) /smkzo (m+2d — 2t) q(t)dt
0

+ata”

(2d — 7 — 2t) sin k2 (2d — 7 — 2t) q(t)dt

+(a™)? | (4d — m — 2t)sin kO (4d — 7 — 2t) q(t)dt

O\& O\&



+at sin kgw/q(t)dt - a/ (m+2d — 2t) sin K (m + 2d — 2t) q(¢)d¢t
d d
+athrcos k0w + a~hcos ko + a~h (2d — ) sin k2 (2d — )

0 0

d d
+— cos k‘gw/q(t)dt - /(7T — 2t) cos k2 (m — 2t)q(t)dt]

d
Hat
(e /7?+2d 2t) cos kY (m + 2d — 2t)q(t)dt
K

d
(24— 7 — 2)sin kO (2d — 7 — 21) / o(t)dt
0

d d
H —)\2
+ ((;> |:/sink2(4d7r2t) dt—smkw/q }
0

0

HOC+ . 0 r r . 0
+ 5 |sin kom | q(t)dt + [ sink;) (7 — 2t)q(t)dt

d d

™

+— /sinkg(w+2d—2t) (t)dt + sin k2 (7 — 2d) /q
d d

£n 5“
- + )
kpA(kn) (kD)

En =

dir ve {&,,} € loo, {00} € I dir. Ayrica burada;

En = {[(Oé+)2 + (™) +ata”] / (t)dt + a*/q(t)dt + oﬁh} cos KO

d
d

+ oﬁa/()dt—i— (at +a7) /q t)dt —a~ h] cos k (2d — )
0 d
d d
—oﬁa/ cos k (2d — 7 — 2t) q(t)dt — (a)2/ cos kO (4d — 7 — 2t) q(t)dt
0 0

™

+Oz/ cos kO (m + 2d — 2t) q(t)dt + aTHhsin ko7 + o~ Hhsin kY (2d — )
d



d

+ [HOﬁ } sin k2 W/q(t)dt—i—/dsinkg (m —2t) q(t)dt

2
0

Hata~
2

+/ sin kO (7 — 2t) q(t)dt + + /sin KO (m + 2d — 2t) q(t)dt

0

U

d
H +)2
+ <a>/sink2(4d—7r—2t)
0

d
—I—T/ sin kO (m + 2d — 2t) q(t)dt + sin k2 (7 — 2d) /q(t)dt
d

ve

d g

oﬁoz/q(t)dt + (ot +a7) /q(t)dt} (m —2d) sin K (m — 2d)

0 d

+

d
+ata™ (7 + 2d — 2t) /sm K2 (7 + 2d — 2t) q(t)dt
0
+ata”

(2d — 7 — 2t)sin kO (2d — 7w — 2t) q(t)dt

+(a™)? [ (4d — m — 2t)sin kO (4d — 7 — 2t) q(¢)dt

O\& O\&

m ™

+a™T sin kgﬁ/q(zﬁ)dt — a‘/ (m+2d — 2t) sin kO (7 + 2d — 2t) q(t)dt
d d
dir. Buradan;

elde edilir.



Simdi ¢, () = ¢ (z, k,,) 6zfonksiyonlarimin davramslarini 6grenelim:

h h
oz ky) = af (cos knz + T sin knm> +a” <cos kn (2d — z) + T sin k,, (2d — x))

d
+

+%/sin kn(z —t)q(t)p(

n

12

d
/ sin b, (2d — @ — t) q(t) (1, k)t
0

(2.2.13)

oldugundan;

h h
o (z, k) =a™ <cos kn,r + — sin kna:) +a~ (cos kn (2d — ) + o sin ky, (2d — a:))

kn n
. d (a+) d
sin k@ «
o /q dt + o /smk x —t)q(t)d
0

d
sm kn (2d + x — 2t) q(t)dt + /sin kn (2d — x — 2t) q(t)dt]
0

)2/Sin o (4d — 2 — 21) g(t)dt

(«
kn
ot B x z
+l€_ Sinkx/q(t)dt—i-/sink (2d —x —2t)q
"L d d
+(z—_ /Sinkn(2d+x—2t)q(t)dt+sink (x —2d) /q dt]+0(k2>
"oLa d

elde edilir. ¢ (z,k,) ifadesinde k, = kY + ¢, yazilirsa;

sin (k2 +¢,,) x)

o (x, ky) = at <cos (S +e,)x + 10 —}lL-En

n

+ar <cos (K +&,) (2d — 2) + sin (K0 + ,) (2d — g;)>

kS + &,

n

d d

sin (kY +¢,)

+W/q<)dt+ /Sln ko—i—ﬁn Z)Z—t)q(t)dt
0 0



d

ko +€ /sm (K2 +¢e,) (2d + = — 2t) q(t)dt

0
d

+/ sin (k2 +¢,) (2d — x — 2t) q(t)dt
0
d

ko + /Sm (k% +¢e,) (4d — x — 2t) q(t)dt
En)

+ z z
+m sin (A, + €5) x/q (t)dt + /sin (K +e,) (2d — x — 2t) q(t)dt
L d p
a_ .
+m /Sm (kY +e5) (2d + o — 2t) q(t)dt
L d

xT

+sin (K + &,) (z — 2d) /‘I(t) di) +0 (W)

seklinde olur. Gerekli iglemler yapildiktan sonra

h h
o (2, k) = at <cos Kow + — 10 sin k0z )—l—a (cos K2 (2d — ) + 30 sin k9 (2d — x))

d
SlIl

2k0

:o

sin kO (z — t)q(t)dt

0

d
x [ q(t)dt
0
d

d
[/ sink (2d + x — 2t) q(t)dt + /sin KO (2d — x — 2t) q(t)dt
0 0
d

N2
a
-I—k—o)/sm KO (4d — = — 2t) q(t)dt
"0
ot B x x
+ﬁ sinkﬂx/q(t)dt—i—/smko (2d —x —2t)q
"L d d
o f ) f 1
+k’_2 /smkg(Qd—i—x—Qt) q(t)dt + sin kY (z — 2d) /q t)dt —i—O(k%)
Ld d

elde edilir. x =7 ve d = g i¢in;



jus

h in k2
o (m,ky) = at <cos Kom + o sin k27r> +a + Su;kgﬂ /q (t)dt

n

n

<O;:o) / sin &y, (7 — ¢)q(t)dt + (O;;O) / sin kO (m — 2t) q(t)dt

n n

+

™ s s

+ —
+z—0 sin k;?ﬂ?/q (t)dt — /sin 2k%tq(t)dt +(Z:_0 /sin 2K2 (m —t) q(t)dt

1
o (?z)

ve

2 2 2

limp, (r) = at(-1)"+a

n—oo

elde edilir.

L probleminin normallegtirici sayilarinin asimptotik davraniglarini bulmak

i¢in;
a, = /302 (x, k) dz (2.2.14)
0

oldugundan (2.2.14) esitliginde (2.2.13) ifadesi yerine yazilirsa;

™ ™

a, = (a)? / cos? kpxdr + (a™)? / cos? k,(2d — x)dx

0 0
T s

200" h 1
/cos k,xsin k,xdx + O]::O /cos kn(2d — x) sin k,(2d — x)dx + O <k:_2)

n n

20 h
ke

0
— ([ ()2 AN 1
= (@) +(a ))2+o(k%>
elde edilir.




III. BOLUM
Regiiler Sturm-Liouville Operatoriiniin ki Spektruma Gore

Belirlenmesi

3.1. Normallestirici Sayilarin Iki Spektruma Gére Belirlenmesi

(3.1.1)

(3.1.2)

problemlerini ele alalim.

Burada ¢(x) [0, 7] araliginda tamimlanmus reel degerli bir fonksiyon, hy, he, H, a
reel sayilar hy; # hy’ dir. Ayrica a > 0, # 1 ve X spektral parametredir.

Ao <A < Ay < ove g < iy < fig < ... ile sirasiyla Ly,Lo operatorlerinin
ozdegerlerini belirtelim. ¢ (z,\) ve ¢ (x,A) (3.1.1) ve (3.1.2) denklemlerinin

sirasiyla

p(0,N)=1 ¢ 0N= N
PO =1 9 (0N)= h
baglangi¢ ve siireksizlik kosullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar. Yukarida be-

lirttigimiz gibi L; ve Ly operatorlerinin 6zdegerleri sirasiyla

¢1 <)‘> = 90, (7T7 /\) + H(p (71—7 /\)
¢y () = ¥ (7, )+ Hy (7, ))



fonksiyonlarinin kokleriyle cakigir. O halde ¢ (z, \,) = ¢,, (z) fonksiyonu L,

operatoriiniin 6zfonksiyonudur.

Q= /(pi (x)dx
0

sayilarina ise L, operatoriiniin normallestirici sayilar:1 denir.

Simdi de a,’leri Ly ve Ly operatorlerinin {\,}> | ve {u,} -, spektrum-
lar1 ile ifade etmeye calisacagiz. Boylece iki spektruma gore ters problemin
coziimiinii, {\,} —, ve {a,} -, dizilerine gore ters problemin ¢dziimiine in-

dirgemis olacagiz.

Fla,A) = d(z, ) +mA) e (z,A)
olarak igsaretleyelim ve f (z,\) fonksiyonu da
FmX)+Hf(m ) =0

kosulunu saglasin. O halde;

1/)/<7T’)‘)+m(/\)¢/<ﬂ-’)‘)+H(¢<7T7/\)+m(/\)¢(ﬂ-v)‘)>:O

veya

Y (N + HY (1)) 6o (V)

@ (mA)+Hp(m,A) ¢ (A)

oldugunu alinz. Goriildiigii gibi m (A) fonksiyonu menamorf fonksiyondur,

m(\) = —

onun sifirlar1 ve kutup noktalar1 sirasiyla L, ve Lo operatorlerinin 6zdeger-

leridir. Diger taraftan

s

(A — X2) / flz, ) fx, N)dx + / fz M) f(x, ) dx

s
B} +0
-0

w3

[_fu (2, A1) f (2, 2) + f (2, M) f (, )\2)] dx

I
o —



+ / [—f" (@ M) f (@, Xe) + f (2, 00) £/ (2, 00)] do

+0
0

ol

w3

[—f (z, A1) f (2, M) + [z M) f (z, )\2)]/ dz

|
o —

™

[ 7 @A P+ f e f )] de

iy
2+O

= [ @A) S @) (@) (2]
 [F @A) f () + f @) £ (@ )]

= —FG-0M)F(53=0,2)+F(5-0,X)f (5—0X)+f(0,\) f(0,))
—FOM) £ (0.20) = £ (m, ) £ (. 0a) + f (. M) £ (0, ho)
HF(EH0,M) F(Z+0,0) = F(E+0,M) f (Z2+0,))

= F0,M) F(0,2) = F(0, M) £ (0,00)

= [¢0.2) +m )@ (0.00)] [ (0.2) +1m (32) (0. 12)]

— [ (0,M) +m () 9 (0.20)] [ (0.0) +m (h2) ¢ (0.02)]

= [ha+m(A) ha] [T +m (A2)] = [1+m (A1)] [ha +m (A2) by

= (h1 = h2) [m (A1) —m(A2)]

elde edilir. Son esitlikte Ay = A\, Ay = A yazilirsa



(A =7) /f(x,)\)f(x,X)dx—i- /f(x,)\)f(x,X)da:

= (h1 — ha) [m (X)) —m (N)]
veya
/ 1 (2 V) da + / |f(x,/\)|2dx:(h1—h2)% (3.1.3)

oldugunu almir. (3.1.3)’ten goriildiigii gibi h; > hy oldugunda m () fonksiy-
onu yukar1 yar1 diizlemi yukar1 yar1 diizleme doniistiirmektedir. Buradan an-
lagilacagy iizere m (A) fonksiyonunun kokleri ve kutup noktalar: birbirini ayir-

maktadirlar. Yani L; ve Lo operatorlerinin 6zdegerleri birbirini ayirmaktadir.

)\0</L0<)\]_<,U/1<

ol

-0 -

(A=) f@AMﬂLMJM+‘/f@AMML&JM
0 5+0

= f(0,A) 0 (0,A\) — £(0,A) ¢ (0,\,)

=hy — hy

olur. Diger taraftan;
20

A=) / fz,A) oz, \,)de + / f(z, )¢z, \,)dz

= 0- ) 7Yme$8p@wﬁmeMxk

] (vtn- St




+ (A=) / U (2, M) @ (2, \n) dz—(X = \,) =2

™
510 5+0

A=) @2 (M)
¢1(A) = &1 (An)

2

/ U (z, ) p (2, \n) dx

0

~ (A=A / () & (2, ) da—

[ ¢y (V) ,
+ (A=) /¢(£, An) @ (2, \) de— (X — \y) o1 0N — 01 O /go(:t,)\)gp(:x,)\n)dv

s
2+0

= hy — hs
elde edilir. Son esitlikte A — A, iken limite gecilirse;

dl’:hl—hg

veya

ifadesi elde edilir.



3.2. S Sifi icin Ters Problemler

L operatorii agagidaki gibi verilmis olsun.

L(y):=—y +qx)y=X\y, ze€(0,d)U(dn), \=Kk (3.2.1)
U(y) =y (0) = hy(0) =0, V (y) =y(w) + Hy(r) =0 (3.2.2)
Y5+ =ay(5 -0, Y(G+0)=aTyY(F-0) (3:2.3)

S ile q(z) = q(m — ) ve H = h kosullarim saglayan (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3)
Sturm-Liouville operatorleri sinifini belirtelim. ¢(x, A) fonksiyonu (3.2.1) denk-
leminin (0, ) = 1, ¢ (0, \) = h baslangic kosullarini saglayan ¢oziimii olsun.
Agagidaki lemma dogrudur.

Lemma 3.2.1: Sturm-Liouville operatoriiniin S sinifindan olmasi i¢in gerek

ve yeterli kosul ;

LeS&o(mA)=a(-1)"+a"

olmasidur.
Ispat: Gereklilik: Diyelim ki, ¢(r —2) = ¢(z), H = h olsun. Bu du-
rumda ¥, (2, \n) =p(m — 1, \,) fonksiyonu da L operatoriiniin A, 6zdeger-

ine kargilik gelen 6zfonksiyonudur. Bundan dolayi;

o(x, A\n) = Bup(m —x, M), 8, #0 (3.2.4)
+
dir. x = - igin ;
T+ T—
5 )\" = a5 7)\n
P(5 ) = Bup(5 M)
T+
80(5 ,An) # 0 olursa 3, = « dir.
Tt , T+
oz s ) =0 ve @(5 , ) #0

2 2

+
olsun. (3.2.4) esitliginin x’e gore tiirevi almip tekrar x = g yazilirsa

!/

@ (1 =2, M) = B¢ (2, An)



/ T+ =

_ - — _ e 3 — _ 1
90(2 . An) 6n90(2 JAn) ise S, o

olarak bulunur. Buradan da 3, = (—1)" a"+a~ oldugu ¢ikar.(3.2.4) esitliginde

x = 0 yazilirsa

()0(71—7 )\n) = 6n90(0, )\n) ise (,0(7T, )\n) = 6n = (_1)" CY+ +a”

elde edilir.
Yeterlilik: «,, ; q(m — x) potansiyelli (3.2.1)-(3.2.3) probleminin «,,; ise
q(z) potansiyelli (3.2.1)-(3.2.3) probleminin normallestirici sayilar1 olsun. n =

0,1,2... icin p(m, A,) = (—1)"at + o~ oldugunu kabul edelim ve

U (z) = [(=1)"a + a7 o(r —2,A)
olsun. O halde V¥, (z) fonksiyonu L operatoriiniin \, 6zdegerine karsilik gelen

ozfonksiyonudur. Diger yandan

[e=]

™

(x)dx + /‘I’?L(x)dx

T
2+O

v

S N

e
S
Il
13
o\wl

13

|
o

I
12 o"\w

|
N
3
o
+
+
o
-
5
3

|
-
o
QU
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|
=
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Q
+
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QI
5
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|
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&
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I
+
o
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|
=
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+ j {202 + % +2(-1)" (a2 - éﬂ o (x)dx

+0

TR

1 1
=2 |:Oé2 + E + (_1)n (062 — @>:| (6751

oldugundan dolay1 (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) operatorlerinin spektral fonksi-
yonlar1 bir sabit carpani ile farklidirlar.

Bundan dolay1 V.A.Marchenkonun teklik teoremine gore ¢(m — z) = q(x)
ve H = h olarak alnir.

Simdi de gosterelim ki;

™

o, = /@2(% An)dz = p(m, )\n)go,(ﬂ, An) — gb/(ﬂ, An)p(m, \n)
0

esitligi dogrudur.p(z, A) ve ¢o(x, \,,) fonksiyonlar1 verilen diferansiyel denklemin

uygun baglangi¢ kosullarini saglayan fonksiyonlar: oldugundan

—¢" (2, ) + q(@)p(, An) = Az, An) (3.2.5)
(3.2.5) esitligi p(x, N), (3.2.6) esitligi ¢(x, A, ) ile carpilip taraf tarafa gikartilirsa
_SON(:U> An)o(@, A) + q(z) (@, An)o(x, A) = Anp(m, An) (2, A)
= (2, M¢(@, An) +a(@)p(, (@, An) - = Ap(a, Mg (z, An)
(A= M@, V(@A) = =" (2, o, An) + (@, A" (2, An)

esitligi elde edilir.

s
270 s

A=A\n) / oz, Nz, A\p)dx + (A= A\p) / o(x, N)p(z, \y)dx

0 s
510

_ / [—¢" (2, M), M) + o2, N (2, An)] dae
(=" (=, A)gp(

o

+0

o(z, A\n) + gp”(x, An)(, )\)} dx

TR



)#/(5 = 0:2) ¢ 0. 0)(0, )

+ 07 )\)90 (_ + 07 )\n)

—MQM@@A&+¢@ 5

— ¢ (1, (T, ) + o(m,
) T 7r
= — _ )\ _ n
G —0 el 0
+atp (§ — 0, \)ap (2
- (71—7 )‘) (7T A ) 90(7Ta )‘)90 <7T7 )\n)
elde edilen esitlige ¢ (7, \)p(7, A,) ifadesi eklenip ¢ikartilirsa;

= [¢(m2) =& (@ 0)| (. ) = [l M) = ol V)] @ (m, )

elde edilir. Son esitligin her iki tarafi A — \,’e boliiniirse;

0 ™

o(x, Np(x, \,)dx + /(p(x,)\)go(x, Ap)dx

s
2+0

o\wll:i

_ @ <7T7 A;)__)\f (7T7 A)(,O(’/T, )\) N (p(ﬂ', )‘)7\1)__)\(5(71-7 )‘) QOI(’N, )\)

bulunur. Son egitlikte A — \,, kosulu altinda limite gecilirse;

13

—0 -

0z, \y)dz + / 0%z, \p)dx
5+0
= Sb/ (ﬂ-> )‘n)gp(ﬂv )‘) - 9'0(7(’ )‘n)gol (ﬂ-> )‘)

elde edilir. Burada ¢(m, \,,) ile fonksiyonun \’ya gore tiirevi belirtilmektedir.

Qo
S
Il
o\m

Diger taraftan ¢(x, \) fonksiyonu \’ya gore tam fonksiyon ve {\,}’ler verilen



problemin 6zdegerleri oldugundan tam fonksiyonlar teorisinden bilindigi gibi

asagidaki gosterim dogrudur.

) i W
¢ (m,\) + Hp(m,\) =7 (X —N) km = ¢ (N (3.2.7)
k=1
(3.2.7) esitliginin X'ya gore tiirevi alinirsa;
2 (7N + Ho(m A) = & (V) (3.2.8)

olur. Diger taraftan
¢ (m,A) + Ho(m,\) =0 veya ¢ (m,\) = —Hp(m,\)

oldugundan «,,’nin ifadesinde

Op = 9.0(7]-7 )‘n)gol (ﬂ-? )‘n) - (:b, (ﬂ-a )‘n)90<ﬂ-7 )‘n)
= —gb(ﬂ', )\n)H<P(7T, >\n) - ‘p/(W?An)@(W?An)
= —[¢'(m, M) + Hp(m, \)] o, An)

= —o(m, Aa)d (M)
veya
an = p(m Aa)d (A) (3.2.9)
elde edilir.

Eger L € S ise yukarida ispat1 yapilan lemmaya gore

a, = ((=1)"at +a7)d(\,) (3.2.10)

bulunur. Tersini kabul edelim. L operatoriiniin {\,} spektrumu verilmis ise o
zaman (3.2.7) ve (3.2.10) formiillerinden «,, normallegtirilmig sayilar1 ve {\,}
L’nin p (M) spektral fonksiyonunu belirler. Spektral fonksiyonu belli ise V. A.

Marchenko’ nun teklik teoremine gore L operatorii inga edilebilir.



Gosterelim ki bu sekilde insa edilen operator L € S dir. Bunu gosterebilmek

icin yukarida ispat1 verilen lemmaya gore
p(m ) =(=1)"a" +a”

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (3.2.9) ve (3.2.10) esitliklerinden

@ =@ Ao () ve a,=((=1)"a’+a7)é(\)
ise
p(m,A) = (-1)"a® +a”
oldugu goriiliir.

Boylece belli asimtotige, {\,} -, spektrumuna ve &, = (=1)"at + a~

sayilar dizisine gore S siifindan olan Sturm-Liouville operatorii insa edilebilir.



3.3. Regiiler Sturm-Liouville Denklemi i¢in V. A. Ambartsumyan

Teoremi

A spektral parametre g(z) € C'[0,7] olmak iizere A\, = n*n = 1,2, ...
say1ilari

—y +q@)y = ,0<z<m (3.3.1)

smir deger probleminin 6zdegerleri ise ¢(x) = 0 dur.

ISPAT: Ao, A1, Ao, ..., An, ... siur deger problemin 6zdegerleri ve o(x, \p) = ¢, (1)
fonksiyonlar: da \,, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.

O zaman Sturm Teorisi'nden aliriz ki; ¢, (z) fonksiyonu [0, 7] araliginda
tam n tane x7, z%, ..., ) sifirlara sahiptir.

Yani ¢, (z7) = 0, (k = 1,n) dir.

n = 0 igin A\g 6zdegerine karsilik gelen 6zfonksiyon ¢(z, \g) = ¢, (z) olsun.
O halde Sturm Teorisi'nden ¢,(x) ’in higbir sifir1 yoktur.

(3.3.1) esitliginde ¢, (z) yazilirsa;

—¢0(@) + a(2)¢o(r) = Moy ()

Ao = 0 oldugu igin ;
—¢0(2) + g(@)po(x) =
elde edilir. Buradan
_ %o (z)
@o(x)
bulunur. Diger taraftan ¢g(z) in [0, 7] araliginda hicbir sifir1 olmadigindan

;o € [0,7]

q(x)

@o(r) #0 x € [0,7] dir. Yani bu oran tanimhdir.

o-d8- () e

seklinde yazalim.



(3.3.1),(3.3.2) siur deger probleminin 6zdegerleri;

)‘n:n2+a0+¢<n)

1
davranmsina sahiptir, burada ag = 5 / q(z)dz dir.

0
n = 0ic¢in A\g = ag = 0 dir. Yani

elde edilir.
(3.3.3) esitliginde ¢(z) € C'[0, 7] oldugundan esitligin sol tarafindaki fonksi-
yonlar da stireklidirler. Dolayisiyla [0, 7] araliginda integrallenebilirdirler. (3.3.3)

esitliginin her iki tarafini [0, 7] araliginda integralliyelim.

g1 /(%)1@

0

EciRdiGe

_po(m @(0) +/(9"5($))2da¢

@o(m)  ¢0(0)
_ O/(Zz—g%) dr

Teorem: f(z) : [a,b] — R tammh ve bu aralikta Riemann anlamina inte-
b

grallenebilir bir fonksiyon olsun. Vz € [a,b] igin f(x) > 0 ve / f(z)dz =0 ise

f=0dr.

Yukarida ifadesi verilen teorem geregi;

Vo € [0,7] igin

dir. Boylece (3.3.3) esitliginden ¢(x) = 0 elde edilir.



3.4. Regiiler Sturm-Liouville Denklemi i¢in V. A. Ambartsumyan

Teoreminin Genellestirilmesi

Teorem: A spektral parametre, ¢(z) € C[0,7] ve @ > 0, # 1 olmak

tizere \,=n%, n=0,1,2,... sayilarn
—y +qr)y= X y,0<z <7 (3.4.1)
y (0) =0,y (1) =0 (3.4.2)

y(xo+0) = ay(zo — 0), x¢ € (0,7) (3.43)

y (w0 +0) = ay (zo — 0)
siir deger probleminin 6zdegerleri ise ¢(x) = 0 dir.

ISPAT: Ik 6nce problemimizin genel ¢oziimiinii bulalm. Bunun igin;
(3.4.1) esitliginin ¢ (0,\) = 1, ¢ (0, ) = 0 (3.4.2) baslangic ve (3.4.3) siirek-
sizlik kogullarini saglayan ¢ (x, \) ¢oziimiinii 6nerelim.

[k olarak kabul edelim ki; ¢ (x) = 0, A = k2 olsun. O halde ;

2.mertebeden, lineer, sabit katsayili, homojen diferansiyel denklemdir. Bu
denk-lemin genel ¢oziimii

y(x, k) == @y (v, k) = cicoskx + cosinkx, v < zo seklindedir. (3.3.2)
baslangic kogullarindan ¢; = 1,co = 0 olarak bulunur. Dolayisiyla

©o (z,k) =coskz, © < xg

elde edilir. = > xq iken; ¢, (z,k) = Acoskx + Bsin kz gseklinde ¢oziim aray-
alim. (3.3.4) siireksizlik kogullarindan; A = a, B = 0 elde edilir.

O halde

cos kx, x < T

p(z, k) =
acoskr, x> xg

seklinde olur. Ozdeger denklemi ise



Ao (k) = ¢, (7, k) = 0 dir.
Ag (k) = —aksinkm = 0 ise
ko = 0 bir 6zdeger ve kr = nr ise k7 = nr dir. Buradan k2 = n ve
boylece A =n?, n=0,1,2,... elde edilir.
Yani ¢ = 0 oldugunda )\2 =n?,n=0,1,2,..dir.
Simdi ¢(z) # 0 oldugunda verilen denklemin ¢oziimiinii ve 6zdegerlerini

bulalim. ¢(z) = 0 oldugunda y(z, k) = ¢; cos kx+cs sin kz bulunmustu. ¢(z) #
0 durumu icin sabitlerin degisimi yontemini uygulayalim.

y(z, k) = c1(x) cos kx + co(x) sin kx

y (2, k) = —kei(2) sin kx + key(x) cos kx + ¢ (x) cos kx + cy(x) sin kx

y' (2,k) = —k%ci(x) cos kx — k%cy(z) sin kx — ke, () sin kx + kcy(z) cos kx

esitlikleri (3.4.1) diferansiyel denkleminde yerlerine yazilip gerekli iglemler yapildik-

tan sonra
—cy(z) sin kx + cy(z) cos kx = q(z)y (3.4.4)
¢y () cos kx + cy(z) sin kx = 0 (3.4.5)

esitlikleri elde edilir. (3.4.4) esitligi coskz, (3.4.5) esitligi sin kz ile garpilip

taraf tarafa toplanirsa
, 1 _
o) = Q(i)y coskr ise co(x) = E/cosktq(t)gop(t, k)dt + ¢,

0

(3.4.4) esitligi — sin kz, (3.4.5) esitligi cos kx ile carpilip taraf tarafa toplanirsa

xT

: 1 -
c,(x) = —Q(Z)QO sinkx ise c¢i(z) = _E/ sin ktq(t),(t, k)dt + ¢
0

elde edilir. Bulunan ¢;(z) ve cy(x) esitlikleri yerlerine yazilirsa;

T T
cos kx sin kx

y(x, k) = — ’ /sinktq(t)y(t,k)dt—l— ’ /cosktq(t)y(t,k)dt

+¢; cos kx + ¢y sin kx
X

~ ~ 1
= ¢y coskx + cysinkx + E/ sink (x —t) q(t)y(t, k)dt

0



bulunur. ¢; ve ¢ katsayilarmi bulmak igin (3.3.2) baslangi¢ kogullar1 uygu-

lanirsa; ¢; = 1, co = 0 bulunur. Buradan; z < z igin

T

y(x, k) = coskx + %/ sink (z —t) q(t)y(t, k)dt

0
elde edilir.

Simdi x > xy iken ¢oziimii bulalim. Bunun igin;
€T

1
y1(z, k) = coskx + %/sin E(x —t)q(t)ya(t, k)dt, x < xq ve

0
T

1
yo(z, k) = Acoskx + Bsinkx + E/ sin k(z — t)q(t)ys(t, k)dt, z > xg
zo
olsun. (3.3.4) siireksizlik kogullar1 uygulanip gerekli iglemler yapildiktan sonra

A = acos?kxy+ asin? lmo/ sin k(zg — t) cos kxg
zo
—cos k(xg — t) sin kxq(t)y, (¢, k)dt

T

= a-— %/Sin ktq(t)y,(t, k)dt

o
x

B = %/ (sink(xg —t) + cos k(zg — t) cos kxg) q(t)y1 (t, k)dt

Zo
T

= %/cosktq(t)yl(ta k)dt

zo

elde edilir. Bulunan A ve B katsayilar1 yerlerine yazilirsa;

xo—0

yao(x, k) = acoskx+%coskx/ sin ktq(t)y, (t, k)dt

0
xro—0 T

1
—i—% sin kz / cos ktq(t)ys (t, k)dt + z / sink(z — t)q(t)y=(t, k)dt

0 xo+0



veya

To—0
yo(z, k) = acoskx+%/ sink (x —t) q(t)y1 (¢, k)dt
z 0 (3.4.6)
+%/ sin k(z — t)q(t)ys(t, k)dt
Ta40

seklinde bulunur. Ozdeger denklemi A, (k) = vb (m, k) =0 dir.
xo—0
yy (x, k) = —kasinkr + « / cosk (x —t)q(t)yi(t, k)dt

0
T

+/ cos k(z —t)q(t)ya(t, k)dt

xo+0
p(k) = max (|y(e, k)| et M)
~ — —|Im k|x
k) = max (Jyo(z, k)| )

tanimlayalim.
|sin kx| < elmklz

lcos kx| < elmkl
oldugundan (3.4.1) denkleminden |k| > 1 ve z € [0, x¢) U (xq, 7] i¢in;

xT

1
1 (2, k)| e 1mkle = lcos ka + E/ sin k(x — t)q(t)y (t, k)dt| e lmble
0

17
<l [ o 2.1l
1 0
< 1+ s (k)
1 )
p(k) < 1+mu(l€) ise p(k)=0(1)
bulunur. Yani y, (z, k) :O(ellmklx)

dir. Bu esitlik

x

1
y1(x, k) = coskz + E/ sink(x — t)q(t)y.(t, k)dt

0
ifadesinde yerine yazilirsa;

1
yi1(x, k) = coskx + EO(@‘IH"“\Z)



elde edilir. Benzer sekilde;

xo—0

(xR e = Jacoske + O / sink (z — t) q(t)y (¢, k)dt

0
T

1 /
+E / sin bz’ — £)q(t)ya(t, k)dt| e~z

xo+0

VAN

a+ Tl / max |y; (¢, k)| |q(t)] dt

1
_|_%/ max [y, (t, k)| |q(t)] dt

040

+ onk / (1) |dt+|k| (R (o) di

xo+0

IN

ise;
AR < ko) + k)
ak) < a+—p —
|| 14
elde edilir. Yeterince biiyiik |k| igin (k) = O(1) yani
ya(z,k) = O(elHir)

dir. Bu ifade (3.4.6) esitliginde yerine yazilirsa;

ya(z, k) = ozcoskx+()<|k| Imkx)

bulunur. Ag (k) denkleminin 6zdegerlerini bulmak igin asagidaki teoremden

faydalanalim.

Teorem [14]: (3.3.1)-(3.3.4) probleminin 6zdegerleri i¢in agagidaki asimp-

totik formiiller gegerlidir.

ky,
kn:\/)\_—n+—+— {kn} € Lo

™

dir. Burada w = §/q(t)dt dir.

0

—_

Gergekten;



xo—0

yo(x, k) = acoskm+%/ sink (x —t) q(t)y1 (¢, k)dt

0
T

= / sink(z — )g(t)ya(t, k)dt

x0+0
x0—0

yh(z, k) = —kasinkzr + « / cosk (x —t)q(t)y.(t, k)dt

0
x

—l—/ cos k(x — t)q(t)ya(t, k)dt

1
oldugu agiktir. ys(x, k) = acoskzr + O (me“mk'z) ve y(z,k) = coskr + %O(elmkﬂv)

esitlikleri y,(z, k) ifadesinde yerlerine yazilirsa
xo—0
yy (z,k) = —kasinkzr + « / cosk (x —t)q(t)y.(t, k)dt

0

+ ] cos k(z — t)q(t)y2(t, k)dt + O (%elm’”)

xo0+0
xX

1
= —kasinkx + a/ cos k(z — t) cos ktq(t)dt + O <melmkw)

T x

= —kasinkz + %COS kx/q(t)dt + %/ cos(x — 2t)q(t)dt

1
—|—O (_€|Im k|m>
||

1
= sinkx — %cos kx 4+ O (mellmklr>

oldugu elde edilir. Burada w = / q(t)dt dir. Bulunan v (z, k) ifadesi
0
A (k) =4 (7, k) =0 da yerine yazilirsa;
1
A(k)=1vy (m k) =sinkr — %COS km+ O <melm’”)

elde edilir. Verilen problemin 6zdegerleri ile A (k)’nin sifirlar1 gakigmaktadir.

1
r, = {k k| = (n + 5) } bolgesini alalim.

1
f(k) =sinkn, g(k) = —% coskm + O (we“mk"’”) olsun.



A(k) = f(k)+g(k), VkeT,

ei/mr - e—ik:ﬂ' |€ik7r| _ ‘e—ikw|
e —
|sin k7| 5 > 5
Imknr _ Imkn
_ e e O ks
2 — 2
|f (k)| = |sinknm| > crelmkim (3.4.7)

dir. Ayrica |cos kr| < eM™FIm isin k| < el™F™ oldugundan;

lg(k)] < %e“m’“'” (3.4.8)

(3.4.7) ve (3.4.8)" den k’ nmin yeterince biiyiik degerlerinde
|[f (k)| > cel™Hm > g(k)

saglanir. Yani Rouche Teoremi’nin kogullar1 saglanmig oldu. O halde f (k) ve
A (k)'min sifirlar1 aynidir.

f(k) = 0ise sinkr = 0 dir. Buradan da k, = n +¢,,6, = o(l),n — o0
elde edilir. ¢, in ifadesini A (k,) = 0 esitliginden bulalim.

A (k) = f(k) + g(k) = sinkm — %coskﬂ—l—O (ki) =0

1
sin k,, ™ — % cos k,m + O <E) =0
On
o i}gn) cos(n+¢ep) T+ = 0,

sin(n+¢e,) T —

(n+ep)sin(n+e,)m—wcos(n+e,)m+—=0

n
n
(n+&,) (sinnm cose,m + cos nwsin e, ) —w (cos nw cos e, m — sinnmsine,m)+

L
n

=3

4]

(_1>n (Tl + gn) sinnm — w (—1)” COSE,T + L)
n

(n+e,) (6n7r— (Eg)g +> —w (1 — %—l— ) +%”: 0

2
n(snﬂ+...)+5n(5n7r+...)—w—i—w<1—M—I—...> +%”:0

2!



2
En [En w  w [ (e,m On
(en + )+—<—+ )——+— Em” )4
nT\n nT o nmw 21 n
On
6n—ﬂ — =0
nTt o on
on
€n:ﬂ+ ,(5n€€2
nw

elde edilir. Buradan £, =n 4 ¢, ifadesinde €, yerine yazilirsa;

On
ky = nt— 425 ety
nmw n

Ao = K2=n2+ = +35,,0, €l
T

bulunur.

A0y A1y Agy ooy Ay, ... siir deger probleminin dzdegerleri ve p(z, \,) = ¢, ()
fonksiyonlar1 da A, 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksiyonlar olsun.

O halde Sturm Teorisi'nden aliriz ki; ¢, (z) fonksiyonu [0, ] araliginda tam
n tane z7, x4, ..., 2 sifirlara sahiptir.

Yani ¢, (z7) = 0, (k = 1,n) dir.

n = 0 igin g 6zdeger ve ¢(x,\g) = @y(x), Ao Ozdegerine kargiik gelen
ozfonksiyon olsun. O halde Sturm Teorisi'nden ¢,(x) ’in higbir sifir1 yoktur.

(3.4.1) esitliginde ¢, (z) yazilirsa;

—o () + a(x)po(x) = Aoy (@)

Ao = 0 oldugu igin ;

— @0 (%) + q(x)po(z) =

elde edilir. Buradan
_ #(2)
@o(x)
bulunur. Diger taraftan ¢,(z) in higbir sifir1 olmadigindan ¢, (z) # 0 dir. Yani

,x € [0,20) U (09, 7]

q(x)

bu oran tammlidir.

o) — £ (%(iﬂ)) . (906(56))2 (3.49)



seklinde yazalim.

(3.4.1)-(3.4.3) smur deger probleminin 6zdegerleri;

A =1+ ag+ 1 (n)

1
davranigina sahiptir. Burada ag = 5 / q(x)dx dir. Boylece

0

) = 551 - (50 + (35) -comuins

bulunur.

/(iﬁgg) dz + / (iggg) 4 — Pl =0) @z —0)

©o(zo —0)  @o(zo —0)

_200) | polm) _ eolao+0) _
©o(0) ~ @o(m)  po(zo +0)
oldugundan;
o= [ (B5) e [ (25) «

xo+0
elde edilir. Analizden bilinen teorem geregi;

(240) =

[ 2 n ’ 2
ve Vo € (xo + 0, 7] igin (%@)) >0 ve (%(x)) dr =0 dir. Yani

@o(2) o @o(z)
Vo € [zg+0,7) igin (zzgg) =0

dir. Vx € [0, 29 — 0) U (29 + 0, 7] igin %—Exi = 0 dolayisiyla
Polx

YV € [0,20) U (20, 7] i¢in

elde edilir.
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