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ÖZET

PER·IYOD·IK POTANS·IYELL·I ·IMPULS·IV STURM-L·IOUV·ILLE

OPERATÖRLER·I ·IÇ·IN TERS PROBLEMLER

Elif ERYILMAZ

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Rauf AM·IROV

2011,72 sayfa

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, tezde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, incelenen diferansiyel denklemin başlang¬ç koşullar¬ve sürek-

sizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünün varl¬¼g¬ayr¬ca �(�) karakteristik fonksi-

yonunun ve '(x) = '(x; kn) özfonksiyonlar¬n¬n s¬f¬rlar¬n¬n davran¬̧slar¬ elde

edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, tan¬mlanan L1 ve L2 problemlerinin s¬ras¬yla f�ng1n=1
ve f�ng

1
n=1 spektrumlar¬yard¬m¬yla �n normalleştirici say¬lar¬ifade edilmi̧s ve

1929 y¬l¬nda W. A. Ambartsumyan taraf¬ndan ispatlanan teoremin süreksizlik

koşullar¬alt¬nda genelleştirilmesi verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Ters Problem, Spektrum, Impulsiv, Özde¼ger, Öz-

fonksiyon, Normalleştirici Say¬lar.



ABSTRACT

INVERSE PROBLEMS FOR IMPULSIVE STURM-LIOUVILLE

OPERATORS WITH PERIODIC POTENTIAL

Elif ERYILMAZ

Master of Science Thesis, Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Rauf AM·IROV

2011, 72 pages

This thesis consisits of three parts.

In the �rst part, important concepts and theorems, which are used fre-

quently in the spectral theory of di¤erential operators, have been given.

In the second part, existence of solution which satis�es initial conditions

and discontinuity condition of consider di¤erential equation has been investi-

gated. Moreover behaviours of eigenfunction '(x) = '(x; kn) and behaviours

of zeros of characteristic function �(�) have been obtained.

In the last part, normalited numbers �n have been expressed by helping

spectrums f�ng1n=1 , f�ng
1
n=1 of de�ned problems L1 and L2. Generalization

of proved theorem W. A. Ambartsumyan in 1929 has been given under the

discontinuity conditions.

Keywords: Inverse Problems, Spectrum, Impulsive, Eigenvalue, Eigen-

function, Normalited Numbers.
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G·IR·IŞ

Spektral analizin bir dal¬olan inverse (ters) problemler yani, spektral karak-

teristiklerine göre operatörlerin kurulmas¬problemi, �zi¼gin bir çok alan¬nda

kullan¬lmaktad¬r. Örne¼gin mekanikte, verilen dalga boylar¬na göre homojen

olmayan yayda yo¼gunluk da¼g¬l¬m¬n¬n ö¼grenilmesinde, Kuantum mekani¼ginde,

verilen e-nerji seviyelerine veya saç¬lma verilerine göre parçac¬klar aras¬nda etk-

ileşimin ö¼grenilmesinde, jeo�zikte yer alt¬madenlerinin aranmas¬nda kaŗs¬m¬za

ç¬kmaktad¬r.

Bu alandaki temel sonuçlar G. Borg, N. Levinson, A.N. Tychono¤, V. A.

Marchenko, M. G. Gasimov, F.S. Rofe-Beketov, L.P. Nijnik taraf¬ndan ver-

ilmi̧stir.

1967 y¬l¬nda G. Gardner, J. Green, M. Kruskal ve R. Miura ilk kez in-

verse problemlerin yard¬m¬yla �zi¼gin bir çok alan¬nda ortaya ç¬kan nonlineer

evolyisyon denklemlerin çözümlerini vermi̧slerdir. (Korteweg-de Vries den-

klemi bunlara ait bir örnektir) Bu çal¬̧smadan sonra inverse problemlere olan

ilgi daha da artm¬̧s, bunun sonucu olarak da inverse problemler konusu aktüel

bir konu olarak güncelli¼gini korumaya devam etmi̧stir.

Tezde elde edilen önemli sonuçlar¬vermeden önce II. mertebeden diferan-

siyel operatörler için spektral teorinin tarihsel geli̧simi verilecek ve daha sonra

tezde elde edilen sonuçlardan bahsedilecektir.

Tan¬m 0.1. l (y) = �y00 + q(x)y diferansiyel ifadesi verilsin. E¼ger a ve

b sonlu olmak üzere q(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilirse l (y)

ifadesine regüler diferansiyel ifade denir. E¼ger a ve b say¬lar¬ndan herhangi

biri ya da her ikisi de sonsuz ise veya q(x) fonksiyonu [a; b] aral¬¼g¬nda integral-

lenemezse veya da her iki durum birlikte söz konusu ise l (y) ifadesine singüler

diferansiyel ifade denir.

Tan¬m 0.2:

l (y) := �y00 + q(x)y = �y , x 2 (0; d) [ (d; �), � = k2 (0.1)



U (y) = y
0
(0)� hy(0) = 0; V (y) = y0(�) +Hy(�) = 0 (0.2)

(0.1) diferansiyel denklemi ve (0.2) s¬n¬r koşullar¬ taraf¬ndan üretilen lineer

ope-ratör L olmak üzere

Ly = �y

eşitli¼gini sa¼glayan y 6= 0 çözümü varsa ��ya L operatörünün özde¼geri, y çözü-

müne de ��ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon denir.

Tan¬m 0.3: (L� �I)�1 operatörüne L operatörünün Resolvent Operatörü

denir.

Tan¬m 0.4:(L� �I)�1 in mevcut ve s¬n¬rl¬oldu¼gu � 2 C say¬s¬na L ope-

ratörünün regüler noktas¬denir. Tüm regüler noktalar¬n¬n kümesine resolvent

küme denir ve � (L) ile gösterilir.

Tan¬m 0.5:

�(L) = Cn�(L)

kümesine L� �I operatörünün spektrum kümesi denir.

I) (L� �I)�1 in mevcut olmad¬¼g¬� noktalar¬n¬n kümesine L operatörünün

noktasal spektrumu veya özde¼gerler kümesi denir.

II) (L� �I)�1 mevcut olup, yo¼gun kümede tan¬ml¬ve s¬n¬rl¬olmayacak

şe-kilde ��lar¬n kümesine sürekli spektrum denir.

III) (L� �I)�1 mevcut fakat, yo¼gun olmayan kümede tan¬ml¬��lar¬n küme-

sine rezidü spektrum denir.

Tan¬m 0.6: f�ngn�0 dizisi L operatörünün özde¼gerleri ve fy (x; �n)g ler

bu özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olsun.

�n =

bZ
a

y2 (x; �n) dx

say¬lar¬na L operatörünün normalleştirici say¬lar¬denir.

Tan¬m 0.7: f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerine L operatörünün spektral karakte-

ristikleri denir.



Tan¬m 0.8: L diferansiyel operatörü verildi¼ginde spektral karakteristik-

lerinin bulunmas¬problemine düz problem, spektral karakteristikleri verildi¼ginde

bu hangi Sturm-Liouville tipinde L diferansiyel operatörünün spektral karakteris-

tikleri oldu¼gunun bulunmas¬problemine ise ters problem denir.

Ters problemler teorisi, lineer diferansiyel operatörlerin spektral analizinde

önemli bir yere sahiptir ve de fonksiyonel analizin bir s¬ra problemleri ile s¬k¬

ba¼glant¬l¬d¬r. Diferansiyel denklemler için ters problemler teorisinin başlang¬c¬

say¬lan ilk çal¬̧sma V.A. Ambartsumyan�a [1] aittir. 1929 y¬l¬nda V.A. Am-

bartsumyan Sturm-Liouville operatörleri için ters problemlerle ilgili aşa¼g¬daki

teoremi ispatlam¬̧st¬r:

Teorem 0.9: q(x), [0; �] aral¬¼g¬nda gerçel de¼gerli sürekli fonksiyon olmak

üzere �0; �1; � � � ; �n; � � � �ler

y00 + f�� q(x)g y = 0; (0 < x < �); (0.3)

y0(0) = y0(�) = 0; (0.4)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger �n = n2 (n = 0; 1; :::) ise q(x) � 0 d¬r.

V.A. Ambartsumyan�¬n bu çal¬̧smas¬ndan sonra ters problemler teorisinde

çeşitli problemler ortaya ç¬km¬̧s ve bu tip problemlerin çözümü için farkl¬yön-

temler verilmi̧stir. Bu problemlerle ilgili en önemli sonuçlardan birisi G.Borg�

a aittir[2].

Teorem 0.10: �0; �1; � � � ; �n; � � � ler (0.3) diferansiyel denklemi ve

y0(0)� hy(0) = 0; (0.5)

y0(�) +Hy(�) = 0; (0.6)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin, �0; �1; � � � ; �n; � � � ler ise (0.3) denklemi ve

y
0
(0)� h1y(0) = 0; (h 6= h1) (0.7)

(0.6) s¬n¬r koşullar¬yla verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde f�ngn�0 ve

f�ngn�0 dizileri q(x) fonksiyonunu ve h; h1 ve H say¬lar¬n¬tek olarak belirtir.

(h; h1 ve H sonlu gerçel say¬lard¬r.)



G. Borg�un bu çal¬̧smas¬nda, f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri verilen operatörün

farkl¬spektrumlar¬oldu¼gu farz edilir ve operatörü bu dizilerin yard¬m¬yla be-

lirtmektedir. Yani, bu tip operatörün varl¬¼g¬önceden belli oldu¼gu kabul edilir.

G. Borg, ayn¬çal¬̧smada, bu tip diferansiyel operatörün tek olarak belirtilmesi

için bir tek f�ngn�0 spektrumunun yeterli olmad¬¼g¬n¬göstermi̧stir. O yüzden

de, V.A. Ambartsumyan�¬n sonucu istisna bir durum olarak düşünülmektedir.

Bu çal¬̧smadan sonra potansiyelin q(� � x) = q(x) simetriklik koşulunu

sa¼glamas¬ durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatörünü tan¬m-

lad¬¼g¬n¬N. Levinson [3], [4] ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca, N. Levinson negatif özde¼ger-

lerin mevcut olmad¬¼g¬ durumda, saç¬lma faz¬n¬n, potansiyeli birebir olarak

tan¬mlad¬¼g¬n¬göstermi̧stir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde

bir sonraki en önemli aşamalardan birisi V.A. Marchenko [12] taraf¬ndan

kaydedilmi̧s-tir.

1950 y¬l¬nda V.A. Marchenko[12] ters problemlerin çözümünde Sturm-Liouville

operatörünün spektral fonksiyonundan yararlanm¬̧st¬r.

'(x; �) fonksiyonu (0.3) diferansiyel denkleminin

'(0; �) = 1; '0(0; �) = h; (0.8)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü, '(x; �n) = 'n(x) fonksiyonlar¬ise bu

o-peratörün özfonksiyonlar¬olsun. Bu durumda verilen operatörün

�n =

�Z
0

'2(x; �n)dx (0.9)

normalleştirici say¬lar¬ndan faydalanarak oluşturulan

�(�) =
X
�n<�

1

�n
(0.10)

fonksiyonu ise bu operatörün spektral fonksiyonu olmak üzere V.A. Marchenko,

yukar¬da bahsedilen çal¬̧smada G. Borg�un ispatlad¬¼g¬teoremin benzerini �(�)

spektral fonksiyonu yard¬m¬yla vermi̧stir. Ayr¬ca, bu çal¬̧smada, �(�) fonksiy-

onun Sturm-Liouville tipinde bir diferansiyel operatörün spektral fonksiyonu



olmas¬ için gerek ve yeter koşulu verilmi̧stir. V. A. Marchenko� nun çal¬̧s-

malar¬ ile hemen hemen ayn¬zamanda M.G. Krein [10], [11] çal¬̧smalar¬nda

Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatörü f�ngn�0 ve f�ngn�0 diziler-

ine göre belirtmek için etkili yöntem vermi̧stir. Fakat, bu çal¬̧smalarda ver-

ilen gerekli ve yeterli koşul, f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri yard¬m¬yla de¼gil, bu

dizilerin yard¬m¬yla kurulan yard¬mc¬fonksiyon kullan¬larak verilmi̧stir.

1949 y¬l¬nda V.A. Marchenko� nun çal¬̧smas¬ yay¬nlanmadan önce A.N.

Tikhonov [7] taraf¬ndan V. A. Marchenko� nun ispatlad¬¼g¬ teklik teoremine

denk olan bir teorem ispatlanm¬̧st¬r. A.N. Tikhonov çal¬̧smas¬nda ispatlanan

teoremin ifadesi aşa¼g¬daki şekildedir:

Teorem 0.11: � < 0 oldu¼gunda

U 00 + ��2(x)U = 0; x > 0; U(1) = 0

probleminin çözümü U(x; �) olsun. Burada �(x) parçal¬analitik fonksiyon ve

�(x) � �0 > 0 d¬r. R(�) =
U 0(0; �)

U(0; �)
olsun. Bu durumda � < 0 oldu¼gunda R(�)

fonksiyonuna göre �(x) fonksiyonu tek olarak belirtilir.

1951 y¬l¬nda I.M. Gelfand ve B. M. Levitan [8], �(�) monoton fonksiy-

onun Sturm-Liouville operatörünün spektral fonksiyonu olmas¬için gerekli ve

yeterli şartlar¬verdiler. Ayr¬ca, bu çal¬̧smada Sturm-Liouville operatörünün

belirtilmesi için etkili bir yöntem verilmi̧stir.

Di¼ger taraftan bu çal¬̧smada verilen yöntem klasik Sturm-Liouville operatörü-

nün f�ngn�0 ve f�ngn�0 (�n > 0) dizilerine göre belirlenmesi için yani, ver-

ilen dizilerin s¬ras¬yla klasik Sturm-Liouville probleminin spektrumu ve nor-

malleştirici say¬lar¬olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul aşa¼g¬da verilen klasik

asimptotik eşitliklerin sa¼glanmas¬d¬r:

p
�n = n+

a0
n
+ � � �+

akm2 k
n2k

m
2 k+1

+

n

n2k
m
2 k+1

;

�n =
�

2
+
b0
n2
+ � � �+

bkm2 k
n2k

m
2 k+1

+
�n

n2k
m+1
2 k



burada a0 =
1

�

24h+H +
1

2

�Z
0

q(t)dt

35 dir. E¼ger m çift say¬ise
P

2n < 1 ve

P��n
n

�2
<1; e¼ger m tek ise

P�
n
n

�2
<1 ve

P
� 2n <1 dir.

Fakat, bu çal¬̧smalarda ters problemin iki spektrumuna göre tam çözümü

verilmemi̧stir. Regüler Sturm-Liouville operatörleri için bu problemin yani,

iki spektruma göre regüler Sturm-Liouville operatörünün belirlenmesi prob-

lemi B.M. Levitan ve M.G. Gasimov� un [9] çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir. Bu

çal¬̧smada, veri-len problemin f�ngn�0 normalleştirici say¬lar¬n¬n iki spektruma

ba¼gl¬oldu¼gunu gösteren en önemli formül,

�n =
h1 � h

�n � �n

1Y
k=0

0 �k � �n
�k � �n

(0.11)

şeklinde elde edilmi̧stir. Burada
Q0 sembolü, sonsuz çarp¬mda k = n: çarpan¬n

bulunmad¬¼g¬n¬ gösterir. (0.11) formülü iki spektruma göre ters problemin

çözümü-nü vermektedir. Gerçekten de, e¼ger f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri ver-

ilmi̧s ise (0.11) formülünden yararlanarak f�ngn�0 say¬lar¬n¬n asimptotik ifadesi

bulunur ve [9] çal¬̧smas¬n¬n sonuçlar¬ndan yararlanarak f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizilerine göre ters problemin çözümü verilir. Bu ise iki spektruma göre ters

problemin çözümü için gerekli ve yeterli koşullar¬verecektir ve o koşullar aşa¼g¬-

daki şekilde s¬ralanabilir:

1) f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizileri s¬ral¬, yani

�0 < �0 < �1 < �1 < �2 < �2 < � � �

2) �n ve �n�ler p
�n = n+

a0
n
+
a1
n3
+O

�
1

n4

�
p
�n = n+

a00
n
+
a01
n3
+O

�
1

n4

�
asimptotik formüllerine sahiptir.

3) a0 6= a00

Çevirme operatörlerine dayanan regüler Sturm- Liouville operatörünün spekt-

ral verisinden, q potansiyelini yeniden elde etmenin algoritmas¬Marchenko



(1950) ve Gelfand (1951) taraf¬ndan geli̧stirilen Gelfand- Levitan- Marchenko

denklemi olarak adland¬r¬l¬r. ·Iki spektrum ile q potansiyelinin kurulumu için

bir alternatif metot Krein (1951) taraf¬ndan geli̧stirildi. Daha sonra H Hilbert

uzay¬ndan potansiyellere sahip Sturm- Liouville operatörler s¬n¬f¬için Trubowitz

ve Pöschel (1987) taraf¬ndan farkl¬ bir yaklaş¬m önerildi. Yazarlar spektral

veriyi ve H deki potansiyeller aras¬ndaki dönüşümü ayr¬nt¬l¬olarak çal¬̧sm¬̧slar

ve ters spektral problemin çözülebilirli¼gini ispatlam¬̧slard¬r. Özellikle spektral

veriyi tam olarak karakterize etmi̧slerdir.

Aral¬¼g¬n iç noktas¬nda singülariteye ve süreksizlik koşullar¬na sahip difer-

ansiyel operatörler, Amirov ve Yurko (2001) taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Bu çal¬̧s-

mada x = 0 noktas¬nda singülariteye sahip self adjoint olmayan Bessel potan-

siyelli Sturm- Liouville operatörü için sonlu aral¬¼g¬n iç noktas¬nda çözümün

süreksizli¼ge sahip oldu¼gu durum incelenmi̧stir ve verilen operatörün spektral

özellikleri ile bu spektral özelliklere göre ters problemin konumu ve çözümü

için teklik teoremleri ispatlanm¬̧st¬r.

Benzer şekilde R.Kh Amirov (2002) çal¬̧smas¬nda self- adjoint olmayan

Bessel potansiyelli Sturm- Lioville operatörünün sonlu aral¬kta sonlu say¬da

süreksizlik noktalar¬na sahip oldu¼gu durumu incelemi̧stir. Burada verilen difer-

ansiyel operatörü üreten diferansiyel denklemin çözümlerinin davran¬̧slar¬, op-

eratörün spektral özellikleri, spektrumu basit oldu¼gu durumda yani yaln¬zca

özde¼gerlerden oluştu¼gu durumda, özde¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon ve

koşulmuş fonksiyonlara göre operatörün ayr¬̧s¬m¬, spektral parametrelere göre

ters problemin konumu ve bu ters problemlerin çözümü için teklik teoremleri

ispatlanm¬̧st¬r.

R.Kh. Amirov un (2006) çal¬̧smas¬nda, sonlu aral¬¼g¬n iç noktas¬nda sürek-

sizli¼ge sahip Sturm- Liouville diferansiyel operatörler s¬n¬f¬için çevirme ope-

ratörü, çekirdek fonksiyonunun baz¬ özellikleri, spektral karakteristiklerinin

baz¬özellikleri ve ters problem için teklik teoremleri ö¼grenilmi̧stir.



I.BÖLÜM

1.1 Temel Tan¬m ve Teoremler

Bu bölümde, diferansiyel operatörlerin spektral teorisinde s¬k s¬k kullan¬lan

önemli kavramlar ve teoremler verilmi̧stir.

Tan¬m 1.1.1: a � t � b olmak üzere L2[a; b] uzay¬,

L2[a; b] =

8<:x(t) :
bZ
a

[x(t)]2dt <1

9=;
şeklinde tan¬mlan¬r ve bu uzayda iç çarp¬m ise

< f; g >=

bZ
a

f(x)g(x)dx

şeklinde tan¬mlan¬r (reel durumda g(x) = g(x)).

Tan¬m 1.1.2: `2 uzay¬,

`2 =

(
x = (x1; x2; : : : ; xn; : : :)jxi 2 K;

1X
n=1

jxnj2 <1
)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m (Eşlenik Operatör) 1.1.3: H1 ve H2 iki Hilbert uzaylar¬ve

L : H1 ! H2 s¬n¬rl¬lineer bir operatör olsun. E¼ger L� : H2 ! H1 operatörü

x 2 H1 ve y 2 H2 olmak üzere < Lx; y >=< x;L�y > şart¬n¬sa¼gl¬yorsa L�

o-

peratörüne L operatörünün eşlenik operatörü denir. E¼ger L = L� ise L ope-

ratörüne öz eşlenik operatör denir.

Tan¬m(Çevirme Operatörü)1.1.4: E lineer topolojik uzay, A ve B de

A : E ! E ; B : E ! E şeklinde tan¬ml¬iki lineer operatör olsun. E1 ile E2

de E lineer uzay¬n¬n kapal¬alt uzaylar¬olmak üzere E uzay¬n¬n tamam¬nda

tan¬ml¬, E1 den E2 ye dönüşüm yapan ve lineer terse sahip X operatörü,

i) X ve X�1 operatörleri E uzay¬nda süreklidir,



ii) AX = XB operatör denklemi sa¼glan¬r

şartlar¬n¬sa¼gl¬yorsa, bu operatöre A ve B operatörler çifti için çevirme oper-

atörü denir.

Tan¬m 1.1.5: f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin bir z0 noktas¬n¬n 9�

komşulu¼gunun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z0 nok-

tas¬nda ana-litiktir denir.

Tan¬m 1.1.6: f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda anal-

itik ise f(z) ye tam fonksiyon denir.

Teorem(Rouché Teoremi) 1.1.7: f ve g kompleks düzlemin bir B

bölgesinde sonlu say¬da s¬f¬r yeri olan ve sonlu say¬da kutup yerleri d¬̧s¬nda

analitik olan fonksiyonlar olsunlar. E¼ger 
; f ve g nin hiçbir s¬f¬r ve kutup

yerinden geçmeyen, B içinde bulunan basit kapal¬bir e¼gri ve de 
 üzerinde

jg(z)j < jf(z)j olsun. Bu durumda f(z) ve f(z) + g(z); z 2 
 fonksiyonlar¬n¬n


 içindeki s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬katl¬l¬¼g¬ile birlikte ayn¬d¬r.

Teorem(Cauchy ·Integral Teoremi) 1.1.8: f(z) ba¼glant¬l¬G bölgesinde

birebir analitik fonksiyon, 
 ise G de bulunan key�düzlendirilebilir kapal¬e¼gri

olacak biçimde f(z)0nin 
 e¼grisi üzerinden integrali s¬f¬ra eşittir:Z



f(z)dz = 0

Teorem(Cauchy ·Integral Formülü) 1.1.9: B bir bölge ve 
 bu bölge

içinde bir kapal¬e¼gri olsun. E¼ger a; 
 içinde bir nokta ve f(z); B de analitik

ise,

f(a) =
1

2�i

Z



f(z)

z � a
dz

dir.

Tan¬m 1.1.10: Analitik f(z) fonksiyonunun ayr¬k tekil noktas¬z0 olsun.

E¼ger,

lim
z!z0

f(z) =1



ise z0 noktas¬na f(z) nin kutup noktas¬denir.

Teorem(Rezidü Teoremi) 1.1.11: D bölgesinde (f(z) nin sonlu say¬da

ayr¬k tekil z1; z2; : : : ; zn noktalar¬ hariç) ve D nin � s¬n¬r¬nda analitik f(z)

fonksi-yonu için Z
�

f(z)dz = 2�i
nX
k=1

Re s
z=zk

f(z)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. z0 noktas¬f(z) nin k katl¬kutup noktas¬ise

Re s
z=z0

f(z) =
1

(k � 1)! limz!z0
dk�1

dzk�1
�
f(z)(z � z0)

k
�

z0 noktas¬ f(z) nin basit kutup noktas¬oldu¼gunda ise

Re s
z=z0

f(z) = lim
z!z0

[f(z)(z � z0)]

dir.

Teorem(Gronwoll Teoremi) 1.1.12: Diyelim ki w (x) � 0, h (x) ve

u (x) fonksiyonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda parçal¬sürekli fonksiyonlar ve

u (x) � h (x) +

xZ
a

w (t)u (t) dt; x 2 [a; b]

eşitsizli¼gini sa¼glamaktad¬r. O halde 8x 2 [a; b] için

u (x) � h (x) +

xZ
a

w (s)h (s) e

xR
s
w(t)dt

ds

eşitsizli¼gi sa¼glanmaktad¬r. Ayr¬ca e¼ger h (x) = 0 ise u (x) � 0 olur.



II.BÖLÜM

REGÜLER STURM-L·IOUV·ILLE PROBLEM·IN·IN SPEKTRAL

KARAKTER·IST·IKLER·IN·IN ÖZELL·IKLER·I

2.1 Çözümün Varl¬¼g¬Ve Tekli¼gi

l (y) := �y00 + q(x)y = �y , x 2 (0; d) [ (d; �), � = k2 (2.1.1)

U (y) = y
0
(0)� hy(0) = 0; V (y) = y0(�) +Hy(�) = 0 (2.1.2)

y(d+ 0) = �y(d� 0); y0(d+ 0) = ��1y0(d� 0) (2.1.3)

problemini L := L (q(x); h:H; �; d) ile gösterelim. Burada � spektral parame-

tre, � reel say¬ve � > 0, � 6= 1, q(x) reel de¼gerli s¬n¬rl¬bir fonksiyon d 2 (�
2
; �),

q(x) 2 L2(0; �) dir.
·Ilk önce (2.1.1) diferansiyel denkleminin (2.1.2) başlang¬ç koşullar¬n¬ ve

(2.1.3) süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünü bulal¬m.

(2.1.1) denkleminin

'(0; k) = 1; '
0
(0; k) = h (2.1.4)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünü '(x; k) ile gösterelim.

q(x) � 0 için (2.1.1) �y00 = k2y; 2. mertebeden, lineer, sabit katsay¬l¬,

homojen diferansiyel denklemdir. Bu denklemin genel çözümü

'0(x; k) = c1 cos kx+ c2 sin kx, x < d

şeklinde elde edilir. c1ve c2 katsay¬lar¬n¬bulmak için (2.1.4) başlang¬ç koşullar¬

uygulan¬rsa;.

c1 = 1; c2 =
h

k
olur. Buradan;

'0(x; k) = cos kx+
h

k
sin kx; x < d

elde edilir.



x > d iken çözümü bulmak için bu denklemin iki tane lineer ba¼g¬m-

s¬z çözümünden faydalanaca¼g¬z. Bu nedenle ayn¬problemin  (0; k) = 1 ve

 
0
(0; k) = h1; h 6= h1 başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan  (x; k) çözümü yaz¬l¬rsa,

benzer şekilde

 (x; k) = cos kx+
h1
k
sin kx

elde edilir. x < d iken '0(x; k) ve  (x; k) çözümleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬rlar.

Gerçekten de, Wronski determinantlar¬na bak¬l¬rsa ;�������
cos kx+

h

k
sin kx cos kx+

h1
k
sin kx

�k sin kx+ h cos kx �k sin kx+ h1 cos kx

�������
= �k cos kx sin kx+ h1 cos

2 kx� h sin2 kx+
hh1
k
cos kx sin kx

+k cos kx sin kx+ h1 sin
2 kx� h1 cos

2 kx� hh1
k
cos kx sin kx

= h1(cos
2 kx+ sin2 kx)� h(cos2 kx+ sin2 kx)

= h1 � h 6= 0 (h 6= h1 oldu¼gundan)

Bu durumda, (2.1.1) denkleminin (2.1.3) süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan

çözü-mü x > d için;

'0(x; k) = A (k)

�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+B (k)

�
cos kx+

h1
k
sin kx

�
(2.1.5)

şeklinde aranabilir. A (k) ve B (k) katsay¬lar¬n¬bulmak için (2.1.3) süreksizlik

koşullar¬ndan faydalanal¬m:

A (k)

�
cos kd+

h

k
sin kd

�
+B (k) (cos kd+

h1
k
sin kd) = �

�
cos kd+

h

k
sin kd

�

A (k) (�k sin kd+ h cos kd) +B (k) (�k sin kd+ h1 cos kd) = ��1(�k sin kd+ h cos kd)

(A (k) +B (k)) cos kd+
A (k)h+B (k)h1

k
sin kd = � cos kd+

�h

k
sin kd

(2.1.6)



�(A (k) +B (k)) sin kd+
A (k)h+B (k)h1

k
cos kd = � 1

�
sin kd+

h

�k
cos kd

(2.1.7)

(2.1.6) ve (2.1.7) cebirsel denklem sisteminden;

A (k) = �+ � ��
h+ h1
h� h1

cos 2kd+
��

h� h1
(k � hh1

k
) sin 2kd (2.1.8)

B (k) =
2��h

h� h1
cos 2kd+

��

h� h1
(
h2

k
� k) sin 2kd (2.1.9)

elde edilir. Burada �� =
1

2
(�� 1

�
)�d¬r. A (k) ve B (k) katsay¬lar¬n¬n ifadeleri

(2.1.5) eşitli¼ginde yerlerine yaz¬l¬rsa x > d için;

'0(x; k) =

�
�+ � ��

h+ h1
h� h1

cos 2kd+
��

h� h1
(k � hh1

k
) sin 2kd

��
cos kx+

h

k
sin kx

�

+

�
2��h

h� h1
cos 2kd+

��

h� h1
(
h2

k
� k) sin 2kd

�
(cos kx+

h1
k
sin kx)

veya

'0(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
2h

h� h1
� h+ h1
h� h1

�
cos kx cos 2kd

+

264k � hh1
k

h� h1
+

h2

k
� k

h� h1

375 cos kx sin 2kd+ ��

264k � hh1
k

h� h1

h

k
+

h2

k
� k

h� h1

h1
k

375 sin kx sin 2kd

+��
�
2��h

h� h1

h1
k
+
h+ h1
h� h1

h

k

�
cos 2kd sin kx

= �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�
olur. Buradan '(x; k) çözümü

'0(x; k) =

8><>:
cos kx+

h

k
sin kx; x < d

�+ cos kx+ �� cos k(2d� x) +
h

k
[�+ sin kx+ �� sin k(2d� x)] ; x > d



bulunur.

Şimdi q(x) 6= 0 oldu¼gu durumda (2.1.1) diferansiyel denklemine kaŗs¬l¬k

gelen integral denklemini yazal¬m. x < d için çözüm '0(x; k) = c1 cos kx +

c2 sin kx bulunmuştu. Homojen olmayan k¬sm¬n¬n çözümünü bulmak için sabit-

lerin de¼gi̧simi yöntemini kullanal¬m.

'(x; k) = c1(x) cos kx+ c2(x) sin kx (2.1.10)

olsun. Buradan

'
0
(x; k) = �kc1(x) sin kx+ kc2(x) cos kx+ c

0
1(x) cos kx+ c

0
2(x) sin kx

'
00
(x; k) = �k2c1(x) cos kx� k2c2(x) sin kx� kc

0
1(x) sin kx+ kc

0
2(x) cos kx

eşitlikleri (2.1.1) diferansiyel denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa

k2c1(x) cos kx+ k2c2(x) sin kx� kc
0
1(x) sin kx+ kc

0
2(x) cos kx+ q(x)y

= k2c1(x) cos kx+ k2c2(x) sin kx

elde edilir. Buradan;

�c01(x) sin kx+ c
0
2(x) cos kx =

1

k
q(x)'(x; k) (2.1.11)

c
0
1(x) cos kx+ c

0
2(x) sin kx = 0 (2.1.12)

eşitlikleri elde edilir. (2.1.11) eşitli¼gi cos kx, (2.1.12) eşitli¼gi sin kx ile çarp¬l¬p

taraf tarafa toplan¬rsa

c
0
2(x) =

q(x)'(x; k)

k
cos kx ise c2(x) =

1

k

xZ
0

cos ktq(t)'(t; k)dt+ ec2
(2.1.11) eşitli¼gi� sin kx, (2.1.12) eşitli¼gi cos kx ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa

c
0
1(x) = �q(x)'(x; k)

k
sin kx ise c1(x) = �1

k

xZ
0

sin ktq(t)'(t; k)dt+ ec1
elde edilir. c1(x) ve c2(x) fonksiyonlar¬n¬n bulunan ifadeleri (2.1.10) eşitli¼ginde

yerlerine yaz¬l¬rsa x < d için;

'(x; k) = c1(x) cos kx+ c2(x) sin kx



= �cos kx
k

xZ
0

sin ktq(t)'(t; k)dt+
sin kx

k

xZ
0

cosktq(t)'(t; k)dt+ ec1 cos kx+ ec2 sin kx
=
1

k

xZ
0

(sin kx cos kt� sin kt cos kx) q(t)'(t; k)dt+ ec1 cos kx+ ec2 sin kx
=
1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt+ ec1 cos kx+ ec2 sin kx
Buradan x < d iken '(x; k) çözümü için

'(x; k) = ec1 cos kx+ ec2 sin kx+ 1
k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

elde edilir. ec1 ve ec2 katsay¬lar¬n¬bulmak için (2.1.4) başlang¬ç koşullar¬uygulan¬r-
sa

'(0; k) = 1 ) ec1 = 1

'
0
(0; k) = h ) ec2 = h

k
bulunur. ec1 ve ec2 katsay¬lar¬n¬yerlerine yazarsak, x < d iken '(x; k) çözümü

için

'(x; k) = cos kx+
h

k
sin kx+

1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

elde edilir.

Şimdi x > d iken '(x; k) çözümünün sa¼glad¬¼g¬integral denklemi bulal¬m.

Bunun için '(x; k) denkleminin iki tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümünden faydala-

naca¼g¬z. x > d iken '(x; k) çözümünü

'(x; k) = A1 (k)

�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+B1 (k)

�
cos kx+

h1
k
sin kx

�

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt;

(2.1.13)

şeklinde arayal¬m. Burada A1 (k) ve B1 (k) bilinmeyen katsay¬lar¬d¬r. A1 (k)

ve B1 (k) katsay¬lar¬n¬belirlemek için;

'(d+ 0; k) = �'(d� 0; k)

'
0
(d+ 0; k) = ��1'

0
(d� 0; k)

(2.1.14)



süreksizlik koşullar¬n¬uygulayal¬m. Önce (2.1.13) ifadesini düzenlersek x < d

için;

'(x; k) = (A1 (k) +B1 (k)) cos kx+ (A1 (k)h+B1 (k)h1)
sin kx

k

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt;
(2.1.15)

elde edilir. (2.1.14) süreksizlik koşullar¬ndan

(A1 (k) +B1 (k)) cos kd+ (A1 (k)h+B1 (k)h1)
sin kd

k
= � cos kd

+
�h

k
sin kd+

�

k

dZ
0

sin k(d� t)q(t)'(t; �)dt
(2.1.16)

�(A1 (k) +B1 (k)) sin kd+ (A1 (k)h+B1 (k)h1)
cos kd

k
= � 1

�
sin kd

+
�h

k
cos kd+

1

�k

dZ
0

cos k(d� t)q(t)'(t; �)dt

(2.1.17)

elde edilir. (2.1.16) eşitli¼gi
cos kd

k
, (2.1.17) eşitli¼gi

sin kd

k
ile çarp¬l¬p taraf

tarafa ç¬kar¬l¬rsa;

A1 (k) +B1 (k)

k
=

�

k
cos2 kd+

1

�k
sin2 kd+

�h

2k2
sin 2kd� h

2�k2
sin 2kd

+
�

k2

dZ
0

sin k(d� t) cos kdq(t)'(t; �)dt� 1

�k2

dZ
0

cos k(d� t) sin kdq(t)'(t; �)dt

A1 (k) +B1 (k)

k
=

�

k

�
1 + cos 2kd

2

�
+
1

�k

�
1� cos 2kd

2

�
+
�h

2k2

�
�� 1

�

�
sin 2kd

+
�

2k2

dZ
0

[sin k(2d� t) + sin(�kt)] q(t)'(t; �)dt

� 1

2�k2

dZ
0

[sin k(2d� t) + sin kt] q(t)'(t; �)dt



A1 (k) +B1 (k) = �+ + �� cos 2kd+
h

k
�� sin 2kd

+
��

k

dZ
0

sin k(2d� t)q(t)'(t; �)dt� �+

k

dZ
0

sin ktq(t)'(t; �)dt

elde edilir. (2.1.16) eşitli¼gi sin kd, (2.1.17) eşitli¼gi cos kd ile çarp¬l¬p taraf tarafa

toplan¬rsa;

A1 (k)h+B1 (k)h1
k

=
�

k
sin 2kd+

�h

k
sin2 kd+

�

k

dZ
0

sin k(d� t) sin kdq(t)'(t; �)dt

� 1

2�
sin 2kd+

h

k�
cos2 kd+

1

k�

dZ
0

cos k(d� t) cos ktq(t)'(t; �)dt

A1 (k)h+B1 (k)h1 = k�� sin 2kd+ �h

�
1� cos 2kd

2

�
+
h

�

�
1 + cos 2kd

2

�

+�

dZ
0

sin k(d� t) sin kdq(t)'(t; �)dt+
1

�

dZ
0

cos k(d� t) cos ktq(t)'(t; �)dt

= k�� sin 2kd + �+h� ��h cos 2kd+
�

2

dZ
0

[cos(�kt)� cos k(2d� t)] q(t)'(t; �)dt

+
1

2�

dZ
0

[cos k(2d� t) + cos(�kt)] q(t)'(t; �)dt

= �+h+ k�� sin 2kd� ��h cos 2kd� ��
dZ
0

cos k(2d� t)q(t)'(t; �)dt

+�+
dZ
0

cos ktq(t)'(t; �)dt

Bulunan A1 (k)+B1 (k) ve A1 (k)h+B1 (k)h1 eşitlikleri (2.1.15) ifadesinde

yerlerine yaz¬l¬rsa;

'(x; k) =

�
�+ + �� cos 2kd+

h

k
�� sin 2kd

+
��

k

dZ
0

sin k(2d� t)q(t)'(t; �)dt� �+

k

dZ
0

sin ktq(t)'(t; �)dt

9=; : cos kx



+

8<:�+h+ k�� sin 2kd� ��h cos 2kd� ��
dZ
0

cos k(2d� t)q(t)'(t; �)dt

+�+
dZ
0

cos ktq(t)'(t; �)dt

9=; :
sin kx

k
+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

= �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ �� cos 2kd cos kx+

h

k
�� sin 2kd cos kx

+�� sin 2kd sin kx� ��h

k
cos 2kd sin kx+

��

k

dZ
0

sin k(2d� t) cos kxq(t)'(t; �)dt

��
�

k

dZ
0

cos k(2d� t) sin kxq(t)'(t; �)dt� �+

k

dZ
0

sin kt cos kxq(t)'(t; �)dt

+
�+

k

dZ
0

cos kt sin kxq(t)'(t; �)dt+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

= �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�

+
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; �)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'(t; �)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

olur. Buradan x < d iken

'(x; k) = cos kx+
h

k
sin kx+

1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt;

x > d iken

'(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�
+
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'(t; k)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

(2.1.18)



elde edilir.

Ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar yöntemiyle (2.1.18) integral denkleminin bir tek çözümünün

varl¬¼g¬n¬gösterelim. Bunun için ard¬̧s¬k yaklaş¬mlar¬aşa¼g¬daki gibi verelim:

'0(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�
(2.1.19)

'n(x; k) =
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'n�1(t; k)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'n�1(t; k)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'n�1(t; k)dt ; n = 1; 2; :::

(2.1.20)

(2.1.19) �dan��'0(x; k)e�jIm kjx�� � (�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

�
d¬r.

n = 1 için (2.1.20)�den

'1(x; k) =
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'0(t; k)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'0(t; k)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'0(t; k)dt

d¬r. Buradan��'1(x; k)e�jIm kjx�� �

�������+
dZ
0

sin k(x� t)

k
e�jIm kj(x�t)e�jIm kjtq(t)'0(t; k)dt

���
dZ
0

sin k [x� (2d� t)]

k
e�jIm kj[x�(2d�t)]e�jIm kj(2d�t)q(t)'0(t; k)dt

+

xZ
d

sin k(x� t)

k
e�jIm kj(x�t)e�jIm kjtq(t)'0(t; k)dt

������



� �+ (�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

(x� t) jq(t)j dt

+ j��j (�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

(x� t) jq(t)j dt

+(�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

� xZ
d

(x� t) jq(t)j dt

� (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

(x� t) jq(t)j dt

+(�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� xZ
d

(x� t) jq(t)j dt

= (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� xZ
0

(x� t) jq(t)j dt

n = 2 için;

'2(x; k) =
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'1(t; k)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'1(t; k)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'1(t; k)dt

oldu¼gundan;

��'2(x; k)e�jIm kjx�� =

�������+
dZ
0

sin k(x� t)

k
e�jIm kj(x�t)e�jIm kjtq(t)'1(t; k)dt

���
dZ
0

sin k [x� (2d� t)]

k
e�jIm kj[x�(2d�t)]e�jIm kj(2d�t)q(t)'1(t; k)dt

+

xZ
d

sin k(x� t)

k
e�jIm kj(x�t)e�jIm kjtq(t)'1(t; k)dt

������



� �+ (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

(x� t) jq(t)j

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A dt

��� (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

(x� t) jq(t)j

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A dt

+(�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� xZ
d

(x� t) jq(t)j

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A dt

= �+ (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A
+ j��j (�+ + j��j)2

�
1 +

h

jkj

� dZ
0

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A
+(�+ + j��j)2

�
1 +

h

jkj

� xZ
d

(x� t) jq(t)j

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A dt

= �+ (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A
+ j��j (�+ + j��j)2

�
1 +

h

jkj

� dZ
0

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A
+(�+ + j��j)2

�
1 +

h

jkj

� xZ
d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A
= (�+ + j��j)3

�
1 +

h

jkj

� dZ
0

udu+ (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� xZ
d

udu

= (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

��
u2

2

�d
0

+ (�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

��
u2

2

�x
d

= (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1At=d

t=0

+(�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1At=x

t=d



� (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ dZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A2

+(�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ xZ
d

(x� �) jq(�)j d�

1A2

� (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ dZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A2

+(�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ xZ
d

(x� �) jq(�)j d�

1A2

= (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A2

elde edilir. Bu durumda tümevar¬m yöntemiyle kolayca gösteririz ki 8n 2 N

için;

��'n(x; k)e�jIm kjx�� � (�+ + j��j)n+1
�
1 +

h

jkj

�
1

n!

0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1An

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

'(x; k) = '0(x; k) +
1X
n=1

'n(x; k)

oldu¼gundan��'(x; k)e�jIm kjx�� =
��'0(x; k)e�jIm kjx��+

�����
1X
n=1

'n(x; k)e
�jIm kjx

�����
� (�+ + j��j)

�
1 +

h

jkj

�8<:1 + exp
8<:(�+ + j��j)

xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

9=;
9=;

+(�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

�
elde ederiz. Benzer şekilde



'
0
0(x; k) = �+ (�k sin kx+ h cos sin kx) + �� [k sin k(2d� x)� h cos k(2d� x)]

'
0
n(x; k) = �+

dZ
0

cos k(x� t)q(t)'n�1(t; k)dt+ ��
dZ
0

cos k (2d� x� t) q(t)'n�1(t; k)dt

+

xZ
d

cos k(x� t)q(t)'n�1(t; k)dt ; n = 1; 2; :::

n = 0 için;��'0
0(x; k)e

�jIm kjx
�� � (k + h) (�+ + j��j)

n = 1 için;

'
0
1(x; k) = �+

dZ
0

cos k(x� t)q(t)'0(t; k)dt+ ��
dZ
0

cos k (2d� x� t) q(t)'0(t; k)dt

+

xZ
d

cos k(x� t)q(t)'0(t; k)dt

���'0
1(x; k)� '

0
0(x; k)

�
e�jIm kjx

�� =

�������+
dZ
0

cos k(x� t)q(t)e�jIm kjx'0(t; k)dt

+ ��
dZ
0

cos k (2d� x� t) e�jIm kjxq(t)'0(t; k)dt +

xZ
d

cos k(x� t)e�jIm kjxq(t)'0(t; k)dt

������
�

������(�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

� xZ
0

jq(t)j dt

n = 2 için

'
0
2(x; k) = �+

dZ
0

cos k(x� t)q(t)'1(t; k)dt+ ��
dZ
0

cos k (2d� x� t) q(t)'1(t; k)dt

+

xZ
d

cos k(x� t)q(t)'1(t; k)dt

���'0
2(x; k)� '

0
1(x; k)

�
e�jIm kjx

�� =

������
8<:�+

dZ
0

cos k(x� t)q(t)('1 � '0)dt



+��
dZ
0

cos k (2d� x� t) q(t)('1 � '0)dt +

xZ
d

cos k(x� t)q(t)('1 � '0)dt

9=; e�jIm kjx

������
� (�+ + j��j) (�+ + j��j)2

�
1 +

h

jkj

� dZ
0

jq(t)j

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A dt

+(�+ + j��j)2
�
1 +

h

jkj

� xZ
d

jq(t)j
tZ
0

(x� �) jq(�)j d�dt

= (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

� dZ
0

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j

1A
+(�+ + j��j)2

�
1 +

h

jkj

� xZ
d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j

1A d

0@ tZ
0

(x� �) jq(�)j

1A
� (�+ + j��j)3

�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ dZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A2

+(�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ xZ
d

(x� �) jq(�)j d�

1A2

= (�+ + j��j)3
�
1 +

h

jkj

�
1

2

0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A2

elde ederiz. Bu durumda���'0
n(x; k)� '

0
n�1(x; k)

�
e�jIm kjx

�� � (�+ + j��j)n+1
�
1 +

h

jkj

�
1

n!0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1An

� (�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

�

: exp

8<:(�+ + j��j)
0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A9=;
bulunur:

�
'
0
n(x; k)

	
dizisini '

0
0(x; k)+

�
'
0
1(x; k)� '

0
0(x; k)

�
+
�
'
0
2(x; k)� '

0
1(x; k)

�
+

:::+
�
'
0
n(x; k)� '

0
n�1(x; k)

�
+ ::: şeklinde oluşturursak bu dizinin k¬smi toplam-



lar serisi Sn (x; k) = '
0
0(x; k) +

�
'
0
1(x; k)� '

0
0(x; k)

�
+
�
'
0
2(x; k)� '

0
1(x; k)

�
+

:::+
�
'
0
n(x; k)� '

0
n�1(x; k)

�
= '

0
n(x; k) dir ve���'0

n(x; k)� '
0
n�1(x; k)

�
e�jIm kjx

�� �
� (�+ + j��j)n+1

�
1 +

h

jkj

�
1

n!

0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1An

� (�+ + j��j)
�
1 +

h

jkj

�
exp

8<:(�+ + j��j)
0@ xZ
0

(x� �) jq(�)j d�

1A9=;
elde edilir ve

1X
n=1

��'0
n (x; k)� '

0
n�1 (x; k)

�� � c

�
1 +

h

jkj

�
exp

8<:c
xZ
0

(x� t) jq(t)j dt+ jIm kjx

9=;
bulunur.

Burada c = �+ + j��j d¬r. Buradan da
�
'
0
n (x; k)

	
dizisinin [0; �] ar-

al¬¼g¬nda 8k 2 C için mutlak ve düzgün yak¬nsak oldu¼gunu al¬r¬z.

Şimdi de y (x) = ' (x; k) çözümünün tekli¼gini gösterelim. Kabul edelim

ki (2.1.1),(2.1.2),(2.1.3) Sturm Liouville Probleminin (0; d) [ (d; �) aral¬¼g¬nda

y (x) = ' (x; k) , ve y (x) = 	 (x; k) olmak üzere iki tane çözümü olsun.

'(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�

+
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'(t; k)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

ve

	(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�

+
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)	(t; k)dt+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)	(t; k)dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)	(t; k)dt



j'(x; k)�	(x; k)j fark¬n¬de¼gerlendirelim.

j'(x; k)�	(x; k)j =

�������
+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t) ['(x; k)�	(x; k)] dt

+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t) ['(x; k)�	(x; k)] dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t) ['(x; k)�	(x; k)]

������
� �+

jkj

dZ
0

j'(x; k)�	(x; k)j jq(t)j dt+ ��

jkj

dZ
0

j'(x; k)�	(x; k)j jq(t)j dt

+
1

jkj

xZ
d

j'(x; k)�	(x; k)j jq(t)j dt

U (x; k) = j'(x; k)�	(x; k)j olsun. (0; d) [ (d; �) aral¬¼g¬nda U (x; k) � 0 d¬r.

O halde

U (x; k) � (�+ + ��)

jkj

dZ
0

U (t; k) jq(t)j dt+ 1

jkj

xZ
d

U (t; k) jq(t)j dt

� (�+ + ��)

jkj

xZ
0

U (t; k) jq(t)j dt

elde edilir. Buradan;

U (t; k) �
xZ
0

U (t; k) q1(t)dt

bulunur. Burada q1(t) =
(�+ + ��)

jkj jq(t)j dir. Gronwoll Lemmas¬ndan U (t; k) � 0
elde edilir. Dolay¬s¬yla '(x; k) = 	(x; k) bulunur. Yani '(x; k) çözümü tektir.



2.2. Özde¼ger, Özfonksiyon ve Normalleştirici Say¬lar¬n Asimptotik

·Ifadeleri

Teorem: 2.2.1: �(�) karakteristik fonksiyonunun �n s¬f¬rlar¬L s¬n¬r de¼ger

probleminin özde¼gerleri ile çak¬̧s¬r ve e¼ger '(x; �n),  (x; �n) L s¬n¬r de¼ger prob-

leminin �n özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar¬ise;

 (x; �n) = �n'(x; �n)

olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬bir f�ng dizisi vard¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki �0; �(�) karakteristik fonksiyonunun bir s¬f¬r¬ol-

sun.O halde �(�0) = 0 d¬r. Ayr¬ca

'
0
(�; �0) +H'(�; �0) = 0 (2.2.1)

 
0
(0; �0)� h (0; �0) = 0 (2.2.2)

eşitlikleri geçerlidir.

�(�0) =  (x; �0)'
0
(x; �0)�  

0
(x; �0)'(x; �0) = 0

eşitli¼ginde x = � yaz¬l¬rsa;

�(�0) =  (�; �0)'
0
(�; �0)�  

0
(�; �0)'(�; �0) = 0

olur. (2.1.2) ve (2.2.1) eşitliklerinden L probleminin 2. s¬n¬r koşulu sa¼glan¬r.

Ayr¬ca (2.1.2) ve (2.2.2) eşitliklerinden L probleminin 1. s¬n¬r koşulu da

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla �(�) karakteristik fonksiyonunun bir s¬f¬r¬olan �0 ayn¬

zamanda L probleminin bir özde¼geri olmuş olur.

Tersine �0; L probleminin y0(x; �0) özfonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen bir özde¼geri

olsun. Bu durumda y0(x; �0) (2.1.2) s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glar. Yani

U(y0) = V (y0) = 0 (2.2.3)

geçerlidir. Burada y0(0; �0) 6= 0 d¬r. Gerçekten de e¼ger y0(0; �0) = 0 ise

(2.1.2) s¬n¬r koşulundan y
0
0(0; �0) = 0 d¬r. Dolay¬s¬yla (2.1.1)diferansiyel den-

kleminin çözümünün tekli¼gi teoreminden y0(x; �0) � 0 olur. Bu durum ise



y0(x; �0) ¬n özfonksiyon olmas¬yla çeli̧sir. O halde y0(0; �0) 6= 0 d¬r. Özel

olarak y0(0; �0) = 1 alal¬m. (2.1.2) s¬n¬r koşulundan y
0
0(0; �0) = h olur. Böylece

y0(x; �0) = '(x; �0) elde edilir. �(�) = V (') = �U( ) ba¼g¬nt¬s¬ndan ve (2.2.3)

eşitli¼ginden

�(�0) = V (') = V (y0) = 0 elde edilir. Dolay¬s¬yla � = �0 için �(�0) = 0

olur. Yani �0 özde¼geri �(�) karakteristik fonksiyonunun bir s¬f¬r¬d¬r.

Şimdi de  (x; �n) = �n'(x; �n) eşitli¼gi sa¼glanacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬

bir f�ng dizisinin mevcut oldu¼gunu gösterelim.

�(�0) =  (x; �0)'
0
(x; �0)�  

0
(x; �0)'(x; �0) = 0

eşitli¼ginden

 (x; �0) =
 
0
(x; �0)

'0(x; �0)
'(x; �0)

veya
 (x; �0)

'(x; �0)
=
 
0
(x; �0)

'0(x; �0)
(2.2.4)

elde edilir. Burada
 
0
(x; �0)

'0(x; �0)
ifadesinin x ten ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu göstermemiz

yeterli olacakt¬r. Bunun için (2.2.4) eşitli¼ginin x e göre türevini alal¬m.

d

dx

"
 
0

'0

#
(x;�0)

=
d

dx

�
 

'

�
(x;�0)

=
 
0
(x; �0)'(x; �0)�  (x; �0)'

0
(x; �0)

'2(x; �0)
=

�(�0)

'2(x; �0)

elde edilir. Bu eşitlikte '(x; �0); �0 �a kaŗs¬l¬k gelen bir özfonksiyon oldu¼gu için

'2(x; �0) 6= 0 ve �(�0) = 0 oldu¼gundan

d

dx

"
 
0

'0

#
(x;�0)

= 0

d¬r. Yani
 
0
(x; �0)

'0(x; �0)
ifadesi x den ba¼g¬ms¬zd¬r. Buradan

 (x; �0) = �0'(x; �0)

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla

 (x; �n) = �n'(x; �n)

elde edilir.

Lemma 2.2.2: (2.1.1)-(2.1.3) s¬n¬r-de¼ger probleminin özde¼gerleri reeldir.



·Ispat: �0 = u + iv�nin kompleks özde¼ger oldu¼gu kabul edilsin.y(x; �0) da

�0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon olsun. �0 = u� iv say¬s¬da problemin

y(x; �0) özfonksiyonuna kaŗs¬l¬k gelen özde¼gerdir. Lagrange eşitli¼ginden

hLy(x; �0); y(x; �0)i = hy(x; �0); Ly(x; �0)i (2.2.5)

d¬r. Buradan (2.1.1) problemi Ly = �y şeklinde yaz¬labilece¼gi için Ly = �0y

eşitli¼gi (2.2.5) de göz önünde bulundurulursa ve

h�0y(x; �0); y(x; �0)i = hy(x; �0); �0y(x; �0)i

oldu¼gundan
�R
0

�0y(x; �0)y(x; �0)dx =
�R
0

y(x; �0)�0y(x; �0)dx

�0
�R
0

jy(x; �0)j2 dx = �0
�R
0

jy(x; �0)j2 dx

buradan da�
�0 � �0

� �R
0

jy(x; �0)j2 dx = 0

elde edilir. Burada y(x; �0) L probleminin bir özfonksiyonu oldu¼gundan

y(x; �0) 6= 0 d¬r. Dolay¬s¬yla �0 = �0 d¬r. Böylece (2.1.1)-(2.1.3) s¬n¬r-de¼ger

probleminin özde¼gerleri reeldir.

Lemma 2.2.3: �1 6= �2 olmak üzere �1 ve �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen

y1(x; �1) ve y2(x; �2) özfonksiyonlar¬ortogonaldir.

·Ispat: Lagrange eşitli¼ginden

hLy1; y2i = hy1; Ly2i (2.2.6)

d¬r. Buradan (2.1.1) eşiti¼gi Ly = �y şeklinde yaz¬labilece¼gi için Ly1 = �1y1 ve

Ly2 = �2y2 eşitlikleri (2.2.6) da göz önünde bulundurulursa

h�1y1; y2i = hy1; �2y2i

olur. �1 , �2 2 R oldu¼gundan;



�1 hy1; y2i = �2 hy1; y2i

elde edilir ve buradan da

(�1 � �2) hy1; y2i = 0

d¬r. �1 6= �2 oldu¼gundan

hy1; y2i = 0

elde edilir. Yani �1 ve �2 özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen y1(x; �1) ve y2(x; �2)

özfonksiyonlar¬ortogonaldir.

L probleminin karakteristik fonksiyonu olan �(�) = '
0
(�; �) +H'(�; �) = 0

denkleminin kökleri L probleminin özde¼gerleri oldu¼gundan L probleminin özde¼ger-

lerinin davran¬̧slar¬n¬ö¼grenmek için '(x; k) ve '
0
(x; k) ifadelerinin asimptotik

davran¬̧slar¬n¬bulal¬m.

'0(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�
(2.2.7)

'(x; k) = '0(x; k) +
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)'0(t; k)dt

+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)'0(t; k)dt+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'0(t; k)dt

(2.2.8)

olsun. (2:2:8) de (2:2:7) yerine yaz¬l¬rsa:

'(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�

+
�+

k

dZ
0

sin k(x� t)q(t)

�
�+
�
cos kt+

h

k
sin kt

�

+��
�
cos k(2d� t) +

h

k
sin k(2d� t)

��
dt

+
��

k

dZ
0

sin k (2d� x� t) q(t)

�
�+
�
cos kt+

h

k
sin kt

�



+��
�
cos k(2d� t) +

h

k
sin k(2d� t)

��
dt

+
1

k

xZ
d

sin k(x� t)q(t)

�
�+
�
cos kt+

h

k
sin kt

�

+��
�
cos k(2d� t) +

h

k
sin k(2d� t)

��
dt

olur. Gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra

'(x; k) = �+
�
cos kx+

h

k
sin kx

�
+ ��

�
cos k(2d� x) +

h

k
sin k(2d� x)

�

+
(�+)2

k

24sin kx dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

sin k(x� 2t)q(t)dt

35
+
�+��

2k

24 dZ
0

sin k(x+ 2d� 2t)q(t)dt+ sin k(2d� x� 2t)
dZ
0

q(t)dt

35
+
(��)2

2k

24 dZ
0

sin k(4d� x� 2t)q(t)dt� sin kx
dZ
0

q(t)dt

35
+
�+

2k

24sin kx xZ
d

q(t)dt+

xZ
d

sin k(x� 2t)q(t)dt

35
+
��

2k

24 xZ
d

sin k(x+ 2d� 2t)q(t)dt+ sin k(x� 2d)
xZ
d

q(t)dt

35
+O

�
ejIm kjx

k2

�
elde edilir. '

0
(x; k) ifadesinin de asimptotik davran¬̧s¬na bakal¬m.

'
0
0(x; k) = �+ (�k sin kx+ h cos kx) + �� [k sin k(2d� x)� h cos k(2d� x)]

(2.2.9)

'
0
(x; k) = '

0
0(x; k) + �+

dZ
0

cos k(x� t)q(t)'0(t; k)dt

+��
dZ
0

cos k(2d� x� t)q(t)'0(t; k)dt+

xZ
d

cos k(x� t)q(t)'0(t; k)dt

(2.2.10)



(2:2:10) eşitli¼ginde (2:2:7) yerine yaz¬l¬p gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa

'
0
(x; k) = �+ (�k sin kx+ h cos kx)+�� [k sin k(2d� x)� h cos k(2d� x)]

+
(�+)2

2
cos kx

dZ
0

q(t)dt+
(�+)2

2

dZ
0

cos k(x� 2t)q(t)dt

+
(�+)2h

2k
sin kx

dZ
0

q(t)dt+
(�+)2h

2k

dZ
0

sin k(2t� x)q(t)dt

+
�+��

2k

dZ
0

cos k(x+ 2d� 2t)q(t)dt+ �+��

2k
cos k(x� 2d)

dZ
0

q(t)dt

+
�+��h

2k

dZ
0

sin k(2d� 2t+ x)q(t)dt+
�+��h

2k
sin k(2d� x)

dZ
0

q(t)dt

+
�+��

2
cos k (2d� x)

dZ
0

q(t)dt+
�+��

2

dZ
0

cos k (2d� x� 2t) q(t)dt

+
�+��

2k
sin k (2d� x)

dZ
0

q(t)dt+
�+��h

2k

dZ
0

sin k (x� 2d+ 2t) q(t)dt

+
(��)2

2

dZ
0

cos k(4d� 2t� x)q(t)dt+
(��)2

2
cos kx

dZ
0

q(t)dt

+
(��)2h

2k

dZ
0

sin k(4d� 2t� x)q(t)dt+
(��)2h

2k
sin kx

dZ
0

q(t)dt

+
�+

2
cos kx

xZ
d

q(t)dt+
�+

2

xZ
d

cos k(x� 2t)q(t)dt

+
��

2

xZ
d

cos k(2d� 2t+ x)q(t)dt+
��

2
cos k(x� 2d)

xZ
d

q(t)dt

+
��h

2k

xZ
d

sin k(x+ 2d� 2t)q(t)dt+ ��h

2k
sin k(x� 2d)

xZ
d

q(t)dt+O

�
1

k2

�
elde edilir.



'
0
(x; k) = '

0
0(x; k) + '

0
1(x; k)

+�+
dZ
0

cos k(x� t)q(t)'1(t; k)dt+ ��
dZ
0

cos k(2d� x� t)q(t)'1(t; k)dt

+

xZ
d

cos k(x� t)q(t)'1(t; k)dt

oldu¼gundan gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra

'
0
(x; k) = �+ (�k sin kx+ h cos kx)+�� [k sin k(2d� x)� h cos k(2d� x)]

+(�+)2 cos kx

dZ
0

q(t)dt+ (�+)2
dZ
0

cos k(x� 2t)q(t)dt

+�+��
dZ
0

cos k(x+ 2d� 2t)q(t)dt+ �+�� cos k(2d� x)

dZ
0

q(t)dt

+�+��
dZ
0

cos k (2d� x� 2t) q(t)dt+ (��)2
dZ
0

cos k(4d� 2t� x)q(t)dt

+(��)2 cos kx

dZ
0

q(t)dt+ �+ cos kx

xZ
d

q(t)dt+ �+
xZ
d

cos k(x� 2d)q(t)dt

+��
xZ
d

cos k(x+ 2d� 2t)q(t)dt+ �� cos k(x� 2d)
xZ
d

q(t)dt

+
1

k
C (x; k) +O

�
1

k2

�
elde edilir. Burada

C (x; k) =
(�+)2h

2
sin kx

dZ
0

q(t)dt+
(�+)2

2

dZ
0

sin k (2t� x) q(t)dt

+
�+��h

2

dZ
0

sin k(2d� 2t+ x)q(t)dt+
�+��h

2k
sin k (2d� x)

dZ
0

q(t)dt

+
(�+)3h

2
sin kx

dZ
0

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt+
(�+)3h

2

dZ
0

sin k(2t�x)

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt



+
(�+)3

2

dZ
0

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
(�+)

2
��

2

dZ
0

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (t+ 2d� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
(�+)

2
��

2

dZ
0

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (2d� t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+ (��)

2

2

dZ
0

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (4d� t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

��
+ (��)

2

2

dZ
0

sin kx

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt��
+ (��)

2

2

dZ
0

sin k(2t�x)

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt

+
(�+)2

2

dZ
0

sin kx

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt+
(�+)2

2

dZ
0

sin k(2t�x)

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

+
(�+)2

2

dZ
0

cos k (x� t)

0@ tZ
d

sin k (t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

2

dZ
0

cos k (x� t)

0@ tZ
d

sin k (t+ 2d� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

4

dZ
0

cos k (x+ 2d� 2t)

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

4
cos k (x� 2d)

dZ
0

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt+
�+��

2
sin k (2d� x)

dZ
0

q(t)dt

+
�+��

2

dZ
0

sin k (x� 2d+ 2t) q(t)dt+ (�
�)
2
h

2

dZ
0

cos k(4d� 2t� x)q(t)dt

+
(��)

2
h

2
cos kx

dZ
0

q(t)dt+
(�+)

2
��

2
sin k (2d� x)

dZ
0

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt

+
(�+)

2
��

2

dZ
0

sin k (x� 2d+ 2t)

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt



+
(�+)

2
��

2

dZ
0

cos k (2d� x� t)

0@ dZ
0

sin k (t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+ (��)

2

2

dZ
0

cos k (2d� x� t)

0@ dZ
0

sin k (t+ 2d� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+ (��)

2

2

dZ
0

cos k (2d� x� t)

0@ dZ
0

sin k (2d� t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
(��)

3

2

dZ
0

cos k (2d� x� t)

0@ dZ
0

sin k (4d� t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

�(�
�)
3

4
sin k (2d� x)

dZ
0

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt

�(�
�)
3

4

dZ
0

sin k(x� 2d+ 2t)

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

4
sin k (2d� x)

dZ
0

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

4
sin k (2d� x)

dZ
0

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

2

dZ
0

cos k (2d� x� t)

0@ tZ
d

sin k (t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
(��)

2

2

dZ
0

cos k (2d� x� t)

0@ tZ
d

sin k (t+ 2d� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
(��)

2

2

dZ
0

sin k (4d� x� 2t)

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt+
(��)

2

2
sin kx

dZ
0

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+h

2
cos kx

xZ
d

q(t)dt+
�+h

2

xZ
d

cos k (x� 2d) q(t)dt+�
�h

2

xZ
d

sin k (x� 2d+ 2t) q(t)dt

+
�+h

2
sin k (2d� x)

xZ
d

q(t)dt+
(�+)2

4
sin kx

xZ
d

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt



+
(�+)2

4

dZ
0

sin k (2t� x)

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt

+
(�+)2

4

xZ
d

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

2

xZ
d

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (t+ 2d� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+��

2

xZ
d

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (2d� t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
(��)

2

2

xZ
d

cos k (x� t)

0@ dZ
0

sin k (4d� t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

�(�
�)
2

4

xZ
d

sin kx

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt�(�
�)
2

4

xZ
d

sin k(2t�x)

0@ dZ
0

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+

4

xZ
d

sin kx

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt+
�+

4

xZ
d

sin k(2t� x)

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

+
�+

2

xZ
d

cos k (x� t)

0@ tZ
d

sin k (t� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
��

2

xZ
d

cos k (x� t)

0@ tZ
d

sin k (t+ 2d� 2�) q(�)d�

1A q(t)dt

+
��

4

xZ
d

sin k(x+2d�2t)

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt+
��

4
cos k (x� 2d)

xZ
d

0@ tZ
d

q(�)d�

1A q(t)dt

d¬r.

�(�) = '
0
(�; �) + H'(�; �) = 0 fonksiyonunun köklerinin davran¬̧slar¬n¬

ö¼grenelim. Bunun için buldu¼gumuz '(x; �), '
0
(x; �) fonksiyonlar¬n¬n k�n¬n

yete-rince büyük de¼gerlerindeki davran¬̧slar¬ndan yararlanal¬m:

�(k) = ��+ sin k� + �� sin k(2d� �)� �+h

k
cos k(2d� �) +

�+h

k
cos k�



+
(�+)2

k
cos k�

dZ
0

q(t)dt+
(�+)2

k

dZ
0

cos k (� � 2t) q(t)dt

+
�+��

k

dZ
0

cos k(� + 2d� 2t)q(t)dt+ �+��

k
cos k(2d� �)

dZ
0

q(t)dt

+
�+��

k

dZ
0

cos k (2d� � � 2t) q(t)dt+ (�
�)2

k

dZ
0

cos k(4d� 2t� �)q(t)dt

+
(��)2

k
cos k�

dZ
0

q(t)dt+
�+

k
cos k�

�Z
d

q(t)dt+
�+

k

�Z
d

cos k(� � 2d)q(t)dt

+
��

k

�Z
d

cos k(� + 2d� 2t)q(t)dt+ �� cos k(� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

+H�+
�
cos k� +

h

k
sin k�

�
+H��

�
cos k(2d� �) +

h

k
sin k(2d� �)

�

+
H(�+)2

2k

24sin k� dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

sin k(� � 2t)q(t)dt

35
+
H�+��

2k

24 dZ
0

sin k(� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin k(2d� � � 2t)
dZ
0

q(t)dt

35
+
H(��)2

2k

24 dZ
0

sin k(4d� � � 2t)q(t)dt� sin k�
dZ
0

q(t)dt

35
+
H�+

2k

24sin k� �Z
d

q(t)dt+

�Z
d

sin k(� � 2t)q(t)dt

35
+
H��

2k

24 �Z
d

sin k(� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin k(� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

35 + O

�
1

k2

�
=

0

� (k) n¬n s¬f¬rlar¬n¬n davran¬̧slar¬n¬incelemek için ilk önce

�0 (k) := ��+ sin k� + �� sin k(2d� �) +H�+ cos k� +H�� cos k(2d� �)

fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n davran¬̧slar¬n¬inceleyelim.



Teorem.2.2.4.[17]: e�0� + a1e
�1� + : : :+ ap�1e

�p�1� + ap = 0

�s �ler(s = 0; 1; : : : ; p � 1) gerçel say¬lar, �s�1 > �s > 0; as �ler (s = 1; p)

kompleks, ve ap 6= 0 ise bu denklemin kökleri �n =
2�ni

�0
+	(n) (n = 0;�1; : : :)

dir. 	(n) ise s¬n¬rl¬kompleks de¼gerli fonksiyon, sup
n
j	(n)j < +1 dur.

Bu teoreme göre, �0 (k) ¬n ifadesini

�0 (k) = ��+ sin k� + �� sin k(2d� �) +H�+ cos k� +H�� cos k(2d� �)

��+ e
ik� � e�ik�

2i
+ ��

eik(2d��) � e�ik(2d��)

2i
+H�+

eik� + e�ik�

2i

+H��
eik(2d��) + e�ik(2d��)

2i

şeklinde yazal¬m.

Buradan; �0 (k) = 0 denklemi

e2ik� � ��

�+
e2ikd +

��

�+
(1� iH)2

1 +H2
e2ik(��d) � (1� iH)2

1 +H2
= 0

olarak yaz¬labilir. Burada

�0 = 2�; �1 = 2d; �2 = 2 (� � d) ve �0 > �1 > �2 > 0

d¬r ve

a0 = 1; a1 = �
��

�+
a2 =

��

�+
(1� iH)2

1 +H2
; a3 = �

(1� iH)2

1 +H2
6= 0

oldu¼gundan Teorem 2.2 4 uygulan¬rsa, denklemin kökleri için

ik0n =
2in�

2�
+  (n); sup

n
j (n)j < +1

veya

k0n = n+  1(n);  1(n) = �i (n); sup
n
j 1(n)j < +1

ifadesi elde edilir. Şimdi q(x) 6= 0 oldu¼gu durum için �(kn)�n¬n s¬f¬rlar¬n¬n

davran¬̧slar¬n¬bulal¬m:

�(kn) = ��+ sin kn�+�� sin kn(2d��)+H�+ cos kn�+H�� cos kn (2d� �)



+
1

kn

8<:(�+)2
24cos kn� dZ

0

q(t)dt+

dZ
0

cos kn (� � 2t) q(t)dt

35
+�+��

24 dZ
0

cos kn(� + 2d� 2t)q(t)dt�
dZ
0

cos kn (2d� � � 2t) q(t)dt

35
+�+h cos kn� � �� cos kn (2d� �)

�(��)2
24 dZ
0

cos kn(4d� 2t� �)q(t)dt+ cos kn�

dZ
0

q(t)dt

35
+�+

24cos kn� �Z
d

q(t)dt+

�Z
d

cos kn(� � 2d)q(t)dt

35
+��

24 �Z
d

cos kn(� + 2d� 2t)q(t)dt+ cos kn(� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

35
+Hh�+ sin kn� + ��h sin kn(2d� �)

+
H(�+)2

2

24sin kn� dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

sin kn(� � 2t)q(t)dt

35
+
H�+��

2

24 dZ
0

sin kn(� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin kn(2d� � � 2t)
dZ
0

q(t)dt

35
+
H(��)2

2

24 dZ
0

sin kn(4d� � � 2t)q(t)dt� sin kn�
dZ
0

q(t)dt

35
+
H�+

2

24sin kn� �Z
d

q(t)dt+

�Z
d

sin kn(� � 2t)q(t)dt

35
+
H��

2

24 �Z
d

sin kn(� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin kn(� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

359=;
+O

�
1

k2n

�
= 0 (2:2:12)

(2:2:12) eşitli¼ginde kn = k0n + "n; "n ! 0 yaz¬l¬rsa

�(�) = ��+ sin (k0n + "n) + �� sin (k0n + "n) (2d� �)

+H�+ cos (k0n + "n)� +H�� cos (k0n + "n) (2d� �)



+
1

(k0n + "n)

8<:(�+)2 cos (k0n + "n)�

dZ
0

q(t)dt+(�+)2
dZ
0

cos (k0n + "n) (� � 2t) q(t)dt

+�+��

24 dZ
0

cos (k0n + "n) (� + 2d� 2t)q(t)dt�
dZ
0

cos (k0n + "n) (2d� � � 2t) q(t)dt

35
+�+h cos (k0n + "n)� � �� cos (k0n + "n) (2d� �)

�(��)2
24 dZ
0

cos (k0n + "n) (4d� 2t� �)q(t)dt+ cos (k0n + "n)�

dZ
0

q(t)dt

35
+�+

24cos (k0n + "n)�

�Z
d

q(t)dt+

�Z
d

cos (k0n + "n) (� � 2d)q(t)dt

35
+��

24 �Z
d

cos (k0n + "n) (� + 2d� 2t)q(t)dt+ cos (k0n + "n) (� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

35
+h�+ sin (k0n + "n)� + ��h sin (k0n + "n) (2d� �)

+
H(�+)2

2

24sin (k0n + "n)�

dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

sin (k0n + "n) (� � 2t)q(t)dt

35
+
H�+��

2

24 dZ
0

sin (k0n + "n) (� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin (k0n + "n) (2d� � � 2t)
dZ
0

q(t)dt

35
+
H(��)2

2

24 dZ
0

sin (k0n + "n) (4d� � � 2t)q(t)dt� sin (k0n + "n)�

dZ
0

q(t)dt

35
+
H�+

2

24sin (k0n + "n)�

�Z
d

q(t)dt+

�Z
d

sin (k0n + "n) (� � 2t)q(t)dt

35
+
H��

2

24 �Z
d

sin (k0n + "n) (� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin (k0n + "n) (� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

359=;
+O

�
1

(k0n + "n)
2

�
= 0

elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra

"n = (k
0
n)
�1
[�+� cos k0n� � �� (2d� �) cos k0n (2d� �)

�H��+ sin k0n� �H�� (2d� �) sin k0n (2d� �)]
�1



�

8<:[�(�+)2 + (��)2 + �+��]

dZ
0

q(t)dt+ �+
�Z
d

q(t)dt+ �+h

9=; cos k0n�
+

24�+�� dZ
0

q(t)dt+ (�+ + ��)

�Z
d

q(t)dt� ��h

35 cos k0n (2d� �)

��+��
dZ
0

cos k0n (2d� � � 2t) q(t)dt� (��)2
dZ
0

cos k0n (4d� � � 2t) q(t)dt

+��
�Z
d

cos k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt+ �+Hh sin k0n�+�
�Hh sin k0n (2d� �)

+

�
H�+

2
� 1
�
sin k0n�

dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

sin k0n (� � 2t) q(t)dt

+

�Z
d

sin k0n (� � 2t) q(t)dt+
H�+��

2
+

dZ
0

sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt

+
H(�+)2

2

dZ
0

sin k0n (4d� � � 2t) q(t)dt+ H�+

2

�Z
d

q(t)dt

+
H��

2

�Z
d

sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt+ sin k0n (� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

�

8<:1 + 1

k0n
[(�+)2 + (��)2] � sin k0n�

dZ
0

q(t)dt

+

24�+�� dZ
0

q(t)dt+ (�+ + ��)

�Z
d

q(t)dt

35 (� � 2d) sin k0n (� � 2d)
+�+�� (� + 2d� 2t)

dZ
0

sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt

+�+��
dZ
0

(2d� � � 2t) sin k0n (2d� � � 2t) q(t)dt

+(��)2
dZ
0

(4d� � � 2t) sin k0n (4d� � � 2t) q(t)dt



+�+ sin k0n�

�Z
d

q(t)dt� ��
�Z
d

(� + 2d� 2t) sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt

+�+h� cos k0n� + ��h cos k0n� + ��h (2d� �) sin k0n (2d� �)

+
H(�+)2

2

24cos k0n� dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

(� � 2t) cos k0n(� � 2t)q(t)dt

35
+
H�+��

2

24 dZ
0

(� + 2d� 2t) cos k0n(� + 2d� 2t)q(t)dt

+(2d� � � 2t) sin k0n(2d� � � 2t)
dZ
0

q(t)dt

35
+
H(��)2

2

24 dZ
0

sin k0n(4d� � � 2t)q(t)dt� sin k0n�
dZ
0

q(t)dt

35
+
H�+

2

24sin k0n� �Z
d

q(t)dt+

�Z
d

sin k0n(� � 2t)q(t)dt

35
+
H��

2

24 �Z
d

sin k0n(� + 2d� 2t)q(t)dt+ sin k0n(� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

359=;
veya

"n =
�n

k0n _� (k
0
n)
+

�n

(k0n)
2

d¬r ve f�ng 2 l1; f�ng 2 l2 d¬r. Ayr¬ca burada;

�n =

8<:[�(�+)2 + (��)2 + �+��]

dZ
0

q(t)dt+ �+
�Z
d

q(t)dt+ �+h

9=; cos k0n�
+

24�+�� dZ
0

q(t)dt+ (�+ + ��)

�Z
d

q(t)dt� ��h

35 cos k0n (2d� �)

��+��
dZ
0

cos k0n (2d� � � 2t) q(t)dt� (��)2
dZ
0

cos k0n (4d� � � 2t) q(t)dt

+��
�Z
d

cos k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt+ �+Hh sin k0n� + ��Hh sin k0n (2d� �)



+

�
H�+

2
� 1
�
sin k0n�

dZ
0

q(t)dt+

dZ
0

sin k0n (� � 2t) q(t)dt

+

�Z
d

sin k0n (� � 2t) q(t)dt+
H�+��

2
+

dZ
0

sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt

+
H(�+)2

2

dZ
0

sin k0n (4d� � � 2t) q(t)dt+ H�+

2

�Z
d

q(t)dt

+
H��

2

�Z
d

sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt+ sin k0n (� � 2d)
�Z
d

q(t)dt

ve

�n = [(�
+)2 + (��)2] � sin k0n�

dZ
0

q(t)dt

+

24�+�� dZ
0

q(t)dt+ (�+ + ��)

�Z
d

q(t)dt

35 (� � 2d) sin k0n (� � 2d)
+�+�� (� + 2d� 2t)

dZ
0

sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt

+�+��
dZ
0

(2d� � � 2t) sin k0n (2d� � � 2t) q(t)dt

+(��)2
dZ
0

(4d� � � 2t) sin k0n (4d� � � 2t) q(t)dt

+�+ sin k0n�

�Z
d

q(t)dt� ��
�Z
d

(� + 2d� 2t) sin k0n (� + 2d� 2t) q(t)dt

d¬r. Buradan;

kn = k0n + "n = k0n +
�n

k0n _� (k
0
n)
+

�n

(k0n)
2

elde edilir.



Şimdi 'n (x) = ' (x; kn) özfonksiyonlar¬n¬n davran¬̧slar¬n¬ö¼grenelim:

' (x; kn) = �+
�
cos knx+

h

kn
sin knx

�
+ ��

�
cos kn (2d� x) +

h

kn
sin kn (2d� x)

�

+
�+

kn

dZ
0

sin kn(x� t)q(t)'(t; kn)dt+
��

kn

dZ
0

sin kn (2d� x� t) q(t)'(t; kn)dt

+
1

kn

xZ
d

sin k(x� t)q(t)'(t; kn)dt

(2.2.13)

oldu¼gundan;

' (x; kn) = �+
�
cos knx+

h

kn
sin knx

�
+��

�
cos kn (2d� x) +

h

kn
sin kn (2d� x)

�

+
sin knx

2kn

dZ
0

q (t) dt+
(�+)

2

kn

dZ
0

sin kn(x� t)q(t)dt

+
�+��

kn

24 dZ
0

sin kn (2d+ x� 2t) q(t)dt+
dZ
0

sin kn (2d� x� 2t) q(t)dt

35
+
(��)

2

kn

dZ
0

sin kn (4d� x� 2t) q(t)dt

+
�+

kn

24sin kx xZ
d

q (t) dt+

xZ
d

sin kn (2d� x� 2t) q(t)dt

35
+
��

kn

24 xZ
d

sin kn (2d+ x� 2t) q(t)dt+ sin kn (x� 2d)
xZ
d

q (t) dt

35+O

�
1

k2n

�
elde edilir. ' (x; kn) ifadesinde kn = k0n + "n yaz¬l¬rsa;

' (x; kn) = �+
�
cos (k0n + "n)x+

h

k0n + "n
sin (k0n + "n)x

�
+��

�
cos (k0n + "n) (2d� x) +

h

k0n + "n
sin (k0n + "n) (2d� x)

�

+
sin (k0n + "n)x

2 (k0n + "n)

dZ
0

q (t) dt+
(�+)

2

(k0n + "n)

dZ
0

sin (k0n + "n) (x� t)q(t)dt



+
�+��

2 (k0n + "n)

24 dZ
0

sin (k0n + "n) (2d+ x� 2t) q(t)dt

+

dZ
0

sin (k0n + "n) (2d� x� 2t) q(t)dt

35
+

(��)
2

2 (k0n + "n)

dZ
0

sin (k0n + "n) (4d� x� 2t) q(t)dt

+
�+

2 (k0n + "n)

24sin (k0n + "n)x

xZ
d

q (t) dt+

xZ
d

sin (k0n + "n) (2d� x� 2t) q(t)dt

35
+

��

2 (k0n + "n)

24 xZ
d

sin (k0n + "n) (2d+ x� 2t) q(t)dt

+sin (k0n + "n) (x� 2d)
xZ
d

q (t) dt

35+O

�
1

(k0n + "n)
2

�
şeklinde olur. Gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra

' (x; kn) = �+
�
cos k0nx+

h

k0n
sin k0nx

�
+��

�
cos k0n (2d� x) +

h

k0n
sin k0n (2d� x)

�

+
sin k0n
2k0n

x

dZ
0

q (t) dt+
(�+)

2

k0n

dZ
0

sin k0n(x� t)q(t)dt

+
�+��

k0n

24 dZ
0

sin k0n (2d+ x� 2t) q(t)dt+
dZ
0

sin k0n (2d� x� 2t) q(t)dt

35
+
(��)

2

k0n

dZ
0

sin k0n (4d� x� 2t) q(t)dt

+
�+

k0n

24sin k0nx xZ
d

q (t) dt+

xZ
d

sin k0n (2d� x� 2t) q(t)dt

35
+
��

k0n

24 xZ
d

sin k0n (2d+ x� 2t) q(t)dt+ sin k0n (x� 2d)
xZ
d

q (t) dt

35+O

�
1

k2n

�

elde edilir. x = � ve d =
�

2
için;



' (�; kn) = �+
�
cos k0n� +

h

k0n
sin k0n�

�
+ �� +

sin k0n�

2k0n

�
2Z
0

q (t) dt

+
(�+)

2

k0n

�
2Z
0

sin k0n(� � t)q(t)dt+
(��)

2

k0n

�
2Z
0

sin k0n (� � 2t) q(t)dt

+
�+

k0n

264sin k0n� �Z
�
2

q (t) dt�
�Z

�
2

sin 2k0ntq(t)dt

375+��
k0n

0B@ �Z
�
2

sin 2k0n (� � t) q(t)dt

1CA
+O

�
1

k2n

�
ve

lim
n!1

'n (�) = �+ (�1)n + ��

elde edilir.

L probleminin normalleştirici say¬lar¬n¬n asimptotik davran¬̧slar¬n¬bulmak

için;

�n =

�Z
0

'2 (x; kn) dx (2.2.14)

oldu¼gundan (2.2.14) eşitli¼ginde (2.2.13) ifadesi yerine yaz¬l¬rsa;

�n = (�+)
2

�Z
0

cos2 knxdx+ (�
�)
2

�Z
0

cos2 kn(2d� x)dx

+
2�+h

k0n

�Z
0

cos knx sin knxdx+
2��h

k0n

�Z
0

cos kn(2d� x) sin kn(2d� x)dx+O

�
1

k2n

�
=
�
(�+)

2
+ (��)

2
� �
2
+O

�
1

k2n

�
elde edilir.



III. BÖLÜM

Regüler Sturm-Liouville Operatörünün ·Iki Spektruma Göre

Belirlenmesi

3.1. Normalleştirici Say¬lar¬n ·Iki Spektruma Göre Belirlenmesi

L1 :=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�y00 + q(x)y = �y

y
0
(0)� h1y(0) = 0

y0(�) +Hy(�) = 0

y(
�

2
+ 0) = �y(

�

2
� 0)

y0(
�

2
+ 0) = ��1y0(

�

2
� 0)

(3.1.1)

L2 :=

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

�y00 + q(x)y = �y

y
0
(0)� h2y(0) = 0

y0(�) +Hy(�) = 0

y(
�

2
+ 0) = �y(

�

2
� 0)

y0(
�

2
+ 0) = ��1y0(

�

2
� 0)

(3.1.2)

problemlerini ele alal¬m.

Burada q(x) [0; �] aral¬¼g¬nda tan¬mlanm¬̧s reel de¼gerli bir fonksiyon, h1; h2; H; �

reel say¬lar h1 6= h2�dir. Ayr¬ca � > 0; � 6= 1 ve � spektral parametredir.

�0 < �1 < �2 < ::: ve �0 < �1 < �2 < ::: ile s¬ras¬yla L1,L2 operatörlerinin

özde¼gerlerini belirtelim. ' (x; �) ve  (x; �) (3.1.1) ve (3.1.2) denklemlerinin

s¬ras¬yla

' (0; �) = 1 '
0
(0; �) = h1

 (0; �) = 1  
0
(0; �) = h2

başlang¬ç ve süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsunlar. Yukar¬da be-

lirtti¼gimiz gibi L1 ve L2 operatörlerinin özde¼gerleri s¬ras¬yla

�1 (�) = '
0
(�; �) +H' (�; �)

�2 (�) =  
0
(�; �) +H (�; �)



fonksiyonlar¬n¬n kökleriyle çak¬̧s¬r. O halde ' (x; �n) = 'n (x) fonksiyonu L1

operatörünün özfonksiyonudur.

�n =

�Z
0

'2n (x) dx

say¬lar¬na ise L1 operatörünün normalleştirici say¬lar¬denir.

Şimdi de �n�leri L1 ve L2 operatörlerinin f�ng1n=1 ve f�ng
1
n=1 spektrum-

lar¬ ile ifade etmeye çal¬̧saca¼g¬z. Böylece iki spektruma göre ters problemin

çözümünü, f�ng1n=1 ve f�ng
1
n=1 dizilerine göre ters problemin çözümüne in-

dirgemi̧s olaca¼g¬z.

f (x; �) =  (x; �) +m (�)' (x; �)

olarak i̧saretleyelim ve f (x; �) fonksiyonu da

f
0
(�; �) +Hf (�; �) = 0

koşulunu sa¼glas¬n. O halde;

 
0
(�; �) +m (�)'

0
(�; �) +H ( (�; �) +m (�)' (�; �)) = 0

veya

m (�) = � 
0
(�; �) +H (�; �)

'0 (�; �) +H' (�; �)
=
�2 (�)

�1 (�)

oldu¼gunu al¬r¬z. Görüldü¼gü gibi m (�) fonksiyonu menamorf fonksiyondur,

onun s¬f¬rlar¬ ve kutup noktalar¬ s¬ras¬yla L1 ve L2 operatörlerinin özde¼ger-

leridir. Di¼ger taraftan

(�1 � �2)

2664
�
2
�0Z
0

f (x; �1) f (x; �2) dx+

�Z
�
2
+0

f (x; �1) f (x; �2) dx

3775
=

�
2
�0Z
0

�
�f 00 (x; �1) f (x; �2) + f (x; �1) f

00
(x; �2)

�
dx



+

�Z
�
2
+0

�
�f 00 (x; �1) f (x; �2) + f (x; �1) f

00
(x; �2)

�
dx

=

�
2
�0Z
0

�
�f 0 (x; �1) f (x; �2) + f (x; �1) f

0
(x; �2)

�0
dx

+

�Z
�
2
+0

�
�f 0 (x; �1) f (x; �2) + f (x; �1) f

0
(x; �2)

�0
dx

=
�
�f 0 (x; �1) f (x; �2) + f (x; �1) f

0
(x; �2)

��
2
�0

0

+
�
�f 0 (x; �1) f (x; �2) + f (x; �1) f

0
(x; �2)

��
�
2
+0

= �f 0
�
�
2
� 0; �1

�
f
�
�
2
� 0; �2

�
+ f

�
�
2
� 0; �1

�
f
0 ��

2
� 0; �2

�
+ f

0
(0; �1) f (0; �2)

�f (0; �1) f
0
(0; �2)� f

0
(�; �1) f (�; �2) + f (�; �1) f

0
(�; �2)

+f
0 ��

2
+ 0; �1

�
f
�
�
2
+ 0; �2

�
� f

�
�
2
+ 0; �1

�
f
0 ��

2
+ 0; �2

�
= f

0
(0; �1) f (0; �2)� f (0; �1) f

0
(0; �2)

=
h
 
0
(0; �1) +m (�1)'

0
(0; �1)

i
[ (0; �2) +m (�2)' (0; �2)]

� [ (0; �1) +m (�1)' (0; �1)]
h
 
0
(0; �2) +m (�2)'

0
(0; �2)

i

= [h2 +m (�1)h1] [1 +m (�2)]� [1 +m (�1)] [h2 +m (�2)h1]

= (h1 � h2) [m (�1)�m (�2)]

elde edilir. Son eşitlikte �1 = �, �2 = � yaz¬l¬rsa



�
�� �

�2664
�
2
�0Z
0

f (x; �) f
�
x; �
�
dx+

�Z
�
2
+0

f (x; �) f
�
x; �
�
dx

3775
= (h1 � h2)

�
m (�)�m

�
�
��

veya
�
2
�0Z
0

jf (x; �)j2 dx+
�Z

�
2
+0

jf (x; �)j2 dx = (h1 � h2)
Imm (�)

Im�
(3.1.3)

oldu¼gunu al¬n¬r. (3.1.3)�ten görüldü¼gü gibi h1 > h2 oldu¼gunda m (�) fonksiy-

onu yukar¬yar¬düzlemi yukar¬yar¬düzleme dönüştürmektedir. Buradan an-

laş¬laca¼g¬üzere m (�) fonksiyonunun kökleri ve kutup noktalar¬birbirini ay¬r-

maktad¬rlar. Yani L1 ve L2 operatörlerinin özde¼gerleri birbirini ay¬rmaktad¬r.

�0 < �0 < �1 < �1 < :::

(�� �n)

2664
�
2
�0Z
0

f (x; �)' (x; �n) dx+

�Z
�
2
+0

f (x; �)' (x; �n) dx

3775
= f

0
(0; �)' (0; �n)� f (0; �)'

0
(0; �n)

= h1 � h2

olur. Di¼ger taraftan;

(�� �n)

2664
�
2
�0Z
0

f (x; �)' (x; �n) dx+

�Z
�
2
+0

f (x; �)' (x; �n) dx

3775
= (�� �n)

2664
�
2
�0Z
0

�
 (x; �n)�

�2 (�)

�1 (�)
' (x; �n)

�
' (x; �n) dx +

+

�Z
�
2
+0

�
 (x; �n)�

�2 (�)

�1 (�)
' (x; �n)

�
' (x; �n) dx

3775
= (�� �n)

�
2
�0Z
0

 (x; �n)' (x; �n) dx�(�� �n)
�2 (�)

�1 (�)

�
2
�0Z
0

' (x; �)' (x; �n) dx



+(�� �n)

�Z
�
2
+0

 (x; �n)' (x; �n) dx�(�� �n)
�2 (�)

�1 (�)

�Z
�
2
+0

' (x; �)' (x; �n) dx

= (�� �n)

�
2
�0Z
0

 (x; �n)' (x; �n) dx�
(�� �n)�2 (�)

�1 (�)� �1 (�n)

�
2
�0Z
0

 (x; �n)' (x; �n) dx

+(�� �n)

�Z
�
2
+0

 (x; �n)' (x; �n) dx�(�� �n)
�2 (�)

�1 (�)� �1 (�n)

�
2
�0Z
0

' (x; �)' (x; �n) dx

= h1 � h2

elde edilir. Son eşitlikte �! �n iken limite geçilirse;

��2 (�n)
_�1 (�n)

�
2
�0Z
0

'2 (x; �n) dx�
�2 (�n)
_�1 (�n)

�Z
�
2
+0

'2 (x; �n) dx = h1 � h2

veya

�n =

�
2
�0Z
0

'2 (x; �n) dx�
�Z

�
2
+0

'2 (x; �n) dx = � (h1 � h2)
_�1 (�n)

�2 (�n)

ifadesi elde edilir.



3.2. S S¬n¬f¬·Için Ters Problemler

L operatörü aşa¼g¬daki gibi verilmi̧s olsun.

l (y) := �y00 + q(x)y = �y , x 2 (0; d) [ (d; �), � = k2 (3.2.1)

U (y) = y
0
(0)� hy(0) = 0; V (y) = y0(�) +Hy(�) = 0 (3.2.2)

y(
�

2
+ 0) = �y(

�

2
� 0); y0(

�

2
+ 0) = ��1y0(

�

2
� 0) (3.2.3)

S ile q(x) = q(� � x) ve H = h koşullar¬n¬sa¼glayan (3:2:1); (3:2:2); (3:2:3)

Sturm-Liouville operatörleri s¬n¬f¬n¬belirtelim. '(x; �) fonksiyonu (3:2:1) denk-

leminin '(0; �) = 1; '
0
(0; �) = h başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü olsun.

Aşa¼g¬daki lemma do¼grudur.

Lemma 3.2.1: Sturm-Liouville operatörünün S s¬n¬f¬ndan olmas¬için gerek

ve yeterli koşul ;

L 2 S , '(�; �n) = �+(�1)n + ��

olmas¬d¬r.

·Ispat: Gereklilik: Diyelim ki, q(� � x) = q(x); H = h olsun. Bu du-

rumda 	n(x; �n) = '(� � x; �n) fonksiyonu da L operatörünün �n özde¼ger-

ine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonudur. Bundan dolay¬;

'(x; �n) = �n'(� � x; �n); �n 6= 0 (3.2.4)

d¬r. x =
�

2

+

için ;

'(
�

2

+

; �n) = �n'(
�

2

�
; �n)

'(
�

2

+

; �n) 6= 0 olursa �n = � d¬r.

'(
�

2

+

; �n) = 0 ve '
0
(
�

2

+

; �n) 6= 0

olsun. (3:2:4) eşitli¼ginin x�e göre türevi al¬n¬p tekrar x =
�

2

+

yaz¬l¬rsa

'
0
(� � x; �n) = �n'

0
(x; �n)



�'0
(
�

2

+

; �n) = ��n'
0
(
�

2

�
; �n) ise �n = ���1

olarak bulunur. Buradan da �n = (�1)
n �++�� oldu¼gu ç¬kar.(3:2:4) eşitli¼ginde

x = 0 yaz¬l¬rsa

'(�; �n) = �n'(0; �n) ise '(�; �n) = �n = (�1)
n �+ + ��

elde edilir.

Yeterlilik: �n ; q(� � x) potansiyelli (3.2.1)-(3.2.3) probleminin �n1 ise

q(x) potansiyelli (3.2.1)-(3.2.3) probleminin normalleştirici say¬lar¬olsun. n =

0; 1; 2::: için '(�; �n) = (�1)n�+ + �� oldu¼gunu kabul edelim ve

	n(x) = [(�1)n�+ + ��]'(� � x; �n)

olsun. O halde 	n(x) fonksiyonu L operatörünün �n özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen

özfonksiyonudur. Di¼ger yandan

�n =

�
2
�0Z
0

	2n(x)dx+

�Z
�
2
+0

	2n(x)dx

=

�
2
�0Z
0

[((�1)n�+ + ��) '(� � x)]
2
dx+

�Z
�
2
+0

[((�1)n�+ + ��) '(� � x)]
2
dx

=

�
2
�0Z
0

[(�+)2 + 2�+�� + (��)2]'2n(� � x)dx

+

�Z
�
2
+0

[(�+)2 + 2�+�� + (��)2]'2n(� � x)dx

=

�
2
�0Z
0

�
2�2 +

2

�2
+ 2(�1)n

�
�2 � 1

�2

��
'2n(� � x)dx

+

�Z
�
2
+0

�
2�2 +

2

�2
+ 2(�1)n

�
�2 � 1

�2

��
'2n(� � x)dx

=

�
2�2 +

2

�2
+ 2(�1)n

�
�2 � 1

�2

�� �
2
�0Z
0

'2n(x)dx



+

�Z
�
2
+0

�
2�2 +

2

�2
+ 2(�1)n

�
�2 � 1

�2

��
'2n(x)dx

= 2

�
�2 +

1

�2
+ (�1)n

�
�2 � 1

�2

��
�n1

oldu¼gundan dolay¬(3:2:1); (3:2:2); (3:2:3); (3:2:4) operatörlerinin spektral fonksi-

yonlar¬bir sabit çarpan¬ile farkl¬d¬rlar.

Bundan dolay¬V.A.Marchenko�nun teklik teoremine göre q(� � x) = q(x)

ve H = h olarak al¬n¬r.

Şimdi de gösterelim ki;

�n =

�Z
0

'2(x; �n)dx = _'(�; �n)'
0
(�; �n)� _'

0
(�; �n)'(�; �n)

eşitli¼gi do¼grudur.'(x; �) ve '(x; �n) fonksiyonlar¬verilen diferansiyel denklemin

uygun başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan fonksiyonlar¬oldu¼gundan

�'00
(x; �n) + q(x)'(x; �n) = �n'(x; �n) (3.2.5)

�'00
(x; �) + q(x)'(x; �) = �'(x; �) (3.2.6)

(3:2:5) eşitli¼gi '(x; �); (3:2:6) eşitli¼gi '(x; �n) ile çarp¬l¬p taraf tarafa ç¬kart¬l¬rsa

�'00
(x; �n)'(x; �) + q(x)'(x; �n)'(x; �) = �n'(x; �n)'(x; �)

�'
00
(x; �)'(x; �n) + q(x)'(x; �)'(x; �n) = �'(x; �)'(x; �n)

(�� �n)'(x; �)'(x; �n) = �'00
(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'

00
(x; �n)

eşitli¼gi elde edilir.

(�� �n)

�
2
�0Z
0

'(x; �)'(x; �n)dx+ (�� �n)

�Z
�
2
+0

'(x; �)'(x; �n)dx

=

�
2
�0Z
0

�
�'00

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
00
(x; �n)

�
dx

+

�Z
�
2
+0

�
�'00

(x; �)'(x; �n) + '
00
(x; �n)'(x; �)

�
dx



=

�
2
�0Z
0

d
dx

�
�'0

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
0
(x; �n)

�
dx

+

�Z
�
2
+0

d
dx

�
�'0

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
0
(x; �n)

�
dx

=
�
�'0

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
0
(x; �n)

��
2
�0

0

+
�
�'0

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
0
(x; �n)

��
�
2
�0

=
�
�'0

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
0
(x; �n)

��
2
�0

0

+
�
�'0

(x; �)'(x; �n) + '(x; �)'
0
(x; �n)

��
�
2
�0

= �'0
(
�

2
� 0; �)'(�

2
� 0; �n) +'(

�

2
� 0; �)'0

(
�

2
� 0; �n) +'

0
(0; �)'(0; �n)

� '(0; �)'
0
(0; �n) + '

0
(�
2
+ 0; �)'(�

2
+ 0; �n)� '(

�

2
+ 0; �)'

0
(
�

2
+ 0; �n)

� '
0
(�; �)'(�; �n) + '(�; �)'

0
(�; �n)

= �'0
(
�

2
� 0; �)'(�

2
� 0; �n) + '(

�

2
� 0; �)'0

(
�

2
� 0; �n)

+ ��1'
0
(
�

2
� 0; �)�'(�

2
� 0; �n)� �'(

�

2
� 0; �)��1'0

(
�

2
� 0; �n)

� '
0
(�; �)'(�; �n) + '(�; �)'

0
(�; �n)

elde edilen eşitli¼ge '
0
(�; �)'(�; �n) ifadesi eklenip ç¬kart¬l¬rsa;

=
h
'
0
(�; �n)� '

0
(�; �)

i
'(�; �)� ['(�; �n)� '(�; �)]'

0
(�; �)

elde edilir. Son eşitli¼gin her iki taraf¬�� �n�e bölünürse;
�
2
�0Z
0

'(x; �)'(x; �n)dx+

�Z
�
2
+0

'(x; �)'(x; �n)dx

=
'
0
(�; �n)� '

0
(�; �)

�� �n
'(�; �)� '(�; �n)� '(�; �)

�� �n
'
0
(�; �)

bulunur. Son eşitlikte �! �n koşulu alt¬nda limite geçilirse;

�n =

�
2
�0Z
0

'2(x; �n)dx+

�Z
�
2
+0

'2(x; �n)dx

= _'
0
(�; �n)'(�; �)� _'(�; �n)'

0
(�; �)

elde edilir. Burada _'(�; �n) ile fonksiyonun ��ya göre türevi belirtilmektedir.

Di¼ger taraftan '(x; �) fonksiyonu ��ya göre tam fonksiyon ve f�ng�ler verilen



problemin özde¼gerleri oldu¼gundan tam fonksiyonlar teorisinden bilindi¼gi gibi

aşa¼g¬daki gösterim do¼grudur.

'
0
(�; �) +H'(�; �) = � (�0 � �)

1Y
k=1

�k � �

k2
= _� (�) (3.2.7)

(3.2.7) eşitli¼ginin ��ya göre türevi al¬n¬rsa;

_'
0
(�; �) +H _'(�; �) = _� (�) (3.2.8)

olur. Di¼ger taraftan

'
0
(�; �) +H'(�; �) = 0 veya '

0
(�; �) = �H'(�; �)

oldu¼gundan �n�nin ifadesinde

�n = _'(�; �n)'
0
(�; �n)� _'

0
(�; �n)'(�; �n)

= � _'(�; �n)H'(�; �n)� _'
0
(�; �n)'(�; �n)

= �
�
_'
0
(�; �n) +H _'(�; �n)

�
'(�; �n)

= �'(�; �n) _� (�n)

veya

�n = '(�; �n) _� (�n) (3.2.9)

elde edilir.

E¼ger L 2 S ise yukar¬da ispat¬yap¬lan lemmaya göre

�n = ((�1)n �+ + ��) _� (�n) (3.2.10)

bulunur. Tersini kabul edelim. L operatörünün f�ng spektrumu verilmi̧s ise o

zaman (3.2.7) ve (3.2.10) formüllerinden �n normalleştirilmi̧s say¬lar¬ve f�ng

L�nin � (�) spektral fonksiyonunu belirler. Spektral fonksiyonu belli ise V. A.

Marchenko�nun teklik teoremine göre L operatörü inşa edilebilir.



Gösterelim ki bu şekilde inşa edilen operatör L 2 S dir. Bunu gösterebilmek

için yukar¬da ispat¬verilen lemmaya göre

' (�; �n) = (�1)n �+ + ��

oldu¼gunu göstermek yeterli olacakt¬r. (3.2.9) ve (3.2.10) eşitliklerinden

�n = '(�; �n) _� (�n) ve �n = ((�1)n �+ + ��) _� (�n)

ise

'(�; �n) = (�1)n �+ + ��

oldu¼gu görülür.

Böylece belli asimtoti¼ge, f�ng1n=0 spektrumuna ve "n = (�1)n �+ + ��

say¬lar dizisine göre S s¬n¬f¬ndan olan Sturm-Liouville operatörü inşa edilebilir.



3.3. Regüler Sturm-Liouville Denklemi ·Için V. A. Ambartsumyan

Teoremi

� spektral parametre q(x) 2 C [0; �] olmak üzere �n = n2; n = 1; 2; :::

say¬lar¬

�y00 + q(x)y = �y; 0 < x < � (3.3.1)

y
0
(0) = 0; y

0
(�) = 0 (3.3.2)

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri ise q(x) � 0 d¬r.

·ISPAT: �0; �1; �2; :::; �n; ::: s¬n¬r de¼ger problemin özde¼gerleri ve '(x; �n) = 'n(x)

fonksiyonlar¬da �n özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olsun.

O zaman Sturm Teorisi�nden al¬r¬z ki; 'n(x) fonksiyonu [0; �] aral¬¼g¬nda

tam n tane xn1 ; x
n
2 ; :::; x

n
n s¬f¬rlara sahiptir.

Yani 'n(x
n
k) = 0; (k = 1; n) d¬r.

n = 0 için �0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon '(x; �0) = '0(x) olsun.

O halde Sturm Teorisi�nden '0(x) �in hiçbir s¬f¬r¬yoktur.

(3.3.1) eşitli¼ginde '0(x) yaz¬l¬rsa;

�'00
0(x) + q(x)'0(x) = �0'0(x)

�0 = 0 oldu¼gu için ;

�'00
0(x) + q(x)'0(x) = 0

elde edilir. Buradan

q(x) =
'
00
0(x)

'0(x)
; x 2 [0; �]

bulunur. Di¼ger taraftan '0(x) in [0; �] aral¬¼g¬nda hiçbir s¬f¬r¬olmad¬¼g¬ndan

'0(x) 6= 0 x 2 [0; �] d¬r. Yani bu oran tan¬ml¬d¬r.

q(x) =
'
00
0(x)

'0(x)
=

�
'
0
0(x)

'0(x)

�0

+

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
(3.3.3)

şeklinde yazal¬m.



(3.3.1),(3.3.2) s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri;

�n = n2 + a0 +  (n)

davran¬̧s¬na sahiptir, burada a0 =
1

2

�Z
0

q(x)dx d¬r.

n = 0 için �0 = a0 = 0 d¬r. Yani

a0 =
1

2

�Z
0

q(x)dx = 0

elde edilir.

(3.3.3) eşitli¼ginde q(x) 2 C [0; �] oldu¼gundan eşitli¼gin sol taraf¬ndaki fonksi-

yonlar da süreklidirler. Dolay¬s¬yla [0; �] aral¬¼g¬nda integrallenebilirdirler. (3.3.3)

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬[0; �] aral¬¼g¬nda integralliyelim.

0 =

�Z
0

q(x)dx =

�Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�0

dx+

�Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx

=

�
'
0
0(x)

'0(x)

��
0

+

�Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx

=
'
0
0(�)

'0(�)
� '

0
0(0)

'0(0)
+

�Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx

=

�Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx

Teorem: f(x) : [a; b] ! R tan¬ml¬ve bu aral¬kta Riemann anlam¬na inte-

grallenebilir bir fonksiyon olsun. 8x 2 [a; b] için f(x) � 0 ve
bZ
a

f(x)dx = 0 ise

f � 0 d¬r.

Yukar¬da ifadesi verilen teorem gere¼gi;

8x 2 [0; �] için '
0
0(x)

'0(x)
� 0

d¬r. Böylece (3.3.3) eşitli¼ginden q(x) � 0 elde edilir.



3.4. Regüler Sturm-Liouville Denklemi ·Için V. A. Ambartsumyan

Teoreminin Genelleştirilmesi

Teorem: � spektral parametre, q(x) 2 C [0; �] ve � > 0; � 6= 1 olmak

üzere �n = n2 ; n = 0; 1; 2; ::: say¬lar¬

�y00 + q(x)y = �y; 0 < x < � (3.4.1)

y
0
(0) = 0; y

0
(�) = 0 (3.4.2)

y(x0 + 0) = �y(x0 � 0); x0 2 (0; �)

y
0
(x0 + 0) = �y

0
(x0 � 0)

(3.4.3)

s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri ise q(x) � 0 d¬r.

·ISPAT: ·Ilk önce problemimizin genel çözümünü bulal¬m. Bunun için;

(3.4.1) eşitli¼ginin ' (0; �) = 1, '
0
(0; �) = 0 (3.4.2) başlang¬ç ve (3.4.3) sürek-

sizlik koşullar¬n¬sa¼glayan ' (x; �) çözümünü önerelim.

·Ilk olarak kabul edelim ki; q (x) = 0; � = k2 olsun. O halde ;

�y00 = k2y

2.mertebeden, lineer, sabit katsay¬l¬, homojen diferansiyel denklemdir. Bu

denk-lemin genel çözümü

y(x; k) := '0 (x; k) = c1 cos kx + c2 sin kx, x < x0 şeklindedir. (3.3.2)

başlang¬ç koşullar¬ndan c1 = 1,c2 = 0 olarak bulunur. Dolay¬s¬yla

'0 (x; k) = cos kx; x < x0

elde edilir. x > x0 iken; '0 (x; k) = A cos kx + B sin kx şeklinde çözüm aray-

al¬m. (3.3.4) süreksizlik koşullar¬ndan; A = �, B = 0 elde edilir.

O halde

' (x; k) =

8<: cos kx; x < x0

� cos kx; x > x0

şeklinde olur. Özde¼ger denklemi ise



�0 (k) = '
0
0 (�; k) = 0 d¬r.

�0 (k) = ��k sin k� = 0 ise

k0 = 0 bir özde¼ger ve k� = n� ise k0n� = n� d¬r. Buradan k0n = n ve

böylece �0n = n2; n = 0; 1; 2; ::: elde edilir.

Yani q = 0 oldu¼gunda �0n = n2; n = 0; 1; 2; :::dir.

Şimdi q(x) 6= 0 oldu¼gunda verilen denklemin çözümünü ve özde¼gerlerini

bulal¬m. q(x) = 0 oldu¼gunda y(x; k) = c1 cos kx+c2 sin kx bulunmuştu. q(x) 6=

0 durumu için sabitlerin de¼gi̧simi yöntemini uygulayal¬m.

y(x; k) = c1(x) cos kx+ c2(x) sin kx

y
0
(x; k) = �kc1(x) sin kx+ kc2(x) cos kx+ c

0
1(x) cos kx+ c

0
2(x) sin kx

y
00
(x; k) = �k2c1(x) cos kx� k2c2(x) sin kx� kc

0
1(x) sin kx+ kc

0
2(x) cos kx

eşitlikleri (3.4.1) diferansiyel denkleminde yerlerine yaz¬l¬p gerekli i̧slemler yap¬ld¬k-

tan sonra

�c01(x) sin kx+ c
0
2(x) cos kx =

q(x)y

k
(3.4.4)

c
0
1(x) cos kx+ c

0
2(x) sin kx = 0 (3.4.5)

eşitlikleri elde edilir. (3:4:4) eşitli¼gi cos kx, (3:4:5) eşitli¼gi sin kx ile çarp¬l¬p

taraf tarafa toplan¬rsa

c
0
2(x) =

q(x)y

k
cos kx ise c2(x) =

1

k

xZ
0

cosktq(t)'p(t; k)dt+ ec2
(3:4:4) eşitli¼gi � sin kx, (3:4:5) eşitli¼gi cos kx ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa

c
0
1(x) = �

q(x)'

k
sin kx ise c1(x) = �

1

k

xZ
0

sin ktq(t)'p(t; k)dt+ ec1
elde edilir. Bulunan c1(x) ve c2(x) eşitlikleri yerlerine yaz¬l¬rsa;

y (x; k) = �cos kx
k

xZ
0

sin ktq(t)y(t; k)dt+
sin kx

k

xZ
0

cosktq(t)y(t; k)dt

+ec1 cos kx+ ec2 sin kx
= ec1 cos kx+ ec2 sin kx+ 1

k

xZ
0

sin k (x� t) q(t)y(t; k)dt



bulunur. ec1 ve ec2 katsay¬lar¬n¬bulmak için (3.3.2) başlang¬ç koşullar¬uygu-
lan¬rsa; c1 = 1; c2 = 0 bulunur. Buradan; x < x0 için

y (x; k) = cos kx+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q(t)y(t; k)dt

elde edilir.

Şimdi x > x0 iken çözümü bulal¬m. Bunun için;

y1(x; k) = cos kx+
1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)y1(t; k)dt; x < x0 ve

y2(x; k) = A cos kx+B sin kx+
1

k

xZ
x0

sin k(x� t)q(t)y2(t; k)dt; x > x0

olsun. (3.3.4) süreksizlik koşullar¬uygulan¬p gerekli i̧slemler yap¬ld¬ktan sonra

A = � cos2 kx0 + � sin2 kx0

xZ
x0

sin k(x0 � t) cos kx0

� cos k(x0 � t) sin kxq(t)y1(t; k)dt

= �� �

k

xZ
x0

sin ktq(t)y1(t; k)dt

B =
�

k

xZ
x0

(sin k(x0 � t) + cos k(x0 � t) cos kx0) q(t)y1(t; k)dt

=
�

k

xZ
x0

cos ktq(t)y1(t; k)dt

elde edilir. Bulunan A ve B katsay¬lar¬yerlerine yaz¬l¬rsa;

y2(x; k) = � cos kx+
�

k
cos kx

x0�0Z
0

sin ktq(t)y1(t; k)dt

+
�

k
sin kx

x0�0Z
0

cos ktq(t)y1(t; k)dt+
1

k

xZ
x0+0

sin k(x� t)q(t)y2(t; k)dt



veya

y2(x; k) = � cos kx+
�

k

x0�0Z
0

sin k (x� t) q(t)y1(t; k)dt

+
1

k

xZ
x0+0

sin k(x� t)q(t)y2(t; k)dt

(3.4.6)

şeklinde bulunur. Özde¼ger denklemi �0 (k) = y02 (�; k) = 0 d¬r.

y02 (x; k) = �k� sin kx+ �

x0�0Z
0

cos k (x� t) q(t)y1(t; k)dt

+

xZ
x0+0

cos k(x� t)q(t)y2(t; k)dt

� (k) := max
0�x�x0

�
jy1(x; k)j e�jIm kjx

�
e�(k) := max

x0�x��

�
jy2(x; k)j e�jIm kjx

�
tan¬mlayal¬m.

jsin kxj � ejIm kjx

jcos kxj � ejIm kjx

oldu¼gundan (3.4.1) denkleminden jkj � 1 ve x 2 [0; x0) [ (x0; �] için;

jy1 (x; k)j e�j{mkjx =

������cos kx+ 1k
xZ
0

sin k(x� t)q(t)y1(t; k)dt

������ e�j{mkjx
� 1 +

1

jkj

x0Z
0

max jy1 (t; k)j jq(t)j dt

� 1 +
1

jkj� (k)

� (k) � 1 +
1

jkj� (k) ise � (k) = O(1)

bulunur. Yani y1(x; k) = O(ejIm kjx)

dir. Bu eşitlik

y1(x; k) = cos kx+
1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)y1(t; k)dt

ifadesinde yerine yaz¬l¬rsa;

y1(x; k) = cos kx+
1

k
O(ejIm kjx)



elde edilir. Benzer şekilde;

jy2 (x; k)j e�j{mkjx =

������� cos kx+ �

k

x0�0Z
0

sin k (x� t) q(t)y1(t; k)dt

+
1

k

xZ
x0+0

sin k(x
0 � t)q(t)y2(t; k)dt

������ e�jIm kjx
� �+

�

jkj

x0�0Z
0

max jy1 (t; k)j jq(t)j dt

+
1

k

xZ
x0+0

max jy2 (t; k)j jq(t)j dt

� �+
�

jkj�(k)
x0�0Z
0

jq(t)j dt+ 1

jkj

xZ
x0+0

e�(k) jq(t)j dt
ise;

e�(k) � �+
�

jkj�(k) +
1

jkje�(k)
elde edilir. Yeterince büyük jkj için e�(k) = O(1) yani

y2(x; k) = O(ejIm kjx)

dir. Bu ifade (3.4.6) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa;

y2(x; k) = � cos kx+O

�
1

jkje
jIm kjx

�

bulunur. �0 (k) denkleminin özde¼gerlerini bulmak için aşa¼g¬daki teoremden

faydalanal¬m.

Teorem [14]: (3.3.1)-(3.3.4) probleminin özde¼gerleri için aşa¼g¬daki asimp-

totik formüller geçerlidir.

kn =
p
�n = n+

w

�n
+
kn
n
; fkng 2 L2

dir. Burada w =
1

2

�Z
0

q(t)dt dir.

Gerçekten;



y2(x; k) = � cos kx+
�

k

x0�0Z
0

sin k (x� t) q(t)y1(t; k)dt

+
1

k

xZ
x0+0

sin k(x� t)q(t)y2(t; k)dt

y02 (x; k) = �k� sin kx+ �

x0�0Z
0

cos k (x� t) q(t)y1(t; k)dt

+

xZ
x0+0

cos k(x� t)q(t)y2(t; k)dt

oldu¼gu aç¬kt¬r. y2(x; k) = � cos kx+O

�
1

jkje
jIm kjx

�
ve y1(x; k) = cos kx+

1

k
O(ejIm kjx)

eşitlikleri y
0
2(x; k) ifadesinde yerlerine yaz¬l¬rsa

y02 (x; k) = �k� sin kx+ �

x0�0Z
0

cos k (x� t) q(t)y1(t; k)dt

+

xZ
x0+0

cos k(x� t)q(t)y2(t; k)dt+O

�
1

jkje
jIm kjx

�

= �k� sin kx+ �

xZ
0

cos k(x� t) cos ktq(t)dt+O

�
1

jkje
jIm kjx

�

= �k� sin kx+ �

2
cos kx

xZ
0

q(t)dt+
�

2

xZ
0

cos(x� 2t)q(t)dt

+O

�
1

jkje
jIm kjx

�
= sin kx� w

k
cos kx+O

�
1

jkje
jIm kjx

�
oldu¼gu elde edilir. Burada w =

xZ
0

q(t)dt dir. Bulunan y02 (x; k) ifadesi

�(k) = y0 (�; k) = 0 da yerine yaz¬l¬rsa;

�(k) = y0 (�; k) = sin k� � w

k
cos k� +O

�
1

jkje
jIm kjx

�
elde edilir. Verilen problemin özde¼gerleri ile �(k)�n¬n s¬f¬rlar¬çak¬̧smaktad¬r.

�n =

�
k : jkj =

�
n+

1

2

��
bölgesini alal¬m.

f(k) = sin k�, g(k) = �w
k
cos k� +O

�
1

jkje
jIm kjx

�
olsun.



�(k) = f(k) + g(k); 8k 2 �n

jsin k�j =
����eik� � e�ik�

2

���� �
��eik���� ��e�ik���

2

=
eIm k� � eIm k�

2
� 1

2
ejIm kj�

jf (k)j = jsin k�j � c1e
jIm kj� (3.4.7)

d¬r. Ayr¬ca jcos k�j � ejIm kj�, jsin k�j � ejIm kj� oldu¼gundan;

jg(k)j � jwj
jkj e

jIm kj� (3.4.8)

(3.4.7) ve (3.4.8)�den k�n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde

jf(k)j � cejIm kj� � g(k)

sa¼glan¬r. Yani Rouche Teoremi�nin koşullar¬sa¼glanm¬̧s oldu. O halde f (k) ve

�(k)�n¬n s¬f¬rlar¬ayn¬d¬r.

f(k) = 0 ise sin k� = 0 d¬r. Buradan da kn = n + "n; "n = o(1); n ! 1

elde edilir. "n in ifadesini �(kn) = 0 eşitli¼ginden bulal¬m.

�(kn) = f(k) + g(k) = sin k� � w

k
cos k� +O

�
1

kn

�
= 0

sin kn� �
w

kn
cos kn� +O

�
1

kn

�
= 0

sin (n+ "n)� �
w

(n+ "n)
cos (n+ "n)� +

�n
n
= 0;

(n+ "n) sin (n+ "n)� � w cos (n+ "n)� +
�n
n
= 0

(n+ "n) (sinn� cos "n� + cosn� sin "n�)�w (cosn� cos "n� � sinn� sin "n�)+
�n
n
= 0

(�1)n (n+ "n) sinn� � w (�1)n cos "n� +
�n
n
= 0

(n+ "n)

 
"n� �

("n�)
3

3!
+ :::

!
� w

 
1� ("n�)

2

2!
+ :::

!
+
�n
n
= 0

n ("n� + :::) + "n ("n� + :::)� w + w

 
1� ("n�)

2

2!
+ :::

!
+
�n
n
= 0



("n + :::) +
"n
n�

�"n
n
+ :::

�
� w

n�
+

w

n�

 
("n�)

2

2!
+ :::

!
+
�n
n
= 0

"n �
w

n�
+
�n
n
= 0

"n =
w

n�
+
�n
n
; �n 2 `2

elde edilir. Buradan kn = n+ "n ifadesinde "n yerine yaz¬l¬rsa;

kn = n+
w

n�
+
�n
n
; �n 2 `2

�n = k2n = n2 +
w

�
+ �n; �n 2 `2

bulunur.

�0; �1; �2; :::; �n; ::: s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri ve '(x; �n) = 'n(x)

fonksiyonlar¬da �n özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar olsun.

O halde Sturm Teorisi�nden al¬r¬z ki; 'n(x) fonksiyonu [0; �] aral¬¼g¬nda tam

n tane xn1 ; x
n
2 ; :::; x

n
n s¬f¬rlara sahiptir.

Yani 'n(x
n
k) = 0; (k = 1; n) d¬r.

n = 0 için �0 özde¼ger ve '(x; �0) = '0(x); �0 özde¼gerine kaŗs¬l¬k gelen

özfonksiyon olsun. O halde Sturm Teorisi�nden '0(x) �in hiçbir s¬f¬r¬yoktur.

(3.4.1) eşitli¼ginde '0(x) yaz¬l¬rsa;

�'00
0(x) + q(x)'0(x) = �0'0(x)

�0 = 0 oldu¼gu için ;

�'00
0(x) + q(x)'0(x) = 0

elde edilir. Buradan

q(x) =
'
00
0(x)

'0(x)
; x 2 [0; x0) [ (x0; �]

bulunur. Di¼ger taraftan '0(x) in hiçbir s¬f¬r¬olmad¬¼g¬ndan '0(x) 6= 0 d¬r. Yani

bu oran tan¬ml¬d¬r.

q(x) =
'
00
0(x)

'0(x)
=

�
'
0
0(x)

'0(x)

�0

+

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
(3.4.9)



şeklinde yazal¬m.

(3.4.1)-(3.4.3) s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri;

�n = n2 + a0 +  (n)

davran¬̧s¬na sahiptir. Burada a0 =
1

2

�Z
0

q(x)dx d¬r. Böylece

q(x) =
'
00
0(x)

'0(x)
=

�
'
0
0(x)

'0(x)

�0

+

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
x 2 [0; x0) [ (x0; �]

bulunur.
x0�0Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�0

dx+

�Z
x0+0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�0

dx =
'
0
0(x0 � 0)

'0(x0 � 0)
� '

0
0(x0 � 0)

'0(x0 � 0)

�'
0
0(0)

'0(0)
+
'
0
0(�)

'0(�)
� '

0
0(x0 + 0)

'0(x0 + 0)
= 0

oldu¼gundan;

0 =

x0�0Z
0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx+

�Z
x0+0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx

elde edilir. Analizden bilinen teorem gere¼gi;

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
� 0

ve 8x 2 (x0 + 0; �] için
�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
� 0 ve

�Z
x0+0

�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
dx = 0 d¬r. Yani

8x 2 [x0 + 0; �) için
�
'
0
0(x)

'0(x)

�2
� 0

d¬r. 8x 2 [0; x0 � 0) [ (x0 + 0; �] için
'
0
0(x)

'0(x)
� 0 dolay¬s¬yla

8x 2 [0; x0) [ (x0; �] için

q(x) � 0

elde edilir.
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