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OZET

UC BOYUTLU SASAKI UZAYDA SONLU TiPTEN EGRILER
Arzu AKTAS
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman : Yrd. Dog. Dr. Cetin CAMCI
20/01/2012, 59

Bes boliimden olusan bu calismanin amaci, 3 — boyutlu Sasaki uzayda silindirdeki
sonlu tipten egrileri incelemektir. Birinci boliimde giris kismu verilip, konuyla ilgili
literatiir 6zeti yapilmustir. Ikinci béliimde konuyla ilgili temel tamimlar ve kavramlar
verilmistir. Ugiincii béliimde, pozitif taniml (isareti (+, +, +) ) olan metrikten elde
ettigimiz ve ¢ —kesitesel egriligi (— 3) olan R3(—3) Sasaki uzayda N2(c) ve N2(a,b)
silindirlerindeki sonlu tipten egriler incelenmistir. Boliim dortte ise R® deki metrikler icin
(isareti (—, —, +), (+, +, —) ve (+, —, +) olan) N2(c), N?(a,b), NZ(c) ve N{(a,b)
silindirlerindeki sonlu tipten egriler incelenmistir. Son boliimde ise elde edilen sonuglar

tartisilmistir.

Anahtar sozciikler: Hemen hemen kontak manifold, kontak manifold, kontak metrik

manifold, Sasaki manifold.



ABSTRACT

FINITE TYPE CURVES IN 3 - DIMENSIONAL SASAKI SPACE

Arzu AKTAS
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of
Natural and Applied Science
Mathematics Division, Master of Science
Advisor : Assist. Prof. Dr. Cetin CAMCI
20/01/2012, 59

The  purpose  ofthisstudy was composed of five  parts cylinder,3 —
dimensional space, the underlying finite Sasaki investigated types of curves. In the first
chapter, the introduction has been given and summary of the literature on the subject were
made. Basic definitions and concepts have been given in the second chapter. In the third
chapter, in R3(—3) Sasaki space which has positive definite metric where signature is
(+,+,+), and ¢ —sectional curvature is equal to — 3. We have studied finite type curve
which lies in cylinders N2(c¢) and N?(a, b). In the fourth chapter, for indefinite metric in
R3 (i.e. signature (-, -, +), (+, +, -) and (+, -, +)) we have studied finite type curve which
lies in N2(c), N%(a, b), NZ(c) and NZ(a,b). The obtained results are discussed in the last

chapater.

Keywords: Almost contact manifold, contact manifold, contact metric manifold, Sasaki

manifold.
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BOLUM 1 — GiRIiS Arzu AKTAS

BOLUM 1
GIRIS

Baikoussis ve Blair (1991, 1994) R?"*1(—3) iin integral alt manifoldlar 6zellikle de
bir boyutlu integral alt manifold (Legendre egriler) ¢alismislardir. Baikoussis ve Blair
1994 deki calismada N2(c) silindirindeki sabit egrilikli Legendre egrisinin 1-tip oldugunu
gerek ve yeter kosul olarak gdstermistir. Baikoussis ve Blair ayn1 makalelerinde keyfi
egriler i¢cin bu problemi acik problem olarak birakmislardir. Camci ve Hacisaligoglu
(2010) calismasinda Baikoussis ve Blair (1991) in "bir N2(c) silindirindeki bir sonlu tip
egri, R3(—3) deki metrikte sabit egriliktedir" konjektiirtinii
ispatlamislardir. R3(—3) Sasaki uzayindaki metrigin xOy diizlemine izdiisiimii Oklid
metrigidir. N2(c) silindirinin xOy diizlemini ile arakesiti olan egir cemberdir ve kompaktir.
Camci ve Aktas, R3(—3) Sasaki uzayinda taban egrisi xOy diizleminde kompakt olan

silindirdeki sonlu tip egri calismislardir.

Bu tez ¢alismasinda ikinci boliimde temel tanim ve teoremler verilmistir. Boliim 3.1
de R3(—3) Sasaki uzayinda NZ?(c) silindirindeki egriler incelenmistir. Bu kisimda
Baikoussis ve Blair (1991, 1994), Camc1 ve Hacisaligoglu (2010)’nun ¢alismalarindan
bahsedilmistir. Boliim 3.1 de R3(—3) Sasaki uzayinda dayanak egrisi elips olan N?(a, b)
silindirindeki sonlu tipten egriler calisilmistir. Boliim 3.3 de ise dayanak egrisi xOy
diizleminde kompakt olan silindirdeki sonlu tipten egrilerin varlig1 arastirilmistir. Burada
goriilmiistiir ki sonlu tipten egrinin silindir {izerinde olmas i¢in silindirin N?(a, b) olmasi
gerektigi gerek ve yeter kosul olarak gosterilmistir. Bolim dortte, boliim tigteki kisim 3.2
ve 3.3 {in karsilig1 isareti (+, +, —), (-, —, +) ve (+, —, +) durumunda irdelenmistir. B6lim
dortte ise isareti (- — 1), (+, +, -), (+, —, +) olan metrikler i¢in boliim ticte bulunan
sonuglarin karsiliklar1 incelenmistir. Ozellikle metrigin isareti (+, —, +) durumunda farkli

sonugclar ile karsilasilmistir.
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BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

Tanim 2.1 (Kontak Manifold): Bir 2n + 1 boyutlu C* differansiyellenebilir M manifoldu

verilsin. M manifoldu {izerinde verilen 1 1-formu M nin her noktasinda,
nA(dm"#0

oluyorsa, 17 ya kontak form, (M,n) ya da kontak manifold denir (Blair, 1976; Camci,
2007).

Tanim 2.2 (Hemen Hemen Kontak Manifold): M bir 2n + 1 boyutlu manifold ve ¢, &,
da M iizerinde sirasiyla (1,1), (1,0), (0,1) tipinde tensor alanlari olsun. Eger ¢, &, n igin,
VX € y(M) olmak iizere;

0 n =1
(i) $*(X) = =X + n(X)§
ozellikleri saglaniyorsa (¢, &, 1) tgliisiine M lizerinde hemen hemen kontak yapi ve

(M, ¢, &,m) dortliisiine hemen hemen kontak manifold denir (Blair, 1976; Camci, 2007).

Tanim 2.3 (Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold): (M, ¢,¢,n), (2n + 1)boyutlu

hemen hemen kontak manifold olsun ve 'g' Riemannian metrik iken

g, & =1

olarak tamimlansin. Sayet VX,Y € y(M) igin

9(@X), ¢(¥)) = g(X,Y) —n(X)n(¥)

kosulu saglanmiyorsa (¢,&,1m,9) yapisina hemen hemen kontak metrik yapr ve
(M, ¢, &,n, g) manifolduna da hemen hemen kontak metrik manifold denir (Blair, 1976;
Camci1 2007).
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Tammm 2.4 (Kontak Metrik Manifold): M, (2n+1) Dboyutlu manifoldu

(9, &,1m, g, €) hemen hemen kontak metrik yapis1 verilsin. Eger

dn(X,Y) = g(X,$(¥))

oluyorsa (M, ¢, &,1n, g) ye kontak metrik manifold, (¢, £,7n, g) yapisina da M’ de kontak
metrik yapi denir (Blair, 1976; Camci, 2007).

Tamim 2.5 (integral Alt Manifoldu): (N,n) kontak manifoldu igin;

D ={X € x(N):n(X) = 0}

kiimesi y(N) nin  2n-boyutlu  kontak  dagilimidir. M- boyutlu M
manifoldu (N2™"*1, 1) kontak manifoldunun alt manifoldu olmak iizere eger her X € y(M)
icin 7(X) =0 oluyorsa M manifolduna N?"*! kontak manifoldunun integral alt

manifoldu denir (Baikousiss ve Blair, 1994; Camci, 2007).

Tanim 2.6: n(T) = sbt ise egriye slant egri denir. Kontak uzayda 1- boyutlu integral alt
manifoldlara Legendre egri denir (Baikousiss ve Blair, 1994; Camci, 2007). Egrinin
Legendre olmasi 1n(T) = 0 (T egrinin tegeti) olmasini gerektirir. Dolayisiyla Legendre

egriler 6zel slant egrilerdir.

Tanim 2.7 (SasakiManifold): 2n + 1- boyutlu M manifoldu (¢, &, 7, g, €) normal kontak
metrik yapisiyla verilsin. Bu durumda M manifolduna Sasaki manifold ve (¢,&,1n,9,¢€)

yapisina da Sasaki yapi denir (Blair, 1976; Camci, 2007).

Asagidaki teorem Sasaki manifoldlar i¢in karakteristik teoremdir.
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Teorem 2.1: (M, ¢,¢,n, g) hemen hemen kontak manifoldu Sasaki manifoldtur ancak ve

ancak her X,Y € y(M) i¢in;

(VxP)Y = g(X,Y)§ — n(¥)X

dir (Blair, 1976).

Ornek: R3de (x, y, z) koordinat sistemiyle verilsin. Burada

1 2 2
g==z(dx +dy“)+nQ®n

veya matris formunda asagidaki sekildedir.

1[1+y* 0 -y
g == 0 1 0
L
0O 1 0
¢=[—1 0 0]
0O y O
£=2
T "oz

1
n = (dz - ydx)

olarak verildiginde, bu uzay ¢-kesitsel egriligi (-3) olan bir Sasaki uzaydir. Bu nedenle bu
uzaya R3(—3) Sasaki uzay1 denir. Bu uzayda {%, %, %} kiimesi bir tabandir fakat bir

ortonormal bir taban degildir. Bu uzayin ortonormal tabani,

] ] ] ]
91—9—25' ez—¢e—2(a+y£),e3—f—26—z

seklinde tanimlanan {e,, e,, e3} kiimesidir (Baikousiss ve Blair, 1991, 1994).
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Tamm 2.8 (Sonlu Tipte Alt Manifold): M/ manifoldu kompakt C* Riemanian manifold
olsun. M deki smooth(diizgiin) fonksiyonlarin kiimesi C*°(M) olsun.C*(M) iizerinde eliptik
self-adjoint diferansiyel operatdr olan A Laplace operatoriiniin karakteristik degerlerinin

kiimesi
spec(M) ={0 =24y <A <+ <A <+ T o0}

olsun. A Laplace operatoriiniin k -inci karakteristik degeri olan A, ya karsilik gelen

karakteristik uzay

V= € CCM): Af = A f}

olur. Burada V}, sonlu boyutludur. dV hacim elementi olmak {izere C**(M) de i¢ ¢arpimi

(f.g) = fM fgdv

olarak tanimlayabiliriz. Boylece V f € C*(M) icin bu fonksiyonun spektral ayrisimi

f= th' Afe = At
t20
olarak diisiinebiliriz. Bunu bir izometrik immersiyon uygularsak

x:M — E™

bir izometrik immersiyon olsun. Burada x in koordinat fonksiyonlart A = 1, ...,m i¢in x4

ise x = (x4, Xy,..., X, ) olarak yazabiliriz. Burada
xq — (x4)0 = Z?i‘pA(xA)t (2.1)
olmak tizere p, = {inft: (x4); # 0} ve q4 = {supt : (x4); # 0} olarak tanimlaniyor.

Eger p = inf{p,}, ¢ = sup {qa}, x, sabit bir vektor ve

Xg:M — E™
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dontisiimleri de sabit olmayan smooth (diizgiin) dontisimler iken (2.1) denkleminin

spektral ayrisimi
X—=Xo = Z?:p(x)t , Dxp = Aexy (2.2)

olur. Burada g sonlu ise E™ de M ye sonlu tipte alt manifold denir. (2.2) denklemindeki
spektral ayrisimda x; lerden k tane varsa E™ de M ye k-tipte alt manifold denir (Chen,
1984).

Tamim 2.9: R3(—3) Sasaki uzayinda silindir,
N%(c) = {x € R*(=3): g(x — x0,x — x¢) = n(x — xo) = 1%}
veya
N2(c) = {x = (x,,2) € R®(=3): (x — x0)* + (¥ — y0)* = (2r)*}

seklinde tanimlanir (Baikousis ve Blair, 1994).

Tamm 2.10: R3(—3) Sasaki uzayimda N *(c) silindiri,
Ni2(c) = {x = (x,y,2) € R3(=3):a®(x — x0)*> = b*(y — ¥,)* = 4a*bh?}

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.11: R3(—3) de regiiler egrisi (I, y) koordinat komsulugu ile verilsin. Burada
P*(y —v0) = P*yr1 + -+ D1
olmak tizere
Ag(yi, ej) = Aig(yi, ej), i=1,..,k vej=1,2

kosulu saglaniyorsa y egrisine k-tipli egri denir (Baikousiss ve Blair, 1991, 1994).
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Baikoussis ve Blair Legendre egrileri igin,

“Legendre egri sonlu tip bir egridir ancak ve ancak egri sabit egriliklidir ”
(Baikoussis ve Blair, 1994) teoremini ispatlayip “Bir N2(c) silindirindeki bir sonlu tip
egri, R3(—3) deki metrikte sabit egriliktedir ” (Baikoussis ve Blair, 1994) problemini
de acik problem olarak vermislerdir. Baikoussis ve Blair (1994), N2(c) silindirindeki
Legendre egrinin 1 - tip olmasi i¢in egriligin sabit olmasi gerektigini gerek ve yeter kosul
olarak vermistir. Fakat bu teoremin herhangi egri i¢in dogru olabilecegini agik problem
olarak birakmislardir. Camc1 doktora tezinde (2007) bu teoremin herhangi egri i¢in dogru

oldugunu ispatlamislardir.

Tamm 2.12: g|,, negatif tanimli olmak iizere V’nin en genis W alt uzaymin boyutuna V

tizerinde g’nin “’indeksi ’denir ve ind V = q ile gosterilir (Duggal ve Bejancu, 1996) .

Ornek: R™ de x = (x4, %3, ..., %), Y = (¥4, Yo, v, Y) olmak iizere

g, y) = —x1y1 — Xy, — 0 — XqVq t Xg41Yq+1 T+ Xnn
q n
= —inyl' + Z XjYj
i=1 j=q+1

ve W ={(x1, %z ., %, 0, .,0)|x; € R, € {1,2, ..., g}} € R” olsun.
Bu durumda x = (X7, X5, X3, e X, 0,0, 50,y =015 Y3, e, Yg 0,0, ...,0) olmak iizere
g=glwWxW >R
x5 - gxy) = g(xy).
JED) =-%"-%" ——% <0

olup g negatif tanimhidir. Boyutu daha genis olanV nin bir W alt uzay1 yoktur. O halde
ind R" = q dur. Burada (R", g) = Rj ile gosterilir (Duggal ve Bejancu,1996).
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BOLUM 3
SILINDIRDEKI SONLU TiP EGRILER

3.1. R3(—3) iin N?(r) Silindirindeki Sonlu Tip Egriler

¥, (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri i¢in yay parametresi olsun.

Egri N?(r) de sdyle tammlansin.
y(s) = (x(s), y(s), 2(s))
Bu durumda;
(x = x0) + (v = y0)? = 47
vardir. Bu nedenle; x(s) = 2rcos 6(s) + x,, y(s) = 2rsin0(s) + y, yazilabilir.
Buradan;
v(s) —vo = (2rcosO(s),2rsin0(s), z(s) — z,)
ve
y(s) —yo = rsinfe + r cosO¢e + aé (3.1.1)

yazilabilir ki burada y, = (xq, Vo, Zp) dir.

Lemma 3.1.1: y, N2(r) silindirindeki egri olsun.
Egri 1-tiptir ancak ve ancak 6’ sabittir (Camc1, 2007; Camci ve Hacisalihoglu, 2010).
Ispat: Kabul edelim ki egri 1-tip olsun. Egri 1-tip ise spektral ayrisimdan
Ag(y —voe) = Agly —vo. e, i = 1,2
yazilabilir. Iyi bilinir ki egrinin Laplace;

Af ==X X1f =—f" (3.1.2)
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dir. Burada X; = y' egrinin tek tanjant vektortdiir. (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerinden;
—18"cos0 +r(0")?sinf = Arsin6

ve
70" sin@ +r(0")% cos@ = Arcosf

elde edilir. Yukaridaki bu iki denklem birlikte ¢oziildiigiinde 8" = sbt elde edilir.

Tersine 0’ =c yani sabit olsun. Bu durumda 6(s) = cs + c;yazilabilir. (3.1.1)

esitliginden;
gy —vyoee) =rsinf ve g(y — y,, ¢pe) = rcos6
elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) esitliklerinden de;
Ag(y —vo€) = c*g(y —vo, )
ve
Ag(y —v o.9e) = c*g(y = vo, de)

elde edilir. Buradan da egrinin 1-tip oldugunu goriiriiz.

Teorem 3.1.1: y, N2(r) silindirindeki ve (I, y) birim koordinat komsulugu verilen bir
egri olsun. Eger egri 1- tip ise egri bir sabit egrilige sahiptir (Camci, 2007; Camc1 ve

Hacisalihoglu, 2010).

Ispat:
v(s) —vo = (2rcos6(s),2rsinO(s), z(s) — z,)

esitliginde y boyunca tiirev alirsak;

t =y'(s) = (—2r0'(s) sinB(s) , 276'(s) cos 6(s) , z'(s))
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burada x' = —2r0’'sin0 , y’' = 2r0’ cos 0 dir. Dahasi;

N §
" 0z 2

N ®

0 1 0
E—E(Qbe—y{), 3y

oldugundan dolayz;

0 0 0
t= —2ro'(s)sin0(s) I + 2r0'(s) cos 0(s) @ + z'(s) Fr

ZI
t =r0'cosfe—1r0'sinb ¢pe + (r@’sin9y+?)§

t = %(y’e + x'¢pe) + a¢
ve

1=7r2%2(0")2+ o2
elde edilir. Buradan;

Vit = Gy” + ox’) e+ GX” — cy’) de + o'
elde edilir. Burada k = || Vit || oldugundan

2 2

1 1
K? = <—y” + O'X’) + (—x” - Gy’> + (0")?

2 2
ve
K2 =224 7)) + oY —x'y) + 02N+ (1)) + (o)
elde edilir. Ayrica

x'=-2rf0"sin, x" =-2r0" sind — 2r(8')?cosb

ve

y' =2r0' cosf, y" =2r0"cosf — 2r(8')*sinb

(3.1.3)

(3.1.4)

(3.1.5)

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

10
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dir. (3.1.6), (3.1.7) ve (3.1.8) esitliklerinden,;

r©)2(0")

K2 =120 + 4r3(0)°V1 - r2(6)2 + 4r?(0)? (1 —r3(0)) + 2(07)2

Kabul edelim ki egri 1-tip olsun. Lemma 3.1.1 den biliyoruz ki egri 1-tip ise 8’ sabittir.

0'sabit oldugundan k da sabit olur. O halde egrinin egriligi sabittir.

Not 3.1.1: Yukanidaki teoremde egrinin 1-tip olmasi durumunda egrinin egriliginin sabit
oldugu ispatlandi. Fakat bu teoremin tersi dogru degildir. Yani egrinin egriligi sabit iken 6’

sabit olmayabiliyor (Camci, 2007; Camci ve Hacisalihoglu, 2010). Eger F fonksiyonunu

(O, %) acik araligindan (0, %) acik araligina

y rudu

o) = |
Yoyl — rzuz\/l:—j + (4r2 — Du* — 4udV1 — r2u? — 4u?

olarak tanimlayacak olursak

ry

N rzyz\/’:—j + (472 — 1)y* — 4y3/1 —r2y? — 4y?

F'(y) =

olur. Burada k bir sabit ve y,y, € (O, %) dir. F'(y) > 0 oldugundan F fonksiyonun tersi

vardir. 8(s) asagidaki gibi tanimlansin.

a(s) = f Pl (h)dh

0

Bu durumda k, £ ya esit olur. Bu da 6’ sabit olmadigindan egrinin 1-tip olmadigini1 gosterir

(Camect, 2007; Camci ve Hacisalihoglu, 2010).
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Sonug 3.1.1: y, R3(—3) deki N?(r) silindirindeki bir egri olsun. (3.1.4) denkleminden;
egrinin slant egri olmasi i¢in (8') niin sabit olmas1 gerek ve yeter kosul oldugu kolayca

goriiliir (Camct, 2007; Camci ve Hacisalihoglu, 2010).

Teorem 3.1.2: y, R3(—3) deki N?(r) silindirindeki bir egri olsun.

Egri sonlu tiptir ancak ve ancak egri 1-tiptir (Camci, 2007; Camci ve Hacisalihoglu, 2010).

Ispat: v, (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri icin yay parametresi

olsun. Eger egri k-tip ise,
P*( —vo) = 11 + P%y2 o+ Py
ve
Ag(vie) = 2ig(vie)
dir. Buradai = 1,2, ...,k ve j = 1,2 dir. Yukaridaki denklem ve (3.1.2) denkleminden,
f"+4f=0

elde edilir. Burada f = g(yi, ej) dir. Yukarida elde edilen esitlik integre edilirse

¥i(s) = (Aj cos(4; s) + Az sin(y/2; 5))e + (Biy cos(y/4; s) + By sin(y/2; s)) e

+ U
Bu durumda;
I —vo €) = X 1(Air cos(A; 5) + Ag sin(y/4; 5)) (3.1.9)
ve
9 — vo, pe) = X 1(Biy cos(y/4; s) + By sin(y/2; 5)) (3.1.10)

elde edilir. (3.1.1), (3.1.9) ve (3.1.10) denklemlerinden,

12
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n 2 n 2
<Z (Ai cos(\[2; 8) + Ay sin(\/2; s))) + (Z (Byy cos(y/4; s) + By sin(y/2; s)))
i1 i=1

elde edilir. Eger yukaridaki esitligin tlirevini alirsak,

1
<\/Ti(Ai1Ai2 + By Byp) cos(24/2;s) + 5 (A%, + B?;; — A*;; — B?;1) Sin(Z\/TiS)) +

-

,..
1l
Y

Mw

\/;j(AilAjl + Bille) + \/A_I(ALZAJZ + BiZBj2)> Sin(\/Tl'S) COoSs (\/;]S)> +

((
yC——"
(Jj(AizAj1+Blz 1)>sm(\/—s)sm<\/7 )) 0

elde edilir. Burada

cos(Z\/A_is), sin(Z\//l_is), sin(\//l_is) cos(\/Tj s), cos(\//l_is) cos(\/Tj s),

sin(\/z- S) sin(\/Tjs) fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan;

i

H
-

Mw

i

>

i+

H

~.

A5 + B?; = A% + B?, (3.1.11)
Aj A + BBy, = 0, (3.1.12)
\//Tj(AilAjl + Bille) = \//Ti(AizAjZ + Biszz), (3.1.13)
A Ajp + By Bj, = 0, (3.1.14)

dir. Burada i,j =1,2,..,k ve i #j dir. Kabul edelim ki A;; # 0 olsun ve (3.1.12)
denklemini kullanarak,

Bi1Biz

A= —
2 Aiq

(3.1.15)

13
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(3.1.11) ve (3.1.15) denklemlerinden,

2,

B%i;
2,

Ay

(A% + B?;1)= A% + B?
ve
|Biz| = |4, |Biz| = |Az|

elde edilir. Genelligi bozmaksizin;

By, =Aj1, By = —Ap (3.1.16)
oldugunu kabul edelim. (3.1.13) ve (3.1.16) denklemlerinden,

(b= V) (s + 22 = 0

elde edilir. i # j iken \/A—] * \//1—1 oldugundan,

AjAjr + ApRAj, =0 (3.1.17)
elde edilir. (3.1.14) ve (3.1.16) denklemlerinden,

Aj1Ajp — AjppAjp =0 (3.1.18)
olur. A;; # 0 oldugundan (3.1.17) ve (3.1.18) denklemlerinden

A+ A%, =0 (3.1.19)

elde edilir. Buradan; Aj; = Aj, =0, j=1,2,..,k i¢in olur ki bu da bir geligkidir.
Dolayistyla egri 1-tiptir.

Teorem 3.1.3: y, R3(—3) deki N2(r) silindirindeki bir egri olsun.

Egri silindirde geodeziktir (minimal) ancak ve ancak 6'sabittir (Camci ve Hacisalihoglu

2010).

14
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Sonu¢ 3.1.2: ¥, R3(—3) deki NZ?(r) silindirindeki bir egri olsun. Teorem 3.1.1, Sonug

3.1.1 ve Teorem 3.1.3 {in sonucu olarak asagidaki Onermeler denktir (Camci ve

Hacisalihoglu 2010).
(i)Egri sonlu tiptir.
(ii) Egri 1-tiptir.
(iii)Egri slant egridir.
(iv)0' sabittir.

(v)Egri silindirde minimaldir (geodeziktir).

3.2. N?(a, b) Silindirindeki Sonlu Tip Egri

¥, (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri i¢in yay parametresi olsun.

y(s) = (x(s),y(s), z(s)) birim hizl1 egrisi N?(a, b) silindirinde bir egri ise
a?(x — x9)% + b%(y — yo)? = 4a*b?
dir. Boylece
x(s) = 2acosa(s) + x5, y(s) =2bsina(s) + y,
yazabiliriz. Buradan;
v(s) —vo = (Racosa(s),2bsina(s),z(s) — zy)
ve
y(s) —y, = bsinae + acos age + o¢ (3.2.1)

elde edilir. Burada y, = (xy, Yo, Zp) dir.
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Lemma 3.2.1: y(s) = (x(s),y(s),z(s)) birim hizli egrisi N?(a,b) silindirindeki egri

olsun. Egri 1- tiptir ancak ve ancak a' sabittir (Camc1 ve Aktas).
Ispat: Egri 1-tip olsun. Egri 1-tip ise;
Ag(y —vo.ea) = 29(y — Yo, €a),

vardir ve burada A = 1, 2 dir. lyi bilinir ki egrinin Laplace;

Af = =XX(f) =—f" (3.2.2)
dir. Burada X; = y'dir. (3.2.1) ve (3.2.2) esitliklerinden;
A=1ise Ag(y —vo,e) = Ag(y — Yo, e) olur. Buradan,;

—a''cosa + (a')?sina = Asina (3.2.3)
elde edilir.
A =2ise Ag(y —v,, pe) = Ag(y — vy, pe) olur. Buradan;

a''sina + (a')?cosa = Acosa (3.2.4)

elde edilir. (3.2.3) ve (3.2.4) denklemlerinden; (a')? = A elde edilir. Bu da a’ niin sabit

oldugunu gosterir. Tersine kabul edelim ki @’ = ¢ yani sabit olsun. Bu durumda;
a(s) =cs + ¢
yazilabilir. (3.2.1) esitliginden;
gy —ve.e) =bsina ve g(y —y, ¢pe) = acosa
elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) esitliklerinden de;
Ag(y —vo,€) = c*g(y —vo,€)
ve
Mgy —v o P€) = c*g(y —vo, Pe)

elde edilir. Boylece egrinin 1-tip oldugunu goriiliir.
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Teorem 3.2.1: y(s) = (x(s),v(s),z(s)) egrisi N?(a,b) silindirindeki egri olsun. Bu

durumda egri sonlu tiptir ancak ve ancak egri 1-tiptir (Camci1 ve Aktas).

Ispat: y(s) = (x(s),y(s), z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s

egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri k-tip ise,
P (¥ —vo) = P*V1 + P*ya + o+ PP (3.2.5)
ve
Ag(yier) = Lig(yier)
dir. Buradai = 1,2,...,n ve k =1, 2dir. Yukaridaki denklem ve (3.2.2) denkleminden,
fu' +Aifue =0

elde edilir. Burada f;; = g(y;, ex) dir. Yukarida elde edilen esitlik integre edilirse

yi(s) = (Ai1 cos(\/z- s) + A sin(\//l_l- s))e + (Bl-1 cos(\/Ti s) + B;, sin(\/Ti s))pe +
¢ (3.2.6)

Bu durumda (3.2.5) denkleminden;

9@ —v0,€) = T4 (A cos(\A; s) + Ap sin(y/2; 5)) (3.2.7)
ve
9O —vo, ¢e) = X1 (Bis cos(y/A; s) + Byy sin(y/4; 5)) (3.2.8)

elde edilir. (3.2.1), (3.2.7) ve (3.2.8) denklemlerinden,

a?(3M (A cos(\2; s) + Ay sin(y/2; s)))2 + b2 (X (Biy cos(Y4; s) +
Bi2sin (Ais)2=4a2b2 (3.2.9)

elde edilir. Eger yukaridaki esitligin tiirevini alirsak,

n
Z(\/Ti(azflu/liz + b2B;1 B3) cos(24/4;5))
=1
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+ (a?A?%, + b2B?%;, — a?A%;; — b?B? ;1) sin(2,/4;5)

<<_ \/,17].(aZAL-1A]-1 + bZBilBj1)> cos(y/4;s) sin ( \//1}))

+ i (VAi(a?4245, + b?B;2Byy) ) cos(\/Ass) sin (\ﬁ S)

i+j

+ i << \ﬁ(aZAilAjz + bZBl-lB,-z)) cos(y/A;s) cos (\/@))

i#j

+ Zn: <<— \ﬁ(azAizAjl + bZBiZBj1)> sin(y/2;5) sin ( \/,175)) =0

i#j

'M:
N =

~
1l
Juy

_|_

M=

H

L

elde ederiz. Burada

cos(Z\/Z-s) , sin(Z\/Z-s) , cos(\/z-s) csin (\//175) , cos(\/Tis) cos (\//17-5),
sin(\/z- S) sin(\/Tjs) fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan;

azAZiz + szziZ = azAZil + szZil ’

azAilAiz + szilBiZ = 0

\/A_j(azAilAjl + bZBilBﬂ) = \//Ti(azAizAjz + sziszz)a

azAl'lAjz + bZBilBjZ = 0,

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

dir. Burada i,j =1,2,..,n ve i #j dir. Kabul edelim ki 4;; # 0 olsun ve (3.2.11)

denklemini kullanarak,

A = b2B;1B;,
2=
i1

(3.2.10) ve (3.2.14) denklemlerinden,

(3.2.14)

18



BOLUM — 3 SILINDIRDEKI SONLU TiP EGRILER Arzu AKTAS

2,
B%i;
2.
A 11

(a%A?;; + b®B?;))= a®A%;; + b*B?%;
ve
|bB;| = |adyl, |Bpir| = ladl
elde edilir. Genelligi bozmaksizin;
bB;; = aA;;, bBy; = —ad;, (3.2.15)

oldugunu kabul edelim. (3.2.12) ve (3.2.15) denklemlerinden,
2a? (\ﬁ — JZ) (Andj1 + Apdj) =0
elde edilir. i # j iken \/2; # \/4; oldugundan,
AilAjl + AiZAjZ = O (3216)
elde edilir. (3.2.13) ve (3.2.15) denklemlerinden,
olur. A;; # 0 oldugundan ( 3.2.16) ve (3.2.17) denklemlerinden
A2j1 + A2j2 =0 (3.2.18)

elde edilir. Buradan, A;; = Aj, =0, j=1,2,..,n i¢in olur ki bu da bir geligkidir.
Dolayisiyla egri 1-tiptir.

Teorem 3.2.2: Eger a # b ise N2(a, b) silindirinde sonlu tip slant egri bulunmamaktadir

(Camci ve Aktas).
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Ispat: y(s) = (x(s),y(s), z(s)), egrisi (I, ¥) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s
egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri sonlu tip ise Lemma 3.2.1 den @’ = ¢ dir. Eger y

boyunca tiirev alirsak;
t =y'(s) = (—2aa’(s)sina(s),2ba’(s) cos a(s), z'(s))

elde edilir. Burada x' = —2a a’'sina , y' = 2ba’ cos a dir. Dahasi;

O lge_ ey Do O _ %
ax_z(d)e ¥8), dy 2’ 9z 2

oldugundan dolayz;
1
t=y' = E(y’e + x'¢pe) + a¢

olur. y(s) = (x(s),y(s),z(s)) birim hizli  egrisi i¢in g(t,t) = 1 olur.

960 = 1= (OP+E)) + o

olur. Yukarida ki denklemde x’ ve y’ degerleri yerine yazilip diizenlendiginde
1=c?0?cos?a+a’sin?a)+o?

olur. Boylece

1-0? az+b2_b2—a2

2 > = > cos 2«

elde edilir. Bu durumda o = ¢ sbt ancak ve ancak a=b oldugu durumda sabittir. O halde

a # b ise N?(a, b) silindirinde sonlu tip slant egri bulunmamaktadir.

3.3. Dayanak Egrisi XOy Diizleminde Kompakt Olan Silindirdeki Sonlu Tip
Egriler

y(s) = (x(s),y(s),z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s

egri icin yay parametresi olsun. Bu egri dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt olan
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silindirdeki egridir. Eger egri kutupsal koordinatlarla yazilirsa asagidaki esitlikler elde

edilir.
x = 2p(s) cosO(s) + x,
y = 2p(s)sin8(s) + y,
Boylece egri
Y(s) —vo = (2p(s) cos 8(s) , 2p(s) sin8(s), z(s) — 2)
ve

v(s) —vo = p(s)sinO(s) e + p(s) cos B(s)pe + aé
seklinde yazilabilir. Burada y, = (xg, ¥y, o) dir. Eger egri 1-tip ise;
Ag(y —vo.e) = Ag(y —vo,€:)
ve
(p'8' + (p8') ) cos O + (p”" — p(8")* + Ap)sinf = 0
—(p" — p(8")% + Ap)cos O + (p'0" + (p8'))sinh =0
elde edilir. Yukaridaki bu iki denklem ¢6ziildiigiinde;
p" —pOH)2+2p=0 (3.3.1)
p'0'+ (p6") =0 (3.3.2)
elde edilir. (3.3.2) esitliginden;

pl 9/!
2—+ —=0
p 0

elde edilir. Elde edilen bu esitligi integre edersek;
p20’' =c (3.3.3)
elde edilir. (3.3.1) ve (3.3.3) esitliklerinden,;
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C2

"4 Ap=0
Pl =gt A

elde edilir. Eger y = Z_i isep’' =y Z—Z olur. Bu ifadeyi yukaridaki esitlikte yerine yazarsak

@ =0

ve
c2
ydy—(E—Ap>dp =0

elde edilir. Yukaridaki denklemi integre edersek
y2p2 — kpz _ CZ _ /1[)4

elde edilir. y = 2—5 oldugundan ds = % olur. Bu esitligi integre edersek

e(s+m) =

f pdp
Vkp? —c2 — 2p*
elde edilir. Burada € = +1 tir. Eger yukaridaki esitligi integre edersek

VkZ—4Ac? k
2 _ L3
p*=—,—sin (25\/1(5 + m)) +5

elde edilir. (3.3.3) ve (3.3.4) esitliklerinden

k tan(eﬁ(s+m))+Vk2 —4Ac?
2Vac

tan(e(6 — 6,)) =

elde edilir (Camci ve Aktas).

(3.3.4)

(3.3.5)

Lemma 3.3.1: y(s) = (x(s),y(s), z(s)) birim hizli egrisi dayanak egrisi xOy diizleminde

kompakt olan silindirdeki egri olsun.
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(i) N2(a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (b>a) dir ancak ve ancak

,  a’—b* (n ) )_*_a2+b2
p*=———sin(5~2a 5

2 2

n)+b2—a2

a
tan(0 — 6,) = tan (a - = ab

saglanir. Burada a = \/I(s +m) + E,tan 0y = E, tan @ = 2tan a vee=1dir.
4 b a

(ii) N*(a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (a>b) dir ancak ve ancak

2_a2—b2_ (77.' 2)+a2+b2
p?=———sin(5 - 2a 5

e 9)_a2+b2t (n )+a2—b2
P =" G YT 2w
saglanir. Burada a = —\/Z(s +m) + E,tan 6y = E,tan@ = Btan a vee=—1dir
4 b a

(Camci ve Aktas).

Ispat: Kabul edelim ki (h>a) olsun. Dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt olan
silindirdeki y(s) = (x(s), y(s), z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin

ve s egri igin yay parametresi olsun. Eger egri N2(a, b) silindirinde ise;
x = 2p(s) cos 8(s) = 2acosa(s)
y = 2p(s)sinO(s) = 2bsin a(s)

vardir. Yukaridaki bu iki esitlikten

a’+b?
2

2 a2_b2
2

. s
sin (E - Za) +
ve tanf = Ztan a elde edilir. Eger egri 1-tip ise (3.3.3) esitliginden a = ac—bs +my
vardir. Ayrica (3.3.4) ve (3.3.6) esitliklerinden de

c? (a? + b?)c?
A= T
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elde edilir. Burada

ve
s
Za_E: Zﬁ(s+m)
dir. Béylece a = VA(s +m) + % esitligi ve ayrica

a’® + b? ny b? —a?
)+

tan(0 — 6,) = b tan (a - =

esitligi elde edilir. Aksine, tan @ = 2 tan @ dan dolay1
x = 2p(s) cos8(s) = 2af(s)cosa(s)
y = 2p(s)sinB(s) = 2bf (s)sin a(s)

ve

a? — b? i a’® + b?
2 _ f2 in(= —
p-=f (s)< 5 sm(2 2a)+ > )

vardir. Boylece f(s) = 1 bulunur. a'sabit oldugu i¢in egri 1-tiptir.

Teorem 3.3.1: y(s) = (x(s),y(s),z(s)) birim hizli egrisi dayanak egrisi xOy diizleminde
kompakt olan silindirdeki egri olsun. Eger egri 1-tip ise egri N?(a, b) silindiri iizerindedir

(Camci ve Aktas).

Ispat: Kabul edelim ki (b>a) olsun. Eger egri 1-tip ise (3.3.4) ve (3.3.6) esitlikleri goz

ontinde bulunduruldugunda

c? B (a® + b?)c?
a?bh?’ a?b?
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ve
s
a— = VA(s +m)
esitliklerini tanimlanabilir. Bu nedenle

2

_az—bz . (ﬂ )+a2+b2
p?=———sin a 5

a2 2
tan(6 — 0,) =

n) N b? — a?
2ab

vardir ve burada & = VA(s + m) + %, tanfg, = %Ve tan @ = gtan a dir.

Lemma (3.3.1) den egri N%(a, b) silindirinde bir egridir.
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BOLUM 4
R3 DE SASAKI UZAYDA SONLU TiPTEN EGRILER

4.1. isareti (-, —, +) Olan Metrik

Isareti (—, —, +) iken R® deki Sasaki metrigi
ds? = —%(dx2 +dy?)+nQ®n
dir.
4.1.1. N*(a, b) Silindirindeki Sonlu Tipten Egriler

y, (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri i¢in yay parametresi olsun.

Egri N?(a,b) de soyle tanimlansin.
y(s) = (x(s),¥(s), 2(s))
Bu durumda;
a®(x = x0)* + b*(y — yo)* = 4a’b?

ve

x(s) = 2acosa(s) + x5, y(s) =2bsina(s) + y,
vardir. Buradan;

y(s) —vo = (RQacosa(s),2bsina(s),z(s) — zy)
ve

y(s) —y, = bsinae + a cos age + o¢ (4.1.1)

yazilabilir ki burada y, = (xq, Vo, Z) dir.
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Lemma 4.1.1.1: y(s) = (x(s),y(s), z(s)) birim hizl egrisi N?(a, b) silindirindeki egri

olsun. Egri 1-tiptir ancak ve ancak ' sabittir.
Ispat: Egri 1-tip olsun. Egri 1-tip ise;
Ag(y —vo.ea) = 29y — Yo, €a),

vardir ve burada A = 1, 2 dir. lyi bilinir ki egrinin Laplace;

Af = =XX(f) =—f" (4.1.2)
dir. Burada X; = y'dir. (4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerinden;
A=1 ise Ag(y — v, e) = 1g(y — Yo, e) olur. Buradan,;

a'’cosa — (a')?sina = —Asina (4.1.3)
elde edilir.
A =2 ise Ag(y — yo, ¢e) = Ag(y — ¥, ¢pe) olur. Buradan;

a''sina + (a')?cosa = Acosa (4.1.4)
elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4) denklemlerinden;

(@)? =2
elde edilir. Bu da @’ niin sabit oldugunu gosterir.
Tersine kabul edelim ki @’ = ¢ yani sabit olsun. Bu durumda;
a(s) =cs + ¢
yazilabilir. (4.1.1) esitliginden;
gy —ve.e) =—bsinave gy —vy, ¢e) = —acosa

elde edilir. (4.1.1) ve (4.1.2) esitliklerinden de;

Agly —vo.e) = c*g(y —vo,€)
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ve
Ag(y —v o.9e) = c’g(y — vo, Pe)
elde edilir. Buradansa egrinin 1-tip oldugunu goriiliir.

Teorem 4.1.1.1: y(s) = (x(s), y(s),z(s)) birim hizli egrisi N(a, b) silindirindeki egri

olsun. Egri sonlu tiptir ancak ve ancak egri 1-tiptir.

Ispat: y(s) = (x(s),y(s),z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s

egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri k-tip ise,
P*(y —vo) = 1 + D%y + o+ D1 (4.1.5)
ve
Ag(vier) = Lig(yi er)
dir. Buradai =1,2,...,n ve k = 1,2 dir. Yukaridaki denklem ve (4.1.2) denkleminden,
fu' +Aifue = 0

elde edilir. Burada f;; = g(y;, ex) dir. Yukarida elde edilen esitlik integre edilirse

yi(s) = (Ai1 cos(\/z- s) + A sin(\//l_l- s))e + (Bl-1 cos(\/Ti s) + B;, sin(\/Ti s))pe +
oé (4.1.6)

Bu durumda (4.1.5) denkleminden;

9 —vo€) = X1 (Ais cos(y/2; ) + Ajp sin(y/4; 5)) (4.1.7)
ve
9O — v, ¢e) = X1 (Biy cos(y/A; s) + By sin(y/4; 5)) (4.1.8)

elde edilir. (4.1.1), (4.1.7) ve (4.1.8) denklemlerinden,

28



BOLUM — 4 R3 DE SASAKI UZAYDA SONLU TiPTEN EGRILER  Arzu AKTAS

a’ (Z?zl(Al-l cos(\/A_L- s) + A sin(\/l_i s)))2 + bZ(Z?zl(Bil cos(\//’l—i s) +
Bizsin (Ais)2=4a2b2 (4.1.9)

elde edilir. Eger yukaridaki esitligin tlirevini alirsak,

n
Z(\/Ti(azAilAiz + b?By; B;,) cos(2,/4;5))
i1

+
(Ngl
N~

~.
1l
=

(a®A%, + b?B?;, — a®A%;; — b?B?;;) sin(2,/4;5)

<<_\/;j(a2Ai1Aj1 + szilBj1)> cos(4/4;s) sin (\/ZSD

+ Z (\//Ti(azAizAjz + sziszZ)) cos(y/;s) sin (\ﬁs)

i#j

o3 (et o i)

i+j

+zn: <<—\/,17j(a2Ai2Aj1 + bZBisz1)> sin(y/4;5) sin (\/;]s)) =0

i#j

+

M=

L

H

J

elde edilir. Burada

cos(Z\/Tis) ) sin(Z\/Z-s) ) cos(\/Tis) csin(\/Tjs) ) cos(\/Z-s) cos(\/Tjs),

sin(y/4;s) sin({/2;s) fonksiyonlari lineer bagimsiz oldugundan;

a’A?;, + b?B?;, = a%A?%;, + b?B?,;, , (4.1.10)
a’A; Ay + b?B;yB;, = 0, (4.1.11)
J2A(a?AnAj + b2ByB)y) = JAi(aApAj, + b2B;yB),), (4.1.12)
a?A;,Aj; + b?B;yBj, = 0, (4.1.13)
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dir. Burada i,j =1,2,..,n ve i #j dir. Kabul edelim ki 4;; # 0 olsun ve (4.1.11)

denklemini kullanarak,

_ b%B1Bi>

A =
i2 Ajp

(4.1.14)
(4.1.10) ve (4.1.14) denklemlerinden,
a2 A% + b2B)= a2 + b2B2
ve
|bBi7| = |aAl, |Bpir| = lad;|
elde edilir. Genelligi bozmaksizin;
bB;, = ad;;, bB;; = —al;, (4.1.15)
oldugunu kabul edelim. (4.1.12) ve (4.1.15) denklemlerinden,
2a? (\ﬂ — \/Z) (Andjs + ApAj) =0
elde edilir. i # j iken \/4; # \/A; oldugundan,
Aj1Ajy + AjAj, =0 (4.1.16)
elde edilir. (4.1.13) ve (4.1.15) denklemlerinden,
Aj1Aj; — AjpAj;p =0 (4.1.17)
olur. A;; # 0 oldugundan (4.1.16) ve (4.1.17) denklemlerinden
A% + A%, =0 (4.1.18)
elde edilir. Buradan; Aj; = Aj; =0, j =1,2,...,ni¢in olur ki bu da bir ¢eliskidir.

Dolayisiyla egri 1-tiptir.
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Teorem 4.1.1.2: Eger a#b ise N?(a,b) silindirinde sonlu tip slant egri

bulunmamaktadir.

Ispat: y(s) = (x(s),y(s), z(s)), egrisi(I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s
egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri sonlu tip ise Lemma 4.1.1.1 den a’ = ¢ dir. Eger

y boyunca tiirev alirsak;
t=vy'(s) = (—Za a’(s) sina(s), 2ba’(s) cos a(s), z'(s))
elde edilir. Burada x’ = —2a a'sina , y' = 2ba’ cos a dur.

-9 _Lipe— 9 e 9 _¢ 5 :
Dabhast; P 2(¢e y§), 3~ 2 2= 3 oldugundan dolayt;

1
t=y' = E(y’e + x'¢pe) + o¢

olur. Eger y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi time ise; g(t,t) = —1 olur.

66,6 = 1= 2 (-0~ ) + o

olur. Yukarida ki denklemde x’ ve y’ degerleri yerine yazilip diizenlendiginde
—1 = —c?(b?cos?a + a®sin’a) + o ?

olur. Boylece

14072 a2+b2_b2—a2
c2 2 2

cos 2«

elde edilir. Eger y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi space ise; g(t,t) = 1 olur.
960 =1= 2 (-0 V-G)) + o

olur. Yukarida ki denklemde x’ ve y’ degerleri yerine yazilip diizenlendiginde

1=—c?(b%cos?a +a?sin?a)+c?

olur. Boylece
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c?—-1 a2+b2_b2—a2
c? 22

cos 2a

elde edilir. Bu son esitlikten o nin sabit olmasi i¢in a=b olmasi gerek ve yeter kosul
oldugu goriilir. O halde a# b ise N?(a,b) silindirinde sonlu tip slant egri

bulunmamaktadir.

4.1.2. Dayanak Egrisi XOy Diizleminde Kompakt Olan Silindirdeki Sonlu Tip
Egriler

y(s) = (x(s),y(s),z(s)) birim hizli egrisi taban egrisi xOy diizleminde kompakt olan
silindirdeki egridir. Eger egri kutupsal koordinatlarla yazilirsa asagidaki esitlikler elde

edilir.
x = 2p(s) cosO(s) + x,
y = 2p(s)sin8(s) + y,
Boylece egri
Y(s) —vo = (2p(s) cos 6(s) , 2p(s) sinO(s), z(s) — 2)
ve

v(s) —vo = p(s)sinO(s) e + p(s) cos O(s)pe + a&
seklinde yazilabilir. Burada y, = (xg, ¥o, o) dir. Eger egri 1-tip ise;
Ag(y —vo,e) = Ag(y —vo, &)
ve
(p'8" + (p8'))cosO + (p" — p(8)? + Ap)sind =0
—(p" — p(8)% + Ap)cos O + (p'0" + (p8'))sinB =0

elde edilir. Yukaridaki bu iki denklem ¢oziildiigiinde;
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p’'=p(@)+Ap=0 (4.1.19)
p'8 +(p8") =0 (4.1.20)
elde edilir. (4.1.20) esitliginden;

pl 9/!
2—+ —=0
p 0

elde edilir. Elde edilen bu esitligi integre edersek;
p%0' = (4.1.21)

elde edilir. (4.1.19) ve (4.1.21) esitliklerinden;

C2
p'——=+Ap=0
p3

elde edilir. Eger y = Z—i isep’' =y Z—Z olur. Bu ifadeyi yukaridaki esitlikte yerine yazarsak

Y =0

ve
c2
ydy—(;—lp)dp =0

elde edilir. Yukaridaki denklemi integre edersek;
y2p2 — kpz _ C2 _ /1p4

elde edilir. y = Z—i oldugundan ds = % olur. Bu esitligi integre edersek

e(s+m) =

f pdp
\/kpz —c2 — Ap“‘

elde edilir. Burada € = + 1 dir. Eger yukaridaki esitligi integre edersek
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2 _ Vk2—42c?

0 sin (2eV(s +m)) + = (4.1.22)

elde edilir. (4.1.21) ve (4.1.22) esitliklerinden

k tan(eﬁ(s+m))+Vk2 —4Ac2

tan(e(60 — 6,)) = T

(4.1.23)

elde edilir.

Lemma 4.1.2.1: y(s) = (x(s),y(s),z(s)) birim hizli egrisi, dayanak egrisi xOy

diizleminde kompakt olan silindirdeki egri olsun.

(i) N2(a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (b>a) dir ancak ve ancak

a? — b? s a? + b?
2 — in(——
pe = > sm( a)-l— >
a’ + b?

tan(@ - 90) = Zab

n)+b2—a2

tan (a —Z 2ab

saglanir. Burada a = VA(s + m) + Z tanf, =2, tanf = btana ve e = 1 dir.
4 0 b a

(ii) N2 (a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (a>b) dir ancak ve ancak

2_a2—b2_ (77.' 2)+a2+b2
p* = 3 sin 5 a 5
a® + b? s a? — b?
tan(6, — 0) = b tan (Z — 0() + b
saglanir. Burada @ = —\/I(s +m) + Z tan 6y = 2 tan@ = btana vee = —1 dir.
4 b a
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Ispat: Kabul edelim ki (b>a) olsun. y(s) = (x(s), y(s), z(s)) birim hizli egrisi dayanak
egrisi xOy diizleminde kompakt olan silindirdeki egri olsun. Eger egri N2 (a, b) silindirinde

ise;
x = 2p(s) cos B(s) = 2acosa(s)
y = 2p(s)sinB(s) = 2bsin a(s)
vardir. Yukaridaki bu iki esitlikten

a?+b?
2

2 _ aZ_bZ
2

sin (£ - 2a) + (4.1.24)

ve tanf = Stan a elde edilir. Eger egri 1-tip ise (4.1.21) esitliginden

c
a=—s+m
ab 1

vardir. Ayrica (4.1.22) ve (4.1.24) esitliklerinden de

c? B (a? + b?)c?

A= a’b?’ = a?b?

elde edilir. Burada

ve 2a — g = 2v/A(s + m) dir. Béylece
s
a=vVA(s+m)+ 7

esitligi ve ayrica

2 2

a
tan(6 — 0,) =

esitligi elde edilir. Aksine, tan 8 = Ztan a dan dolay1

x = 2p(s) cos8(s) = 2af(s)cosa(s)
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y = 2p(s)sin8(s) = 2bf(s)sin a(s)

\%

a? — b? i a® + b?
2 _ g2 o (Z
p=f (s)< 5 sm(2 2a)+ > )

vardir. Béylece f(s) = 1 bulunur. a'sabit oldugu i¢in egri 1-tiptir.

Teorem 4.1.2.1: y(s) = (x(s),y(s),z(s)) egrisi taban egrisi xOy diizleminde kompakt

olan silindirdeki egri olsun. Eger egri 1-tip ise egri N2(a, b) silindirindedir.

Ispat: Kabul edelim ki (b>a) olsun. Eger egri 1-tip ise (4.1.22) ve (4.1.24) esitlikleri goz

ontinde bulunduruldugunda

c? (a? + b?)c?
A= azb?’ "~ a2b?
ve
/s
a=7= VA(s +m)

esitliklerini tanimlanabilir. Bu nedenle

Z_az—bz_ (ﬂ 2)+a2+b2
p?=———sin(; - 2a 5

a® + b?

tan(6 — 6,) = b

7l')+b2—a2

tan (CZ _Z 2ab

b
vardir ve burada & = VA(s + m) + %, tan @, = %Ve tanf = —tan adir.

Lemma (4.1.2.1) den egri N?(a, b) silindirindedir.
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4.2. Isareti (+ , +, ) Olan Metrik

Isareti (+, +, —) iken R3 deki Sasaki metrigi

1
ds? =Z(dx2 +dy?)—-nQ®n

dir.

4.2.1. N*(a, b) Silindirindeki Sonlu Tip Egri

y, (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri i¢in yay parametresi olsun.

Egri N2(a,b) de sdyle tanimlansin.
y(s) = (x(s),¥(s), 2(s))
Bu durumda;
a®(x — x0)? + b*(y — yo)* = 4a’b”

ve

x(s) = 2acosa(s) + x5, y(s) =2bsina(s) + y,
vardir. Buradan;

y(s) —vo = (RQacosa(s),2bsina(s),z(s) — zy)
ve

y(s) — Yo = bsinae + a cos age + ¢ (4.2.1)

yazilabilir ki burada y, = (x4, Vo, Zp) dir.

Lemma 4.2.1.1: y(s) = (x(s), y(s), z(s)) egrisi N?(a, b) silindirindeki egri olsun. Egri 1-

tiptir ancak ve ancak a’ sabittir.
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Ispat: Kabul edelim ki Egri 1-tip olsun. Egri 1-tip ise;
Ag(y —vo.ea) = 2g(y — Yo, €a),

vardir ve burada A = 1, 2 dir. lyi bilinir ki egrinin Laplace;

Af = =XX(f) =—f" (4.2.2)
dir. Burada X; = y'dir.
(4.2.1) ve (4.2.2) esitliklerinden;
A=1ise Ag(y —vo,€) = Ag(y — ¥o, e)olur. Buradan;

—a'cosa + (a')?sina = Asina (4.2.3)
elde edilir.
A =2ise Ag(y —vo, pe) = Ag(y — vy, pe)olur. Buradan;

a''sina + (a')?cosa = Acosa (4.2.4)

elde edilir. (4.2.3) ve (4.2.4) denklemlerinden;
(@)? =2
elde edilir. Bu da a' niin sabit oldugunu gosterir.
Tersine @’ = ¢ yani sabit olsun. Bu durumda;
a(s) =cs + ¢
yazilabilir. (4.2.1) esitliginden;
gy —vo.€) =bsinave gly —y,, ¢pe) = acosa
elde edilir. (4.2.1) ve (4.2.2) esitliklerinden de;
Ag(y —vo.€) = c*g(y —vo,€)

Ve
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Agly —v 0. e) = c*g(y —vo, de)

elde edilir. Buradansa egrinin 1-tip oldugunu goriiliir.

Teorem 4.2.1.1: y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi N2(a, b) silindirindeki egri olsun. Egri

sonlu tiptir ancak ve ancak egri 1-tiptir.

Ispat: y(s) = (x(s),y(s),2z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s

egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri k-tip ise,
P*(y —vo) = 1 + D%y + o+ Py (4.2.5)
ve
Ag(vier) = Lig(yi er)
dir. Buradai = 1,2,...,n ve k =1, 2dir. Yukaridaki denklem ve (4.2.2) denkleminden,
fu' +Aifue = 0

elde edilir. Burada f;; = g(y;, ex) dir. Yukarida elde edilen esitlik integre edilirse

yi(s) = (Ai1 cos(\/z- s) + A sin(\//l_l- s))e + (Bl-1 cos(\/Ti s) + B;, sin(\/Ti s))pe +
¢ (4.2.6)

Bu durumda (4.2.5) denkleminden;

9 —vo€) = =X 1(Ay cos(\[2; s) + Ay sin(y/2; 5)) (4.2.7)
ve
9O — v, ¢e) = — X14(Bix cos(y/2; 5) + Bz sin(y/4; 5)) (4.2.8)

elde edilir. (4.2.1), (4.2.7) ve (4.2.8) denklemlerinden,
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a?(—Xm,(Ay cos(\//’l—i s)+ A sin(\//l_i s)))2 +b%(—= Y (By cos(\/A_L- s) +
Bisin(is)2=4a2b2 (4.2.9)

elde edilir. Eger yukaridaki esitligin tlirevini alirsak,

n
Z(\/Ti(azAilAiz + b?By; B;,) cos(2,/4;5))
i1

+
(Ngl
N~

~.
1l
=

(a®A%, + b?B?;, — a®A%;; — b?B?;;) sin(2,/4;5)

<<_\/;j(a2Ai1Aj1 + szilBj1)> cos(4/4;s) sin (\/ZSD

+ Z (\//Ti(azAizAjz + sziszZ)) cos(y/;s) sin (\ﬁs)

i#j

o3 (et o i)

i+j

+zn: <<—\/,17j(a2Ai2Aj1 + bZBisz1)> sin(y/4;5) sin (\/;]s)) =0

i#j

+

M=

L

H

J

elde edilir. Burada

cos(Z\/Tis) ) sin(Z\/Z-s) ) cos(\/Tis) csin(\/Tjs) ) cos(\/Z-s) cos(\/Tjs),

sin(y/4;s) sin({/2;s) fonksiyonlari lineer bagimsiz oldugundan;

a’A?;, + b?B?;, = a%A?%;, + b?B?,;, , (4.2.10)
a’A; Ay + b?B;yB;, = 0, (4.2.11)
J2A(a?AnAj + b2ByB)y) = JAi(aApAj, + b2B;yB),), (4.2.12)
a?A;,Aj; + b?B;yBj, = 0, (4.2.13)
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dir. Burada i,j = 1,2, ...,n ve i # j dir.
Kabul edelim ki A;; # 0 olsun ve (4.2.11) denklemini kullanarak,
A = - 2200 (4.2.14)
(4.2.10) ve (4.2.14) denklemlerinden,
ij_Z(azAzu + b?B?;1)=a®A?%; + b*B?;;
ve
|bBy;| = laAyl, |Bpir| = lad;]
elde edilir. Genelligi bozmaksizin;
bB;, = ad;;, bB;; = —ad;, (4.2.15)
oldugunu kabul edelim. (4.2.12) ve (4.2.15) denklemlerinden,
2a? (\/;] — JZ) (Andjs + ApAj) =0
elde edilir. i # j iken \/A_] * \/Z oldugundan,
ApnAj; + ApAj; =0 (4.2.16)
elde edilir. (4.2.13) ve (4.2.15) denklemlerinden,
Aj1Aj; — AjpAjp =0 (4.2.17)
olur. A;; # 0 oldugundan (4.2.16) ve (4.2.17) denklemlerinden
A% + A%, =0 (4.2.19)

elde edilir.

Buradan; 4;; = Aj, =0, j=1,2,..,ni¢in olur ki bu da bir ¢eliskidir. Dolayistyla egri 1-

tiptir.
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Teorem 4.2.1.2: Eger a#b ise N?(a,b) silindirinde sonlu tip slant egri

bulunmamaktadir.

Ispat: y(s) = (x(s),v(s),z(s)) egrisi (I, ¥) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s
egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri sonlu tip ise Lemma 4.2.1.1 den a’ = ¢ dir. Eger

y boyunca tiirev alirsak;
t=vy'(s) = (—Za a’(s) sina(s), 2ba’(s) cos a(s), z'(s))
elde edilir. Burada x’ = —2a a'sina , y' = 2ba’ cos a dur.

-9 _Lipe— 9 e 9 _¢ 5 :
Dabhast; P 2(¢e y§), 3~ 2 2= 3 oldugundan dolayt;

1
t=y' = E(y’e + x'¢pe) + o¢

olur. Eger y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi time ise; g(t,t) = —1 olur.

96,0 = 1= (@) @)) - o

olur. Yukarida ki denklemde x’ ve y’ degerleri yerine yazilip diizenlendiginde
—1=c?(%cos?a +a?*sin?a) —c?

olur. Boylece

o?—-1 a2+b2_b2—a2
c? 22

cos 2«
elde edilir. Eger y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi space ise; g(t,t) = 1 olur.
L 2L (2 2
960 =1=2(*+E)) -0

olur. Yukarida ki denklemde x’ ve y’ degerleri yerine yazilip diizenlendiginde
1=c?0?cos?a+a?sin?a) —c?

olur. Boylece
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1+0?2 a2+b2_b2—a2
c? 22

cos 2a

elde edilir. Her iki durumda da ¢ ancak ve ancak a=b oldugu durumda sabittir. O halde

a # b ise N2(a, b) silindirinde sonlu tip slant egri bulunmamaktadir.

4.2.2. Dayanak Egrisi XOy Diizleminde Kompakt Olan Silindirdeki Sonlu Tip
Egriler

y(s) = (x(s),y(s),z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s
egri icin yay parametresi olsun. Bu egri dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt olan

silindirdeki egridir.
Eger egri kutupsal koordinatlarla yazilirsa asagidaki esitlikler elde edilir.
x = 2p(s)cosO(s) + x,
y = 2p(s)sin8(s) + y,
Boylece egri
Y(s) —vo = (2p(s) cos 6(s) , 2p(s) sin8(s), z(s) — 2)
ve
v(s) —vo = p(s)sinO(s) e + p(s) cos O(s)pe + a&
seklinde yazilabilir. Burada y, = (xg, ¥y, Zo) dir.
Eger egri 1-tip ise;
Ag(y —voe) = Ag(y —vo, )
ve
(0’8" + (p8'))cosO + (p"' —p(8)? + Ap)sinf =0

—(p" = p(8")% + Ap)cos & + (p'0" + (p8')")sin 6 = 0
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elde edilir. Yukaridaki bu iki denklem ¢oziildiigiinde;
p"'—=p@)+p=0 (4.2.20)
p'0"+ (p6") =0 (4.2.21)
elde edilir. (4.2.21) esitliginden;

! 4

p
2—+ —=0
p 0

elde edilir. Elde edilen bu esitligi integre edersek;
p20' =c¢ (4.2.22)

elde edilir. (4.2.20) ve (4.2.22) esitliklerinden;

2

c
p'——=+1p=0
p3

elde edilir. Eger y = Z_i isep’' =y Z—Z olur. Bu ifadeyi yukaridaki esitlikte yerine yazarsak

by _ ¢ =0
dp p? T

ve
c2
ydy—(E—Ap>dp =0

elde edilir. Yukaridaki denklemi integre edersek;
y2p2 — kpz _ CZ _ /1[)4

elde edilir. y = Z—i oldugundan ds = % olur. Bu esitligi integre edersek

e(s+m) =

f pdp
Vkp? —c2 — 2p*
elde edilir. Burada ¢ = * dir. Eger yukaridaki esitligi integre edersek
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2 _ Vk2—42c?

p sin (Zeﬁ(s + m)) + %

elde edilir. (4.2.3) ve (4.2.4) esitliklerinden

k tan(eﬁ(s+m))+Vk2 —4Ac2

tan(e(6 — 6,)) = T

elde edilir.

(4.2.23)

(4.2.24)

Lemma 4.2.2.1: y(s) = (x(s), y(s), z(s)) egrisi, dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt

olan silindirdeki egri olsun.

(i) N%(a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (b>a) dir ancak ve ancak

a? — b? s a? + b?
2 — in(——
pe = > sm( a)-l— >
a’ + b?

tan(@ - 90) = Zab

n)+b2—a2

tan (a —Z 2ab

saglanir. Burada a = VA(s + m) + Z tanf, =2, tanf = btana ve e = 1 dir.
4 0 b a

(ii) N2 (a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (a>b) dir ancak ve ancak

2_a2—b2_ (77.' 2)+a2+b2
p* = 3 sin 5 a 5
a® + b? s a? — b?
tan(6, — 0) = b tan (Z — 0() + b
saglanir. Burada @ = —\/I(s +m) + Z tan 6y = 2 tan@ = btana vee = —1 dir.
4 b a

Ispat: Kabul edelim ki (h>a) olsun. Dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt olan

silindirdeki y(s) = (x(s), y(s), z(s)) egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin

ve s egri igin yay parametresi olsun. Eger egri N2(a, b) silindirinde ise;
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x = 2p(s) cos B(s) = 2acosa(s)
y = 2p(s)sinB(s) = 2bsin a(s)
vardir. Yukaridaki bu iki esitlikten
2 _a’*-b? . (m a?+b?
= sin (2 - 2a) + (4.2.25)

ve tanf = gtan a elde edilir. Eger egri 1-tip ise (4.2.22) esitliginden

c
a=—s+m
ab 1

vardir. Ayrica (4.2.23) ve (4.2.25) esitliklerinden de

c? (a? + b?)c?
A= azb?’ T azp?

elde edilir. Burada

\/k2—4/1c2_b2—a2 k a® + b?

21 2 221 2

Ve

T

> Zﬁ(s +m)

20 —
dir. Boylece

a=x/I(s+m)+%

esitligi ve ayrica

a® + b? ny b?—a?
tan(0 — 6,) = b tan (a — Z) + b

esitligi elde edilir. Aksine, tan 8 = gtan a dan dolay1

x = 2p(s) cos8(s) = 2af(s)cosa(s)
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y = 2p(s)sin8(s) = 2bf(s)sin a(s)

\%

a? — b? i a® + b?
2 _ g2 o (Z
p=f (s)< 5 sm(2 2a)+ > )

vardir. Béylece f(s) = 1 bulunur. a'sabit oldugu i¢in egri 1-tiptir.

Teorem 4.2.2.1: y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt

olan silindirdeki egri olsun. Eger egri 1-tip ise egri N2(a, b) silindirindedir.

Ispat: Kabul edelim ki (h>a) olsun. Eger egri 1-tip ise (4.2.23) ve (4.2.25) esitlikleri goz

ontinde bulunduruldugunda

c? _ (@ +b*)c?
T a?h?’ T a?h?

ve
a—%zﬁ(s+m)

esitliklerini tanimlanabilir. Bu nedenle

2_a2—b2_ (77.' 2)+a2+b2
p? = ———sin a 5

a® + b?
2ab

n)+b2—a2

tan (Cl - — 2ab

tan(6 — 0,) = 2

vardir ve burada & = VA(s + m) + %, tanfg, = %Ve tan @ = Ztan a dir.

Lemma (4.2.2.1) den egri N?(a, b) silindirindedir.
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4.3. isareti (+, —, +) Olan Metrik

Isareti (+, —, +) iken R3 deki Sasaki metrigi

1
ds? =Z(dx2 —dy?)+nQ®n

dir.

4.3.1. N;*(a, b) Silindirindeki Sonlu Tip Egri

y, (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri i¢in yay parametresi olsun.

Egri N;%(a,b) de sdyle tanimlansin.
y(s) = (x(s),¥(s), 2(s))
Bu durumda;
a®(x — x9)? — b*(y — y0)* = 4a’b?

ve

x(s) = 2bcosh a(s) + x5, y(s) = 2asinha(s) + y,
vardir. Buradan;

v(s) —vo = (2bcosh a(s),2asinh a(s),z(s) — z,)
ve

y(s) —yo = asinhae + b cosh age + d¢ (4.3.1)

yazilabilir ki burada y, = (x4, Vo, Zp) dir.

Lemma 4.3.1.1: y(s) = (x(s), y(s), z(s)) egrisi N;%(a, b) silindirindeki egri olsun. Egri

1-tiptir ancak ve ancak «a' sabittir.
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Ispat: Kabul edelim ki egri 1-tip olsun. Egri 1-tip ise;
Ag(y —vo.ea) = 2g(y — Yo, €a),
vardir ve burada A = 1, 2 dir. lyi bilinir ki egrinin Laplace;
B = =XX(f) = —f"
dir. Burada X; = y'dir. (4.3.1) ve (4.3.2) esitliklerinden;
A=1ise Ag(y — vy, €) = Ag(y — Yo, e)olur. Buradan;
—a''cosha — (a')? sinha = Asinha
elde edilir.
A =2ise Ag(y —vo, pe) = Ag(y — vy, pe)olur. Buradan;
—a'"'sinha — (a')? cosha = Acosha
elde edilir.( 4.3.3) ve (4.3.4) denklemlerinden;
(a)? = -4
elde edilir. Bu da &’ niin sabit oldugunu gosterir.
Tersine a’ = ¢ yani sabit olsun. Bu durumda;
a(s) =cs + ¢
yazilabilir. (4.3.1) esitliginden;
gy —vo,e) = —asinha ve g(y — vy, ¢pe) = bcosha
elde edilir. (4.3.1) ve (4.3.2) esitliklerinden de;
Ag(y —vo &) = —c*g(y —vo,€)

Ve

Agly —v o, pe) = = c*g(y — vo, Pe)

(4.3.2)

(4.3.3)

(4.3.4)
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elde edilir. Buradansa egrinin 1-tip oldugunu goriiliir.

Teorem 4.3.1.1: y(s) = (x(s), y(s),z(s)) egrisi N;*(a, b) silindirindeki egri olsun. Egri

sonlu tiptir ancak ve ancak egri 1-tiptir.

Ispat: y(s) = (x(s),y(s),z(s)).egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s

egri i¢in yay parametresi olsun. Eger egri k-tip ise,

¢*(y —vo) = ¢*v1 + Py + -+ Py, (4.3.5)

Ve

Ag(yiex) = Aig(yi,ex)

dir. Buradai = 1,2, ...,n ve k = 1,2 dir. Yukaridaki denklem ve (4.3.2) denkleminden,
fu' +Aifue =0
elde edilir. Burada f;;, = g(y;, ex)dir. Yukarida elde edilen esitlik integre edilirse
yi(s) = (Aile‘J‘_’lis + Aize\/‘_’lis) e+ (Bl-le‘\/‘_)‘is + Bize\/‘_’lis) pe + a¢ (4.3.6)

Bu durumda (4.3.5) denkleminden;

9 —ve€) =—Xix1 (Ai1e_‘/__/1is + Ape —/11-5) (4.3.7)
ve
9( = Yo, 0€) = Ty (Bise VA5 + BeV=h) (4.3.8)

elde edilir. (4.3.1), (4.3.7) ve (4.3.8) denklemlerinden,

a? [— >r, (Aile‘\/‘_’“’s + Ape ‘lis)]z — b? [Z?zl (Bl-le“/‘_’liS + Bjye "“S)]Z = 4a%b?

(4.3.9)

elde edilir. Eger yukaridaki esitligin tiirevini alirsak,
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n
Z (\/__)h(_azAzi1 + szZm)e_z _Ais)
=1

~.

NEE

_|_

(ﬁ(azAz — b?B?,,)e? Als)

‘..
1l
[

+

<\/_7/1j(_a2Ai1A]'1 + szille)e_(\/__AH_\/__/lf)S)

M=

1#

-

<\/T/1j(a2Ai1Af2 - szilsz)e(_\/__A#‘/TM)S)

M=

+
%]
n

* Z < G bZBiszl)e(\/__/li_\/__)lj)s>
i#j
. -1

+Z \/_Aj(azAizAjz — b*B;;B z)e( ﬁ\/i)s =0
i#j

(7 [, e[ -5 ) - )
e~ TS %S o (= P VNP o TP QTR T

fonksiyonlar1 lineer bagimsiz oldugundan;

—a?A?;, + b?B?%,, =0, (4.3.10)
a?A?;, — b*B?, =0, 4.3.11)
—a2Ay Ajy + b2By By = 0, (4.3.12)
%Ay Ajp — b*ByBj, = 0, (4.3.13)
a®ApAj; — b*ByBj;, =0, (4.3.14)
%A Ajp — b*ByBj, = 0, (4.3.15)

dir. Burada i,j = 1,2, ...,n ve i # j dir. (4.3.10) denkleminden,
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bB;; = €ad;;, e=+1 (4.3.16)

dir. Kabul edelim ki Aj; # 0 olsun. (4.3.12) ve (4.3.14) denklemlerini kullanarak,
[_azAn b?Bj; [Ajl] _ [0]
a’Ap  —b?Bpl1B)j 0
yazilabilir.

D= —azAil szil
azAiZ _sziZ

olsun. Burada Aj; # 0 oldugundan D matrisinin determinant: sifir olmalidir. Yani;
detD = a?b?(A;;B;, — AjB;1) =0
dir. Buradan;
(Ai1Biz —AipBi) =0 (4.3.17)
olur. (4.3.16) ve (4.3.17) denklemlerinden
bB;, = €ald;;,, e=+1 (4.3.18)

elde edilir.( 4.3.9) denkleminden

[Z?zl (aAile_\/__"is + aAl-ze\/__’lis)]2 — [Z?zl (bBl-le_\/__’liS + bB;,e _Ais)]z = 4a?p?
(4.3.19)

yazilabilir.( 4.3.16) ve (4.3.18) denklemlerinde € = 1 alinirsa

bBi; = ad;, bB;; = ad;;
elde edilir. Bu esitlikler (4.3.19) denkleminde yerine yazildiginda bir ¢eligki elde ediliyor.
Benzer bigimde (4.3.16) ve (4.3.18) denklemlerinde € = —1 alinirsa

bBil = _aAil, bBiZ = _aAL‘Z
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olur. Bu esitlikler (4.3.19) denkleminde yerine yazildiginda yine bir geliski elde ediliyor.
Dolayisiyla egri 1-tiptir.

Teorem 4.3.1.2: Eger a#b ise N;*(a,b) silindirinde sonlu tip slant egri

bulunmamaktadir.

Ispat: y(s) = (x(s), y(s), z(s)), egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s
egri igin yay parametresi olsun. Eger egri sonlu tip ise Lemma4.3.1.1 den a’ = ¢ dir. Eger

y boyunca tiirev alirsak;
t =y'(s) = (2ba’(s) sinh a(s) , 2aa’(s) cosh a(s),z'(s))
elde edilir. Burada x" = 2b a' sinha , y' = 2aa’ cosh a dir.

.9 _ ke — o0 _e 9 _¢ 5 :
Dahasi; p 2((pe vé), 5 =2 9 32 oldugundan dolay;

t =y' = c(acosha(s)e + bsinha(s) gpe) + a¢

olur. Eger y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi time ise; g(t,t) = —1ve space ise; g(t,t) =
lolur. O halde € = +1 icin g(t, t) = € olsun. Bu durumda,

g(t,t) = & = c*(—a? cosh? a(s) + b?sinh? a(s)) + o2
olur. Yukarida ki denklemden

e—0? a*+b* b?—-a?

2 + > = 5 cosh 2«

elde edilir. Bu durumda o ancak ve ancak a=b oldugu durumda sabittir. O halde a # b ise

N,2(a, b) silindirinde sonlu tip slant egri bulunmamaktadir.
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4.3.2.Ekseni Oz-Eksenine Paralel Olan Silindirler Uzerindeki Sonlu Tip Egriler

y(s) = (x(s),y(s),z(s)), egrisi(l, ¥) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s

egri i¢in yay parametresi olsun. Bu egri ekseni Oz-eksenine paralel olan silindir iizerindeki

egri olsun. Eger egri kutupsal koordinatlarla yazilirsa asagidaki esitlikler elde edilir.

x = 2p(s) cosh6(s) + x,
y = 2p(s) sinh 6(s) + y,
Boylece egri
¥(s) —vo = (2p(s) cosh 8(s) , 2p(s) sinh 6(s) , z(s) — z,)
ve
y(s) —vo = p(s) sinh 8(s) e + p(s) cosh B(s)pe + aé
seklinde yazilabilir. Burada y, = (x,, ¥, ) dir.
Eger egri 1-tip ise;
Ag(y —vo.e) = Ag(y —vo, &)
ve
(0’6" + (p8') ) coshd + (p" + p(6")% + Ap) sinh & = 0
(" + p(0)% + Ap)cosh O + (p'8" + (pB') )sinh§ = 0
elde edilir. Yukaridaki bu iki denklem ¢oziildiigiinde;
p"+p(0)+p=0
p'8 +(p8) =0

elde edilir. (4.3.21) esitliginden;

(4.3.20)

(4.3.21)
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elde edilir. Elde edilen bu esitligi integre edersek;
p20' =c¢ (4.3.22)

elde edilir. (4.3.20) ve (4.3.22) esitliklerinden;

C2
p”+’;+/1p=0

elde edilir. Eger y = 2—5 ise p''= yZ—z olur. Bu ifadeyi yukaridaki esitlikte yerine
yazarsak
dy c?
———+1p=0
Y P + Ap
ve

C2
ydy+<ﬁ+lp)dp =0

elde edilir. Yukaridaki denklemi integre edersek;
y2p2 — kpz + C2 _ /1,04

elde edilir. y = Z_i oldugundan ds = % olur. Bu esitligi integre edersek

f pdp
Jkp? +c2 — Ap*

e(s+m) =

elde edilir. Burada € = + dir. Eger yukaridaki esitligi integre edersek

p?=- kz;rjmz cosh (28\/ —A(s + m)) + % (4.3.23)

elde edilir.( 4.3.22) ve (4.3.23) esitliklerinden

tanh(sﬂ(s+m)) (VK2+4Ac2+k)

tanh(e(0 — 6,)) = 2N—7c

(4.3.24)

elde edilir.
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Lemma 4.3.2.1: y(s) = (x(s),y(s),z(s)) egrisi, ekseni Oz-eksenine paralel olan silindir

tizerindeki egri olsun.
(i) N;%(a, b) silindirindeki egri 1-tiptir ve (h>a) ancak ve ancak

, b*—a? a? + b?
pT =" cosh 2a +

a
tanh(e(6 — 6,)) = —Etanh a

saglanir. Burada @ = eV—A(s + m), tanhf = %tanha, 0, =0, e =—1dir.

(ii) Ny *(a, b) silindirinde (@>b) ve € = 1 durumunda sonlu tip egri bulunmamaktadir.

Ispat: (i) Kabul edelim ki (b>a) olsun. Ekseni Oz-eksenine paralel olan silindir iizerindeki
y(s) = (x(s),y(s),z(s)) egrisi (I, y) birim koordinat komsulugu ile verilsin ve s egri

icin yay parametresi olsun. Eger egri N;%(a, b) silindirinde ise;
x = 2p(s) cosh 8(s) = 2bcosha(s)
y = 2p(s) sinh 8(s) = 2asinha(s)
vardir. Yukaridaki bu iki esitlikten

2 _ b?-a? a?+b?

p > cosh 2a + .

(4.3.25)

ve tanh 6 = %tanh a elde edilir. Eger egri 1-tip ise (4.3.22) esitliginden

c
a=—s+m
ab 1

vardir. Ayrica (4.3.23) ve (4.3.25) esitliklerinden de

c? _ (@ +b?)c?

A= T azp2’ a?b?
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elde edilir. Burada

\/k2+4/1c2_a2—b2 k a? + b?

21 2 722 2

ve
2a = 2eN—=A(s + m)
dir. Boylece

a=eV—2A(s +m)

esitligi ve ayrica

tanh(e(6 — 6,)) = —%tanh a

esitligi elde edilir. tanh 8 =%tanha dan dolay1 8, = 0, € = —1 olmas1 gerektigi agikca

goriiliir.
Aksine; tanh 6 = %tanh a dan dolay1
x = 2p(s) cosh68(s) = 2bf(s)cosha(s)

y = 2p(s) sinh 8(s) = 2af (s)sinh a(s)

Ve

s o b? — a? a’ + b?
p=f-(s) > cosh2a + >

vardir. Boylece f(s) = 1 bulunur. a'sabit oldugu i¢in egri 1-tiptir.

(ii) Kabul edelim ki (a>b) ve € = 1 olsun. a>b oldugu i¢in
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\/k2+4/102_b2—a2 k a’ + b?

21 2 21 2

ve
cosh2a = — cosh(Zev —-A(s + m))

olur. Buradan bir celiski elde edilir. O halde ¢>b durumunda N;*(a,b) sonlu tip egri

bulunmamaktadir.

Teorem 4.3.2.1: y(s) = (x(s),y(s), z(s)) egrisi ekseni Oz-eksenine paralel olan silindir

{izerindeki egri olsun. Eger egri 1-tip ise egri N;%(a, b) silindirindedir.

Ispat: Kabul edelim ki (h>a) olsun. Eger egri 1-tip ise (4.3.23) ve (4.3.25) esitlikleri goz

oniinde bulunduruldugunda

c? (a? + b?)c?
=@ T
ve
a=¢eV—A(s+m)

esitliklerini tanimlanabilir. Bu nedenle

" b? — a? a’® + b?
pe = > cosh2a +

a
tanh(e(6 — 6,)) = —Etanh a
vardir ve burada ¢ = —V—A(s + m), 6, = 0ve tanh6 = %tanh a dir.

Lemma (4.3.2.1) den egri N;%(a, b) silindirindedir.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER

R3(—3) Saski uzayinda, dayanak egrisi xOy diizleminde kompakt olan silindirlerde
sonlu tipten egrilerin olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun silindirin N?(a,b) olmasi
gerektigi gosterilmistir. Burada N?(a,b) silindirinin dayanak egrisi elipstir. Ayrica,
N?(a, b) silindir ailesinde slant egrilerin bulunmast igin gerek ve yeter kosulun a = b = ¢
olmasi gerektigi ispatlanmistir. Benzer sonuglar metrigin isareti (—, —, +), (+, +, —) ve (+, —,
+) oldugunda da gosterilmistir. Metrigin isareti (+, —, +) alindiginda ise bazi ilging

farkliliklar gorilmistiir.
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