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ÖZET 

 

ÜÇ BOYUTLU SASAKI UZAYDA SONLU TİPTEN EĞRİLER 

Arzu AKTAŞ 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı Yüksek Lisans Tezi 

Danışman : Yrd. Doç. Dr. Çetin CAMCI 

20/01/2012, 59 

 

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın amacı, 3 – boyutlu Sasaki uzayda silindirdeki 

sonlu tipten eğrileri incelemektir. Birinci bölümde giriş kısmı verilip, konuyla ilgili 

literatür özeti yapılmıştır. İkinci bölümde konuyla ilgili temel tanımlar ve kavramlar 

verilmiştir. Üçüncü bölümde, pozitif tanımlı (işareti (+, +, +) ) olan metrikten elde 

ettiğimiz ve ߶ െkesitesel eğriliği (– 3) olan Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayda ܰଶሺܿሻ ve ܰଶሺܽ, ܾሻ 

silindirlerindeki sonlu tipten eğriler incelenmiştir. Bölüm dörtte ise Թଷ deki metrikler için 

(işareti (–, –, +), (+, +, –) ve (+, –, +) olan) ܰଶሺܿሻ, ܰଶሺܽ, ܾሻ, ଵܰ
ଶሺܿሻ ve ଵܰ

ଶሺܽ, ܾሻ 

silindirlerindeki sonlu tipten eğriler incelenmiştir. Son bölümde ise elde edilen sonuçlar 

tartışılmıştır. 

 

 

 

 

 

 

Anahtar sözcükler: Hemen hemen kontak manifold, kontak manifold, kontak metrik 

manifold, Sasaki manifold. 
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ABSTRACT 

 

FINITE TYPE CURVES IN 3 - DIMENSIONAL SASAKI SPACE 

 

Arzu AKTAŞ 

Çanakkale Onsekiz Mart University 

Graduate School of 

Natural and Applied Science 

Mathematics Division, Master of Science 

Advisor : Assist. Prof. Dr. Çetin CAMCI 

20/01/2012, 59 

 

 The purpose of this study was composed of five parts cylinder, 3 – 

dimensional space, the underlying finite Sasaki investigated types of curves. In the first 

chapter, the introduction has been given and summary of the literature on the subject were 

made. Basic definitions and concepts have been given in the second chapter.  In the third 

chapter, in Թଷሺെ3ሻ Sasaki space which has positive definite metric where signature is 

(+, +, +), and ߶ –sectional curvature is equal to – 3. We have studied finite type curve 

which lies in cylinders ܰଶሺܿሻ and ܰଶሺܽ, ܾሻ. In the fourth chapter, for indefinite metric in 

Թଷ (i.e. signature (-, -, +), (+, +, -) and (+, -, +)) we have studied finite type curve which 

lies in ܰଶሺܿሻ, ܰଶሺܽ, ܾሻ, ଵܰ
ଶሺܿሻ and ଵܰ

ଶሺܽ, ܾሻ. The obtained results are discussed in the last 

chapater.  

 

Keywords: Almost contact manifold, contact manifold, contact metric manifold, Sasaki 

manifold. 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

Baikoussis ve Blair (1991, 1994) Թଶାଵሺെ3ሻ ün integral alt manifoldlar özellikle de 

bir boyutlu integral alt manifold (Legendre eğriler)  çalışmışlardır. Baikoussis ve Blair 

1994 deki çalışmada ܰଶሺܿሻ silindirindeki sabit eğrilikli Legendre eğrisinin 1-tip olduğunu 

gerek ve yeter koşul olarak göstermiştir. Baikoussis ve Blair aynı makalelerinde keyfi 

eğriler için bu problemi açık problem olarak bırakmışlardır. Camcı ve Hacısaligoğlu 

(2010) çalışmasında Baikoussis ve Blair (1991) in "bir ܰଶሺܿሻ silindirindeki bir sonlu tip 

eğri, Թଷሺെ3ሻ deki metrikte sabit eğriliktedir" konjektürünü 

ispatlamışlardır.	Թଷሺെ3ሻ		Sasaki uzayındaki metriğin xOy düzlemine izdüşümü Öklid 

metriğidir. ܰଶሺܿሻ	silindirinin xOy düzlemini ile arakesiti olan eğir çemberdir ve kompaktır. 

Camcı ve Aktaş, Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayında taban eğrisi xOy düzleminde kompakt olan 

silindirdeki sonlu tip eğri çalışmışlardır. 

Bu tez çalışmasında ikinci bölümde temel tanım ve teoremler verilmiştir. Bölüm 3.1 

de Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayında ܰଶሺܿሻ silindirindeki eğriler incelenmiştir. Bu kısımda 

Baikoussis ve Blair (1991, 1994), Camcı ve Hacısaligoğlu (2010)’nun çalışmalarından 

bahsedilmiştir. Bölüm 3.1 de  Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayında dayanak eğrisi elips olan ܰଶሺܽ, ܾሻ 

silindirindeki sonlu tipten eğriler çalışılmıştır. Bölüm 3.3 de ise dayanak eğrisi xOy 

düzleminde kompakt olan silindirdeki sonlu tipten eğrilerin varlığı araştırılmıştır. Burada 

görülmüştür ki sonlu tipten eğrinin silindir üzerinde olması için silindirin ܰଶሺܽ, ܾሻ olması 

gerektiği gerek ve yeter koşul olarak gösterilmiştir. Bölüm dörtte, bölüm üçteki kısım 3.2 

ve 3.3 ün karşılığı işareti (+, +, –), (–, –, +) ve (+, –, +) durumunda irdelenmiştir. Bölüm 

dörtte ise işareti       (–, –, +), (+, +, –), (+, –, +) olan metrikler için bölüm üçte bulunan 

sonuçların karşılıkları incelenmiştir. Özellikle metriğin işareti (+, –, +) durumunda farklı 

sonuçlar ile karşılaşılmıştır. 
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BÖLÜM 2 

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

Tanım 2.1 (Kontak Manifold): Bir 2݊  1 boyutlu ∁∞ differansiyellenebilir M manifoldu 

verilsin.  M manifoldu üzerinde verilen 1 ߟ-formu M nin her noktasında, 

ߟ ∧ ሺ݀ߟሻ ് 0 

oluyorsa, ߟ	ya kontak form, ሺܯ,  ,ሻ ya da kontak manifold denir (Blair, 1976; Camcıߟ

2007). 

 

Tanım 2.2 (Hemen Hemen Kontak Manifold): M bir 2݊  1 boyutlu manifold ve ߶, ,ߦ  ߟ

da M üzerinde sırasıyla (1,1), (1,0), (0,1) tipinde tensör alanları olsun. Eğer ߶, ,ߦ  ,için ߟ

∀ܺ	 ∈ 	߯ሺܯሻ olmak üzere; 

         (i)  ߟሺߦሻ ൌ 1 

         (ii) ߶ଶሺܺሻ ൌ െܺ   ߦሺܺሻߟ

özellikleri sağlanıyorsa ሺ߶, ,ߦ   ሻ üçlüsüne M üzerinde hemen hemen kontak yapı veߟ

ሺܯ, ߶, ,ߦ  .ሻ dörtlüsüne hemen hemen kontak manifold denir (Blair, 1976; Camcı, 2007)ߟ

 

Tanım 2.3 (Hemen Hemen Kontak Metrik Manifold): ሺܯ,߶, ,ߦ ,ሻߟ ሺ2݊  1ሻboyutlu 

hemen hemen kontak manifold olsun ve '݃'  Riemannian metrik iken 

݃ሺߦ, ሻߦ ൌ 1 

olarak tanımlansın. Şayet ∀ܺ, ܻ	 ∈ 	߯ሺܯሻ	için 

݃ሺ߶ሺܺሻ, ߶ሺܻሻሻ ൌ ݃ሺܺ, ܻሻ െ  ሺܻሻߟሺܺሻߟ

koşulu sağlanıyorsa ሺ߶, ,ߦ ,ߟ ݃ሻ yapısına hemen hemen kontak metrik yapı ve 

ሺܯ,߶, ,ߦ ,ߟ ݃ሻ	manifolduna da hemen hemen kontak metrik manifold denir (Blair, 1976; 

Camcı 2007). 
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Tanım 2.4 (Kontak Metrik Manifold):	ܯ, 	ሺ2݊  1ሻ	 boyutlu manifoldu 

	ሺ߶, ,ߦ ,ߟ ݃,  hemen hemen kontak metrik yapısı verilsin. Eğer	ሻߝ

,ሺܺߟ݀ ܻሻ ൌ ݃ሺܺ, ߶ሺܻሻሻ 

oluyorsa ሺܯ,߶, ,ߦ ,ߟ ݃ሻ ye kontak metrik manifold, ሺ߶, ,ߦ ,ߟ ݃ሻ yapısına da M' de kontak 

metrik yapı denir (Blair, 1976; Camcı, 2007). 

 

Tanım 2.5 (İntegral Alt Manifoldu): ሺܰ,  ; kontak manifoldu için	ሻߟ

ܦ ൌ ሼܺ ∈ ߯ሺܰሻ:	ߟሺܺሻ ൌ 0ሽ 

kümesi	߯ሺܰሻ nin 2n-boyutlu kontak dağılımıdır. M- boyutlu M 

manifoldu	ሺܰଶାଵ, ܺ kontak manifoldunun alt manifoldu olmak üzere eğer her	ሻߟ ∈ ߯ሺܯሻ 

için ߟሺܺሻ ൌ 0 oluyorsa M manifolduna ܰଶାଵ kontak manifoldunun integral alt 

manifoldu denir (Baikousiss ve Blair, 1994; Camcı, 2007). 

 

Tanım 2.6:  ߟሺܶሻ ൌ  ise eğriye slant eğri denir.  Kontak uzayda 1- boyutlu integral alt ݐܾݏ

manifoldlara Legendre eğri denir (Baikousiss ve Blair, 1994; Camcı, 2007). Eğrinin 

Legendre olması ߟሺܶሻ ൌ 0 (T eğrinin teğeti) olmasını gerektirir. Dolayısıyla Legendre 

eğriler özel slant eğrilerdir. 

 

Tanım 2.7 (SasakiManifold): 2݊  1- boyutlu M manifoldu	ሺ߶, ,ߦ ,ߟ ݃,  ሻ normal kontakߝ

metrik yapısıyla verilsin. Bu durumda M manifolduna Sasaki manifold ve ሺ߶, ,ߦ ,ߟ ݃,  ሻߝ

yapısına da Sasaki yapı denir (Blair, 1976; Camcı, 2007). 

 

Aşağıdaki teorem Sasaki manifoldlar için karakteristik teoremdir. 
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Teorem  2.1: ሺܯ, ߶, ,ߦ ,ߟ ݃ሻ hemen hemen kontak manifoldu Sasaki manifoldtur ancak ve 

ancak her ܺ, ܻ ∈ ߯ሺܯሻ için; 

ሺ߶ሻܻ ൌ ݃ሺܺ, ܻሻߦ െ  ሺܻሻܺߟ	

dir (Blair, 1976). 

 

Örnek: Թଷde (x, y, z) koordinat sistemiyle verilsin. Burada 

݃ ≔
1
4
ሺ݀ݔଶ  ଶሻݕ݀  ߟ ⊗ 	ߟ

veya matris formunda aşağıdaki şekildedir. 

݃ ≔
1
4

1  ଶݕ 0 െݕ
0 1 0
െݕ 0 1

 

߶ ≔ 
0 1 0
െ1 0 0
0 ݕ 0

൩ 

ߦ ≔ 2
߲
ݖ߲

 

ߟ ≔
1
2
ሺ݀ݖ െ  ሻݔ݀ݕ

olarak verildiğinde, bu uzay ߶-kesitsel eğriliği (-3) olan bir Sasaki uzaydır.  Bu nedenle bu 

uzaya Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayı denir. Bu uzayda ቄ డ
డ௫
, డ

డ௬	
, డ

డ௭
ቅ	kümesi bir tabandır fakat bir 

ortonormal bir taban değildir. Bu uzayın ortonormal tabanı, 

 ݁ଵ ൌ ݁ ൌ 2 డ

డ௬	
, ݁ଶ ൌ ߶݁ ൌ 2 ቀ డ

డ௫	
 ݕ డ

డ௭
ቁ , ݁ଷ ൌ ߦ ൌ 2 డ

డ௭	
  

şeklinde tanımlanan ሼ݁ଵ, ݁ଶ, ݁ଷሽ kümesidir (Baikousiss ve Blair, 1991, 1994). 
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Tanım 2.8 (Sonlu Tipte Alt Manifold): M manifoldu kompakt ∁∞ Riemanian manifold 

olsun. M deki smooth(düzgün) fonksiyonların kümesi ∁∞ሺܯሻ olsun.∁∞ሺܯሻ üzerinde eliptik 

self-adjoint diferansiyel operatör olan Δ Laplace operatörünün karakteristik değerlerinin 

kümesi  

ሻܯሺܿ݁ݏ ൌ ሼ0 ൌ ߣ ൏ ଵߣ ൏ ⋯ ൏ ߣ ൏ ⋯ ↑ 	∞ሽ 

olsun. Δ Laplace operatörünün k -inci karakteristik değeri olan ߣ ya karşılık gelen 

karakteristik uzay 

ܸ ൌ ሼ݂	 ∈ 	 ∁∞ሺܯሻ ∶ ݂	߂	 ൌ 	  ݂ሽ	ߣ

olur. Burada ܸ sonlu boyutludur.  ܸ݀ hacim elementi olmak üzere ∁∞ሺܯሻ de iç çarpımı  

ሺ݂, ݃ሻ ൌ න ݂ܸ݃݀
ெ

 

olarak tanımlayabiliriz. Böylece ∀	݂	 ∈ ∁∞ሺܯሻ için bu fonksiyonun spektral ayrışımı  

݂ ൌ 	 ௧݂,						∆ ௧݂ ൌ 	 ௧ߣ ௧݂

௧ஹ

 

olarak düşünebiliriz. Bunu bir izometrik immersiyon uygularsak  

ݔ ∶ 	ܯ ⟶  ܧ

bir izometrik immersiyon olsun. Burada ݔ in koordinat fonksiyonları ܣ ൌ 1,… ,݉ için 	ݔ 

ise ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,   ሻ olarak yazabiliriz. Buradaݔ

ݔ  െ ሺݔሻ ൌ ∑ ሺݔሻ௧
ಲ
௧ୀಲ

        (2.1) 

olmak üzere  ൌ ሼ݂݅݊ݐ ∶ ሺݔሻ௧ ് 0ሽ ve ݍ ൌ ሼݐݑݏ ∶ ሺݔሻ௧ ് 0ሽ olarak tanımlanıyor. 

Eğer  ൌ inf	ሼሽ, ݍ ൌ sup	ሼݍሽ, ݔ sabit bir vektör ve 

	

௧ݔ ∶ 	ܯ ⟶  ܧ
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dönüşümleri de sabit olmayan smooth (düzgün) dönüşümler iken (2.1) denkleminin 

spektral ayrışımı  

ݔ  െ ݔ ൌ ∑ ሺݔሻ௧

௧ୀ , ௧ݔ∆ ൌ  ௧       (2.2)ݔ௧ߣ

olur. Burada ݍ sonlu ise ܧ de M ye sonlu tipte alt manifold denir. (2.2) denklemindeki 

spektral ayrışımda ݔ௧ lerden ݇ tane varsa ܧ de M ye ݇-tipte alt manifold denir (Chen, 

1984). 

 

Tanım 2.9: Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayında silindir, 

ܰଶሺܿሻ ൌ ሼ࢞ ∈ Թଷሺെ3ሻ: ݃ሺݔ െ ,ݔ ݔ െ ሻݔ െ ݔሺߟ െ ሻݔ ൌ  ଶሽݎ

veya 

ܰଶሺܿሻ ൌ ሼ࢞ ൌ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷሺെ3ሻ: ሺݔ െ ሻଶݔ  ሺݕ െ ሻଶݕ ൌ ሺ2ݎሻଶሽ 

şeklinde tanımlanır (Baikousis ve Blair, 1994). 

 

Tanım 2.10:	Թଷሺെ3ሻ Sasaki uzayında	 ଵܰ
ଶሺܿሻ silindiri, 

ଵܰ
ଶሺܿሻ ൌ ሼ࢞ ൌ ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ Թଷሺെ3ሻ: ܽଶሺݔ െ ሻଶݔ െ ܾଶሺݕ െ ሻଶݕ ൌ 4ܽଶܾଶሽ 

şeklinde tanımlanır. 

 

Tanım 2.11: Թଷሺെ3ሻ de regüler eğrisi 	ሺܫ,   ሻ koordinat komşuluğu ile verilsin. Buradaߛ

߶ଶሺߛ െ ሻߛ ൌ ߶ଶߛଵ  ⋯ ߶ଶߛ 

olmak üzere 

Δ݃൫ߛ, ݁൯ ൌ ,ߛ݃൫ߣ ݁൯,													݅ ൌ 1,… , ݆	݁ݒ				݇ ൌ 1,2 

koşulu sağlanıyorsa ߛ eğrisine k-tipli eğri denir (Baikousiss ve Blair, 1991, 1994). 
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Baikoussis ve Blair Legendre eğrileri için,  

“Legendre eğri sonlu tip bir eğridir ancak ve ancak eğri sabit eğriliklidir ” 

(Baikoussis ve Blair, 1994)  teoremini ispatlayıp  “Bir ࡺሺࢉሻ silindirindeki bir sonlu tip 

eğri,  Թሺെሻ deki metrikte sabit eğriliktedir ” (Baikoussis ve Blair, 1994)  problemini 

de açık problem olarak vermişlerdir. Baikoussis ve Blair (1994), ܰଶሺܿሻ silindirindeki 

Legendre eğrinin 1 - tip olması için eğriliğin sabit olması gerektiğini gerek ve yeter koşul 

olarak vermiştir. Fakat bu teoremin herhangi eğri için doğru olabileceğini açık problem 

olarak bırakmışlardır. Camcı doktora tezinde (2007) bu teoremin herhangi eğri için doğru 

olduğunu ispatlamışlardır. 

 

Tanım 2.12: ݃|ௐ negatif tanımlı olmak üzere V’nin en geniş W alt uzayının boyutuna V 

üzerinde ݃’nin ‘’indeksi ‘’denir ve  ݅݊݀	ܸ ൌ  . ile gösterilir (Duggal ve Bejancu, 1996) ݍ

Örnek:	Թ’ de ݔ ൌ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,ሻݔ ݕ ൌ ሺݕଵ, ,ଶݕ … ,  ሻ olmak üzereݕ

݃ሺݔ, ሻݕ ൌ െݔଵݕଵ െ ଶݕଶݔ െ ⋯െ ݕݔ  ାଵݕାଵݔ  ⋯  ݕݔ

ൌ െݔݕ



ୀଵ

  ݕݔ



ୀାଵ

 

ve ܹ ൌ ቄሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,ݔ 0, … ,0ሻቚݔ ∈ Թ, ݅ ∈ ሼ1,2, … , ሽቅݍ ⊂ Թ olsun.  

Bu durumda ̅ݔ ൌ ሺݔଵ,തതതത ଶ,തതതതݔ …ଷ,തതതതݔ , ,തതതതݔ 0,0,… ,0ሻ, ݕത ൌ ሺݕଵ,തതതത ଶ,തതതതݕ …ଷ,തതതതݕ , ,തതതതݕ 0,0, … ,0ሻ olmak üzere 

݃̅ ൌ ݃|ௐ:ܹ ൈܹ → Թ 

ሺݔ,ഥ തሻݕ → ݃̅ሺݔ,ഥ തሻݕ ൌ ݃ሺݔ,ഥ  .തሻݕ

݃̅ሺݔ,ഥ ሻݔ̅ ൌ െݔଵതതത
ଶ െ ଶതതതݔ

ଶ െ ⋯െ തതതݔ
ଶ ൏ 0 

olup ݃̅ negatif tanımlıdır. Boyutu daha geniş olanV nin bir ܹ alt uzayı yoktur. O halde   

݅݊݀	Թ ൌ ,dur. Burada  ሺԹ ݍ ݃ሻ ൌ Թ
 .ile gösterilir (Duggal  ve Bejancu,1996) 

 



 BÖLÜM – 3 SİLİNDİRDEKİ SONLU TİP EĞRİLER                            Arzu AKTAŞ 

8 

 

BÖLÜM 3 

SİLİNDİRDEKİ SONLU TİP EĞRİLER 

3.1. Թሺെሻ ün ࡺሺ࢘ሻ Silindirindeki Sonlu Tip Eğriler 

,ܫሺ	,ߛ   .ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğri için yay parametresi olsunߛ

Eğri  ܰଶሺݎሻ de şöyle tanımlansın. 

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻݏሺݖ

Bu durumda; 

ሺݔ െ ሻଶݔ  ሺݕ െ ሻଶݕ ൌ  ଶݎ4

vardır. Bu nedenle; ݔሺݏሻ ൌ ݎ2 cos ሻݏሺߠ  ሻݏሺݕ			,ݔ ൌ ݎ2 sin ሻݏሺߠ   . yazılabilirݕ

Buradan; 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ݎ cos ,	ሻݏሺߠ ݎ2 sin ሻݏሺߠ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ  െ ߛ ൌ ݎ sin ݁ߠ  ݎ cos ݁߶ߠ   (3.1.1)       ߦߪ

yazılabilir ki burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  .ሻ dırݖ

 

Lemma 3.1.1:  ߛ, ܰଶሺݎሻ silindirindeki eğri olsun. 

Eğri 1-tiptir ancak ve ancak	ߠᇱ sabittir (Camcı, 2007; Camcı ve Hacısalihoğlu, 2010). 

İspat: Kabul edelim ki eğri 1-tip olsun. Eğri 1-tip ise spektral ayrışımdan 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ, ݅ ൌ 1, 2 

yazılabilir. İyi bilinir ki eğrinin Laplace; 

 Δ݂ ൌ െ ଵܺ ଵ݂ܺ ൌ െ݂ᇱᇱ          (3.1.2) 
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dır. Burada ଵܺ ൌ  ;ᇱ eğrinin tek tanjant vektörüdür. (3.1.1) ve (3.1.2) eşitliklerindenߛ

െߠݎᇱᇱܿߠݏ  ᇱሻଶߠሺݎ sin ߠ ൌ ݎߣ	 sin  ߠ

ve 

ᇱᇱߠݎ sin ߠ  ᇱሻଶߠሺݎ cos ߠ ൌ ݎߣ		 cos  ߠ

elde edilir. Yukarıdaki bu iki denklem birlikte çözüldüğünde ߠᇱ = sbt elde edilir. 

Tersine  ߠᇱ ൌ ܿ yani sabit olsun. Bu durumda ߠሺݏሻ ൌ ݏܿ  ܿଵyazılabilir. (3.1.1) 

eşitliğinden; 

݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ݎ sin ߛve ݃ሺ 	ߠ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ݎ cos  ߠ

elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) eşitliklerinden de; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

∆݃ሺߛ െ ,	ߛ ߶݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ 

elde edilir. Buradan da eğrinin 1-tip olduğunu görürüz. 

 

Teorem 3.1.1: ߛ, ܰଶሺݎሻ silindirindeki ve ሺܫ,  ሻ birim koordinat komşuluğu verilen birߛ

eğri olsun. Eğer eğri 1- tip ise eğri bir sabit eğriliğe sahiptir (Camcı, 2007; Camcı ve 

Hacısalihoğlu, 2010). 

 

İspat:	

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ݎ cos ,	ሻݏሺߠ ݎ2 sin ሻݏሺߠ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

eşitliğinde ߛ boyunca türev alırsak; 

ݐ ൌ ሻݏᇱሺߛ ൌ ൫െ2ݎ θᇱሺsሻ sin θሺݏሻ	, θᇱሺsሻݎ2 cos θሺsሻ ,  ሻ൯ݏᇱሺݖ
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burada ݔᇱ ൌ െ2ݎ θᇱ sin θ 	, ᇱݕ	 ൌ θᇱݎ2	 cos θ dır. Dahası;  

߲
	ݔ߲

ൌ
1
2
ሺ߶݁ െ 			,ሻߦݕ

߲
	ݕ߲

ൌ
݁
2
,			

߲
	ݖ߲

ൌ 	
ߦ
2

 

 olduğundan dolayı; 

ݐ ൌ 	െ2ݎ θᇱሺsሻ sin θሺݏሻ
߲
	ݔ߲

 θᇱሺsሻݎ2	 cos θሺsሻ
߲
	ݕ߲

 ሻݏᇱሺݖ
߲
	ݖ߲

 

	ݐ ൌ ᇱߠݎ cos ߠ ݁ െ ᇱߠݎ sin ߠ ߶݁  ሺߠݎᇱ sin ߠ ݕ 
ᇱݖ

2
ሻߦ 

ݐ	  ൌ 	 ଵ
ଶ
ሺݕᇱ݁	  ᇱ߶݁ሻݔ   (3.1.3)         ߦߪ	

ve 

 1 ൌ ᇱሻଶߠଶሺݎ 	ߪଶ          (3.1.4) 

elde edilir. Buradan; 

୲t  ൌ ቀଵ
ଶ
yᇱᇱ  	σxᇱቁ e  ቀଵ

ଶ
xᇱᇱ െ 	σyᇱቁϕe 	σᇱξ     (3.1.5) 

elde edilir. Burada ߢ ൌ	∥ 	 	୲t ∥ olduğundan 

ଶߢ ൌ ൬
1
2
yᇱᇱ  	σxᇱ൰

ଶ

 ൬
1
2
xᇱᇱ െ 	σyᇱ൰

ଶ

	ሺσᇱሻଶ 

ve 

ଶߢ ൌ ଵ

ସ
ሺሺxᇱᇱሻଶ  ሺyᇱᇱሻଶ	ሻ 	 		σሺyᇱᇱxᇱ െ xᇱᇱyᇱሻ  σଶሺሺxᇱሻଶ 	ሺyᇱሻଶሻ  ሺσᇱሻଶ  (3.1.6) 

elde edilir. Ayrıca  

ᇱݔ  ൌ െ2ߠݎᇱ	 sin ᇱᇱݔ									,ߠ ൌ െ2ߠݎᇱᇱ	 sin ߠ െ ᇱሻଶߠሺݎ2	 cos  (3.1.7)   ߠ

ve 

ᇱݕ  ൌ 	ᇱߠݎ2 cos ᇱᇱݕ								,ߠ ൌ ᇱᇱߠݎ2 cos ߠ െ ᇱሻଶߠሺݎ2	 sin  (3.1.8)    ߠ
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dır. (3.1.6), (3.1.7) ve (3.1.8) eşitliklerinden; 

ଶߢ ൌ ᇱሻସߠଶሺݎ  ᇱሻଷඥ1ߠଶሺݎ4	 െ ᇱሻଶߠଶሺݎ  ᇱሻଶሺ1ߠଶሺݎ4	 െ ᇱሻଶሻߠଶሺݎ 	
ᇱᇱሻଶߠᇱሻଶሺߠସሺݎ

1 െ ᇱሻଶߠଶሺݎ
 

Kabul edelim ki eğri 1-tip olsun.  Lemma 3.1.1 den biliyoruz ki eğri 1-tip ise ߠᇱ sabittir.  

 .da sabit olur. O halde eğrinin eğriliği sabittir ߢ ᇱsabit olduğundanߠ

 

Not 3.1.1: Yukarıdaki teoremde eğrinin 1-tip olması durumunda eğrinin eğriliğinin sabit 

olduğu ispatlandı. Fakat bu teoremin tersi doğru değildir. Yani eğrinin eğriliği sabit iken ߠᇱ 

sabit olmayabiliyor (Camcı, 2007; Camcı ve Hacısalihoğlu, 2010). Eğer ܨ fonksiyonunu 

ቀ0,			 ଵ

ቁ açık aralığından ቀ0,			 ଵ


ቁ açık aralığına  

ሻݕሺܨ ൌ න
ݑݎ ݑ݀

√1 െ ଶටమݑଶݎ

మ
 ሺ4ݎଶ െ 1ሻݑସ െ ଷ√1ݑ4 െ ଶݑଶݎ െ ଶݑ4

௬

௬బ

 

olarak tanımlayacak olursak  

	

ሻݕᇱሺܨ ൌ
ݕݎ

ඥ1 െ ଶටమݕଶݎ

మ
 ሺ4ݎଶ െ 1ሻݕସ െ ଷඥ1ݕ4 െ ଶݕଶݎ െ ଶݕ4

 

olur. Burada k bir sabit ve ݕ, ݕ ∈ ቀ0,			
ଵ


ቁ dır. ܨᇱሺݕሻ  0 olduğundan ܨ fonksiyonun tersi 

vardır. ߠሺݏሻ aşağıdaki gibi tanımlansın. 

ሻݏሺߠ ൌ න ଵሺ݄ሻ݄݀ିܨ
௦

௦బ

 

Bu durumda ߢ, k ya eşit olur. Bu da ߠᇱ sabit olmadığından eğrinin 1-tip olmadığını gösterir 

(Camcı, 2007; Camcı ve Hacısalihoğlu, 2010). 
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Sonuç 3.1.1: ߛ, Թଷሺെ3ሻ deki  ܰଶሺݎሻ silindirindeki bir eğri olsun. (3.1.4) denkleminden; 

eğrinin slant eğri olması için ሺߠᇱሻ nün sabit olması gerek ve yeter koşul olduğu kolayca 

görülür (Camcı, 2007; Camcı ve Hacısalihoğlu, 2010). 

 

Teorem 3.1.2: ߛ, Թଷሺെ3ሻ deki  ܰଶሺݎሻ silindirindeki bir eğri olsun.  

Eğri sonlu tiptir ancak ve ancak eğri 1-tiptir (Camcı, 2007; Camcı ve Hacısalihoğlu, 2010). 

 

İspat: 	ߛ,	ሺܫ,  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğri için yay parametresiߛ

olsun. Eğer eğri k-tip ise, 

߶ଶሺߛ െ ሻߛ ൌ ߶ଶߛଵ  ߶ଶߛଶ  ⋯ ߶ଶߛ 

ve 

∆݃൫ߛ, ݁൯ ൌ 	 ,ߛ݃൫ߣ ݁൯ 

dır. Burada ݅ ൌ 1, 2, … , ݆		݁ݒ			݇ ൌ 1, 2 dır. Yukarıdaki denklem ve (3.1.2) denkleminden, 

݂ᇱᇱ  ݂ߣ ൌ 0 

elde edilir. Burada ݂ ൌ ݃൫ߛ, ݁൯ dır. Yukarıda elde edilen eşitlik integre edilirse 

ሻݏሺߛ ൌ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻ݁ݏ 		൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ 	݁߶ሻሻݏ

  ߦߤ	

Bu durumda; 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀ     (3.1.9) 

ve 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀ     (3.1.10) 

elde edilir. (3.1.1), (3.1.9) ve (3.1.10) denklemlerinden, 
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൭൫ܣଵ cosሺඥߣ ሻݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻ൯ݏ



ୀ

൱



 ൭൫ܤଵ cosሺඥߣ ሻݏ  ଶܤ sinሺඥߣ ሻ൯ݏ



ୀ

൱



ൌ  ଶݎ

elde edilir. Eğer yukarıdaki eşitliğin türevini alırsak, 

൬ඥߣሺܣଵܣଶ  ଶሻܤଵܤ cos൫2ඥߣݏ൯ 	
1
2
ሺܣଶଶ  ଶଶܤ െ ଶଵܣ െ ଶଵሻܤ sin൫2ඥߣݏ൯൰



ୀଵ

 

൭ቆെටߣ൫ܣଵܣଵ  ଵ൯ܤଵܤ 	ඥߣ൫ܣଶܣଶ  ଶ൯ቇܤଶܤ sin൫ඥߣݏ൯ cos ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

൭ቆටߣ൫ܣଵܣଶ  ଶ൯ቇܤଵܤ cos൫ඥߣݏ൯ cos ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

െ 

൭ቆටߣ൫ܣଶܣଵ  ଵ൯ቇܤଶܤ sin൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

ൌ 0 

elde edilir. Burada  

cos൫2ඥߣݏ൯, 	sin൫2ඥߣݏ൯, sin൫ඥߣݏ൯ cos൫ඥߣ	ݏ൯, cos൫ඥߣݏ൯ cos൫ඥߣ	ݏ൯, 

sin൫ඥߣݏ൯ sin൫ඥߣݏ൯ fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan; 

ଶଶܣ   ଶଶܤ ൌ ଶଵܣ   ଶଵ ,          (3.1.11)ܤ

ଶܣଵܣ   ଶܤଵܤ ൌ 0,           (3.1.12) 

 ඥߣ൫ܣଵܣଵ  ଵ൯ܤଵܤ ൌ 	ඥߣ൫ܣଶܣଶ   ଶ൯,      (3.1.13)ܤଶܤ

ଶܣଵܣ   ଶܤଵܤ ൌ 0,          (3.1.14) 

dır. Burada ݅, ݆ ൌ 1, 2, … , ݇	 ve ݅ ് ݆ dir. Kabul edelim ki ܣଵ ് 0 olsun ve (3.1.12) 

denklemini kullanarak, 

ଶܣ  ൌ െభమ
భ

           (3.1.15) 
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(3.1.11) ve (3.1.15) denklemlerinden, 

మమ
మభ

ଶଵܣ)  ଶଵܣ =(ଶଵܤ   ଶଵܤ

ve 

|ଶܤ| ൌ ,|ଵܣ| |ଵܤ| ൌ  |ଶܣ|

elde edilir. Genelliği bozmaksızın; 

ଶܤ  ൌ ଵܤ					,ଵܣ ൌ െܣଶ         (3.1.16) 

olduğunu kabul edelim. (3.1.13) ve (3.1.16) denklemlerinden, 

൬ටߣ െ ඥߣ൰ ൫ܣଵܣଵ  ଶ൯ܣଶܣ ൌ 0 

elde edilir. ݅ ് ݆	iken ඥߣ ് ඥߣ olduğundan, 

ଵܣଵܣ   ଶܣଶܣ ൌ 0          (3.1.17) 

elde edilir. (3.1.14) ve (3.1.16) denklemlerinden, 

ଶܣଵܣ  െ ଵܣଶܣ ൌ 0          (3.1.18) 

olur. ܣଵ ് 0 olduğundan (3.1.17) ve (3.1.18) denklemlerinden 

ଶଵܣ   ଶଶܣ ൌ 0           (3.1.19) 

elde edilir. Buradan; ܣଵ ൌ ଶܣ ൌ 0,			݆ ൌ 1, 2, … , ݇ için olur ki bu da bir çelişkidir.  

Dolayısıyla eğri 1-tiptir. 

 

Teorem 3.1.3:  ߛ, Թଷሺെ3ሻ deki  ܰଶሺݎሻ silindirindeki bir eğri olsun.  

Eğri silindirde geodeziktir (minimal) ancak ve ancak ߠᇱsabittir (Camcı ve Hacısalihoğlu 

2010). 
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Sonuç 3.1.2: ߛ, Թଷሺെ3ሻ deki  ܰଶሺݎሻ silindirindeki bir eğri olsun. Teorem 3.1.1, Sonuç 

3.1.1 ve Teorem 3.1.3 ün sonucu olarak aşağıdaki önermeler denktir (Camcı ve 

Hacısalihoğlu 2010). 

(i)Eğri sonlu tiptir. 

(ii) Eğri 1-tiptir. 

(iii)Eğri slant eğridir. 

(iv)ߠᇱ sabittir. 

(v)Eğri silindirde minimaldir (geodeziktir). 

 

,ࢇሺࡺ .3.2  ሻ Silindirindeki Sonlu Tip Eğri࢈

,ܫሺ	,ߛ  	 .ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğri için yay parametresi olsunߛ

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ birim hızlı eğrisi  ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirinde bir eğri ise 

ܽଶሺݔ െ ሻଶݔ  ܾଶሺݕ െ ሻଶݕ ൌ 4ܽଶܾଶ 

dir. Böylece  

ሻݏሺݔ ൌ 2ܽ cos ሻݏሺߙ  ሻݏሺݕ			,ݔ ൌ 2ܾ sin ሻݏሺߙ   ݕ

yazabiliriz. Buradan; 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ܽ cos ,	ሻݏሺߙ 2ܾ sin ሻݏሺߙ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ  െ ߛ ൌ ܾ sin ݁ߙ  ܽ cos ݁߶ߙ   (3.2.1)       ߦߪ

elde edilir. Burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  .ሻ dırݖ

 



BÖLÜM – 3 SİLİNDİRDEKİ SONLU TİP EĞRİLER                              Arzu AKTAŞ 

16 

 

Lemma 3.2.1:  ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ birim hızlı eğrisi ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirindeki eğri 

olsun. Eğri 1- tiptir ancak ve ancak		ߙᇱ sabittir (Camcı ve Aktaş). 

İspat:  Eğri 1-tip olsun. Eğri 1-tip ise; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ, 

vardır ve burada ܣ ൌ 1, 2 dir.  İyi bilinir ki eğrinin Laplace; 

 Δ݂ ൌ െܺܺሺ݂ሻ ൌ െ݂ᇱᇱ          (3.2.2) 

dir. Burada ଵܺ ൌ  ;ᇱdır. (3.2.1) ve (3.2.2) eşitliklerindenߛ

ܣ ൌ 1	ise	∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ olur. Buradan; 

 െߙᇱᇱܿߙݏ  ሺߙᇱሻଶ sin ߙ ൌ ߣ	 sin  (3.2.3)        ߙ

elde edilir. 

ܣ ൌ 2	ise	∆݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ߶݁ሻ olur. Buradan; 

ߙ݊݅ݏᇱᇱߙ   ሺߙᇱሻଶ cos ߙ ൌ ߣ	 cos  (3.2.4)        ߙ

elde edilir. (3.2.3) ve (3.2.4) denklemlerinden; ሺߙᇱሻଶ ൌ  ᇱ nün sabitߙ elde edilir. Bu da ߣ

olduğunu gösterir. Tersine kabul edelim ki ߙᇱ ൌ ܿ	yani sabit olsun. Bu durumda; 

ሻݏሺߙ ൌ ݏܿ  ܿ 

yazılabilir. (3.2.1) eşitliğinden; 

݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ܾ sin ߛve  ݃ሺ 	ߙ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ܽ cos  ߙ

elde edilir. (3.2.1) ve (3.2.2) eşitliklerinden de; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

∆݃ሺߛ െ ,	ߛ ߶݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ 

elde edilir. Böylece eğrinin 1-tip olduğunu görülür. 
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Teorem 3.2.1:  ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ eğrisi ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirindeki eğri olsun. Bu 

durumda eğri sonlu tiptir ancak ve ancak eğri 1-tiptir (Camcı ve Aktaş). 

İspat: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri k-tip ise, 

 ߶ଶሺߛ െ ሻߛ ൌ ߶ଶߛଵ  ߶ଶߛଶ  ⋯ ߶ଶߛ      (3.2.5) 

ve 

∆݃ሺߛ, ݁ሻ ൌ 	 ,ߛ݃ሺߣ ݁ሻ 

dır. Burada ݅ ൌ 1, 2, … , ݇		݁ݒ			݊ ൌ 1, 2dır. Yukarıdaki denklem ve (3.2.2) denkleminden, 

݂
ᇱᇱ  ߣ ݂ ൌ 0 

elde edilir. Burada ݂ ൌ ݃ሺߛ, ݁ሻ dır. Yukarıda elde edilen eşitlik integre edilirse 

ሻݏሺߛ ൌ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻ݁ݏ 		൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ 	݁߶ሻሻݏ 

 (3.2.6)             ߦߪ															

Bu durumda  (3.2.5)  denkleminden; 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀ     (3.2.7) 

ve 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀ     (3.2.8) 

elde edilir. (3.2.1), (3.2.7) ve (3.2.8) denklemlerinden, 

 ܽଶ൫∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ሻݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻ൯ݏ

ୀଵ ൯

ଶ
 ܾଶ൫∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ሻݏ 


ୀଵ

 ሻ2ൌ4ܽ2ܾ2          (3.2.9)ݏ݅ߣ2sinሺ݅ܤ

elde edilir. Eğer yukarıdaki eşitliğin türevini alırsak, 

൫ඥߣሺܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶሻ cos൫2ඥߣݏ൯൯



ୀଵ
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1
2
ሺܽଶܣଶଶ  ܾଶܤଶଶ െ ܽଶܣଶଵ െ ܾଶܤଶଵሻ sin൫2ඥߣݏ൯



ୀଵ

 

൭ቆെටߣ൫ܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯ቇ cos൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

ቀඥߣ൫ܽଶܣଶܣଶ  ܾଶܤଶܤଶ൯ቁ



ஷ

cos൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰ 

൭ቆටߣ൫ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ൯ቇ cos൫ඥߣݏ൯ cos ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

൭ቆെටߣ൫ܽଶܣଶܣଵ  ܾଶܤଶܤଵ൯ቇ sin൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

ൌ 0 

elde ederiz. Burada 

cos൫2ඥߣݏ൯ , sin൫2ඥߣݏ൯ , cos൫ඥߣݏ൯ csin ൬ටߣݏ൰ , cos൫ඥߣݏ൯ cos ൬ටߣݏ൰, 

sin൫ඥߣݏ൯ sin൫ඥߣݏ൯ fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan; 

 ܽଶܣଶଶ  ܾଶܤଶଶ ൌ ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ   ,       (3.2.10) 

 ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0         (3.2.11) 

 ඥߣ൫ܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯ ൌ 	ඥߣ൫ܽଶܣଶܣଶ  ܾଶܤଶܤଶ൯,   (3.2.12) 

 ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0,         (3.2.13) 

dır. Burada ݅, ݆ ൌ 1, 2, … , ݊	 ve ݅ ് ݆ dir. Kabul edelim ki ܣଵ ് 0 olsun ve (3.2.11) 

denklemini kullanarak, 

ଶܣ  ൌ
భమ࢈

భ
           (3.2.14) 

(3.2.10) ve (3.2.14) denklemlerinden, 
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మమ
మభ

(ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ)= ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ 

ve 

|ଶܤܾ| ൌ ,|ଵܣܽ| |ଵܤ| ൌ  |ଶܣܽ|

elde edilir. Genelliği bozmaksızın; 

ଶܤܾ  ൌ ଵܤܾ					,ଵܣܽ ൌ െܽܣଶ        (3.2.15) 

olduğunu kabul edelim. (3.2.12) ve (3.2.15) denklemlerinden, 

2ܽଶ ൬ටߣ െ ඥߣ൰ ൫ܣଵܣଵ  ଶ൯ܣଶܣ ൌ 0 

elde edilir. ݅ ് ݆	iken  ඥߣ ് ඥߣ olduğundan, 

ଵܣଵܣ   ଶܣଶܣ ൌ 0          (3.2.16) 

elde edilir. (3.2.13) ve (3.2.15) denklemlerinden, 

ଶܣଵܣ  െ ଵܣଶܣ ൌ 0          (3.2.17) 

olur. ܣଵ ് 0	olduğundan ( 3.2.16) ve (3.2.17) denklemlerinden 

ଶଵܣ   ଶଶܣ ൌ 0           (3.2.18) 

elde edilir. Buradan; ܣଵ ൌ ଶܣ ൌ 0,			݆ ൌ 1, 2, … , ݊ için olur ki bu da bir çelişkidir. 

Dolayısıyla eğri 1-tiptir. 

 

Teorem 3.2.2: Eğer ܽ ് ܾ ise ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri bulunmamaktadır 

(Camcı ve Aktaş). 
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İspat: 	ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri sonlu tip ise Lemma 3.2.1 den ߙᇱ ൌ ܿ dir. Eğer ߛ 

boyunca türev alırsak; 

ݐ ൌ ሻݏᇱሺߛ ൌ ൫െ2ܽ ᇱሺsሻߙ sin ,	ሻݏሺߙ ᇱሺsሻߙ2ܾ cos ሺsሻߙ ,  ሻ൯ݏᇱሺݖ

elde edilir. Burada ݔᇱ ൌ െ2ܽ ᇱߙ sin ߙ 	, ᇱݕ	 ൌ ᇱߙ2ܾ	 cos  ;dır. Dahası ߙ

  
డ

డ௫	
ൌ ଵ

ଶ
ሺ߶݁ െ 			,ሻߦݕ డ

డ௬	
ൌ 

ଶ
,			 డ

డ௭	
ൌ 	 క

ଶ
   

olduğundan dolayı; 

ݐ ൌ ᇱߛ ൌ 	
1
2
ሺݕᇱ݁	  ᇱ߶݁ሻݔ   						ߦߪ	

olur. ߛሺݏሻ ൌ ൫ݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ݐ birim hızlı    eğrisi için ݃ሺ	ሻ൯ݏሺݖ ሻݐ ൌ 1 olur. 

݃ሺݐ, ሻݐ ൌ 1 ൌ
1
4
ሺሺݕᇱሻଶሺݔᇱሻଶሻ 	ߪ	ଶ 

olur. Yukarıda ki denklemde  ݔᇱ ve 	ݕᇱ değerleri yerine yazılıp düzenlendiğinde 

1 ൌ ܿଶሺܾଶ cosଶ ߙ  ܽଶ sinଶ ሻߙ   ଶ	ߪ

olur. Böylece 

1 െ ଶ	ߪ

ܿଶ
െ
ܽଶ  ܾଶ

2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cos  ߙ2

elde edilir. Bu durumda ߪ ൌ  ancak ve ancak a=b olduğu durumda sabittir. O halde ݐܾݏ	ܿ

ܽ ് ܾ ise ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri bulunmamaktadır. 

 

3.3. Dayanak Eğrisi xOy Düzleminde Kompakt Olan Silindirdeki Sonlu Tip 

Eğriler 

ሻݏሺߛ  ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Bu eğri dayanak eğrisi xOy düzleminde kompakt olan 
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silindirdeki eğridir. Eğer eğri kutupsal koordinatlarla yazılırsa aşağıdaki eşitlikler elde 

edilir. 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ   ݔ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ   ݕ

Böylece eğri 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ߩሺݏሻ cos ,	ሻݏሺߠ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሻݏሺߩ sin ሻݏሺߠ ݁  ሻݏሺߩ cos ݁߶ሻݏሺߠ ߦߪ 

şeklinde yazılabilir.  Burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  ;ሻ dir. Eğer eğri 1-tip iseݖ

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻ cos ߠ  ሺߩᇱᇱ െ ᇱሻଶߠሺߩ  ሻߩߣ sin ߠ ൌ 0 

െሺߩᇱᇱ െ ᇱሻଶߠሺߩ  ሻcosߩߣ ߠ  ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻsin ߠ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki bu iki denklem çözüldüğünde; 

ᇱᇱߩ  െ ᇱሻଶߠሺߩ  ߩߣ ൌ 0          (3.3.1) 

ᇱߠᇱߩ   ሺߠߩᇱሻᇱ ൌ 0          (3.3.2) 

elde edilir. (3.3.2) eşitliğinden; 

2
ᇱߩ

ߩ
	
ᇱᇱߠ

ᇱߠ
ൌ 0 

elde edilir. Elde edilen bu eşitliği integre edersek; 

ᇱߠଶߩ  ൌ ܿ            (3.3.3) 

elde edilir. (3.3.1) ve (3.3.3) eşitliklerinden; 
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ᇱᇱߩ െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Eğer ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
 ise ߩᇱᇱ ൌ ݕ ௗ௬

ௗఘ
 olur. Bu ifadeyi yukarıdaki eşitlikte yerine yazarsak 

ݕ
ݕ݀
ߩ݀

െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

ve 

ݕ݀ݕ െ ቆ
ܿଶ

ଷߩ
െ ߩቇ݀ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki denklemi integre edersek 

ଶߩଶݕ ൌ ଶߩ݇ െ ܿଶ െ  ସߩߣ	

elde edilir.  ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
  olduğundan	݀ݏ ൌ ఘௗఘ

௬ఘ
  olur. Bu eşitliği integre edersek 

ݏሺߝ  ݉ሻ ൌ න
ߩ݀ߩ

ඥ݇ߩଶ െ ܿଶ െ ସߩߣ	
 

elde edilir. Burada ߝ ൌ േ1	 tır. Eğer yukarıdaki eşitliği integre edersek  

ଶߩ  ൌ
√మିସఒమ

ଶఒ
sin ቀ2ߣ√ߝሺݏ  ݉ሻቁ  

ଶఒ
       (3.3.4) 

elde edilir. (3.3.3)  ve (3.3.4) eşitliklerinden 

 tanሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ
	௧ቀఌ√ఒሺ௦ାሻቁା√మିସఒమ

ଶ√ఒ
      (3.3.5) 

elde edilir (Camcı ve Aktaş). 

 

Lemma 3.3.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ birim hızlı eğrisi dayanak eğrisi xOy düzlemindeݏሺݖ

kompakt olan silindirdeki eğri olsun. 
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(i) ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (b>a) dır ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

sağlanır. Burada ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




, tan ߠ ൌ 


tan ߙ 	ve	ߝ ൌ 1 dir. 

(ii)	ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (a>b) dır ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀ

ߨ
4
െ ቁߙ 

ܽଶ െ ܾଶ

2ܾܽ
 

sağlanır. Burada ߙ ൌ െ√ߣሺݏ  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




, tan ߠ ൌ 


tanߙ 	ve	ߝ ൌ െ1 dir 

(Camcı ve Aktaş). 

İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Dayanak eğrisi xOy düzleminde kompakt olan 

silindirdeki ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሺ	ሻሻ, eğrisiݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsinߛ

ve s eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde ise; 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙݏ2ܽܿ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙ	݊݅ݏ2ܾ

vardır. Yukarıdaki bu iki eşitlikten 

ଶߩ  ൌ మିమ

ଶ
sin ቀగ

ଶ
െ ቁߙ2  మାమ

ଶ
        (3.3.6) 

ve tan ߠ ൌ 


tanߙ elde edilir. Eğer eğri 1-tip ise (3.3.3) eşitliğinden  ߙ ൌ 


ݏ  ݉ଵ  

vardır. Ayrıca (3.3.4) ve (3.3.6) eşitliklerinden de 

ߣ ൌ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
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elde edilir. Burada 

√݇ଶ െ ଶܿߣ4

ߣ2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
,			
݇
ߣ2

ൌ 	
ܽଶ  ܾଶ

2
 

ve 

ߙ2 െ
ߨ
2
ൌ ݏሺߣ√2  ݉ሻ 

dır. Böylece  ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
 eşitliği ve ayrıca  

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

eşitliği elde edilir. Aksine, tan ߠ ൌ 


tanߙ dan dolayı  

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ ൌ 2݂ܽሺݏሻܿߙݏሺݏሻ 

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ ൌ 2ܾ݂ሺݏሻ݊݅ݏ	ߙሺݏሻ 

ve 

ଶߩ ൌ ݂ଶሺݏሻ ቆ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
ቇ 

vardır. Böylece ݂ሺݏሻ ൌ 1 bulunur. ߙᇱsabit olduğu için eğri 1-tiptir. 

 

Teorem 3.3.1:  ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ birim hızlı eğrisi dayanak eğrisi xOy düzlemindeݏሺݖ

kompakt olan silindirdeki eğri olsun. Eğer eğri 1-tip ise eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindiri üzerindedir 

(Camcı ve Aktaş). 

İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Eğer eğri 1-tip ise (3.3.4) ve (3.3.6) eşitlikleri göz 

önünde bulundurulduğunda  

ߣ ൌ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
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ve 

ߙ െ
ߨ
4
ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ 

eşitliklerini tanımlanabilir. Bu nedenle  

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

vardır ve burada ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




ve tan ߠ ൌ 


tanߙ dır. 

Lemma (3.3.1) den eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde bir eğridir. 
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BÖLÜM 4 

Թ DE SASAKI UZAYDA SONLU TİPTEN EĞRİLER 

4.1. İşareti (–, –, +) Olan Metrik 

İşareti (–, –, +) iken Թଷ deki Sasaki metriği  

ଶݏ݀ ൌ െ
1
4
ሺ݀ݔଶ  ଶሻݕ݀  ߟ ⊗  ߟ

dir. 

,ࢇሺࡺ .4.1.1  ሻ Silindirindeki Sonlu Tipten Eğriler࢈

,ܫሺ	,ߛ   .ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğri için yay parametresi olsunߛ

Eğri  ܰଶሺܽ, ܾሻ de şöyle tanımlansın. 

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻݏሺݖ

Bu durumda; 

ܽଶሺݔ െ ሻଶݔ  ܾଶሺݕ െ ሻଶݕ ൌ 4ܽଶܾଶ 

ve 

ሻݏሺݔ ൌ 2ܽ cos ሻݏሺߙ  ሻݏሺݕ			,ݔ ൌ 2ܾ sin ሻݏሺߙ   ݕ

vardır. Buradan; 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ܽ cos ,	ሻݏሺߙ 2ܾ sin ሻݏሺߙ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ  െ ߛ ൌ ܾ sin ݁ߙ  ܽ cos ݁߶ߙ   (4.1.1)       ߦߪ

yazılabilir ki burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  .ሻ dırݖ
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Lemma 4.1.1.1:  ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ birim hızlı eğrisi ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirindeki eğri 

olsun. Eğri 1-tiptir ancak ve ancak	ߙᇱ sabittir. 

İspat:  Eğri 1-tip olsun. Eğri 1-tip ise; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ, 

vardır ve burada ܣ ൌ 1, 2 dir.  İyi bilinir ki eğrinin Laplace; 

 Δ݂ ൌ െܺܺሺ݂ሻ ൌ െ݂ᇱᇱ          (4.1.2) 

dir. Burada ଵܺ ൌ  ;ᇱdır. (4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerindenߛ

ܣ ൌ 1			ise		∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ olur. Buradan; 

ߙݏᇱᇱܿߙ  െ ሺߙᇱሻଶ sin ߙ ൌ 	െߣ sin  (4.1.3)        ߙ

elde edilir.  

ܣ  ൌ 2		ise		∆݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ߶݁ሻ olur. Buradan; 

ߙ݊݅ݏᇱᇱߙ   ሺߙᇱሻଶ cos ߙ ൌ ߣ	 cos  (4.1.4)        ߙ

elde edilir. (4.1.3) ve (4.1.4) denklemlerinden; 

ሺߙᇱሻଶ ൌ  ߣ

elde edilir. Bu da ߙᇱ nün sabit olduğunu gösterir. 

Tersine kabul edelim ki ߙᇱ ൌ ܿ yani sabit olsun. Bu durumda; 

ሻݏሺߙ ൌ ݏܿ  ܿ 

yazılabilir. (4.1.1) eşitliğinden; 

݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ െܾ sin ߛve  ݃ሺ ߙ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ െܽ cos  ߙ

elde edilir. (4.1.1) ve (4.1.2) eşitliklerinden de; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ 
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ve 

∆݃ሺߛ െ ,	ߛ ߶݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ 

elde edilir. Buradansa eğrinin 1-tip olduğunu görülür. 

Teorem 4.1.1.1:  ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ birim hızlı eğrisi ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirindeki eğri 

olsun. Eğri sonlu tiptir ancak ve ancak eğri 1-tiptir. 

 

İspat: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri k-tip ise, 

 ߶ଶሺߛ െ ሻߛ ൌ ߶ଶߛଵ  ߶ଶߛଶ  ⋯ ߶ଶߛ      (4.1.5) 

ve 

∆݃ሺߛ, ݁ሻ ൌ 	 ,ߛ݃ሺߣ ݁ሻ 

dır. Burada ݅ ൌ 1, 2, … , ݇		݁ݒ			݊ ൌ 1, 2 dır. Yukarıdaki denklem ve (4.1.2) denkleminden, 

݂
ᇱᇱ  ߣ ݂ ൌ 0 

elde edilir. Burada ݂ ൌ ݃ሺߛ, ݁ሻ dır. Yukarıda elde edilen eşitlik integre edilirse 

ሻݏሺߛ ൌ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻ݁ݏ 		൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ 	݁߶ሻሻݏ 

 (4.1.6)              ߦߪ	

Bu durumda  (4.1.5)  denkleminden; 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀଵ     (4.1.7) 

ve 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀଵ     (4.1.8) 

elde edilir. (4.1.1), (4.1.7) ve (4.1.8) denklemlerinden, 
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 ܽଶ൫∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ሻݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻ൯ݏ

ୀଵ ൯

ଶ
 ܾଶ൫∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ሻݏ 


ୀଵ

 ሻ2ൌ4ܽ2ܾ2          (4.1.9)ݏ݅ߣ2sinሺ݅ܤ

elde edilir.  Eğer yukarıdaki eşitliğin türevini alırsak, 

൫ඥߣሺܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶሻ cos൫2ඥߣݏ൯൯



ୀଵ

 


1
2
ሺܽଶܣଶଶ  ܾଶܤଶଶ െ ܽଶܣଶଵ െ ܾଶܤଶଵሻ sin൫2ඥߣݏ൯



ୀଵ

 

൭ቆെටߣ൫ܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯ቇ cos൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

	ቀඥߣ൫ܽଶܣଶܣଶ  ܾଶܤଶܤଶ൯ቁ cos൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰



ஷ

 

൭ቆටߣ൫ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ൯ቇ cos൫ඥߣݏ൯ cos ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

൭ቆെටߣ൫ܽଶܣଶܣଵ  ܾଶܤଶܤଵ൯ቇ sin൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

ൌ 0 

elde edilir. Burada  

cos൫2ඥߣݏ൯ , sin൫2ඥߣݏ൯ , cos൫ඥߣݏ൯ csin൫ඥߣݏ൯ , cos൫ඥߣݏ൯ cos൫ඥߣݏ൯, 

sin൫ඥߣݏ൯ sin൫ඥߣݏ൯ fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan; 

 ܽଶܣଶଶ  ܾଶܤଶଶ ൌ ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ ,       (4.1.10) 

 ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0,         (4.1.11) 

 ඥߣ൫ܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯ ൌ 	ඥߣ൫ܽଶܣଶܣଶ  ܾଶܤଶܤଶ൯,   (4.1.12) 

 ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0,         (4.1.13) 
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dır. Burada ݅, ݆ ൌ 1, 2, … , ݊	 ve ݅ ് ݆ dir. Kabul edelim ki ܣଵ ് 0 olsun ve (4.1.11) 

denklemini kullanarak, 

ଶܣ  ൌ െ࢈భమ
భ

          (4.1.14) 

(4.1.10) ve (4.1.14) denklemlerinden, 

మమ
మభ

(ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ)= ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ 

ve 

|ଶܤܾ| ൌ ,|ଵܣܽ| |ଵܤ| ൌ  |ଶܣܽ|

elde edilir. Genelliği bozmaksızın; 

ଶܤܾ  ൌ ଵܤܾ					,ଵܣܽ ൌ െܽܣଶ       (4.1.15) 

olduğunu kabul edelim. (4.1.12) ve (4.1.15) denklemlerinden, 

2ܽଶ ൬ටߣ െ ඥߣ൰ ൫ܣଵܣଵ  ଶ൯ܣଶܣ ൌ 0 

elde edilir. ݅ ് ݆	iken  ඥߣ ് ඥߣ olduğundan, 

ଵܣଵܣ   ଶܣଶܣ ൌ 0         (4.1.16) 

elde edilir. (4.1.13) ve (4.1.15) denklemlerinden, 

ଶܣଵܣ  െ ଵܣଶܣ ൌ 0         (4.1.17) 

olur. ܣଵ ് 0 olduğundan (4.1.16) ve (4.1.17) denklemlerinden 

ଶଵܣ   ଶଶܣ ൌ 0          (4.1.18) 

elde edilir.  Buradan; ܣଵ ൌ ଶܣ ൌ 0,			݆ ൌ 1, 2, … , ݊ için olur ki bu da bir çelişkidir.  

Dolayısıyla eğri 1-tiptir. 

 



BÖLÜM – 4 Թ DE SASAKI UZAYDA SONLU TİPTEN EĞRİLER     Arzu AKTAŞ 

31 

 

Teorem 4.1.1.2: Eğer ܽ ് ܾ ise ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri 

bulunmamaktadır. 

İspat:  ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisiሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri sonlu tip ise Lemma 4.1.1.1 den ߙᇱ ൌ ܿ dir. Eğer 

 ;boyunca türev alırsak ߛ

ݐ ൌ ሻݏᇱሺߛ ൌ ൫െ2ܽ ᇱሺsሻߙ sin ,	ሻݏሺߙ ᇱሺsሻߙ2ܾ cos ሺsሻߙ ,  ሻ൯ݏᇱሺݖ

elde edilir. Burada ݔᇱ ൌ െ2ܽ ᇱߙ sin ߙ 	, ᇱݕ	 ൌ ᇱߙ2ܾ	 cos  .dır ߙ

Dahası;  
డ

డ௫	
ൌ ଵ

ଶ
ሺ߶݁ െ 			,ሻߦݕ డ

డ௬	
ൌ 

ଶ
,			 డ

డ௭	
ൌ 	 క

ଶ
  olduğundan dolayı; 

ݐ ൌ ᇱߛ ൌ 	
1
2
ሺݕᇱ݁	  ᇱ߶݁ሻݔ   						ߦߪ	

olur. Eğer ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ݐሻሻ eğrisi time ise; ݃ሺݏሺݖ ሻݐ ൌ െ1 olur. 

݃ሺݐ, ሻݐ ൌ െ1 ൌ
1
4
ሺെሺݕᇱሻଶെሺݔᇱሻଶሻ 	ߪ	ଶ 

olur. Yukarıda ki denklemde  ݔᇱ ve 	ݕᇱ değerleri yerine yazılıp düzenlendiğinde 

െ1 ൌ െܿଶሺܾଶ cosଶ ߙ  ܽଶ sinଶ ሻߙ   ଶ	ߪ

olur. Böylece 

1  ଶ	ߪ

ܿଶ
െ
ܽଶ  ܾଶ

2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cos  ߙ2

elde edilir. Eğer ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ݐሻሻ eğrisi space ise; ݃ሺݏሺݖ ሻݐ ൌ 1 olur. 

݃ሺݐ, ሻݐ ൌ 1 ൌ
1
4
ሺെሺݕᇱሻଶെሺݔᇱሻଶሻ 	ߪ	ଶ 

olur. Yukarıda ki denklemde  ݔᇱ ve 	ݕᇱ değerleri yerine yazılıp düzenlendiğinde 

1 ൌ െܿଶሺܾଶ cosଶ ߙ  ܽଶ sinଶ ሻߙ   ଶ	ߪ

olur. Böylece 



BÖLÜM – 4 Թ DE SASAKI UZAYDA SONLU TİPTEN EĞRİLER     Arzu AKTAŞ 

32 

 

ଶ	ߪ െ 1
ܿଶ

െ
ܽଶ  ܾଶ

2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cos  ߙ2

elde edilir. Bu son eşitlikten ߪ nın sabit olması için a=b olması gerek ve yeter koşul 

olduğu görülür. O halde ܽ ് ܾ ise ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri 

bulunmamaktadır. 

 

4.1.2. Dayanak Eğrisi xOy Düzleminde Kompakt Olan Silindirdeki Sonlu Tip 

Eğriler 

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ birim hızlı eğrisi taban eğrisi xOy düzleminde kompakt olanݏሺݖ

silindirdeki eğridir. Eğer eğri kutupsal koordinatlarla yazılırsa aşağıdaki eşitlikler elde 

edilir. 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ   ݔ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ   ݕ

Böylece eğri 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ߩሺݏሻ cos ,	ሻݏሺߠ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሻݏሺߩ sin ሻݏሺߠ ݁  ሻݏሺߩ cos ݁߶ሻݏሺߠ ߦߪ 

şeklinde yazılabilir.  Burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  ;ሻ dir. Eğer eğri 1-tip iseݖ

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻ cos ߠ  ሺߩᇱᇱ െ ᇱሻଶߠሺߩ  ሻߩߣ sin ߠ ൌ 0 

െሺߩᇱᇱ െ ᇱሻଶߠሺߩ  ሻcosߩߣ ߠ  ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻsin ߠ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki bu iki denklem çözüldüğünde; 
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ᇱᇱߩ  െ ᇱሻଶߠሺߩ  ߩߣ ൌ 0          (4.1.19) 

ᇱߠᇱߩ   ሺߠߩᇱሻᇱ ൌ 0          (4.1.20) 

elde edilir. (4.1.20) eşitliğinden; 

2
ᇱߩ

ߩ
	
ᇱᇱߠ

ᇱߠ
ൌ 0 

elde edilir. Elde edilen bu eşitliği integre edersek; 

ᇱߠଶߩ  ൌ ܿ            (4.1.21) 

elde edilir. (4.1.19) ve (4.1.21) eşitliklerinden; 

ᇱᇱߩ െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Eğer ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
 ise ߩᇱᇱ ൌ ݕ ௗ௬

ௗఘ
 olur. Bu ifadeyi yukarıdaki eşitlikte yerine yazarsak 

ݕ
ݕ݀
ߩ݀

െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

ve 

ݕ݀ݕ െ ቆ
ܿଶ

ଷߩ
െ ߩቇ݀ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki denklemi integre edersek; 

ଶߩଶݕ ൌ ଶߩ݇ െ ܿଶ െ  ସߩߣ	

elde edilir.  ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
   olduğundan  ݀ݏ ൌ ఘௗఘ

௬ఘ
  olur. Bu eşitliği integre edersek 

ݏሺߝ  ݉ሻ ൌ න
ߩ݀ߩ

ඥ݇ߩଶ െ ܿଶ െ ସߩߣ	
 

elde edilir. Burada ߝ ൌ േ	1 dır. Eğer yukarıdaki eşitliği integre edersek  
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ଶߩ  ൌ
√మିସఒమ

ଶఒ
sin ቀ2ߣ√ߝሺݏ  ݉ሻቁ  

ଶఒ
       (4.1.22) 

elde edilir. (4.1.21)  ve (4.1.22) eşitliklerinden 

 tanሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ
	௧ቀఌ√ఒሺ௦ାሻቁା√మିସఒమ

ଶ√ఒ
      (4.1.23) 

elde edilir. 

 

Lemma 4.1.2.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ birim hızlı eğrisi, dayanak eğrisi xOyݏሺݖ

düzleminde kompakt olan silindirdeki eğri olsun. 

(i)	ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (b>a) dır ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

sağlanır. Burada ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




, tan ߠ ൌ 


tan ߙ 	ve	ߝ ൌ 1 dir. 

(ii) ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (a>b) dır ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀ

ߨ
4
െ ቁߙ 

ܽଶ െ ܾଶ

2ܾܽ
 

sağlanır. Burada ߙ ൌ െ√ߣሺݏ  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




, tan ߠ ൌ 


tanߙ 	ve	ߝ ൌ െ1 dir. 
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İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ birim hızlı eğrisi dayanakݏሺݖ

eğrisi xOy düzleminde kompakt olan silindirdeki eğri olsun. Eğer eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde 

ise; 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙݏ2ܽܿ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙ	݊݅ݏ2ܾ

vardır. Yukarıdaki bu iki eşitlikten 

ଶߩ  ൌ మିమ

ଶ
sin ቀగ

ଶ
െ ቁߙ2  మାమ

ଶ
        (4.1.24) 

ve  tan ߠ ൌ 


tanߙ elde edilir. Eğer eğri 1-tip ise (4.1.21) eşitliğinden 

ߙ ൌ
ܿ
ܾܽ

ݏ  ݉ଵ 

vardır. Ayrıca (4.1.22) ve (4.1.24) eşitliklerinden de 

ߣ ൌ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
 

elde edilir. Burada 

√݇ଶ െ ଶܿߣ4

ߣ2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
,			
݇
ߣ2

ൌ 	
ܽଶ  ܾଶ

2
 

ve 2ߙ െ గ

ଶ
ൌ ݏሺߣ√2  ݉ሻ dır. Böylece 

ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ 
ߨ
4

 

eşitliği ve ayrıca  

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

eşitliği elde edilir. Aksine, tan ߠ ൌ 


tanߙ dan dolayı  

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ ൌ 2݂ܽሺݏሻܿߙݏሺݏሻ 
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ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ ൌ 2ܾ݂ሺݏሻ݊݅ݏ	ߙሺݏሻ 

ve 

ଶߩ ൌ ݂ଶሺݏሻ ቆ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
ቇ 

vardır. Böylece ݂ሺݏሻ ൌ 1 bulunur. ߙᇱsabit olduğu için eğri 1-tiptir. 

 

Teorem 4.1.2.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ eğrisi taban eğrisi xOy düzleminde kompaktݏሺݖ

olan silindirdeki eğri olsun. Eğer eğri 1-tip ise eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindedir. 

 

İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Eğer eğri 1-tip ise (4.1.22) ve (4.1.24) eşitlikleri göz 

önünde bulundurulduğunda  

ߣ ൌ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
 

ve 

ߙ െ
ߨ
4
ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ 

eşitliklerini tanımlanabilir. Bu nedenle  

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

vardır ve burada ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




ve tan ߠ ൌ 


tanߙdır. 

Lemma (4.1.2.1) den eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindedir. 
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4.2. İşareti (+ , +, –) Olan Metrik 

İşareti (+, +, –) iken Թଷ deki Sasaki metriği 

ଶݏ݀ ൌ
1
4
ሺ݀ݔଶ  ଶሻݕ݀ െ ߟ ⊗  ߟ

dir. 

 

,ࢇሺࡺ .4.2.1  ሻ Silindirindeki Sonlu Tip Eğri࢈

,ܫሺ	,ߛ   .ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğri için yay parametresi olsunߛ

Eğri  ܰଶሺܽ, ܾሻ de şöyle tanımlansın. 

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻݏሺݖ

Bu durumda; 

ܽଶሺݔ െ ሻଶݔ  ܾଶሺݕ െ ሻଶݕ ൌ 4ܽଶܾଶ 

ve 

ሻݏሺݔ ൌ 2ܽ cos ሻݏሺߙ  ሻݏሺݕ			,ݔ ൌ 2ܾ sin ሻݏሺߙ   ݕ

vardır. Buradan; 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ܽ cos ,	ሻݏሺߙ 2ܾ sin ሻݏሺߙ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ  െ ߛ ൌ ܾ sin ݁ߙ  ܽ cos ݁߶ߙ   (4.2.1)       ߦߪ

yazılabilir ki burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ   .ሻ dırݖ

 

Lemma 4.2.1.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ eğrisi ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirindeki eğri olsun. Eğri 1-

tiptir ancak ve ancak	ߙᇱ sabittir. 
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İspat: Kabul edelim ki Eğri 1-tip olsun. Eğri 1-tip ise; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ, 

vardır ve burada ܣ ൌ 1, 2 dir.  İyi bilinir ki eğrinin Laplace; 

 Δ݂ ൌ െܺܺሺ݂ሻ ൌ െ݂ᇱᇱ          (4.2.2) 

dir. Burada ଵܺ ൌ  .ᇱdırߛ

(4.2.1) ve (4.2.2) eşitliklerinden; 

ܣ ൌ 1	ise	∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻolur. Buradan; 

 െߙᇱᇱܿߙݏ  ሺߙᇱሻଶ sin ߙ ൌ ߣ	 sin  (4.2.3)        ߙ

elde edilir. 

ܣ ൌ 2	ise	∆݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ߶݁ሻolur. Buradan; 

ߙ݊݅ݏᇱᇱߙ   ሺߙᇱሻଶ cos ߙ ൌ ߣ	 cos  (4.2.4)        ߙ

elde edilir. (4.2.3) ve (4.2.4) denklemlerinden; 

ሺߙᇱሻଶ ൌ  ߣ

elde edilir. Bu da ߙᇱ nün sabit olduğunu gösterir. 

Tersine ߙᇱ ൌ ܿ yani sabit olsun. Bu durumda; 

ሻݏሺߙ ൌ ݏܿ  ܿ 

yazılabilir. (4.2.1) eşitliğinden; 

݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ܾ sin ߛve ݃ሺ	ߙ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ܽ cos  ߙ

elde edilir. (4.2.1) ve (4.2.2) eşitliklerinden de; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 
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∆݃ሺߛ െ ,	ߛ ߶݁ሻ ൌ 	 ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ 

elde edilir. Buradansa eğrinin 1-tip olduğunu görülür. 

 

Teorem 4.2.1.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ሻሻ eğrisi ܰଶሺܽݏሺݖ ܾሻ silindirindeki eğri olsun. Eğri 

sonlu tiptir ancak ve ancak eğri 1-tiptir. 

 

İspat: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri k-tip ise, 

 ߶ଶሺߛ െ ሻߛ ൌ ߶ଶߛଵ  ߶ଶߛଶ  ⋯ ߶ଶߛ      (4.2.5) 

ve 

∆݃ሺߛ, ݁ሻ ൌ 	 ,ߛ݃ሺߣ ݁ሻ 

dır. Burada ݅ ൌ 1, 2, … , ݇		݁ݒ			݊ ൌ 1, 2dır. Yukarıdaki denklem ve (4.2.2) denkleminden, 

݂
ᇱᇱ  ߣ ݂ ൌ 0 

elde edilir. Burada ݂ ൌ ݃ሺߛ, ݁ሻ dır. Yukarıda elde edilen eşitlik integre edilirse 

ሻݏሺߛ ൌ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻ݁ݏ 		൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ 	݁߶ሻሻݏ 

 (4.2.6)             ߦߪ															

Bu durumda  (4.2.5)  denkleminden; 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ െ∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀ     (4.2.7) 

ve 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ െ∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ൯ݏ  ଶܤ sinሺඥߣ ሻሻݏ

ୀ    (4.2.8) 

elde edilir. (4.2.1), (4.2.7) ve (4.2.8) denklemlerinden, 
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 ܽଶ൫െ∑ ൫ܣଵ cosሺඥߣ ሻݏ  ଶܣ sinሺඥߣ ሻ൯ݏ

ୀଵ ൯

ଶ
 ܾଶ൫െ∑ ൫ܤଵ cosሺඥߣ ሻݏ 


ୀଵ

 ሻ2ൌ4ܽ2ܾ2        (4.2.9)ݏ݅ߣ2sinሺ݅ܤ																		

elde edilir.  Eğer yukarıdaki eşitliğin türevini alırsak, 

൫ඥߣሺܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶሻ cos൫2ඥߣݏ൯൯



ୀଵ

 


1
2
ሺܽଶܣଶଶ  ܾଶܤଶଶ െ ܽଶܣଶଵ െ ܾଶܤଶଵሻ sin൫2ඥߣݏ൯



ୀଵ

 

൭ቆെටߣ൫ܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯ቇ cos൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

	ቀඥߣ൫ܽଶܣଶܣଶ  ܾଶܤଶܤଶ൯ቁ



ஷ

cos൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰ 

൭ቆටߣ൫ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ൯ቇ cos൫ඥߣݏ൯ cos ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

 

൭ቆെටߣ൫ܽଶܣଶܣଵ  ܾଶܤଶܤଵ൯ቇ sin൫ඥߣݏ൯ sin ൬ටߣݏ൰൱



ஷ

ൌ 0 

elde edilir. Burada  

cos൫2ඥߣݏ൯ , sin൫2ඥߣݏ൯ , cos൫ඥߣݏ൯ csin൫ඥߣݏ൯ , cos൫ඥߣݏ൯ cos൫ඥߣݏ൯, 

sin൫ඥߣݏ൯ sin൫ඥߣݏ൯ fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan; 

 ܽଶܣଶଶ  ܾଶܤଶଶ ൌ ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ ,       (4.2.10) 

 ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0,         (4.2.11) 

 ඥߣ൫ܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯ ൌ 	ඥߣ൫ܽଶܣଶܣଶ  ܾଶܤଶܤଶ൯,   (4.2.12) 

 ܽଶܣଵܣଶ  ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0,         (4.2.13) 
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dır. Burada ݅, ݆ ൌ 1, 2, … , ݊	 ve ݅ ് ݆ dir. 

Kabul edelim ki ܣଵ ് 0 olsun ve (4.2.11) denklemini kullanarak, 

ଶܣ  ൌ െ࢈భమ
భ

           (4.2.14) 

(4.2.10) ve (4.2.14) denklemlerinden, 

మమ
మభ

(ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ)= ܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ 

ve 

|ଶܤܾ| ൌ ,|ଵܣܽ| |ଵܤ| ൌ  |ଶܣܽ|

elde edilir. Genelliği bozmaksızın; 

ଶܤܾ  ൌ ଵܤܾ					,ଵܣܽ ൌ െܽܣଶ        (4.2.15) 

olduğunu kabul edelim. (4.2.12) ve (4.2.15) denklemlerinden, 

2ܽଶ ൬ටߣ െ ඥߣ൰ ൫ܣଵܣଵ  ଶ൯ܣଶܣ ൌ 0 

elde edilir. ݅ ് ݆	iken ඥߣ ് ඥߣ olduğundan, 

ଵܣଵܣ   ଶܣଶܣ ൌ 0          (4.2.16) 

elde edilir. (4.2.13) ve (4.2.15) denklemlerinden, 

ଶܣଵܣ  െ ଵܣଶܣ ൌ 0          (4.2.17) 

olur. ܣଵ ് 0 olduğundan (4.2.16) ve (4.2.17) denklemlerinden 

ଶଵܣ   ଶଶܣ ൌ 0           (4.2.19) 

elde edilir.  

Buradan; ܣଵ ൌ ଶܣ ൌ 0,			݆ ൌ 1, 2, … , ݊ için olur ki bu da bir çelişkidir. Dolayısıyla eğri 1-

tiptir. 



BÖLÜM – 4 Թ DE SASAKI UZAYDA SONLU TİPTEN EĞRİLER     Arzu AKTAŞ 

42 

 

Teorem 4.2.1.2: Eğer ܽ ് ܾ ise ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri 

bulunmamaktadır. 

İspat: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri sonlu tip ise Lemma 4.2.1.1 den ߙᇱ ൌ ܿ dir. Eğer 

 ;boyunca türev alırsak ߛ

ݐ ൌ ሻݏᇱሺߛ ൌ ൫െ2ܽ ᇱሺsሻߙ sin ,	ሻݏሺߙ ᇱሺsሻߙ2ܾ cos ሺsሻߙ ,  ሻ൯ݏᇱሺݖ

elde edilir. Burada ݔᇱ ൌ െ2ܽ ᇱߙ sin ߙ 	, ᇱݕ	 ൌ ᇱߙ2ܾ	 cos  .dır ߙ

Dahası;  
డ

డ௫	
ൌ ଵ

ଶ
ሺ߶݁ െ 			,ሻߦݕ డ

డ௬	
ൌ 

ଶ
,			 డ

డ௭	
ൌ 	 క

ଶ
  olduğundan dolayı; 

ݐ ൌ ᇱߛ ൌ 	
1
2
ሺݕᇱ݁	  ᇱ߶݁ሻݔ   						ߦߪ	

olur. Eğer ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ݐሻሻ eğrisi time ise; ݃ሺݏሺݖ ሻݐ ൌ െ1 olur. 

݃ሺݐ, ሻݐ ൌ െ1 ൌ
1
4
ሺሺݕᇱሻଶ	ሺݔᇱሻଶሻ െ	ߪ	ଶ 

olur. Yukarıda ki denklemde  ݔᇱ ve 	ݕᇱ değerleri yerine yazılıp düzenlendiğinde 

െ1 ൌ ܿଶሺܾଶ cosଶ ߙ  ܽଶ sinଶ ሻߙ െ  ଶ	ߪ

olur. Böylece 

ଶ	ߪ െ 1
ܿଶ

െ
ܽଶ  ܾଶ

2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cos  ߙ2

elde edilir. Eğer ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ݐሻሻ eğrisi space ise; ݃ሺݏሺݖ ሻݐ ൌ 1 olur. 

݃ሺݐ, ሻݐ ൌ 1 ൌ
1
4
ሺሺݕᇱሻଶሺݔᇱሻଶሻ െ	ߪ	ଶ 

olur. Yukarıda ki denklemde  ݔᇱ ve 	ݕᇱ değerleri yerine yazılıp düzenlendiğinde 

1 ൌ ܿଶሺܾଶ cosଶ ߙ  ܽଶ sinଶ ሻߙ െ  ଶ	ߪ

olur. Böylece 
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1  ଶ	ߪ

ܿଶ
െ
ܽଶ  ܾଶ

2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cos  ߙ2

elde edilir. Her iki durumda da ߪ ancak ve ancak a=b olduğu durumda sabittir. O halde 

ܽ ് ܾ ise ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri bulunmamaktadır. 

 

4.2.2. Dayanak Eğrisi xOy Düzleminde Kompakt Olan Silindirdeki Sonlu Tip 

Eğriler 

ሻݏሺߛ  ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Bu eğri dayanak eğrisi xOy düzleminde kompakt olan 

silindirdeki eğridir. 

Eğer eğri kutupsal koordinatlarla yazılırsa aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ   ݔ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ   ݕ

Böylece eğri 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ߩሺݏሻ cos ,	ሻݏሺߠ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሻݏሺߩ sin ሻݏሺߠ ݁  ሻݏሺߩ cos ݁߶ሻݏሺߠ ߦߪ 

şeklinde yazılabilir.  Burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  .ሻ dirݖ

Eğer eğri 1-tip ise; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻ cos ߠ  ሺߩᇱᇱ െ ᇱሻଶߠሺߩ  ሻߩߣ sin ߠ ൌ 0 

െሺߩᇱᇱ െ ᇱሻଶߠሺߩ  ሻcosߩߣ ߠ  ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻsin ߠ ൌ 0 
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elde edilir. Yukarıdaki bu iki denklem çözüldüğünde; 

ᇱᇱߩ  െ ᇱሻଶߠሺߩ  ߩߣ ൌ 0          (4.2.20) 

ᇱߠᇱߩ   ሺߠߩᇱሻᇱ ൌ 0          (4.2.21) 

elde edilir. (4.2.21) eşitliğinden; 

2
ᇱߩ

ߩ
	
ᇱᇱߠ

ᇱߠ
ൌ 0 

elde edilir. Elde edilen bu eşitliği integre edersek; 

ᇱߠଶߩ  ൌ ܿ            (4.2.22) 

elde edilir. (4.2.20) ve (4.2.22) eşitliklerinden; 

ᇱᇱߩ െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Eğer ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
 ise ߩᇱᇱ ൌ ݕ ௗ௬

ௗఘ
 olur. Bu ifadeyi yukarıdaki eşitlikte yerine yazarsak 

ݕ
ݕ݀
ߩ݀

െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

ve 

ݕ݀ݕ െ ቆ
ܿଶ

ଷߩ
െ ߩቇ݀ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki denklemi integre edersek; 

ଶߩଶݕ ൌ ଶߩ݇ െ ܿଶ െ  ସߩߣ	

elde edilir. ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
 olduğundan  ݀ݏ ൌ ఘௗఘ

௬ఘ
  olur. Bu eşitliği integre edersek 

ݏሺߝ  ݉ሻ ൌ න
ߩ݀ߩ

ඥ݇ߩଶ െ ܿଶ െ ସߩߣ	
 

elde edilir. Burada ߝ ൌ േ dır. Eğer yukarıdaki eşitliği integre edersek  
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ଶߩ  ൌ
√మିସఒమ

ଶఒ
sin ቀ2ߣ√ߝሺݏ  ݉ሻቁ  

ଶఒ
       (4.2.23) 

elde edilir. (4.2.3)  ve (4.2.4) eşitliklerinden 

 tanሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ
	௧ቀఌ√ఒሺ௦ାሻቁା√మିସఒమ

ଶ√ఒ
      (4.2.24) 

elde edilir. 

 

Lemma 4.2.2.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ eğrisi, dayanak eğrisi xOy düzleminde kompaktݏሺݖ

olan silindirdeki eğri olsun. 

(i) ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (b>a) dır ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

sağlanır. Burada ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




, tan ߠ ൌ 


tan ߙ 	ve	ߝ ൌ 1 dir. 

(ii) ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (a>b) dır ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀ

ߨ
4
െ ቁߙ 

ܽଶ െ ܾଶ

2ܾܽ
 

sağlanır. Burada ߙ ൌ െ√ߣሺݏ  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




, tan ߠ ൌ 


tanߙ 	ve	ߝ ൌ െ1 dir. 

 

İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Dayanak eğrisi xOy düzleminde kompakt olan 

silindirdeki ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsinߛ

ve s eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinde ise; 
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ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙݏ2ܽܿ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙ	݊݅ݏ2ܾ

vardır. Yukarıdaki bu iki eşitlikten 

ଶߩ  ൌ మିమ

ଶ
sin ቀగ

ଶ
െ ቁߙ2  మାమ

ଶ
        (4.2.25) 

ve tan ߠ ൌ 


tanߙ elde edilir. Eğer eğri 1-tip ise (4.2.22) eşitliğinden 

ߙ ൌ
ܿ
ܾܽ

ݏ  ݉ଵ 

vardır. Ayrıca (4.2.23) ve (4.2.25) eşitliklerinden de 

ߣ ൌ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
 

elde edilir. Burada 

√݇ଶ െ ଶܿߣ4

ߣ2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
,			
݇
ߣ2

ൌ 	
ܽଶ  ܾଶ

2
 

ve 

ߙ2 െ
ߨ
2
ൌ ݏሺߣ√2  ݉ሻ 

dır. Böylece 

ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ 
ߨ
4

 

eşitliği ve ayrıca  

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

eşitliği elde edilir. Aksine, tan ߠ ൌ 


tanߙ dan dolayı  

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cos ሻݏሺߠ ൌ 2݂ܽሺݏሻܿߙݏሺݏሻ 
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ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sin ሻݏሺߠ ൌ 2ܾ݂ሺݏሻ݊݅ݏ	ߙሺݏሻ 

ve 

ଶߩ ൌ ݂ଶሺݏሻ ቆ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
ቇ 

vardır. Böylece ݂ሺݏሻ ൌ 1 bulunur. ߙᇱsabit olduğu için eğri 1-tiptir. 

 

Teorem 4.2.2.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ eğrisi dayanak eğrisi xOy düzleminde kompaktݏሺݖ

olan silindirdeki eğri olsun. Eğer eğri 1-tip ise eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindedir. 

İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Eğer eğri 1-tip ise (4.2.23) ve (4.2.25) eşitlikleri göz 

önünde bulundurulduğunda  

ߣ ൌ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
 

ve 

ߙ െ
ߨ
4
ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ 

eşitliklerini tanımlanabilir. Bu nedenle  

ଶߩ ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
sin ቀ

ߨ
2
െ ቁߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanሺߠ െ ሻߠ ൌ
ܽଶ  ܾଶ

2ܾܽ
tan ቀߙ െ

ߨ
4
ቁ 

ܾଶ െ ܽଶ

2ܾܽ
 

vardır ve burada ߙ ൌ ݏሺߣ√  ݉ሻ  గ

ସ
, tan ߠ ൌ




ve tan ߠ ൌ 


tanߙ dır. 

Lemma (4.2.2.1) den eğri ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirindedir. 
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4.3. İşareti (+ , –, +) Olan Metrik 

İşareti (+, –, +) iken Թଷ deki Sasaki metriği 

ଶݏ݀ ൌ
1
4
ሺ݀ݔଶ െ ଶሻݕ݀  ߟ ⊗  ߟ

dir. 

 

ࡺ .4.3.1
ሺࢇ,  ሻ Silindirindeki Sonlu Tip Eğri࢈

,ܫሺ	,ߛ   .ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğri için yay parametresi olsunߛ

Eğri  ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ de şöyle tanımlansın. 

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻݏሺݖ

Bu durumda; 

ܽଶሺݔ െ ሻଶݔ െ ܾଶሺݕ െ ሻଶݕ ൌ 4ܽଶܾଶ 

ve 

ሻݏሺݔ ൌ 2ܾ cosh ሻݏሺߙ  ሻݏሺݕ			,ݔ ൌ 2ܽ sinhߙሺݏሻ   ݕ

vardır. Buradan; 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ܾ cosh ,	ሻݏሺߙ 2ܽ sinhߙሺݏሻ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ  െ ߛ ൌ ܽ sinh݁ߙ  ܾ cosh ݁߶ߙ   (4.3.1)      	ߦߪ

yazılabilir ki burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  .ሻ dırݖ

 

Lemma 4.3.1.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ሻሻ eğrisi ଵܰݏሺݖ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri olsun. Eğri 

1-tiptir ancak ve ancak 	ߙᇱ sabittir. 
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İspat: Kabul edelim ki eğri 1-tip olsun. Eğri 1-tip ise; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ, 

vardır ve burada ܣ ൌ 1, 2 dir.  İyi bilinir ki eğrinin Laplace; 

 Δ݂ ൌ െܺܺሺ݂ሻ ൌ െ݂ᇱᇱ          (4.3.2) 

dir. Burada ଵܺ ൌ  ;ᇱdır. (4.3.1) ve (4.3.2) eşitliklerindenߛ

ܣ ൌ 1	ise	∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻolur. Buradan; 

 െߙᇱᇱܿߙ݄ݏ െ ሺߙᇱሻଶ sinhߙ ൌ ߣ	 sinh(4.3.3)       ߙ 

elde edilir. 

ܣ ൌ 2	ise	∆݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ߶݁ሻolur. Buradan; 

 െߙᇱᇱߙ݄݊݅ݏ െ ሺߙᇱሻଶ cosh ߙ ൌ ߣ	 cosh  (4.3.4)       ߙ

elde edilir.( 4.3.3) ve (4.3.4) denklemlerinden; 

ሺߙᇱሻଶ ൌ െߣ 

elde edilir. Bu da ߙᇱ nün sabit olduğunu gösterir. 

Tersine  ߙᇱ ൌ ܿ yani sabit olsun. Bu durumda; 

ሻݏሺߙ ൌ ݏܿ  ܿ 

yazılabilir. (4.3.1) eşitliğinden; 

݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ െܽ sinhߙ	 ve 	݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ܾ cosh  ߙ

elde edilir. (4.3.1) ve (4.3.2) eşitliklerinden de; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ 	െܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

∆݃ሺߛ െ ,	ߛ ߶݁ሻ ൌ െ	ܿଶ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ 
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elde edilir. Buradansa eğrinin 1-tip olduğunu görülür. 

Teorem 4.3.1.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ሻሻ eğrisi ଵܰݏሺݖ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri olsun. Eğri 

sonlu tiptir ancak ve ancak eğri 1-tiptir. 

 

İspat: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ,eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri k-tip ise, 

 ߶ଶሺߛ െ ሻߛ ൌ ߶ଶߛଵ  ߶ଶߛଶ  ⋯ ߶ଶߛ      (4.3.5) 

ve 

∆݃ሺߛ, ݁ሻ ൌ 	 ,ߛ݃ሺߣ ݁ሻ 

dır. Burada ݅ ൌ 1, 2, … , ݇		݁ݒ			݊ ൌ 1, 2 dır. Yukarıdaki denklem ve (4.3.2) denkleminden, 

݂
ᇱᇱ  ߣ ݂ ൌ 0 

elde edilir. Burada ݂ ൌ ݃ሺߛ, ݁ሻdır. Yukarıda elde edilen eşitlik integre edilirse 

ሻݏሺߛ  ൌ ቀܣଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܣ ݁ 		ቀܤଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܤ ߶݁	   (4.3.6) ߦߪ	

Bu durumda  (4.3.5)  denkleminden; 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ െ∑ ቀܣଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܣ

ୀ      (4.3.7) 

ve 

 ݃ሺߛ െ ,ߛ ߶݁ሻ ൌ ∑ ቀܤଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܤ

ୀ      (4.3.8) 

elde edilir. (4.3.1), (4.3.7) ve (4.3.8) denklemlerinden, 

ܽଶ ቂെ∑ ቀܣଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܣ

ୀଵ ቃ

ଶ
െ ܾଶ ቂ∑ ቀܤଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܤ


ୀଵ ቃ

ଶ
ൌ 4ܽଶܾଶ

              (4.3.9) 

elde edilir. Eğer yukarıdaki eşitliğin türevini alırsak, 
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ቀඥെߣሺെܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵሻ݁ିଶඥିఒ௦ቁ



ୀଵ

 

ቀඥെߣሺܽଶܣଶଶ െ ܾଶܤଶଶሻ݁ଶඥିఒ௦ቁ



ୀଵ

 

ቆටെߣ൫െܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ൯݁
ି൬ඥିఒାටିఒೕ൰௦

ቇ



ஷ

 

ቆටെߣ൫ܽଶܣଵܣଶ െ ܾଶܤଵܤଶ൯݁
൬ିඥିఒାටିఒೕ൰௦

ቇ



ஷ

 

ቆටെߣ൫ܽଶܣଶܣଵ െ ܾଶܤଶܤଵ൯݁
൬ඥିఒିටିఒೕ൰௦

ቇ



ஷ

 

ටെߣ൫ܽଶܣଶܣଶ െ ܾଶܤଶܤଶ൯݁
൬ඥିఒାටିఒೕ൰௦

ൌ 0



ஷ

 

݁ିଶඥିఒ௦, ݁ଶඥିఒ௦ , ݁
ି൬ඥିఒାටିఒೕ൰௦

, ݁
൬ඥିఒାටିఒೕ൰௦

, ݁
൬ିඥିఒାටିఒೕ൰௦

, ݁
൬ඥିఒିටିఒೕ൰௦

 

fonksiyonları lineer bağımsız olduğundan; 

 െܽଶܣଶଵ  ܾଶܤଶଵ ൌ 0,	         (4.3.10) 

 ܽଶܣଶଶ െ ܾଶܤଶଶ ൌ 0 ,          (4.3.11) 

 െܽଶܣଵܣଵ  ܾଶܤଵܤଵ ൌ 0,         (4.3.12) 

 ܽଶܣଵܣଶ െ ܾଶܤଵܤଶ ൌ 0,         (4.3.13) 

 ܽଶܣଶܣଵ െ ܾଶܤଶܤଵ ൌ 0,         (4.3.14) 

 ܽଶܣଶܣଶ െ ܾଶܤଶܤଶ ൌ 0,          (4.3.15) 

dır. Burada ݅, ݆ ൌ 1, 2, … , ݊	 ve ݅ ് ݆ dir. (4.3.10) denkleminden, 
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ଵܤܾ  ൌ ߝ								,ଵܣܽߝ ൌ ∓1									        (4.3.16) 

dir. Kabul edelim ki ܣଵ ് 0 olsun. (4.3.12) ve (4.3.14) denklemlerini kullanarak, 


െܽଶܣଵ ܾଶܤଵ
ܽଶܣଶ െܾଶܤଶ

൨ 
ଵܣ
ଵܤ

൨ ൌ ቂ0
0
ቃ 

yazılabilir.  

ܦ ൌ 
െܽଶܣଵ ܾଶܤଵ
ܽଶܣଶ െܾଶܤଶ

൨ 

olsun. Burada ܣଵ ് 0 olduğundan D matrisinin determinantı sıfır olmalıdır. Yani; 

ܦݐ݁݀ ൌ ܽଶܾଶሺܣଵܤଶ െ ଵሻܤଶܣ ൌ 0 

dır. Buradan; 

 ሺܣଵܤଶ െ ଵሻܤଶܣ ൌ 0          (4.3.17) 

olur. (4.3.16) ve (4.3.17) denklemlerinden 

ଶܤܾ  ൌ ߝ								,ଶܣܽߝ ൌ ∓1         (4.3.18) 

elde edilir.( 4.3.9) denkleminden 

	

ቂ∑ ቀܽܣଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܣܽ

ୀଵ ቃ

ଶ
െ ቂ∑ ቀܾܤଵ݁ିඥିఒ௦  ଶ݁ඥିఒ௦ቁܤܾ


ୀଵ ቃ

ଶ
ൌ 4ܽଶܾଶ	

	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 	 (4.3.19) 

yazılabilir.( 4.3.16) ve (4.3.18) denklemlerinde ߝ ൌ 1 alınırsa 

ଵܤܾ ൌ ,ଵܣܽ ଶܤܾ ൌ  ଶܣܽ

elde edilir. Bu eşitlikler (4.3.19) denkleminde yerine yazıldığında bir çelişki elde ediliyor.  

Benzer biçimde (4.3.16) ve (4.3.18) denklemlerinde ߝ ൌ െ1 alınırsa 

ଵܤܾ ൌ െܽܣଵ, ଶܤܾ ൌ െܽܣଶ 



BÖLÜM – 4 Թ DE SASAKI UZAYDA SONLU TİPTEN EĞRİLER     Arzu AKTAŞ 

53 

 

olur. Bu eşitlikler (4.3.19) denkleminde yerine yazıldığında yine bir çelişki elde ediliyor. 

Dolayısıyla eğri 1-tiptir. 

 

Teorem 4.3.1.2: Eğer ܽ ് ܾ ise ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri 

bulunmamaktadır. 

 

İspat: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Eğer eğri sonlu tip ise Lemma4.3.1.1 den ߙᇱ ൌ ܿ dir. Eğer 

 ;boyunca türev alırsak ߛ

ݐ ൌ ሻݏᇱሺߛ ൌ ൫2ܾ ᇱሺsሻߙ sinhߙሺݏሻ	, ᇱሺsሻߙ2ܽ coshߙሺsሻ ,  ሻ൯ݏᇱሺݖ

elde edilir. Burada ݔᇱ ൌ 2ܾ ᇱߙ sinhߙ 	, ᇱݕ	 ൌ ᇱߙ2ܽ	 cosh  .dır ߙ

Dahası;  
డ

డ௫	
ൌ ଵ

ଶ
ሺ߶݁ െ 			,ሻߦݕ డ

డ௬	
ൌ 

ଶ
,			 డ

డ௭	
ൌ 	 క

ଶ
  olduğundan dolayı; 

ݐ ൌ ᇱߛ ൌ 	ܿሺܽ cosh ሺsሻߙ ݁	  ܾ sinhߙሺsሻ߶݁ሻ   						ߦߪ	

olur. Eğer ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ݐሻሻ eğrisi time ise; ݃ሺݏሺݖ ሻݐ ൌ െ1ve space ise; ݃ሺݐ, ሻݐ ൌ

1olur. O halde ߝ ൌ ∓1	için	݃ሺݐ, ሻݐ ൌ  ,olsun. Bu durumda ߝ

݃ሺݐ, ሻݐ ൌ ߝ ൌ ܿଶሺെܽଶ coshଶ ሺsሻߙ 	ܾଶ sinhଶ ሺsሻሻߙ   ଶ	ߪ

olur. Yukarıda ki denklemden 

ߝ െ ଶ	ߪ

ܿଶ

ܽଶ  ܾଶ

2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cosh  ߙ2

elde edilir. Bu durumda	ߪ ancak ve ancak a=b olduğu durumda sabittir. O halde ܽ ് ܾ ise 

ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirinde sonlu tip slant eğri bulunmamaktadır. 
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4.3.2.Ekseni Oz-Eksenine Paralel Olan Silindirler Üzerindeki Sonlu Tip Eğriler 

ሻݏሺߛ  ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ, eğrisiሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve sߛ

eğri için yay parametresi olsun. Bu eğri ekseni Oz-eksenine paralel olan silindir üzerindeki 

eğri olsun. Eğer eğri kutupsal koordinatlarla yazılırsa aşağıdaki eşitlikler elde edilir. 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cosh ሻݏሺߠ   ݔ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sinh ሻݏሺߠ   ݕ

Böylece eğri 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሺ2ߩሺݏሻ cosh ,	ሻݏሺߠ ሻݏሺߩ2 sinh ሻݏሺߠ , ሻݏሺݖ െ  ሻݖ

ve 

ሻݏሺߛ െ ߛ ൌ ሻݏሺߩ sinh ሻݏሺߠ ݁  ሻݏሺߩ cosh ݁߶ሻݏሺߠ ߦߪ 

şeklinde yazılabilir.  Burada ߛ ൌ ሺݔ, ,ݕ  .ሻ dirݖ

Eğer eğri 1-tip ise; 

∆݃ሺߛ െ ,ߛ ݁ሻ ൌ ߛሺ݃ߣ	 െ ,ߛ ݁ሻ 

ve 

ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻ cos ߠ݄  ሺߩᇱᇱ  ᇱሻଶߠሺߩ  ሻߩߣ sinhߠ ൌ 0 

ሺߩᇱᇱ  ᇱሻଶߠሺߩ  ሻcoshߩߣ ߠ  ሺߩᇱߠᇱ  ሺߠߩᇱሻᇱሻsinh ߠ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki bu iki denklem çözüldüğünde; 

ᇱᇱߩ   ᇱሻଶߠሺߩ  ߩߣ ൌ 0          (4.3.20) 

ᇱߠᇱߩ   ሺߠߩᇱሻᇱ ൌ 0          (4.3.21) 

elde edilir. (4.3.21) eşitliğinden; 

2
ᇱߩ

ߩ
	
ᇱᇱߠ

ᇱߠ
ൌ 0 
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elde edilir. Elde edilen bu eşitliği integre edersek; 

ᇱߠଶߩ  ൌ ܿ	            (4.3.22) 

elde edilir. (4.3.20) ve (4.3.22) eşitliklerinden; 

ᇱᇱߩ 
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Eğer ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
  ise  ߩᇱᇱ ൌ ݕ ௗ௬

ௗఘ
 olur. Bu ifadeyi yukarıdaki eşitlikte yerine 

yazarsak 

ݕ
ݕ݀
ߩ݀

െ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩߣ ൌ 0 

ve 

ݕ݀ݕ  ቆ
ܿଶ

ଷߩ
 ߩቇ݀ߩߣ ൌ 0 

elde edilir. Yukarıdaki denklemi integre edersek; 

ଶߩଶݕ ൌ ଶߩ݇  ܿଶ െ  ସߩߣ	

elde edilir. ݕ ൌ ௗఘ

ௗ௦
 olduğundan ݀ݏ ൌ ఘௗఘ

௬ఘ
  olur. Bu eşitliği integre edersek 

ݏሺߝ  ݉ሻ ൌ න
ߩ݀ߩ

ඥ݇ߩଶ  ܿଶ െ ସߩߣ	
 

elde edilir. Burada ߝ ൌ േ  dır. Eğer yukarıdaki eşitliği integre edersek  

ଶߩ  ൌ െ
√మାସఒమ

ଶఒ
cosh ቀ2ߝ√െߣሺݏ  ݉ሻቁ  

ଶఒ
       (4.3.23) 

elde edilir.( 4.3.22)  ve (4.3.23) eşitliklerinden 

 tanhሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ
௧ቀఌ√ିఒሺ௦ାሻቁሺ√మାସఒమାሻ

ଶ√ିఒ
     (4.3.24) 

elde edilir. 
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Lemma 4.3.2.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ eğrisi, ekseni Oz-eksenine paralel olan silindirݏሺݖ

üzerindeki eğri olsun. 

(i) ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirindeki eğri 1-tiptir ve (b>a) ancak ve ancak 

ଶߩ ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cosh ߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanhሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ െ
ܽ
ܾ
tanhߙ 

sağlanır. Burada ߙ ൌ ݏሺߣെ√ߝ  ݉ሻ, tanhߠ ൌ 


tanhߙ , ߠ ൌ 0, ߝ ൌ െ1 dir. 

(ii)	 ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirinde (a>b) ve ߝ ൌ 1 durumunda sonlu tip eğri bulunmamaktadır. 

 

İspat: (i) Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Ekseni Oz-eksenine paralel olan silindir üzerindeki 

ሻݏሺߛ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ ,ܫሻሻ eğrisi ሺݏሺݖ  ሻ birim koordinat komşuluğu ile verilsin ve s eğriߛ

için yay parametresi olsun. Eğer eğri ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirinde ise; 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cosh ሻݏሺߠ ൌ  ሻݏሺߙhݏ2ܾܿ

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sinh ሻݏሺߠ ൌ 2asinhߙሺݏሻ 

vardır. Yukarıdaki bu iki eşitlikten 

ଶߩ  ൌ మିమ

ଶ
cosh ߙ2  మାమ

ଶ
         (4.3.25) 

 

ve tanhߠ ൌ 


tanhߙ elde edilir. Eğer eğri 1-tip ise (4.3.22) eşitliğinden 

ߙ ൌ
ܿ
ܾܽ

ݏ  ݉ଵ 

vardır. Ayrıca (4.3.23) ve (4.3.25) eşitliklerinden de 

ߣ ൌ െ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ െ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
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elde edilir. Burada 

√݇ଶ  ଶܿߣ4

ߣ2
ൌ
ܽଶ െ ܾଶ

2
,			
݇
ߣ2

ൌ 	
ܽଶ  ܾଶ

2
 

ve 

ߙ2 ൌ ݏሺߣെ√ߝ2  ݉ሻ 

dır. Böylece 

ߙ ൌ ݏሺߣെ√ߝ  ݉ሻ 

 

eşitliği ve ayrıca  

tanhሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ െ
ܽ
ܾ
tanhߙ 

eşitliği elde edilir. tanhߠ ൌ 


tanhߙ		dan dolayı ߠ ൌ 0, ߝ ൌ െ1 olması gerektiği açıkça 

görülür. 

Aksine; tanh ߠ ൌ 


tanhߙ	dan dolayı 

ݔ ൌ ሻݏሺߩ2 cosh ሻݏሺߠ ൌ 2ܾ݂ሺݏሻܿߙ݄ݏሺݏሻ 

ݕ ൌ ሻݏሺߩ2 sinh ሻݏሺߠ ൌ 2݂ܽሺݏሻ݄݊݅ݏ	ߙሺݏሻ 

 

ve 

ଶߩ ൌ ݂ଶሺݏሻ ቆ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cosh ߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
ቇ 

vardır. Böylece ݂ሺݏሻ ൌ 1 bulunur. ߙᇱsabit olduğu için eğri 1-tiptir. 

(ii) Kabul edelim ki  (a>b) ve ߝ ൌ 1 olsun. a>b olduğu için  
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√݇ଶ  ଶܿߣ4

ߣ2
ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
,			
݇
ߣ2

ൌ 	
ܽଶ  ܾଶ

2
 

ve 

cosh ߙ2 ൌ െ	cosh൫2ߝ√െߣሺݏ  ݉ሻ൯ 

olur. Buradan bir çelişki elde edilir. O halde a>b durumunda ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ sonlu tip eğri 

bulunmamaktadır. 

Teorem 4.3.2.1: ߛሺݏሻ ൌ ሺݔሺݏሻ, ,ሻݏሺݕ  ሻሻ eğrisi ekseni Oz-eksenine paralel olan silindirݏሺݖ

üzerindeki eğri olsun. Eğer eğri 1-tip ise eğri ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirindedir. 

 

İspat: Kabul edelim ki  (b>a) olsun. Eğer eğri 1-tip ise (4.3.23) ve (4.3.25) eşitlikleri göz 

önünde bulundurulduğunda  

ߣ ൌ െ
ܿଶ

ܽଶܾଶ
,			݇ ൌ െ

ሺܽଶ  ܾଶሻܿଶ

ܽଶܾଶ
 

ve 

ߙ ൌ ݏሺߣെ√ߝ  ݉ሻ 

eşitliklerini tanımlanabilir. Bu nedenle  

ଶߩ ൌ
ܾଶ െ ܽଶ

2
cosh ߙ2 

ܽଶ  ܾଶ

2
 

tanhሺߝሺߠ െ ሻሻߠ ൌ െ
ܽ
ܾ
tanhߙ 

vardır ve burada ߙ ൌ െ√െߣሺݏ  ݉ሻ, ߠ 	ൌ 0	ve	 tanh ߠ ൌ 


tanhߙ dır. 

Lemma (4.3.2.1) den eğri ଵܰ
ଶሺܽ, ܾሻ silindirindedir. 
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BÖLÜM 5 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 Թଷሺെ3ሻ Saski uzayında, dayanak eğrisi xOy düzleminde kompakt olan silindirlerde 

sonlu tipten eğrilerin olması için gerek ve yeter koşulun silindirin ܰଶሺܽ, ܾሻ olması 

gerektiği gösterilmiştir. Burada ܰଶሺܽ, ܾሻ silindirinin dayanak eğrisi elipstir. Ayrıca, 

ܰଶሺܽ, ܾሻ silindir ailesinde slant eğrilerin bulunması için gerek ve yeter koşulun ܽ ൌ ܾ ൌ ܿ 

olması gerektiği ispatlanmıştır. Benzer sonuçlar metriğin işareti (–, –, +), (+, +, –) ve (+, –, 

+) olduğunda da gösterilmiştir. Metriğin işareti  (+, –, +) alındığında ise bazı ilginç 

farklılıklar görülmüştür. 
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