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OZET

ZAYIF l,;-KAPALILAR AILESI VE 1;-ACIKLAR AILESI
UZERINE

Sena OZEN
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali Doktora Tezi
Danisman : Dog. Dr. Erdal EKICI
23/05/2012, 83

Bu tezde, ideal topolojik uzaylarda zayif | -acik kimeler olarak

adlandirilan 7~ dan daha genel bir sinif sunulmus ve ideal topolojik uzaylarda

zayif |, -kapali kimeler kavrami caligilmistir. Zayif | -kapali kiimelerin
iliskileri ve ¢esitli 6zellikleri arastirilmistir.
Bu tezdeki ana amaglardan biri de ideal topolojik uzaylarda | -kapali

kiimelere iligkili olarak yakin kapalilik ve yakin siireklilik kavramlarinin

sunulmasi ve caligilmasidir. Yakin kapalilik ile |, -kapali kiimeler arasindaki
iligkiler, yakin stireklilik ile I, -kapali kiimeler arasindaki iligkiler ve iistelik yakin
kapalilik ve yakin siirekliligin ¢esitli ozellikleri aragtirtlmigtir. | -stireklilik ve
yakin kapalilik altinda herhangi bir | -kapali kiimenin ters goriintisiiniin I -
kapalt oldugu ve yakin stireklilik ve x-kapalilik altinda herhangi bir | -kapali

kiimenin gortntiistiniin | ; -kapali oldugu gosterilmistir.

Anahtar sozciikler : zayif | -kapali kime, | -kapali kiime, on | -kapali

kiime, zayif |  -acik kiime, | -agik kiime.



ABSTRACT

ON THE FAMILY OF WEAKLY I,;-CLOSED SETS AND
THE FAMILY OF |~-OPEN SETS

Sena OZEN
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School
Mathematics Dissertation, Ph. D.
Advisor : Assoc. Prof. Dr. Erdal EKiCi
23/05/2012, 83

In this thesis, a generalized class of 7~ called weakly I, -open sets in ideal
topological spaces is introduced and the notion of weakly I, -closed sets in ideal
topological spaces is studied. The relationships of weakly 1 -closed sets and

various properties of weakly | -closed sets are investigated.

Another aim of this thesis is to introduce and study the notions of rough

closedness and rough continuity with related to | -closed sets in ideal topological
spaces. The relationships between rough closedness, | -closed sets and between

rough continuity, | -closed sets and also various properties of rough closedness

and rough continuity are investigated. It is shown in the present thesis that the

inverse image of any | -closed set under | -continuity and rough closedness is
I, -closed and the image of any | -closed set under rough continuity and *-

closedness is | g -closed.

Keywords : weakly | -closed set, | -closed set, pre | -closed set, weakly

I, -open set, |, -open set.
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BOLUM 1 — GiRIS Sena OZEN

BOLUM 1

GIRiS

Ideal topolojik uzaylar iizerine bir¢ok ¢alisma mevcuttur. Bunlardan bazilar
Hamlett ve Rose (1990); Jankovi¢ ve Hamlett (1992); Navaneethakrishnan ve
Sivaraj (2010); Vaidyanathaswamy (1945); Mukherjee ve ark. (2007) v.b. dir.

Dontchev ve arkadaslari 1999 yilinda ideal topolojik uzaylarda

genellestirilmis kapalilik kavramini ¢aligmglardir ve ideal topolojik uzaylarda |, -

kapal1 kiimeleri sunmuslardir.

2008 yilinda Navaneethakrishnan ve Joseph, ideal topolojik uzaylarda I -
kapali kimelerin ozelliklerini ¢aligmiglardir. Aymi zamanda | -a¢ik kiimeler

araciligryla normal uzaylarin bazi karakterizasyonlarini ¢alismiglardir.

2009 yilinda Navaneethakrishnan ve arkadaslar1 mildly normal uzaylarin

bazi yeni karakterizasyonlarini elde etmek igin 1, -agik kiimeleri sunmuslardir,

Ac¢ikgoz ve Yiiksel de 2007 yilinda ideal topolojik uzaylarda | —R kapali

kiime kavramini sunmuslardir.
Bu kiimeler arasindaki iliskiye bakildiginda her | —R kapali kiimenin *-
kapali bir kiime oldugu, her x-kapali kiimenin |, -kapali bir kiime oldugu ve

ustelik her | -kapali kiimenin de I -kapali bir kiime oldugu literatiirde yer

almaktadir.

Bu tezdeki ana amaglardan biri ideal topolojik uzaylarda zayif |, -acik

kiimeler olarak adlandirilan 7~ m bir genellestirilmis smifin1 sunmak ve ideal

topolojik uzaylarda zayif | -kapal kiimeler kavramini galigmaktir.
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Ustelik 7~ 1n bu genellestirilmis sinifi I, -acik kimeleri, | -agik kiimeleri

ve 6n | -agik kiimelerini genellestirir. Ayrica zayif I, -kapali kiimelerin iligkileri

ve ¢esitli o6zellikleri arastirilmistir.

Bu tezdeki ana amaglardan bir digeri ise ideal topolojik uzaylarda | -kapali

kiimelere iligkili olarak yakin kapalilik ve yakin siireklilik kavramlarinin

sunulmasi ve ¢alisilmasidir.

Yakin kapalilik ile 1, -kapali kiimeler arasindaki iligkiler, yakin siireklilik

ile |, -kapali kiimeler arasindaki iliskiler ve tstelik yakin kapalilik ve yakin

stirekliligin ¢esitli 6zellikleri arastirilmistir.
[k boliimde tezimizle ilgili 6n bilgiler sunulmaktadir.

2. Boliimde tezimiz i¢inde gerekli olan ve kullanilacak olan temel tanim ve

teoremler sunulmaktadir.

3. Bolimde ideal topolojik uzaylarda zayif I, -kapali kiime kavrami

sunulmus ve bu kiimelerin bazi karakterizasyonlar1 verilmistir. Zayif I, -kapali

kiimelerin diger kiimelerle olan iliskileri aragtirilmistir.

Her | —R kapali kiime x-kapali bir kiimedir. Ancak tersinin dogru

olmadig literatiirde mevcuttur.

x-kapalt kiimeler ile 1999 yilinda Dontchev ve arkadaslari tarafindan

sunulan | -kapali kiimeler karsilagtirildiginda her x-kapali kiimenin | -kapali

bir kiime oldugu ve bu ifadenin de tersinin dogru olmadigi literatiirde yer

almaktadir.

Navaneethakrishnan ve arkadaslari tarafindan 2009 yilinda ideal topolojik

uzaylarda | -kapali kiime kavrami tanimlanmustir. Her |, -kapali kiime | -

kapal1 bir kiimedir. Ancak bu ifadenin de tersinin dogru olmadig: literatiirde yer

almaktadir.
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Diger yandan bu tez ¢alismamizda her | -kapali bir kiimenin zayif 1 -

kapali bir kiime oldugu elde edilmektedir. Ancak bu ifadenin tersinin dogru

olmadig1 bir 6rnek ile gosterilmektedir.

2011 yilinda Ekici tarafindan ideal topolojik uzaylarda on|-kapali kiime
kavrami sunulmustur. Tez ¢alismamizda her 6n|-kapali bir kiimenin zayif I -
kapal1 bir kiime oldugu elde edilmis ancak bu ifadenin de tersinin dogru olmadigi
gosterilmistir.

Ote yandan bir ideal topolojik uzayda diizenli agik ve zayif I, -kapali bir

kiimenin x-kapali kiime oldugu elde edilmistir.

Bir ideal topolojik uzayda alinan zayif | -kapali bir G kiimesi igin
(Int(G))"\ G kiimesinin bos kiimeden farkli diizenli kapali kiime kapsamadig1
gosterilmistir.

Ustelik ideal topolojik uzaydaki zayif I, -kapali bir G kiimesi igin

CI"(Int(G))\G kiimesinin de bos kiimeden farkli diizenli kapali kiime

kapsamadig1r elde edilmis ve bunun tersinin dogru olmadigi bir o6rnek ile

gosterilmistir.

Ideal topolojik uzayda alinan bir G kiimesi i¢in CI”(Int(G))\G kiimesinin
bos kiimeden farkli x-kapali kiime kapsamamasi durumunda bu G kiimesinin

zayif | -kapali bir kiime oldugu ispatlanmustir.

Ayni zamanda ideal topolojik uzaydaki bir G zayif | -kapali kiimesi igin
G uU(X\ (Int(G))") kiimesinin de bu ideal topolojik uzayda zayif I, -kapali bir

kiime oldugu gdsterilmistir.

Buradan ideal topolojik uzaym herhangi bir G alt kiimesinin zayif | -

kapal1 kiime olmasi durumunda (Int(G))"\G kiimesinin bu uzayda zayif | -agik

kiime oldugu sonucuna ulasilmistir.
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4. Boliimde zayif |, -kapali kiimelerin 6nemli 6zellikleri aragtirilmis ve

sunulmustur.

Ideal topolojik uzayda alinan bir G zayif I, -kapali kiimesi igin

G c H c ClI'(Int(G)) kosulunu saglayan H kiimesinin de bir zayif I, -kapali

kiime oldugu elde edilmistir.

Buradan zayif |, -kapali ve acik bir G kiimesi i¢in Cl"(G) kiimesinin de

zayif | -kapali kiime oldugu sonucuna ulagilmigtir.

Ote yandan bir ideal topolojik uzaydaki hicbir yerde yogun olmayan

kiimenin zayif | -kapal kiime oldugu ispatlanmis ancak tersinin dogru olmadig:

bir ornek ile gosterilmistir.

Ayrica ideal topolojik uzaydaki iki zayif I, -kapali kiimenin arakesitlerinin
ve iki zayif |, -kapali kiimenin birlesimlerinin zayif |, -kapali kiime olmadiklari

orneklerle gdsterilmistir.

5. Bolimde ideal topolojik uzaylarda zayif | -acik kiimelerin bazi

karakterizasyonlar1 verilmis ve bu kiimelerin 6zellikleri aragtirilmustir.

Iki zayif I, -acik kiimenin arakesitlerinin ve iki zayif I -agik kiimenin

birlesimlerinin zayif | -agik kiime olmadiklar1 birer 6rnek ile gosterilmistir.

Bir ideal topolojik uzayin herhangi bir G alt kiimesinin zayif I, -kapali

kiime olmasi durumunda CI (Int(G))\G kiimesinin bu uzayda zayif I, -acik

kiime oldugu gosterilmistir.

Bir ideal topolojik uzaydaki zayif |, -agik bir G alt kiimesi igin
Int"(CI(G))c H ¢ G kosulunu saglayan H kiimesinin de bir zayif I, -acik

kiime oldugu gosterilmistir.
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Buradan zayif | -agik ve kapali bir G kiimesi i¢in Int"(G) kiimesinin de

zayif | -acik kiime oldugu sonucuna ulagilmigtir.

6. Boliimde ideal topolojik uzaylarda yakin kapalilik kavrami sunulmus ve

yakin kapalihgin gesitli karakterizasyonlar1 verilmistir. | -siireklilik ve yakin

kapalilik altinda herhangi bir | -kapali kiimenin ters gorintiistiniin | -kapal

oldugu gosterilmistir.

Buradan | -siireklilik ve yakin kapalilik altinda herhangi bir | -agik

kiimenin ters goriintisiiniin I, -agik oldugu sonucuna ulagilmustir.

Ayni zamanda | -stireklilik ve kapalillik altinda herhangi bir | -kapali
kiimenin ters gortntiisiniin |, -kapali oldugu ve yine buradan | -stireklilik ve
kapalilik altinda herhangi bir I -a¢ik kiimenin ters gortntiisiiniin | -agik oldugu

elde edilmistir.

Ote yandan bir ideal topolojik uzaydaki herhangi bir kapali kiimenin bir f
fonksiyonu altindaki goriintiisiiniin x-acik olmasi durumunda bu f fonksiyonunun

yakin kapal1 bir fonksiyon oldugu gosterilmistir.

Iki yakin kapali fonksiyonun bileskesinin yakin kapali bir fonksiyon
olmadigint gosteren bir drnek verilmistir. Devaminda kapali bir fonksiyon ile
yakin kapali bir fonksiyonun bileskesinin yakin kapali bir fonksiyon oldugu

gosterilmistir.

Bununla birlikte x-agik fonksiyon ve | -kararsiz fonksiyon kavramlari
verilip, yakin kapali bir fonksiyon ile x-agik ve | -kararsiz bir fonksiyonun
bileskesinin yakin kapali bir fonksiyon oldugu gosterilmistir.

Ayrica yakin kapali bir fonksiyonun herhangi bir kisitlanmisinin yakin

kapali bir fonksiyon olmadigi bir Ornekle gosterilmis olup yakin kapali bir
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fonksiyonun herhangi bir kapali kiimeye kisitlanmiginin yakin kapali bir

fonksiyon oldugu elde edilmistir.

Son bolimde ise ideal topolojik uzaylarda yakin siireklilik kavranu

sunulmustur. Yakin siirekliligin ¢esitli karakterizasyonlar1 aragtirilmigtir.

Ayni zamanda yakin siireklilik ve x-kapalilik altinda herhangi bir | -kapali

kiimenin gortntiistiniin | ; -kapali oldugu gosterilmistir.

Buradan siireklilik ve x-kapalilik altinda herhangi bir 1 -kapali kiimenin

gortintiistiniin |, -kapali oldugu sonucuna ulagtlmustir.

Diger yandan bir ideal topolojik uzaydaki herhangi bir acik kiimenin ters
gorlintiisiiniin  %-kapalt olmast durumunda bu fonksiyonun yakin siirekli bir

fonksiyon oldugu gdosterilmistir.

Daha sonra iki yakin siirekli fonksiyonun bileskesinin yakin siirekli bir
fonksiyon olmadigi bir Ornekle gosterilmistir. Devaminda yakin siirekli bir
fonksiyon ile siirekli bir fonksiyonun bileskesinin yakin siirekli bir fonksiyon

oldugu elde edilmistir.
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BOLUM 2

ONCEKIi CALISMALAR

Tez boyunca (X,7) ile topolojik uzay ve bu uzay da ayirma aksiyomlarinin

kabul edilmedigi uzay olarak ifade edilecektir.

Bir (X,7) topolojik uzaymin bir U alt kiimesi i¢in CI(U) ve Int(U) ile

strastyla (X,7) uzaymda U kiimesinin kapanis1 ve i¢i gosterilecektir.

Tamm 2.1. (X,7) topolojik uzay olsun. X kiimesinin alt kiimelerinin bostan

farkl ailesi olan | asagidaki kosullar1 sagliyorsa | ailesine X iizerinde bir ideal

denir
MHUelveVcUiseVel,
2)Uel veVeliseUuUV el
(Kuratowski, 1966).

Tanmm 2.2. (X,7) bir topolojik uzay ve | ailesi de bu uzay {izerinde bir
ideal olsun. P(X), X’ in tiim alt kiimelerinin kiimesi olmak {izere, asagidaki gibi

tanimlanan
() :P(X)—> P(X)

kiime operatdriine U kiimesinin 7 topolojisi ve | idealine gore yerel fonksiyonu

denir (Kuratowski, 1966).

U c X alalim.

U*(l,r)={xe X: V¥ Ver(X) icin VU ¢ 1}



BOLUM 2 — ONCEKi CALISMALAR Sena OZEN

olarak tanimlanir.

Burada
Z'(X)={V er:XeV}
dir.
Kisaca U*(l,7) yerine U" yazacagiz. (Kuratowski, 1966).

Tamm 2.3. (X,7) bir topolojik uzay ve | ailesi de bu uzay iizerinde bir
ideal olsun. 7 topolojisinden daha ince olan ve %-topoloji olarak adlandirilan

7°(1,7) topolojisi i¢in CI*(.) Kuratowski kapanis operatorii
CI'U)=U uU*(l,7)
olarak tanimlanir (Jankovi¢ ve Hamlett, 1990).
Kisaca 7°(l,7) yerine 7° yazacagiz.

I, X iizerinde bir ideal ise bu durumda (X,7,1) uzaymna ideal topolojik uzay

denir (Jankovi¢ ve Hamlett, 1990).

Tanmm 2.4. Bir (X,7) topolojik uzaymin bir V alt kiimesi verilsin. G
kiimesi (X,7) uzayinda agik kiime olmak iizere V < G oldugunda CI(V)c G

oluyorsa V kiimesine ¢ -kapali kiime denir (Levine, 1970).

Tanmmm 2.5. (X,7,l1) ideal topolojik uzay ve U < X olsun. V kiimesi

(X,z,1) ideal topolojik uzayinda acik kiime olmak ilizere U —cV oldugunda

U" <V oluyorsa U kiimesine | o -kapali kiime denir (Dontchev ve ark., 1999).

Tanmm 2.6. (X,7,l1) ideal topolojik uzay ve U < X olsun. Eger X \ U

kiimesi | -kapali ise U kiimesine | -agik kiime denir (Dontchev ve ark., 1999).

Teorem 2.7. (X,7,l) ideal topolojik uzay ve U < X olsun. Bu durumda
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asagidakiler denktir:

(1) U kiimesi | -kapalidir,
(2) V kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda agik kiime olmak

tizere U <V oldugunda CI*(U) <V dir (Navaneethakrishnan ve Joseph, 2008).

Teorem 2.8. (X,7,l) ideal topolojik uzay ve U < X olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:

(1) U kiimesi | -agiktir.

(2) K kiimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda kapali kiime

olmak iizere K cU oldugunda K c Int"(U) dir

(Navaneethakrishnan ve Joseph, 2008).

Tanim 2.9. (X,7) bir topolojik uzay ve S < X olsun. Eger
S = Int(CI(S))
ise S kiimesine diizenli agik kiime denir (Stone, 1937).

Tanim 2.10. (X,7) bir topolojik uzay ve S < X olsun. Eger
S =CI(Int(S))
ise S kiimesine diizenli kapali kiime denir (Stone, 1937).

Tanmm 2.11. (X,7,l) ideal topolojik uzay ve S < X olsun. T kiimesi

(X,z,1) 1ideal topolojik uzaymnda diizenli agik kiime olmak tlizere S cT
oldugunda S"cT  oluyorsa S kiimesine | -kapali kiime denir

(Navaneethakrishnan ve ark., 2009).

Tamm 2.12. (X,7,l) ideal topolojik uzay ve S < X olsun. Eger X \ S
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kiimesi | -kapali ise S kiimesine | -acik kiime denir

(Navaneethakrishnan ve ark., 2009).

Teorem 2.13. (X,7,l) ideal topolojik uzay ve S < X olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:

(1) S kiimesi | -agiktir.

(2) T kiimesi diizenli kapali kiime olmak iizere T < S
oldugunda T < Int*(S) dir.
(Navaneethakrishnan ve ark., 2009)

Tanim 2.14. (X,z,l1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)>(Y,o0,J) fonksiyon olsun. (Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her
S x-agik kiimesi ig¢in f'(S) w%-agik kime ise f:(X,7,1)—(Y,0,J)

fonksiyonuna x-stireklidir denir (Hamlett ve Rose, 1990).

Uyan 2.15. (X,7,1) ideal topolojik uzay ve S < X olsun. 74 topolojisi S

tizerindeki alt uzay topolojisi ve
li={snl:1'elf
olmak iizere
(S,zg,1s)
ideal topolojik uzaydir (Jankovi¢ ve Hamlett, 1990).

Tanim 2.16. (X,7,1) ideal topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger
Ac Int"(CI(A))

ise A kiimesine on | -agik kiime denir (Ekici, 2011 a).

10
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Tanmm 2.17. (X,7,1) ideal topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger X \ A

on | -agik kiime ise A kiimesine on | -kapali kiime denir (Ekici, 2011 a).
Tanim 2.18. (X,7,1) ideal topolojik uzay ve Ac X olsun. Eger
A=Cl (Int(A))

ise A kiimesine | — R kapali kiime denir (A¢ikgdz ve Yiiksel, 2007).

11
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BOLUM 3

ZAYIF | -KAPALI KUMELER

Bu bolimde ideal topolojik uzaylarda zayif | -kapali kiime olarak

adlandirilan bir kiime kavrami sunulmus ve calisilmistir. Bu kiimelerin ¢esitli

karakterizasyonlar1 verilmistir. Zayif |, -kapali kiimelerin bazi Ozellikleri ve

diger kiimelerle olan iligkileri incelenmistir.

Bir ideal topolojik uzayda diizenli agik ve zayif |, -kapali bir kiimenin *-

kapal1 kiime oldugu gosterilmistir.

Herhangi bir ideal topolojik uzayin zayif I, -kapali bir G alt kiimesi igin

(Int(G))"\ G kiimesinin bos kiimeden farkli diizenli kapali kiime kapsamadig1

elde edilmistir.

Ustelik bir ideal topolojik uzaym zayif I, -kapali bir G alt kiimesi i¢in

ClI"(Int(G))\G kiimesinin de bos kiimeden farkli diizenli kapali kiime

kapsamadigi elde edilmis ve bunun tersinin dogru olmadigi bir Ornek ile

gosterilmistir.

Tanmm 3.1. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. H kiimesi

(X,7,1) ideal topolojik wuzayinda diizenli ag¢ik kiime olmak iizere
G < H oldugunda (Int(G))" c H oluyorsa G kiimesine zayif I, -kapali kiime

denir.

Tanmm 3.2. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. X \ G zay1f

I, -kapali kiime ise G kiimesine zayif | -a¢ik kiime denir.
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Uyan 3.3. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay olsun. Bu durumda bir G < X
icin asagidaki diyagram gecerlidir:

on | -kapali
U
zayif | -kapali

0
I, -kapali

i
I, -kapali

i
*-kapali

i
| — R kapali

Uyan 3.4. Asagidaki ornekte ve A¢ikgoz ve Yiiksel (2007); Dontchev ve
ark. (1999); Navaneethakrishnan ve ark. (2009) nin ¢aligmalarinda gdorildigi

tizere Uyar1 3.3’ teki gerektirmeler tersinir degildir.

Ornek 3.5. X ={a,b,c.d}, = {X,,{c},{d},{a,c}.{c.d} {a,c.d}} ve

I ={2.}}
olsun.

A= {a, c,d } kiimesini alalim.
Bu durumda A kiimesi |, -kapalidir ancak on | -kapali bir kiime degildir.
B = {a} kiimesini alalim.

Bu durumda B kiimesi 6n | -kapal1 ve zay1f I, -kapali bir kiimedir ancak bu

kiime I, -kapali bir kiime degildir.
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Teorem 3.6. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:

(1) G kiimesi zayif | -kapali bir kiimedir.

(2) GcH ve H kiimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda
diizenli agik kiime oldugunda CI” (Int(G)) c H dir.

Ispat :

(1)=(2) : G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif | -kapali bir

kiime olsun.

Kabul edelim ki G H ve H kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda

diizenli agik kiime olsun. Bu durumda

(INt(G))" = H

dir.
INt(G)cGcH
oldugundan
(Int(G))" U Int(G) c H
elde edilir.

O halde CI"(Int(G)) = H olur.

2)=(1): Gc H ve H kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda diizenli

acik kiime oldugunda CI”(Int(G)) c H olsun.

(Int(G))" U Int(G) c H
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oldugundan G < H ve H kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda diizenli agik

kime iken
(Int(G))" < H
elde edilir.

Teorem 3.7. (X,7,l) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. G kiimesi

diizenli agik ve zayif |, -kapali bir kiime ise G, x-kapal1 bir kiimedir.
Ispat:

G kimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda diizenli agik ve zayif | -kapali

bir kiime olsun.
G kiimesi diizenli agik ve zayif |, -kapali bir kiime oldugundan
CI"(G) =CI"(Int(G))
cG
dir.
O halde G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda x-kapali bir kiimedir.

Sonu¢ 3.8. (X,7,l) bir ideal topolojik uzay ve Ac X diizenli acik kiime

olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) A kiimesi zayif |, -kapali bir kiimedir.
(2) A kiimesi |, -kapali bir kiimedir.
(3) Akiimesi | -kapali bir kiimedir.

(4) A kiimesi »-kapal1 bir kiimedir.
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Ispat :

(1)=(2) : Kabul edelim ki A kiimesi (X,7z,l) ideal topolojik uzayinda

zayif | -kapali bir kiime olsun.

A c B olacak sekilde B diizenli ac¢ik kiimesini alalim.

A kiimesi zay1f I, -kapali bir kiime oldugundan

(Int(A))" = B
dir.

Aymi zamanda A kiimesi diizenli agik bir kiime oldugundan A" — B elde

edilir.
O halde A kiimesi |, -kapali bir kiimedir.

(2)=(3) : A kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda I, -kapali bir kiime

olsun.

A c B olmak tizere B agik kiimesini alalim. A kiimesi 1, -kapali bir kiime

oldugundan A" = Ac B elde edilir.
Buradan A" — B olacaktir.

O halde A kiimesi |, -kapali bir kiimedir.

(3)=>() : A kimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda 1 -kapal bir kiime

olsun. A c A ve A agik bir kiimedir.

A kiimesi |, -kapali bir kiime oldugundan A’ c A elde edilir.

O halde A kiimesi %-kapal1 bir kiimedir.
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4)=() : A kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda x-kapali bir kiime

olsun.
Kabul edelim ki B kiimesi diizenli a¢ik kiime olmak tizere A — B olsun.
A kiimesi x-kapal1 bir kiime oldugundan
A"c AcB
dir.
Ote yandan A kiimesi diizenli agik kiime oldugundan
(Int(A))" = A”
cB
olup
(Int(A))" = B
oldugu elde edilir.

O halde A kiimesi zay1f | -kapali bir kiimedir.

Teorem 3.9. (X,7,l) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. G kiimesi
zayif |, -kapali bir kiime ise bu durumda (Int(G))"\ G bostan farkli diizenli

kapal1 kiime kapsamaz.
Ispat :

G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif I, -kapali bir kiime olsun.

Kabul edelim ki H < (Int(G))"\ G olacak sekilde H diizenli kapali kiime olsun.
G kiimesi zayif |, -kapali kiime, X\ H diizenli agik kiime ve

GcX\H
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oldugundan
(Int(G))" = X \ H

dir.

Buradan

H < X \(Int(G))"

dir.

Dolayisiyla

H < (Int(G))" n X \(Int(G))"
=g

oldugu elde edilir.

Buradan H =& oldugu ¢ikar.
O halde (Int(G))"\ G kiimesi bostan farkli diizenli kapali kiime kapsamaz.

Teorem 3.10. (X,7,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. G kiimesi
zayif | -kapali bir kiime ise bu durumda Cl"(Int(G))\ G bostan farkl1 diizenli

kapal1 kiime kapsamaz.
Ispat :
G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif |  -kapali bir kiime olsun.
Kabul edelim ki
H < CI'(Int(G))\ G

olacak sekilde H diizenli kapali kiime olsun.
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Buradan
H < CI'(Int(G))\ G
= ((Int(G))" v Int(G))\ G
=((Int(G))" \G)u ((Int(G))\ G)
olup
H < (Int(G))"\ G
elde edilir.

Teorem 3.9° da bir G kiimesinin zayif | -kapali kiime olmasi durumunda

(Int(G))"\G kiimesinin bostan farkli diizenli kapali kiime kapsamadigimi

gostermistik.
Buradan H =& oldugu ¢ikar.

O halde buradan CI"(Int(G))\ G kiimesinin bos kiimeden farkli diizenli

kapal1 kiime kapsamadig: elde edilir.

Uyant 3.11. Asagidaki 6rnekte goriildiigii lizere Teorem 3.10° un tersi

genelde dogru degildir.
Ornek 3.12. X ={a,b,c,d}, r = {X,&,{c}.{d}.{a.c},{c,d}.{a,c,d}} ve
| = {2, b}
olsun.

A= {C} kiimesini alalim.

Bu durumda CI"(Int(A))\ A kiimesi bostan farkli diizenli kapali kiime

icermez. Ancak A kiimesi zayif |, -kapali bir kiime degildir.
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Teorem 3.13. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir:

(1) (X,z,1) ideal topolojik uzayindaki her G zayif |, -kapali

kiimesi i¢in G kiimesi &n | -kapali bir kiimedir.

(2) (X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her {X} tek nokta kiimesi

bir diizenli kapali kiimedir veya {x} on | -acik bir kiimedir.
Ispat :

M=(@2) : (X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her G zayif I, -kapal

kiimesi igin G kiimesi 6n | -kapali bir kiime ve X € X olsun.
(X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her G zayif |, -kapali kiimesi i¢in
Cl'(It(G)) = G
dir.

Kabul edelim ki {X} tek nokta kiimesi diizenli kapali kiime olmasm. Bu

durumda X, X \{X} kiimesini i¢eren tek diizenli acik kiimedir.

X \{X} kimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif I, -kapali kiimedir.

Dolayistyla
CI"(Int(X \{x} ) = X \{x}
ve boylece
{x} = Int"CI({x)
dir.

Sonug olarak {X} tek nokta kiimesi 6n | -acik bir kiimedir.
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(2)=() : G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif | -kapal bir

kiime olsun. x € CI"(Int(G)) olsun.

Kabul edelim ki {x} kiimesi 6n | -agik kiime olsun. Buradan

ixj< Int"Cl(ixh)
dir. x € CI"(Int(G)) oldugundan
Int™ (CI({x})) N Int(G) » &
dir. Buradan
Cl{xp) N Int(G) = &
dir.
Cl{x}n Int(G)) = &
ve dolayisiyla
X} Int(G) = &
dir.
Buradan x € Int(G) dir.
O halde x e G dir.
Kabul edelim ki {x} diizenli kapali kiime olsun. Teorem 3.10” dan
CI'(Int(G))\ G
kiimesi {X} kiimesini icermez.

x € CI"(Int(G)) oldugundan x € G dir.

21



BOLUM 3 — ZAYIF |,,-KAPALI KUMELER Sena OZEN

Sonug olarak x € G dir. Boylece
Cl'(Int(G)) = G
ve dolayistyla G kiimesi 6n | -kapali bir kiimedir.

Teorem 3.14. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. Eger
Cl™(Int(G))\ G kiimesi bostan farkl1 x-kapal1 bir kiime icermiyorsa bu durumda

G kiimesi zayif |, -kapali bir kiimedir.
Ispat :

Kabul edelim ki (X,7,1) ideal topolojik uzayinda ClI"(Int(G))\ G kiimesi

bostan farkli x-kapal1 kiime igermesin.

GcH ve H kiimesi diizenli agik bir kiime olsun. Kabul edelim ki

Cl”" (Int(G)) kiimesi H de kapsanmasin.
Bu durumda
CI'(Int(G)) N ( X\ H)

kiimesi Cl™(Int(G))\ G kiimesinin bostan farkli -kapali bir alt kiimesidir. Bu ise

bir ¢eliskidir.
O halde G kiimesi zay1f | -kapali bir kiimedir.

Teorem 3.15. (X,7,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. Eger G
kiimesi zayif |, -kapali bir kiime ise bu durumda H kiimesi | — R kapali kiime ve

K kiimesi bostan farkli diizenli kapali kiime icermeyen bir kiime olmak {izere
Int(G)=H\K

dir.
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Ispat :
G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif |  -kapali kiime olsun.
K =(Int(G))'\ G

olsun. Bu durumda Teorem 3.9’ dan K kiimesi bostan farkli diizenli kapali kiime

igermez.

H = CI"(Int(G)) alalim. Bu durumda

H =Cl (Int(H))

dir.
Ustelik
H\K = ((Int(G))" U Int(G))\ ((Int(G))"\ G)
= ((INt(G))" v Int(G) N ( X\ (Int(G))" UG)
= Int(G)
dir.

Teorem 3.16. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. Kabul

edelim ki G kiimesi zayif |, -kapali bir kiime olsun.
Bu durumda asagidakiler denktir:
(1) G kiimesi t')nf -kapal1 bir kiimedir.
(2) CI"(Int(G))\ G kiimesi diizenli kapal1 bir kiimedir.
Ispat :

(1)= (2) : G kiimesi &n | -kapal1 bir kiime olsun.
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Bu durumda
ClI'(Int(G)) c G
dir.
Buradan
ClI'(Int(G))\G=0
dir.
Boylece

CI'(Int(G))\ G
kiimesi diizenli kapali bir kiimedir.

2)=(1) : ClI'(Int(G))\ G kiimesi diizenli kapal1 bir kiime olsun. G kiimesi

(X,7,1) ideal topolojik uzaymnda zayif | -kapali kiime oldugundan Teorem

3.10° dan
ClI'(Int(G)\G=O
dir.
Dolayisiyla
ClI'(Int(G)) c G
dir.

O halde G kiimesi &n | -kapal1 bir kiimedir.

Teorem 3.17. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. Kabul

edelim ki G kiimesi zayif | -kapali bir kiime olsun.
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Bu durumda asagidakiler denktir:

(1) G kiimesi 6n | -kapali bir kiimedir.

(2) (Int(G))"\ G kiimesi diizenli kapali bir kiimedir.
Ispat :

(1)= (2) : G kiimesi &n | -kapal1 bir kiime olsun.

Bu durumda
CI”(Int(G)) = (Int(G))" U Int(G)

<G

dir.

Buradan
(INY(G))" v Int(G))\ G= ((Int(G))"\ G) U ((Int(G))\ G)

= (Int(G))"\ G
%

dir.

Buradan (Int(G))"\ G=J elde edilir.
O halde (Int(G))"\ G kiimesi diizenli kapal1 bir kiimedir.
2)=() : (Int(G))"\ G kiimesi diizenli kapal1 bir kiime olsun.

G kiimesi zayif |, -kapali kiime oldugundan Teorem 3.9 dan

(Int(G))"\G=Q
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dir.
Buradan
(Int(G))" =G
olur.
Ayn1 zamanda
(Int(G)) =G
oldugundan
(Int(G))" U Int(G) = CI" (Int(G))
cG
elde edilir.
O halde G kiimesi &n | -kapali bir kiimedir.
Sonug¢ 3.18. (X,7,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X zayif |, -kapah
kiime olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir:
(1) G kiimesi 6n | -kapali bir kiimedir.
(2) CI"(Int(G))\ G kiimesi diizenli kapal1 bir kiimedir.
3) (Int(G))"\ G kiimesi diizenli kapali bir kiimedir.
Ispat :
(1)=(2) : Teorem 3.16’° dan elde edilir.

(2)= () : Teorem 3.16’° dan elde edilir.
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(1)=(3) : Teorem 3.17’ den clde edilir.
(3)=() : Teorem 3.17’ den elde edilir.

Teorem 3.19. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G < X zayif |  -kapal

kiime olsun.

Bu durumda
Gu(X\(Int(G))")
kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif | -kapali kiimedir.
Ispat :

G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif |  -kapali kiime olsun.

Kabul edelim ki H kiimesi
GuU(X\(Int(G))")c H
olacak sekilde bir diizenli acik kiime olsun.
Buradan
X\HcX\(G U (X \(Int(G))"))
= (X\G)N(Int(G))’
=(Int(G))"\G
olur.

X\ H kiimesi diizenli kapal bir kiime ve G kiimesi zayif | -kapali kiime

oldugundan Teorem 3.9’ dan

X\H=9

27



BOLUM 3 — ZAYIF |,,-KAPALI KUMELER Sena OZEN

dir.
Boylece X =H dir.
Dolayisiyla X,
Gu(X\(Int(G))")
kiimesini kapsayan tek diizenli agik kiimedir.

Sonug olarak G U (X \(Int(G))") kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda

zayif | -kapal bir kiimedir.

Sonug 3.20. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve G < X zayif | -kapah

bir kiime olsun. Bu durumda
(Int(G))"\ G
kimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif I, -a¢ik kiimedir.
Ispat :

(X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve G < X zayif | -kapal bir kiime

olsun.

Kabul edelim ki H kiimesi
X\((Int(G))"\G) c H
olacak sekilde diizenli acik bir kiime olsun.

Buradan
X\ ((Int(G))"\G)=G U (X \(Int(G))")

cH
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olup
X\H c (Int(G))'\ G
dir.

Teorem 3.19” da (X,7,l) ideal topolojik uzayinda bir G < X kiimesinin
zayif |, -kapali kiime olmasi durumunda G u (X\ (Int(G))") kiimesinin zay1f

I, -kapali bir kiime oldugunu gostermistik.
Buradan
G U (X \(Int(G))" )= X \((Int(G))"\G)
oldugundan X \((Int(G)) \G) kiimesi zayif | o -kapali bir kiimedir.
O halde
(Int(G))'\ G
kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif I, -agik bir kiimedir.

Teorem 3.21. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:
(1) G kiimesi x-kapal1 ve diizenli agik bir kiimedir.
(2) G kiimesi | — R kapal1 ve diizenli acik bir kiimedir.
Ispat :

(1)=(2) : Kabul edelim ki G kiimesi x-kapali ve diizenli agik bir kiime

olsun.

G kiimesi x-kapali ve diizenli agik bir kiime oldugundan

G =CI*(G) = CI*(Int(G))
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dir.
O halde G kiimesi | — R kapal1 ve diizenli agik bir kiimedir.
(2)=() : G kiimesi | —R kapal1 ve diizenli agik bir kiime olsun.
Bu durumda Uyari 3.3’ ii kullanarak
G =CI"(Int(G)) =CI*(G)
oldugundan G kiimesi x-kapali ve diizenli acik bir kiime olacaktir.

Teorem 3.22. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:

(1) G kiimesi | —R kapal1 ve diizenli agik bir kiimedir.
(2) G kiimesi zayif | -kapali ve diizenli agik bir kiimedir.
ispat :

(1)=(2) : G kiimesi | —R kapal1 ve diizenli agik bir kiime olsun. Uyari
3.3’ ten elde edebilecegimiz gibi asagidaki sekilde de gosterebiliriz.

Kabul edelim ki G < H ve H diizenli agik kiime olsun.
G kiimesi | — R kapal1 kiime oldugundan
G =Cl"(Int(G))
dir. Dolayisiyla
ClI"(Int(G))c H
olur.

O halde G kiimesi zayif |, -kapali ve diizenli agik bir kiimedir.
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(2)=(1) : G kiimesi zayif | -kapali ve diizenli agik bir kiime olsun.

G kiimesi zayif |, -kapali bir kiime oldugundan G = G ve G diizenli agik

bir kiime iken

(INt(G))" = G

dir.
Ayni zamanda (Int(G)) < G oldugundan
(Int(G))u(Int(G)) =G
elde edilir.
Dolayisiyla
CI*(Int(G)) = G
dir.
Diger yandan
G c CI*(G) =CI*(Int(G))
dir.
O halde G =CI*(Int(G)) olup G kiimesi | —R kapali ve diizenli agik bir
kiimedir.

Sonu¢ 3.23. (X,7,l1) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:
(1) G kiimesi x-kapali ve diizenli agik bir kiimedir.

(2) G kiimesi | — R kapal1 ve diizenli agik bir kiimedir.

31



BOLUM 3 — ZAYIF |,,-KAPALI KUMELER Sena OZEN

(3) G kiimesi zayif |, -kapali ve diizenli agik bir kiimedir.

ispat :
(1)=(2) : Teorem 3.21’ den elde edilir.
(2)=(3) : Teorem 3.22° den elde edilir.

(3)= (1) : Teorem 3.21 ve Teorem 3.22’ den elde edilir.
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BOLUM 4

ZAYIF | -KAPALI KUMELERIN

OZELLIKLERI

Bu boliimde zayif 1 -kapali kiimelerin onemli 6zellikleri aragtirilmig ve

elde edilen sonuglar sunulmustur.

Bir ideal topolojik uzayin higbir yerde yogun olmayan bir alt kiimesinin

zayif |, -kapali kiime oldugu ispatlanmis ve tersinin dogru olmadig bir drnek ile

gosterilmistir.

Ideal topolojik uzaydaki iki zayif I, -kapali kiimenin arakesitlerinin ve iki

zayif | -kapali kiimenin birlesimlerinin zayif |, -kapali kiime olmadiklarini

gosteren Ornekler verilmistir.

Teorem 4.1. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay olsun. Bu durumda

asagidakiler denktir :

(1) (X,z,l) ideal topolojik uzaymin her alt kiimesi zayif |-

kapal1 kiimedir.

(2) (X,z,l) 1ideal topolojik uzayindaki her G diizenli agik

kiimesi i¢in G 6n | -kapali bir kiimedir.
Ispat :

(1)=(2) : Kabul edelim ki (X,z,1) ideal topolojik uzaymin her alt kiimesi

zayif |, -kapali kiime olsun. G kiimesi diizenli a¢ik kiime olsun.
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G kiimesi zayif |, -kapali kiime oldugundan
ClI'(Int(G)) c G
dir.
O halde G kiimesi &n | -kapal1 bir kiimedir.

(2)=() : G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinin bir alt kiimesi ve H

kiimesi de G — H olacak sekilde bir diizenli agik kiime olsun.

(2) den

CI"(Int(G)) c CI"(Int(H))
cH

dir.

Dolayisiyla G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif |, -kapali bir
kiimedir.

Teorem 4.2. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay olsun. G kiimesi zayif |, -
kapal1 bir kiime ve

G c H cCl'(Int(G))

ise bu durumda H kiimesi zayif I, -kapali bir kiimedir.

Ispat :

H < K ve K kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda diizenli acik kiime

olsun. G < K ve G kiimesi zayif |, -kapali kiime oldugundan

Cl'(Int(G)) < K
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dir.
H < CI'(Int(G))
oldugundan
CI”(Int(H)) c CI" (Int(G))
cK
dir. Dolayisiyla
Cl"(Int(H))c K

olup H kiimesi zayif | -kapali bir kiimedir.

Sonu¢ 4.3. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay olsun. G kiimesi zayif |-

kapali ve agik bir kiime ise bu durumda Cl"(G) zayif | o -kapal1 bir kiimedir.

Ispat :

G kimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif |, -kapali ve agik bir

kiime olsun. Bu durumda
G cCI'(G)
c CI'(G)
= CI"(Int(G))
dir.

Dolayisiyla Teorem 4.2° den CI'(G) kiimesi (X,z,l) ideal topolojik

uzayinda zayif |, -kapal bir kiimedir.
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Teorem 4.4. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. G kiimesi

hi¢bir yerde yogun olmayan bir kiime ise zayif I, -kapalidir.

Ispat :

G kiimesi X uzayinda hi¢bir yerde yogun olmayan bir kiime olsun.

Int(G) < Int(CI(G))
oldugundan
Int(G)=Y
dir. Dolayisiyla
ClI'(Int(G)) =

dir.

O halde G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif | -kapali bir

kiimedir.

Uyan 4.5. Asagidaki 6rnekte goriildiigii lizere Teorem 4.4’ {in tersi genelde

dogru degildir.
Ornek 4.6. X ={a,b,c.d},  ={X,,{c},{d},{a,cl{c.d}{a,c,d}} ve
| ={2. {b}}
olsun.
A={a,c,d} kiimesini alalim.

Bu durumda A kiimesi zayif |, -kapali bir kiimedir ancak bu kiime higbir

yerde yogun olmayan bir kiime degildir.
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Uyart 4.7. Bir ideal topolojik uzayda iki zayif | -kapali kiimenin

arakesitinin zayif |, -kapali kiime olmasi gerekmez.
Ornek 4.8. X ={a,b,c,d}, z={X.&,{c}.{d}.{a,c}{c.d}{a,c.d}} ve

I ={2. b}
olsun.
A={a,b,c} ve B={a,c,d}
kiimelerini alalim.

A ve B kiimeleri zayif | -kapali kiimelerdir ancak AN B kiimesi zayif

I, -kapali bir kiime degildir,

Uyart 4.9. Bir ideal topolojik uzayda iki zayif |  -kapali kiimenin

birlesiminin zayif I, -kapali kiime olmasi gerekmez.
Ornek 4.10. X ={a,b,c,d}, 7 ={X,2,{a},{b,c},{a,b,c}} ve

| ={o.{a}.{d}.{a.d}}
olsun.
A={b} ve B={c}
kiimelerini alalim.

A ve B kiimeleri zayif | -kapali kiimelerdir ancak AU B kiimesi zayif

I, -kapali bir kiime degildir,

Teorem 4.11. (X,7) bir topolojik uzay ve A kiimesi de bu uzayin bir agik

alt kimesi olsun.
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Eger G kiimesi X topolojik uzayinda diizenli agik bir kiime ise bu durumda
G M A kiimesi de (A, T A) alt uzayinda diizenli acik kiimedir (Long ve Herrington,

1978).

Teorem 4.12. (X,7) bir topolojik uzay ve A kiimesi de bu uzayin bir agik

alt kiimesi olsun.

B(c A) kiimesi (A,z,) alt uzaymnda diizenli agik kiime ise bu durumda
(X,7) uzaymnda B =G n A olacak sekilde G diizenli agik kiimesi vardir
(Long ve Herrington, 1978).

Teorem 4.13. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay ve H c G < X olsun. Eger

G kiimesi X uzayinda agik kiime ve H kiimesi G de zayif | -kapali kiime ise bu

durumda H kiimesi X uzayinda zayif |, -kapali bir kiimedir.

Ispat :

K kiimesi X uzayinda diizenli a¢ik kiime ve H < K olsun. H c KNG dir.

Teorem 4.11° den K NG kiimesi G de diizenli acik kiimedir.

H kiimesi G de zayif I, -kapali kiime oldugundan
Cla(Int,(H) c KNG
dir.
Ustelik
Cl"(Int(H)) = Clg (Int(H))
=Clg (Ints (H))
cKnG

c K
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dir.

Dolayisiyla
Cl'(Int(H)) c K
dir.

O halde H kiimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda zayif | -kapali bir

kiimedir.

Teorem 4.14. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve H < G < X olsun. Eger

G kiimesi X uzayinda diizenli agik kiime ve H kiimesi X uzayinda zayif |, -kapali

kiime ise bu durumda H kiimesi G de zayif |, -kapali bir kiimedir.

Ispat :
H < K ve K kiimesi G de diizenli a¢ik kiime olsun. Teorem 4.12° den
K=LnG
olacak sekilde X uzayinda bir L diizenli ag¢ik kiimesi vardir.

H kiimesi X uzayinda zayif |, -kapali kiime oldugundan
Cl'(Int(H)) c K

dir.

Ustelik
C|é (Intg(H)) = C|é (Int(H))
_CI"(Int(H)) "G

cKnG
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=K
dir.

Dolayisiyla
Clz(Intg(H) c K
dir.

O halde H kiimesi G de zayif | -kapali bir kiimedir.
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BOLUM 5

ZAYIF | -ACIK KUMELERIN

OZELLIKLERI

Bu béliimde ideal topolojik uzaylarda z* dan daha genel bir sinif olan zay1f

I, -acik kiimelerin bazi karakterizasyonlari verilmis ve bu kiimelerin 6zellikleri

arastirilmistir.

Ideal topolojik uzaydaki iki zayif I, -acik kiimenin arakesitlerinin ve iki
zayif | -acik kiimenin birlesimlerinin zayif | -agik kiime olmadiklari birer

ornek ile gosterilmistir.

Ote yandan bir ideal topolojik uzaym herhangi bir G alt kiimesinin zay1f

I, -kapali kiime olmasi durumunda ClI (Int(G))\G kiimesinin bu uzayda zayif

I, -acik kiime oldugu gosterilmistir.

Teorem 5.1. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. Bu

durumda asagidakiler denktir:

(1) G kiimesi zayif | -agik kiimedir.

2) HcG ve H dizenli kapali kiime oldugunda
H c Int"(CI(G)) dir.

ispat :
(1)=(2) : H kiimesi X uzayinda diizenli kapal1 kiime ve H < G olsun.

X\ H diizenli a¢ik kiimedir ve
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X\Gc X\H
dir.
X\ G zayif |, -kapali kiime oldugundan
Cl'(Int (X\G))c X\ H
dir.
Buradan
X\ Int"(CI(G)) = X\H
dir.
Dolayisiyla H < Int”(CI(G)) dir.
(2)=(1) : K kiimesi X uzayinda diizenli a¢ik kiime ve X\ G K olsun.
X\ K kiimesi, X\ Kc G olacak sekilde bir diizenli kapali kiime oldugundan
X\Kc Int"(CI(G))
dir.
X\ Int™(CI(G)) = CI"(Int(X \ G))
cK
dir.
Dolayisiyla X \ G kiimesi zayif | -kapali kimedir.
O halde G kiumesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda zayif I, -acik
kiimedir.
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Uyart 5.2. Bir ideal topolojik uzayda iki zayif | -agik kiimenin

birlesiminin zayif I, -agik kiime olmasi gerekmez.
Ornek 5.3. X ={a,b,c,d} olmak iizere

r={X.@.{c}{d}.{a.cl.ic.d}.{a.c.d}j

Ve

olsun.

kiimelerini alalim.

A ve B kiimeleri zayif 1 -agik kiimelerdir ancak AU B kiimesi zayif |, -

acik bir kiime degildir.

Uyart 5.4. Bir ideal topolojik uzayda iki zayif | -ag¢ik kiimenin

arakesitinin zayif |, -agik kiime olmasi gerekmez.
Ornek 5.5. X ={a,b,c,d} olmak iizere

r={X,?,{a},{b.c}.{a,b,c}}

Ve

| ={2.{a}.{d}.{a.d )}

olsun.
A={a,c,d} ve B={a,b,d}

kiimelerini alalim.
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A ve B kiimeleri zayif | -agik kiimelerdir ancak AN B kiimesi zayif I, -

acik bir kiime degildir.

Teorem 5.6. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. G kiimesi
zayif | -kapali kiime ise CI"(Int(G))\G kiimesi de (X,z,1) ideal topolojik

uzayinda zayif |, -acik kiimedir.
Ispat :
G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif |  -kapali kiime olsun.
Kabul edelim ki
H < CI'(Int(G))\G

olacak sekilde H bir diizenli kapali kiime olsun. G kiimesi zayif |, -kapali kiime

oldugundan Teorem 3.10°’ dan H =& dir.

Dolayisiyla
H < Int" (CI(CI" (Int(G))\G))
dir.
Buradan Teorem 5.1” den
Cl"(Int(G))\G
kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif | -a¢ik kiimedir.

Teorem 5.7. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. G kiimesi

zayif | -acik kiime ise bu durumda H diizenli agik bir kiime ve

Int’ (CI(G))U (X \G)c H
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oldugunda H = X dir.
Ispat :
H kiimesi X uzayinda diizenli acik bir kiime ve
Int"(CI(G)) U (X \G)c H
olsun.

X\Hc (X \ Int"(CI(G))) nG
=CI"(Int(X \G)\(X \ G)
dir.

X\ H kiimesi diizenli kapali kime ve X \ G kiimesi zayif |, -kapali kiime

oldugundan Teorem 3.10° dan
X\H=¢
dir.
O halde H = X dir.

Teorem 5.8. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G — X olsun. Eger G

kiimesi zayif | -acik kiime ve
Int"(CI(G))c H G
ise H kiimesi zay1f |, -agik kiimedir.
Ispat :
G kiimesi zayif | -agik kiime ve

Int"(CI(G))cH <G
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olsun.
Int"(CI(G)) c H
cG
oldugundan
Int"(CI(G)) = Int" (CI(H))
dir.

K kiimesi diizenli kapali bir kiime ve K < H olsun. Bu durumda K < G

dir.
G kiimesi zayif | -a¢ik kiime oldugundan Teorem 5.1° den
K < Int"(CI(G))
= Int"(CI(H))

elde edilir.

Dolayisiyla Teorem 5.1° den H kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda

zayif | -acik kiimedir.

Sonug¢ 5.9. (X,7,1) bir ideal topolojik uzay ve G < X olsun. G kiimesi
zayif |, -agik ve kapali bir kiime ise bu durumda Int"(G) kiimesi de zayif Iy -

agik kiimedir.
Ispat :

G kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda zayif 1 -acik ve kapali bir

kiime olsun.

Bu durumda
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Int”(CI(G)) = Int" (G)
c Int"(G)
cG
dir.

O halde Teorem 5.8” den Int™(G) kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda

zayif | -acik kiimedir.
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BOLUM 6
YAKIN KAPALILIK

VE

| ,-KAPALI KUMELER

Bu boliimde ideal topolojik uzaylarda yakin kapalilik kavrami sunulmus ve
calisilmigtir. Yakin kapaliligin ¢esitli karakterizasyonlar1 verilmistir.

I, -stireklilik ve yakin kapalilik altinda herhangi bir | -kapali kiimenin ters
gortntiistiniin || -kapali oldugu gosterilmistir.

Iki yakin kapali fonksiyonun bileskesinin yaki kapali bir fonksiyon

olmadig1 bir 6rnek ile gosterilmistir.

Bununla birlikte yakin kapali bir fonksiyonun herhangi bir kisitlanmisinin

da yakin kapali fonksiyon olmadig bir 6rnek ile gosterilmistir.

Tanmm 6.1. (X,7,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik wuzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

K kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda kapali bir kiime ve U kiimesi

(Y,0,J) ideal topolojik uzayinda | -agik bir kiime olmak tlizere f(K)cU

oldugunda f(K)c Int"(U) oluyorsa f :(X,z,1)—(Y,o0,J) fonksiyonuna yakin

kapal1 fonksiyon denir.

Uyan 6.2. (X,z,1) ve (Y,o0,J) iki 1ideal topolojik uzay olsun.

f:(X,7,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu verilsin.
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Bu durumda f:(X,7,1)—(Y,o,J) fonksiyonu kapali bir fonksiyon ise
yakin kapalidir.

Uyan1 6.3. Yukarida verilen uyarinin tersi asagidaki Ornekte goriildigi

tizere genelde dogru degildir.

Ornek 6.4. X ={a,b,c,d}, z={X,&.,{a},{b,c}.{a,b,c}} ve

| ={2.{a}.{d).{a.d}}

olsun.

Bu durumda

f(a)=a,f(b)=c,f(c)=b,f(d)=a
seklinde tanimlanan
f:(X,7,1)>(X,7,1)

fonksiyonu yakin kapalidir.

Ancak bu fonksiyon kapali bir fonksiyon degildir.

Tanmm 6.5. (X,7,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik wuzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

(Y,o,J) ideal topolojik uzaymdaki her K x-kapali alt kiimesi icin f ' (K)

kiimesi | -kapaliise f :(X,z,1) - (Y,0,J) fonksiyonuna | -siireklidir denir,

Teorem 6.6. (X,z,1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)—>(Y,0,J) bir fonksiyon olsun.

f:(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu | -siirekli ve yakin kapali bir fonksiyon
ise bu durumda (Y,o,J) ideal topolojik uzaymdaki her U | -kapali kiimesi i¢in

f'(U) kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzaymda | o -kapalidir.
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Ispat :
U kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime olsun.

Kabul edelim ki (X,z,l) ideal topolojik uzayindaki bir V acik kiimesi i¢in

f'(U) <V olsun.
Bu durumda
X\ c f(Y\U)

ve buradan
f(X\V) cY\U
elde edilir.

f:(X,7,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin kapali oldugundan

f(X\V) < Int" (Y\U)

=Y \CI"U)
dir.
Buradan
X\ c X\ f'(ClI"U))
olup
f'(Cl'U)) cV
elde edilir.

f:(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu I -siirekli oldugundan f (Cl'w))

kiimesi | -kapalidir.
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Sonug olarak
Cl*(f'(U)y)cCl*(f '(ClI"U)))
cV
elde edilir.

Dolayistyla CI'(f '(U))cV olup f'(U) kiimesi (X,7,1) ideal topolojik

uzayinda | -kapaldir.

Sonu¢ 6.7. (X,7,1) ve (Y,0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

Eger f:(X,7,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu | -siirekli ve yakin kapali bir
fonksiyon ise bu durumda (Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her U I -agik

kiimesi i¢in f ' (U) kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda | o -aciktir.
Ispat:
U kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda I -agik bir kiime olsun.

Kabul edelim ki (X,z,1) ideal topolojik uzaymdaki bir K kapali kiimesi

i¢in
Kcf'U)
olsun.
Bu durumda
f(K)ycU
olur.

f:(X,7,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin kapali bir fonksiyon oldugundan
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f(K)c Int"(U)
dir.

Buradan
Kc f’l(lnt*(U))
olur.

f:(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu I -siirekli oldugundan f “(Int*(U))

kiimesi | -agik bir kiimedir.
Boylece
K cInt"(f ' (Int" (U)))
cInt"(f ' (U))
elde edilir.

Dolayisiyla K < Int"(f '(U)) olup f'(U) kiimesi (X,z,1) ideal

topolojik uzayinda | -acik bir kiimedir.

Teorem 6.6 kullanilarak ta elde edilebilir.

Sonu¢ 6.8. (X,z,1) ve (Y,0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

Eger f:(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu I -siirekli ve kapali bir fonksiyon
ise bu durumda (Y,o,J) ideal topolojik uzaymdaki her U | -kapali kiimesi i¢in

f'(U) kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzaymda | o -kapalidir.

Ispat:
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f:(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu I -siirekli ve kapali bir fonksiyon ve U

kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime olsun.

Kabul edelim ki (X,7,l) ideal topolojik uzayindaki bir V agik kiimesi i¢in
f'(U) <V olsun.

Bu durumda
X\ c f(Y\U)
ve buradan
f(X\V) cY\WU
elde edilir.

f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu kapali bir fonksiyon oldugundan Uyari
6.2’ den yakin kapalidir.

Teorem 6.6 da f :(X,z,1) > (Y,o,J) fonksiyonunun I -siirekli ve yakin

kapal1 bir fonksiyon olmasi durumunda (Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her U
. o v e 1 . . . . ..

I, -kapali kiimesi i¢in f~(U) kiimesinin (X,z,1) ideal topolojik uzaymda I -

kapal1 bir kiime oldugunu gdstermistik.

O halde buradan CI*(f'(U))cV olup f'(U) kiimesi (X,z,1) ideal

topolojik uzayinda | -kapali bir kiimedir.

Sonu¢ 6.9. (X,7,1) ve (Y,0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) bir fonksiyon olsun.

Eger f:(X,z,1) > (Y,0,J) fonksiyonu I -siirekli ve kapali bir fonksiyon
ise bu durumda (Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her U | -agik kiimesi i¢in

f'(U) kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzaymda I, -agiktir.
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Ispat:
f:(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu I -siirekli ve kapal1 bir fonksiyon ve U

kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda | -agik bir kiime olsun.

Kabul edelim ki (X,7,l) ideal topolojik uzaymndaki bir K kapali kiimesi

icin K < f '(U) olsun.
Bu durumda
f(KycU
olur.

f:(X,7,1)>(Y,0,J) fonksiyonu kapali bir fonksiyon oldugundan Uyar1
6.2’ den yakin kapalidir.

Sonug 6.7” de f :(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonunun Il -stirekli ve yakin
kapal1 bir fonksiyon olmas1 durumunda (Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her U
I, -acik kiimesi i¢in f “(U) kiimesinin (X,7,1) ideal topolojik uzayinda | o -acik

bir kiime oldugunu gostermistik.

Dolayistyla buradan K < Int*(f ' (U)) olup f'(U) kiimesi (X,z,1) ideal

topolojik uzayinda | -acik bir kiimedir.

Teorem 6.10. (X,z,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

(X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her K kapali kiimesi i¢in f (K) kiimesi
(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda %-agik ise f :(X,z,1)— (Y,o0,J) fonksiyonu
yakin kapali fonksiyondur.

Ispat:
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Kabul edelim ki (X,z,l) ideal topolojik uzayindaki her K kapali kiimesi

icin f(K) kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda x-agik kiime olsun.

(X,7,l) ideal topolojik uzayinda bir V kapali kiimesi ve (Y,o,J) ideal

topolojik uzayinda bir U 1 -agik kiimesi i¢in f(V)<=U olsun.

Buradan

Int"(f(V)) < Int"(U)
olur.

f(V) kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda %-acik kiime oldugundan

f(V)c Int"(U)
olur.

O halde f :(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin kapalidir.

Uyant 6.11. Asagidaki 6rnek Teorem 6.10° un tersinin genelde dogru

olmadigini géstermektedir.

Ornek 6.12. X = {a, b,C,d} olmak tizere

r={X,2,{a},{b,c},{a,b,c}}

Ve

| ={2.{a}.{d).{a.d}}

olsun.
Bu durumda i:(X,z,1) - (X,z,1) birim fonksiyonu yakin kapalidir.

Ancak i({a,d})={a,d} kiimesi %-agik bir kiime degildir.
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Tanim 6.13. (X,z,1) bir ideal topolojik uzay olsun. (X,z,1) uzayinda her
I, -kapali kiime x-kapali ise bu uzaya T, -ideal uzay denir (Dontchev ve ark.,

1999).

Teorem 6.14. (Y,o0,J) bir ideal topolojik uzay olsun. Bu durumda

asagidaki 6zellikler denktir:

(1) Her (X,z,lI) ideal topolojik wuzayr i¢in her
f:(X,7,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin kapaldir.

) (Y,o0,Jd) uzay: T, -ideal uzaydur.
Ispat:

M=) : U= kimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda I -kapal

kiime olsun.

Kabul edelim ki

Ve
r={X,2,U}

olmak {izere (X,7,l) bir ideal topolojik uzay olsun. f :(X,z,1)— (Y,o0,J) birim

fonksiyon olsun.

Bu durumda f:(X,z,1)—>(Y,o,J) fonksiyonu yakin kapalidir. Y \ U
kimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzaymda | -agik kiime, X \ U kiimesi (X,7,1)

ideal topolojik uzayinda kapali kiime ve
fX\U) cY\U

oldugundan
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f(X\U) c Int"(Y\U)
olur.
fX\U)=Y\U
cInt"(Y\U)
=Y \CI"U)
oldugundan CI"(U)cU elde edilir.
Dolayisiyla U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda x-kapali kiimedir.
O halde (Y,o,J) uzay: bir T, -ideal uzaydir.

(2)=(@1) : V kimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda | -acik kiime ve K
kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda kapali kiime olmak iizere f(K)cV

olsun. (Y,o,J) uzay1 T, -ideal uzay oldugundan V kiimesi x-acik kiimedir.

Bu durumda f(K)c Int"(V) dir.
O halde f:(X,z,1)—> (Y,0,J) fonksiyonu yakin kapalidir.

Teorem 6.15. (X,z,1) ideal topolojik uzay olsun. Bu durumda asagidakiler

denktir:

(1 (X,z,1) ideal topolojik uzaymin her alt kimesi |-
kapalidir.

2) (X,z,l) ideal topolojik uzaymin her acik kiimesi x-
kapalidir.

(Navaneethakrishnan ve Joseph, 2008).
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Teorem 6.16. (X,z,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik uzay olsun. (Y,o,J)
ideal topolojik uzaymin tiim x-kapali kiimelerinin ailesi 7 ve o =7 olmak iizere

bir f : (X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu verilsin.
Bu durumda asagidakiler denktir:
1) f:(X,z,1)—>(Y,o,J) fonksiyonu yakin kapalidir.

(2) (X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her K kapali kiimesi i¢in

f (K) kiimesi x-agiktir.
Ispat:
MH=@Q): f:(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin kapali olsun.
Kabul edelim ki K kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda kapali olsun.

Bu durumda Teorem 6.15° ten f(K) kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik

uzayinda | -agiktir. f:(X,z,1)—(Y,0,J) fonksiyonu yakin kapali oldugundan

f(K)c Int*(f(K))
elde edilir.

Sonug olarak f(K) kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzaymnda x-agik

kiimedir.

2)=@1) : (X,z,l) ideal topolojik uzayindaki her K kapali kiimesi i¢in

f (K) kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda x-a¢ik kiime olsun.

(X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her U kapali kiimesi i¢in f(U) kiimesi
(Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda x-agik kiime oldugundan Teorem 6.10° dan

dolay1r f :(X,7,1)—> (Y,o0,J) fonksiyonu yakin kapalidir.
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Sonu¢ olarak f :(X,z,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonunun yakin kapali bir

fonksiyon oldugunu elde ederiz.

Uyan 6.17. Asagidaki ornekte iki yakin kapali fonksiyonun bileskesinin

yakin kapal1 fonksiyon olmadig1 gosterilmektedir.

Ornek 6.18. X =Y ={a,b,c,d} olmak iizere
r={X,2,{a}{a,b},{c.d}.{a,c,d}},

I =)=z {a}.{d}.{a.d}
ve
o =12} b.c}lab.cj
olsun.
f(a)=d,f(b)=a,f(c)=c,f(d)=d
olarak tanimli f :(X,7,1)— (Y,o,J) fonksiyonu ve

g(a)=a,g(b)=c,g(c)=b,g(d)=a

olarak tanimli g:Y,0,J)—>(,0,J) fonksiyonu icin

gof:(X,7,1) > (Y,o,J) fonksiyonu yakin kapali degildir.

Ancak f:(X,z,1)>(,0,)) ve g:(Y,0,J)—>(Y,0,)) fonksiyonlart

yakin kapali fonksiyonlardir.

Teorem 6.19. (X,z,1), (Y,0,J) ve (Z,n,1) ideal topolojik uzaylari
verilsin. f :(X,7,1)—>(Y,o0,J) ve g:(Y,o0,J) = (Z,n,]) iki fonksiyon olsun.

f:(X,7,1)—>(¥,0,J) fonksiyonu kapali fonksiyon ve
g:(Y,0,))—>(Z,n,0) fonksiyonu yakin kapali fonksiyon ise
ge f:(X,7,1)—>(Z,n,]) fonksiyonu yakin kapalidir.
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Ispat:

K kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda kapali bir kiime ve U kiimesi
(Z,n,1) ideal topolojik uzayinda |, -acik kiime olmak tizere (go f)(K)cU

olsun.

f:(X,7,1)>(Y,o0,J)) fonksiyonu kapali fonksiyon oldugundan f(K)
kimesi  (Y,o,J) ideal topolojik wuzaymmda kapali bir kiimedir.

g:(Y,0,J)—>(Z,n,l) fonksiyonu yakin kapali fonksiyon oldugundan
g(f(K)) = Int"(U)
dur.
Dolayistyla
(ge FYK)c Int"(U)
olup go f :(X,z,1)—> (Z,n,]) fonksiyonu yakin kapalidir.

Tanmm 6.20. (X,7,1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun. (X,z,l) ideal topolojik uzayinin her
K x-agtk alt kiimesi i¢in f(K) kiimesi %-a¢ik bir kiime ise

f:(X,7,1)—>(Y,o,J) fonksiyonuna x-acik fonksiyon denir.

Tanmm 6.21. (X,7,l1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)—>(Y,0,J) bir fonksiyon olsun.

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinin her K 1 -kapali alt kiimesi i¢in f(K)
kiimesi I, -kapali bir kiime ise f :(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonuna I -kararsiz

fonksiyon denir.

Teorem 6.22. (X,z,1), (Y,0,J) ve (Z,n,]) ideal topolojik uzaylari
verilsin. f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) ve g:(Y,o0,J) > (Z,n,]) iki fonksiyon olsun.
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f:(X,z,1)>(Y,0,J) fonksiyonu yakin kapali fonksiyon,
g:(Y,0,d) > (Z,n,1) fonksiyonu x-agik ve | -kararsiz bir fonksiyon ise bu

durumda go f :(X,7,1) > (Z,n,l) fonksiyonu yakin kapalidir.
Ispat:

K kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda kapali bir kiime ve U kiimesi
(Z,n,1) ideal topolojik uzayinda I -agik bir kiime olmak iizere (go f)(K)cU

olsun.

Bu durumda
f(Kycg™U)
olur.

g'(U) kiimesi I, -acik bir kiime ve f:(X,z,1)—(Y,o0,J) fonksiyonu

yakin kapal1 fonksiyon oldugundan

f(K)c Int"(g7' V)

olur,
Buradan
(g0 F)(K)=g(f(K))
cg(Int’ (g (U)))
olur.
Int" (g U)cg (V)
oldugundan

g(Int"(g"' (V))<= g(g ' (U))
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cu
elde edilir.

g:(Y,o0,J) > (Z,n,1) fonksiyonu %-agik fonksiyon oldugundan
g(Int"(g~'(U)) c Int’ (V)
olur.

Dolayistyla
(go F)K)c Int"(U)
olup geo f :(X,7,1) > (Z,n,]) fonksiyonu yakin kapalidir.

Uyan 6.23. (X,7,1) ideal topolojik uzay1 ve V < X i¢in 7, topolojisi V

tizerindeki alt uzay topolojisi ve
I, =VnJ:Jel}
olmak iizere
V.7, 1)
ideal topolojik uzaydir (Jankovi¢ ve Hamlett, 1990).

Teorem 6.24. (X,7,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

f:(X,7,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin kapali bir fonksiyon ve V kiimesi
(X,7,1) 1ideal topolojik uzayinda kapali bir kiime ise bu durumda

f:(X,7,1)—>(Y,o,J) fonksiyonunun V kiimesine kisitlanmis1 olan

fly :(V.7.0,) > (Y,0,9)

fonksiyonu yakin kapalidir.
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Ispat:

U kiimesi (V,7,,1,) ideal topolojik uzayinda kapali bir kiime ve G kiimesi

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda | -agik bir kiime olmak tzere
fl,U)c=G

olsun.

Bu durumda U kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda kapalidir ve

flyU)=f(U)
cG
dir.
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) fonksiyonu yakin kapali fonksiyon oldugundan
flyU)=fU)
c Int*(G)
elde edilir.

O halde f |v :V,7,,1,) = (Y,0,J)) fonksiyonu yakin kapalidir.

Uyan 6.25. Asagidaki 6rnekte yakin kapali bir fonksiyonun herhangi bir

kisitlanmiginin yakin kapali olmadig1 gosterilmektedir.

Ornek 6.26. X =Y ={a,b,c,d} olmak iizere
r={X,,{a},{a,b},{c.d},{a,c.d}},

| =J =12 {a}d}{a.djj

Ve
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o ={Y,2,{a},{b,c},{a,b,c}
olsun.
Bu durumda
f(a)=c,f(b)=d,f(c)=a,f(d)=d
seklinde tanimlanan f :(X,7,1) — (Y,o0,J) fonksiyonu ve

A={a,cd}

kiimesi i¢in f :(X,7z,1) > (Y,o,J) fonksiyonu yakin kapalidir.

Ancak
fla:(ATyl) > (Y,0,d)

fonksiyonu yakin kapali degildir.

64



BOLUM 7 — YAKIN SUREKLILIK VE ... Sena OZEN

BOLUM 7
YAKIN SUREKLILIK

VE

| ,-KAPALI KUMELER

Bu boliimde ideal topolojik uzaylarda yakin stireklilik kavrami sunulmus ve
yakin stirekliligin ¢esitli karakterizasyonlari arastirilmistir.
Yakin siireklilik ve *-kapalilik altinda herhangi bir | -kapali kiimenin

gortntiistiniin |, -kapali oldugu gosterilmistir.

Buradan siireklilik ve x-kapalilik altinda herhangi bir 1 -kapali kiimenin

gortintiistiniin |, -kapali oldugu sonucuna ulagtlmustir.

Ayrica iki yakin siirekli fonksiyonun bileskesinin yakin siirekli bir

fonksiyon olmadig bir 6rnek ile gosterilmistir.

Tanim 7.1. (X,7,1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)>(Y,o0,J) bir fonksiyon olsun. U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik

uzayinda agik bir kiime ve V kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda | -kapali

bir kiime olmak {iizere V < f'(U) oldugunda V* < f'(U) oluyorsa

f:(X,7,1)—>(Y,0,J) fonksiyonuna yakin siirekli fonksiyon denir.

Teorem 7.2. (X,z,l1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

Bu durumda asagidakiler denktir:
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@ f:(X,z,1)>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin siireklidir.
(2) U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime ve V

kimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime olmak uzere
V c f'(U) oldugunda
Cl'v)c f'(U)
dur.
Ispat:

(1)=(2) : Kabul edelim ki f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin

surekli olsun.

U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzaymda agik kiime ve V kiimesi

(X,7,1) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime olmak tizere

Vcf ')
olsun.
(1) den dolay1
V' c f'(U)
dur.
O halde buradan
Vi uV =CI*(V)
c f'U)
elde edilir.
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2)=(@1) : U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime ve V

kimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda | -kapali kime olmak uzere

V < f'(U) olsun.

(2) den dolay1
Cl'vV)c f'(U)
olur.
Bu durumda
Cl"(vV)=V"uV
c ')
elde edilir.
Dolayisiyla V* < f'(U) olup f:(X,7,1)—=(Y,0,]) fonksiyonu yakin
stireklidir.

Uyan 73. (X,z,1) ve (Y,0,J) 1iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

Bu durumda f:(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu siirekli bir fonksiyon ise

yakin siireklidir.

Uyan 7.4. Asagidaki 6rnekte yukarida verilen uyarinin tersinin genelde

dogru olmadig1 gdsterilmektedir.

Ornek 7.5. X = {a, b,c, d} olmak tizere
r={X,2,{a}.{b,c}.{a,b,c}},

| ={2.{a}.{d).{a.d}}
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olsun.
Bu durumda
f(a)=d,f(b)=c,f(c)=b,f(d)=a
seklinde tanimlanan
f:(X,7,1)>(X,z,1)
fonksiyonu yakin siireklidir.
Ancak bu fonksiyon siirekli degildir.

Teorem 7.6. (X,z,1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve

f:(X,7,1)—>(Y,o,J) birebir 6rten fonksiyon olsun.
Bu durumda asagidakiler denktir:
(1) f yakin kapalidir.
(2) f' yakin siireklidir.
Ispat:

(1)=(2) : Kabul edelim ki f :(X,z,1)— (Y,o,J) fonksiyonu yakin kapali

olsun.

U kiimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda agik kiime ve V kiimesi

(Y,0,J) ideal topolojik uzayinda I -kapali kiime olmak tizere V < f(U) olsun.

Bu durumda X \U kiimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda kapali kiime,
Y \V kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda | -agik kiime ve

Y\f(U)=f (X\U)

cY\V
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dir.
f:(X,7,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin kapali oldugundan
f(X\U)c Int* (Y \V)
olur.

Buradan
fX\WU)=Y \f ()
cY\CI*(V)
olup CI"'(V) < f(U) elde edilir.
O halde f™' yakin siirekli fonksiyondur.

(2)=(1) : Kabul edelim ki ' yakin siirekli fonksiyon olsun.

K kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda kapali bir kiime ve U kiimesi

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda | -agik bir kiime olmak tlizere f(K)cU

olsun.

Bu durumda X \K kiimesi (X,z,l) ideal topolojik uzayinda acik kiime ve

Y \U kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayimnda | -kapali kiime ve
Kc f'U)

dir.

Buradan
X\ U)=f(Y\)

X \K
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olur.
Bu durumda
Y\Ucf (X \K)
olur.
f ! yakin siirekli fonksiyon oldugundan
Cl'(Y\U)cf (X\K)
elde edilir.
Buradan
Y\Int*(U) <Y\ f(K)
olup
f(K)c Int"(U)
elde edilir.

O halde f :(X,7,1)—> (Y,0,J) fonksiyonu yakin kapalidir.

Tanm 7.7. (X,7,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik wuzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun. (X,z,l) ideal topolojik uzayindaki
her K %-kapali alt kiimesi i¢in f (K) kiimesi %-kapali ise f :(X,z,1)—> (Y,0,J)
fonksiyonuna x-kapali fonksiyon denir (Ekici, 2011 b).

Teorem 7.8. (X,z,1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)—>(Y,0,J) bir fonksiyon olsun.
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f:(X,7,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli ve x-kapali bir fonksiyon
ise bu durumda (X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her V 1 -kapali kiimesi i¢in

f(V) kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayimnda | -kapaldir.
Ispat:

V kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime ve U kiimesi

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime olmak tizere f(V)cU olsun.

Buradan V < f'(U) olur.
f:(X,7,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli oldugundan
Cl'v)c f'(U)
olur. Dolayisiyla f(CI"(V))cU elde edilir.
f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu x-kapali fonksiyon oldugundan

CI'(f(V)) = CI"(£(CI"(V)))

= f(CI"(V))
cu
elde edilir.
Sonug olarak
ClI'(f(v))cu

olur.

O halde f(V) kiimesi (Y,0,J) ideal topolojik uzayinda I -kapalidir.
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Sonu¢ 7.9. (X,7,1) ve (Y,0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.

f:(X,7,1)>(Y,0,J) fonksiyonu siirekli ve x-kapali ise bu durumda
(X,7,1) ideal topolojik uzayindaki her V 1 -kapali kiimesi i¢in f(V) kiimesi

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda | -kapalidir.

Ispat:

V kiimesi (X,7,l) ideal topolojik uzayinda | -kapal kiime ve U kiimesi

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime olmak iizere f(V)cU olsun.

Buradan V < f'(U) olur.

f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) fonksiyonu siirekli oldugundan Uyar1 7.3’ ten yakin

sureklidir.

Teorem 7.8” de f :(X,z,1)—> (Y,o0,J) fonksiyonunun yakin siirekli ve -
kapal1 bir fonksiyon olmasi durumunda (X,z,1) ideal topolojik uzayindaki her V
I, -kapali kiimesi i¢in f(V) kiimesinin (Y,o,J) ideal topolojik uzaynda I -

kapal1 bir kiime oldugunu gostermistik.

Dolayistyla buradan f (V) kiimesinin (Y,o,J) ideal topolojik uzayimnda | -

kapal1 bir kiime oldugu elde edilir.

Teorem 7.10. (X,z,1) ve (Y,o,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o0,J) bir fonksiyon olsun.

(Y,o,J) ideal topolojik uzaymdaki her U agik kiimesi i¢in f~'(U) kiimesi
de (X,z,1) ideal topolojik uzayinda x-kapali ise f:(X,z,1)—>(Y,0,J)

fonksiyonu yakin stireklidir.

Ispat:
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U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime, K kiimesi (X,z,1)

ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime ve K < f(U) olsun.

Bu durumda
ClI*(K)ycCl*(f "))
=f'U)
olur.
O halde f :(X,z,1)—(Y,0,J) fonksiyonu yakin siireklidir.

Uyan1 7.11. Teorem 7.10° un tersi asagidaki oOrnekte gorildiigli lizere

genelde dogru degildir.
Ornek 7.12. X ={a,b,c,d} olmak iizere
r={X,2,{a},{b,c},{a,b,c}}
veE

| ={2.{a}.{d).{a.d}}

olsun.
Bu durumda
i:(X,7,1)—>(X,7,1)
birim fonksiyonu yakin siireklidir.
Ancak i'({a,b,c})={a,b,c} kiimesi x-kapali bir kiime degildir.

Sonu¢ 7.13. (X,z,l) ve (Y,0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,z,1)—>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun.
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(Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her U kapali kiimesi i¢in f~'(U)
kiimesi (X,7,l1) ideal topolojik uzaymnda x-agik ise f :(X,z,1)—> (Y,0,J)

fonksiyonu yakin stireklidir.
Ispat:

U kiimesi (Y,o0,J) ideal topolojik uzayinda kapali kiime ve V kiimesi

(X,7,1) ideal topolojik uzayinda | -acik kiime olmak tizere

X\Ve f1(Y\U)
olsun.
Bu durumda f '(U)cV dir.

Buradan

Int*(f " (U)) = f ()

< Int* (V)

olur.

Boylece
X\Int"(V)c X\ f'(U)
olup buradan
ClI"(X\V)c f'(Y\U)
elde edilir.
O halde f :(X,z,1)— (Y,0,J) fonksiyonu yakin siireklidir.

Teorem 7.10 kullanilarak ta elde edilebilir.
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Teorem 7.14. (X,z,l) bir ideal topolojik uzay ve RcS < X olsun. R
kiimesi S ye gore | -kapali kiime ve S kiimesi (X,z") topolojik uzayma gore g-
kapali kiime ise bu durumda R kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayma gore I -

kapali bir kiimedir.
Ispat:

R kiimesi S ye gore |, -kapali kiime ve S kiimesi (X,7") topolojik uzayina

gore g-kapali kiime olsun.

S kiimesi (X,z") topolojik uzayma gore g-kapali oldugundan S kiimesi

(X,7,1) ideal topolojik uzayinda | -kapaldir.

Dolayisiyla Dontchev ve ark. (1999) nin makalesinde Teorem 2.8’ den R

kiimesinin (X,7,1) ideal topolojik uzayina gore | -kapali oldugu elde edilir.

Teorem 7.15. (X,z,1) ve (Y,o0,J) iki ideal topolojik uzay ve
f:(X,7,1)>(Y,o,J) bir fonksiyon olsun. f:(X,7,1)—> (Y,o,J) fonksiyonu
yakin siirekli fonksiyon ve R kiimesi (X,z") topolojik uzayma gore g-kapali

kiime ise
flz:(Rg, 1) > (Y,0,3)
fonksiyonu yakin stireklidir.
Ispat:

S kiimesi (R,7g, 1) ideal topolojik uzayinda I -kapali kiime ve U kiimesi

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime olmak iizere

sc(fla) W)

olsun.
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Buradan S < f'(U)NR olur. S kiimesi Teorem 7.14’ ten (X,z,1) ideal
topolojik uzayina gore | -kapali kiime oldugundan ve f:(X,7,1)—(Y,0,J)

fonksiyonu yakin siirekli oldugundan
ClI'(S)c f'(U)
olur.
Buradan
Cl'(S)ymRc f'U)nR
elde edilir.
Dolayistyla
clisc(fl.) W)
olup f|R :(R,7x,13) = (Y,0,J) fonksiyonu yakin stireklidir.

Teorem 7.16. (X,7,l) ideal topolojik uzay olsun. Asagidaki o6zellikler
denktir:

(1) Her (Y,o0,J) ideal topolojik wuzay1r i¢in her
f:(X,7,1)—>(Y,o,J) fonksiyonu yakin stireklidir.

2) (X,z,1) uzay: T, -ideal uzaydir.
Ispat:

(1=() : U kimesi (X,z,l) ideal topolojik uzaymnda bostan farkli I -

kapal1 kiime olsun.

Kabul edelim ki
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ve
o={Y,o,U}
ve f:(X,7,1)—>(Y,o0,J) birim fonksiyon olsun.

f:(X,z,1)>(Y,o0,J)) fonksiyonu yakin siirekli fonksiyon, U kiimesi
U < f'(U) olacak sekilde (X,z,1) ideal topolojik uzayinda I, -kapali kiime ve

(Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime oldugundan
Cl'U)c ')
=U
olur.

Sonug olarak U kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda x-kapali kiimedir.
O halde (X,7,l) uzay1 bir T, -ideal uzaydir.

(2)=(1) : Kkiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime ve V

kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda acik kiime olmak iizere K < f~'(V)

olsun.

(X,7,1) uzay1 T, -ideal uzay oldugundan K kiimesi »-kapali kiimedir.

Dolayisiyla ClI"(K)c f7'(V) olup f:(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu

yakin stireklidir.

Teorem 7.17. (X,7,1) uzayi, (X,7,l) uzaymin x-kapali kiimelerinin ailesi

ile 7 ailesi ayni olacak sekilde bir ideal topolojik uzay olsun.
Bu durumda asagidakiler denktir:

@ f:(X,z,1)>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin siireklidir.

77



BOLUM 7 — YAKIN SUREKLILIK VE ... Sena OZEN

(2) (Y,o,Jd) ideal topolojik uzayindaki her U agik kiimesi i¢in
f'(U) kiimesi x-kapalidir.

Ispat:
M=®): f:(X,7,1)>(Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli olsun.

U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime olsun. Teorem 6.15°
ten f'(U) kiimesi (X,7z,l) ideal topolojik uzaymda I, -kapalidir.

f:(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli oldugundan
ClI'(f'U)yc ')
olur.
O halde f~'(U) kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda x-kapalidir.

2)=@1) : (Y,o0,J)) ideal topolojik uzayindaki her U ac¢ik kiimesi igin

f'(U) kiimesi x-kapal1 olsun.

V kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda agik kiime, K kiimesi (X,z,1)

ideal topolojik uzayinda I -kapali kiime ve K < f (V) olsun.
Bu durumda
ClI'(K)ycCI"(f (V)

=f7(V)
olur.

O halde f :(X,7,1) > (Y,0,J) fonksiyonu yakin siireklidir.

Sonug¢ 7.18. (X,7,l) uzayi, (X,7,l) uzaymin x-kapali kiimelerinin ailesi

ile 7 ailesi ayn1 olacak sekilde bir ideal topolojik uzay olsun.
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Bu durumda asagidakiler denktir:
1@ f:(X,z,1)>(Y,o0,J) fonksiyonu yakin siireklidir.

(2) (Y,o,J) ideal topolojik uzayindaki her U kapali kiimesi i¢in

f'(U) kiimesi x-a¢1k bir kiimedir.
Ispat:
MH=@2): f:(X,7,1)>(Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli olsun.

U kiimesi (Y,o,J) ideal topolojik uzayinda kapali kiime olsun. Dolayisiyla

Y \U kiimesi agik bir kiime olup Teorem 7.17° den f~'(Y \U) kiimesi (X,z,1)

ideal topolojik uzayinda x-kapalidir.
f(Y\U)=X\f ')
oldugundan X \ f '(U) kiimesi (X,z,1) ideal topolojik uzayinda -kapahdir.

O halde f '(U) kiimesi %-agik bir kiimedir.

2)=@1) : (Y,0,J) ideal topolojik uzayindaki her U kapali kiimesi i¢in

f '(U) kiimesi x-agik bir kiime olsun.

Bu durumda Sonug 7.13” ten f :(X,7,1)—> (Y,0,J) fonksiyonunun yakin

stirekli oldugu goriiliir.

Uyan 7.19. Asagidaki 6rnekte iki yakin siirekli fonksiyonun bileskesinin

yakin siirekli fonksiyon olmadig1 gosterilmektedir.

Ornek 7.20. X =Y ={a,b,c,d}, = {X,3,{a}.{b,c}.{a,b,c}},

| =J =12 {a}d}{a.djj

Ve
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o={X,2,{a}{a,b},{c,d}{a,c,d}}
olsun.
Bu durumda
f(a)=d,f(b)=Db,f(c)=c,f(d)=a

seklinde tanimli

f:(X,7,1) > (X,7,1)
fonksiyonu ve

g(a)=a,g(b)=a,9(c)=h,g(d)=b

seklinde tanimli

g:(X,7,1)—>(,0,d)
fonksiyonu i¢in go f : (X,7,1) = (Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli degildir.

Ancak f:(X,z,1)>(X,7,1) ve g:(X,7,1)—>(Y,0,)) fonksiyonlari

yakin stirekli fonksiyonlardir.

Teorem 7.21. (X,7,l), (Y,o0,J) ve (Z,n,]) ideal topolojik uzaylari
verilsin. f:(X,7,1)—>(,0,J) fonksiyonu yakin stirekli ve
g:(Y,0,d)—>(Z,n,0) fonksiyonu stirekli ise bu durumda
go f:(X,z,1)—>(Z,n,]) fonksiyonu yakin siireklidir.

Ispat:

V kiimesi (X,7,1) ideal topolojik uzayinda | -kapali kiime ve U kiimesi

(Z,n,l) ideal topolojik uzayinda agik kiime olmak {lizere

Ve(ge ')

80



BOLUM 7 — YAKIN SUREKLILIK VE ... Sena OZEN

olsun.

g:(Y,0,))—>(Z,n,1) fonksiyonu siirekli fonksiyon oldugundan g~'(U)

acik bir kiimedir.

f:(X,z,1)—>(Y,0,J) fonksiyonu yakin siirekli oldugundan

CI'(V)c f (g7 (V)

=(go f)"(V)
olur.

Dolayisiyla

Cl'(V)c(ge f)'()

olup go f:(X,7,1) > (Z,n,]) fonksiyonu yakin siireklidir.
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