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OZET

DIFERANSIYEL OPERATORLERIN BIR SINIFI ICIN SPEKTRAL
PROBLEMLER

Emine ARACI
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Danisman: Yrd. Do¢. Dr. Baki KESKIN
Yrd. Dog. Dr. A. Sinan OZKAN
2013, 44 sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Ikinci boliimde, incelenen diferansiyel denklemin belli baslangic kosullari ve
siireksizlik kogullarini saglayan c¢oziimlerinin varligl incenmis ve bu ¢oziimler
i¢in integral denklemler elde edilmistir. Ayrica bu integral denklemler kul-
lanilarak coziimlerin asimptotik ifadeleri elde edilmistir.

Uciincii boliimde, Wronskian determinant1 ve ozellikleri verilmis, A(\)
karakteristik fonksiyonu tanimlanarak L probleminin 6zdegerlerinin davranislar:
incelenmigtir.

Dordiincii boliimde Weyl fonksiyonuna gore ters problem icin teklik teoremi
verilmistir

Anahtar Kelimeler: Ters Problem, Spektrum, Ozdeger, Ozfonksiyon.



ABSTRACT
SPECTRAL PROBLEMS FOR A CLASS OF DIFFERENTIAL
OPERATORS

Emine ARACI
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Ass. Prof. Dr. Baki KESKIN
Ass. Prof. Dr. A. Sinan OZKAN
2013, 44 pages

This thesis consisits of four parts.

In the first part, basic definitions and theorems which are used frequently
in the spectral theory of differential operators, have been given

In the second part, existence of solution which satisfies initial conditions
and discontinuity conditions of considers differential equation has been inves-
tigeted. Moreover the integral equations of the solutions of boundary value
problem have been obtained and behaviours of eigenfunctions have been ob-
tained by using these integral equations.

In the third part, the properties of Wronsky of the solutions and the char-
acteristic function A()\) have been investigated. By using the asymptotic’s of
this function, the behaviour of the eigenvalues of the problem L have been
obtained.

In the last part, uniqueness theorem for the inverse problem according to
the Weyl functions is given.

Keywords: Inverse Problem, Spectrum, Eigenvalue, Eigenfunction.
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GIRIS

Bir takim uygulamali bilimlerde 6zellikle de baz1 fizik problemlerinde énemli
bir yere sahip olan, diferansiyel operatorlerin spektral teorisi, diiz spektral prob-
lemler ve ters spektral problemler olarak iki ana kola ayrilir.

Diiz spektral problemler, verilen operatoriin spektrumunun ve 6zfonksiyon-
larinin aranmasi ve verilen bir fonksiyonun operatoriin 6zfonksiyonlarina gore
ayrigiminin incelenmesinden ibarettir. Spektral analizin ters problemleri ise ve-
rilen belirli dizilere gore, spektral karakteristikleri bu diziler olan operatoriin in-
saasi ile ilgilenmektedir. Bu konudaki bazi ¢caligmalarda, verilen spektral karakte-
ristiklerin operatorii tek sekilde belirledigini gosteren, ters problemlerin ¢oziimii
icin teklik teoremleri verilmis; bazilarinda ise verilen spektral karakteristiklere
gore operatoriin nasil elde edilebilecegi arastirilmig, yani algoritmasi verilmistir.

Fizik, mekanik, jeofizik, elektronik ve metalurji gibi farkli bilim dallarinda bir
cok kez ters problemlerle karsilagilmaktadir. Homojen olmayan telin, onun 6z
titresimlerine gore yogunlugunun hesaplanmasi; parcaciklar arasindaki etkilesim
kuvvetlerinin, bu parcaciklarin enerji seviyelerine gore belirlenmesi; kuantum fi-
ziginde sagilma verilerine gore alan potansiyellerinin bulunmasi; jeofizikte yeralti
madenlerinin yeraltindaki elementlerin dagilim karakteristiklerine gore belirlen-
mesi problemlerinin herbiri spektral analizin ters problemlerine 6rnek teskil eder.

Literatiirde, ikinci mertebeden

_d% (;;(@%) +aq(r)y = Aw(z)y (0.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi; bu denklem veya bu denklem
ve farkli bir takim siir kogullar1 tarafindan tiretilen operatorlere Sturm-Liouville
operatorleri; bu operatorler icin konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville
problemleri denir. Diferansiyel operatorlerin diiz ve ters spektral problemlerinde
bu operatorler sinifi énemli bir yere sahiptir. Zira, Sturm-Liouville problemleri

daha fazla somut uygulama alanina sahiptir.



Ornegin, kuantum mekanigindeki Schrédinger dalga denklemi,

Pu(z,t) kB O*u(x,t)
— - — 4V t)=20

o2 2m  Ox2 +Viz)ulz,?)
seklindedir. Burada u(z,t) parcacigin dalga fonksiyonu, V' (z) potansiyel alan, m
pargacigin kiitlesi ve h Planck sabitidir. £, u'nun konumuna kargilik gelen enerji

seviyesi olmak iizere yukaridaki denklemde
u(w, t) = ¢ Py(x)

doniisiimii yapilirsa,

2m 2m
/!
—y + —V = —F
Y 5 (7)y 3 Y

denklemi elde edilir ki bu, Sturm Liouville tipinde bir denklemdir.
Klasik fizikten bir bagka 6rnek de telin titresim denklemidir. p(x) telin x nok-
tasimdaki gerilimini; w(x) yogunlugunu; ¢(x) ise geri ¢agiricr kuvvet katsayisini

belirtmek tizere bu denklem asagidaki gibidir:

(% @m%) _ g(@)ule, t) = w(z) %

Telin normal salimim yaptigi kabul edilerek, bu denklemin ¢oziimii,
u(z,t) = y(z) sin VAt

seklinde aranmirsa, yeni aranan y(z) fonksiyonunun agagidaki klasik Sturm Liou-

ville denklemini saglayacag kolayca goriiliir:

~ i (P + a0 = rutoly

Sturm Liouville operatorlerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuglar Bernoulli,
D’Alembert, Euler, Liouville ve Sturm’a aittir. 1830’larda Sturm (1836) ve Li-
ouville(1836), belirli kogullar altinda (0.1) denklemini ve belli siir kogullarmi
saglayan sifirdan farkli y(z) fonksiyonlarinin varhgima olanak veren X\ sayilarinin,
yani 6zdegerlerin, ayrik bir kiime olusturdugunu ispatlamiglardir.

20. yuzyilda farkl operator siniflar: i¢in spektral teori daha hizli bir bigimde
geligmigtir. Bu donemde, Birkhoff, Weyl, Hilbert, Neumann ve diger birgok
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matematik¢i 6nemli sonuglar elde etmisglerdir. Sonlu aralikta ikinci mertebeden
diferansiyel ifadeler ve regiiler siir kosullar ile iiretilen operatorlerin 6zdeger-
lerinin dagihmi G. D. Birkoff tarafindan incelenmistir. Integral denklemler teorisinde
yapilan calismalarda, lineer cebir problemleri ve titresim teorisi problemleri arasin-
daki benzerliklerden faydalanan ilk olarak D. Hilbert olmustur. Bunlarin sonucu
olarak once [, uzay1 daha sonralar ise genel Hilbert uzay1 kavramlar: kurulmustur.
Soyut H Hilbert uzayi tamimlandiktan sonra H’da lineer selfadjoint operatorler
teorisi hizla gelismeye basglamigtir. 19. ve 20. yiizyillarda yagsamig bircok mate-
matikci sayesinde bu teori miikemmel bir seviyeye ulasmustir. Ozel olarak bu ¢alis-
malarda 6zdegerler, 6zfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normallestirici sayilar, vs.
spektral veriler tanimlanmig ve farkl yontemlerle bunlar icin asimptotik formiiller
elde edilmistir. Daha sonra F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs ve diger bazi
matematikciler tarafindan simetrik ve self-adjoint operatorlerin genel spektral
teorisi olugturulmugtur. Simetrik operatorlerin tiim selfadjoint geniglemelerinin
bulunmasi problemi Neumann tarafindan ele alinmigtir.

Diferansiyel operatorler icin ters spektral problemler teorisinin baglangici sayilan
ilk caligma V.A. Ambartsumyan’a aittir. 1929 yilinda V.A. Ambartsumyan agagi-
daki teoremi ispatlamigtir:

Teorem 0.1(Ambartsumyan, 1929): ¢(z), [0, 7] arahginda gergel degerli

siirekli bir fonksiyon olmak iizere \g, A1, -+, A,, - sayilar
y' +{A—q(x)}y =0, (0.2)
y'(0) =y'(m) =0, (0.3)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A, = n? (n =0,1,...) ise ¢(z) = 0 dur.

V.A. Ambartsumyan’in bu caligmasi ilk bakigta, 6zdegerlerin ¢(x) fonksi-
yonunu tek sekilde belirleyebilecegini akla getirse de bunun genelde dogru ol-
madigi G. Borg’ un 1945 yilindaki ¢alismasinda gosterilmistir. Bu nedenle de,
V.A. Ambartsumyan’in sonucu istisnai bir durum olarak diigiiniilmektedir. Borg,

bu ¢aligmasimda {A\,},>0 ve {u,}n>0 dizilerinin verilen operatoriin farkl spek-



trumlar1 oldugunu farz ederek operatorii bu dizilerin yardimiyla belirlemektedir.
Bu sonug, asagidaki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.2(Borg, 1945): h,h; ve H sonlu gergel sayilar olmak iizere,
Ao, A1y 0y A, -+ ler (0.2) diferansiyel denklemi ve

y'(0) = hy(0) = 0, (0.4)

y'(m) + Hy(m) = 0, (0.5)

siir kogullari ile verilen problemin; g, fiy, - -« , iy, - - - ler ise (0.2) denklemi, (0.5)
ve

y'(0) — huy(0) =0, (h # 1) (0.6)

siir kogullariyla verilen problemin ézdegerleri olsun. O halde {\, },>0 ve {1, }n>0
dizileri ¢(z) fonksiyonunu ve h, hy ve H sayilarimi tek olarak belirler.

Bu ¢aligmadan sonra potansiyelin ¢(m — ) = ¢(x) simetriklik kogulunu sagla-
mast durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii belirledigini N.
Levinson(1949) ispatlamigtir. Ayrica, N. Levinson negatif 6zdegerlerin mevcut
olmadigi durumda, sacilma fazinin, potansiyeli tek olarak belirledigini de goster-
migtir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme siirecinde kullanilan yontemlerden biri
de ters problemin ¢oziimlerinde énemli bir ara¢ olan doniisiim operatorii kavrami
olmugtur. Bu kavram operatorlerin genellestirilmis 6telemesi teorisinde J. Del-
sarte(1938), J. Lions(1957) ve B. M. Levitan(1964) tarafindan verilmistir. Keyfi
Sturm-Liouville denklemleri igin doniigiim operatoriiniin yapisini ilk olarak A. V.
Povzner(1948) incelemistir.

IT. mertebeden lineer diferansiyel operatorler igin ters problemler teorisinde bir
sonraki en 6nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko tarafindan kaydedilmigtir.
1950 yilinda V.A. Marchenko ters problemlerin ¢oziimiinde Sturm-Liouville o-
peratoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtar.

@(x, \) fonksiyonu (0.2) diferansiyel denkleminin

©(0,A) =1, ©'(0,\) = h, (0.7)



baglangi¢ kosullarimi saglayan ¢oziimii, ¢(x, A,) = ¢, () fonksiyonlar ise bu o-

peratoriin 6zfonksiyonlar: olsun. Bu durumda

™

ap = /902(% An)dx (0.8)

0
sayilar1 verilen operatoriin normallestirici sayilari,
=3 — 09)

Q
An<A 7

fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere V.A. Marchenko,
G. Borg’ un ispatladigi teoremin benzerini p(\) spektral fonksiyonu yardimiyla
vermistir(V.A. Marchenko, 1950). Ayrica bu galismada, p(\) fonksiyonun Sturm-
Liouville tipinde bir diferansiyel operatoriin spektral fonksiyonu olmasi i¢in gerek
ve yeter kosulu verilmistir. V. A. Marchenko’ nun caligmalar: ile hemen hemen
ayn1 zamanda M.G. Krein(1951, 1954), Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel o-
peratorii { A, }n>0 ve {4, tn>o dizilerine gore belirlemek icin etkili yontem ver-
migtir.

I. M. Gelfand ve B. M. Levitan’in 1951 yilinda yayimlanan ¢aligmasinda, klasik
Sturm-Liouville operatériiniin {\, },,>0 ve {ay, }n>0 dizilerine gore belirlenmesi igin
gerekli ve yeterli kogullar verilmigtir.

Regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin iki spektruma gore belirlenmesi prob-
lemi B.M. Levitan ve M.G. Gasimov’ un (1964) ¢aligmasinda verilmistir.

Araligin i¢ noktasinda siireksizlik kogullarina sahip Sturm-Liouville problem-
leri genel olarak asagidaki esitlikler ve bunlara eklenen gesitli sinir kogullar: ile

tiretilir:

—y" +q(x)y=X\y € (0,d)U(d,7) (0.10)

y(d+0) = ay(d—0)
(0.11)
y'(d+0) = a~'y'(d —0) + By(d - 0)

Burada o > 0, | — 1° + 82 # 0, d € (0, 7) dur.



Bu tiir problemlerle ilgili ilk ¢calisma H. Hald’a aittir (Hald, O., 1984). Bu
calismada Hald, klasik simir kosullar1 altinda diiz ve ters spektral problemi in-
celemis ve operatoriin bir dzdeger dizisinin ve araligin ilk yarisinda ¢(z) fonksi-
yonunun bilinmesi halinde operatoriin tek olarak belirlenebilecegini gostermistir.

R. Kh. Amirov (2006) ¢alismasinda benzer bir problemi ele almig ve verilen
operatoriin belli baglangi¢ ve siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimleri igin in-
tegral gosterim elde etmistir. Ayrica bu calismada operatoriin spektral ozellikleri
ile bu spektral ozelliklere gore ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri is-
patlanmigtir. Diger yandan R. Kh. Amirov 'un (2004, 2009) ¢alismalari, farkh
tipten siireksiz Sturm-Liouville ve Dirac operatorleri igin diiz ve ters spektral
problemleri icermektedir. Bu caligmalardaki ters problemler, Weyl fonksiyonuna
gore, ozdeger ve normallesirici say1 dizilerine gore ve iki spektruma gore ayr1 ayri
ele alinmig ve teklik teoremleri ispatlanmigtir.

Spektral parametreye bagli sinir kosullar1 Sturm ve Liouville’in zamanin-
dan ¢ok once S. D. Poisson(1820) tarafindan incelenmigtir. M. A. Naimark,
"Linear Differential Operators"(1968) kitabinda sinir kogullarinin parametreye
bagh oldugu 6zdeger problemlerini tanimlamig ve bu tiir problemleri genellesti-
rilmig 6zdeger problemi olarak adlandirmigtir. Bu tip problemler genelde (0.4) ve
(0.5) sinir kosullarimin birinin veya her ikisinin katsayilarini A parametesine bagh
segmekle elde edilir. Ornegin, a(\) ve b()\) herhangi iki fonksiyon olmak iizere,
(0.5) kosulu

a(A)y(m) +b(A)y (7) =0 (0.12)

seklinde yazilirsa parametreye bagh bir sinir kogulu elde edilir. Eger a(\) ve b(\)
fonksiyonlar1 A'nin lineer (dogrusal) fonksiyonlar1 ise sinir kogulu parametreye
lineer gekilde bagldir denir. Boyle sinir kosullu Sturm-Liouville operatorii icin
spektral problem ilk olarak C. T. Fulton(1977, 1980) tarafindan ele almmigtir.
Bu ¢aligmada Fulton, probleme karsilik gelen teorik operatorii tanimlayarak bu
ope- rator yardimiyla, problemin 6zdegerlerinin bazi énemli 6zelliklerini (6rnegin

reel ve cebirsel olarak basit olmasi gibi) elde etmistir. N. J. Guliyev, (2005)



calismasinda bir sinir kosulu parametreye lineer sekilde bagh Sturm-Liouville
ters problemi i¢in Gelfand-Levitan-Marchenko tipinde esas denklem elde ederek
bu problemin tam ¢oziimiinii vermistir. Ayrica, O. Sh. Mukhtarov(1994), R.
Kh. Amirov, B. Keskin ve A. S. Ozkan(2009) ve benzeri bir takim galigma,
lineer kosullarla ilgili diiz ve ters spektral problemleri icermektedir. Bu c¢alis-
malarin bazilarinda parametreye baglh sinir kogullarinin yanisira aralikta stireksi-
zlik kosullar1 da bulunmaktadir.

Son zamanlarda daha ¢ok a(A) ve b(\) fonksiyonlarinin A’ya daha genel se-
kilde (polinom veya tam fonksiyon seklinde) bagh oldugu durum ele alinmak-
tadir. a(\) ve b(A)'nin keyfi birer polinom oldugu durum ilk olarak E. M. Rus-
sakovskii(1975) tarafindan ele alinmigtir. Bu durumda problemin teorik operator
ifadesi ve 6zdegerlerinin bazi nemli 6zellikleri bu ¢alismada aragtirilmistir. Bu
tir operatorler icin diiz problemler yaygin bir sekilde calisilmig olmasina ragmen
ters problemler ancak son yillarda ilgi gormeye baglamigtir. P. A. Binding, P, J.

Browne ve B. A. Watson, (2004) ¢aligmalarinda,

=y +alz)y = Ay

y(0) cosa — 3/ (0) sina = 0 (0.13)

a(A)y(1) +b(N)y'(1) =0
problemini ele almig ve bu problem igin, 6zdegerlerin asimptotik ifadeleri, 6z-
fonksiyonlarin salinimi gibi baz spektral ozellikleri inceleyip, farkli bazi verilere
gore ters problemin ¢oziimii icin teklik teoremlerini ispatlamiglardir.

2011 yilinda Chernozukova ve Freiling (0.13) problemini asagidaki sekilde

genellestirmiglerdir

—y" +aq(z)y = My
a(A\)y(1) +b(N)y'(1) =0
eNy(1) + ANy (1) = 0
a(A) ve b(A\) fonksiyonlarmmin gesitli durumlarina gore diiz veya ters spek-

tral problemler diger bazi matematikciler tarafindan da ¢ok yaygin bir sekilde
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caligllmigtir. Zh. Ben Amara, A. M. Savchuk(1999), A. A. Shkalikov(1986), N.
Yu. Kapustin(1999), N. B. Kerimov(2003), P. Binding, P. J. Browne, K. Sed-
dighi(1993), ve P. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson(2000, 2001) bunlarin en
onde gelenleridir.

Bu tezde, agsagida verilen problem icin yukarida adi gecen baz1 ¢aligmalardaki

sonugclar elde edilmistir.

by :=—y"+q(x)y =Ny, x€(0,d)U(d,1) (0.14)
Uly) = = ao(Ny(0) — bo(N)y'(0) = (0.15)
V(y) :+ =a(MNy(1) —bi(Ny'(1) =0 (0.16)

y(d+0) = ay(d — 0)
(0.17)

Y (d+0)=a 1y (d-0)

Burada, a;(\) ve b;(\), i = 0,1 reel katsayih polinomlar, « € R*, d € (0,1),
q(z) € L5(0,1) uzayindan reel degerli fonksiyonlar ve A spektral parametredir.

Bu tezin birinci boliimiinde, ¢aligmada kullanilan bazi temel kavramlardan
bahsedilmigtir. Bu boliim hazirlanirken Tichmarsh(1932), Freiling ve Yurko(2001),
Levitan ve Sargsyan(1988) ve M. A. Naimark(1968) kaynaklar1 esas almmuigtir.

Ikinci boliimde, 6ncelikle ele alman denklemin belli basglangic ve siireksizlik
kosullarini saglayan coziimleri arastirilarak bu ¢oziimlerin asimptotik ifadeleri
elde edilmigtir. Daha sonra bu asimptotik formiiller kullanilarak, problemin
karakteristik fonksiyonu ve onun o6zellikleri dgrenilmistir. Uciincii boliimde ise
Weyl fonksiyonlara gore ters problemin ¢oziimii icin teklik teoremleri ispatlan-

mugtr.



I. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1: Kompleks diizlemde bir zy noktasi ve bu noktanin en az bir § > 0

komgulugunda tanimli olan bir f(z) fonksiyonu verilsin. Eger,

. f(z0+Az) — f(2)
lim A, (1.1)

Az—0

limiti mevcut ve sonlu ise f(z) fonksiyonu zy noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limitin degeri de f(z) fonksiyonunun zy noktasindaki
tiirevi olarak adlandirilir, f'(z) ile gosterilir.

Tanim 1.2: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy noktasinin ¢ komsu-
lugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda ana-
litiktir denir. f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir W alt kiimesindeki tiim
noktalarda analitik ise f(z)’ye W’de analitik fonksiyon denir.

Tanmim 1.3: Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiyona
tam fonksiyon adi verilir.

Tamim 1.4: f(z), kompleks diizlemin bir W alt kiimesinde tanimli bir fonksiyon
olmak iizere, Vz € W igin |f(2)| < M olacak sekilde bir M sayis1 varsa f(z)’ye
W’da smirl fonksiyon denir.

Teorem 1.5(Liouville): Komleks diizlemin tamaminda sinirh olan tam fonksiyon
sabit fonksiyondur.

Tanim 1.6: f(z) kompleks degigkenli herhangi bir fonksiyon, zy ise f(z)nin
tanmimli oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(zy) = 0 ise zy noktasmma f(z)
fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca sifir1 denir. Eger f(z9) =0, f'(z) =0, ...,
FO () = 0, f™(z) # 0 ise 2o noktas1 f(z) fonksiyonunun n-katl sifir1 diye
adlandirilir.

Tanim 1.7: f(z), zp noktasinin en az bir komgulugundaki her noktada difer-
ansiyellenebilir ama zp’da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise zp’a f(z)’nin
ayrik singiiler (aykir1) noktasi denir.

Tanim 1.8: 2z, bir f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: olsun.
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i) lim f(z) limiti mevcut ve sonlu ise zp noktasia f(z)nin kaldirilabilir aykir:

z—20

noktasi denir.
ii)
lim f(2) = o0 (1.2)

2520
ise zg noktasina f(z) nin kutup noktasi (kutup yeri) denir.

iii) ZILIIZI f(2) limiti mevcut degilse 2y noktasma f(z)nin esas aykir1 noktasi
denir. 0

Teorem 1.9(Rouché): [ ve g kompleks diizlemin bir B bolgesinde sonlu
sayida sifir yeri olan ve sonlu sayida kutup yerleri disinda analitik olan fonksi-
yonlar ve v, B bolgesinde bulunan ve f ve g nin higbir sifir ve kutup yerinden
gegmeyen basit kapali bir egri olsun. Eger ~ iizerinde |f(z) — g(2)| < |f(2)]
esitsizligi gercekleniyorsa, Z; — Py = Z, — P, esitligi gecerlidir. Burada, Z; ve
Zg, f(z) ve g(z)'nin y'min siirlandirdigr bolge icindeki sifirlarmin sayisini; Py ve
P, ise f(z) ve g(z)'nin v'nin smirlandirdigr bolge igindeki kutuplarmin sayisin

gostermektedir. Eger f ve g, B i¢inde analitik fonksiyonlarsa Z; = Z, olur.
Tanim 1.10: f(z) bir tam fonksiyon ve

My (r) = max | f(z)] (1.3)

|z|=r

olmak {izere yeterince biiyiik 7’ler icin
M(r) < exp(r*) (1.4)

esitsizligini saglayan p > 0 sayisi varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir
denir. Bu esitsizligi saglayan p sayilarinin infimumuna f(z)’nin mertebesi adi
verilir ve p ile gosterilir.
Tanim 1.11: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak iizere yeterince
biiyiik 7’ler igin
M(r) < exp(ar?) (1.5)
esitsizligini saglayan a > 0 saywsi varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir. (1.4)
esitsizligini saglayan a sayilarimin infimumuna f(z) fonksiyonunun tipi adi verilir.

ve o ile gosterilir.

10



Teorem 1.12(Hadamard): Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu
fz) =" (1 - Zi> (1.6)

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z)’nin orijindeki sifirmin kathlhig,
{#n}n>1 1se f(2)'nin 0’dan farkli tiim sifirlarmin kiimesidir.

Teorem 1.13: f ve g kompleks diizlemin bir B bolgesinde analitik fonksi-
yonlar ve {z,} C B

) o =

ii) 20 € B

i11) Yn igin, f(z,) = g(2n)
kosullarim saglayan bir dizi ise Vz € B i¢in f(z) = g(z) esitligi gegerlidir.

Tanmim 1.14: n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

() =po (@) y™ +p1 (2)y™V + .+ pa(2)y (1.7)

seklinde tanimlanir. Burada po (x),p1 (z), ..., pn () fonksiyonlarina diferansiyel
ifadenin katsayilar1 denir.

1
Tanim 1.15: a ve b sonlu sayilar olmak iizere T, p1(x), ..., pn (z) fonksi-
Po\T
yonlar [a, b] arahiginda integrallenebilirse (Lebesgue anlaminda) (1.7) diferansiyel
1

po (z)’

p1(x), ..., pn(x) fonksiyonlarindan en az biri [a,b] araliginda integrallenebilir

ifadesine regiiler diferansiyel ifade; aksi halde, yani a veya b sonsuz veya

degilse (1.7) diferansiyel ifadesine singiiler diferansiyel ifade denir.
C" (a,b), (a,b) arahginda n. mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlarin
uzay1 olmak iizere bir y € C" (a,b) fonksiyonunun ve (n — 1). mertebeye kadar

olan tiirevlerinin belli bir lineer birlegsimini U(y) ile gosterelim:

U(y) = aoy(a) + ary/ () + ..+ an_1y™™(a) + boy (b) + bry/ (0) + .. +buay ™ (b)
(1.8)
Belli ki Ul(y) ifadesi a;, b; katsayilarina baghdir. Buna gore bu katsayilar degisti-

rilerek farkli sekillerde U,(y), v =1,2,...,m ifadeleri elde etmek miimkiindiir.
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Tanim 1.16:
Usy) =0, v=1,2,...m (1.9)

esitliklerine y € C" (a, b) fonksiyonu igin konulan sinir kogullar1 ad1 verilir.

Tanim 1.17: D = {ye€ C"(a,b): U,(y) =0, v=1,2,...,m} kiimesi ii-
zerinde Ly = ((y) esitligi ile bir lineer operator tanimlanir. Bu operatore £(y)
diferansiyel ifadesi ve (1.9) sinir kosullar: tarafindan iiretilen diferansiyel operator
denir.

Bu tanimdan anlagildig gibi ayni diferansiyel ifade ile, sinir kogullar1 degistiri-
lerek, farkl operatorler tanimlamak miimkiindiir. Ayrica (1.9) kogullar1 verilmek-
sizin de operator tanimlanabilir ki bu, C™ (a,b) iizerinde {(y) ile iiretilen tiim
operatorlerin geniglemesi olur.

Teorem 1.18(Lagrange Formiilii): C™ (a,b) uzayindaki herhangi y ve z

fonksiyonlar igin,

b
/E (y)zdx = P(&,n) + /ymd:ﬁ (1.10)

(1.11)
n = (z(a), Z'(a), ..., z(”_l)(a), z(b), 2'(b), ..., z(”_l)(b))

degiskenlerinin belirli bir lineer formudur.

Tanim 1.19: ¢* ifadesi ¢/'nin adjoint diferansiyel ifadesi olarak adlandirilir.
Eger (* = ( egitligi gergeklenirse ¢’ye self-adjoint (6zeslenik) diferansiyel ifade
denir.

Teorem 1.20: Reel katsayili herhangi bir self-adjoint diferansiyel ifade cift
mertebelidir ve agagidaki sekildedir:

W) = (™)™ + (py™ )" + 4 pay (1.12)
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1
Teorem 1.21: Po (@) p1(2), ..., pn (z) ve f(x) fonksiyonlar (a,b) araliginda
Do (T

olciilebilir ve onun her bir [«, §] alt araliginda integrallenebilir ise, herhangi bir

zo € (a,b) noktasi ve y1,ys, ...y2,_1 keyfi sabitleri igin,

denkleminin

y(k)(xo) =y, k=0,2n—1

baslangi¢ kosullarmi saglayan bir tek y(z) ¢oziimii vardir. Burada, y¥(z) ifadesi

y(x) fonksiyonunun k.mertebeden quasi-tiirevini gosterir ve

d*y S
k) _— — —
Y = o5 k=1n-1
d™y
(n) = _—
) podxw
. dn—ky d . _
y =y —— ("), k=Tn

dx" %  dx

seklinde tanimlanir.(Naimark, 1968)

Tanim 1.22: )\ bir kompleks parametre olmak iizere,

L (1.13)
Uy,(y) =0, v=1,m
siir deger probleminin sifirdan farkli bir y(z) ¢oziimii varsa A’ya bu sinir deger
probleminin bir 6zdegeri; y(z)’e de X'ya kargilik gelen 6zfonksiyonu denir. (1.13)
siir deger problemi g¢ogunlukla /(y) diferansiyel ifadesi ve (1.9) siir kogullari
tarafindan iiretilen 6zdeger problemi olarak adlandirilir.

Tanim 1.23: Tamm 1.22’de n = m olsun. y;(z, A), y2(z, A), ..., yn(x, A)

fonksiyonlari,
Cly) =Ny
denkleminin
- 0, 1 #jise L
u’ " V(aN) = . hj=Tn
1, 1=71ise
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baslangic kosullarini saglayan ¢oziimleri olmak iizere,

Up(y1) - Ui (yn)

AN =] = (1.14)

Un (yl) . Uy (yn)

determinantina (1.13) probleminin veya ona kargilik gelen diferansiyel operatoriin
karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.24: (1.13) probleminin 6zdegerleri ile A (A)’nin sifirlart ¢akisir.

Tanim 1.25: Herhangi bir A 6zdegeri A (\)'min k-kath sifir1 ise k’ya A dzdegerinin
cebirsel kathilig1 denir; eger 6zel olarak k£ = 1 ise \’ya cebirsel olarak basit tzdeger
ad1 verilir.

Uyar1 1.26: (1.13) probleminde ¢ (y) diferansiyel ifadesinin ya da U, (y) =0
sinir kogullarinin katsayilar1 A parametresine bagh secilebilir. Bu durumda daha
genel bir 6zdeger problemi elde edilir.(Naimark ,1968)

Tanim 1.27: p bir kompleks parametre olmak {izere,

(=4 (P05 ) +Q@Ou=puu te@n (119

diferansiyel denkleminin

Aju(a) + Byu' (a) =0
(1.16)
A2u (b) + BQU/ (b) =0

sinir kogullarini saglayan ¢oziimiiniin bulunmasi problemine Sturm-Liouville sinir
deger problemi denir. Burada A;, B;, As, By reel sabitler olup A% + B? # 0,

A% + B2 # 0 kosullan saglanmaktadir. Ayrica p(t), ¢ (t) ve w (t) reel degerli

fonksiyonlardir.

alt) @ (p(t))
dt dt?

siirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

Simdi p (t) > 0, w(t) > 0 ve fonksiyonlarimin (a, b)’de

N Py
M—/ oolds, 1(t) = Vol
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olmak iizere

BN TP
xMa/ p(s)d’ y=uf(t) (1.17)

doniigiimii yapilirsa, (1.15) denklemi,
—y" +q(z)y =Xy, =€ (0,1) (1.18)
denklemine; (1.16) sinir kosullar: ise

y'(0) + hy (0) =0

(1.19)
y'(1)+ Hy(1) =0
"
kosullarina doniigiir. Burada, ¢(x) = /() + MQ%, A= M?*pve h,HeER
f(@) w(z)

dir. (1.18)-(1.19) problemine Sturm-Liouville probleminin kanonik hali ad1 verilir.
L5(0,1) tizerinde, tanim kiimesi

D(L) = {y(z) : y(x) ve y/(x) fonksiyonlar: (0,1) araliklarinda mutlak siirekli,

ly € Ly(0,1), y' (0) + hy (0) = 0, ' (1) + Hy (1) = 0}

olan L operatorii su sekilde tanimlansin:

Ly=—y"+q(z)y (1.20)

L operatorii bir lineer diferansiyel operatordiir. Ayrica kolayca goriiliir ki, (1.18)-
(1.19) problemini L operatorii i¢in 6zdeger probleminden bagka bir sey degildir.
Bu sekilde tanimli operatore Sturm-Liouville operatorii denir. Sturm-Liouville
operatorlerinin sahip oldugu en temel ozellikler agagidaki teoremde siralanmistir.

Teorem 1.28: a) L, D(L) iizerinde kapal, self-adjoint bir operatordiir.

b) L smir deger problemi, mutlak degerlerine gore siralandiginda simirsiz se-
kilde biiyiiyen, sayilabilir sayida 6zdegere sahiptir.

¢) L’nin 6zdegerleri reel sayilardir ve herhangi farklh iki 6zdegere kargilik gelen
ozfonksiyonlar ortogonaldir, yani \; # Ay 6zdegerler ve y(x, A1), z(z, A2) onlara

karsilik gelen 6zfonksiyonlar ise,

1

/y(m, A)z(z, Ao)dr =0 (1.21)

15



esitligi gecerlidir.
d) Ozdegerler dizisini {)\,} ile gosterirsek, n'nin yeterince biiyiik degerlerinde

agagidaki asimptotik ifade gecerlidir:
c 1
VAp=nt+—+0 (—> (1.22)
nm n

1 1
Burada, c=h+ H + 3 [ q(x)dz dir.
0
e) u(x, \) ve v(z, \) fonksiyonlar1 (1.18) denkleminin, sirasiyla,

uw(0,\) = 1, «(0,\)=—h
v(1,A) = 1, v (1,\)=-H

baslangig kogullarim saglayan ¢oziimleri olmak iizere, herhangi bir f(z) € Ly(0,1)

fonksiyonu i¢in
—y" +{q(x) = Aty = f(z), z€(0,1) (1.23)
denkleminin ¢6ziimii

Gz, t, \) f (1.24)

O\H

esitligi ile verilebilir. Burada G(z,t, A), Green fonksiyonudur ve

<t
G(z,t,\) =
t<zx

seklindedir. (1.24) ile tanimlanan operatére L'nin resolvent operatorii adi verilir

ve bu operator L’'nin 6zdegerleri diginda tanmimhidir.
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2. BOLUM

PROBLEMIN KONUMU VE COZUMLERIN OZELLIKLERI

Asgagidaki L sinir deger problemini ele alalim;

by :=—y" +q(x)y =Xy, x€(0,d)U(d,1) (2.1)
U(y) == ao(A)y(0) — bo(A)y'(0) = 0 (2.2)
V(y) = ar(MN)y(1) = br(A)y/(1) =0 (2.3)

y(d+0) = ay(d —0)
y'(d+0) = a~'y'(d—0)

Burada, a;(\) ve b;(\), (i =0,1), reel katsayili ortak sifira sahip olmayan poli-
nomlar, a;(A) = o + ag X + @A + oo+ @i, ™ bi(N) = big + bin A + b A® +
..... +bip, A" € RY, d € (0,1), g(x) € L2(0, 1) uzaymdan reel degerli fonksiyon
ve A spektral parametredir. Burada ¢(x) fonksiyonu siklikla potansiyel olarak ad-
landirilir. Bundan béyle , L sinir deger problemi denildiginde (2.1)-(2.4) problemi
anlagilacaktir. Bundan boyle n = max{my,n1} ve m =der(by(\)) >der(ag(\))
oldugu kabul edilecektir.
Simdi (2.1) denkleminin (0, d) ve (d, 1) araliklarinda

¥ bo(A)
(0,\) = (2.5)
74 ag()
(0 bi(A)
(17 )‘) =
Y a1(A)

baglangig kosulunu saglayan ¢oziimleri ¢(z, ) ve ¥(z,A) olsun. 3" + Ay = 0

homojen denkleminin iki lineer bagimsiz ¢oziimii:

m (SU, k) eikx
yQ(x, k) e—ikx
seklindedir. Burada k = v/A’ dir. Dolayisiyla bu denklemin genel ¢oziimii
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y = 1™ + e veya

y = ¢y coskr + cosinkx  geklinde yazilabilir.

y" + Ay = q(z)y homojen olmayan diferansiyel denkleminin genel ¢oziimiinii,

y = c1(x) cos kx + co(z) sin kx

seklinde arayalim. Parametrelerin degisimi yontemi kullanilirsa,

¢ (z) coskx + dy(x)sinkz = 0

—c () ksinkz + dy (x)coskx = q(x)y

sisteminden,

1
7 / sin ktq (t) y (1) dt + ¢
0
1
E/ cosktq (t)y (t) dt + c3
0

esitlikleri bulunur. Burada ¢;(x) ve co(2)’ in ifadeleri denklemde yerine yazildig

takdirde;

y (z) = c1(z) cos kx + co(x) sinkx + %/ sink (x —t)q(t)y (t, k)dt (2.6)

integral denklemi elde edilir.
Teorem?2.1:p (z, k) fonksiyonu agagidaki integral denklemleri saglar
x < d igin,

p(z, k) = bo(A) cos kx + aoli)\) sin ko + %/ sink(z — t)q(t)p(t, k)dt — (2.7)

0
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x > d igin,

o(z,k) = bo(N)at coskr +a~ cosk (2d — z)

1
+—ao(A) [t sinkz + o~ sink (2d — z)]

k
1
+k‘/ atsink (z —t) +a sink (2d —x — t)] dt (2.8)
1
—l—E/smk (x—1t)q(t)p(t k)dt
d

Ispat: Oncelikle (0, d) araligimda (2.1) denkleminin (2.5) baglangic kosullarin

saglayan ¢oziimiinii bulalim. (2.6) denkleminden

T

1
o (z,k) = ¢; coskx + cosinkx + E/sink(a:—t)q(t)go(t,k)dt

0

O (z,k) = —c1ksin kx + cok cos kx + / cosk(x—1t)q(t)e(t,k)dt
0

seklinde yazilir. Simdi (2.5) bagalangig kogullar1 gozoniine alinirsa;

cCi = bg()\)
ey = CLQ()\)
k

degerleri bulunur. Bulunan bu degerler denklemde yerine yazilirsa,

T

A 1
p(x, k) = bo(X) cos kx + aoli ) gin + E/ sink(z — t)q(t)e(t, k)dt

0

denklemi elde edilir. O halde x < d igin
ao(N) 1
o(x, k) = bo(\) coskx + , sin kx + % | sin k(x —t)q(t)p(t.k)dt

0

integral denklemi elde edilmisg olur. (2.8) esitligini ispatlamak igin ¢(x, \) fonksiy-
onunu (d, 1) araligina (2.4) sicrama kogullarin da saglayacak sekilde devam et-

tirmek gerekir. Bunun i¢in ¢(z, A) ¢oziimiiniin (d, 1) arahginda agagidaki gekilde
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arayalim,

oz, k) = A (k) coskx + B (k) sinkz + %/ sink (z — 1) q (t) o (£, k) dt.

0

Tiirev alinirsa;
(@, k) = —kA (k) sin kz + kB (k) cos kz + / cosk ( — ) (¢) o (£, k) dt
0

bulunur.

x < d i¢in bulunan ¢(z, k) nin tiirevi:
o' (z,k) = ag(N) cos kx — kby() sin kx + / cosk(x—1t)q(t)e(t,k)dt
0
seklinde olup,

e(d+0,k) = ap(d—0,k)
O (d+0,k) = a 'y (d—0,k)

sigrama kosullar1 yardimiyla,

d
1
A (k) coskd + B (k) sin kd + E/sink(d—t)q(t)@(t,k)dt
0
d

= aaol({)\) sin kd + abo(X) cos kd + %/ sink (d—1t)q(t)p(tk)dt

0

ve

d
—kA (k)sinkd + kB (k) cos kd + / cosk(d—1t)q(t)p(tk)dt
0
d
= a tag(N) cos kd — atkbg(\) sin kd + a1/ cosk (d—1t)q(t)p(t,k)dt
0
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denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa ¢oziiliirse A (k) ve B (k) deger-

leri:

-1
A(k) = +aa°$) sin kd cos kd — aTao()\) cos kd sin kd

d
1
+abg(N) cos? kd 4+ ath(N) sin® kd — E/ sink (d —t) coskdq (t) ¢ (t, k) dt

0

d
—i—%/smk —t)coskdq (t)y (t)dt
0
d
+%/cosk‘ —t)sinkdq (t) ¢ (t, k) dt
0
/cosk —t)sinkdq (t) ¢ (t, k) dt
0
ve

-1

B (k) = a@ sin® kd + %GO(A) cos® kd — a™bg(\) sin kd cos kd
. d
+abg(N) cos kd sin kd — E/ sink (d — t)sinkdq (t) ¢ (t, k) dt

0
d

1
_E/ cosk (d —t)coskdq (t) ¢ (t, k) dt

0
d

/ sink (d — £) sin kdg () o (1, k) dt

0
d

+

> Q

—1
+047/ cosk (d—t)coskdq(t)p(t, k)dt

0

seklinde bulunur. Bulunan bu A (k) ve B (k) degerleri;

1
o (z, k)= A(k)coskx + B (k smkaf—l—E/smk (x—t)q(t)p(t k)dt
0

denkleminde yerlerine yazilirsa,
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2 k2
oz, k) = 04M sin kd cos kd cos kx+abg(k?) cos? kd cos kx+a% sin? kd sin kx

1 1
+aby(k?) cos kd sin kd sin kx+ o (k?) cos? kd sin kz——bo(k?) sin kd cos kd sin kx
« e

1 1
——ag(k?) cos kdsin kd cos kx + —by(k?) sin? kd cos kx
oY

d
1
——/ sink (d — t) cos kd cos kxq (t) ¢ (t, k) dt
0

+ cosk (d — t)sinkdcos kxq (t) ¢ (t, k) dt

| =

+ sink (d — t) cos kdcos kxq (t) ¢ (t, k) dt

> Q

o\& O\,&

Q

d
k:/ sin k(d — t) sin kd sin kxq (t) ¢ (¢, k) dt
0

d
1
—@/ cosk (d —t)sinkdcos kxq (t) ¢ (t, k) dt
. d
E/Smk —t)sin kdsin kzq (t) ¢ (t, k) dt
0
. d
E/cosk — t) cos kdsin kxq (t) ¢ (t, k) dt
0
cosk (d —t)cos kdsinkxq (t) ¢ (t, k) dt

—l——/sink(a:—t)q(t)(p(t,k)dt

0

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse;

T =

1
(z,k) = abo(k?) cos kd cosk (z — d) + —bo(k?*) sin kd sin k (d — )
«

1
+ 2 ag(k?) sin kd cos k (d — 2) — —ao(k?) cos kdsink (d — )
(8%
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d
1
sink(d—t)cosk(d—x)dt+E/cosk’(d—t)sink(d—x)dt
0

d
1
sink:(d—t)cosk;(d—x)dt——k cosk (d—t)sink (d — z)dt
o

0

| =

+ sink (x —1t)q(t)p(t,k)dt

| =

+
> Q

1
oz, k) = %bo(kQ) [cos kx + cos k (2d — )] + %bo(kQ) [cos kx — cos k (2d — x)]

Qo B . IR RPN N
+2kao(k)[smk(2d x) + sin kx| 2aka0(/£)[smk(2d x) — sin kx|

d
1
—E/sink(x—t)dt—i-%/ [sink (2d —x —t) +sink (x — )] dt
0 0
d T

_ﬁ/[sink@d—x—t)—sink(x—t)]dzH-%/sjnk(g;_t)q(t)@(t’k)dt

0 0

x

+%/Sink(m—t)q(t)<p(t,k)dt

0

1
= %bo(kz) cos kx + %bo(/{?2) cosk (2d — ) + 2—b0(k‘2) cos kx
&

1 2 @ 2) o a 2\ o
2@()0(1{: Ycosk (2d — x) + 2kag(k: ysink (2d — z) + 2ka0(k ) sin kz
d

1 2 s 1 2 s L[
—%ag(/{i )sink (2d — z) + ﬂdg(k) ) sin ka — E/ sink (x —t)dt

0

d d d
a , a [ . 1 :
+ﬂ/s1nk(2d—:c—t)dt+% smk(:t—t)dt—M/smk@d—x—t)dt
0 0 0
1 1]
+M smk‘(x—t)dt—l—E/Smk‘(x—t)q(t)go(t,k‘)dt
0 0
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elde edilir. O halde x > d icin;

oz, k) = bo(k?) [a coskz + a” cosk (2d — z)]

—i—%ao(kj) [a sinkz + o~ sink (2d — z)]
d

—l—%/ (o sink (z —t) + a” sink (2d — z — t)] dt
0

-I—%/ sink (x —t)q(t) e (t,k)dt
d

1 1
integral denklemi elde edilmis olur. Burada o™ = 2 <a + —) seklindedir. Boylece
a
(2.8) ispatlanmug olur.
Benzer gekilde ¢(z, k) ¢oziimii igin integral denklemleri elde edilir.
Simdi de ¢(x, \) fonksiyonunun |k|’ nin yeterince biiyiik degerlerindeki davramslarin
ogrenelim.
der(bg(N)) >der(ag())) olsun.
Teorem?2.2: ¢(z,\) (z,\) ve fonksiyonu igin ,|\| — oo iken agagidaki
asimptotik ifadeler gecerlidir;
( bomA™ cos V Az + O ()\mfé exp |7 x) , x <d,
o(x,\) = bom A" [oﬁ cos vV Az + a~ cos vVA(2d — x)} (2.9)
+0 <)\m*% exp |7 x) : x>d
@) ()\" expT (1 —x) ) . derby(\) > derai())

1/)(93, >‘) = 1
@) ()\” 2expT (1 — x)) , deray(X) > derby(N)

Burada, 7 = Imk

Teoremin ispatina ge¢gmeden 6nce asagidaki Lemmay1 verelim.
Lemma: k=0 +i7, 0,7 € R ve i = /—1 olsun.

i- |cos kx| < ell®
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ii- |sin kz| < el"l®

esitsizlikleri gegerlidir.
ispat :

i) 7> 0 olsun.(7 < 0 igin benzer iglemler yapilabilir)

eikr + efikx
coskxe ™ = coskxe " = Te*m
ikx —ikx (o+iT) —i(o+iT)
+e e +e

|cos kxe ™| = 5 e = 5 e T

e—TCE ] )
S 2 Hemxef‘rﬂ ‘l’ |€7wx67x|]

e " 1
== [e7™ + €77 = 5 1+e?7] <1

olur. O halde |cos kx| < el™1* esitsizligi elde edilmis olur.

ii) 7 < 0 olsun (7 > 0 igin benzer sekilde yapilabilir)

|sin kze™| = e et
21
et o e . )
— 7 |6z(cr+m')m _ 6*’£(0’+ZT):E‘ < 7 “ewxefrm| + |efwze7—z|]
T

1
67 [e—TJJ + eT:v] — 5 [1 + eQT;B] <1

olur. Burada [sin kx| < el™® egitsizligi gecerlidir.
Simdi teoremin ispatina gecelim.

Ispat: 2 < d icin (2.7) denkleminden

1

p(z,A) = %

ao(N) sin v Az + bo(A )COS\/_x—l——/sm\/_ (x—1t)qt)p(t,\)dt

seklindedir. Lemma’dan

T

/ eIl |g(1)] (2, ) dt

0

e 1Moz, N)| < |bo( )| e 171 |7\w+| ao(A)| e Irlrelrley _—
co TR

O Tt

25

|ao

e (@, N)| < [bo(N)] +




Burada

h(\) := sup {e"ﬂz lp(t, A)] 2z € (0,d)}

olarak tanimlayalim. Bu durumda;

|a0
AL 1 o

esitsizligi gecerli olur.

h(A) < [bo(A)] +

1
q(t) € £2(0,1) oldug’;undan/ lq (t)|dt = C, C € R alimirsa

0

a0V, AV

[R(A)] < [bo(AN)] + \/X} ‘ﬁ‘

olur. |h()\)| bu esitsizlikte yalniz birakilirsa,

lao(V)]

ba(N)] +
Al

O £ ———

VAl

Al'nin yeterince biiyiik degerlerinde —— yeterince kiigiik

esitsizligi gecerlidir.
A

olacagidan, yani 1— —— ifadesi 1’e yaklagacagindan, |h(\)| < Cy |\|™ esitsizligi

VA
elde edilir.
Buradan ,

le" oz, k)| < Cy A" (2.10)

esitsizligi elde edilmis olur. Simdi,

o(z, \) = —=ag(N) sin vV Az + bo(\ )cosx/_:z:—l——/sm\/_ r—t)q(t)p(t,\)dt

1
VA
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1
integral denkleminde esitligin sag tarafindaki integral ele alinarak (2.10) ve / lg (t)| dt =

0
C' ifadeleri kullanilirsa,

1T
j;§4{sur¢XQr—t)q@)¢(uA)d

1

elrle / eIl (t, 1) g (6)] de < Celle

0

1

1
t < —= A"z
T VA

elde edilir.Yani,

1
AT

)

1 x
— [ sinVA(z—t)q(t) o (t,\)dt :O(e“'f
7 [snVAe =0 )
0
ifadesi dogrudur. Buradan = < d igin,

asimptotik ifadesi elde edilmis olur.

Benzer sekilde x > d icin

o(x, ) =bo(N) [oﬁr cos vV Az + o~ cos VA (2d — x)}

+ —ap(N) [oﬁ sin vV Az 4+ o~ sin VA (2d — x)]
d
—i—L/ [oﬁsin\/X(x—t) + o~ sin vV (2d — x —t)} dt

1T
+:7§é:mm¢XCx—t)q@)¢ﬁ,Aﬁﬁ

integral denkleminde |2d — x| < x egitsizligi goz oniine alinirsa,

e (2, A)| < ‘e‘“"”bo(A)Oé+ cos \/Xx‘ + ‘e"T'xbo(A)Of cos VA (2d — fl?)‘

" % e~ ay(N)artsin vz + ‘%‘ ety (Ao sin VX (24 — )
+ %Z ‘e—lf\ﬂcoﬁ sin v\ (x —t) + e ""a~ sin VA (2d — x — t)‘ dt
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T

W{ ‘e"ﬂm sin v\ (x —1t) q(t) o(t, )\)‘ dt

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
1
VA

/{oﬁe 7l 1 eIt o] o(t, A)g ()|dt—|—‘ ‘/|€ |7t t)\Hq (t)| dt

1
|eIMe (@, )| < [boa*| + [boa | + |aoa+|+—[———laoa|

IequAMswa»mwumum|+T%4%<>|+ [a(A)a”

d T
at +a |e Il L eIt
/| fa waxnﬂwwﬁw¢ﬂ{\ ()] (b)) dt

1
+—
VAl

_ |ao(M)]
e Ieg(z, N)] < (at + « b
| oz, N)| < (af + )[ (M + ‘\/_‘ ]

1 T
+ (at +a7) /\e Tt (t, A)] g (¢ |dt+ /\e"”go(t,A)}|q(t)ydt
VA
d

]
esitsizligi gecerlidir. Burada

h(\) := sup {e_mx lp(t, A)| sz € (d,1)}

seklinde tanimlanir ve (2.10) esitsizligi kullanilirsa,

. |ao(MV)]
h(N)| < (@ +a7) ||b
R < (a7 + )[ (M + \/X‘]

d

++wvm»/|<nw+ /m i

A 0

elde edilir. / lg (t)| dt = C esitliginden,
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e
%]

1—[a++a+1]W

(@™ +a7) | oM +

[h(A)] <

ye
VA

A ifadesi

bulunur. 'nin yeterince biiyiik degerlerinde | 1 — [a™ + o™ + 1]

1’e yaklagsacagindan
|h(\)| < Cre™F|\™| yazilabilir. O halde,
}ef\lmkp:(p(x, )\)‘ < Cl ‘)\m|

esitsizligi elde edilmig olur. Ayrica yukaridaki esitsizligin integralli ifadeleri ele
1

alinip (2.10) ve / lq ()] dt = C esitligi kullanilirsa,

d
/CV+SID\/_ (x —t)+a” sm\/_(Qd—x—t)]dt

1 1
< (a* + =) eltmla |ym / )l dt < Comte [\
< (a +ar)gzemte 7| [ g(o)]ar <
elde edilir. Yani;

1
A2

)

%/ [oﬁ sin VA (¢ — t) + o~ sin VA (2d — & — t)} dt| = O (e'lmm

ifadesi dogrudur. Buradan z > d i¢in ;

o(x, \) = bon A™ [oﬁ cos VAz + o cos VA (2d — x)] +0 (eumk‘gc A2

), x>d

olarak bulunur. Boylece (2.9) ispatlanmis olur.

(x, A) ¢oziimii i¢in verilen asimptotik ifade de benzer gekilde ispatlanir.
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3. BOLUM

KARAKTERISTIK FONKSIYON

Bu boliimde, sifirlar1 (2.1)-(2.4) sinir deger probleminin 6zdegerleri olan bir
fonksiyon tanimlanarak bu fonksiyonun bazi ozellikleri incelenecektir. Acgiktir
ki,bu ozellikler problemi belirleyen paremetrelere baghdir. Onecelikle lineer dife-
ransiyel denklemlerin genel teorisinde de verilen ve burada da kullanilcak olan
Wronskian determinant1 kavramindan bahsedelim.

o(x,\) ve ¥(x, \) fonksiyonlar1 (2.1) denkleminin herhangi iki ¢oziimii olmak
lizere ,

p(z,A) ()

Wilp, ] := (3.1)
¢'(z,A) ¥'(2,N)

= So(xv )\)1/1/(% /\) - Qpl(xv )\)1?(377 )‘)

esitligi ile tammlanan W [p, 1] fonksiyonuna ¢(x, \) ve ¢ (x, \) fonksiyonlarinin
Wronskian determinanti denir. Genel teoride, 2. mertebeden lineer diferansiyel
denklemin herhangi iki ¢oziimiiniin lineer bagimli olmasi i¢in bu determinantin
sifira 6zdeg olmasinin gerekli ve yeterli oldugu ispatlanmigtir. o(z, A) ve 1(x, \)
fonksiyonlari i¢in yazilan Wronskian determinanti bazi énemli ¢zelliklere sahiptir.
Simdi bunlar: ispatlayalim.

Lemma-3.1: W [p, ¢] fonksiyonu [0, 1] \ {d} kiimesinde z’e bagh degil,sadece
A paremetresine baghdir.

Ispat: (3.1) esitliginin her iki yam [0,d) ve (d,1] araliklarinda 2’c gore

tiirevlenirse,
dW . d )\ ! )\ / )\ )\
TWlet] =l V(2. 3) = ¢/(2. N (2, )]

= 90/(1,’ )\)@D,(l‘, )‘) + gp(x, )\)’(/}”(I, >‘> - 90”(937 >‘>77/}(x7 /\) - Qpl(xv )\)@D/(I, >‘>
= gp(a], /\)W(% )‘) - ¢(I7 /\)90/,(‘7:7 /\)

elde edilir. p(z, \) ve ¢(x, \) fonksiyonlar (2.1) denkleminin ¢oziimleri oldugun-
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dan, son esitlikten, Vz € [0,d) U (d, 1] igin,

é%”ﬂwﬂﬂ:=¢@5M{9@)—A}¢@aﬂ-—wﬁzﬂ{qw)—k}wﬁzk)EO

oldugu sonucuna varilir. Dolayisiyla Wp, 1| fonksiyonu, [0,d) ve (d, 1] aralik-

larinda x degiskenine gore sabit fonksiyondur. Bagka bir deyimle, Wy, v], [0, 1]
araliginda, z’e gore parcal sabit bir fonksiyondur. Diger yandan, (2.4) sigrama

kosullarina gore

o(d+ 0, )¢ (d+0,\) — (d+ 0, \)¢'(d+ 0, \)
= ap(d—0,\)a 1Y (d - 0,\) — arp(d — 0, \)a~ '/ (d — 0, ))
= o(d — 0, \'(d —0,\) — @' (d — 0, \)p(d — 0, \)

oldugundan,

W e, ¥llgso =W . ¥l 40

esitligi dogrudur. Yani Wronskian sigrama kosullar:1 altinda x den bagimsizdir. O
halde W g, 1] fonksiyonu [0, 1]\ {d} kiimesinde sadece A paremetresine baghdir.
W, 1] fonksiyonuna L probleminin karakteristik fonksiyonu adi verilir ve bu
fonksiyon sadece A\’ ya bagh oldugundan A()\) ile gosterilebilir. O halde;
Wip, ] = Wlp, ¥]sz1 = W, ¢]zz0 = A(N) yazilabilir. Acgiktir ki;
AR = W, 9]l = o(LAY(LA) = ' (LA)Y(L, ) (3.2)
= a1(A)p(1,A) + b1(A)¢'(1,A) = V(y)

veya

AN = W [p vl = b(AY'(0,3) = ao(A)(0, ) (33)
- -U@)

yazilabilir.
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Lemma-3.2:|\|’ nin yeterince biiyiik degerlerinde;

p

blnbOm)\”erJr% [—oﬁr sin v\ + a~ sin v/ (2d — 1)]
+O(IN" ™ exp |7]) , derb;(A\) > dera;(\)

a1nbom AT [oﬁ cos VA + a~ cos VA (2d — 1)]

+O(|)\|”+m_% exp|7|), derb; () < deray(N)

asimptotik ifadesi gecerlidir.

ispat:

( bom A" cos V Az + O (’/\m*%

exp]ﬂx), r<d

o(x,A) =3 by A" [oﬁ cos V Az + o~ cos VA (2d — x)]

\ +0 <|>\|m7% exp |T| 33) , r>d

(

b A2 sin vz + O (|A" exp |T| ) , xr <d,

(2, A) = ¢ DoA™ [—oﬁ\/X sin vz + a~vAsin v\ (2d — m)}

| +O (A" exp |T| ), r>d

asimptotik egitlikleri ve

' bo(A)
(O’ )‘) =

@’ aop(A)

(8 bi(M)
(17 )‘) -

Y’ ai(A)

kosullar1 kullanilirsa;

AA) = ar(N)p(1,A) = bi(A)¢'(1,A)

= a1 (A\)bo A" [oﬁ cos VA + o~ cos v/ (2d — 1)] +0 (‘)\mml*% exp |7'|)

- bl()\)bom)\er% [—oﬁr Asin VA + a~VAsin VA (2d — 1)] + O (|A™ " exp|7])
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olur. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa;

(

blnbOm/\"J“er% [—oﬁ sin VA + o~ sin v/ (2d — 1)]

+O(N" ™ exp|7|) , derby (\) > dera; ()
A(N) = (3.5)
A1nbom AT [oﬁ cos VA + a~ cos VA (2d — 1)}

\ +O(|/\|"+m7% exp |7]), derb; (\) < dera;(N)

elde edilir.

Lemma-3.3: A(\) fonksiyonunun sifirlari ile L sinir deger probleminin 6zdeger-
leri gakigir.

Ispat: Kabul edelim ki Ao, A(A) fonksiyonunun bir sifiridir. Bu durumda
@(x, A\o) fonksiyonu, (2.1)-(2.4) kogullarim saglayacagindan, L nin bir 6zfonksi-
yonu olur. Dolayisiyla \g, L nin bir 6zdegeridir.

Tersine, \g, L'nin bir 6zdegeri, y(x, \g) da ona kargilik gelen 6zfonksiyon olsun.

y(x, Ng) ve ¢(x, \g) fonksiyonlarimin Wronskian determinantini yazalim:

Wlg,yl = W e, yll—g = ¥(0, 20)#"(0, ) = /(0, 20)p(0, A) (3.6)

y(x, \g) bir dzfonksiyon olddugundan, (3.6) esitliginin sag tarafi sifira esittir. Bu

da W{p, y/'min sifira 6zdeg oldugunu gosterir. Buna gore,

w [907y]|m:1 = QO(]_, /\O)y,(la )‘0) - y(lv )‘0)90/(17 )‘0) =0 (37)

olur. a(A) ve b(A) polinomlar: ortak sifira sahip olmadiklarindan a(\g) ve b(\g)
ayn1 anda sifir olamaz. b;(Ag) # 0 olsun. (a(Ag) # 0 oldugunda da benzer iglem
yapilabilir) (3.7) diizenlenir ve y(x, \g)'mn (2.3) smur kosulunu sagladigi hatir-

lanirsa,
0 = <P(1,/\0)leéj\\;);y(17>\o)—Z/(L/\o)@/(l,/\o)
= s {0 PR - 1) (39)
y(]-u)‘O)

- b1(Xo) {a1(Xo)(1, Ao) — b1(No)¢'(1, Ao) }
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elde edilir. b(A\g) # 0 oldugundan y(1, Ag) = 0 olamaz. Ciinkii bu durumda (2.3)
smir kogulundan y'(1, Ag) = 0 olur. Bu ise (2.1) denkleminin ¢oziimiiniin tekligin-
den dolay1 y(z, A\g) = 0 olmas1 demektir. Oysa ki y(x, \g) bir 6zfonksiyondur.
Dolayisiyla (3.8)’den,

a1(Mo)e(1, Ao) — b1(Xo)#' (1, Ag) =0

bulunur. Bu ise A\g'mn A(\)’min bir sifir1 oldugunu gosterir.
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4. BOLUM

TERS PROBLEM

Simdi de, Weyl fonksiyonunu tanimlayalim. Bunun igin énce (2.1) denkle-

minin 6zel bir ¢oziimiinii belirleyelim. S(xz,\) ve C(z, \) fonksiyonlar, (2.1)

denkleminin,
S(0, ) 0
- , (4.1)
S’(0,\) 1
C'(0,N) 1
= (4.2)
C'(0, ) 0

baglangi¢ kogullarini ve (2.4) siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimleri olsun.

0= (4.3

seklinde tanimlanan M () fonksiyonuna L simir deger probleminin Weyl fonksi-
yonu denir. Agiktir ki, bu fonksiyon, 6zdegerler kiimesi diginda analitik ve her
bir 6zdeger bir kutup noktasi olan, meromorfik bir fonksiyondur.

Lemma 4.1:

= 180 + MO)e(a, V) (4.4)
esitligi gecelidir.
Ispat: ®(z,)\) := bo(N)Y (z, ) ve U(z,\) == AN [S(z,\) + M(Np(z, \)]
olsun. (0, \) = bo(A)e) (0, A) ve (0, \) = bo(A)e' (0, A) dir. Ayrica
T(0,0) = AN [S0,) + M(N\)p((0,\)]

(0, A)e(0,A) = bo(A)¢ (0, A)

T(0,0) = AN [S(0,0) + MN(0,))]



elde edilir. Boylece & ve U fonksiyonlar1 (2.1) denkleminin aymi baslangig
kosullarim saglayan ¢oziimleridir. Dolayisiyla ¢oziimiin tekligi geregi ®(z, \) =
U(z, \) gegerlidir. Bu ise ispat1 tamamlamak igin yeterlidir.

Lile agsagidaki sinir deger problemi belirtiliyor.

~y" + @)y =Xy, € (0,d)U(dr)
)y(0) 4+ bo(N)y'(0) = 0
Ny(1) +bi(\y' (1) =0 (4.5)
y(d +0) = ay(d — 0)

A

Qo

a1

(
(

y(d+0)=a "y (d—0)

Burada, §(z), @, ai1(A), bi(\) ve d parametrelerinin (2.1)-(2.4)’deki kogullar
sagladiklar1 kabul ediliyor.

Bu béliimiin amaci, Weyl fonksiyonu yardimiyla L probleminin tek sekilde
belirlenebildigini; yani, L ve L problemleri, aynm1 Weyl fonksiyonuna sahip ise

L=1L oldugunu ispatlamaktir.
Teorem 4.2: M (\) fonksiyonu L’yi tek gekilde belirler, yani, M (\) = M (A)
: —oa(N) _ a(d)
ise (0,1)’de hemen hemen her yerde ¢q(z) = q(x), = = , (a,d) =
0.1 W) = @) G = TG @

Pl(l’,)\):go(l',)\) A(;\ _(P($>)‘) A()\)

U(x,A)
— oz, \)—=

Ay YR

seklinde Py(z, \) ve Py(z, A) fonksiyonlarini tanimlayalim.

Oncelikle, M (\) = M (A) iken P;(z, ) ve Py(x, A) fonksiyonlarimin tam fonksiyon

(4.6)

PQ(I7)‘) - &(‘737 )‘)
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oldugunu gosterelim.

/

—_

Pi(z,\) = ¢z, )=

Aﬂﬂxﬂ+M@ﬁ@M}
g 5 15(.0) + M)l )

—¢(a, )b
L $@J%HWM$@Aﬂ

- 90(17’ )\)bo()\

—gO’(J}, /\) bO(/\)
1

::%Qﬂ”%”m%M+MOM@M6mM (4.7)

—wmAw@Ayuwm”uA)@Aﬂ

|
- %A[wmASxA wauAﬂ

_ (APO )S (2, NS (2, A) + bo(N)C/ (2, \) S (2, \)
ﬂMMaxMS@Ay4wmaxm5@Aﬂ
= Oz, M8 (x,\) — S(z, N (x, \)

—_ ~—

[S(z, A) + M(Mg(x, A)]

C(z, A) ve S(z, A) tam fonksiyon oldugundan P;(z, A) tam fonksiyondur.Benzer

sekilde Py(x, \) fonksiyonunun da tam fonksiyon oldugunu gosterelim.

BN
YRy
1

[S(, A) + M (N (2, A)]

P2(37’ )‘) = @(Iv >‘)

Q@»+Muw@»]

= [P(z, ) S (@, A) + M(N)p(z, \)@(, A)

(@, )8(@, ) = (e, NMNF(, )] (48)

B, M)S(@,2) = ol ), M|

ag(M\)S(z, \)S (2, \) 4+ bo(N)C(z, \)S(x, \)

ﬂMAQxMﬂmM+%QW@Aﬁ@Aﬂ

)
= C(z,\)S(z,\) + C(x,\)S(z, \)
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seklindedir.O halde Py(x,\) tam fonksiyondur. Diger yandan (2.9) ve (3.4)
den elde edilen
o(z,\) = O(Ame|lmﬁ|$),

30/(1',)\) — O()\m+%e’1m\/x’x)’

AlemvA|(1-2) , n = derby(\) > dera;(\)
U 1
)\"_56|Imﬁ|(1_x), n = dera;(A) > derb; ()
A3 | Im VA (1-2) , n = derby(\) > deraj()\)
lx,A) =
)\”e|lmﬁ|(1_”€), n = dera;(A) > derb; (X)
cse VAL A2 = derby (M) > derar())
|A<)‘)| > , A € Bs
cselm VA A" n = derby(\) < deras(\)

bagintilar kullanilarak her bir = i¢cin Py(z,A) = O(1) ve Py(z,\) = O()f%)
oldugunu elde ederiz. Burada Bs := {)\ VA=V
kiigiik bir sayidir. Buise Py (z ,\) = A(z) ve Py(z , A\) = 0 olmasi anlamina gelir.
Dolayisiyla (4.6) dan

> 5}, 0 > 0 yeterince

oz, \) = &i(]?,)\)A(CU)

77/)(:)3, )\) o ¢<l‘, /\)

YR VYR
olur. Ayrica kolayca gosterilebilir ki,

by - ol A
R o R GRS ool B

gecerlidir. Buradan A(z) = 1, d = d, @ = @ ¢(z,)) = Pz, )) ve wix(l\))\) -
wgﬁ) bulunur. Dolayisiyla, (2.1)'den ¢(z) = (x), ve (2.3)’den Zi&) - %Eii

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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