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ÖZET

D·IFERANS·IYEL OPERATÖRLER·IN B·IR SINIFI ·IÇ·IN SPEKTRAL

PROBLEMLER

Emine ARACI

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal¬

Dan¬̧sman: Yrd. Doç. Dr. Baki KESK·IN

Yrd. Doç. Dr. A. Sinan ÖZKAN

2013, 44 sayfa

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, tezde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, incelenen diferansiyel denklemin belli başlang¬ç koşullar¬ve

süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümlerinin varl¬¼g¬incenmi̧s ve bu çözümler

için integral denklemler elde edilmi̧stir. Ayr¬ca bu integral denklemler kul-

lan¬larak çözümlerin asimptotik ifadeleri elde edilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, Wronskian determinant¬ ve özellikleri verilmi̧s, �(�)

karakteristik fonksiyonu tan¬mlanarak L probleminin özde¼gerlerinin davran¬̧slar¬

incelenmi̧stir.

Dördüncü bölümdeWeyl fonksiyonuna göre ters problem için teklik teoremi

verilmi̧stir

Anahtar Kelimeler: Ters Problem, Spektrum, Özde¼ger, Özfonksiyon.
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ABSTRACT

SPECTRAL PROBLEMS FOR A CLASS OF D·IFFERENTIAL

OPERATORS

Emine ARACI

Master of Science Thesis, Department of Mathematics

Supervisor: Ass. Prof. Dr. Baki KESK·IN

Ass. Prof. Dr. A. Sinan ÖZKAN

2013, 44 pages

This thesis consisits of four parts.

In the �rst part, basic de�nitions and theorems which are used frequently

in the spectral theory of di¤erential operators, have been given

In the second part, existence of solution which satis�es initial conditions

and discontinuity conditions of considers di¤erential equation has been inves-

tigeted. Moreover the integral equations of the solutions of boundary value

problem have been obtained and behaviours of eigenfunctions have been ob-

tained by using these integral equations.

In the third part, the properties of Wronsky of the solutions and the char-

acteristic function �(�) have been investigated. By using the asymptotic�s of

this function, the behaviour of the eigenvalues of the problem L have been

obtained.

In the last part, uniqueness theorem for the inverse problem according to

the Weyl functions is given.

Keywords: Inverse Problem, Spectrum, Eigenvalue, Eigenfunction.
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G·IR·IŞ

Bir tak¬m uygulamal¬bilimlerde özellikle de baz¬�zik problemlerinde önemli

bir yere sahip olan, diferansiyel operatörlerin spektral teorisi, düz spektral prob-

lemler ve ters spektral problemler olarak iki ana kola ayr¬l¬r.

Düz spektral problemler, verilen operatörün spektrumunun ve özfonksiyon-

lar¬n¬n aranmas¬ ve verilen bir fonksiyonun operatörün özfonksiyonlar¬na göre

ayr¬̧s¬m¬n¬n incelenmesinden ibarettir. Spektral analizin ters problemleri ise ve-

rilen belirli dizilere göre, spektral karakteristikleri bu diziler olan operatörün in-

şaas¬ile ilgilenmektedir. Bu konudaki baz¬çal¬̧smalarda, verilen spektral karakte-

ristiklerin operatörü tek şekilde belirledi¼gini gösteren, ters problemlerin çözümü

için teklik teoremleri verilmi̧s; baz¬lar¬nda ise verilen spektral karakteristiklere

göre operatörün nas¬l elde edilebilece¼gi araşt¬r¬lm¬̧s, yani algoritmas¬verilmi̧stir.

Fizik, mekanik, jeo�zik, elektronik ve metalurji gibi farkl¬bilim dallar¬nda bir

çok kez ters problemlerle kaŗs¬laş¬lmaktad¬r. Homojen olmayan telin, onun öz

titreşimlerine göre yo¼gunlu¼gunun hesaplanmas¬; parçac¬klar aras¬ndaki etkileşim

kuvvetlerinin, bu parçac¬klar¬n enerji seviyelerine göre belirlenmesi; kuantum �-

zi¼ginde saç¬lma verilerine göre alan potansiyellerinin bulunmas¬; jeo�zikte yeralt¬

madenlerinin yeralt¬ndaki elementlerin da¼g¬l¬m karakteristiklerine göre belirlen-

mesi problemlerinin herbiri spektral analizin ters problemlerine örnek teşkil eder.

Literatürde, ikinci mertebeden

� d

dx

�
p(x)

dy

dx

�
+ q(x)y = �w(x)y (0.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi; bu denklem veya bu denklem

ve farkl¬bir tak¬m s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen operatörlere Sturm-Liouville

operatörleri; bu operatörler için konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville

problemleri denir. Diferansiyel operatörlerin düz ve ters spektral problemlerinde

bu operatörler s¬n¬f¬önemli bir yere sahiptir. Zira, Sturm-Liouville problemleri

daha fazla somut uygulama alan¬na sahiptir.
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Örne¼gin, kuantum mekani¼gindeki Schrödinger dalga denklemi,

@2u(x; t)

@t2
� ~
2m

@2u(x; t)

@x2
+ V (x)u(x; t) = 0

şeklindedir. Burada u(x; t) parçac¬¼g¬n dalga fonksiyonu, V (x) potansiyel alan, m

parçac¬¼g¬n kütlesi ve ~ Planck sabitidir. E, u�nun konumuna kaŗs¬l¬k gelen enerji

seviyesi olmak üzere yukar¬daki denklemde

u(x; t) = eit
p
Ey(x)

dönüşümü yap¬l¬rsa,

�y00 + 2m
~
V (x)y =

2m

~
Ey

denklemi elde edilir ki bu, Sturm Liouville tipinde bir denklemdir.

Klasik �zikten bir başka örnek de telin titreşim denklemidir. p(x) telin x nok-

tas¬ndaki gerilimini; w(x) yo¼gunlu¼gunu; q(x) ise geri ça¼g¬r¬c¬kuvvet katsay¬s¬n¬

belirtmek üzere bu denklem aşa¼g¬daki gibidir:

@

@x

�
p(x)

@u(x; t)

@x

�
� q(x)u(x; t) = w(x)

@2u(x; t)

@t2

Telin normal sal¬n¬m yapt¬¼g¬kabul edilerek, bu denklemin çözümü,

u(x; t) = y(x) sin
p
�t

şeklinde aran¬rsa, yeni aranan y(x) fonksiyonunun aşa¼g¬daki klasik Sturm Liou-

ville denklemini sa¼glayaca¼g¬kolayca görülür:

� d

dx

�
p(x)

dy

dx

�
+ q(x)y = �w(x)y

Sturm Liouville operatörlerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuçlar Bernoulli,

D�Alembert, Euler, Liouville ve Sturm�a aittir. 1830�larda Sturm (1836) ve Li-

ouville(1836), belirli koşullar alt¬nda (0.1) denklemini ve belli s¬n¬r koşullar¬n¬

sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬y(x) fonksiyonlar¬n¬n varl¬¼g¬na olanak veren � say¬lar¬n¬n,

yani özde¼gerlerin, ayr¬k bir küme oluşturdu¼gunu ispatlam¬̧slard¬r.

20. yuzy¬lda farkl¬operatör s¬n¬�ar¬için spektral teori daha h¬zl¬bir biçimde

geli̧smi̧stir. Bu dönemde, Birkho¤, Weyl, Hilbert, Neumann ve di¼ger birçok
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matematikçi önemli sonuçlar elde etmi̧slerdir. Sonlu aral¬kta ikinci mertebeden

diferansiyel ifadeler ve regüler s¬n¬r koşullar¬ ile üretilen operatörlerin özde¼ger-

lerinin da¼g¬l¬m¬G. D. Birko¤taraf¬ndan incelenmi̧stir. ·Integral denklemler teorisinde

yap¬lan çal¬̧smalarda, lineer cebir problemleri ve titreşim teorisi problemleri aras¬n-

daki benzerliklerden faydalanan ilk olarak D. Hilbert olmuştur. Bunlar¬n sonucu

olarak önce l2 uzay¬daha sonralar¬ise genel Hilbert uzay¬kavramlar¬kurulmuştur.

Soyut H Hilbert uzay¬tan¬mland¬ktan sonra H�da lineer selfadjoint operatörler

teorisi h¬zla geli̧smeye başlam¬̧st¬r. 19. ve 20. yüzy¬llarda yaşam¬̧s birçok mate-

matikçi sayesinde bu teori mükemmel bir seviyeye ulaşm¬̧st¬r. Özel olarak bu çal¬̧s-

malarda özde¼gerler, özfonksiyonlar, spektral fonksiyon, normalleştirici say¬lar, vs.

spektral veriler tan¬mlanm¬̧s ve farkl¬yöntemlerle bunlar için asimptotik formüller

elde edilmi̧stir. Daha sonra F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs ve di¼ger baz¬

matematikçiler taraf¬ndan simetrik ve self-adjoint operatörlerin genel spektral

teorisi oluşturulmuştur. Simetrik operatörlerin tüm selfadjoint geni̧slemelerinin

bulunmas¬problemi Neumann taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Diferansiyel operatörler için ters spektral problemler teorisinin başlang¬c¬say¬lan

ilk çal¬̧sma V.A. Ambartsumyan�a aittir. 1929 y¬l¬nda V.A. Ambartsumyan aşa¼g¬-

daki teoremi ispatlam¬̧st¬r:

Teorem 0.1(Ambartsumyan, 1929): q(x), [0; �] aral¬¼g¬nda gerçel de¼gerli

sürekli bir fonksiyon olmak üzere �0; �1; � � � ; �n; � � � say¬lar¬

y00 + f�� q(x)g y = 0; (0.2)

y0(0) = y0(�) = 0; (0.3)

probleminin özde¼gerleri olsun. E¼ger �n = n2 (n = 0; 1; :::) ise q(x) � 0 d¬r.

V.A. Ambartsumyan�¬n bu çal¬̧smas¬ ilk bak¬̧sta, özde¼gerlerin q(x) fonksi-

yonunu tek şekilde belirleyebilece¼gini akla getirse de bunun genelde do¼gru ol-

mad¬¼g¬G. Borg�un 1945 y¬l¬ndaki çal¬̧smas¬nda gösterilmi̧stir. Bu nedenle de,

V.A. Ambartsumyan�¬n sonucu istisnai bir durum olarak düşünülmektedir. Borg,

bu çal¬̧smas¬nda f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerinin verilen operatörün farkl¬ spek-
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trumlar¬oldu¼gunu farz ederek operatörü bu dizilerin yard¬m¬yla belirlemektedir.

Bu sonuç, aşa¼g¬daki teoremle ifade edilebilir:

Teorem 0.2(Borg, 1945): h; h1 ve H sonlu gerçel say¬lar olmak üzere,

�0; �1; � � � ; �n; � � � ler (0.2) diferansiyel denklemi ve

y0(0)� hy(0) = 0; (0.4)

y0(�) +Hy(�) = 0; (0.5)

s¬n¬r koşullar¬ile verilen problemin; �0; �1; � � � ; �n; � � � ler ise (0.2) denklemi, (0.5)

ve

y0(0)� h1y(0) = 0; (h 6= h1) (0.6)

s¬n¬r koşullar¬yla verilen problemin özde¼gerleri olsun. O halde f�ngn�0 ve f�ngn�0
dizileri q(x) fonksiyonunu ve h; h1 ve H say¬lar¬n¬tek olarak belirler.

Bu çal¬̧smadan sonra potansiyelin q(�� x) = q(x) simetriklik koşulunu sa¼gla-

mas¬ durumunda bir spektrumun Sturm-Liouville operatörünü belirledi¼gini N.

Levinson(1949) ispatlam¬̧st¬r. Ayr¬ca, N. Levinson negatif özde¼gerlerin mevcut

olmad¬¼g¬durumda, saç¬lma faz¬n¬n, potansiyeli tek olarak belirledi¼gini de göster-

mi̧stir.

Sturm-Liouville denkleminin inceleme sürecinde kullan¬lan yöntemlerden biri

de ters problemin çözümlerinde önemli bir araç olan dönüşüm operatörü kavram¬

olmuştur. Bu kavram operatörlerin genelleştirilmi̧s ötelemesi teorisinde J. Del-

sarte(1938), J. Lions(1957) ve B. M. Levitan(1964) taraf¬ndan verilmi̧stir. Key�

Sturm-Liouville denklemleri için dönüşüm operatörünün yap¬s¬n¬ilk olarak A. V.

Povzner(1948) incelemi̧stir.

II. mertebeden lineer diferansiyel operatörler için ters problemler teorisinde bir

sonraki en önemli aşamalardan birisi V.A. Marchenko taraf¬ndan kaydedilmi̧stir.

1950 y¬l¬nda V.A. Marchenko ters problemlerin çözümünde Sturm-Liouville o-

peratörünün spektral fonksiyonundan yararlanm¬̧st¬r.

'(x; �) fonksiyonu (0.2) diferansiyel denkleminin

'(0; �) = 1; '0(0; �) = h; (0.7)

4



başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü, '(x; �n) = 'n(x) fonksiyonlar¬ise bu o-

peratörün özfonksiyonlar¬olsun. Bu durumda

�n =

�Z
0

'2(x; �n)dx (0.8)

say¬lar¬verilen operatörün normalleştirici say¬lar¬,

�(�) =
X
�n<�

1

�n
(0.9)

fonksiyonu ise bu operatörün spektral fonksiyonu olmak üzere V.A. Marchenko,

G. Borg�un ispatlad¬¼g¬teoremin benzerini �(�) spektral fonksiyonu yard¬m¬yla

vermi̧stir(V.A. Marchenko, 1950). Ayr¬ca bu çal¬̧smada, �(�) fonksiyonun Sturm-

Liouville tipinde bir diferansiyel operatörün spektral fonksiyonu olmas¬için gerek

ve yeter koşulu verilmi̧stir. V. A. Marchenko�nun çal¬̧smalar¬ile hemen hemen

ayn¬zamanda M.G. Krein(1951, 1954), Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel o-

peratörü f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerine göre belirlemek için etkili yöntem ver-

mi̧stir.

I. M. Gelfand ve B. M. Levitan�¬n 1951 y¬l¬nda yay¬mlanan çal¬̧smas¬nda, klasik

Sturm-Liouville operatörünün f�ngn�0 ve f�ngn�0 dizilerine göre belirlenmesi için

gerekli ve yeterli koşullar verilmi̧stir.

Regüler Sturm-Liouville operatörünün iki spektruma göre belirlenmesi prob-

lemi B.M. Levitan ve M.G. Gasimov�un (1964) çal¬̧smas¬nda verilmi̧stir.

Aral¬¼g¬n iç noktas¬nda süreksizlik koşullar¬na sahip Sturm-Liouville problem-

leri genel olarak aşa¼g¬daki eşitlikler ve bunlara eklenen çeşitli s¬n¬r koşullar¬ ile

üretilir:

�y00 + q(x)y = �y x 2 (0; d) [ (d; �) (0.10)8><>:
y(d+ 0) = �y(d� 0)

y0(d+ 0) = ��1y0(d� 0) + �y(d� 0)
(0.11)

Burada � > 0; j�� 1j2 + �2 6= 0; d 2 (0; �)�d¬r.
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Bu tür problemlerle ilgili ilk çal¬̧sma H. Hald�a aittir (Hald, O., 1984). Bu

çal¬̧smada Hald, klasik s¬n¬r koşullar¬alt¬nda düz ve ters spektral problemi in-

celemi̧s ve operatörün bir özde¼ger dizisinin ve aral¬¼g¬n ilk yar¬s¬nda q(x) fonksi-

yonunun bilinmesi halinde operatörün tek olarak belirlenebilece¼gini göstermi̧stir.

R. Kh. Amirov (2006) çal¬̧smas¬nda benzer bir problemi ele alm¬̧s ve verilen

operatörün belli başlang¬ç ve süreksizlik koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri için in-

tegral gösterim elde etmi̧stir. Ayr¬ca bu çal¬̧smada operatörün spektral özellikleri

ile bu spektral özelliklere göre ters problemin çözümü için teklik teoremleri is-

patlanm¬̧st¬r. Di¼ger yandan R. Kh. Amirov �un (2004, 2009) çal¬̧smalar¬, farkl¬

tipten süreksiz Sturm-Liouville ve Dirac operatörleri için düz ve ters spektral

problemleri içermektedir. Bu çal¬̧smalardaki ters problemler, Weyl fonksiyonuna

göre, özde¼ger ve normalleşirici say¬dizilerine göre ve iki spektruma göre ayr¬ayr¬

ele al¬nm¬̧s ve teklik teoremleri ispatlanm¬̧st¬r.

Spektral parametreye ba¼gl¬ s¬n¬r koşullar¬ Sturm ve Liouville�in zaman¬n-

dan çok önce S. D. Poisson(1820) taraf¬ndan incelenmi̧stir. M. A. Naimark,

"Linear Di¤erential Operators"(1968) kitab¬nda s¬n¬r koşullar¬n¬n parametreye

ba¼gl¬oldu¼gu özde¼ger problemlerini tan¬mlam¬̧s ve bu tür problemleri genelleşti-

rilmi̧s özde¼ger problemi olarak adland¬rm¬̧st¬r. Bu tip problemler genelde (0.4) ve

(0.5) s¬n¬r koşullar¬n¬n birinin veya her ikisinin katsay¬lar¬n¬� parametesine ba¼gl¬

seçmekle elde edilir. Örne¼gin, a(�) ve b(�) herhangi iki fonksiyon olmak üzere,

(0.5) koşulu

a(�)y(�) + b(�)y0(�) = 0 (0.12)

şeklinde yaz¬l¬rsa parametreye ba¼gl¬bir s¬n¬r koşulu elde edilir. E¼ger a(�) ve b(�)

fonksiyonlar¬ ��n¬n lineer (do¼grusal) fonksiyonlar¬ ise s¬n¬r koşulu parametreye

lineer şekilde ba¼gl¬d¬r denir. Böyle s¬n¬r koşullu Sturm-Liouville operatörü için

spektral problem ilk olarak C. T. Fulton(1977, 1980) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧smada Fulton, probleme kaŗs¬l¬k gelen teorik operatörü tan¬mlayarak bu

ope- ratör yard¬m¬yla, problemin özde¼gerlerinin baz¬önemli özelliklerini (örne¼gin

reel ve cebirsel olarak basit olmas¬ gibi) elde etmi̧stir. N. J. Guliyev, (2005)
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çal¬̧smas¬nda bir s¬n¬r koşulu parametreye lineer şekilde ba¼gl¬ Sturm-Liouville

ters problemi için Gelfand-Levitan-Marchenko tipinde esas denklem elde ederek

bu problemin tam çözümünü vermi̧stir. Ayr¬ca, O. Sh. Mukhtarov(1994), R.

Kh. Amirov, B. Keskin ve A. S. Özkan(2009) ve benzeri bir tak¬m çal¬̧sma,

lineer koşullarla ilgili düz ve ters spektral problemleri içermektedir. Bu çal¬̧s-

malar¬n baz¬lar¬nda parametreye ba¼gl¬s¬n¬r koşullar¬n¬n yan¬s¬ra aral¬kta süreksi-

zlik koşullar¬da bulunmaktad¬r.

Son zamanlarda daha çok a(�) ve b(�) fonksiyonlar¬n¬n ��ya daha genel şe-

kilde (polinom veya tam fonksiyon şeklinde) ba¼gl¬ oldu¼gu durum ele al¬nmak-

tad¬r. a(�) ve b(�)�n¬n key� birer polinom oldu¼gu durum ilk olarak E. M. Rus-

sakovskii(1975) taraf¬ndan ele al¬nm¬̧st¬r. Bu durumda problemin teorik operatör

ifadesi ve özde¼gerlerinin baz¬önemli özellikleri bu çal¬̧smada araşt¬r¬lm¬̧st¬r. Bu

tür operatörler için düz problemler yayg¬n bir şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s olmas¬na ra¼gmen

ters problemler ancak son y¬llarda ilgi görmeye başlam¬̧st¬r. P. A. Binding, P, J.

Browne ve B. A. Watson, (2004) çal¬̧smalar¬nda,

�y00 + q(x)y = �y

y(0) cos�� y0(0) sin� = 0 (0.13)

a(�)y(1) + b(�)y0(1) = 0

problemini ele alm¬̧s ve bu problem için, özde¼gerlerin asimptotik ifadeleri, öz-

fonksiyonlar¬n sal¬n¬m¬gibi baz¬spektral özellikleri inceleyip, farkl¬baz¬verilere

göre ters problemin çözümü için teklik teoremlerini ispatlam¬̧slard¬r.

2011 y¬l¬nda Chernozukova ve Freiling (0.13) problemini aşa¼g¬daki şekilde

genelleştirmi̧slerdir

�y00 + q(x)y = �y

a(�)y(1) + b(�)y0(1) = 0

c(�)y(1) + d(�)y0(1) = 0

a(�) ve b(�) fonksiyonlar¬n¬n çeşitli durumlar¬na göre düz veya ters spek-

tral problemler di¼ger baz¬matematikçiler taraf¬ndan da çok yayg¬n bir şekilde
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çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Zh. Ben Amara, A. M. Savchuk(1999), A. A. Shkalikov(1986), N.

Yu. Kapustin(1999), N. B. Kerimov(2003), P. Binding, P. J. Browne, K. Sed-

dighi(1993), ve P. Binding, P. J. Browne, B. A. Watson(2000, 2001) bunlar¬n en

önde gelenleridir.

Bu tezde, aşa¼g¬da verilen problem için yukar¬da ad¬geçen baz¬çal¬̧smalardaki

sonuçlar elde edilmi̧stir.

`y := �y00 + q(x)y = �y; x 2 (0; d) [ (d; 1) (0.14)

U(y) : = a0(�)y(0)� b0(�)y
0(0) = 0 (0.15)

V (y) : = a1(�)y(1)� b1(�)y
0(1) = 0 (0.16)8><>:

y(d+ 0) = �y(d� 0)

y0(d+ 0) = ��1y0(d� 0)
(0.17)

Burada, �i(�) ve bi(�); i = 0; 1 reel katsay¬l¬polinomlar, � 2 R+, d 2 (0; 1) ;

q(x) 2 L2(0; 1) uzay¬ndan reel de¼gerli fonksiyonlar ve � spektral parametredir.

Bu tezin birinci bölümünde, çal¬̧smada kullan¬lan baz¬ temel kavramlardan

bahsedilmi̧stir. Bu bölüm haz¬rlan¬rken Tichmarsh(1932), Freiling ve Yurko(2001),

Levitan ve Sargsyan(1988) ve M. A. Naimark(1968) kaynaklar¬esas al¬nm¬̧st¬r.

·Ikinci bölümde, öncelikle ele al¬nan denklemin belli başlang¬ç ve süreksizlik

koşullar¬n¬ sa¼glayan çözümleri araşt¬r¬larak bu çözümlerin asimptotik ifadeleri

elde edilmi̧stir. Daha sonra bu asimptotik formüller kullan¬larak, problemin

karakteristik fonksiyonu ve onun özellikleri ö¼grenilmi̧stir. Üçüncü bölümde ise

Weyl fonksiyonlara göre ters problemin çözümü için teklik teoremleri ispatlan-

m¬̧st¬r.
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I. BÖLÜM

TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 1.1: Kompleks düzlemde bir z0 noktas¬ve bu noktan¬n en az bir � > 0

komşulu¼gunda tan¬ml¬olan bir f(z) fonksiyonu verilsin. E¼ger,

lim
�z!0

f(z0 +�z)� f(z0)

�z
(1.1)

limiti mevcut ve sonlu ise f(z) fonksiyonu z0 noktas¬nda diferansiyellenebilirdir

(türevlenebilirdir) denir. Bu limitin de¼geri de f(z) fonksiyonunun z0 noktas¬ndaki

türevi olarak adland¬r¬l¬r, f 0(z0) ile gösterilir.

Tan¬m 1.2: f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin bir z0 noktas¬n¬n � komşu-

lu¼gunun tüm noktalar¬nda türevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z0 noktas¬nda ana-

litiktir denir. f(z) fonksiyonu kompleks düzlemin bir W alt kümesindeki tüm

noktalarda analitik ise f(z)�ye W�de analitik fonksiyon denir.

Tan¬m 1.3: Kompleks düzlemin tüm noktalar¬nda analitik olan fonksiyona

tam fonksiyon ad¬verilir.

Tan¬m 1.4: f(z), kompleks düzlemin birW alt kümesinde tan¬ml¬bir fonksiyon

olmak üzere, 8z 2 W için jf(z)j � M olacak şekilde bir M say¬s¬varsa f(z)�ye

W�da s¬n¬rl¬fonksiyon denir.

Teorem 1.5(Liouville): Komleks düzlemin tamam¬nda s¬n¬rl¬olan tam fonksiyon

sabit fonksiyondur.

Tan¬m 1.6: f(z) kompleks de¼gi̧skenli herhangi bir fonksiyon, z0 ise f(z)�nin

tan¬ml¬oldu¼gu herhangi bir nokta olsun. E¼ger f(z0) = 0 ise z0 noktas¬na f(z)

fonksiyonunun bir s¬f¬r yeri veya k¬saca s¬f¬r¬denir. E¼ger f(z0) = 0; f 0(z0) = 0; :::;

f (n�1)(z0) = 0; f
(n)(z0) 6= 0 ise z0 noktas¬f(z) fonksiyonunun n-katl¬s¬f¬r¬diye

adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.7: f(z), z0 noktas¬n¬n en az bir komşulu¼gundaki her noktada difer-

ansiyellenebilir ama z0�da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise z0�a f(z)�nin

ayr¬k singüler (ayk¬r¬) noktas¬denir.

Tan¬m 1.8: z0, bir f(z) fonksiyonunun ayr¬k singüler noktas¬olsun.
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i) lim
z!z0

f(z) limiti mevcut ve sonlu ise z0 noktas¬na f(z)�nin kald¬r¬labilir ayk¬r¬

noktas¬denir.

ii)

lim
z!z0

f(z) =1 (1.2)

ise z0 noktas¬na f(z) nin kutup noktas¬(kutup yeri) denir.

iii) lim
z!z0

f(z) limiti mevcut de¼gilse z0 noktas¬na f(z)�nin esas ayk¬r¬noktas¬

denir.

Teorem 1.9(Rouché): f ve g kompleks düzlemin bir B bölgesinde sonlu

say¬da s¬f¬r yeri olan ve sonlu say¬da kutup yerleri d¬̧s¬nda analitik olan fonksi-

yonlar ve ; B bölgesinde bulunan ve f ve g nin hiçbir s¬f¬r ve kutup yerinden

geçmeyen basit kapal¬ bir e¼gri olsun. E¼ger  üzerinde jf(z)� g(z)j < jf(z)j

eşitsizli¼gi gerçekleniyorsa, Zf � Pf = Zg � Pg eşitli¼gi geçerlidir. Burada, Zf ve

Zg, f(z) ve g(z)�nin �n¬n s¬n¬rland¬rd¬¼g¬bölge içindeki s¬f¬rlar¬n¬n say¬s¬n¬; Pf ve

Pg ise f(z) ve g(z)�nin �n¬n s¬n¬rland¬rd¬¼g¬bölge içindeki kutuplar¬n¬n say¬s¬n¬

göstermektedir. E¼ger f ve g; B içinde analitik fonksiyonlarsa Zf = Zg olur.

Tan¬m 1.10: f(z) bir tam fonksiyon ve

Mf (r) = max
jzj=r

jf(z)j (1.3)

olmak üzere yeterince büyük r�ler için

M(r) < exp(r�) (1.4)

eşitsizli¼gini sa¼glayan � > 0 say¬s¬varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir

denir. Bu eşitsizli¼gi sa¼glayan � say¬lar¬n¬n in�mumuna f(z)�nin mertebesi ad¬

verilir ve � ile gösterilir.

Tan¬m 1.11: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak üzere yeterince

büyük r�ler için

M(r) < exp(ar�) (1.5)

eşitsizli¼gini sa¼glayan a > 0 say¬s¬ varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir. (1.4)

eşitsizli¼gini sa¼glayan a say¬lar¬n¬n in�mumuna f(z) fonksiyonunun tipi ad¬verilir.

ve � ile gösterilir.
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Teorem 1.12(Hadamard): Mertebesi � 2 (0; 1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu

f(z) = Czm
1Y
n=1

�
1� z

zn

�
(1.6)

şeklinde bir gösterime sahiptir. Burada m; f(z)�nin orijindeki s¬f¬r¬n¬n katl¬l¬¼g¬,

fzngn�1 ise f(z)�nin 0�dan farkl¬tüm s¬f¬rlar¬n¬n kümesidir.

Teorem 1.13: f ve g kompleks düzlemin bir B bölgesinde analitik fonksi-

yonlar ve fzng � B

i) lim
n!1

zn = z0

ii) z0 2 B

iii) 8n için, f(zn) = g(zn)

koşullar¬n¬sa¼glayan bir dizi ise 8z 2 B için f(z) = g(z) eşitli¼gi geçerlidir.

Tan¬m 1.14: n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

`(y) = p0 (x) y
(n) + p1 (x) y

(n�1) + :::+ pn (x) y (1.7)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada p0 (x) ; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksiyonlar¬na diferansiyel

ifadenin katsay¬lar¬denir.

Tan¬m 1.15: a ve b sonlu say¬lar olmak üzere
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) fonksi-

yonlar¬[a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilirse (Lebesgue anlam¬nda) (1.7) diferansiyel

ifadesine regüler diferansiyel ifade; aksi halde, yani a veya b sonsuz veya
1

p0 (x)
;

p1 (x) ; :::; pn (x) fonksiyonlar¬ndan en az biri [a; b] aral¬¼g¬nda integrallenebilir

de¼gilse (1.7) diferansiyel ifadesine singüler diferansiyel ifade denir.

Cn (a; b) ; (a; b) aral¬¼g¬nda n: mertebeden sürekli türeve sahip fonksiyonlar¬n

uzay¬olmak üzere bir y 2 Cn (a; b) fonksiyonunun ve (n� 1) : mertebeye kadar

olan türevlerinin belli bir lineer birleşimini U(y) ile gösterelim:

U(y) = a0y(a)+a1y
0(a)+ :::+ an�1y

(n�1)(a)+ b0y(b)+ b1y
0(b)+ :::+ bn�1y

(n�1)(b)

(1.8)

Belli ki U(y) ifadesi ai; bi katsay¬lar¬na ba¼gl¬d¬r. Buna göre bu katsay¬lar de¼gi̧sti-

rilerek farkl¬şekillerde Uv(y); v = 1; 2; :::;m ifadeleri elde etmek mümkündür.
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Tan¬m 1.16:

Uv(y) = 0; v = 1; 2; :::;m (1.9)

eşitliklerine y 2 Cn (a; b) fonksiyonu için konulan s¬n¬r koşullar¬ad¬verilir.

Tan¬m 1.17: D = fy 2 Cn (a; b) : Uv(y) = 0; v = 1; 2; :::;mg kümesi ü-

zerinde Ly = `(y) eşitli¼gi ile bir lineer operatör tan¬mlan¬r. Bu operatöre `(y)

diferansiyel ifadesi ve (1.9) s¬n¬r koşullar¬taraf¬ndan üretilen diferansiyel operatör

denir.

Bu tan¬mdan anlaş¬ld¬¼g¬gibi ayn¬diferansiyel ifade ile, s¬n¬r koşullar¬de¼gi̧stiri-

lerek, farkl¬operatörler tan¬mlamak mümkündür. Ayr¬ca (1.9) koşullar¬verilmek-

sizin de operatör tan¬mlanabilir ki bu, Cn (a; b) üzerinde `(y) ile üretilen tüm

operatörlerin geni̧slemesi olur.

Teorem 1.18(Lagrange Formülü): Cn (a; b) uzay¬ndaki herhangi y ve z

fonksiyonlar¬için,
bZ
a

` (y) zdx = P (�; �) +

bZ
a

y`� (z)dx (1.10)

eşitli¼gi geçerlidir. Burada,

`�(z) = (�1)n (p0z)(n) + (�1)n�1 (p1z)(n�1) + (�1)n�2 (p2z)(n�2) + ::: + pnz ve

P (�; �);

� =
�
y(a); y0(a); :::; y(n�1)(a); y(b); y0(b); :::; y(n�1)(b

�
);

(1.11)

� =
�
z(a); z0(a); :::; z(n�1)(a); z(b); z0(b); :::; z(n�1)(b

�
)

de¼gi̧skenlerinin belirli bir lineer formudur.

Tan¬m 1.19: `� ifadesi `�nin adjoint diferansiyel ifadesi olarak adland¬r¬l¬r.

E¼ger `� = ` eşitli¼gi gerçeklenirse `�ye self-adjoint (özeşlenik) diferansiyel ifade

denir.

Teorem 1.20: Reel katsay¬l¬herhangi bir self-adjoint diferansiyel ifade çift

mertebelidir ve aşa¼g¬daki şekildedir:

`(y) =
�
p0y

(n)
�(n)

+
�
p1y

(n�1)�(n�1) + :::+ pny (1.12)
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Teorem 1.21:
1

p0 (x)
; p1 (x) ; :::; pn (x) ve f(x) fonksiyonlar¬(a; b) aral¬¼g¬nda

ölçülebilir ve onun her bir [�; �] alt aral¬¼g¬nda integrallenebilir ise, herhangi bir

x0 2 (a; b) noktas¬ve y1; y2; :::y2n�1 key� sabitleri için,�
p0y

(n)
�(n)

+
�
p1y

(n�1)�(n�1) + :::+ pny = f(x)

denkleminin

y(k)(x0) = yk; k = 0; 2n� 1

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan bir tek y(x) çözümü vard¬r. Burada, y[k](x) ifadesi

y(x) fonksiyonunun k:mertebeden quasi-türevini gösterir ve

y(k) =
dky

dxk
; k = 1; n� 1

y(n) = p0
dny

dxn
;

y(n+k) = pk
dn�ky

dxn�k
� d

dx

�
y(n+k�1)

�
; k = 1; n

seklinde tan¬mlan¬r.(Naimark, 1968)

Tan¬m 1.22: � bir kompleks parametre olmak üzere,8><>:
` (y) = �y

Uv (y) = 0; v = 1;m

(1.13)

s¬n¬r de¼ger probleminin s¬f¬rdan farkl¬bir y(x) çözümü varsa ��ya bu s¬n¬r de¼ger

probleminin bir özde¼geri; y(x)�e de ��ya kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonu denir. (1.13)

s¬n¬r de¼ger problemi ço¼gunlukla `(y) diferansiyel ifadesi ve (1.9) s¬n¬r koşullar¬

taraf¬ndan üretilen özde¼ger problemi olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.23: Tan¬m 1.22�de n = m olsun. y1(x; �); y2(x; �); :::; yn(x; �)

fonksiyonlar¬,

` (y) = �y

denkleminin

y
(j�1)
i (a; �) =

8><>:
0; i 6= j ise

1; i = j ise
; i; j = 1; n
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başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olmak üzere,

�(�) =

�����������
U1 (y1) ::: U1 (yn)

...
. . .

...

Un (y1) ::: Un (yn)

�����������
(1.14)

determinant¬na (1.13) probleminin veya ona kaŗs¬l¬k gelen diferansiyel operatörün

karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.24: (1.13) probleminin özde¼gerleri ile �(�)�n¬n s¬f¬rlar¬çak¬̧s¬r.

Tan¬m 1.25: Herhangi bir � özde¼geri�(�)�n¬n k-katl¬s¬f¬r¬ise k�ya � özde¼gerinin

cebirsel katl¬l¬¼g¬denir; e¼ger özel olarak k = 1 ise ��ya cebirsel olarak basit özde¼ger

ad¬verilir.

Uyar¬1.26: (1.13) probleminde ` (y) diferansiyel ifadesinin ya da Uv (y) = 0

s¬n¬r koşullar¬n¬n katsay¬lar¬� parametresine ba¼gl¬seçilebilir. Bu durumda daha

genel bir özde¼ger problemi elde edilir.(Naimark ,1968)

Tan¬m 1.27: � bir kompleks parametre olmak üzere,

` (y) = � d

dt

�
p (t)

du

dt

�
+Q (t)u = �w(t)u; t 2 (a; b) (1.15)

diferansiyel denkleminin 8><>:
A1u (a) +B1u

0 (a) = 0

A2u (b) +B2u
0 (b) = 0

(1.16)

s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan çözümünün bulunmas¬problemine Sturm-Liouville s¬n¬r

de¼ger problemi denir. Burada A1, B1, A2, B2 reel sabitler olup A21 + B2
1 6= 0;

A22 + B2
2 6= 0 koşullar¬ sa¼glanmaktad¬r. Ayr¬ca p (t) ; q (t) ve w (t) reel de¼gerli

fonksiyonlard¬r.

Şimdi p (t) > 0, w (t) > 0 ve
dp(t)

dt
ve

d2 (p(t)w(t))

dt2
fonksiyonlar¬n¬n (a; b)�de

sürekli oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda,

M =

bZ
a

s
w(s)

p(s)
ds; f(t) = 4

p
p(t)w(t)
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olmak üzere

x =
1

M

tZ
a

s
w(s)

p(s)
ds; y = uf(t) (1.17)

dönüşümü yap¬l¬rsa, (1.15) denklemi,

�y00 + q(x)y = �y; x 2 (0; 1) (1.18)

denklemine; (1.16) s¬n¬r koşullar¬ise8><>:
y0 (0) + hy (0) = 0

y0 (1) +Hy (1) = 0

(1.19)

koşullar¬na dönüşür. Burada, q(x) =
f 00(x)

f(x)
+M2Q(x)

w(x)
; � = M2� ve h;H 2 R

dir. (1.18)-(1.19) problemine Sturm-Liouville probleminin kanonik hali ad¬verilir.

L2(0; 1) üzerinde, tan¬m kümesi

D(L) = fy(x) : y(x) ve y0(x) fonksiyonlar¬ (0; 1) aral¬klar¬nda mutlak sürekli,

`y 2 L2(0; 1); y0 (0) + hy (0) = 0; y0 (1) +Hy (1) = 0g

olan L operatörü şu şekilde tan¬mlans¬n:

Ly = �y00 + q (x) y (1.20)

L operatörü bir lineer diferansiyel operatördür. Ayr¬ca kolayca görülür ki, (1.18)-

(1.19) problemini L operatörü için özde¼ger probleminden başka bir şey de¼gildir.

Bu şekilde tan¬ml¬operatöre Sturm-Liouville operatörü denir. Sturm-Liouville

operatörlerinin sahip oldu¼gu en temel özellikler aşa¼g¬daki teoremde s¬ralanm¬̧st¬r.

Teorem 1.28: a) L, D(L) üzerinde kapal¬, self-adjoint bir operatördür.

b) L s¬n¬r de¼ger problemi, mutlak de¼gerlerine göre s¬raland¬¼g¬nda s¬n¬rs¬z şe-

kilde büyüyen, say¬labilir say¬da özde¼gere sahiptir.

c) L�nin özde¼gerleri reel say¬lard¬r ve herhangi farkl¬iki özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen

özfonksiyonlar ortogonaldir, yani �1 6= �2 özde¼gerler ve y(x; �1); z(x; �2) onlara

kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyonlar ise,

1Z
0

y(x; �1)z(x; �2)dx = 0 (1.21)

15



eşitli¼gi geçerlidir.

d) Özde¼gerler dizisini f�ng ile gösterirsek, n�nin yeterince büyük de¼gerlerinde

aşa¼g¬daki asimptotik ifade geçerlidir:

p
�n = n� +

c

n�
+O

�
1

n

�
(1.22)

Burada, c = h+H +
1

2

1R
0

q(x)dx dir.

e) u(x; �) ve v(x; �) fonksiyonlar¬(1.18) denkleminin, s¬ras¬yla,

u(0; �) = 1; u0(0; �) = �h

v(1; �) = 1; v0(1; �) = �H

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olmak üzere, herhangi bir f(x) 2 L2(0; 1)

fonksiyonu için

�y00 + fq(x)� �g y = f(x); x 2 (0; 1) (1.23)

denkleminin çözümü

y(x; �) =

1Z
0

G(x; t; �)f(t)dt (1.24)

eşitli¼gi ile verilebilir. Burada G(x; t; �), Green fonksiyonudur ve

G(x; t; �) =
1

�(�)

8><>:
u(x; �)v(t; �); x � t

u(t; �)v(x; �); t � x

şeklindedir. (1.24) ile tan¬mlanan operatöre L�nin resolvent operatörü ad¬verilir

ve bu operatör L�nin özde¼gerleri d¬̧s¬nda tan¬ml¬d¬r.
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2. BÖLÜM

PROBLEM·IN KONUMU VE ÇÖZÜMLER·IN ÖZELL·IKLER·I

Aşa¼g¬daki L s¬n¬r de¼ger problemini ele alal¬m;

`y := �y00 + q(x)y = �y; x 2 (0; d) [ (d; 1) (2.1)

U(y) := a0(�)y(0)� b0(�)y
0(0) = 0 (2.2)

V (y) := a1(�)y(1)� b1(�)y
0(1) = 0 (2.3)8><>:

y(d+ 0) = �y(d� 0)

y0(d+ 0) = ��1y0(d� 0)
(2.4)

Burada, �i(�) ve bi(�); (i = 0; 1) ; reel katsay¬l¬ortak s¬f¬ra sahip olmayan poli-

nomlar, ai(�) = ai0 + ai1� + ai2�
2 + ::::: + aimi

�mi ; bi(�) = bi0 + bi1� + bi2�
2 +

:::::+ bini�
ni ; � 2 R+, d 2 (0; 1) ; q(x) 2 L2(0; �) uzay¬ndan reel de¼gerli fonksiyon

ve � spektral parametredir. Burada q(x) fonksiyonu s¬kl¬kla potansiyel olarak ad-

land¬r¬l¬r. Bundan böyle , L s¬n¬r de¼ger problemi denildi¼ginde (2.1)-(2.4) problemi

anlaş¬lacakt¬r. Bundan böyle n = maxfm1; n1g ve m =der(b0(�)) �der(a0(�))

oldu¼gu kabul edilecektir.

Şimdi (2.1) denkleminin (0; d) ve (d; 1) aral¬klar¬nda0B@ '

'0

1CA (0; �) =

0B@ b0(�)

a0(�)

1CA (2.5)

0B@  

 0

1CA (1; �) =

0B@ b1(�)

a1(�)

1CA
başlang¬ç koşulunu sa¼glayan çözümleri '(x; �) ve  (x; �) olsun. y00 + �y = 0

homojen denkleminin iki lineer ba¼g¬ms¬z çözümü:0B@ y1(x; k)

y2(x; k)

1CA =

0B@ eikx

e�ikx

1CA
şeklindedir. Burada k =

p
��d¬r. Dolay¬s¬yla bu denklemin genel çözümü
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y = c1e
ikx + c2e

�ikx veya

y = c1 cos kx+ c2 sin kx şeklinde yaz¬labilir.

y00+ �y = q(x)y homojen olmayan diferansiyel denkleminin genel çözümünü,

y = c1(x) cos kx+ c2(x) sin kx

şeklinde arayal¬m. Parametrelerin de¼gi̧simi yöntemi kullan¬l¬rsa,

c01(x) cos kx+ c02(x) sin kx = 0

�c01 (x) k sin kx+ c02 (x) cos kx = q (x) y

sisteminden,

c1 (x) = �
1

k

xZ
0

sin ktq (t) y (t) dt+ c1

c2 (x) =
1

k

xZ
0

cos ktq (t) y (t) dt+ c2

eşitlikleri bulunur. Burada c1(x) ve c2(x)�in ifadeleri denklemde yerine yaz¬ld¬¼g¬

takdirde;

y (x) = c1(x) cos kx+ c2(x) sin kx+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t) y (t; k) dt (2.6)

integral denklemi elde edilir.

Teorem2.1:' (x; k) fonksiyonu aşa¼g¬daki integral denklemleri sa¼glar

x < d için,

'(x; k) = b0(�) cos kx+
a0(�)

k
sin kx+

1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt (2.7)
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x > d için,

'(x; k) = b0(�)�
+ cos kx+ �� cos k (2d� x)

+
1

k
a0(�)

�
�+ sin kx+ �� sin k (2d� x)

�
+
1

k

dZ
0

�
�+ sin k (x� t) + �� sin k (2d� x� t)

�
dt (2.8)

+
1

k

xZ
d

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

·Ispat: Öncelikle (0; d) aral¬¼g¬nda (2.1) denkleminin (2.5) başlang¬ç koşullar¬n¬

sa¼glayan çözümünü bulal¬m. (2.6) denkleminden

' (x; k) = c1 cos kx+ c2 sin kx+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

'0 (x; k) = �c1k sin kx+ c2k cos kx+

xZ
0

cos k (x� t) q (t)' (t; k) dt

şeklinde yaz¬l¬r. Şimdi (2.5) başalang¬ç koşullar¬gözönüne al¬n¬rsa;

c1 = b0(�)

c2 =
a0(�)

k

de¼gerleri bulunur. Bulunan bu de¼gerler denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

'(x; k) = b0(�) cos kx+
a0(�)

k
sin kx+

1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t; k)dt

denklemi elde edilir. O halde x < d için

'(x; k) = b0(�) cos kx+
a0(�)

k
sin kx+

1

k

xZ
0

sin k(x� t)q(t)'(t:k)dt

integral denklemi elde edilmi̧s olur. (2.8) eşitli¼gini ispatlamak için '(x; �) fonksiy-

onunu (d; 1) aral¬¼g¬na (2.4) s¬çrama koşullar¬n¬da sa¼glayacak şekilde devam et-

tirmek gerekir. Bunun için '(x; �) çözümünün (d; 1) aral¬¼g¬nda aşa¼g¬daki şekilde
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arayal¬m,

'(x; k) = A (k) cos kx+B (k) sin kx+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt:

Türev al¬n¬rsa;

'0(x; k) = �kA (k) sin kx+ kB (k) cos kx+

xZ
0

cos k (x� t) q (t)' (t; k) dt

bulunur.

x < d için bulunan '(x; k) nin türevi:

'0(x; k) = a0(�) cos kx� kb0(�) sin kx+

xZ
0

cos k (x� t) q (t)' (t; k) dt

şeklinde olup,

' (d+ 0; k) = �' (d� 0; k)

'0 (d+ 0; k) = ��1'0 (d� 0; k)

s¬çrama koşullar¬yard¬m¬yla,

A (k) cos kd+B (k) sin kd+
1

k

dZ
0

sin k (d� t) q (t)' (t; k) dt

= �
a0(�)

k
sin kd+ �b0(�) cos kd+

�

k

dZ
0

sin k (d� t) q (t)' (t; k) dt

ve

�kA (k) sin kd+ kB (k) cos kd+

dZ
0

cos k (d� t) q (t)' (t; k) dt

= ��1a0(�) cos kd� ��1kb0(�) sin kd+ ��1
dZ
0

cos k (d� t) q (t)' (t; k) dt
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denklemleri elde edilir. Bu denklemler taraf tarafa çözülürse A (k) ve B (k) de¼ger-

leri:

A (k) = +�
a0(�)

k
sin kd cos kd� ��1

k
a0(�) cos kd sin kd

+�b0(�) cos
2 kd+ ��1b0(�) sin

2 kd� 1

k

dZ
0

sin k (d� t) cos kdq (t)' (t; k) dt

+
�

k

dZ
0

sin k (d� t) cos kdq (t) y (t) dt

+
1

k

dZ
0

cos k (d� t) sin kdq (t)' (t; k) dt

��
�1

k

dZ
0

cos k (d� t) sin kdq (t)' (t; k) dt

ve

B (k) = �
a0(�)

k
sin2 kd+

��1

k
a0(�) cos

2 kd� ��1b0(�) sin kd cos kd

+�b0(�) cos kd sin kd�
1

k

dZ
0

sin k (d� t) sin kdq (t)' (t; k) dt

�1
k

dZ
0

cos k (d� t) cos kdq (t)' (t; k) dt

+
�

k

dZ
0

sin k (d� t) sin kdq (t)' (t; k) dt

+
��1

k

dZ
0

cos k (d� t) cos kdq (t)' (t; k) dt

şeklinde bulunur. Bulunan bu A (k) ve B (k) de¼gerleri;

' (x; k) = A (k) cos kx+B (k) sin kx+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

denkleminde yerlerine yaz¬l¬rsa,
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'(x; k) = �
a0(k

2)

k
sin kd cos kd cos kx+�b0(k

2) cos2 kd cos kx+�
a0(k

2)

k
sin2 kd sin kx

+�b0(k
2) cos kd sin kd sin kx+

1

�k
a0(k

2) cos2 kd sin kx� 1
�
b0(k

2) sin kd cos kd sin kx

� 1

�k
a0(k

2) cos kd sin kd cos kx+
1

�
b0(k

2) sin2 kd cos kx

�1
k

dZ
0

sin k (d� t) cos kd cos kxq (t)' (t; k) dt

+
1

k

dZ
0

cos k (d� t) sin kd cos kxq (t)' (t; k) dt

+
�

k

dZ
0

sin k (d� t) cos kd cos kxq (t)' (t; k) dt

+
�

k

dZ
0

sin k(d� t) sin kd sin kxq (t)' (t; k) dt

� 1

�k

dZ
0

cos k (d� t) sin kd cos kxq (t)' (t; k) dt

� 1

k

dZ
0

sin k (d� t) sin kd sin kxq (t)' (t; k) dt

�1
k

dZ
0

cos k (d� t) cos kd sin kxq (t)' (t; k) dt

+
1

�k

dZ
0

cos k (d� t) cos kd sin kxq (t)' (t; k) dt

+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse;

'(x; k) = �b0(k
2) cos kd cos k (x� d) +

1

�
b0(k

2) sin kd sin k (d� x)

+
�

k
a0(k

2) sin kd cos k (d� x)� 1

�k
a0(k

2) cos kd sin k (d� x)
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�1
k

dZ
0

sin k (d� t) cos k (d� x) dt+
1

k

dZ
0

cos k (d� t) sin k (d� x) dt

+
�

k

dZ
0

sin k (d� t) cos k (d� x) dt� 1

�k

dZ
0

cos k (d� t) sin k (d� x) dt

+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

'(x; k) =
�

2
b0(k

2) [cos kx+ cos k (2d� x)] +
1

2�
b0(k

2) [cos kx� cos k (2d� x)]

+
�

2k
a0(k

2) [sin k (2d� x) + sin kx]� 1

2�k
a0(k

2) [sin k (2d� x)� sin kx]

�1
k

dZ
0

sin k (x� t) dt+
�

2k

dZ
0

[sin k (2d� x� t) + sin k (x� t)] dt

� 1

2�k

dZ
0

[sin k (2d� x� t)� sin k (x� t)] dt+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

=
�

2
b0(k

2) cos kx+
�

2
b0(k

2) cos k (2d� x) +
1

2�
b0(k

2) cos kx

� 1

2�
b0(k

2) cos k (2d� x) +
�

2k
a0(k

2) sin k (2d� x) +
�

2k
a0(k

2) sin kx

� 1

2�
a0(k

2) sin k (2d� x) +
1

2�k
a0(k

2) sin kx� 1

k

dZ
0

sin k (x� t) dt

+
�

2k

dZ
0

sin k (2d� x� t) dt+
�

2k

dZ
0

sin k (x� t) dt� 1

2�k

dZ
0

sin k (2d� x� t) dt

+
1

2�k

dZ
0

sin k (x� t) dt+
1

k

xZ
0

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt
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elde edilir. O halde x > d için;

'(x; k) = b0(k
2)
�
�+ cos kx+ �� cos k (2d� x)

�
+
1

k
a0(k

2)
�
�+ sin kx+ �� sin k (2d� x)

�
+
1

k

dZ
0

�
�+ sin k (x� t) + �� sin k (2d� x� t)

�
dt

+
1

k

xZ
d

sin k (x� t) q (t)' (t; k) dt

integral denklemi elde edilmi̧s olur. Burada �� =
1

2

�
�� 1

�

�
şeklindedir. Böylece

(2.8) ispatlanm¬̧s olur.

Benzer şekilde  (x; k) çözümü için integral denklemleri elde edilir.

Şimdi de '(x; �) fonksiyonunun jkj�n¬n yeterince büyük de¼gerlerindeki davran¬̧slar¬n¬

ö¼grenelim.

der(b0(�)) �der(a0(�)) olsun.

Teorem2.2: '(x; �)  (x; �) ve fonksiyonu için ,j�j ! 1 iken aşa¼g¬daki

asimptotik ifadeler geçerlidir;

'(x; �) =

8>>>>><>>>>>:
b0m�

m cos
p
�x+O

�
�m�

1
2 exp j� jx

�
; x < d;

b0m�
m
h
�+ cos

p
�x+ �� cos

p
�(2d� x)

i
+O

�
�m�

1
2 exp j� jx

�
; x > d

(2.9)

 (x; �) =

8>>>><>>>>:
O
�
�n exp � (1� x)

�
; derb1(�) � dera1(�)

O
�
�n�

1
2 exp � (1� x)

�
; dera1(�) > derb1(�)

Burada, � = Im k

Teoremin ispat¬na geçmeden önce aşa¼g¬daki Lemmay¬verelim.

Lemma: k = � + i� ; �; � 2 R ve i =
p
�1 olsun.

i- jcos kxj � ej� jx
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ii- jsin kxj � ej� jx

eşitsizlikleri geçerlidir.

·Ispat:

i) � � 0 olsun.(� < 0 için benzer i̧slemler yap¬labilir)

cos kxe��x = cos kxe��x =
eikx + e�ikx

2
e��x

jcos kxe��xj =
����eikx + e�ikx

2
e��x

���� = ����ei(�+i�)x + e�i(�+i�)x

2
e��x

����
� e��x

2
[jei�xe��xj+ je�i�xe�xj]

=
e��x

2
[e��x + e�x] =

1

2
[1 + e�2�x] � 1

olur. O halde jcos kxj � ej� jx eşitsizli¼gi elde edilmi̧s olur.

ii) � � 0 olsun (� > 0 için benzer şekilde yap¬labilir)

jsin kxe�xj =
����eikx � e�ikx

2i
e�x
����

=
e�x

2

��ei(�+i�)x � e�i(�+i�)x
�� � e�x

2
[jei�xe��xj+ je�i�xe�xj]

=
e�x

2
[e��x + e�x] =

1

2
[1 + e2�x] � 1

olur. Burada jsin kxj � ej� jx eşitsizli¼gi geçerlidir.

Şimdi teoremin ispat¬na geçelim.

·Ispat: x < d için (2.7) denkleminden

'(x; �) =
1p
�
a0(�) sin

p
�x+ b0(�) cos

p
�x+

1p
�

xZ
0

sin
p
� (x� t) q (t)' (t; �) dt

şeklindedir. Lemma�dan

��e�j� jx'(x; �)�� � jb0(�)j e�j� jxej� jx+ ja0(�)j���p���� e�j� jxej� jx+ 1���p����
xZ
0

e�j� jxej� j(x�t) jq(t)j j'(t; �)j dt

��e�j� jx'(x; �)�� � jb0(�)j+ ja0(�)j���p���� + 1���p����
xZ
0

��e�j� jt'(t; �)�� jq(t)j dt
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Burada

h(�) := sup
�
e�j� jx j'(t; �)j : x 2 (0; d)

	

olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda;

h(�) � jb0(�)j+
ja0(�)j���p���� + h(�)���p����

1Z
0

jq (t)j dt

eşitsizli¼gi geçerli olur.

q (t) 2 L2(0; 1) oldu¼gundan
1Z
0

jq (t)j dt = C; C 2 R al¬n¬rsa

jh(�)j � jb0(�)j+
ja0(�)j���p���� + h(�)���p����C

olur. jh(�)j bu eşitsizlikte yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

jh(�)j �

jb0(�)j+
ja0(�)j���p����

1� C���p����
eşitsizli¼gi geçerlidir.

���p�����n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde
C���p���� yeterince küçük

olaca¼g¬ndan, yani 1� C���p���� ifadesi 1�e yaklaşaca¼g¬ndan, jh(�)j � C1 j�jm eşitsizli¼gi

elde edilir.

Buradan , ��e�j� jx'(x; k)�� � C1 j�jm (2.10)

eşitsizli¼gi elde edilmi̧s olur. Şimdi,

'(x; �) =
1p
�
a0(�) sin

p
�x+ b0(�) cos

p
�x+

1p
�

xZ
0

sin
p
� (x� t) q (t)' (t; �) dt
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integral denkleminde eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki integral ele al¬narak (2.10) ve

1Z
0

jq (t)j dt =

C ifadeleri kullan¬l¬rsa,������ 1p�
xZ
0

sin
p
� (x� t) q (t)' (t; �) dt

������ � 1p
�
ej� jx

1Z
0

��e�j� jt'(t; �)�� jq (t)j dt � Cej� jx
����m� 1

2

���
elde edilir.Yani,������ 1p�

xZ
0

sin
p
� (x� t) q (t)' (t; �) dt

������ = O
�
ej� jx

����m� 1
2

��� �
ifadesi do¼grudur. Buradan x < d için,

'(x; �) = b0m�
m cos

p
�x+O

�
�m�

1
2 exp j� jx

�

asimptotik ifadesi elde edilmi̧s olur.

Benzer şekilde x > d için

'(x; �) = b0(�)
h
�+ cos

p
�x+ �� cos

p
� (2d� x)

i
+

1p
�
a0(�)

h
�+ sin

p
�x+ �� sin

p
� (2d� x)

i

+
1p
�

dZ
0

h
�+ sin

p
� (x� t) + �� sin

p
� (2d� x� t)

i
dt

+
1p
�

xZ
d

sin
p
� (x� t) q (t)'(t ; �)dt

integral denkleminde j2d� xj � x eşitsizli¼gi göz önüne al¬n¬rsa,

��e�j� jx'(x; �)�� � ���e�j� jxb0(�)�+ cosp�x���+ ���e�j� jxb0(�)�� cosp� (2d� x)
���

+
1���p����

���e�j� jxa0(�)�+ sinp�x���+ 1���p����
���e�j� jxa0(�)�� sinp� (2d� x)

���
+

1���p����
dZ
0

���e�j� jx�+ sinp� (x� t) + e�j� jx�� sin
p
� (2d� x� t)

��� dt
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+
1���p����

xZ
d

���e�j� jx sinp� (x� t) q (t)'(t; �)
��� dt

olur. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

��e�j� jx'(x; �)�� � jb0�+j+ jb0��j+ 1���p���� ja0�+j+ 1���p���� ja0��j
+

1���p����
dZ
0

���+e�j� jt + e�j� jt��
�� j'(t; �)q (t)j dt+ 1���p����

xZ
d

��e�j� jt'(t; �)�� jq(t)j dt
��e�j� jx'(x; �)�� � jb0(�)�+j+ jb0(�)��j+ 1���p���� ja0(�)�+j+ 1���p���� ja0(�)��j
+

1���p����
dZ
0

j�+ + ��j e�j� jt'(t; �) jq (t)j dt+ 1���p����
xZ
d

��e�j� jt'(t; �)�� jq(t)j dt
��e�j� jx'(x; �)�� � (�+ + ��)

24jb0(�)j+ ja0(�)j���p����
35

+
1���p���� (�+ + ��)

dZ
0

��e�j� jt'(t; �)�� jq (t)j dt+ 1���p����
xZ
d

��e�j� jt'(t; �)�� jq(t)j dt
eşitsizli¼gi geçerlidir. Burada

h(�) := sup
�
e�j� jx j'(t; �)j : x 2 (d; 1)

	
şeklinde tan¬mlan¬r ve (2.10) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

jh(�)j � (�+ + ��)

24jb0(�)j+ ja0(�)j���p����
35

+
1���p���� (�+ + ��)h(�)

dZ
0

jq (t)j dt+ 1���p����h(�)
xZ
d

jq(t)j dt

elde edilir.

1Z
0

jq (t)j dt = C eşitli¼ginden,
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jh(�)j �

(�+ + ��)

24jb0(�)j+ ja0(�)j���p����
35

1� [�+ + �� + 1]
C���p����

bulunur.
���p�����n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde

0@1� [�+ + �� + 1]
C���p����

1A ifadesi
1�e yaklaşaca¼g¬ndan

jh(�)j � C1e
jIm kjx j�mj yaz¬labilir. O halde,

��e�jIm kjx'(x; �)�� � C1 j�mj

eşitsizli¼gi elde edilmi̧s olur. Ayr¬ca yukar¬daki eşitsizli¼gin integralli ifadeleri ele

al¬n¬p (2.10) ve

1Z
0

jq (t)j dt = C eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

������ 1p�
dZ
0

h
�+ sin

p
� (x� t) + �� sin

p
� (2d� x� t)

i
dt

������
� (�+ + ��)

1p
�
ejIm kjx j�mj

dZ
0

jq(t)j dt � CejIm kjx
����m� 1

2

���
elde edilir. Yani;������ 1p�

dZ
0

h
�+ sin

p
� (x� t) + �� sin

p
� (2d� x� t)

i
dt

������ = O
�
ejIm kjx

����m� 1
2

��� �
ifadesi do¼grudur. Buradan x > d için ;

'(x; �) = b0m�
m
h
�+ cos

p
�x+ �� cos

p
� (2d� x)

i
+O

�
ejIm kjx

����m� 1
2

���� ; x > d

olarak bulunur. Böylece (2.9) ispatlanm¬̧s olur.

 (x; �) çözümü için verilen asimptotik ifade de benzer şekilde ispatlan¬r.
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3. BÖLÜM

KARAKTER·IST·IK FONKS·IYON

Bu bölümde, s¬f¬rlar¬(2.1)-(2.4) s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerleri olan bir

fonksiyon tan¬mlanarak bu fonksiyonun baz¬ özellikleri incelenecektir. Aç¬kt¬r

ki,bu özellikler problemi belirleyen paremetrelere ba¼gl¬d¬r. Önecelikle lineer dife-

ransiyel denklemlerin genel teorisinde de verilen ve burada da kullan¬lcak olan

Wronskian determinant¬kavram¬ndan bahsedelim.

'(x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬(2.1) denkleminin herhangi iki çözümü olmak

üzere ,

W [';  ] :=

�������
'(x; �)  (x; �)

'0(x; �)  0(x; �)

������� (3.1)

= '(x; �) 0(x; �)� '0(x; �) (x; �)

eşitli¼gi ile tan¬mlanan W [';  ] fonksiyonuna '(x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬n¬n

Wronskian determinant¬denir. Genel teoride, 2. mertebeden lineer diferansiyel

denklemin herhangi iki çözümünün lineer ba¼g¬ml¬olmas¬için bu determinant¬n

s¬f¬ra özdeş olmas¬n¬n gerekli ve yeterli oldu¼gu ispatlanm¬̧st¬r. '(x; �) ve  (x; �)

fonksiyonlar¬için yaz¬lan Wronskian determinant¬baz¬önemli özelliklere sahiptir.

Şimdi bunlar¬ispatlayal¬m.

Lemma-3.1: W [';  ] fonksiyonu [0; 1] n fdg kümesinde x�e ba¼gl¬degil,sadece

� paremetresine ba¼gl¬d¬r:

·Ispat: (3.1) eşitli¼ginin her iki yan¬ [0; d) ve (d; 1] aral¬klar¬nda x�e göre

türevlenirse,

d

dx
W [';  ] =

d

dx
['(x; �) 0(x; �)� '0(x; �) (x; �)]

= '0(x; �) 0(x; �) + '(x; �) 00(x; �)� '00(x; �) (x; �)� '0(x; �) 0(x; �)

= '(x; �) 00(x; �)�  (x; �)'00(x; �)

elde edilir. '(x; �) ve  (x; �) fonksiyonlar¬(2.1) denkleminin çözümleri oldu¼gun-
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dan, son eşitlikten, 8x 2 [0; d) [ (d; 1] için,

d

dx
W [';  ] = '(x; �) fq(x)� �g (x; �)�  (x; �) fq(x)� �g'(x; �) � 0

oldu¼gu sonucuna var¬l¬r. Dolay¬s¬yla W [';  ] fonksiyonu, [0; d) ve (d; 1] aral¬k-

lar¬nda x de¼gi̧skenine göre sabit fonksiyondur. Başka bir deyimle, W [';  ], [0; 1]

aral¬¼g¬nda, x�e göre parçal¬sabit bir fonksiyondur. Di¼ger yandan, (2.4) s¬çrama

koşullar¬na göre

'(d+ 0; �) 0(d+ 0; �)�  (d+ 0; �)'0(d+ 0; �)

= �'(d� 0; �)��1 0(d� 0; �)� � (d� 0; �)��1'0(d� 0; �)

= '(d� 0; � 0(d� 0; �)� '0(d� 0; �) (d� 0; �)

oldu¼gundan,

W [';  ]jd+0 = W [';  ]jd�0

eşitli¼gi do¼grudur. Yani Wronskian s¬çrama koşullar¬alt¬nda x den ba¼g¬ms¬zd¬r. O

halde W [';  ] fonksiyonu [0; 1] n fdg kümesinde sadece � paremetresine ba¼gl¬d¬r.

W [';  ] fonksiyonuna L probleminin karakteristik fonksiyonu ad¬verilir ve bu

fonksiyon sadece ��ya ba¼gl¬oldu¼gundan �(�) ile gösterilebilir. O halde;

W [';  ] � W [';  ]x=1 � W [';  ]x=0 = �(�) yaz¬labilir. Aç¬kt¬r ki;

�(�) = W [';  ]jx=1 = '(1; �) 0(1; �)� '0(1; �) (1; �) (3.2)

= a1(�)'(1; �) + b1(�)'
0(1; �) = V (')

veya

�(�) = W [';  ]jx=0 = b0(�) 
0(0; �)� a0(�) (0; �) (3.3)

= �U( )

yaz¬labilir.
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Lemma-3.2:j�j�n¬n yeterince büyük de¼gerlerinde;

�(�) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

b1nb0m�
n+m+ 1

2

h
��+ sin

p
�+ �� sin

p
� (2d� 1)

i
+O(j�jn+m exp j� j) ; derb1(�) � dera1(�)

a1nb0m�
n+m

h
�+ cos

p
�+ �� cos

p
� (2d� 1)

i
+O(j�jn+m�

1
2 exp j� j); derb1(�) < dera1(�)

asimptotik ifadesi geçerlidir.

·Ispat:

'(x; �) =

8>>>>><>>>>>:
b0m�

m cos
p
�x+O

�����m� 1
2

��� exp j� jx� ; x < d

b0m�
m
h
�+ cos

p
�x+ �� cos

p
� (2d� x)

i
+O

�
j�jm�

1
2 exp j� jx

�
; x > d

'0(x; �) =

8>>>>><>>>>>:
�b0m�m+

1
2 sin

p
�x+ O (j�jm exp j� jx) , x < d;

b0m�
m
h
��+

p
� sin

p
�x+ ��

p
� sin

p
� (2d� x)

i
+O (j�jm exp j� jx) ; x > d

asimptotik eşitlikleri ve 0B@ '

'0

1CA (0; �) =

0B@ b0(�)

a0(�)

1CA
0B@  

 0

1CA (1; �) =

0B@ b1(�)

a1(�)

1CA
koşullar¬kullan¬l¬rsa;

�(�) = a1(�)'(1; �)� b1(�)'
0(1; �)

= a1(�)b0m�
m
h
�+ cos

p
�+ �� cos

p
� (2d� 1)

i
+O

�����m+m1� 1
2

��� exp j� j�
� b1(�)b0m�

m+ 1
2

h
��+

p
� sin

p
�+ ��

p
� sin

p
� (2d� 1)

i
+O

����m+n1�� exp j� j�
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olur. Burada gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa;

�(�) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

b1nb0m�
n+m+ 1

2

h
��+ sin

p
�+ �� sin

p
� (2d� 1)

i
+O(j�jn+m exp j� j) ; derb1(�) � dera1(�)

a1nb0m�
n+m

h
�+ cos

p
�+ �� cos

p
� (2d� 1)

i
+O(j�jn+m�

1
2 exp j� j); derb1(�) < dera1(�)

(3.5)

elde edilir.

Lemma-3.3: �(�) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬ile L s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼ger-

leri çak¬̧s¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki �0, �(�) fonksiyonunun bir s¬f¬r¬d¬r. Bu durumda

'(x; �0) fonksiyonu, (2.1)-(2.4) koşullar¬n¬sa¼glayaca¼g¬ndan, L nin bir özfonksi-

yonu olur. Dolay¬s¬yla �0, L nin bir özde¼geridir.

Tersine, �0; L�nin bir özde¼geri, y(x; �0) da ona kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon olsun.

y(x; �0) ve '(x; �0) fonksiyonlar¬n¬n Wronskian determinant¬n¬yazal¬m:

W ['; y] � W ['; y]jx=0 = y(0; �0)'
0(0; �)� y0(0; �0)'(0; �) (3.6)

y(x; �0) bir özfonksiyon olddu¼gundan, (3.6) eşitli¼ginin sa¼g taraf¬s¬f¬ra eşittir. Bu

da W ['; y]�n¬n s¬f¬ra özdeş oldu¼gunu gösterir. Buna göre,

W ['; y]jx=1 = '(1; �0)y
0(1; �0)� y(1; �0)'

0(1; �0) = 0 (3.7)

olur. a(�) ve b(�) polinomlar¬ortak s¬f¬ra sahip olmad¬klar¬ndan a(�0) ve b(�0)

ayn¬anda s¬f¬r olamaz. b1(�0) 6= 0 olsun. (a(�0) 6= 0 oldu¼gunda da benzer i̧slem

yap¬labilir) (3.7) düzenlenir ve y(x; �0)�¬n (2.3) s¬n¬r koşulunu sa¼glad¬¼g¬ hat¬r-

lan¬rsa,

0 = '(1; �0)
a1(�0)

b1(�0)
y(1; �0)� y(1; �0)'

0(1; �0)

= y(1; �0)

�
'(1; �0)

a1(�0)

b1(�0)
� '0(1; �0)

�
(3.8)

=
y(1; �0)

b1(�0)
fa1(�0)'(1; �0)� b1(�0)'

0(1; �0)g
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elde edilir. b(�0) 6= 0 oldu¼gundan y(1; �0) = 0 olamaz. Çünkü bu durumda (2.3)

s¬n¬r koşulundan y0(1; �0) = 0 olur. Bu ise (2.1) denkleminin çözümünün tekli¼gin-

den dolay¬y(x; �0) � 0 olmas¬demektir. Oysa ki y(x; �0) bir özfonksiyondur.

Dolay¬s¬yla (3.8)�den,

a1(�0)'(1; �0)� b1(�0)'
0(1; �0) = 0

bulunur. Bu ise �0�¬n �(�)�n¬n bir s¬f¬r¬oldu¼gunu gösterir.
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4. BÖLÜM

TERS PROBLEM

Şimdi de, Weyl fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bunun için önce (2.1) denkle-

minin özel bir çözümünü belirleyelim. S(x; �) ve C(x; �) fonksiyonlar¬, (2.1)

denkleminin, 0B@ S(0; �)

S 0(0; �)

1CA =

0B@ 0

1

1CA ; (4.1)

0B@ C(0; �)

C 0(0; �)

1CA =

0B@ 1

0

1CA (4.2)

başlang¬ç koşullar¬n¬ve (2.4) süreksizlik koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun.

M(�) :=
 (0; �)

�(�)
(4.3)

şeklinde tan¬mlanan M(�) fonksiyonuna L s¬n¬r de¼ger probleminin Weyl fonksi-

yonu denir. Aç¬kt¬r ki, bu fonksiyon, özde¼gerler kümesi d¬̧s¬nda analitik ve her

bir özde¼ger bir kutup noktas¬olan, meromor�k bir fonksiyondur.

Lemma 4.1:

 (x; �)

�(�)
=

1

b0(�)
[S(x; �) +M(�)'(x; �)] (4.4)

eşitli¼gi geçelidir.

·Ispat: �(x; �) := b0(�) (x; �) ve 	(x; �) := �(�) [S(x; �) +M(�)'(x; �)]

olsun. �(0; �) = b0(�) (0; �) ve �0(0; �) = b0(�) 
0 (0; �) d¬r. Ayr¬ca

	(0; �) = �(�) [S(0; �) +M(�)'(0; �)]

=  (0; �)'(0; �) = b0(�) (0; �)

	0(0; �) = �(�) [S 0(0; �) +M(�)'0(0; �)]

= �(�) +  (0; �)a0(�)

= b0(�) 
0(0; �)� a0(�) (0; �) +  (0; �)a0(�)

= b0(�) 
0(0; �)

35



elde edilir. Böylece � ve 	 fonksiyonlar¬ (2.1) denkleminin ayn¬ başlang¬ç

koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleridir. Dolay¬s¬yla çözümün tekli¼gi gere¼gi �(x; �) =

	(x; �) geçerlidir. Bu ise ispat¬tamamlamak için yeterlidir.eL ile aşa¼g¬daki s¬n¬r de¼ger problemi belirtiliyor.
�y00 + eq(x)y = �y; x 2 (0; ed) [ (ed; �)
a0(�)y(0) + b0(�)y

0(0) = 0

ea1(�)y(1) +eb1(�)y0(1) = 0 (4.5)8><>:
y(ed+ 0) = e�y(ed� 0)

y0(ed+ 0) = e��1y0(ed� 0)
Burada, eq(x), e�, ea1(�); eb1(�) ve ed parametrelerinin (2.1)-(2.4)�deki koşullar¬
sa¼glad¬klar¬kabul ediliyor.

Bu bölümün amac¬, Weyl fonksiyonu yard¬m¬yla L probleminin tek şekilde

belirlenebildi¼gini; yani, L ve eL problemleri, ayn¬Weyl fonksiyonuna sahip ise

L = eL oldu¼gunu ispatlamakt¬r.
Teorem 4.2: M(�) fonksiyonu L�yi tek şekilde belirler, yani, M(�) � fM(�)

ise (0; 1)�de hemen hemen her yerde q(x) = eq(x), a1(�)
b1(�)

� ea1(�)eb1(�) , (�; d) =�e�; ed��d¬r.
·Ispat: 8>>>><>>>>:

P1(x; �) = '(x; �)
e 0(x; �)e�(�) � ~'0(x; �) (x; �)

�(�)

P2(x; �) = e'(x; �) (x; �)
�(�)

� '(x; �)
e (x; �)e�(�)

(4.6)

şeklinde P1(x; �) ve P2(x; �) fonksiyonlar¬n¬tan¬mlayal¬m.

Öncelikle,M(�) � fM(�) iken P1(x; �) ve P2(x; �) fonksiyonlar¬n¬n tam fonksiyon
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oldu¼gunu gösterelim.

P1(x; �) = '(x; �)
1eb0(�)

heS(x; �) + fM(�)e'(x; �)i0
�e'0(x; �) 1

b0(�)
[S(x; �) +M(�)'(x; �)]

= '(x; �)
1

b0(�)

h eS 0(x; �) +M(�)e'0(x; �)i
�e'0(x; �) 1

b0(�)
[S(x; �) +M(�)'(x; �)]

=
1

b0(�)

h
'(x; �) eS 0(x; �) +M(�)'(x; �)e'0(x; �) (4.7)

�e'0(x; �)S(x; �) +M(�)e'0(x; �)'(x; �)i
=

1

b0(�)

h
'(x; �) eS 0(x; �)� e'0(x; �)S(x; �)i

=
1

b0(�)

h
a0(�)S(x; �) eS 0(x; �) + b0(�)C(x; �) eS 0(x; �)

�a0(�)S(x; �) eS 0(x; �)� b0(�)S(x; �)fC 0(x; �)i
= C(x; �) eS 0(x; �)� S(x; �)fC 0(x; �)

C(x; �) ve S(x; �) tam fonksiyon oldu¼gundan P1(x; �) tam fonksiyondur.Benzer

şekilde P2(x; �) fonksiyonunun da tam fonksiyon oldu¼gunu gösterelim.

P2(x; �) = e'(x; �) (x; �)
�(�)

� '(x; �)
e (x; �)e�(�)

= e'(x; �) 1

b0(�)
[S(x; �) +M(�)'(x; �)]

�'(x; �) 1

b0(�)

heS(x; �) +M(�)e'(x; �)i
=

1

b0(�)
[e'(x; �)S(x; �) +M(�)'(x; �)e'(x; �)

�'(x; �)eS(x; �)� '(x; �)M(�)e'(x; �)i (4.8)

=
1

b0(�)

he'(x; �)S(x; �)� '(x; �)eS(x; �)i
=

1

b0(�)

h
a0(�)eS(x; �)S(x; �) + b0(�) eC(x; �)S(x; �)

�a0(�)eS(x; �)S(x; �) + b0(�)C(x; �)eS(x; �)i
= eC(x; �)S(x; �) + C(x; �)eS(x; �)

37



şeklindedir.O halde P2(x; �) tam fonksiyondur. Di¼ger yandan (2.9) ve (3.4)

den elde edilen

'(x; �) = O(�mejIm
p
�jx);

'0(x; �) = O(�m+
1
2 ejIm

p
�jx);

 (x; �) =

8><>:
�nejIm

p
�j(1�x) , n = derb1(�) � dera1(�)

�n�
1
2 ejIm

p
�j(1�x), n = dera1(�) > derb1(�)

 (x; �) =

8><>:
�n+

1
2 ejIm

p
�j(1�x) , n = derb1(�) � dera1(�)

�nejIm
p
�j(1�x), n = dera1(�) > derb1(�)

j�(�)j �

8><>:
c�e
jImp�j j�jn+m+

1
2 ; n = derb1(�) � dera1(�)

c�e
jImp�j j�jn+m ; n = derb1(�) < dera1(�)

; � 2 B�

ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak her bir x için P1(x; �) = O(1) ve P2(x; �) = O(��
1
2 )

oldu¼gunu elde ederiz. Burada B� :=
n
� :
���p��p�n��� > �

o
; � > 0 yeterince

küçük bir say¬d¬r. Bu ise P1(x ; �) = A(x) ve P2(x ; �) = 0 olmas¬anlam¬na gelir.

Dolay¬s¬yla (4.6) dan

'(x; �) = e'(x; �)A(x)
 (x; �)

�(�)
=

e (x; �)e�(�) A(x)
olur. Ayr¬ca kolayca gösterilebilir ki,

W

�
'(x; �);

 (x; �)

�(�)

�
= A2W

"e'(x; �); e (x; �)e�(�)
#
= 1

geçerlidir. Buradan A(x) = 1; d = ed; � = e� '(x; �) = e'(x; �) ve  (x; �)
�(�)

=e (x; �)e�(�) bulunur. Dolay¬s¬yla, (2.1)�den q(x) = eq(x), ve (2.3)�den a1(�)

b1(�)
� ea1(�)eb1(�)

elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.
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