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ÖZET 

 

DIRAC DENKLEMĠNDE TAM ORTONORMAL ORBĠTALLER 

TOPLUMLARI KULLANILARAK ATOM ÖZELLĠKLERĠNĠN 

ĠNCELENMESĠ  

 

Ali BAĞCI 

Çanakkale Onsekiz Mart Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Fizik Anabilim Dalı Doktora Tezi 

DanıĢmanlar: Prof. Dr. Ramazan AYDIN,  Prof. Dr. Ġsrafil HÜSEYĠN 

03/07/2012, 131 

 

 

Bu çalıĢmada rölativistik etkileri dikkate alan Dirac-Hartree-Fock-Roothaan 

denklemleri, rölativistik olmayan Hartree-Fock-Roothan denklemlerinden 

faydalanılarak yarım spinli parçacıklar için önerilen Slater tipli ve tam ortonormal 

spinör orbital toplumları kullanılarak çözülmüĢtür.  

 

Yarım spinli parçacıklar için önerilen Slater tipli ve tam ortonormal spinör 

orbital toplumlarının radyal ve açısal kısımları analiz edilmiĢ, Dirac-Hartree-Fock-

Roothaan denklemlerinde ortaya çıkan matris elemanlarının analitik ifadeleri tam ve 

kesirli baĢkuantum sayılı Slater tipli ve tam ortonormal spinör orbital toplumları için 

elde edilmiĢ, bilgisayar programı yapılmıĢ ve atom numarasının değiĢtiği H-, He- ve 

Be-benzer atomlar için hesaplamalar yapılarak özel rölativite teorisinin atomlar 

üzerindeki etkisi, atomların fiziksel özelliklerinde ortaya çıkan değiĢiklikler, 

kullanılan baz fonksiyonlarının hassasiyeti incelenmiĢ, sonuçlar literatürle 

karĢılaĢtırılmıĢtır.  

 

Anahtar Sözcükler: Özel rölativite teorisi, Dirac-Hartree-Fock-Rothaan Yöntemi, 

Hartree-Fock-Rothaan Yöntemi, Slater tipli spinör orbitaller ve Tam ortonormal 

spinör orbital toplumları 
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In this study, with help of nonrelativistic Hartree-Fock-Roothaan equations 

the Dirac-Hartree-Fock-Roothaan equations have been solved using Slater type 

spinor orbitals and complete orthonormal sets of relativistic spinor orbitals. 

 

The radial part and spherical parts of Slater type spinor orbitals and complete 

orthonormal sets of relativistic spinor orbitals are investigated. The matrix elements 

occurring in Dirac-Hartree-Fock-Roothaan equations have been obtained for Slater 

type spinor orbitals in case of integer and noninteger principal quantum number and 

complete orthonormal sets of relativistic spinor orbitals. The constructed computer 

programs have been used to investigate effect of the special relativity in atoms, 

physical properties of atoms and efficiency of used basis functions. The calculations 

have been performed for H-, He-, Be- like atoms. The obtained results have been 

compared with literature. 

 

Keywords: Theory of special relativity, Dirac-Hartree-Fock-Roothaan 

method, Hartree-Fock-Roothaan method, Slater type spinor orbitals, Complete 

orthonormal sets of spinor orbitals 
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BÖLÜM 1 

GİRİŞ 

 

 Atom ve moleküllerin elektronik yapı hesaplamaları, Rutherford atom modeline ve 

Planck kuantumlaĢma fikrine dayanarak bir-elektronlu atomlar için Bohr (1913) tarafından 

geliĢtirilen teori ile baĢlamıĢtır. Teorinin, bir-elektronlu atomlara uygulamaları baĢarılı 

sonuçlar verse de çok-elektronlu sistemler göz önüne alındığında Bohr‟un yarı-klasik teorisi 

yeterli olmamıĢtır. Heisenberg (1925) ve Schrödinger (1926) De Broglie‟nin dalga kuramını 

dikkate alarak Kuantum mekaniğini (Dalga mekaniği) geliĢtirmesi ile birlikte çok-elektronlu 

atomik ve moleküler sistemleri tanımlamak için genel bir yöntem Hartree (1928a,b, 1957) 

tarafından öne sürülmüĢtür. PerdelenmiĢ alan yaklaĢımı olarak adlandırılan bu yöntemde çok-

elektronlu problem bir-elektronlu probleme indirgenerek çözüm aranır. Dikkate alınan 

elektron dıĢında diğer tüm elektronların çekirdeğin yükünü azalttığı varsayılarak bir-elektron 

için denklem çözülür. Dalga fonksiyonu ise birbirinden bağımsız elektronlar modeline dayalı 

olarak bir-elektronlu dalga fonksiyonlarının çarpımıyla oluĢturulur. Ne var ki Hartree‟nin 

önerdiği dalga fonksiyonu Pauli (1925) ilkesini sağlamamaktadır, diğer bir değiĢle anti-

simetrik değildir. Fock (1930) perdelenmiĢ alan yaklaĢımında sistemin dalga fonksiyonunun 

determinant Ģeklinde yazılmasını önererek bu problemi ortadan kaldırmıĢtır. Buna göre 

determinant Ģeklinde yazılan dalga fonksiyonları özdeĢ parçacıkların seçilmezliği 

(Indistinguishability of Identical Particles) daha özelde Pauli, elektronlar sisteminin dalga 

fonksiyonunun anti-simetrik olması gerektiği, ilkesini sağlamaktadır. Çok-elektronlu 

sistemlerin incelenmesi sırasında ortaya çıkan problemler Hartree ve Fock tarafından ortadan 

kaldırılmıĢ olsa da denklemlerin çözülmesi ve hesaplamaların yapılması oldukça zor olduğu 

gibi çok fazla zaman almaktadır. Dolayısı ile bu aĢamadan sonra çalıĢmalar, matematiksel 

olarak ortaya çıkan bu zorlukları aĢmak, hesaplama süresini azaltmak için yapılmıĢtır. Slater 

(1929, 1930a,b, 1960) sistemin dalga fonksiyonlarını determinant Ģeklinde yazarak Hartree-

Fock (HF) denklemlerini yeniden üretmiĢ ve hesaplamalarda kolaylık sağlayacak Ģekilde 

basitleĢtirmiĢtir. Roothaan (1951) sistemin dalga fonksiyonunu ifadesi bilinen atom 

orbitallerinin (Schrödinger denkleminin H atomu için tam çözümünden elde edilen dalga 

fonksiyonu dikkate alınarak yaklaĢık olarak elde edilir) doğrusal bileĢimi (Linear combination 

of atomic orbitals, LCAO) Ģeklinde oluĢturmuĢ böylece HF denklemlerinin analitik çözümünü 

mümkün kılmıĢtır. Roothaan‟ın önerdiği yöntem, çok-elektronlu sistemlerin elektronik 

yapılarının hesaplanması açısından kolaylık sağlamıĢ üstelik sistemin fiziksel titreĢim, 
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Z

rotasyon, moment gibi özelliklerinin incelenmesini de olanaklı hale getirmiĢtir. Roothaan‟ın 

atom ve moleküllerin elektronik yapı hesaplamaları üzerine yaptığı bu önemli katkıdan sonra 

çalıĢmaların seyri, sistemin özelliklerini daha iyi temsil edebilecek atom orbitalleri, ve bu 

atom orbitallerine göre ortaya çıkan integrallerin analitik ifadesini bulmak, fiziksel özellikler 

için doğru ve hassas sonuçlar almak, hesaplama süresini azaltmak, Hartree-Fock-Roothaan 

(HFR) teorisinde hesaba katılmayan korelasyon (bir çarpanın diğeri ile etkileĢimi) etkilerini 

dikkate almak vb… olarak devam etmiĢtir.  

Ne var ki, Schrödinger teorisine dayalı olarak geliĢtirilen HF denklemlerinin sayısal 

çözümünden veya analitik çözümü olanaklı hale getiren HFR denklemlerinde yapılan 

iyileĢtirmelerden elde edilen sonuçlar incelenen atomik veya moleküler sistem için, çekirdek 

yükü artıkça deneyden git gide uzaklaĢmaktadır (ġekil 1). Sonuçların çekirdek yüküne bağlı 

olarak ortaya çıkan tutarsızlığı çok-elektronlu sistemlerin teorisinde tamamlanmasını gereken 

esksikliklerin olduğunu ortaya koymuĢtur. Klasik mekaniğin temel prensiplerine dayalı olarak 

elde edilen kuantum mekaniksel denklemlerin matematiksel açıdan kuĢku duyulmayacak 

düzeyde güvenilir olduğu göz önüne alındığında denklemlere göreli (relativistic) 

düzeltmelerin dahil edilmesi dıĢında baĢka bir seçeneğin olmadığı görülür.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 1. H-benzer sistemlerin çekirdek yüküne bağlı olarak atomik birimlerde göreli 

(Dirac  D ) ve göreli olmayan (Schrödinger  S ) orbital enerjileri arasındaki fark 

 D S      
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Einstein (1905, 1915) görelilik (relativity) teorisini Planck, Heisenberg ve 

Schrödinger‟in kuantum teorisi ile yaklaĢık olarak aynı dönemlerde elde etmiĢ olmasına 

rağmen, iki teori farklı menĢee sahiptir, uygulama alanları da birbirinden farklıdır. Buna 

rağmen görelilik teorisi düĢük hızlarda 1
v

c

 
 
 

 , kuantum teorisi ise Planck sabitinin sıfıra 

yaklaĢtığı durumda ( 0)  aynı Ģekilde klasik fizik yasalarını vermektedirler. Limit 

durumlarında benzer sonuçları veren birbirinden bağımsız bu iki teoriyi birleĢtirme çabası ilk 

olarak Sommerfeld (1916) tarafından sarf edilmiĢ, baĢarılı biçimde Bohr atom modelinde 

göreli etkileri dikkate alarak yörünge ve enerji düzeltmesi yapılmıĢtır. Yine de ne 

Sommerfeld‟in teorisi ne de daha sonra Darwin (1920) tarafından yapılan denemeler 

göreliliğin temel ilkesi olan Lorentz dönüĢümleri altında değiĢmez kalan denklemlerin 

bulunması için yeterli olmamıĢtır. Kuantum mekaniğinin ortaya çıkıĢından sonra Klein 

(1926), Gordan (1927) Schrödinger denklemini göreli etkileri içerecek Ģekilde genelleĢtirmeyi 

denemiĢtir. Klein-Gordon denkleminin ise istenilen koĢulları (süreklilik denklemi ve Lorentz 

dönüĢümü) sağlamasına rağmen, spin etkileĢimlerini doğrudan içermemesi ve zamana göre 

alınan türevinin ikinci dereceden olmasından dolayı uygulama alanları sınırlı olmakla beraber 

elde edilen bir takım sonuçlarının deneyle uyum içerisinde olmadığı anlaĢılmıĢtır. Klein-

Gordon denkleminde ortaya çıkan sorunlara bağlı olarak Dirac (1928, 1958) süreklilik 

denklemi ve Lorentz dönüĢümünü sağlayan, spin etkileĢimini doğrudan içeren ve Schrödinger 

denklemine benzer olarak zamanın birinci türevine göre denklem önermiĢtir.  

Schrödinger denkleminin birden fazla elektron içeren sistemler için genelleĢtirilmesi sırasında 

geliĢtirilen yöntemler ve elde edilen deneyimler yol göstermiĢ olmasına rağmen Dirac 

denkleminin çok-elektronlu sistemler için genelleĢtirilmesi kolay olmamıĢtır.  Göreli etkilerin 

dikkate alınması ile sistemin fiziksel özelliklerinde meydana gelen değiĢiklikler bir-elektronlu 

atomların detaylı incelenmesini ve HF denklemlerinin ortaya çıkan yeni fiziksel özellikler ve 

parametrelere göre elde edilmesini zorunlu kılmıĢtır (Bethe ve Salpeter, 1957). Dolayısı ile bu 

etkilerin ilk olarak doğrudan Bohr yarıçapında daralmaya ikinci olarak ise dolaylı biçimde 

çekirdekten uzak orbitallerin elektronik enerji düzeylerinde geniĢlemenin görülmesine neden 

olduğu söylenebilir.  Bununla birlikte çekirdeğe yakın elektronik enerji düzeylerinde de bir 

daralma oluĢmaktadır. Üçüncü ekti ise spin-orbit çiftleniĢindedir. Manyetik spin-orbit 

çiftleniĢi çekirdek yükü hafif atomlar için elektron-elektron elektrostatik etkileĢimine göre 

oldukça küçük olmakta, orbital ve spin açısal momentumları Hamilton iĢlemcisi ile komütatif 

olmaktadır. Dolayısı ile kuantum mekaniksel sistemin özelliklerini tanımlayan zamanla 
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değiĢmeyen hareket sabiti veya kuantum sayıları olarak kalmaktadırlar. Çekirdek yükü ağır 

atomlar göz önüne alındığında ise göreli etkilerin hesaba katılması ile spin-orbit çiftleniĢinin 

etkisi büyümekte, spin ve açısal momentum iĢlemcileri Hamilton iĢlemcisi ile komutatif 

olmamaktadır. Yalnız toplam açısal momentum Hamilton iĢlemcisi ile komutatif olmakta ve 

zamanla değiĢmeyen bir hareket sabiti veya kuantum sayısı olarak kalmaktadır.  

Teorinin ortaya koyduğu önemli sonuçlardan bir diğeri ise, göreli etkileri dikkate alan Dirac 

denklemlerinin elektronla aynı kütlede ama zıt yükte bir parçacığın (pozitron) varlığını 

öngörmesidir (ġekil 2).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 2. Göreli (Dirac) ve Göreli olmayan (Schrödinger) elektronik sistemlerin enerji 

tayflarının Ģeması  
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Dirac-Hartree-Fock (DHF) denklemlerinin elde edilmesi üzerine ilk çalıĢmalar Swirles 

(1935, 1936) tarafından yapılmıĢtır. 1935‟ teki makalesinde, varyasyon prensibine dayalı 

olarak Dirac denklemlerini çok-elektronlu sistemler için genelleĢtirmiĢ, sistemin dalga 

fonksiyonunu Slater ve Fock‟un önerilerine göre tanımlamıĢtır. 1936‟daki makalesinde ise 

DHF denklemlerinde ortaya çıkan bir- ve iki-elektronlu etkileĢme integrallerinin analitik 

ifadelerini ve bu etkileĢmelerin DHF teorisinde nasıl hesaplanması gerektiğini incelemiĢtir. 

Daha sonra yapılan çalıĢmalar Swirles tarafından öngörülmeyen bir takım özel durumların 

ortaya çıktığını göstermiĢtir. Bu özel durumların göz önüne alınması neticesinde sadece 

elektronların Coulomb elektrostatik etkileĢiminin DHF denklemlerinin çözümünde doğrudan 

hesaplanabileceği görülmüĢtür. Breit (1929a,b) tarafından ifade edilmiĢ daha sonra Kuantum 

Elektrodinamik (KED) etkiler olarak adlandırılan elektronların manyetik momentleri arasında 

gerçekleĢen manyetik etkileĢimin, elektronun elektromanyetik alanının ıĢık hızının sonlu 

olmasından kaynaklanan yayılmasındaki gecikmenin (retardation) beklenen değerinin ise 

DHF denklemlerinin çözülmesi ile bulunan sistemin toplam enerjisine eklenmesi gerektiği 

anlaĢılmıĢtır. Swirles‟in çalıĢmalarına ek olarak daha sonra Mayers (1957), Cohen (1960), 

Synek (1964), Grant (1961, 1965, 1970, 1986), Kim (1967) yaptığı çalıĢmalarla birlikte DHF 

teorisi Rothaan‟ın LCAO yöntemi de hesaba katılarak tamamlanmıĢ olur. Genel olarak 

atomların elektronik yapısının hesaplanması üzerine olan bu çalıĢmalardan sonra göreli 

olmayan HFR teorisine benzer olarak baz fonksiyon seçimi, hesaplamaların daha hassas 

sonuçlar vermesi için yapılan düzeltmeler, hesaplama süresinin azaltılması, korelasyon 

etkilerinin incelenmesi gibi çalıĢmalar yapılmıĢtır (Desclaux, 1975; Grant ve ark., 1980; 

McKenzie ve ark., 1980;  Dyall ve ark., 1989; Parpia ve ark., 1996; Matsuoka ve Watanabe, 

2001). Göreli etkilerin dahil edilmesi ile atom ve molekülün kuantum mekaniğinde yapılan 

düzeltmeler oldukça önemli teorik bir eksikliği gidermiĢ ve ağır atomların daha hassas ve 

doğru hesaplanmasını sağlamıĢ olsa da hesaplamalar sırasında ortaya çıkan problemler, özel 

durumlar göreli olmayan teoriye göre çok daha fazla ve çözülmesi daha zor olmuĢtur. Brown-

Ravenhall hastalığı (Brown ve Ravenhall, 1951), kinetik balans koĢulunun (Kutzelnigg, 1984) 

gereği olarak baz fonksiyonlarında radyal bileĢenlerin sayısının birden fazla olması, bağ 

durumlarını (ġekil 2) temsil eden öz-değerlerin en-iyileĢtirilmesi, Breit etkileĢimini 

tanımlayan matris elemanlarının analitik ifadelerinin elde edilmesi… vb ortaya çıkan belli 

baĢlı sorunlar olmuĢtur.  

Spin etkileĢimini doğrudan içeren Dirac denklemi, özel görelilik teorisi ve kuantum 

mekaniğinin tüm gerekli ve yeterli koĢullarını karĢılamakta, elektronun davranıĢını da en iyi 

Ģekilde temsil etmekte, elektronik yapı hesaplamalarında baĢarılı biçimde uygulanmakta, 
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spinin sıfır olduğu durumda Klein-Gordon ve göreli olmayan limit durumda Schrödinger-

Pauli denklemlerini sağlamaktadır. Dirac denkleminin ortaya koyduğu bu tutarlılık çok-

elektronlu sistemlerin incelenmesinin ötesinde hem bilinen hem de ilerde keĢfedilme ihtimali 

olan atom altı parçacıkları için genel bir denklem elde etme fikrini de beraberinde getirmiĢtir. 

Bu yöndeki ilk çalıĢmalar yine Dirac (1936), ve daha sonra Fierz ve Pauli (1939) tarafından 

yapılmıĢtır. Ardından Rarita ve Schwinder (1941), Fierz ve Pauli denklemlerinin analizini 

yapmıĢ ve sorunlarını gidermeğe çalıĢmıĢlardır. Bargmann ve Winger (1948), Lorentz 

grubunun 2(2 1)s   elemanlı temsiline göre lokal olarak dönüĢebilen dalga fonksiyonları 

kullanılması ve bu yolla yüksek spine sahip parçacıklar için elde edilecek dalga 

denklemlerinin Poincare grubunun iĢlemleri altında değiĢmez kalması gerektiğini belirtmiĢtir. 

Daha sonraki çalıĢmalar bu koĢul dikkate alınarak devam ettirilmiĢtir Gel‟fald ve Yaglom 

(1948), Mathevs (1965), Jayaraman (1965a, b), Varlamov (2002, 2007) , Niederle ve Nikitin 

(2004). Teorinin ilk uygulamaları, elde edilen denklemlerin Coulomb alanında çözümü 

yapılarak gerçekleĢtirilmiĢtir (Gazeau, 1980; Nikitin, 2006). Güncelliğini günümüzde de 

koruyan bu problem üzerine son yıllarda yapılan çalıĢmalardan biri de Guseinov (2009, 2010, 

2011, 2012)‟un, göreli olmayan durum için önerdiği tam ortonormal fonksiyonlarını  

( , ) ( , ) ( , )     


l lnlm nl lmr R r Y                                                                                                                  (1.1)  

skaler radyal fonksiyonun özelliklerini değiĢtirmeden dalga fonksiyonlarını 2(2s+1)-elemanlı 

küresel spinörlerin özelliklerine bağlı olarak elde etmesi  

 

 

( , ) ,
( , ) ,

( , ) ,

s

nl ljm

snljm

nl ljm

R r Y
r

R r Y







  


  

 
   

  


                                                                                                           (1.2) 

bununla birlikte hem Dirac denklemini hem de tam ortonormal dalga fonksiyonlarını yüksek 

spinli parçacıklar için genelleĢtirmeye çalıĢmasıdır. ġimdiye kadar, yüksek spine sahip 

parçacıkları ifade eden genel bir denklem elde edilmesi ile ilgili çalıĢmalar, tam spine sahip 

parçacıkların dalga denklemi (TSDD) ve yarım spine sahip parçacıkların dalga denklemi 

(YSDD) olmak üzere iki bölümde olmuĢtur.  
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ġekil 3.    0, ,0D s D s  Lorentz dönüĢümleri altında lokal olarak dönüĢebilen (2s+1)-

elemanlı, tam spine sahip (sol) ve yarım spine sahip (sağ) parçacıklar için spinör çiftlerinden 

oluĢan (bi-spinör) dalga fonksiyonlarının temsili 
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Diğer taraftan Ģimdiye kadar bilinen parçacıkların 
3

0
2

s   spine sahip oldukları dikkate 

alındığında ileri sürülen teorilerin uygulama alanlarının sınırlı olduğu da görülür. Yine de 

Dirac tarafından ortaya koyulan bu eski problem “hem ilerde keşfedilmesi muhtemel yüksek 

spine sahip parçacıklar için teorik bir altyapı hazırlamak hem de teorik fiziğin matematiksel 

estetiği açısından önem arz eder” (Dirac 1928). 

Bu tez çalıĢmasında, GDD‟ye bağlı olarak genel biçimde, yarım spine sahip 
1

2
s
 

 
 

 

parçacıklar için elde edilen dalga fonksiyonları ve uygulamaları üzerinde durulmuĢ, ardından 

tam ortonormal spinör orbital toplumları ve Slater spinor orbitalleri tartıĢılmıĢ 
1

2
s   

durumunda Dirac-Hartree-Fock-Roothaan (DHFR) denklemlerinin çözümü, atom ve 

moleküllerin kuantum mekaniksel incelenmesi üzerinde çalıĢmalar yapılmıĢtır. Bu amaçla; 

 Guseinov (2012)‟un yarım spine sahip parçacıklar için önerdiği baz 

fonksiyonları analiz edilmiĢ 

bu baz fonksiyonları göz önüne alınarak, 

 Dirac denkleminde ortaya çıkan bir- ve iki-elektronlu matris elemanlarının 

analitik ifadeleri elde edilmiĢ, 

 cebirsel yaklaĢım yöntemi ile yarım spinli parçacıklar için Guseinov (2011) 

tarafından analojik yöntemlerle önerilen Dirac denkleminin elektronik sistemler 

için Coulomb ve Yukawa potansiyelleri kullanılarak çözümü yapılmıĢ ve 

literatürle karĢılaĢtırılmıĢ, 

 kapalı kabuklu atomlar için DHFR yöntemi kullanılarak hesaplamalar yapılmıĢ 

atomik özellikler incelenmiĢ ve sonuçlar ilgili literatürden elde edilen verilerle 

karĢılaĢtırılmıĢtır.  
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ġekil 4. Göreli etkileri içeren elektronik yapı hesaplamalarının tarihsel geliĢimini anlatan 

kavram Ģeması 

Sommerfeld (1916) 
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Hartree (1928) 

-Bağımsız elektronlar modeli 
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Fock (1930) 

-ÖzdeĢ Parçacıkların seçilmezliği ilkesi. 
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Swirles (1935-1936)                                            

 
1 2 1 2

1 2 3 4

ˆ ˆ( , ,..., ) ( , ,..., )rel N rel NH x x x EH x x x

   

  

 

 

 

 

Kim (1967)                                            

( ) 0

i q qi

q

pq i pq qi

q

pq pq pq

u C

F S C

F h g
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Göreli Olmayan Kuantum Kimyası 
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BÖLÜM 2 

ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

 

2.1. H-benzer Sistemler 

Bir-elektronlu sistemler; Çekirdek (veya çekirdekler) yörüngesinde bulunan bir-

elektrondan meydana gelen, analitik çözümü mümkün sistemler olarak, gerek kuantum 

mekaniğinin tarihsel geliĢiminde gerekse de sonraki yıllarda edinilen yeni geliĢmeler 

açısından rolleri oldukça büyük olmuĢtur. Yeni düĢüncelerin test edilebileceği en ideal 

sistemler oldukları gibi kuantum mekaniğinin ilerlemesine yol gösteren her yeni kuram da 

fiziksel ve kimyasal özelliklerinin  (elektrik ve manyetik, saçılma, radyoaktiflik) daha iyi 

anlaĢılmasını sağlamaktadır. Dolayısıyla atomun fiziksel özelliklerinin öğrenilmesinde bir-

elektronlu sistemlerin zengin tarihinin günümüzde de öneminden hiçbir Ģey kaybetmediği 

aĢikardır. 

Bohr teorisindeki hatalar göz önünde bulundurulduğunda bir-elektronlu atomların enerji 

seviyelerinin ilk olarak Schrödinger denkleminin sonsuz yoğunlukta merkezcil Coulomb 

alanında çözümüyle tanımlandığı söylenebilir, 

21
( ) ( ) ( )

2
  

 
    
 

  
nlm n nlmV r r r                                                                                    (2.1.1) 

( ) .
Z

V r
r


                                                                                                                        (2.1.2) 

(2.1.1) denkleminin çözümü ile 

( ) ( ) ( , )  


l lnlm nl lmr R r Y                                                                                                    (2.1.3) 

dalga fonksiyonları bulunur. ( )nlR r  dalga fonksiyonlarının radyal kısmını, ( , ) 
llmY  ise 

küresel kısmını ifade eder. Enerji seviyeleri ise, 

2

2

( )

2
n

Z

n


                                                                                                                         (2.1.4) 
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olmak üzere, n  mertebeden dejenere olarak elde edilirler. Burada n  baĢkuantum, l  ise açısal 

momentumun kuantum sayısıdır ve 0,1,2,..., 1l n   değeri ile belirlenir. lm  orbital açısal 

momentum kuantum sayısının değerleri ise 0, 1, 2,...,lm l     biçimindedir.  

Enerji seviyelerinin aldığı değerler baĢkuantum sayısına göre belirlendiğinden açısal 

momentumun farklı değerleri aynı enerji seviyesinde bulunabilir. Buna bağlı olarak her enerji 

seviyesi açısal momentumun aldığı değerlere göre 2 1l   mertebeden dejenere olur.    

Atomların Schrödinger teorisine göre yapılan hesaplamalarında elde edilen sonuçların 

çekirdek yüküne bağlı olarak deneyden bulunan sonuçlardan git gide uzaklaĢması neticesinde 

teoride bir takım düzeltmelerin yapılması gerekliliği sonucunu doğurmuĢtur. Buna bağlı 

olarak kuantum mekanikel denklemlere göreli düzeltmelerin dahil edilmesi ilk olarak bir-

elektronlu atomların fiziksel özelliklerini daha iyi tanımlamak üzere özel görelilik teorisindeki 

enerji-momentum eĢitliğinin iĢlemci Ģeklinde yazılmıĢ hali dikkate alınarak yapılmıĢtır,   

2 2 2 2 4E p c m c                                                                                                                  (2.1.5) 

burada, E i
t





  ve p i  


  biçiminde yazılarak Schrödinger denkleminde dikkate 

alındığında, 

2

2 2( ) ( ) 0



  

     
   

nl
nlmV r c r

c
                                                                                (2.1.6) 

nl  enerji seviyelerini ifade etmek üzere göreli enerji-momentum bağıntısının kuantum 

mekaniksel bir ifadesi olarak Klein-Gordon denklemi elde edilmiĢ olur. Denklemin 

çözümünden enerji seviyelerinin ifadesi, 

   
2 4

2

2 4 1
2

3
1 ...

2 2 4
nl

Z Z n
mc

n n l

 


  
      

   

                                                                  (2.1.7) 

olarak bulunur. Burada ilk terim serbest enerjiyi, ikinci ve üçüncü terim ise sırayla göreli 

olmayan ve ince yapı sabitine ait enerji seviyelerini temsil eder.  Ġnce yapı sabiti için bir takım 

sonuçların Paschen‟in değerleri ile olan uyuĢmazlığı, Uhlenbeck ve Goudsmit (1926)‟in 

elektronun spin açısal momentumuna da sahip olduğunu göstermeleri ile birlikte açısal 

momentum kuantum sayısı l ‟nin toplam açısal momentum kuantum sayısı ( )j l s   yer 

değiĢtirmesi ile çözülür (Grant, 2007). 
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Genel olarak, Schrödinger ve göreli enerji-moentum ifadesini Schrödinder denkleminde 

doğrudan dikkate alan Klein-Gordon denklemleri için; 

 Ġkisinde de spin etkileĢiminin doğrudan dahil edilmediği 

 Klein-Gordon denkleminde pozitif ve negatif enerji seviyelerinin, ancak Schrödinger 

denkleminde sadece pozitif enerji seviyeleri izinli olduğu 

 Klein-Gordon denkleminin zamanın ikinci dereceden türevini, Schrödinger 

denkleminin ise zamanın birinci dereceden türevini içerdiği  

anlaĢılır.  

Klain-Gordon denkleminin zamanın ikinci dereceden türevini içermesi (lineer 

olmaması) onu niteliksel olarak Schrödinger denkleminden farklı kılmaktadır. Bununla 

birlikte, sistemin dalga fonksiyonunun sadece pozitif olasılık yoğunluğunu içermesi izinli 

olan negatif enerji seviyelerinin fiziksel yorumunu çeliĢkili hale getirmekte, zamanın birinci 

dereceden türevini içerecek Ģekilde düzenlenmesi halinde ise Lorentz dönüĢümleri altında 

invaryant kalmamasına ve süreklilik denklemini sağlamamasına yol açmaktadır. Ortaya çıkan 

bu sorunlar nedeni ile Schrödinger denkleminin göreli etkileri içerecek Ģekilde 

genelleĢtirilmesi bağlamında Klein-Gordon denkleminin yetersiz kaldığı görülür.  

Atomun fiziksel özelliklerini doğru bir biçimde tanımlayan aynı zamanda göreli etkileri 

dikkate alan denklemlerin elde edilmesinde elektronun spin açısal momentumuna sahip 

olduğunun keĢfedilmesi oldukça önemli bir rol oynamıĢ, Klein-Gordon denkleminde ortaya 

çıkan yetersizliklerin çözümünü sağlamıĢtır. Buna göre, sistemin dalga fonksiyonu spin 

fonksiyonunu doğrudan içerecek Ģekilde iki-bileĢenli olacak biçimde tanımlanır ve enerji-

momentum iĢlemcisi Schrödinger denkleminde dalga fonksiyonunun bu özelliği dikkate 

alınarak yeniden yazılırsa Klein-Gordon denkleminde ortaya çıkan yetersizliklerin giderildiği 

görülür.    

Zamana bağlı Klein-Gordon denklemi, 1 2 3
ˆ( , , )e e e e birim vektörler olmak üzere, 

2
2 2

2 2

1
( ) 

 
   

 
mc

c t
                                                                                               (2.1.8) 

3

1 2 3

11 2 3

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ,i

i i

ip e e e e
x x x x

    
      

    


 
                                                                    (2.1.9) 

ġeklinde yazıldığında. Pauli matrisleri, 1 2 3( , , )   


 

1

0 1

1 0


 
  
 

,  2

0

0

i

i


 
  
 

,  3

1 0
,

0 1


 
  

 
                       (2.1.10) 
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ve   dalga fonksiyonunun 2-bileĢenli olduğu göz önüne alınırsa 

   
2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

1 ˆ ˆ. . ( ) ,    
       

          
       

   i i
p p mc

c t c t c t
                               (2.1.11) 

biçiminde ifade edilir.   dalga fonksiyonları için, 

 1 22

1 ˆ. ; ,
i

p
mc c t

    
 

    

 
                                                                              (2.1.12) 

dönüĢümü kullanılırsa, zamanın ikinci dereceden türevini içeren Klein-Gordon denklemi, 

birinci dereceden türevi içerecek denklemlere indirgenmiĢ olur: 

 

 

1 2

2 1

ˆ.

ˆ. ,

i
p mc

c t

i
p mc

c t

  

  

 
   

 
   

 

 
                                                                                               (2.1.13) 

(2.1.12) denklemleri yan yana toplanıp çıkarılırsa, 

      

      

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

ˆ.

ˆ. .

i
p mc

c t

i
p mc

c t

      

      


    




     



 

 
                                                           (2.1.14) 

Böylece, 

   1 1 2 2 1 2;                                                                                            (2.1.15) 

 

 

1 1

2 2

ˆ.

ˆ.

i
p

c t
mc

i
p

c t





 
      

    
      

 

 

 
                                                                                (2.1.16) 

Klein-Gordon denklemindeki sorunları ortadan kaldıran, Lorenz dönüĢümleri altında 

değiĢmez kalan ve zamanın birinci dereceden türevini içeren Dirac denklemi basitçe elde 

edilir (Saue, 1996). Denklem,  

 

0 0
;

0 0

I

I


 



   
    

   




                                                                                             (2.1.17) 

ve I 2 2  birim matris olduğu dikkate alınarak  

  2ˆ. ,i c p mc
t

 
 
     

 
                                                                                            (2.1.18) 
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1

2

 
   

 
                                                                                                                        (2.1.19) 

Ģeklinde yazılabilir. (2.1.18) denkleminde (2.1.9) ifadesi dikkate alınır ve elde edilen 

denklemin karesi alınıp ve gerekli iĢlemler yapılırsa (2.1.8) denklemine dönülür. (2.1.18) 

denkleminde zamana bağlı olmayan terim,  

  2ˆ ˆ ˆ0; . 
 

      

 
D Dh i h c p mc

t
                                                                         (2.1.20) 

olarak tanımlanırsa ˆ
Dh  Dirac Hamiltonien‟i olmak üzere, 

2

3 1 2

2

1 2 3

2

3 1 2

2

1 2 3

0

0

ˆ

0

0

D

mc c c i
x x x

mc c i c
x x x

h i

c c i mc
x x x

c i c mc
x x x

    
  

    
    
   

    
   

    
       

    
    

     

                   (2.1.21) 

Ģeklinde ifade edilir.  

Zamandan bağımsız Dirac denkleminin hidrojen-benzer atomlar için merkezcil Coulomb 

potansiyeli altında çözümü dikkate alındığında ise dalga fonksiyonu için, 

1

2 1

3 2

4









 
 

         
 
 

                                                                                                                      (2.1.22) 

olmak üzere, 

( )
( , )

( )
( )

( , )

n
m

n

n
m

P r

r
r

Q r
i

r









  

  

 
 

   
 
 
 


                                                                                        (2.1.23) 

elde edilir. Burada, ( , )m    iki-bileĢenli küresel spinörlerdir ve 

 
1/21

( )2
( , ) ( ) ( , )

s s

s

m s s l m m m

m

l m m m jm Y                                                               (2.1.24) 
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1/2 1/2

1/2 1/2

1 0
; ,

0 1
 

   
    
   

                                                                                                    (2.1.25) 

olarak ifade edilir. Küresel spinörlerin özdeğerleri ise,   

2ˆ ( , ) ( 1) ( , ),m mj j j                                                                                            (2.1.26) 

2ˆ ( , ) ( 1) ( , ),m ml l l                                                                                                      (2.1.27) 

2ˆ ( , ) ( 1) ( , ),m ms s s                                                                                                     (2.1.28) 

ˆ ( , ) ( , ),z m mj m                                                                                                     (2.1.29) 

Ģeklindedir. Burada  , ˆˆ ( . 1)K l 


iĢlemcinin özdeğeri olmak üzere 2( )( 1/ 2)l j j    ve 

1

2
s  , 

1

2
sm   , 

1

2
j l  , j m j   biçimindedir. Bununla birlikte, 

1ˆ( . ) ( , ) ( , )m m

df
p f i f

dr r
 


      

 
  

 

 
                                                                (2.1.30) 

f  keyfi bir fonksiyon olmak üzere (2.1.30) eĢitliği dikkate alındığında açısal kısma ait 

değiĢkenlerin ortadan kalktığı görülür. 

Dolayısı ile Dirac denklemi radyal kısma ait değiĢkenler dikkate alınarak çözülür. Elektronlar 

için enerji ifadesi ise, 

 

2

2
2

2

1

1/ 2 ( 1/ 2)

 
 
  

  
         

nj

Z

c
E m

Z
n j j

c

                                                         (2.1.31) 

olarak bulunur (Raiher ve Wolf, 2009; Grant, 2007). 
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Çizelge 1. Dirac denkleminin çözümüne dayalı olarak kuantum sayılarının ve atom 

orbitallerinin sembolleri ve kuantum sayılarının bazı değerleri (Raiher ve Wolf, 2009) 

Kabuk  1/2s  1/2p  3/2p  3/2d  5/2d  5/2f  7/2f  7/2g  9/2g  

Karakter  s  p  p  d  d  f  f  g  g  

  -1 1 -2 2 -3 3 -4 4 -5 

l  0 1 1 2 2 3 3 4 4 

1/ 2j    1/2 1/2 3/2 3/2 5/2 5/2 7/2 7/2 9/2 

( 1)lParite   + - - + + - - + + 

(2 2 1)Dejenerasyon j    2 2 4 4 6 6 8 8 10 

 

 

Her ne kadar Dirac denklemleri özel görelilik teorisini kuantum mekaniği ile doğru ve 

eksiksiz biçimde bir araya getirmiĢ olsa da atomun fiziksel özelliklerinin nihai olarak ortaya 

koyan denklemler olmamıĢtır. Dirac denkleminin hidrojen atomu için Coulomb alanında 

çözümünden orbitallerin enerji seviyelerinin (Çizelge 1) toplam açısal momentum kuantum 

sayısı ( )j ‟ye bağımlılığı deneysel olarak Lamb ve Rutherford  (1947) tarafından kanıtlanmıĢ 

olsa da Dirac teorisinin öngördüğünden daha farklı sonuçları da beraberinde getirmiĢtir. Buna 

göre, aynı j  değeri için açısal momentum kuantum sayısı l ‟nin küçük değerine sahip enerji 

seviyesinin diğerine göre daha düĢük olduğu görülmüĢ ve 2, 1/ 2n j   değerlerinde en 

geniĢ aralığa 1

1/2 1/2(1 2 0.03 )s p cm   sahip olduğu tespit edilmiĢtir (ġekil 5). 

Daha sonra Bethe (1947) dejenere enerji seviyeleri arasında gerçekleĢen ve Lamb 

kayması olarak adlandırılan bu olayın, bağ elektronları ile kuantize olmuĢ elektromanyetik 

alanın etkileĢiminden kaynaklandığını ifade etmiĢtir.  
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ġekil 5. Bir-elektonlu sistemler için Schrödinger ve Dirac denklemlerinin çözümünden 

elde edilen enerji seviyelerinin gösterimi. 1/2 1/21 ,2s p  enerji seviyelerinin Dirac teorisinden 

farklı olarak dejenere olmaması gerektiğini Lamb ve Rutherford (1947)  belirtmiĢtir 

2.2. Çok-Elektronlu Problem ve DHFR yöntemi 

Bir-elektronlu sistemler için göreli ve göreli olmayan kuantum mekaniksel denklemlerin 

tam çözümü farklı potansiyeller dikkate alınarak da yapılabilmektedir (Lai, 1982; Purt ve 

Watson, 1963: Bielinska ve ark., 2004: Setare ve Haidari, 2010). Tam çözümü mümkün 

olmayan çok-elektronlu sistemler için ise göreli olmayan denklemlerden faydalanılarak 

yaklaĢım yöntemleri önerilmiĢtir. Göreli olmayan teori için elde elde edilen yaklaĢım 

yöntemleri çok elektronlu atomların incelenmesinde baĢarı ile uygulanmıĢ, atom ve 

moleküllerin özelliklerinin öğrenilmesinde önemli geliĢmeler ve deneyimler kazanılmasını 

sağlamıĢtır. Çok-elektronlu atomik ve moleküler sistemler açısından, elektronik yapı ve 

özelliklerin anlaĢılması, çok-elektronlu sistemler için elde edilen denklemlerin çözüm 

yöntemlerinin geliĢtirilmesi, baz fonksiyonu seçimi, orbital parametrelerinin en-iyileĢtirilmesi 

(optimizasyonu), göz önüne alınan sistemlerin geometrik yapı ve simetri özellikleri, 

korelasyon etkilerinin dikkate alınması için yöntem geliĢtirilmesi… vb. belli baĢlı kazanımlar 

olmuĢtur.  

Literatürde yaygın olarak kullanılan en önemli yaklaĢım yöntemlerinden biri bağımsız 

elektronlar modeli ve perdelenmiĢ alan yaklaĢımı dikkate alınarak çok-elektronlu sistemler 

için oluĢturulan denklemlere doğrudan varyasyon prensibinin uygulanması sonucunda elde 

edilen HF ve bu denklemlerinin analitik çözümünü olanaklı hale getiren HFR denklemleridir. 
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HFR denklemlerinde çözüm denklemlerin lineer olmamasından kaynaklı olarak öz uyumlu 

alan (SCF-self consistent field) yöntemi kullanılarak iterasyon metodu ile yapılır. SCF 

yönteminde iterasyon atom orbitallerine ait doğrusal birleĢim katsayıları için değiĢmeyen 

değerler elde edilinceye kadar adım adım devam eder. HFR denklemlerinin uygulamalarında 

ortaya çıkan problemlerden biri açık kabuklu sistemlerin hesaplanmasıdır. Denklemler, kapalı 

kabuklu sistemlere baĢarı ile uygulanmasına rağmen açık kabuklu sistemler göz önüne 

alındığında Slater determinantının elde edilmesi açık kabuklara ait çiftlenim izdüĢüm 

katsayılarının doğru biçimde hesaplanması gerekmektedir. Açık kabuklu sistemlerin 

hesaplamalarına ait ilk çalıĢmalar Roothaan (1960) tarafından yapılmıĢtır. Roothaan 

çalıĢmalarında açık kabuk sayısı iki olan sistemlerin hesaplamalarını gerçekleĢtirebilmiĢtir 

ancak HFR denklemlerinin istenilen açık kabuk sayısını içerecek Ģekilde genelleĢtirilmesi 

teorik atom ve molekül fiziğinin önemli problemlerinden biri olmuĢtur (Guseinov, 1998).  

Elektronların yapı ve özelliklerinin analitik yöntemlerle hesaplanabilmesi amacı ile 

türetilen HFR denklemleri genel olarak çok parçacıklıklı tüm kapalı kuantum mekaniksel 

sistemlere uygulanabilecek niteliklere sahiptir. Bu nitelikleri itibarı ile atom, molekül ve 

çekirdek sistemlerine uygulanabilen HFR denklemlerinin (Guseinov ve ark, 2007a, b) benzer 

Ģekilde Dirac denkleminin çok parçacıklıklı sistemler için genelleĢtirilmesi için de 

kullanılabileceği görülmüĢ böylece kuantum mekaniksel sistemlerin göreli etkileri içerecek 

Ģekilde incelenmesi olanaklı hale gelmiĢtir.  

2.2.1. Hartree-Fock yaklaşımı 

Atomik birimlerde  04 1em e     N  elektronlu bir sistemin Hamilton 

iĢlemcisi ˆ( )H : 

,

0

1

ˆ ( ) ( , )
 

  
N N

T C B

i i j

H H i g i j                                                                                            (2.2.1.1) 

ile gösterilir. Burada 0

TH  bir-elektronlu etkileĢmeleri tanımlamaktadır. ,T S D  olmak üzere 

S , göreli olmayan etkileĢme iĢlemcilerini, D  ise göreli etkileĢme iĢlemcilerini ifade eder.  

Buna göre 0

TH  iĢlemcisi için; 

2

0

1

1
,

2

N
S

i

i i

Z
H

r

 
   

 
                                                                                                       (2.2.1.2) 
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  2

0

1

ˆ ˆ.
N

D

i

i

H c p c 


  
 

 
                                                                                               (2.2.1.3) 

olarak yazılabilir. Burada i  atom çekirdeğinden uzaklığı ifade etmek üzere .i  elektronun 

koordinatı 
ir  ve elektronlar arası uzaklık 

ij i jr r r   ile gösterilir. Buna göre, , ( , )C Bg i j  iki-

elektronlu etkileĢme iĢlemcisi, 

, ( , ) ( , ) ( , ), C B C Bg i j g i j g i j                                                                                          (2.2.1.4) 

ilk terim Coulomb ve ikinci terim Breit etkileĢimini olmak üzere, 

,

3

. ( . )( . )1 1
( , ) ,

2

    
   

  

i j i ij j ijC B

ij ij ij

r r
g i j

r r r
                                                                     (2.2.1.5) 

Ģeklinde tanımlanır. Bununla birlikte Breit etkileĢimi de iki kısımdan oluĢur; elektronlar arası 

manyetik etkileĢmeyi ifade eden Gaunt etkileĢimi  ( , )Gg i j  ve ıĢık hızının sınırlı olmasından 

dolayı ortaya çıkan gecikme (Retardation-  ( , )Rg i j ), 

( , ) ( , )
( , ) ,

2

  


G R

B
g i j g i j

g i j                                                                                       (2.2.1.6) 

( , )Gg i j  elektronlar arası manyetik etkileĢmeyi ifade etmek üzere, 

.
( , ) ,

 
 

i jG

ij

g i j
r

                                                                                                          (2.2.1.7) 

( , )Rg i j  gecikme etkisi ise, 

3

( . )( . )
( , ) ,

 
 

i ij j ijR

ij

r r
g i j

r
                                                                                               (2.2.1.8) 

ifade edilir.  

Göreli olmayan durum dikkate alınır ise ıĢık hızı sonsuz ve manyetik etkileĢim elektrostatik 

etkileĢime göre çok zayıf olacağından Breit etkileĢiminin sıfıra yaklaĢtığı görülür, 

( , ) 0.


B

c
lim g i j                                                                                                               (2.2.1.9) 
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N  elektronlu atomun dalga denklemi göreli olmayan teoriden yol çıkarak yazılabilir, 
ix , 

.i elektronun koordinatı olmak üzere, 

1 2 1 2
ˆ ( , ,... ) ( , ,... )N NH x x x E x x x                                                                                 (2.2.1.10) 

ifade edilir. (2.2.1.10) denkleminin çözümü perdelenmiĢ alan yaklaĢımına göre elektronların 

seçilmezliği ilkesi göz önünde bulundurularak yapılır. Problem bu Ģekilde çözümü mümkün 

olan bir-elektronlu probleme indirgenir. Dolayısı ile birbirinden bağımsız elektronlardan 

oluĢan N  elektronlu sistemin normalleĢtirilmiĢ determinant dalga fonksiyonu; 

1 2

1 2

1 2

1 1 1

2 2 2

( ) ( ) . . . ( )

( ) ( ) . . . ( )

. . . . . .1
U

. . . . . .!

. . . . . .

( ) ( ) . . . ( )

N

N

N

p p p

p p p

p N p N p N

u x u x u x

u x u x u x

N

u x u x u x

                        (2.2.1.11) 

olacağından Slater determinantının bir özelliği olarak herhangi iki-elektronun kuantum 

sayıları veya koordinatlarının birbirine eĢit olması durumunda sıfıra eĢit olacaktır. Böylece 

herhangi iki-elektronun aynı koordinatlar veya kuantum sayılarında bulunma olasılığı sıfır 

olur. Göreli olmayan durumda U  matrisini oluĢturan elemanlar skalerdir ve her bir 

elektronun atom ve spin koordinatlarına göre dalga fonksiyonunu ifade ederler, 

( ) ( ) ( )
i sp i mu x u r u 


,                                                                                                     (2.2.1.12) 

( )iu r


 dalga fonksiyonunun koordinatlara bağlı olan kısmını, ( )
smu   ise spin durumunu 

gösterir, dolayısı ile, 

( ) ( ) ( ) ( , )  
 

l li nlm nl lmu r u r R r Y ,                                                                                  (2.2.1.13) 

,( )
s sm mu                                                                                                                   (2.2.1.14) 

olarak tanımlanır. , ,l snlm m  sırası ile uzay, spin koordinatlarına göre kuantum sayılarını ve 

spin durumunu ifade eder. Göreli durumda ise ( )
ipu x  dalga fonksiyonları spin fonksiyonlarını 

doğrudan içeren iki-bileĢenli, dört-elemanlı spinörlerden oluĢur, 
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1

2

3

4

( )

( )( )
( ) ,

( )( )

( )

i

ii

i

ii

i

p

pp

p

pp

p

x

xx
u x

xx

x













 
 

  
      

  
 
 





                                                                                       (2.2.1.15) 

burada, ip  niceliğinin alacağı değerler, , , ,i i i ip p p p    niceliklerinin alacağı değerleri 

belirlemektedir. Buna göre, (2.1.23), (2.1.24) ve (2.1.25) ifadeleri göz önüne alındığında, 

dalga fonksiyonu için, 

( 1/2)

( 1/2)

( 1/2)

( 1/2)

1/ 2
( ) ( , )

2 1

1/ 2
( ) ( , )

2 11
( ) ,

1/ 2
( ) ( , )

2 1

1/ 2
( ) ( , )

2 1

i

n l m

n l m

p

n l m

n l m

l m
R r Y

l

l m
R r Y

l
u x

r l m
R r Y

l

l m
R r Y

l









 

 

 

 









   
     
 
   
     

   
     

 
   
     









                                                      (2.2.1.16) 

1 1
,

2 2
   l j l j  olarak yazılabilir. Böylece göreli Slater determinantı göreli olmayan 

durumdan farklı olarak, spin fonksiyonunun doğrudan eklendiği, ˆ ˆ, zJ j  iĢlemcilerinin öz-

fonksiyonlarını içeren ve , ,n m  değerlerine göre sıralanan (Çizelge 2) ortonormal 

orbitallerden oluĢur. Buna bağlı olarak çizelge 2‟deki örneklerden görüleceği gibi göreli 

olmayan teori dikkate alındığında C atomu için elektron dizilimi 2 2 21 2 2s s p olduğundan atom 

açık kabuk yapıya sahiptir, ancak göreli etkiler dikkate alındığında elektron diziliminin kapalı 

kabuklu yapıya sahip olduğu görülür.  

Ortonormal orbitallerden oluĢan Slater determinant dalga fonksiyonu da ortonormal 

olacağından. dv  bir-elektronun hacim elemanı olmak üzere, 

,
i i i ip q p qu u dv                                                                                                                                     (2.2.1.17) 

U U 1dv                                                                                                                                           (2.2.1.18) 
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Ģeklindedir (Swirles, 1936: Synek, 1964, Kim, 1967). Sonuç olarak, toplam enerjiği verecek 

Ģekilde varyasyon uygulanması ile bir-elektronlu dalga fonksiyonları için HF denklemleri 

bulunur. 

Çizelge 2. Göreli etkiler dikkate alındığında çok-elektronlu atomların elektron dizilimi 

ve kabuk durumu  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Kapalı kabuklu atomlar dikkate alındığında toplam enerjinin beklenen değeri için, 

 
ˆ

[ ] ,
u Hudv

E u
u udv








                                                                                                                            (2.2.1.19) 

buradan (2.2.1.2) ifadesi dikkate alındığında bir-elektronlu ve iki-elektronlu terimler için, 

0 0
ˆ TE u H udv                                                                                                                                      (2.2.1.20) 

1 (1,2) 
CE u g udv                                                                                                       (2.2.1.21) 

elde edilir. Ġki elektronlu terimde göreli etkiler göz önüne alındığında Breit etkileĢiminin 

katkısı HF denklemlerinin çözümünden sonra eklenir (Raiher ve Wolf, 2009; Grant, 2007). 

Böylece, ih  bir-elektronlu, ii

kkJ  ve ii

kkK  iki-elektronlu terimi ifade etmek üzere, 

  0 1[ ] ,E u E E                                                                                                             (2.2.1.22) 

   
1 1 1

1
[ ] ,

2

N N N
ii ii

i i kk kk

i i k

E u h J K
  

                                                                                                (2.2.1.23) 

Atom  n    j  
Elektron

sayısı
 

( )N

j

Konfigrasyon

n
 Durum  

H  1 -1 1/2 1 
1

1/21s  - 

He  1 -1 1/2 2 
2

1/21s  Kapalı  

Li  
1 2 -1 -1 1/2 1/2 

3 
2 1

1/2 1/21 2s s  Açık  

Be  4 
2 2

1/2 1/21 2s s  Kapalı  

B  
1 2 2 -1 -1 1 1/2 1/2 1/2 

5 
2 2 1

1/2 1/2 1/21 2 2s s p  Açık  

C  6 
2 2 2

1/2 1/2 1/21 2 2s s p  Kapalı  

N  

1 2 2 2 -1 -1 1 -2 1/2 1/2 1/2 3/2 

7 
2 2 2 1

1/2 1/2 1/2 3/21 2 2 2s s p p  Açık  

O  8 
2 2 2 2

1/2 1/2 1/2 3/21 2 2 2s s p p  Açık  

F  9 
2 2 2 3

1/2 1/2 1/2 3/21 2 2 2s s p p  Açık  

Ne  10 
2 2 2 4

1/2 1/2 1/2 3/21 2 2 2s s p p  Kapalı  
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1 0 1 1
ˆ( ) ( )T

i i ih u x H u x dv                                                                                                                      (2.2.1.24) 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) (1,2) ( ) ( )   
ii C

kk i k i kJ u x u x g u x u x dv dv                                                                          (2.2.1.25) 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) (1,2) ( ) ( )   
ii C

kk i k k iK u x u x g u x u x dv dv                                                                         (2.2.1.26) 

olarak tanımlanır. Varyasyon ilkesinin uygulanması neticesinde elde edilen denklemdeki 

varyasyonların tamamının bağımsız olmadığı görülür. Lagrange belirsiz çarpanlar yöntemi 

bağımlı varyasyonları denklemden çıkarmak için kullanılır (Echenique ve Alonso, 2007). 

Sonuç olarak,  

 
1ˆ ˆ ˆ
2

kk kk i i k ki

k k

h J K u Fu u 
 

    
 

                                                                        (2.2.1.27) 

 1 1 2 2 2 1
ˆ ( ) ( ) ( ) (1,2) ( ) ( ),C

kk k kJ x x u x g u x dv x                                                             (2.2.1.28) 

 1 1 2 2 2 1
ˆ ( ) ( ) ( ) (1,2) ( ) ( ).C

kk k kK x x u x g x dv u x                                                            (2.2.1.29) 

 (2.2.1.27) ile verilen denklemi özdeğer denklemine dönüĢtürmek için orbitallerin üniter-

birimsel dönüĢümlerden faydalanıldığında, 

ˆ
i ki k

k

Fu u                                                                                                                 (2.2.1.30) 

HF denklemleri elde edilmiĢ olur. Kapalı sistemler için enerji ifadesi, 

 
1

2

ii ii

i kk kk

i ik

E J K                                                                                               (2.2.1.31) 

yazılır. Elde edilen denklemler integro-diferansiyel denklemler olduğundan doğrudan analitik 

çözümü mümkün olmamaktadır. Denklemlerin çözümü için sayısal yöntemlerden faydalanılır. 

Göreli etkiler dikkate alındığında ise bir-elektronlu etkileĢme iĢlemcisi olarak Dirac iĢlemcisi, 

ipu  orbitallerinin ise dört-elemanlı spinör orbitaller olduğu dikkate alınmalıdır. Bununla 

birlikte, DHF denklemlerinde kinetik enerji iĢlemcisinin özelliklerinden dolayı açısal kısım 

ortadan kalkmakta, denklemler Etkin (Large) ve Pasif (Small) bileĢenlerin radyal 

fonksiyonlarına bağlı olarak elde edilmektedir (Bethe ve Salpeter, 1957: Davydov, 1965).  
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2.2.2. Roothaan lineer varyasyon yöntemi 

 HF denklemlerinin sayısal çözümü ile koordinatların her değerinde orbitallerin sayısal 

değeri bulunur. Dolayısı ile sistemin fiziksel özelliklerini incelemek oldukça zorlaĢır. Bu 

durum HF denklemleri için analitik çözüm elde edilmesinin gerekliliğini ortaya koyar. 

Roothaan (1951), HF denklemlerinin analitik çözümü için Slater determinantına ait 

ipu orbitallerini atom orbitallerinin doğrusal bileĢimi Ģeklinde ifade etmeyi önermiĢtir. Buna 

bağlı olarak, 
ipu  orbitali önceden bilinen temel-baz fonksiyonlarının seri açılımı Ģeklinde 

yazılır: 

,
q

i q qi

p

u C                                                                                                                   (2.2.2.1) 

qiC  doğrusal bileĢim katsayılarına ait denklemler, varyasyon ilkesinin uygulanması ile 

bulunur. 

Göreli etkiler dikkate alındığında ise atom orbitallerinin doğrusal bileĢimi, 

,i p pi

p

u C                                                                                                                  (2.2.2.2) 

Slater determianatına ait her bir elemanın 2-bileĢenli, 4-elemanlı olduğu göz önüne alınarak 

yazılabilir. Burada, 1,2,...,i N , Ģeklindedir. p  ise çözümü yapılacak sisteme uygun Ģekilde 

seçilir. Genel olarak baz fonksiyonlarında aranan önemli koĢullardan biri, çekirdeğe çok yakın 

durumlarda dalga fonksiyonunun türevinin süreksiz olması (Kato, 1957), çekirdekten çok 

uzak iken üstel fonksiyon Ģeklinde azalmasıdır (Agmon, 1982). Göreli özellikler dikkate 

alındığında ise gerekli bir diğer koĢul varyasyonel çöküĢ probleminin önlenmesi ve 

denklemlerin göreli olmayan duruma indirgenebilmesi için seçilen baz fonksiyonunun kinetik 

denge (KD) koĢulunu sağlamasıdır (Kutzelnigg, 1984). Göreli etkileri dikkate alan durum için 

varyasyon ilkesinin uygulanmasından sonra elde edilen denklemlerin matris ifadesi, 

ˆ

, 1,2,3,4

pq qi i pq qi

q q

F C S C    

 





 
                                                                                                 (2.2.2.3) 

yazlılabilir. F̂  iĢlemcisindeki bir-elektronlu etkileĢmeler göreli olmayan durumda 
S

pqH  ile 

ifade edilir. Atom orbitallerini ifade eden dalga fonksiyonu skaler olacağından , 1   ‟dir. 
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Dolayısı ile DHFR matris elemanlarının kapalı kabuklu atomlar için sırası ile bir- ve iki-

elektronlu etkileĢmeleri içerecek Ģekilde, 

  ,pq pq pq pqF h J K                                                                                                      (2.2.2.4) 

 0
ˆ ,T

pq p qh H dv


                                                                                                                          (2.2.2.5) 

  ,pq

pq rs rs

rs

J I R


 



                                                                                                                      (2.2.2.6) 

  ,ps

pq rq rs

rs

K I R
 



                                                                                                                     (2.2.2.7) 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) (2,1) ( ) ( )      
pq C

rs p r q sI x x g x x dv dv                                                                       (2.2.2.8) 

  rs rk sk

k

R C C                                                                                                                                      (2.2.2.9) 

1,2,3,4  , ifade edilebilir (Rosicky ve Mark, 1979, 1980; Mark, 1980; Rosicky, 1980; 

Laaksonen ve ark., 1988) 

Sonuç olarak (2.2.2.4) matrisinin açık ifadesi, 

11 12 13 14 11 11 12 12 13 13 14 14

21 22 23 24 21 21 22 22 23 23 24 24

31 32 33 34 31 31 32

41 42 43 44

     
 

     
   
 
 
 

pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq

pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq pq

pq pq pq pq pq pq pq

pq pq pq pq

h h h h J K J K J K J K

h h h h J K J K J K J K

h h h h J K J

h h h h

32 33 33 34 34

41 41 42 42 43 43 44 44

,

 
 
 
  
 
     

pq pq pq pq pq

pq pq pq pq pq pq pq pq

K J K J K

J K J K J K J K

                   (2.2.2.10) 

1

2

3

4









  

  

  

  





p p

p p

p p

p p

  

1

2

3

4









  

  

  

  





q q

q q

q q

q q

 

Ģartları altında matris elemanları için, 
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2 2

(0) (2)

(1) (3)

(0)

, 2 0

, 2 0

2 1, ; 2,

2 3, 2 ; 4, 2

1, 3, ; 4,

2, 3, ; 4,

3, 1, ;

 

 


 

 



   

   

    

    

    

    

   

 

   

 

  

  

    

      


      

      

    

       

 

 



pq p q

pq pq p q p q

pq
pq pq

p q p q

pq

V V

V c S V c S

h

(2)

(1) (3)

2,

4, 1, ; 2,



 



     












  

       



 

pq

p q p q

                               (2.2.2.11) 

0

2 1, ; 3,

2 3, ; 4,

  

 

 

    

      

 


     


    

 

   

pq pq pq

pq p q

J J J

J J

                                                              (2.2.2.12) 

, 2 , 1, ; , 2,

1, 2 3, ; 4,

2, 2 3, ; 4,

1, 2 1, ; 2,

2, 2 1, ; 2,

, 2 , 3, ;

 

 

 



 

 



       

     

     

     

     

      

 



  



  

    

     

     


     

     

   

 

 

 

 

 

pq p q

pq pq

p q p q

pq

pq pq

p q p q

pq

K K

K K

K K
K

K K

K K

K , 4,   










   p qK

                                           (2.2.2.13) 

.pq p q

Z
V dv

r

    
  

 
                                                                                                   (2.2.2.14) 

(1)

1

pq p qdv
x

    
   

 
                                                                                                 (2.2.2.15) 

(2)

2

pq p qdv
x

    
   

 
                                                                                                (2.2.2.16) 

(3)

3

pq p qdv
x

    
   

 
                                                                                                (2.2.2.17) 

elde edilir. (2.2.2.3) ifadesinde örtme integrali ise, 
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11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

,

pq pq pq pq

pq pq pq pq

pq pq pq pq

pq pq pq pq

S S S S

S S S S

S S S S

S S S S

 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                    (2.2.2.18) 

0

2 1, ; 2,

2 3, ; 4,

  

 

 

    

    

 

 

 


     


        

pq pq p q

pq p q

S S S

S S

                                                              (2.2.2.19) 

Ģeklindedir.  , ; , p q p q ve  , ; ,    p q p q  sırası ile dalga fonksiyonun etkin ve pasif bileĢenine 

ait kuantum sayılarını ifade eder.  

2.3. İki-bileşenli DHFR denklemleri ve Kinetik Denge (Balance) Koşulu 

(2.2.1.15)‟teki 4-elemanlı dalga fonksiyonunu küresel spinörlerin özelliklerinden 

faydalanılarak (2.1.16) ifadesini sağlayacak Ģekilde iki-bileĢenli formda yazılabilir. Böylelikle 

DHFR denklemleri atomik uygulamalarda radyal fonksiyonları içeren denklemlere indirgenir. 

Bu form DHFR denklemlerinin atomlara uygulanmasında ortaya çıkan matris elemanlarının 

göreli olmayan teoriden faydalanılarak elde edilmesini, hesaplanacak matris elemanlarının 

sayısının azaltılmasını sağlar. Bununla birlikte baz fonksiyonu olarak seçilecek radyal 

fonksiyonların kinetik denge koĢulunu sağlaması gerektiği görülür. (2.1.23) ifadesinden 

küresel spinörler için 2( )( 1/ 2)l j j    , 2( ) 1a l j     olduğu göz önünde 

bulundurulursa, 

1
2

1
2

1
( , )

1 2
( , ) ,

2 1 1
( , )

2

lm
a

ljm

lm

a l am Y

l
a l am Y

 

  

 





 
  

 
 

  
 

                                                                               (2.3.1) 

1

1

( , )
( , )

( , )

ljm

ljm

ljmi

  
 

  





 
    

 

                                                                                                   (2.3.2) 

olmak üzere, ortonormaldirler; 

2

1† 1

0 0

( , ) ( , )

 

            

       ljm l j m ll jj mmsin d d                                                                                (2.3.3) 

2

1† 1

0 0

( , ) ( , )

 

            

       ljm l j m ll jj mmsin d d                                                                                (2.3.4) 

ulaĢılabilir.  
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ˆ( . )p
 

 iĢlemcisi için, 

 
.ˆ ˆ( . ) . ,
l

p r
r r


 

 
  

 


  

                                                                                                  (2.3.5) 

   
1ˆ ˆ( . ) . 1 ,p r

r r
  

 
   

 

  
                                                                                           (2.3.6) 

ˆ ˆ. 1l K  


, olduğu hesaba katılarak küresek fonksiyonlar K̂  iĢlemcisine uygulandığında, 

ˆ ( , ) ( , )ljm ljmK        ,                                                                                                 (2.3.7) 

özdeğerleri bulunur.  ˆ.


r  operatörü için, 

  3 1 2

1 2 3

cos sin1
ˆ.

sin cos

i

i

x x ix e
r

x ix xr e





 


 





   
    

     


                                                        (2.3.8) 

eĢitlikleri hesaba katılırsa dalga fonksiyonunun etkin ve pasif bileĢenleri arasındaki küresel ve 

radyal kısımları için kinetik denge eĢitliği elde edilir. Dolayısı ile ˆ( . )
 

p  operatöründeki ilk 

terim açısal değiĢkenleri içerdiğinden küresel kısmın, ikinci terim ise radyal değiĢkeni 

içerdiğinden dalga fonksiyonunun radyal kısmının kinetik denge koĢulunu temsil eder: 

   ˆ. ( , ) ( , ); , ,      
      

 a a

ljm ljmr a a a                                                                      (2.3.9) 

 
2

ˆ. ( , ) ( , )a a

ljm ljmr      
 




                                                                                             (2.3.10) 

( )nljR r , ( )nljR r  sırası ile etkin ve pasif bileĢenleri temsil eden radyal fonksiyonlar olarak, 

1
( ) ( ) 

 
  

 

 n nR r R r
r r

                                                                                               (2.3.11) 

eĢitliğine ulaĢılır.  (2.3.11) eĢitliği gereğince pasif bileĢene ait radyal fonksiyonun etkin 

bileĢene ait radyal fonksiyonun türevi olduğu ve etkin bileĢeni içermesi gerektiği anlaĢılır. Bir 

diğer deyiĢle etkin bileĢene ait radyal fonksiyon pasif bileĢene ait radyal fonksiyonun bir alt 

kümesi olmalıdır. Radyal fonksiyon için genel olarak (2.3.11) eĢitliği ile tanımlanan KD 

koĢulu, seçilen baz fonksiyonu durumunda göreli Dirac denkleminin göreli olmayan limit 

durumuna indirgenebileceği, elektronların pozitif ve negatif enerji seviyeleri için göreli 

olmayan kinetik enerji ifadesini sağlayacağı,  pasif bileĢenin göreli olmayan limit durumunu 

doğru biçimde temsil edileceğini ifade etmesi bakımından oldukça önemlidir. Yine de baz 

fonksiyonu seçiminde kesin olarak KD koĢulunun aranması gerekli değildir. Seçilecek baz 

fonksiyonlarının sistemin fiziksel özelliklerinin iyi temsili için muhakkak KD koĢulunu 

sağlaması gerektiği ile birlikte yeterli koĢul, etkin bileĢene ait baz fonksiyonunun pasif 

bileĢene ait baz fonksiyonun bir alt kümesi olması ( ˆ( . ) ;p
  H H H,H  sırası ile etkin ve 
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pasif bileĢenleri içeren uzay) veya pasif bileĢenin her zaman etkin bileĢene ait baz 

fonksiyonundan daha geniĢ olmasıdır (Fægri, 2005; Dyall, 2012, Karwowski ve ark., 2006). 

Böylelikle, göreli hesaplamalarda göreli olmayan baz fonksiyonu kullanılması imkanı 

edinilerek teoride ortaya çıkan matematiksel zorlukların bir kısmı aĢılmıĢ ve hesaplama 

süresinde önemli avantaj sağlanmıĢ olur. Ancak, dikkat edilmesi gereken önemli bir unsur 

olarak, göreli olmayan baz fonksiyonlarının kullanılması esnasında sistemin fiziksel 

özelliklerinin temsili ve hesaplamaların hassasiyeti için baz fonksiyonları sayısının geniĢ 

tutulmasıdır.  

KD koĢulu altında pqh bir-elektronlu ve pqg iki-elektronlu matris elemanlarını temsil etmek 

üzere radyal değiĢkenlere bağlı iki-bileĢenli DHFR denklemleri (2.2.2.10) ifadesine benzer 

Ģekilde, 

,   pq pq pqf h g  olacak biçimde Fock matris elemanı için, 

11 12 11 12 11 11 12 12

21 22 21 22 21 21 22 22
,

      
                 

pq pq pq pq pq pq pq pq

pq pq pq pq pq pq pq pq

f f h h J K J K

f f h h J K J K
                                                      (2.3.12) 

eĢitliğine ulaĢılır. Burada , 1,2   ve matris elemanları açısal kısımdan bağımsızdır. Çözüm 

radyal fonksiyonları içeren matris elemanlarının analitik ifadesinin elde edilerek 

genelleĢtirilmiĢ özdeğer probleminin SCF yöntemi kullanılması ile sağlanabilir. Ġki-bileĢenli 

DHFR denklemleri için, 

1

2





 

  

p p

p p
 

1

2





 

  

q q

q q
 

ve, 

2

( )

( )

1

2 2

2,

1,

pq

pq pq

pq

pq

pq

V

V c S
h



 







 

 

  

  





  


  
 

   


   

   





                                                                           (2.3.13) 

1

0

2

pq

pq

pq

J

J

J







 

 

 

  


 


   

                                                                                                  (2.3.14) 
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1

2

1

2











  

  

  

  

   


  
 

  


  





 

pq

pq

pq

pq

pq

K

K
K

K

K

                                                                                         (2.3.15) 

, 1,2   olacak Ģekilde, 

( ) ( ) ( ) .pq p qV r R r R r dr                                                                                                     (2.3.16) 

( ) ( ) ( ) .pq p q

i

Z
V r R r R r dv

r

 
  

 
                                                                                         (2.3.17) 

( )

1
( ) ( )

 
   

 
pq p pR r R r dr

r r
                                                                                 (2.3.18) 

( )

1
( ) ( )

 
   

 
pq p pR r R r dr

r r
                                                                                 (2.3.19) 

, ; ,      sırası ile radyal fonksiyonun etkin ve pasif bileĢene ait olduğunu belirtmek üzere, 

( )

, 1 2( ) ( ) (1,2) ( ) ( )V

pq rs p r q sI R r R r g R r R r drdr      



   
                                                            (2.3.20) 

 (0) (0)

, ,(2 1)pq rs pq rs rs pq rs

rs

J j R I R I                                                                             (2.3.21) 

 ( )

,(2 1) ( )pq rs pq rs

rs

K j b jj R I   


                                                                                 (2.3.22) 

1

1 2 1 2

1

2 1 1 2

(1,2)V
r r r r

g
r r r r

 

  





 
 



                                                                                              (2.3.23) 

bulunur. Burada, ( )b jj
  Grant katsayısıdır (Grant, 2007). 

KD koĢulunun gereği olarak c durumunda göreli ve göreli olmayan kinetik enerji matris 

elemanları arasındaki iliĢki, 

 11

2
pq pq pq pqT S  

                                                                                                       (2.3.24) 

 11

2
pq pq pq pqT S  

                                                                                                       (2.3.25) 

pq

 , pqS 
, iki-bileĢenli Dirac denkleminin matris elemanları olmak üzere, eĢitlikleri elde 

edilir. Burada, pqT  ifadesi göreli olmayan kinetik enerji ifadesine eĢit olmalıdır (Dyall, 2012). 
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2.4. Göreli Baz Fonksiyonların Yapısı 

Göreli olmayan Schrödinger denklemi göz önüne alındığında (2.2.1.19) ifadesinden 

enerjinin minimum (elektronların bağ enerjileri) değerlerine ulaĢılabilir. Bununla birlikte HFR 

denklemlerinde kullanılan baz fonksiyonunun orbital parametrelerini bulmak için varyasyon 

ilkesinin enerjinin minimum değerlerini vermesinden dolayı dalga fonksiyonu en-

iyileĢtirilebilir. (2.2.1.19)  ifadesi; göreli Dirac denklemi göz önüne alındığında ise 

Schrödinger denkleminden farklı olarak negatif enerji sürekli durumlarını da içerdiğinden 

enerji değerleri için minimum elde etmek mümkün olmamaktadır. Varyasyonel çöküĢ 

(variational collapse) olarak adlandırılan bu problem, DHFR denklemlerinden elektronların 

bağ enerjileri için beklenenden daha düĢük enerji değerleri elde edilmesine neden olur. 

Böylece göreli olmayan ( c ) durumunda da Schrödinger denkleminden bulunan 

enerjiden daha düĢük enerji değerleri elde edilir (Kim, 1967; Kutzelnigg, 1984; Goldman, 

1987; Colm ve Mason, 2005). Bu problemin ortaya çıkmasının önlenmesinde kullanılacak baz 

fonksiyonunun seçimi oldukça önemlidir. Buna göre; 

 Dirac iĢlemcisinin öz-durumları olarak 4-elemanlı, etkin ve pasif bileĢenler 

olarak çiftlenebilen spinörler olduğundan seçilecek baz fonksiyonları da 4-

elemanlı çiftlenebilen fonksiyonlar olmalıdır.  

 Çekirdeğe çok yakın durumlarda dalga fonksiyonunun türevi süreksiz olmalı, 

çekirdekten çok uzak durumlarda ise üstel fonksiyon Ģeklinde azalmalıdır. 

 Seçilen baz fonksiyonu, varyasyonel çöküĢü önlemek, denklemlerin göreli 

olmayan duruma indirgenebilmesi için KD koĢulunu sağlamalıdır. 

2.4.1. Tam ortonormal baz fonksiyonları 

Ġkinci dereceden Dirac-Coulomb denkleminin Sturm-Liouville problemine dayalı olarak 

çözümünden elde edilen Coulomb-Sturmian tipi fonksiyonlardır. Fonksiyonların detaylı 

incelenmesi ve üretilen diğer tam fonksiyonlar ile karĢılaĢtırılması Szmykowski (1997) 

tarafından yapılmıĢtır; 
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q p xL Laguerre polinomları olmak üzere, çekirdek yükünün pozitif ve negatif durumlarını 

içerecek Ģekilde yazılabilir. Göreli olmayan durum  0 c Z  için; 
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bulunur. Burada, üst iĢaret 0,n alt iĢaret 0n  için kullanılır. 0n için, üst iĢaret 0,   alt 

iĢaret 0  durumlarını tanımlar. Laguerre polinomlarının tekrarlama bağıntılarından 

faydalanılarak c  göreli olmayan limit durumunda etkin ve pasif bileĢenlerin her ikisi 

için gerekli iĢlemler yapıldığında, 
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göreli olmayan Coulomb-Sturmian fonksiyonu bulunur. Elde edilen fonksiyonların sistemin 

fiziksel özelliklerini sınırlarda iyi temsil etmeleri ile birlikte KD koĢulunu yerine getirdikleri 

görülür. 
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2.4.2. Tam olmayan baz fonksiyonları 

Coulomb-Sturmian fonksiyonlarındaki Laguerre polinomlarının üst limiti dikkate 

alınarak üretilen fonksiyonlar olmak üzere 

( ) ( , ) ( 1, )   m m mS r Ag r Bg r                                                                            (2.4.2.1) 

formundadır. 
mg  Slater-tipli orbitaller (STO) olmak üzere A  ve B  katsayıları  ‟nın pozitif 

ve negatif değerleri dikkate alınarak hesaplanır (Grant, 2007). 

Genel Ģekilde etkin ve pasif bileĢenler için geçerli olacak biçimde üretilen bir diğer fonksiyon 

üstel tipli baz fonksiyonlarının genelleĢtirilmesi ile elde edilen Dirac-tipi fonksiyonlardır 

(Malli, 1984). Bu fonksiyonların kullanılması tam olmayan üstel tipli baz fonksiyonları göz 

önüne alındığında daha kolay ve kapsayıcı olmaktadır; 
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n
L                                                            (2.4.2.2) 

ifade edilir. 0n için, Dirac-tipli fonksiyonun özel bir durumu olarak Slater-tipli orbital elde 

edilir.  

Göreli elektronik yapı hesaplamalarında kullanılmak üzere baz fonksiyonları için gerekli 

Ģartlar hesaba katılarak Drake ve Goldman (1981) ise Slater-tipli orbitalleri etkin bileĢenin 

pasif bileĢenin bir alt kümesi olacak Ģekilde yazmayı önermiĢtir.  
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BÖLÜM 3 

MATERYAL VE YÖNTEM 

 

3.1. Dirac Denkleminin Genelleştirilmesi 

Dirac denkleminin yüksek spinli parçacıklar için genelleĢtirilmesi üzerine yapılan 

çalıĢmalarda ortaya çıkan önemli problemlerden biri elektromanyetik etkileĢimi de dikkate 

alan denklemlerin elde edilmesidir. Diğer yandan yüksek spine sahip parçacıklar için elde 

edilecek ve Clifford cebrini sağlayan denklemler doğrudan spin 
1

2
s  denklemlerine 

indirgenecek Ģekilde analojik olarak Dirac matrislerinin s spin için genelleĢtirilmesi ile 

neticesinde bulunabilir. Bununla birlikte bu genelleĢtirme sonucunda ortaya çıkacak 

denklemlerin Lorentz dönüĢümleri altında değiĢmez kaldığı da bilinmektedir. Analojik 

yöntemlerin kullanılması, yüksek spine sahip sistemlerin fiziksel özelliklerini tam olarak 

tanımlayan denklemler elde edilmesini sağlamasa da elektromanyetik alan etkileĢiminin 

dikkate alınması sonucu ortaya çıkan zorlukları ihmal etmekte ve yüksek spine sahip 

parçacıklar için elde edilen dalga fonksiyonlarının fiziksel özelliklerinin kolay bir Ģekilde 

incelenebilmesini sağlamaktadır. Bu Ģekilde elde edilen Dirac denkleminin incelenmesi, 

denklemlerde ortaya çıkan matris elemanlarının analitik ifadelerinin elde edilmesi, 

denklemlerin çözümünde genel olarak teoride ortaya çıkan matematiksel zorlukların 

aĢılmasında önemli bir adım olmaktadır.  Buna karĢın, elektromanyetik alan etkileĢimini 

dikkate alan ve yüksek spinli parçacıkların davranıĢını tanımlayacak denklemlerde, Poincare 

grubunu temsil eden üreticiler bulunması ve bu temsile karĢılık gelen Lubansky-Pauli 

vektörlerinin özdeğerlerinin hesaplaması gereklidir (Fushchich ve Nikitin, 1994).  

Yarım spine sahip parçacıklar için analojik yöntemlerle elde edilen 2(2s+1)-elemanlı 

genelleĢtirilmiĢ Dirac denklemi için 2(2 1) 2(2 1)   s s elemanlı hermityen ve üniter 

matrisleri; 

0 0
; ,

0 0


 



   
    

   





s s

s s

s s

I

I
                                                                                   (3.1.1) 

1

2
s için 1/2 1/2 1/2 1/2, , ,        

   
I I Ģeklinde (2.1.10), (2.1.17) bulunur. 

1

2

 
 

 
s  

durumunda ise denklemler (2.1.10), (2.1.17)  ifadesine indirgenecek Ģekilde bulunur; 
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Dirac denklemi ise s  spin için yazılan Dirac matrislerine göre ˆs

Dh Dirac iĢlemcisi olmak üzere; 

  2ˆ ˆ.  
 s s s

Dh c p mc                                                                                                        (3.1.4) 

ˆ ( ) ( ),  
 s s s s

Dh r r                                                                                                            (3.1.5) 

yazılabilir. ( )
s r  dalga fonksiyonları buna bağlı olarak, 
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elde edilir. Burada  s ve  s 2-bileĢenli spinör matrislerdir, 

1 1
, ,

 
 

 
 

 

   
    
   

s su v

u v
                                                                                                (3.1.8) 

dalga fonksiyonlarının küresel kısmını temsil etmek üzere   ve 1   parametreleri 

0,2,...,2 1  s sınırları çerçevesinde ;   s ss m s m s  değerlerini tanımlar. Elde edilen 

ifadeler (3.1.5) denkleminde hesaba katıldığında, 
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(2.1.21) ifadesi cinsinden, 
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bulunur. (3.1.9) ifadesinden yola çıkarak, 2(2s+1)-elemanlı dalga fonksiyonlarının, etkin ve 

pasif bileĢenleri arasındaki iliĢki için, 

 
2

ˆ.
 






 s

s s

s

c p

mc
                                                                                                              (3.1.12) 

 
2
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 s

s s

s

c p

mc
                                                                                                              (3.1.13) 

elde edilir. (3.1.12) ve (3.1.13) eĢitlikleri KD koĢulunun yüksek spine sahip parçacıklar için 

genelleĢtirilmesidir. Göreli olmayan durumda s

pE   ve 2  pE mc E  ise 2E mc  

koĢulunda  s s ; s

pE    için ise,   s s  olacak Ģekilde spinin 
1

2
s  olduğu duruma 

benzer olarak etkin ve pasif bileĢenler arasındaki iliĢki bulunur. Buradan   s

pE  

durumunda pasif bileĢenin sıfıra yaklaĢtığı,    s

pE  durumunda etkin bileĢenin sıfıra 

yaklaĢtığı görülür (Guseinov, 2012). 
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3.2. Yarım Spin Spinör Orbitalleri  

Yüksek spine sahip parçacıkların kuantum mekaniksel incelenmesinde kullanılacak baz 

spinörleri genelleĢmiĢ Dirac denklemi (GDD) dikkate alınarak elde edilmelidir. Buna göre 

baz spinörleri (3.1.8) ifadesini sağlayarak baz spinör orbitalinin göreli hesaplamalarda 

kullanılabilmesi için gerekli Ģartlarından biri olan çiftlenebilen spinör orbitaller olma 

özelliklerini yerine getirmelidirler. Spinör orbitallerin her bir elemanı elektronlar için 

tanımlanan Dirac denklemi için elde edilen spinör orbitallere benzer olarak radyal ve açısal 

kısma ayrılabilmeli, radyal kısım ise limit durumunda göreli olmayan denklemlere 

indirilebilmelidir. Bununla birlikte seçilen baz spinör orbitali (3.1.12) ve (3.1.13) eĢitliklerini 

sağlamalıdır. 

Spinör orbitaller için, radyal fonksiyonlar skaler çarpanlar olarak 
1

2
s  durumunda kullanılan 

ve KD koĢulunu yerine getiren fonksiyon tipleri olabilirler. Ancak, spinör orbitallerin yapısını 

temsil etmesi bakımından açısal kısım yüksek spine sahip denklemlerin oluĢturulmasında 

gerekli Ģartları sağlamalıdır. 

3.2.1. Spinör-tipli küresel tensörler  

Birbirinden bağımsız    2 1 2 1   s s elemanlı Spinör-Tipli Küresel Tensörler 

(STKT)‟in yalnızca  2 2 1 s elemanı sıfırdan farklıdır. Bunlardan  2 1s tanesi etkin diğer 

 2 1s  pasif bileĢene aittir; 
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olmak üzere, etkin bileĢene ait elmanlar, 

 

 

 

 

 

0

2

,2 3

,2 1

,

,

,

,

,

s

ljm

s

ljm

s

ljm

s s

ljm

s s

ljm

Y

Y

Y

Y

Y

 

 

 

 

 





 
 
 
 
 
 
 
 



               

(3.2.1.2) 

pasif bileĢene ait elmanlar, 
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olarak yazılabilir.  

   2ˆ , ( 1) ,      s s

ljm ljmj j j     

                                                                                 

(3.2.1.4) 
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(3.2.1.4)-

 

(3.2.1.7) ifadelerinden STKT‟lerin sırası ile etkin ve pasif bileĢenine ait her bir 

eleman, 
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1
0 (2) 2 1, , , ,

2
s l s j l s j m j j l t            2( ) 1, 3,..., 2 ,t j l s     

     
    /2

, 1
 


  

       
m m

l m
m m m s  tanımlanır.  

( )s

ljma  ise GenelleĢmiĢ Clebsch-Gordan katsayıları,  

 ( ) ( ) .   s

ljma lsm s lsjm                                                                                         (3.2.1.10) 

ve  , lmY  Condon ve Shortley (1935) fazından  | |* l l

l l

m m

lm l mY i Y


 Ģeklinde farkla ifade 

edilen olarak küresel harmoniklerdir. (3.2.1.8) ve (3.2.1.9) eĢitlikleri ile çiftlenebilen 

spinörlerden oluĢan STKT‟ler ortonormaldirler: 
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STKT‟lerin sırası ile ifadelerin 
1

2
s  ve 

3

2
s  durumları incelendiğinde, 

1

2
s  olan 

durumunun elde edildiği (Grant, 2007) ve 
3

2
s  için ise literatürle uyumlu (Nikitin, 2004) 

denklemler elde edildiği görülür. 

1
:

2
s  

1 t

  

değerleri aldığı göz önüne alındığında,

 
       0 0, , ; , , ,         

 s s s s

ljm ljm ljm ljm
Y Y Y Y                                                                (3.2.1.13) 

 
     

       

 

 

1
2

1
2

1/2

1/2

0 01/2

1/2 1/2

1 1

,
(0) , 2

,
1 ,

,
2

 
  

 
  

 





  
      

    
        

  

lm
ljm m lm

ljm

ljm m lm

lm

j m
Y

a Y j
Y

a Y j m
Y

j
                         

(3.2.1.14) 

 
     

     

 

 

1
2

1
2

1/2

1/2 1
0 01/2

1/2 1/2

1 1

1

1
,

(0) , 2
,

(1) , 1
,

2 2

 
  

 
  

 

 

 

   
      

    
      

    

 



 


l m

mljm lm

ljm

mljm lm

l m

j m
Y

a Y j
Y

a Y j m
Y

j
                  

(3.2.1.15) 

3
:

2
s

 

 
 

 
 

 

 

00

2 2

,,
, ; , ,

, ,

  
   

   

  
         












ss
ljmljms s

ljm s ljm s
ljm ljm

YY
Y Y

Y Y

                                                       

(3.2.1.16) 

 

 



BÖLÜM 3- MATERYAL VE YÖNTEM                                                                  Ali BAĞCI 
 

40 
 

olmak üzere 3 t  değerleri için, 
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1 t  değerleri için,

 

 

     

       

       

       

   

 

3
2

1
2

1/2

0 0

1/2

1 13/2

1/2

2 2

1/2

3 3

1/2

1/2
2

1/
2

(0) ,

1 ,
,

2 ,

3 ,

3( )( 1)( 1) ,

( 3 1) ( ) ,1

2 ( 1)(2 1) ( 3 1) ( )

  

  
 

  

  

 

 





 
 
 
 
 
 
  

     

     


      

ljm m lm

ljm m lm

ljm

ljm m lm

ljm m lm

lm

lm

a Y

a Y
Y

a Y

a Y

j m j m j m Y

j m j m Y

j j j j m j m  

   

1
2

3
2

2

1/2

,

3( )( 1)( 1) ,

 

 





 
 
 
 
 
 
 
     
 

lm

lm

Y

j m j m j m Y

                   (3.2.1.19) 



BÖLÜM 3- MATERYAL VE YÖNTEM                                                                  Ali BAĞCI 
 

41 
 

 

     

       

       

       

   

 

3
2

1
2

1/2

0 0

1/2

1 13/2

1/2

2 2

1/2

3 3

1/2

1

1/2
2

1

(0) ,

1 ,
,

2 ,

3 ,

3( )( 2)( 1) ,

( 3 ) ( 1) ,1

2 ( 1)(2 3) ( 3 )

  

  
 

  

  

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

    

     


   

 

 



 

 



mljm lm

mljm lm

ljm

mljm lm

mljm lm

l m

l m

a Y

a Y
Y

a Y

a Y

j m j m j m Y

j m j m Y

j j j j m  

   

1
2

3
2

1/2
2

1

1/2

1

.

( 1) ,

3( )( 1)( 2) ,

 

 

 

 

 
 
 
 
 

    
 
     
 

l m

l m

j m Y

j m j m j m Y

                 (3.2.1.20)

 

eĢitlikleri sağlanır. STKT‟lerin yoğunluk dağılımları ise,  

     †, , ,       s s s

ljm ljm ljmA Y Y                                                                                   (3.2.1.21) 

     †, , ,         
  s s s

ljm ljm ljm
A Y Y                                                                                   (3.2.1.22) 

olmak üzere, 

           
2

, ( ) , ,
  

       

  
  
 

s s

ljm ljm m p lm p lm p
A a p Y Y                                        (3.2.1.23) 

           
2

, ( ) , ,
  

       

  
  
    

 s s

m pljm ljm lm p lm p
A a p Y Y                                        (3.2.1.24) 

0 1 p , elde edilir. 

3.2.2 STKT’lerin toplama formülleri 

(3.2.1.1)-(3.2.1.3) ve (3.2.1.8), (3.2.1.9) eĢitlikleri göz önüne alınarak Dirac 

denkleminin varyasyonel olarak tam çözümünün içerdiği ifadeler (Darwin, 1928) GDD 

dikkate alınarak yazılırsa, 

     †, ,


   
j

s s s

lj ljm ljm

m j

x x Y x Y x                                                                                       (3.2.2.1) 

     †,


    
 

j
s s s

lj ljmljm
m j

x x Y x Y x                                                                                        (3.2.2.2) 
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     †

,

,

, ,    



s s s

lj l j ljm l j m

m m

x x Y x Y xΩ                                                                                      (3.2.2.3) 

     †

,
,

, ,
    



   
  s s s

lj l j ljm l j m
m m

x x Y x Y xΩ                                                                                      (3.2.2.4) 

sırası ile, 
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ljm ljm ljm ljm ljm ljm

Y x Y x Y x Y x Y x Y x

Y x Y x Y x Y x Y x Y x
x x

Y x Y x Y x Y x Y x Y x




j

m j

        (3.2.2.5) 
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j

m j

x

        (3.2.2.6) 

             0† 0 2† 2 2 1† 2 1

,

,

,  

          



      s s s s s s s s s

lj l j ljm l j m ljm l j m ljm l j m

m m

x x Y x Y x Y x Y x Y x Y xΩ                   (3.2.2.7) 

             0† 0 2† 2 2 1† 2 1

,
,

, . 

          


    
        

      s s s s s s s s s

lj l j ljm l j m ljm l j m ljm l j m
m m

x x Y x Y x Y x Y x Y x Y xΩ                  (3.2.2.8) 

Toplam ifadelerinde ortaya çıkan her bir matris elemanı, 

     , , , ( ) ( )
 

            
   s s s

ljm l j m ljm l j m m p m p
p p a p a pA                                                (3.2.2.9) 

, 0,1 p p   olmak üzere, 

     †,  



   
j

s s s

lj ljm ljm

m j

x x Y x Y x                                                                                   (3.2.2.10) 

 

                   

                   

, , 1

, ,1 1 1

,

0,0, 0,1,

1,0, 1,1,



   

   

 

 

 



 
   

 

  
 

   


s
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s s
j
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s s
m j ljm ljm ljm ljmlm lm lm lm

x x

Y x Y x Y x Y x

Y x Y x Y x Y x

A A

A A

             (3.2.2.11) 
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     †,  



    
 

j
s s s

lj ljmljm
m j

x x Y x Y x                                                                                   (3.2.2.12) 
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x x
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Y x Y x Y x Y x

A A

A A

             (3.2.2.13) 

                     * *

, , , 1 1
,

, 0,0, 1,1,
   

            


  
 s s s

lj l j ljm l j m ljm l j mlm l m lm l m
m m

x x Y x Y x Y x Y xΩ A A  (3.2.2.14) 

                     * *

, , , 1 1
,

, 0,0, 1,1,
   

 
            



  
          

 s s s

lj l j ljm l j m lm l m ljm l j m lm l m
m m

x x Y x Y x Y x Y xΩ A A  (3.2.2.15) 

yazılabilir, x  vektörü kartezyen koordinatlarda 1 2 3, ,x x x  eksenleri ile ifade edilir. Azimutal 

eksenin yönü 
3x  olarak seçilirse küresel koordinatlarla aralarındaki iliĢki, 

 1 2

1

2
  x x ix                                                                                                        (3.2.2.16) 

Ģeklindedir. (2.3.8) ifadesine göre , x x  sembollerinin açısal eksenleri ifade ettiği görülür. 

3.2.3. Yarım spin spinör orbitallerinin genel yapısı ve özellikleri  

( , )nljR r  etkin, ( , )nljR r  pasif bileĢene ait KD koĢulunu yerine getiren keyfi radyal 

fonksiyonlar olmak üzere, 2(2s+1)-elemanlı göreli Yarım Spin Spinör Orbitalleri (YSSO) 

küresel spinörlerin özelliklerinden faydalanılarak, 

 
   

   

, ,1
,

, ,2

s

nlj ljms

nljm s

nlj ljm

R r Y
r

R r Y

  


  

 
  
  


 

                                                                          (3.2.3.1) 



BÖLÜM 3- MATERYAL VE YÖNTEM                                                                  Ali BAĞCI 
 

44 
 

 

        

        

        

        

        

        

(0)0

(2)2

(2 3)2 3

(2 1)2 1

0 (0)

2 (2)

0 , ,

2 , ,

2 3 , ,

2 1 , ,1
,

2 0 , ,

2 , ,

s

ljm nlj lmm

s

ljm nlj lmm

s

ljm nlj lm sm s

s

ljm nlj lm sm s
s

nljm
s

nljmljm lm

s

nljmljm lm

ljm

a R r Y

a R r Y

a s R r Y

a s R r Y
r

i a R r Y

i a R r Y

i a

   

   

   

   


   

   








 







 

 













        

        

2 3 (2 3)

2 1 (2 1)

2 3 , ,

2 1 , ,

s

nljm s lm s

s

nljm sljm lm s

s R r Y

i a s R r Y

   

   

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  
 



 





                               (3.2.3.2) 

yazılabilir. Burada etkin ve pasif bileĢene ait radyal fonksiyonları göreli olmayan fonksiyonlar 

cinsinden yazılırsa,  YSSO göreli olmayan dalga fonksiyonları cinsinden elde edilebilir. Bu 

yöntemle hesaplamalarda ortaya çıkan matematiksel zorlukların önemli bir kısmının önüne 

geçilse de elde edilen spinör dalga fonksiyonu KD koĢulunu yerine getirmediğinden 
1

2
s  

spine sahip çok-elektronlu atomik sistemlerin incelenmesinde varyasyonel çöküĢ probleminin 

ortaya çıkmasına neden olur. Coulomb probleminin yüksek spine sahip sitemler için 

çözümünden elde edilecek dalga fonksiyonların birbirinden farklı özellikler 

sergileyebilecekleri dikkate alınarak göreli olmayan dalga fonksiyonu KD koĢulunu yaklaĢık 

olarak yerine getirmek kaydıyla, pasif bileĢene ait dalga fonksiyonu etkin bileĢenden her 

zaman daha geniĢ tutulacak Ģekilde alınabilir. Böylece spinin her bir değeri için varyasyonel 

çöküĢ problemine kısmen yol açmayacak biçimde radyal fonksiyon yaklaĢık olarak elde 

edilir. 

       , , ; , ,nlj nl nlj nlR r R r R r R r                                                                        (3.2.3.3) 

olarak tanımlandığında, 
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                                           (3.2.3.4) 

burada 1, 1, min( , 1),         n s j s n j s l j s n  

     , , ,    


nlm nl lmr R r Y                                                                                        (3.2.3.5) 

yazılabilir.  ,nlm r 


 pasif bileĢen için küresel fonksiyonda açısal momentum kuantum sayısı 

l olarak elde edilir.  ,nlR r ve  ,nlR r  fonksiyonları göreli olmayan radyal fonksiyonlar 

olmak üzere, keyfi olarak seçilebilirler.  

Buna göre (3.2.3.1)  ifadesi tekrar yazılırsa, 
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(3.2.3.6)

     etkin ve pasif bileĢenlere ait her bir dalga fonksiyonu çift-elemandan oluĢan spinörler Ģekilde 

elde edilir.  

     , , , ,    
s s

nljm nl ljmr R r YΨ                                                                                                       (3.2.3.7) 

     , , , , .s s

nljm nl ljm
r R r Y     

  Ψ                                                                                                     (3.2.3.8) 
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KYSSO‟lerin türevlerinin incelenmesi gerek matris elemanlarının elde edilmesinde 

gerekse de dalga fonksiyonunun fiziksel özelliklerinin anlaĢılmasında temel bir role sahiptir. 

Buna bağlı olarak da (2.3.24), (2.3.25) ifadelerinin, (3.1.12) ve (3.1.13)  ifadeleri hesaba 

katılarak yüksek spinli dalga fonksiyonları için genelleĢtirilmesi sistemin fiziksel 

özelliklerinin daha iyi temsil edilmesi açısından oldukça önemlidir. 

Skaler bir fonksiyonun, f  keyfi radyal fonksiyon ve 
lmY  küresel fonksiyonu olmak üzere 

 ˆ.
 

p  iĢlemcisinin elemanlarına göre türevleri, 

   
1

'

, 1 1 , 1

11 2

     



    
          

 lm

m lm k k m l k m

k

df f
i f Y kl d Y

x x dr r
                                    (3.2.3.9) 

   
1

'

, 1 1 , 1

11 2

     



    
          

 lm

m lm k k m l k m

k

df f
i f Y kl c Y

x x dr r
,                               (3.2.3.10) 

her bir koordinata göre türevleri, 

     
1

'

, 1 1 , 1 1 , 1

11

1

2
         



   
         
 lm lm

m lm k k m l k m k m l k m

k

df f
f Y kl c Y d Y

x dr r
            

(3.2.3.11) 

     
1

'

, 1 1 , 1 1 , 1

12

1

2
         



   
         
 lm lm

m lm k k m l k m k m l k m

k

df f
f Y kl c Y d Y

x dr r
            

(3.2.3.12) 

 
1

'

, 1 ,

13

( )   



  
     
 lm

m lm k k m l k m

k

df f
f Y kl b Y

x dr r
                                                   (3.2.3.13) 

Ģeklindedir. Bethe ve Salpeter  (1957) faydalanarak denklemlerdeki katsayılar 

 
1/2

1 1( )( ) / 2( 1) (2 )lm

k k kb l m l m l k l k                                                                   (3.2.3.14) 

    
1/2

1( 2 )( 1 ) / (2 1 )(2 )lm

k kd k l km l k m l k l k                                                     (3.2.3.15) 

   
1/2 ,

1( 2 )( 1 ) / 2( 1) (2 )            
lm l m

k k kc k l km l k m l k l k d                             (3.2.3.16) 

1 (2) 1  k bulunur. 

YSSO‟lerin etkin ve pasif bileĢenleri arasındaki dönüĢümü incelemek için ˆ( . )
 s p  iĢlemcisi, 
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.ˆ ˆ( . ) . ,


 

 
  

 


   s

s s l
p r

r r
                                                                                        (3.2.3.17) 

Ģeklinde ifade edilirse YSSO‟lerin etkinve pasif bileĢenleri arasında dönüĢüm denklemleri 

elde etmek mümkün olur. Bunun için ilk olarak (3.2.3.17) ifadesindeki  ˆ.
 s r  iĢlemcisine 

göre STKT‟lerin etkin ve pasif bileĢenine ait her bir elemanın dönüĢümü; 

Etkinve pasif bileĢenler için sırası ile, 
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tanımlanarak, 
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    (3.2.3.21) 

bulunur. 
1

2
s  ve 0  durumunda 1' a dir. YSSO‟lerin etkin ve pasif bileĢenleri 

arasındaki dönüĢüm, ˆ( . )
 s p  iĢlemcisinin (3.2.3.6) ifadesinde (3.2.3.9)-(3.2.3.13) eĢitlikleri 

dikkate alınarak hesaplanırsa, 

     ˆ, . ,  
   s s s

nljm nljmr p rΨ Ψ                                                                                     (3.2.3.22) 
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     ,ˆ, . ,   
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nljm nljmr p rΨ Ψ                                                                                      (3.2.3.23) 
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   Ψ Ψ                                                                                     (3.2.3.24) 
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3 ( )12 ( )12

3 1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ; ; 

    
       

    
i i

x x x x x
                                                        (3.2.3.27) 

Ģeklinde tanımlanır, ardından (3.2.3.27) ifadeleri göz önüne alınırsa, 
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böylece, 
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elde edilir. STKT‟ler göz önünde bulundurularak 
1

2
s  durumu incelendiğinde, 
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ulaĢılır. Böylece (3.2.3.29) ve (3.2.3.30) denklemlerinde sağ ve sol tarafın eĢit olması radyal 

fonksiyonlar arasındaki iliĢkiye dayanır. Buna göre, 
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r r
                                                            (3.2.3.34) 

radyal fonksiyonlarının eĢitliğini sağlaması beklenir. Göreli olmayan radyal fonksiyonlar 

kullanılması durumunda KD koĢulunun gereği olan (3.2.3.33), (3.2.3.34) eĢitliklerinin genel 

tanımı olan ˆ( . )
  pH H ifadesine göre baz fonksiyonu seçimi yapılmalıdır.  

3.3. Matris Elemanları 

Merkezcil Coulomb alanında GDD‟nin cebirsel yaklaĢım kullanılarak elde edilecek 

çözümünde Örtme, Potansiyel ve Kinetik enerji integrallerine ait matris elemanları ortaya 

çıkar. Radyal fonksiyonların KD koĢulunu doğrudan dikkate alan fonksiyonlar olarak 

seçilmesi durumunda dalga fonksiyonun yalnızca küresel kısmı göreli olmayan fonksiyonlarla 

ifade edilebilmektedir. Göreli olmayan radyal fonksiyonu kullanılması durumda ise dalga 

fonksiyonu göreli olmayan dalga fonksiyonunun bir birleĢimi olarak yazılabilmektedir. Spini 

1

2
s  olan elektronlar için denklemler radyal çözüme indirgenebildiğinden dalga 

fonksiyonunun radyal kısmına ait integrallerin hesaplanması yeterli olacaktır. Bu durum baz 

fonksiyonu olarak kullanılacak radyal fonksiyonun seçimini KD koĢulunun gereklerini yerine 

getirmeyi kolaylaĢtırmaktadır. Ancak spin 
1

2
s  durumunda küresel kısım denklemlerde 
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sadeleĢmemektedir. Dolayısı ile GDD‟nin çözümünde ortaya çıkan matris elemanları 

hesaplanırken küresel kısmın da dikkate alınması gerekir. Diğer yandan küresel 

fonksiyonların varlığı elektronlar için elde edilen (3.2.3.33), (3.2.3.34) eĢitliklerinden daha 

çok (3.2.3.29) ve (3.2.3.30) eĢitliklerinin göz önüne alınması gerektirir. 

Çok-elektronlu sistemler açısından DHFR denklemlerinin çözümünde elektronlar arasındaki 

etkileĢmeleri ifade eden matris elemanlarının hesaplanmasında (2.3.19)-(2.3.21) 

integrallerinin analitik ifadelerinin bulunması yeterli olmaktadır. Bununla birlikte elektronlar 

arası etkileĢmeleri ifade eden matris elemanlarının da küresel fonksiyonlar hesaba katılarak 

hesaplanması YSSO‟lerin 
1

2
s  durumuna indirgenebildiğini görmek açısından önem teĢkil 

eder.   

3.3.1. Örtme ve potansiyel enerji integralleri 

YSSO‟lerin (3.2.3.1) ifadesi göz önüne alındığında örtme integrali için, 

   

   

   

   

   

†

,

†

( , ) , ,

, , , ,1

2 , , , ,

s s s

nljm n l j m nljm n l j m

s s

nlj ljm n l j l j m

s s

nlj n l jljm l j m

S r r dV

R r Y R r Y
dV

R r Y R r Y

   

     

     

       

     

     

   

   
   

      




 

 

   

                       (3.3.1.1) 

, , ,

1
( , ) ( , ) ( , )

2

s s s

nljm n l j m nljm n l j m nljm n l j mS                 
     

S S                                                  (3.3.1.2) 

olmak üzere (3.2.3.7) ve (3.2.3.8) tanımlamalarından, 

   , , †

, ( , ) , ,           
  

 s s s

nljm n l j m nljm n l j mr r dVS Ψ Ψ                                                               (3.3.1.3) 

   , ,

, ( , ) , ,s s s

nljm n l j m nljm n l j mr r dV           
  

   Ψ ΨS                                                                (3.3.1.4) 

yazılabilir.  (3.2.1.8) ve (3.2.1.9) ifadelerinden, 
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(3.3.1.5)
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 (3.3.1.6) 

bulunur. (3.2.2.9)‟ye göre, 
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S A

A
      (3.3.1.8) 

radyal fonksiyonlar için (3.2.3.2)- (3.2.3.4) tanımlamaları baz alınarak, 

     , , ( ) ( )( , ) , , , ,       

          
  

 s s

nljm n l j m ljm l j m nlm p n l m pp p r r dVS A                           (3.3.1.9) 

     , ( ) ( ),
( , ) , , , ,s s

nljm n l j m nlm p n l m pljm l j m
p p r r dV       

         
   

   S A                         (3.3.1.10) 

0 1 p , matris elemanları göreli olmayan matris elemanlarının bir birleĢimi olarak bulunur. 

Potansiyel enerji integrali de benzer Ģekilde elde edilir.  

PerdelenmiĢ Yukawa-tipi potansiyel kullanılması durumunda, 
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(3.3.1.11)

 

, , ,( , , , ) ( , , , ) ( , , , )s s s

nljm n l j m nljm n l j m nljm n l j mV                       
        

V V                          (3.3.1.12) 

olmak üzere, 
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   V A     (3.3.1.18) 

ifadelerine ulaĢılır. 

3.3.2. Kinetik enerji integrali 

(3.2.3.22)-(3.2.3.25) ifadelerine dayalı olarak, 
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(3.3.2.1) 
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         (3.3.2.2) 

yazıldığında, 

, , ,( , ) ( , ) ( , )s s s

nljm n l j m nljm n l j m nljm n l j m                
      

Π Π                                                           (3.3.2.3) 

tanımlanabilir. Ġfadede terimlerin her biri ayrı olarak incelenirse, 
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    (3.3.2.5) 

Sonuç olarak (3.2.3.9)- (3.2.3.16) eĢitliklerinden faydalanılarak  (3.2.3.29) ve (3.2.3.30)  

ifadelerine benzer Ģekilde, 
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   (3.3.2.7) 
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a a b a dB                       (3.3.2.8) 
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Π B C

                    (3.3.2.11) 

bulunur. 

3.3.3. Radyal integrallerin çözüm yöntemleri 

Laguerre polinomlarından veya bu polinomlarla ifade edilebilen polinomlardan oluĢan 

herhangi bir radyal fonksiyonu 

 , (2 )  l r p

nl qR r Nr e L r                                                                                             (3.3.3.1) 

N  normalizasyon katsayısı ve ,p q kuantum sayılarını temsil eden indisler olacak Ģekilde 

tanımlansın. Böylece keyfi iki radyal fonksiyonunun, 

    2

0

, , 


 
 nl n lR r R r r dr                                                                                                 (3.3.3.2) 

integral çözümü bir-merkezli matris elemanlarının analitik ifadesinin elde edilmesinde gerekli 

yardımcı fonksiyon olacaktır. , p p ve , q q , ,  nl n l kuantum sayılarını içeren indisler olacak 

Ģekilde genel ifadesi, 

  1

,

0

, , ; ( ) ( )      


 

  
  

x p p

nl n l q qx x e L x L x drF                                                               (3.3.3.3) 

olmak üzere çözüm, 
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2F , 2. tür Appell fonksiyonu ve 
0( ) 0; ( ) 0;( ),( )         q p q p  olarak elde edilir 

(Srivastava ve ark., 2003). 

 2 2 1

0

( ) ( )
, , ; , ; , ( , ; ; ) ,

( ) !





   
i

i i

i i

a b x
F a b b c c x y F a i b c y

c i
                                                    (3.3.3.5) 
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( )
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i

a i
a

a
                                                                                                                 (3.3.3.6) 

Pochammer sembolü ve 
2 1( , ; ; )F a i b c y  genelleĢmiĢ Hipergeometrik fonksiyondur. (3.3.3.1) 

ifadesi q indisinin minimum değerinde, Slater-tipi orbitallerin yapısına indirgenir. 

  1,    n r

nR r N r e                                                                                                        (3.3.3.7) 

Bu durumda ortaya çıkan integrallerin analitik ifadesi, 

1

0

( 1)






 


n xr

n

n
r e dr

x
                                                                                                        (3.3.3.8) 

yardımcı fonksiyonunun kullanılması ile bulunur  1n . Laguerre polinomlarını içeren 

radyal fonksiyonlar için bir diğer çözüm, Laguerre polinomlarının seri açılım ifadesinden 

faydalanılarak integrallerin STF‟ların integrallerine benzer olarak elde edilmesi ve (3.3.3.8) 

eĢitliğinden faydalanılarak çözülmesidir.  Bu yöntem ile elde edilen integral çözümleri 

(3.3.3.4) ifadesinden faydalanılarak elde edilen çözümlerden daha hızlı hesaplamasını 

sağlamaktadır. Ancak (3.3.3.4) eĢitliği keyfi değiĢkenleri olan Laguerre polinomlarını içeren 

radyal integrallerin genel çözümünü vermesi itibarı ile analitik ifadelerin matematiksel olarak 

daha kolay elde edilmesine olanak vermektedir. 

3.3.4. 
 ETO tam ortonormal orbital toplumları 

Atom-molekül ve çekirdek sistemlerinin fiziksel özelliklerinin incelenmesi esnasında 

baz fonksiyonu seçiminde, sistemin fiziksel özelliklerinin iyi temsili hesaplama süresi 

açısından en iyi performans ve matris elemanlarının elde edilmesinde matematiksel kolaylık 

aranan koĢullardır. Bununla birlikte bu koĢulları bir araya getiren baz fonksiyonunun elde 

edildiği henüz söylenemez. Literatürde Ģimdiye kadar bulunan baz fonksiyonları genelde iki 

sınıfa ayrılır. Bu sınıflandırma genel olarak baz fonksiyonunda bulunun
 re exponansiyel 

ifadesinde   indisine bağlıdır. 2  durumunda baz fonksiyonunun Gauss-tipi orbital (GTO) 
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ailesine, 1  durumunda Exponansiyel-tipli orbital (ETO) ailesine ait olduğu söylenir. 

GTO‟lerde exponansiyel fonksiyonun ortaya çıkan yapısından dolayı matris elemanlarının 

analitik ifadesi, çok-merkezli integrallerin analitik ifadesinin elde edilmesinde önemli bir 

yöntem olan orbitalin baĢka merkeze taĢınması oldukça kolay yapılmakta ve hesaplama süresi 

açısından avantaj sağlamaktadır. Ancak bu tip orbitallerde sistemin fiziksel özellikleri iyi 

temsil edilemediğinden bu dezavantajı ortadan kaldırmak için hesaplamalarda baz fonksiyonu 

sayısı oldukça yüksek alınmalıdır. Böyle bir durumda ise hesaplama süresi açısından elde 

edilen avantaj ortadan kalkmaktadır. ETO‟lerde ise sistemlerin fiziksel özellikleri iyi temsil 

edilmesine rağmen benzer Ģekilde exponansiyel fonksiyonun yapısından dolayı çok-merkezli 

integrallerin elde edilmesi zorlaĢmakta hesaplama süresi açısından dezavantaj oluĢmaktadır. 

Çok-merkezli integrallerin elde edilmesinde tam ortonormal baz fonksiyonlarından 

faydalanmak ETO tipli orbitallerde matematiksel zorlukların önüne geçmektedir. Fakat bu 

yolla elde edilen çok-merkezli integrallerin analitik ifadesi fazla sayıda seri içerdiğinden 

hesaplama süresi açısından dezavantajlar artmaktadır. Her iki baz fonksiyonu ailesi için 

ortaya çıkan bu sorunlardan dolayı, literatürde GTO‟ler içerdiği parçacık sayısı çok olan 

sistemlerin incelenmesinde ETO‟ler ise parçacık sayısı az olan sistemlerin analiz edilmesi ve 

kuantum-kimyasının temel teorisinin araĢtırılmasında kullanılır. Yine de son yıllarda 

bilgisayar teknolojilerinde yaĢanan geliĢmeler sistemin fiziksel özelliklerini iyi temsil etmesi 

bakımından ETO‟lerin parçacık sayısı çok olan sistemler için kullanımını (Rico ve ark., 2001) 

teĢvik etmekte ve güncel tutmaktadır.  

Bu çalıĢmada atomların göreli etkiler dikkate alınarak özellikleri incelenecektir. 

Analojik yollarla göreli olmayan teoriye dayalı olarak elde edilen    ETO tam ortonormal 

orbital toplumlarından faydalanılacak ve KD koĢulunu gereklerini yaklaĢık olarak yerine 

getirebilmek için pasif bileĢene ait baz fonksiyonu etkin bileĢene ait baz fonksiyonundan daha 

geniĢ tutulacaktır. Buna göre 

Göreli olmayan    ETO tam ortonormal fonksiyonlar sistemi Laguerre 

polinomlarından, exponansiyal fonksiyonlardan ve skaler küresel harmoniklerden oluĢur: 

( , ) ( , ) ( , )     


l lnlm nl lmr R r S                                                                                        (3.3.4.1) 
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Burada (1 ), (0 1), ( )       ln l n l m l , 1,0, 1, 2, 3,...      ve ( , ) 
llmS  komplex 

veya gerçek skaler küresel harmonik, p

qL  genelleĢmiĢ Laguere polinomu,   perdelenme 

katsayısıdır (0 )  . 

0

( ) 
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Ortonormallik iliĢkisi, 
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   ETO‟nun  STO bazında ifadesi ise, 

1

( , ) ( , )      

 

 
 

l l

n
l

nlm nn n lm

n l

r r                                                                                       (3.3.4.6) 

STO‟nun    ETO bazında ifadesi, 

1

( , ) ( , )     
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n
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n l

r r                                                                                       (3.3.4.7) 

(3.3.4.6) ve (3.3.4.7) ifadelerindeki l

nn

  , l

nn

   katsayıları, 
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1 1

1
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( 1) ( 1 ) ( 1)

(2 ) ( 1 )!

(2 )

l n l

nn n l n l

n l

n l
F n l F n l

n n l

F n




 



 

      

 

  
           



                  (3.3.4.8) 
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             (3.3.4.9) 
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olarak tanımlanır ve ( )mF n  binomial katsayılardır. 

!/ ( !( )! 0
( )

0 0,
b

a b a b b a
F a

b b a

  
 

 
                                                                   (3.3.4.10) 

Guseinov (2002). 





 
 
 

n

r
 ağırlığı,    ETO fonksiyonlarının radyal kısmı ve ortonormallik 

(3.3.4.5)  iliĢkisine dayalı olarak dalga fonksiyonlarına paylaĢtırılırsa, nın her bir değeri 

için Lambda- ve Coulomb-Sturmian-benzer dalga fonksiyonlarına ait radyal fonksiyonlar elde 

edilebilir. 

Lambda-benzer fonsiyonlar için,  

0 2 22
1( , ) ( , ) ( )(2 ) (2 )

l
r l

n l nl nl n lR r R r r e L r


  

    


  

      N
                                              

(3.3.4.11) 

( )nlN  dalga fonksiyonunda normalizasyon katsayısını ifade etmek üzere, 

2

0

( , ) ( , ) 1nl nlR r R r r dr  


  

                                                                                            

(3.3.4.12) 

ortonormallik bağıntısından, 

 

1/2

3

3

(2 ) ( 1)!
( ) ,
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n l

n l
N                                                                                                    (3.3.4.13) 

2

,
2

0, 0, 2, 4...





 

  

  

   

n n

l l                                                                                                      (3.3.4.14) 

olacak Ģekilde bulunur. Coulomb-Sturmian-benzer fonksiyonlar için ise, 

 

1/2
13

1 2 22

13

(2 ) ( 1)!
( , ) ( , ) (2 ) (2 ),
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(3.3.4.15) 

2

0

1
( , ) ( , ) 1,

2
nl nlR r R r r dr
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(3.3.4.16) 
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1

2

1
,

2

1, 1, 1, 3...





 

 
    

 

 
    

 

   

n n

l l                                                                                                        (3.3.4.17) 

olmak üzere normalizasyon katsayısı aynı ancak Lambda-benzer fonksiyonlardan farklı 

olarak ‟nın tek değerlerini alacak Ģekilde elde edilir. Böylece, Lambda- ve Coulomb-

Sturmian-benzer fonksiyonlarından faydalanılarak analojik yöntemlerle 





 
 
 

n

r
 ağırlıklı 

   ETO fonksiyonlarının elde edilebileceği görülür. Buna bağlı olarak,    ETO 

fonksiyonlarının tanımlandığı 2 ( )
r

L

  ağırlıklı Hilbert uzayında ortonormallik bağıntısının 

Lambda 2 ( )L   Hilbert uzayında ve Coulomb-Sturmian fonksiyonlarının tanımlandığı 1

2 ( )W   

Sobolev uzayında ortonormallik bağıntısı cinsinden (3.3.4.14) ve (3.3.4.17)‟de belirtilen 

Ģartlar göz önüne alınarak doğrudan yazılabileceğini ortaya çıkar: 

2 2

0 0

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2
nl nl n l n lR r R r r dr R r R r r dr

r



      


 

   

 
 

 
   

                                         

(3.3.4.18)

 

2 2

0 0

1 1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

2 2
nl nl n l n lR r R r r dr R r R r r dr

r r



      
 

 

   

   
   

   
   

                             

(3.3.4.19) 

Her ne kadar    exponansiyel-tipli orbitallerin göreli olmayan atom ve molekül 

sistemlerinin incelenmesinde baz fonksiyonu seçiminin keyfi olmasına dayalı olarak 

kullanılabileceğini söyleyebilsek te çok merkezli integrallerin elde edilmesinde kullanılan bir 

yöntem olan tek-bölgeli toplama teoreminde, Lambda veya Coulomb-Sturmian 

fonksiyonlarına dahil olan değiĢkenlerin bir kısmının ağırlık fonksiyonu oluĢturacak ve 

1    durumlarını ortaya çıkaracak Ģekilde elde edilen ve 
2 ( )
r

L

  Hilbert uzayında tam 

ortonormal fonksiyonların kullanılması Ģüphe ile yaklaĢılan ve halen tartıĢma konusu olan bir 

durumdur. Tek-bölgeli toplama teoreminde    ETO‟lerin 1    durumlarında 

kullanılmasının sakıncaları üzerine detaylı bir çalıĢma Weniger  (2012)  tarafından 

yapılmıĢtır.  
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3.3.5. STO kullanılarak örtme potansiyel enerji ve kinetik enerji matris 

elemanlarına ait radyal integraller ve çözümleri 

(2.1.23) ifadesine göre, ektin ve pasif bileĢen için aynı Slater radyal orbitalleri 

kullanılması durumunda, tek-merkezli atomik integrallerin analitik ifadesi (3.3.3.8) 

eĢitliğinden faydalanılarak elde edilebilir, 

       , , ; , , ,nlj n nlj nR r R r R r R r                                                                         (3.3.5.1) 

   , , n r

n nR r R r r e                                                                                                                   (3.3.5.2) 

normalleĢtirilmemiĢ radyal orbitaller olmak üzere örtme integrali, 

   , ,

0

( )

1

0

( , ) ( , ) , ,

( 1)
,

( )

n n n n n n

n n

n n

R r R r dr

n n
r e dr 

     

 



  



   

 

   

  
 







S S

                                                           (3.3.5.3) 

potansiyel enerji integrali, 
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, ,
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1 ( )

0

( , , , ) ( , , , ) , ,
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n n n n n n

n n

n n

R r R r e r dr
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r e dr

 

   



         



  



 

  



       

  

     

   
 

 





V V

                              (3.3.5.4) 

bulunur. Kinetik enerji integrali ise (3.3.2.6) ve (3.3.2.7) ifadelerinden, 

  1
,n n r n r

dR r
nr e r e

dr

 
                                                                                           (3.3.5.5) 

ve    , 1 , 1k kkl kl         olduğu göz önüne alınırsa, 
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0
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1
( , ) , ,
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R r R r dr
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V S

                                                             (3.3.5.6) 
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Π

V S

                                                             (3.3.5.7) 
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elde edilir. 

KB koĢulunun dikkate alınması durumunda ise Slater radyal orbitalleri etkin ve pasif 

bileĢenlerin her ikisini tanımlayacak Ģekilde 

 
1

1

0

, ( , ) ,t i n i r

nlj nlj

i

f r W t r e     



                                                                                    (3.3.5.8) 

,1 ,0( , ) ( ) ,i t

nlj t i iW t t n                                                                                             (3.3.5.9) 

0 1

1 1
t

t

t



 

 
                                                                                                              (3.3.5.10) 

yazılabilir. 0t   durumunda n rr e   olarak etkin bileĢenin, 1t   durumuda ise 

1( ) n r n rn r e r e       olarak pasif bileĢenin radyal orbitalleri elde edilir. Buna göre örtme, 

potansiyel ve kinetik enerji integrallerinin analitik ifadeleri sırası ile, 

Örtme integrali, 

   ,

0

1

( , ) , ,

( 1)
( , ) ( , )

( )

t t t

nlj n l j nlj n l j

i i

nlj n l j n n i i
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                                                     (3.3.5.11) 

0 1

, , , ,( , ) ( , ), ( , ) ( , ),nlj n l j nlj n l j nlj n l j nlj n l j                  
    S S S S                                           (3.3.5.12) 

potansiyel enerji integrali, 
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V

                                              (3.3.5.13) 

0 1

, , , ,( , , , ) ( , , , ), ( , , , ) ( , , , ),nlj n l j nlj n l j nlj n l j nlj n l j                          
        V V V V         (3.3.5.14) 

ve kinetik enerji integrali, 
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,

0
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1
( , ) , ( 1) ,
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V S
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0,1 1,0

, , , ,( , ) ( , ), ( , ) ( , )nlj n l j nlj n l j nlj n l j nlj n l j                  
     Π Π Π Π                                      (3.3.5.16) 

Ģeklinde bulunur. Varsaynonel çöküĢü önlemek için, kullanılan baz fonksiyonlarında aranan 

KB koĢulunun kontrol edilmesi önemlidir. Bu amaçla önerilen (2.3.24) ve (2.3.25) 

eĢitliklerinde, göreli olmayan kinetik enerji ifadesinin de analitik ifadesi elde edilmelidir. 

Dolayısı ile STO radyal orbitalleri için (3.3.5.8) ifadesi dikkate alınarak göreli olmayan 

kinetik enerji ifadesi, 

   
1

, , ,t t

nlj nljf r f r
r

                                                                                                   (3.3.5.17) 

   2 2

,

1
( , ) , ,

2

t t t

nlj n l j nlj n l jT f r f r r dr        

 
      

 
                                                       (3.3.5.18) 

olmak üzere, 

   

    

 

2
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1 1 2 ( 1)
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dr r dr r
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                                  (3.3.5.19) 

dikkate alınarak örtme integralinin tanımından faydalanılırsa, 





2

, , , 1

, 2

1
( , ) ( , ) (2 )( 1) ( , )

2

( 2)( 1) ( , )

t t t

nlj n l j nlj n l j nlj n l j

t

nlj n l j

T S n i S

n l i n l i S

       

 

        

  

          

            

                          (3.3.5.20) 

bulunur. 0

, ( , )nlj n l jT    
  ektin, 1

, ( , )nlj n l jT    
  pasif bileĢene ait göreli olmayan kinetik enerji 

ifadesini sağlar. Etkin ve pasif bileĢenlerin ayni olmasi durumunda 
0

, ( , )nlj n l jT    
  durumunun 

kullanılması yeterli olur. 

3.3.6. Tam ortonormal orbital toplumları kullanılarak örtme potansiyel enerji ve 

kinetik enerji matris elemanlarına ait radyal integraller ve çözümleri 

DHFR denklemlerinde ortaya çıkan Örtme, Potasiyel enerji ve Kinetik enerji matris 

elemanlarının analitik ifadesi etkin ve pasif bileĢenin aynı  ETO  normalleĢtirilmemiĢ 

radyal orbitalleri kullanılması durumunda analitik ifadeleri, 
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(2.1.23) ifadesi dikkate alındığında radyal orbitaller için, 

  1 2 2

1, (2 ) (2 )l r l

nl n lR r r e L r  

     

                                                                                 (3.3.6.1) 

yazılır. Örtme integrali, 

   ,

0

( , ) , ,nl n l nl n lR r R r dr     


   
  S                                                                            (3.3.6.2) 

olmak üzere, 

1 1 2 ( ) 2 2 2 2

, 1 1

0

( , ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )l l l l r l l

nl n l n l n lr e L r L r dr    

      


            

        
   S                     (3.3.6.3) 

2 2 , 1 ; 2 2 , 1                    p l q n l p l q n l  olarak elde edilen ifade 

(3.3.3.3) eĢitliğine benzerdir. Dolayısı ile etkin ve pasif bileĢenler için, 

 1 1 3

, , ,( , ) ( , ) (2 ) (2 ) , ,( );l l l l

nl n l nl n l nl n l r          
    

     
      S S F                               (3.3.6.4) 

bulunur. Potansiyel enerji etkin ve pasif bileĢene ait integraller içinde benzer olarak, 

    1

,

0

( , , , ) , , r

nl n l nl n lR r R r e r dr         


  

   
   V                                                      (3.3.6.5) 

1 1 1 ( ) 2 2 2 2

, 1 1
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( , , , ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )l l l l r l l

nl n l n l n lr e L r L r dr      

        


               

        
    V       (3.3.6.6) 

 1 1 2

, , ,( , , , ) ( , , , ) (2 ) (2 ) , ,( );l l l l

nl n l nl n l nl n l r                
      

     
         V V F     (3.3.6.7) 

elde edilir. Etkin ve pasif bileĢenlere bağlı olarak kinetik enerji integralleri ise 

   , 1 , 1k kkl kl        olduğu dikkate alınarak, Radyal fonksiyonun türevi, 
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      (3.3.6.8) 
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1
( , ) , ,nl n l nl n lR r R r dr
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Π                                                                      (3.3.6.9) 
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   ,

0

1
( , ) , ,nl n l nl n lR r R r dr

r r

      


   

 
    
Π                                                        (3.3.6.10) 

yazılır. (3.3.1.9)- (3.3.1.10) ve (3.3.1.17)- (3.3.1.18) eĢitliklerine göre türevdeki ilk terim 

, 0    durumunda potansiyel enerji integralini, ikinci terim örtme integralini verir. Üçüncü 

terimin analitik ifadesi ise radyal integraller için önerilen genel çözümden bulunabilir. Buna 

göre, 

  , , , ,( , ) 1 ( , ,0,0) ( , ) 2 ( , )nl n l nl n l nl n l nl n ll                   
           V S KΠ              (3.3.6.11) 

  , , , ,( , ) 1 ( , ,0,0) ( , ) 2 ( , )nl n l nl n l nl n l nl n ll                   
           

 V S KΠ              (3.3.6.12) 

, ( , )   


nl n lK  integrali, 

1 1 2 ( ) 2 2 2 3

, 1 1

0

( , ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )l l l l r l l

nl n l n l n lr e L r L r dr    

      


            

        
   K                  (3.3.6.13) 

2 2 , 1 ; 2 3 , 1                    p l q n l p l q n l  olarak, 

 1 1 3

, ,( , ) (2 ) (2 ) , ,( );l l l l

nl n l nl n l r        
    

   
    K F                                                   (3.3.6.14) 

bulunur. KB koĢulunu dikkate alan STO radyal orbitallerinin elde edilmesine benzer Ģekilde 

baz fonksiyonu olarak kullanılan  ETO  radyal orbitalleri için KB koĢulunu dikkate alan 

ve etkin, pasif bileĢenlerin her ikisini ifade eden radyal orbitalleri, 
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                                                      (3.3.6.15) 

 ,

,0 , ,1 , ,1 ,( , ) (2 )( 1) (1 ) (2 ) ,i k t

nlj i i k t i i k i i kW t t l t                                             (3.3.6.16) 

ve sırası ile örtme, potansiyel ve kinetik enerji integralleri, 

örtme integrali, 

 
   

 

, , ,

,

0

, , 1

,

( , ) , ,

( , ) ( , ) (2 ) (2 ) , , ( );

t t t

nlj n l j nlj n l j

i k i k l i l i l l i i

nlj n l j nlj n l j

f r f r dr

W t W t r

     

       



     

          

     

 

      

S

F

           (3.3.6.17) 
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,0 ,1

, , , ,( , ) ( , ), ( , ) ( , )nlj n l j nlj n l j nlj n l j nlj n l j

                     
     S S S S                                            (3.3.6.18) 

potansiyel enerji integrali 
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     (3.3.6.19) 
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, , , ,( , , , ) ( , , , ), ( , , , ) ( , , , ),nlj n l j nlj n l j nlj n l j nlj n l j

                             
         V V V V         (3.3.6.20) 

ve kinetik enerji integrali, 
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olmak üzere, radyal fonksiyonu türevi, 
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ise, 

, , ; ,

, ,

; , ; ,

, ,

( , ) ( 1) ( , ,0,0)

( , ) 2 ( , )

t t t t t
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Π V

S K
                                                     (3.3.6.23) 

bulunur. Buna göre, ,0,1

, ,( , ) ( , )nlj n l j nlj n l j

         
 Π Π , ,1,0

, ,( , ) ( , )nlj n l j nlj n l j

         
  Π Π  elde edilir. 

(2.3.24) ve (2.3.25) eĢitliklerinden faydalanarak KB koĢulunun kontrolu edilmesi amacı ile 

 ETO  radyal orbitalleri için göreli olmayan kinetik enerji matris elemanlarının analitik 

ifadesi, Laguerre polinomlarının (3.3.4.3) tanımından faydalanarak STO radyal orbitallerine 

benzer Ģekilde veya (3.3.3.3) tanımından faydalanılarak doğrudan Laguerre polinomlarını 

içeren integrallerin analitik ifadesinden faydalanılarak elde edilebilir. Bununla birlikte, 

(3.3.3.3) tanımına dayalı olarak yapılan çözümde  ETO  radyal orbitallerinin Laguerre 

polinomlarını içermesinden dolayı ikinci türevlerinin içerdiği eleman sayısı fazla olacaktır. Bu 

durum (3.3.3.3) tanımının anatilik çözümünü sağlayan (3.3.3.5) eĢitliğinin sozsuz seri 

içermesinden dolayı hesaplama zamanında dezavantajlar oluĢturacaktır. Dolayısı ile göreli 
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olmayan kinetik enerji integrallerinin analitik ifadesinin Laguerre polinomlarının seri 

açılımını veren (3.3.4.3) tanımından faydalanılarak elde edilmesi daha avantajlı olacaktır: 

   
1 1
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           (3.3.6.26) 

(3.3.6.26) ifadesi l i n    eĢitliğine göre yazıldığında ortaya çıkan radyal orbitallerin 

STO-benzer  ,nR r  radyal olbitaller olduğu anlaĢılır. (3.3.6.24) ifadesi de buna göre, 
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                 (3.3.6.27) 

yazıldığında görerli olmayan kinetik enerji ifadesi, 
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           (3.3.6.28) 

olmak üzere, 
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(3.3.6.29) 

burada değiĢkenlerde n l i    , n l i        değiĢiklikleri yapılır ve, 
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                                                             (3.3.6.30) 

örtme integralinin yukarıdaki tanımından faydalanılırsa ,0

, ( , )nlj n l jT    
  pasif, ,1

, ( , )nlj n l jT    
 etkin 

bileĢenin göreli olmayan kinetik enerjisini ifade edecek Ģekilde bulunur. Etkin ve pasif 

bileĢenlerin ayni olmasi durumunda ise STO radyal orbitalleri için bulunan sonuca benzer 

olarak ,0

, ( , )nlj n l jT    
  durumunun kullanılması yeterli olur. 

3.3.7. Bir-merkezli etkileşme integralleri 

Bir-merkezli etkileĢme integrallerinin analitik ifadelerini elde etmek üzere çalıĢmalar, 

(Grant, 1961; Ley-Koo ve ark., 1993) tarafından spin 
1

2
s  durumu göz önüne alınarak 

yapılmıĢtır. Yapılan bu çalıĢmalarda Coulomb ve “exchange” integralleri ile birlikte KED 

etkiler olarak adlandırılan gecikme, manyetik etkileri dikkate alan iĢlemcinin matris 

elemanlarının da analitik ifadeleri elde edilmiĢtir. Benzer Ģekilde YSSO‟lerin (3.2.3.4) 

tanımından faydalanarak Coulomb ve “exchange” etkileĢme integralleri için analitik ifadeler 

bulunur, ancak KED etkileri dikkate almak YSSO‟lerin spin 
1

2
s  durumuna indirgenmesi 

neticesinde mümkün olur. Dolayısı ile varyasyon ilkesinin uygulanması ile DHF 

denklemlerinde ortaya çıkan iki parçacığın etkileĢmesini ifade eden integraller için, 

        , † † † †

1 2 2 1
ˆ, , (21) , ,       

   s ac s s s s

bd a a b b d d c cI r r f r r dV

                                

(3.3.7.1)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

††

2 21 1,

2 21 1

, ,, ,
ˆ (21)

, ,, ,

  

  

       
        
              


  

  

    

s ss s

b b d da a c cs ac

bd s ss s

b da a c cb d

r rr r
I f dV

r rr r

Ψ ΨΨ Ψ

Ψ ΨΨ Ψ
                   (3.3.7.2) 
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d c cd
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                              (3.3.7.3) 

,s ac

bdI  ifadesine ait her bir terim ayrı ayrı incelenirse, 

        , † †

1 2 2 1
ˆ, , (21) , ,    

 
   s ac s s s s

bd a a b b d d c cr r f r r dVJ Ψ Ψ Ψ Ψ                                  (3.3.7.4) 

                

,

† †

1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 1 1
ˆ, , , , (21) , , , ,           





s ac

bd

s s s s

a a a b b b d d d c c cR r Y R r Y f R r Y R r Y dV

J

    (3.3.7.5) 

yazılır. Diğer terimler de sırası ile benzer Ģekilde, ,
 
s ac

bd
J , ,  s ac

bdJ , ,  
 
s ac

bd
J bulunur. Coulomb ve 

“exchange” integralleri durumunda ortaya çıkan matris elemanları sırası ile, coulomb için, 

,s aa

bbJ , ,
 
s aa

bb
J , ,  s aa

bbJ , ,  
 
s aa

bb
J , “exchange” için ,s ab

baJ , , 


s ab

ba
J , , 


s ab

baJ , , 
 
s ab

ba
J  Ģeklinde elde edilir. Buradan 

Coulomb integralinin , 

s aa

bb
J , , 


s aa

bb
J , “exchange” integralinin ,

 
s ab

ba
J , , s ab

baJ  olasılıklarına sahip 

olmadıkları görülür. Ortaya çıkan ,s ac

bdJ  türü integrallerin analitik ifadesinin elde edilmesi 

mümkündür. Ancak küresel spinörlere ait kısım spin 
1

2
s  olan elektronlara benzer Ģekilde 

açısal momentum kuantum sayılarından bağımsız olmamaktadır. Bu durum küresel spinörler 

için elde edilen (3.2.3.29), (3.2.3.30) eĢitliklerinden de anlaĢılabilir. Böylece yüksek spine 

sahip parçacıklar için elde edilecek etkileĢme integralinde küresel spinörlerin ifadesinden 

faydalanılarak integrale ait açısal kısım küresel fonksiyonlara indirgenir ve çözüm elde 

edilmiĢ olur. 
1

2
s  için, (3.2.3.31), (3.2.3.32) eĢitliklerinden de anlaĢılacağı gibi küresel 

spinörlerin spin açısal momentum kuantum sayısı üzerinden toplamı, integrali küresel 

spinörlerden kurtarır ve radyal integralin çözümüne indirger. Buna göre, 
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olduğu göz önüne alınırsa, küresel spinörlere ait ifade spin açısal momentum kuantum sayısı 

üzerinden toplam Ģeklinde yazılabilir, 

   

   

,

,

, ( ) ,

, , , ,

      

   

 



 



 

 





s s s
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s s s
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s s

ljm ljm s m m lm m m
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m s s

Y a s m Y

l s m m m lsjm Y                                            (3.3.7.7) 


sm
, (2s+1) boyutlu spin fonksiyonudur. 

1

2
s  için, 

1/2 1/2

1 0
;

0 1
 

   
    
   

                                                                                                      (3.3.7.8) 

3

2
s  için, 

3/2 1/2 1/2 3/2

1 0 0 0

0 1 0 0
; ; ;

0 0 1 0

0 0 0 1

    

       
       
          
       
       
       

                                                                   (3.3.7.9) 

Ģeklindedir. Dolayısı ile ifade genel olarak, 
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                        (3.3.7.10) 

Ģeklinde yazılabilir. Göreli olmayan kısım, 

        1 2 2 1
ˆ(12)   

 

 

    
   

a a a s b b b s d d d s c c c s

ac

bd n l m m n l m m n l m m n l m mr r f r r dVJ                        (3.3.7.11) 

olarak tanımlandığında, 

21

1ˆ (21) f
r

                                                                                                                    (3.3.7.12) 

parçacıklar arası statik-skaler Coulomb etkileĢimi olmak üzere, ˆ(21)f iĢlemcisi için iki 

bölgeli toplama teoreminden (Two-range addition theorem) faydalanarak 
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                                                                                                                       (3.3.7.14) 

yazılabilir. Böylece ac

bdJ  integrali radyal integral ve Gaunt katsayılarına bağlı olarak elde 

edilebilir, 

( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )     ac L L L

bd a a s c c s b b s d d s

L

C l m m l m m C l m m l m m R a c b dJ                 (3.3.7.15) 

ac

bdJ  integrali (3.3.7.5) ifadesinde yerine konursa, 

, , ,( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )s ac s L s L L

bd a a c c b b d d

L

j m j m j m j m R a c b dJ d d                                         (3.3.7.16) 

olur. Burada , ( , ; , ) s L j m j md katsayıları, 

'

, ( , ; , ) ( ) ( ) ( , ; , )      
        s s

s

s L s s L

m m m m ljm s l j m s s s

m

j m j m a s m a s m C l m m l m md         (3.3.7.17) 

olarak tanımlanır. Buna göre,  

, ,( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )     sL s L s La j m j m j m j m j m j md d                                                        (3.3.7.18) 

, ,( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )     sL s L s Lb j m j m j m j m j m j md d                                                         (3.3.7.19) 

Coulomb ve “exchange” etkileĢim katsayıları elde edilir. 
1

2
s  durumunda katsayılar spin 

açısal momentum kuantum sayısı üzerinden toplamı alındığında analitik olarak ifade 

edilebilen Grant (1961), Cooper (1965) katsayılarına indirgenir, 

 
1
2
,

( , ; , ) ( , ; , ),   
L Lj m j m d j m j md                                                                                (3.3.7.20) 

 
  

  

1/2

1/2

1 1
2 2

2 1 2 1
( , ; , ) 1

2 1

, , , 0 , , ,

       


        

mL
j j

d j m j m
L

j j jj L j j m m jj Lm m

                                        (3.3.7.21) 
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( , ; , ) Ld j m j m  katsayısının Coulomb ve “exchange” integralleri dikkate alınarak yazılması 

durumunda, ( , ; , ) La j m j m , ( , ; , ) Lb j m j m  katsayısı Ģeklinde ifade edilirler.  

, m m  üzerinden toplamı neticesinde açısal momentum kuantum sayısı m den bağımsız olan 

( ), ( ) L La jj b jj  (Kim, 1967) katsayıları bulunur. 

   0( ) 2 1 2 1    L

La jj j j                                                                                         (3.3.7.22) 

  
 

 

2
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, , , 0
( ) 2 1 2 1 .
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L
j j jj L

b jj j j
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                                                         (3.3.7.23) 

Geriye analitik ifadesi elde edilmesi gereken ( , ; , )LR a c b d radyal integrali kalır, 

1 2 2 1 1 21

0 0

( , ; , ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
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R a c b d R r R r R r R r drdr
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                                                    (3.3.7.24) 

Göreli olmayan KB koĢulunu dikkate alan  ,t

nf r   radyal orbitalleri dikkate alındığında, 
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                                       (3.3.7.25) 

olmak üzere, 

1 1 2 2 1 1 2 2
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    (3.3.7.26) 

yazılır. Etkin ve pasif bileĢenler için aynı radyal orbitalleri kullanılacaksa 1 1 2 2 0t t t t      

olarak seçilmelidir.  , ,t

nljf r   radyal fonksiyonları dikkate alındığında ise, 

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
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1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2
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, ; , 1 1 2 2
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                                    (3.3.7.27) 

1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2

, , , ; ,

, ; , 1 1 2 2( , ; , )
L t t t t

n l j n l j n l j n l jR
    

 

     
   integralinin iki çözüm yöntemi mevcuttur. Ġlki 

, ( , )t

nljf r   

radyal fonksiyonunun STO radyal fonksiyonu bazında ifadesini elde ederek integrali STO 
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bazında hesaplamak, ikincisi ise doğrudan , ( , )t

nljf r   radyal fonksiyonunda integralin analitik 

ifadesini elde etmek. Her iki çözümün yöntemininde  aynı sonucu vermesi beklenir. Bununla 

birlikte çözümler hesaplama süresi açısından değerlendirildiğinde atomik hesaplamalarda 

integralin STO bazına dönüĢtürülmesinde çözüm, hem Laguerre polinomları içermediğinden 

matematiksel olarak kolaylaĢmakta hem de , ( , )t

nljf r   radyal fonksiyonunun STO bazinda 

ifadesi sınırlı toplam içerdiğinden hesaplama süresi açısından dezavantaj oluĢmamaktadır. 

Diğer yandan integralin doğrudan çözümü, çok-merkezli moleküler integrallerin çözümünü 

mümkün kılan bir merkezin diğer bir merkeze taĢımasında kullanılan formüllerde yardımcı 

fonksiyon olma özelliği gösterdiğinden gereklidir. Laguerre polinomları için (3.3.4.3) açılımı 

dikkate alındığında, 
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                       (3.3.7.28) 

Benzer Ģekilde, atkin ve pasif bileĢenlerin aynı radyal orbital alınması durumunda, 

1 1 2 2 0t t t t      olur. ,

p

q   Laguerre katsayılarının toplam sınırları ise, 

1 1 1 10 1n l j     , 1 1 1 10 1n l j        , 2 2 2 20 1n l j     , 2 2 2 20 1n l j          

olur.  

 ,t

nf r  , , ( , )t

nljf r   radyal orbitalleri KB koĢulunu sağlayan orbitaller olarak Ģeçildiğinde 

1 1 2 2, , ,t t t t   parametreleri DHFR denklemlerinde ortaya çıkan matris elemanlarına göre etkin ve 

pasif bileĢeni tanımlayan parametreler olarak 0 veya 1 değerlerini alırlar.  

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

, , ; ,

1 1 2 2, ; ,
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   integrallerinin analitik ifadesi 

için genel çözüm, integral, 

21

; 1 2 1 21
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( ; ) yx

L
rrL x y

x y x y L

r
r e r e drdr
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  R                                                                     (3.3.7.29) 

biçiminde tanımlandığında, 
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                (3.3.7.30) 

olacak Ģeklinde elde edilir (Koga ve ark, 1997). Buna göre  ,t

nf r   radyal orbitalleri için 

integralinin analitik ifadesinin sağlanması için 

1 1 1 1 2,x l l i i      2 2 2 2 2,y l l i i      1 1x      ve 2 2y      yazılması yeterlidir. 

, ( , )t

nljf r   radyal orbitalleri için ise 
1 1 1 1 1 1,x l l i i           

2 2 2 2 2 2 ,y l l i i           

1 1x     , 2 2y      yazılır. Dolayısı ile DHFR denklemlerinin çözümü esnasında KED 

etkilerini içermeyen, elektronlar arası skaler etkileĢimi tanımlayan analitik ifadeler elde 

edilmiĢ olur. DHFR denklemlerinin çözümünden sonra toplam enerjiye dahil olmak üzere 

KED etkilerini içeren Gaunt, gecikme etkileri (2.2.1.6)  vektörel-tensörel etkileĢimler olarak 

bulunurlar (Ley-Koo ve ark., 1993). 
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BÖLÜM 4 

ARAŞTIRMA BULGULARI VE TARTIŞMA 

 

Bu çalıĢma genel olarak Guseinov (2012) tarafından önerilen YSSO‟lerine dayalı olarak 

yapılmıĢtır. YSSO‟lerin ilk olarak özellikleri analiz edilmiĢ, literatürle uyumlulukları 

karĢılaĢtırılmıĢ daha sonra elektronik sistemlere uygulamaları tartıĢılmıĢtır.  

YSSO‟ler radyal ve küresel olmak üzere iki kısımda incelenmiĢ, küresel kısmın literatürle 

uyumlu olduğu görülmüĢtür. Bununla birlikte radyal kısmın göreli olmayan  STO ve 

 ETO radyal fonksiyonları kullanılarak oluĢturulması diğer bir değiĢle radyal 

fonksiyonun göreli hesaplamalar açısından var olan yeterli ve gerekli koĢulları sağlamaması, 

KD koĢulunun yerine getirilmemesi varyasyonel çöküĢ probleminin devam etmesine neden 

olmuĢtur. Diğer yandan, yüksek spine sahip parçacıklar için 
1

2

 
 

 
s  (3.2.3.29)- (3.2.3.30) 

eĢitliklerine dayalı olarak Dirac denkleminin çözümünün spin 
1

2
s  durumunda olduğu gibi 

STKT‟lerden bağımsız olmaması, 
1

2
s  için, KD koĢulunun, radyal fonksiyonların ve 

analojik olarak genelleĢtirilmiĢ Dirac denkleminin daha detaylı incelenmesini gerektirir. 

Yinede, analojik olarak genelleĢtirilmiĢ Dirac denklemi ile birlikte YSSO‟lerinde göreli 

olmayan radyal fonksiyonları kullanılması, teorinin gerektirdiği matematiksel materyallerin 

elde edilmesi ve incelenebilmesi bakımından faydalıdır. 

Bu çalıĢmada, elektronik sistemler için, Dirac denkleminin Coulomb ve Yukawa 

potansiyelleri kullanılarak bir-elektronlu atomlar için çözümü elde edilmiĢ ve sonuçların 

literatürle uyumlu olduğu görülmüĢtür. He- Be-benzer atomlar göz önüne alınarak çok-

elektronlu sistemler incelenmiĢ ve benzer Ģekilde sonuçlar literatürle karĢılaĢtırılmıĢtır. 
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4.1. Yarım Spin Spinör Orbitallerinin Analizi 

Ġlk incelemeler (3.2.3.6)-(3.2.3.8) ifadelerine dayalı olarak, YSSO‟leri ve içerdiği 

elemanların,  
1 3

,
2 2

s   durumu için yapılmıĢ ve literatürle uyumluluk karĢılaĢtırılmıĢtır. 

Bunun için, 

Wigner-3j sembolleri ile GenelleĢmiĢ Clebsch-Gordan katsayılarının genel ifadesi, 
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tanımlanır (Wei, 1999).  ( )s

ljma  ifadesi hesaba katıldığında, 
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elde edilir. Dolayısı ile GenelleĢmiĢ Clebsch-Gordan, STKT‟ler ve YSSO‟ler için, 
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Çizelge 3. GenelleĢmiĢ Clebsch-Gordan  ( )s

ljma katsayılarının spin 
1

2
s  ve 

3

2
s  için bazı 

kuantum sayılarında değerleri  

s  l  l  j  m    ( )s

ljma  ( 1) s

ljma  

1/2 

0 1 1/2 1/2 0 1 0  

1 0 1/2 1/2 0 1 3  2 3  

1 2 3/2 3/2 0 1 0  

2 1 3/2 3/2 0 1 5  4 5  

2 3 5/2 5/2 0 1 0  

3 2 5/2 5/2 0 1 7  6 7  

3 4 7/2 7/2 0 1 0  

4 3 7/2 7/2 0 1 9  8 9  

4 5 9/2 9/2 0 1 0 

5 4 9/2 9/2 0 1 11  10 /11  

3/2 

0 3 3/2 3/2 0/2 1/ 0  0 / 0  

3 0 3/2 3/2 0/2 1 35 / 2 7   4 35 / 4 7  

1 2 3/2 3/2 0/2 3/ 5 / 0  2 / 5 / 0  

2 1 3/2 3/2 0/2 1/ 5 / 2 / 5  2 / 5 / 0  

1 4 5/2 5/2 0/2 1/ 0  0 / 0  

4 1 5/2 5/2 0/2 1/ 84 / 1/ 4   1/14 / 2 / 3  
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Çizelge 4. GenelleĢmiĢ Clebsch-Gordan  ( )
s

ljm
a katsayılarının spin 

1

2
s  ve 

3

2
s  için bazı 

kuantum sayılarında değerleri  

s  l  l  j  m    ( )
s

ljm
a  ( 1) 

s

ljm
a  

1/2 

0 1 1/2 1/2 0 1 3  2 3  

1 0 1/2 1/2 0 1 0  

1 2 3/2 3/2 0 1 5  4 5  

2 1 3/2 3/2 0 1 0  

2 3 5/2 5/2 0 1 7  6 7  

3 2 5/2 5/2 0 1 0  

3 4 7/2 7/2 0 1 9  8 9  

4 3 7/2 7/2 0 1 0  

4 5 9/2 9/2 0 1 11  10 /11  

5 4 9/2 9/2 0 1 0  

3/2 

0 3 3/2 3/2 0/2 1 35 / 2 7   4 35 / 4 7  

3 0 3/2 3/2 0/2 1/ 0  0 / 0  

1 2 3/2 3/2 0/2 1/ 5 / 2 / 5  2 / 5 / 0  

2 1 3/2 3/2 0/2 3/ 5 / 0  2 / 5 / 0  

1 4 5/2 5/2 0/2 1/ 84 / 1/ 4   1/14 / 2 / 3  

4 1 5/2 5/2 0/2 1/ 0  0 / 0  
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Çizelge 5. STKT‟lerin spin 
1

2
s  için bazı kuantum sayılarında değerleri 

( )Sgn m  

    

l  l  j  m  

0 1 1/2 1/2 

00
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1 3 ( , )

2 3 ( , )
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Y
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2 3 ( , )

1 3 ( , )

0
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1 5 ( , )

4 5 ( , )
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2 2

2 1
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4 5 ( , )

1 5 ( , )
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2 3 ( , )
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3 5 ( , )

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

Y

Y

Y

Y

 

1 1

10

2 1

20

1 3 ( , )

2 3 ( , )

3 5 ( , )
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2 3 5/2 5/2 

22

32

33

( , )

0

1 7 ( , )

6 7 ( , )
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Çizelge 6. STKT‟lerin spin 
3

2
s  için bazı kuantum sayılarında değerleri 

( )Sgn m  

    

l  l  j  m  
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4 35 ( , )

 

 

 

 

 





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Y

Y

Y

Y

Y

 

1 2 3/2 1/2 

1 1

10

11

2 1

20

22

2 5 ( , )
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0

2 5 ( , )
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elde edilir. Çizelge 3ve 4‟te 
1

2
s ve 

3

2
s  sırası ile için GenelleĢmiĢ Clebsch-Gordan 

katsayıları ardından çizelge 5‟te ve çizelge 6‟da dahil oldukları STKT‟lerin Condon-Shortley 

fazında bazı kuantum sayıları için değerleri verilmiĢtir. 
1

2
s  durumunda  STKT‟lere dahil 

olan eleman sayısı dört, 
3

2
s  durumunda ise sekizdir. Her iki spin değeri için katsayılar 

matrisinin çarpımının sonucu iki olarak elde edilir. Dolayısı ile ortonormallik koĢulunun 

sağlandığı görülür (Katsayılar matrisi iki‟ye bölünür). Bununla birlikte 
1

2
s  için elde edilen 

sonuçların Grant (2007) değerleri ile uyumlu olduğu anlaĢılır. STKT‟ler için elde edilen 

eĢitliklerin (3.2.1.17), (3.2.1.18) Nikitin (2004) tarafından elde edilen eĢitliklerle uyumlu 

olduğu dikkate alındığında, Çizelge 5‟in STKT‟lerin 
3

2
s  durumundaki değerlerini verdiği 

söylenir. STKT ile ilgili olarak incelenmesi gereken bir diğer özellik, dağılım 

fonksiyonlarıdır, dağılım fonksiyonlarının özellikleri 
1

2
s  için Grant (2007)  tarafından 

incelenmiĢtir. Dolaylısı ile dağılım fonksiyonları, göreli ve göreli olmayan durumlar açısından 

atom orbitallerinin karĢılaĢtırılması, yüksek spinli parçacıklar için atom orbitallerinin 

özelliklerinin anlaĢılması bakımından önemlidir.    
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Çizelge 7. Göreli    
1

, , , ;
2

   
 

 
 


s s

ljm ljm
A A s  ve göreli olmayan dağılım fonksiyonlarının 

bazı kuantum sayılarında değerleri. 

l  l  j  m  Göreli lm  Göreli Olmayan 

0 1 1/2 1/2 

 

0 

 

1 0 1/2 1/2 

 

 

1 2 3/2 3/2 

 

1 

 

1 2 3/2 1/2 
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2 1 3/2 3/2 
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2 1 3/2 1/2 
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Çizelge 7. göreli olmayan ve göreli 
1

2

 
 

 
s  dağılım fonksiyonlarının kuantum sayılarının 

bazı değerleri için karĢılaĢtırmasını vermektedir. Buna göre, 0l  için bulunan sonuçlardan 

göreli ve göreli olmayan dağılım fonksiyonlarının eĢit olduğu görülür, 
3 1

1, ,
2 2

  l j m  ile 

1, 0 ll m  kuantum sayılarında fonksiyonların birbirine benzer, ancak göreli durumda 

deforme yani daha geniĢ oldukları anlaĢılır. Fonksiyonlarda ortaya çıkan bu küçük 

değiĢiklikler 
5 5

2, , ; 2, 2,
2 2

    ll j m l m  
5 3

2, , ; 2, 1,
2 2

    ll j m l m  ve 

5 1
2, , ; 2, 0

2 2
    ll j m l m  kuantum sayılarında da geçerli olmaktadır. Bununla birlikte 

göreli l l  için bulunan fonksiyonlar ise aynı kuantum sayılarında l l  koĢuluna sahip 

fonksiyonlarla eĢ olmaktadır. Dolayısı ile her iki koĢulda dağılım fonksiyonlarının birbirine 

eĢit    
1 1

2 2, ,   
 

 
 




ljm ljm
A A  olduğu görülür. 

3

2
s  için dağılım fonksiyonları incelenirse, 
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Çizelge 8.    , , ,   
s s

ljm ljm
A A  dağılım fonksiyonlarının 

3

2
s  için bazı kuantum sayılarında 

değerleri 

l  l  j  m j  1m  2m  

0 3 3/2 

  

- 

1 2 3/2 

 
 

- 

1 4 5/2 

 

  

2 1 3/2 

 
 

- 
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2 3 5/2 

 
  

 

bulunur. Elde edilen sonuçlardan, 0l  fonksiyonlarının göreli 
1

2
s  ve göreli olmayan 

fonksiyonlarla eĢit olduğu, 
3 1

1, , ;
2 2

  l j m  

5 5
1, , ;

2 2
  l j m

5 1
1, , ;

2 2
  l j m

5 5
2, , ,

2 2
  l j m ve 

5 1
2, ,

2 2
  l j m  için benzer 

sonuçların alındığı, diğer yandan göreli 
1

2
s  ve göreli olmayan fonksiyonlardan farklı 

fonksiyonların da ortaya çıktığı görülür.  Dalga fonksiyonlarının etkin ve pasif bileĢenleri ile 

oluĢturulan dağılım fonksiyonlarının ise 
1

2
s ‟de olduğu gibi birbirine eĢit 

   
3 3

2 2, ,   
 

 
 




ljm ljm
A A  olduğu görülür. Böylece, bulunan sonuçlardan ve literatürle yapılan 

karĢılaĢtırmalardan, dağılım fonksiyonlarının yüksek spine sahip değerlerde de eĢit 

    , ,    
s s

ljm ljm
A A  olduğu, STKT‟lerin yüksek spinli parçacıkların dalga fonksiyonuna 

ait açısal kısmı doğru ve eksiksiz biçimde temsil ettiği, dolayısı ile YSSO‟lerin açısal 

kısmının STKT‟lerle oluĢturulması gerektiği anlaĢılır.  

Kullanılacak radyal fonksiyonları için ise, KD koĢuluna göre pasif bileĢenin etkin bileĢenden 

daha geniĢ ve etkin bileĢeni kapsayacak Ģekilde olması göz önüne alınarak, 

   

   

, , ,

, ,
i i

nlj nl

n lnlj
i

R r R r

R r R r





 

 




   

tanımlamaları dikkate alındığında 
1

2
s  için STO ve  ETO  YSSO‟lerin (3.2.3.1) eĢitliği, 

(3.3.5.8) ve (3.3.6.15) ifadeleri dikkate alınarak 
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Çizelge 9. STO YSSO‟lerin spin 
1

2
s   için bazı kuantum sayılarında değerleri 

 , /t

nljf r r  ( )Sgn m  

n  l  l  j  m      

1 0 1 1/2 1/2 

2

0

( )

2

( )

2

r

r

r

e

e Cos

e Sin









 



 









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

0

2

( )

2

( )

2

r

r

r

e

e Sin

e Sin









 



 









 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2 0 1 1/2 1/2 

2

0

( 1 ) ( )

2

( 1 ) ( )

2

r

r

r

e r

e r Cos

e r Sin
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2

( 1 ) ( )

2

( 1 ) ( )

2

r

r

r

e r

e r Sin

e r Cos









 



 









 
 
 
 
 

  
 
 

  
 
 

 

2 1 0 1/2 1/2 

( )

2

( )

2

( 3 )

2

0

r

r

r

e rCos

e rSin

e r

























 
 

 
 
 

 
  
 
 
 
 

 

( )

2

( )

2

0

( 3 )

2

r

r

r

e rSin

e rCos

e r

























 
 

 
 
 
 
 
 

  
 
 

 

2 1 2 3/2 3/2 
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1 3
( )
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0

1 3
( ) ( )

2 2

1 3
( )

2 2

r

r

r

e rSin

e r Cos Sin

e r Sin
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0

1 3
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2 2

1 3
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2 1 2 3/2 1/2 

( )

2

( )

2 2

(1 3 (2 ))

4 2

3 ( ) ( )

2 2

r

r

r

r

e rCos

e rSin

e r Cos

e rCos Sin
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elde edilir. Çizelge 9, YSSO‟lerin normalleĢtirilmemiĢ tam baĢkuantum sayılı STO bazında 

pasif bileĢenin (2.3.11) eĢitliği dikkate alınarak oluĢturulması ile elde edilmiĢtir.
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Çizelge 10.  ETO  YSSO‟lerin spin 
1

2
s  için bazı kuantum sayılarında değerleri 

 0, , /t

nljf r r  ( )Sgn m  

n  l  l  j  m      

1 0 1 1/2 1/2  

 

2

2

2

0

1 2 2 ( )

1 2 2 ( )

r

r

r

e

e r Cos

r

e r Sin
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3 2

0

3 3 2 1 7 2 ( )

3 3 2 1 7 2 ( )

r

r

r

e r

e r Cos

r

e r Sin
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3 2

3 3 2 1 7 2 ( )

3 3 2 1 7 2 ( )
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e r Sin
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e r Sin
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2 1 0 1/2 1/2 
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0  durumunda elde edilmiĢ olur. Pasif bileĢene ait radyal fonksiyonun  ,
i in lR r   pasif 

bileĢenin etkin bileĢenden daha geniĢ olacak Ģeklinde ele alındığı hesaba katılır, bir- ve iki-

elektronlu atomik integrallerin genel olarak yazılımı toplam Ģeklinde dikkate alınırsa, Ortme, 

potasyel enerji ve kinetik enerji integralleri (3.3.1.5), (3.3.1.8), (3.3.1.13), (3.3.1.16) ve 

(3.3.2.10)- (3.3.2.11) eĢitliklerindeki radyal integraller için sırası ile etkin ve pasif bileĢenler, 

Örtme integrali, 

', ,

,

( , ); ( , )
i i i inl n l n l n l

i i

    
    



  S S                                                                                              (4.1.1) 

Potasiyel enerji integrali, 

', ,

,

( , , , ); ( , , , )
i i i inl n l n l n l

i i

        
    



    V V                                                                             (4.1.2) 

Ve kinetik enerji integrali 

, ,( , ); ( , )
i i i ïnl n l n l n l

i i

    
    



   Π Π                                                                                        (4.1.3) 

ifade edilir. Benzer Ģekilde iki parçacığın etkileĢimini tanımlayan integrallerde (3.3.6.25) 

eĢitliğinden yola çıkarak pasif bileĢeni içeren elemanlarında radyal fonksiyonun toplam 

Ģeklinde yazılması gerekir. buna göre iki-elektronlu integrallerde ortaya çıkan olasılıklar 

dikkate alınarak, 

Coulomb integrali,  

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2, ; ,

1 1 2 2, ; ,

1 1 2 2, ; ,

( , ; , )

( , ; , )

( , ; , )

i i i i

i i i i

i i i i i i i i

L

n l n l n l n l

L

n l n l n l n l

L

n l n l n l n l

R

R

R

   

   

   
   

   

   

   

 

 

 

                                                                                          (4.1.4) 

“exchange” integrali, 

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1 2 2, ; ,

1 1 2 2, ; ,

1 1 2 2, ; ,

( , ; , )

( , ; , )

( , ; , )

i i i i

i i i i

i i i i i i i i

L

n l n l n l n l

L

n l n l n l n l

L

n l n l n l n l

R

R

R

   

   

   

 

 

   

   

   

   

 

 

 

                                                                                          (4.1.5) 

yazılır. 
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4.2. Coulomb ve Exchange Etkileşim Katsayıları 

DHFR denklemlerinde Coulomb ve “exchange” etkileĢimini ifade eden matris 

elemanlarında açısal momentum üzerinden integral alındığında matris elemanlarının analitik 

ifadesi radyal integrallerin çözümüne indirgenir.  Matris elemanının ait açısal kısmını ise 

, ( , ; , ) s L j m j md  katsayıları ile ifade edilir. 
1

2
s  durumunda, elektronlar arası etkileĢmenin 

elektrostatik etkileĢme olması vesilesi ile, 
1

,
2 ( , ; , ) 

L

j m j md  katsayıları da elektrostatik 

etkileĢim katsayıları (EEK) olarak tanımlanırlar. 
1

,
2 ( , ; , ) 

L

j m j md  katsayısının coulomb 

integralinin açısal kısmını ifade ettiği durumda durumunda ( , ; , ) La j m j m  coulomb 

elektrostatik etkileĢim katsayıları (CEEK), “exchange” integralinin açısal kısmını ifade ettiği 

durumda ise ( , ; , ) Lb j m j m  “exchange” elektrostatik etkileĢim katsayıları (EEEK) olarak 

ifade edilirler. (3.3.7.17) denklemi dikkate alınarak 
1

2
s  için, CEEK ve EEEK katsayıları, 
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Çizelge 11. , ( , ; , ) s L j m j md  katsayısının spin 
1

2
s  için CEEK değerleri 

j  
m

 
j  

m

 

1
,

2 ( , ; , ) 
L

j m j md  

( 1) L t  ( 1)L t  

    0 2 4 6 0 2 4 6 

1/2 1/2 7/2 7/2 1 - - - 1 - - - 

5/2 1 - - - 1 - - - 

3/2 1 - - - 1 - - - 

1/2 1 - - - 1 - - - 

3/2 3/2 7/2 7/2 1 1/15 - - 1 1/15 - - 

5/2 1 1/105 - - 1 1/105 - - 

3/2 1 -1/35 - - 1 -1/35 - - 

1/2 1 -1/21 - - 1 -1/21 - - 

5/2 5/2 7/2 7/2 1 2/21 1/231 - 1 2/21 1/231 - 

5/2 1 2/147 -13/1617 - 1 2/147 -13/1617 - 

3/2 1 -2/49 -1/539 - 1 -2/49 -1/539 - 

1/2 1 -10/147 3/539 - 1 -10/147 3/539 - 

7/2 7/2 7/2 7/2 1 1/9 1/121 25/184041 1 1/9 1/121 25/184041 

5/2 1 1/63 -13/847 -125/184041 1 1/63 -13/847 -125/184041 

3/2 1 -1/21 -3/847 25/20449 1 -1/21 -3/847 25/20449 

 1/2 1 -5/63 9/847 -125/184041 1 -5/63 9/847 -125/184041 
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Çizelge 12. , ( , ; , ) s L j m j md  katsayısının spin 
1

2
s  için EEEK değerleri 

j  m  j  m  

1
,

2 ( , ; , ) 
L

j m j md  

( 1) L t  ( 1)L t  

    
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 

1/2 1/2 7/2 7/2 - - - 1/7 - - - - - - 1/7 - - - 

5/2 - - - 6/49 - - - - - - 6/49 - - - 

3/2 - - - 5/49 - - - - - - 5/49 - - - 

1/2 - - - 4/49 - - - - - - 4/49 - - - 

3/2 3/2 7/2 7/2 - - 9/35 - 1/189 - - - - 9/35 0 1/189 - - 

5/2 - - 36/245 - 2/147 - - - - 36/245 - 2/147 - - 

3/2 - - 18/245 - 10/441 - - - - 18/245 - 10/441 - - 

1/2 - - 36/1225 - 40/1323 - - - - 36/1225 - 40/1323 - - 

5/2 5/2 7/2 7/2 - 3/7 - 2/63 - 5/7623 - - 3/7 - 2/63 - 5/7623 - 

5/2 - 6/49 - 8/147 - 50/17787 - - 6/49 - 8/147 - 50/17787 - 

3/2 - 1/49 - 8/147 - 125/17787 - - 1/49 - 8/147 - 125/17787 - 

 1/2 - - - 16/441 - 100/7623 - - - - 16/441 - 100/7623 - 

7/2 7/2 7/2 7/2 1 - 1/9 - 1/121 - 25/184041 1 - 1/9 - 1/121 - 25/184041 

5/2 - - 2/21 - 20/847 - 50/61347 - - 2/21 - 20/847 - 50/61347 

3/2 - - 2/63 - 30/847 - 500/184041 - - 2/63 - 30/847 - 500/184041 

1/2 - - - - 4/121 - 400/61347 - - - - 4/121 - 400/61347 
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Çizelge 11 ve 12‟den CEEK ve EEEK katsayılarının spin 
1

2
s  için elde edilen sonuçlarının 

Cooper (1965)  sonuçları ile, L nin 

( ,2), ( ,2) ,             min a c a c a c b d b d b dL Max j j Mod j j l l j j Mod j j l l  () 

 ( ,2), ( ,2)          max a c a c a c b d b d b dL Min j j Mod j j l l j j Mod j j l l  () 

sınırları çerçevesinde uyumlu olduğu görülür. Cooper  (1965) „ın elde ettiği sonuçlarda L nin 

alacağı değerler radyal integralin çözümünden bağımsız olarak sadece , j j  kuantum 

sayılarına bağlı olarak belirlendiğinden 
1

,
2 ( , ; , ) 

L

j m j md  katsayıları için sonuçlar da , j j  

kuantum sayılarının sınırları çerçevesinde bulunur. Dolayısı ile 
1

,
2 ( , ; , ) 

L

j m j md  katsayısının 

alacağı değerlerin olasılıkları daha geniĢ olarak elde edilir. Yine de, , j j  sınırlarına göre 

belirlenen 
1

,
2 ( , ; , ) 

L

j m j md  katsayısının alacağı değerlerin olasılıkları Coulomb ve 

“exchange” etkileĢme integrallerinin çözümü neticesinde, çizelge 11 ve çizelge 12‟den 

bulduğumuz değerlere benzer Ģekilde daralacaktır. Buna ek olarak, çizelge 11 ve çizelge 

12‟den spin 
1

2
s için, 1t ve 1 t  durumlarında aynı sonuçların alındığı böylece Coulomb 

ve “exchange” etkileĢme katsayılarının , l l  kuantum sayılarından bağımsız olduğu ancak 

L nin alacağı değerlerin olasılıklarının belirlenmesinde bu kuantum sayılarının da rol 

oynadığı görülür.  

 4.4. Bir-elektronlu Atomik Sistemlerin İncelenmesi 

Bir-elektronlu sistemlerin incelenmesi gerek radyal fonksiyonun özelliklerinin 

anlaĢılması, gerekse de göreli etkilerin çekirdek yüküne bağlılığının gözlenmesi bakımından 

önemlidir. Dolayısı ile, cebirsel yaklaĢım yöntemi ile yüksek spinli parçacıklar için önerilen 

Dirac denkleminin elektronik sistemler için Coulomb ve Yukawa potansiyelleri kullanılarak 

çözümü tezde ortaya konulan teorinin, Örtme, Potansiyel enerji ve Kinetik enerji matris 

elemanları için elde edilen analitik ifadelerin sağlaması olmakla birlikte Dirac denkleminin 

fiziksel özelliklerinin incelenmesi bakımından gereklidir.  
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Çizelge 13. H-benzer atomlar için atomik birimlerde Coulomb potansiyeli kullanılarak göreli temel ve uyarılmıĢ durum enerjileri 

Energy 

(a.u.) 
1/21s  1/2 1/22 / 2s p  3/22p  1/2 1/23 / 3s p  3/2 3/23 / 3p d  5/23d  1/2 1/24 / 4s p  3/2 3/24 / 4p d  5/2 5/24 / 4d f  7/24 f  

H  0.500006657 0.125002080 0.125000416 0.055556295 0.055555802 0.055555638 0.031250338 0.031250130 0.031250061 0.031250026 

1He  2.000106514 0.500033286 0.500006657 0.222234057 0.222226167 0.222223537 0.125005409 0.125002080 0.125000971 0.125000416 

2Li  4.500539299 1.125168533 1.125033700 0.500059921 0.500019971 0.500006657 0.281277385 0.281260531 0.281254914 0.281252106 

3Be  8.001704770 2.000532750 2.000106514 0.889078303 0.888952009 0.888909927 0.500086565 0.500033286 0.500015532 0.500006657 

4B
 12.504163034 3.126300986 3.125260060 1.389351431 1.389043000 1.388940254 0.781461382 0.781331269 0.781287922 0.781266251 

5C
 18.008634998 4.502698550 4.500539299 2.000959394 2.000319590 2.000106514 1.125438430 1.125168533 1.125078638 1.125033700 

6N 
 24.516002948 6.130001207 6.125999205 2.724000200 2.722814358 2.722419560 1.532062485 1.531562256 1.531395692 1.531312435 

7O
 32.027311253 8.008535406 8.001704770 3.558589857 3.556565821 3.555892220 2.001386533 2.000532752 2.000248556 2.000106514 

8F
 40.543767210 10.138678554 10.127731021 4.504862451 4.501618447 4.500539299 2.533471813 2.532103467 2.531648160 2.531420620 

9Ne  50.066742016 12.520859337 12.504163034 5.562970261 5.558022660 5.556377579 3.128387851 3.126300991 3.125606896 3.125260060 

10Na  60.597771881 15.155558079 15.131095950 6.733083862 6.725834852 6.723425821 3.786212514 3.783155061 3.782138615 3.781630767 

11Mg  72.138559270 18.043307153 18.008634998 8.015392267 8.005117398 8.001704770 4.507032063 4.502698566 4.501258632 4.500539299 

12Al  84.690974296 21.184691433 21.136895510 9.410103070 9.395938666 9.391237149 5.290941207 5.284967555 5.282983733 5.281992842 

13Si  98.257056244 24.580348794 24.516002948 10.917442602 10.898373032 10.892047671 6.138043177 6.130001247 6.127332154 6.125999205 

14P
 112.839015250 28.230970659 28.146092929 12.537656110 12.512500898 12.504163034 7.048449792 7.037842033 7.034323618 7.032566826 

15S
 128.439234125 32.137302596 32.027311253 14.271007954 14.238408708 14.227611923 8.022281538 8.008535492 8.003979304 8.001704770 

16Cl  145.060270330 36.300144963 36.159813930 16.117781803 16.076188967 16.062425016 9.059667657 9.042130397 9.036321868 9.033422727 

17Ar  162.704858109 40.720353608 40.543767210 18.078280867 18.025940263 18.008634998 10.160746230 10.138678725 10.131375439 10.127731021 

18K
 181.375910781 45.398840616 45.179347625 20.152828134 20.087767283 20.066276530 11.325664286 11.298235670 11.289165623 11.284640597 

19Ca  201.076523201 50.336575113 50.066742016 22.341766630 22.261780842 22.235386287 12.554577895 12.520859653 12.509719502 12.504163034 

20Sc  221.809974383 55.534584124 55.206147575 24.645459691 24.548097903 24.516002948 13.847652291 13.806612335 13.793065640 13.786310539 

21Ti  243.579730307 60.993953493 60.597771881 27.064291258 26.946841606 26.908167197 15.205061981 15.155558631 15.139234088 15.131095950 

22V  266.389446903 66.715828856 66.241832943 29.598666189 29.458141291 29.411921727 16.626990879 16.567766722 16.548256378 16.538532737 

23Cr  290.242973219 72.701416678 72.138559270 32.249010589 32.082132527 32.027311257 18.113632438 18.043308071 18.020165536 18.008634998 

25Fe  
341.097837203 85.468866375 84.690974296 37.899420591 37.668763270 37.593184227 21.281875902 21.184692900 21.152784020 21.136895510 

28Cu
 425.316426898 106.631671249 105.420906258 47.256721733 46.897646942 46.780490234 26.524987281 26.373746624 26.324274881 26.299666247 
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29Zn  
455.524906269 114.228423151 112.839015250 50.613068002 50.200987292 50.066742016 28.404520422 28.230974053 28.174282594 28.146092929 

33Se  587.180010642 147.372804217 145.060270330 65.240479263 64.554424257 64.332416843 36.588933893 36.300152054 36.206372055 36.159813928 

35Kr  659.583511678 165.625589614 162.704858109 73.284577636 72.417961879 72.138559271 41.085044651 40.720363546 40.602320294 40.543767210 

36Rb  697.451766831 175.179215998 171.911887190 77.491705020 76.522175470 76.210197333 43.435191485 43.027264779 42.895448111 42.830092590 

37Sr  
736.440283953 185.020580269 181.375910782 81.823256500 80.741652109 80.394310500 45.853856523 45.398854301 45.252083579 45.179347625 

38Y  
776.556341667 195.151975434 191.097321433 86.279972254 85.076625225 84.690974296 48.341398452 47.835255069 47.672282528 47.591555992 

39Zr  
817.807495063 205.575782556 201.076523201 90.862742335 89.527335134 89.100266344 50.898188926 50.336593664 50.156102344 50.066742016 

40Nb  
860.201583566 216.294473310 211.313931739 95.572407481 94.094029095 93.622266376 53.524612880 52.903000312 52.703601978 52.604930670 

49Sn  
1294.626148771 326.488860216 315.144354791 143.828050227 140.457868352 139.406335662 80.366473942 78.952055815 78.507198855 78.288189857 

53Xe  1519.473342882 383.779979622 368.107869867 168.798808141 164.141114651 162.704858109 94.206326524 92.253567804 91.645665996 91.347172796 

79Hg
 3532.192089936 904.618791796 817.807495063 392.016990646 366.142608751 358.986848012 216.299145170 205.577084122 202.536302430 201.076523201 

85Rn  4158.424331533 1069.643814540 948.451395342 461.279959340 425.136191334 415.485225535 253.535705211 238.628945632 234.523112032 232.565090245 

89Th  
4617.757542443 1191.578906181 1041.374504577 511.994324766 467.182256505 455.524906269 280.583941950 262.173646492 257.210162799 254.854357520 

91U 
 

4861.197896989 1256.503912615 1089.611415934 538.835425203 489.036815405 476.261594241 294.821570246 274.407643099 268.965875454 266.389446903 
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Çizelge 14. H-benzer atomların Coulomb potansiyeli kullanılarak elde edilen göreli temel ve uyarılmıĢ durum enerjileri için elde edilmiĢ en-iyileĢtirme 

parametreleri 

Orbital 

Parameters 1/21s  
1/2 1/22 / 2s p  

3/22 p  
1/2 1/23 / 3s p  

3/2 3/23 / 3p d  
5/23d  

1/2 1/24 / 4s p  
3/2 3/24 / 4p d  

5/2 5/24 / 4d f  
7/24 f  

H  1.986164727 0.780372326 0.812619119 0.517829203 0.464670952 0.485229809 0.333708966 0.349300218 0.319393277 0.185228704 

1He  4.267678193 1.643516939 1.700799218 1.096547878 0.964213453 1.009790489 0.690215036 0.724742855 0.670640689 0.587722423 

2Li  6.686364535 2.548638586 2.628635734 1.699045227 1.482866215 1.549304639 1.063892654 1.112283103 1.029364836 1.092708755 

3Be  9.224280727 3.483488533 3.580981263 2.322293701 2.010065345 2.099825561 1.443956167 1.507300086 1.389854001 1.471007250 

4B
 11.848472451 4.446621014 4.555808620 2.961394625 2.547828367 2.658914059 1.834352274 1.912649664 1.756054884 1.846449886 

5C
 14.546352274 5.429572362 5.547810566 3.618219126 3.097402180 3.227244310 2.232225116 2.322620117 2.126876643 2.229369257 

6N 
 17.310140737 6.428557510 6.555734232 4.287868528 3.648993517 3.800195437 2.634718835 2.737211448 2.502319279 2.619765364 

7O
 20.147617301 7.449700826 7.578805300 4.965444155 4.209131223 4.380623300 3.043598448 3.159279514 2.880617774 2.999828876 

8F
 23.051002505 8.490663008 8.612490848 5.655844683 4.775797773 4.965672040 3.459280619 3.583112598 3.260681287 3.397701718 

9Ne  26.004620989 9.541534624 9.660070930 6.359070111 5.347746270 5.553576638 3.875636968 4.012657400 3.644691499 3.797339578 

10Na  28.995716582 10.604654973 10.716238307 7.070221764 5.924976713 6.148957972 4.300560893 4.443967219 4.032231747 4.195212421 

11Mg  32.039224197 11.685254889 11.780992977 7.789299642 6.507489102 6.747195165 4.727249836 4.880988756 4.419771995 4.602327016 

12Al  35.135143833 12.774318472 12.859642182 8.518174872 7.093265913 7.348962393 5.158559655 5.319775311 4.810168102 5.015153329 

13Si  38.283475492 13.883200922 13.948905866 9.254976327 7.684324670 7.956441339 5.595581192 5.761417724 5.202329226 5.414791189 

14P
 41.476572362 14.998207738 15.041449605 9.999704007 8.277400952 8.563920284 6.034367747 6.207681014 5.598437051 5.824761643 

15S
 44.709708455 16.126909055 16.142580638 10.752357911 8.873741655 9.178875966 6.476010160 6.656800163 5.995219052 6.236497115 

16Cl  47.975236958 17.267859105 17.252298965 11.509910492 9.476611204 9.793831647 6.925129309 7.107684330 6.393091894 6.649323428 

17Ar  51.293177483 18.422503656 18.372631772 12.280287973 10.081498276 10.413408205 7.373157617 7.561424355 6.792729754 7.071391494 

18K
 54.643510419 19.585611873 19.496244633 13.053693003 10.689649771 11.034749780 7.826897642 8.018020240 7.195223473 7.485982825 

19Ca  58.033882577 20.762414591 20.630471974 13.836895385 11.303083212 11.658947215 8.286349385 8.476381142 7.597717191 7.897718297 

20Sc  61.469019947 21.949126742 21.771259424 14.626152865 11.916516652 12.286000508 8.746475305 8.937597903 8.003066769 8.315165486 

21Ti  64.936549727 23.141963259 22.919381298 15.425207696 12.535232039 12.915909660 9.210547925 9.403435540 8.410181364 8.737233552 

22V  68.464138341 24.354618644 24.070783228 16.229161204 13.157211848 13.547583830 9.676385563 9.869273178 8.817295960 9.163922495 

23Cr  72.016472555 25.573398396 25.230772451 17.041040937 13.781209181 14.183878876 10.149699935 10.336875833 9.227266414 9.585990561 

25Fe  
79.233611837 28.043025499 27.569952672 18.685551528 15.038997114 15.459324828 11.100949558 11.281739561 10.051828199 10.430126693 
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28Cu
 90.349949877 31.829080922 31.122673068 21.207222776 16.948439009 17.391731014 12.552564636 12.712689451 11.295602191 11.715905239 

29Zn  
94.133877721 33.111995875 32.319038653 22.062475888 17.589529080 18.040123672 13.042597497 13.193480559 11.713049380 12.144359200 

33Se  109.688707596 38.362568886 37.165386373 25.555980777 20.186057310 20.655450335 15.037256761 15.142605234 13.393844909 13.874636018 

35Kr  117.701479188 41.061900026 39.622282975 27.345749247 21.499158502 21.974665858 16.057562020 16.128382674 14.242601918 14.742967374 

36Rb  121.777933623 42.428769047 40.855024923 28.253458383 22.159358833 22.636246969 16.571790106 16.623036412 14.669290861 15.178898070 

37Sr  
125.899153268 43.803208201 42.098381351 29.170964871 22.822823586 23.301358116 17.088874050 17.123401868 15.094214786 15.615919607 

38Y  
130.065138125 45.189896088 43.348297887 30.094526456 23.489552762 23.967560104 17.610578871 17.622676483 15.522668746 16.057562020 

39Zr  
134.271162204 46.596402842 44.600241609 31.022986717 24.159546360 24.635527110 18.135139550 18.125897797 15.952213548 16.493492716 

40Nb  
138.517225504 48.009033963 45.860772626 31.964271880 24.830310583 25.306349975 18.664321107 18.628028271 16.381758349 16.933370112 

49Sn  
179.023320073 61.353815329 57.431622924 40.822898209 30.995566041 31.419197287 23.593882486 23.257588545 20.301347064 20.937642111 

53Xe  198.426862615 67.671293756 62.717767046 45.009831174 33.806047837 34.182551152 25.894254573 25.367928876 22.072537595 22.737648742 

79Hg
 355.873606666 116.778118955 99.403228800 77.412255042 53.208906684 52.830335946 42.936685369 39.956248664 33.989663537 34.753737262 

85Rn  403.903665838 130.908215232 108.505315147 86.677977659 57.999218847 57.306157300 47.5541480315 43.561973644 36.846268263 37.600009394 

89Th  
439.812106573 141.169747785 114.724603024 93.398250352 61.266511301 60.328598558 50.823579070 46.022470546 38.772962732 39.514606250 

91U 
 

459.170883904 146.594353299 117.879210619 96.943054845 62.925796634 61.852799308 52.521093088 47.271956255 39.743786702 40.477953485 
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ġekil 6. H-benzer atomlar için orbital parametrelerinin çekirdek yüküne bağlı olarak değiĢimi 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 7. H-benzer atomlar için orbital parametrelerinin enerji seviyelerine göre değiĢimi 

1/2 1/2 1/2 3/2 1/2 1/2 3/2 3/2 5/2 1/2 1/2

3/2 3/2 5/2 5/2 7/2

(1 1 ;2 2 / 2 ;3 2 ;4 3 / 3 ;5 3 / 3 ;6 3 ;7 4 / 4 ;

8 4 / 4 ;9 4 / 4 ;10 4 )

      

  

s s p p s p p d d s p

p d d f f
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Çizelge 15. H-benzer atomların atomik birimlerde Yukawa  
 

 
 

re

r
 potansiyeli kullanılarak 

sırası ile 0.01,0.05,0.1  değerleri için göreli temel ve uyarılmıĢ durum enerjileri 

Energy 

(a.u.) 
1/21s  

1/2 1/22 / 2s p  
3/22 p  

1/2 1/23 / 3s p  
3/2 3/23 / 3p d  

H  
0.490081162 

0.451823054 

0.407064568 

0.115295360 

0.081773156 

0.049929943 

0.115245639 

0.080740775 

0.046534709 

0.046199588 

0.019353126 

0.003208297 

0.046153348 

0.018557934 

0.001589062 

1He  
1.980181260 

1.901951160 

1.807371724 

0.480329836 

0.407136371 

0.327116144 

0.480254209 

0.405976389 

0.322967753 

0.202892511 

0.137329073 

0.077419365 

0.202836827 

0.136319283 

0.074233929 

2Li  
4.470614121 

4.352393635 

4.207878666 

1.095466181 

0.982394729 

0.853111144 

1.095282048 

0.981090093 

0.848586940 

0.470723671 

0.365676946 

0.258547447 

0.470635244 

0.364559394 

0.254790799 

3Be  
7.961779624 

7.803563882 

7.609081802 

1.960830927 

1.807822772 

1.628938770 

1.960355258 

1.806208388 

1.623983977 

0.849744715 

0.704978184 

0.549448740 

0.849569625 

0.703735122 

0.545320826 

4B  
12.454237901 

12.256024880 

12.011562429 

3.076599453 

2.883629623 

2.654995565 

3.075509036 

2.881389859 

2.649341910 

1.340019412 

1.155428332 

0.950942062 

1.339662021 

1.153979606 

0.946455963 

5C  
17.948709868 

17.710498512 

17.416048812 

4.442997183 

4.210052651 

3.931588642 

4.440788425 

4.206687896 

3.924761478 

1.941628379 

1.717156941 

1.463404375 

1.940939537 

1.715361568 

1.458468560 

6N   
24.446077812 

24.167867488 

23.823426465 

6.060299930 

5.787372978 

5.459031112 

6.056248430 

5.782161234 

5.450323386 

2.654669857 

2.390284669 

2.087075190 

2.653434951 

2.387932947 

2.081509696 

7O  
31.947386107 

31.629176391 

31.234741397 

7.928834164 

7.615919795 

7.237668926 

7.921954063 

7.607876797 

7.226106151 

3.479259967 

3.174939375 

2.822146829 

3.477186881 

3.171742425 

2.815682259 

8F   
40.453842047 

40.095632637 

39.651201829 

10.048977311 

9.696072060 

9.267890681 

10.037980361 

9.683910707 

9.252192592 

4.415532863 

4.071261960 

3.668798260 

4.412239852 

4.066840319 

3.661068756 

9Ne  
49.966816836 

49.568607498 

49.074179516 

12.421158060 

12.028259402 

11.550131936 

12.404412403 

12.010348705 

11.528672592 

5.463640861 

5.079408888 

4.627209917 

5.458644321 

5.073280663 

4.617743561 

10Na  
60.487846676 

60.049637225 

59.505211021 

15.045856743 

14.612962752 

14.084877477 

15.021345338 

14.587286364 

14.055644420 

6.623754562 

6.199553462 

5.697570952 

6.616456705 

6.191122192 

5.685778906 

11Mg  
72.018634041 

71.540424315 

70.945999053 

17.923605736 

17.450714888 

16.872662703 

17.888884392 

17.414829197 

16.833215424 

7.896062998 

7.431886543 

6.880083124 

7.885739389 

7.420428874 

6.865248060 

12Al  
84.561049036 

84.042838902 

83.398413888 

21.054989916 

20.542100970 

19.914074603 

21.007144902 

20.493092741 

19.861502429 

9.280773772 

8.776617014 

8.174963080 

9.266560754 

8.761270200 

8.156227144 

13Si  
98.117130952 

97.558920292 

96.864494934 

24.440647159 

23.887759074 

23.209752584 

24.376252331 

23.822202602 

23.140631975 

10.778113223 

10.233972138 

9.582443746 

10.758995183 

10.213721347 

9.558796191 

14P  
112.689089925 

112.090878621 

111.346452404 

28.081268887 

27.488380780 

26.760389203 

27.996342297 

27.402294503 

26.670740479 

12.388326610 

11.804197871 

11.102775303 

12.363123082 

11.777863323 

11.073039838 
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15S   
128.279308747 

127.641096720 

126.846669197 

31.977600671 

31.344711758 

30.566730881 

31.867560599 

31.233514328 

30.451974343 

14.111678285 

13.487559087 

12.736225863 

14.079030901 

13.453783018 

12.699047749 

16Cl  
144.890344897 

144.212132045 

143.367702777 

36.130442868 

35.457552463 

34.629578628 

35.990063251 

35.316018144 

34.484490045 

15.948451930 

15.284339853 

14.483082004 

15.906811147 

15.241573297 

14.436914941 

17Ar  
162.524932641 

161.806718862 

160.912287499 

40.540651337 

39.827758797 

38.949788815 

40.364016504 

39.649972251 

38.768454199 

17.898950747 

17.194843694 

16.343649218 

17.846562413 

17.141333014 

16.286741975 

18K   
181.185985268 

180.427770470 

179.483336632 

45.209138146 

44.456242915 

43.528273933 

44.989596882 

44.235553218 

43.304043630 

19.963497763 

19.219393866 

18.318252330 

19.898389382 

19.153167068 

18.248635107 

23Cr  
290.003047376 

289.044826370 

287.850375556 

72.461713019 

71.508796942 

70.330798599 

71.898808292 

70.944764415 

69.763279271 

32.009678411 

31.065568456 

29.914572632 

31.842754162 

30.897551944 

29.743224044 

28Cu  
425.026500761 

423.868271365 

422.423796999 

106.341966124 

105.189018689 

103.760946493 

105.131154969 

103.977106985 

102.545625725 

46.967387180 

45.823243341 

44.422253585 

46.608267807 

45.463067980 

44.058842672 

33Se  
586.840084303 

585.481844713 

583.787340405 

147.033097161 

145.680109481 

144.001928070 

144.720518632 

143.366463661 

141.684972432 

64.901141854 

63.556942849 

61.905861821 

64.215044097 

62.869834689 

61.215647974 

35Kr  
659.223584268 

657.785340941 

655.990822917 

165.265881986 

163.832875297 

162.054641524 

162.345106225 

160.911047754 

159.129549470 

72.925238734 

71.501012721 

69.749872768 

72.058581241 

70.633365343 

68.879180677 

36Rb  
697.081838735 

695.603592750 

693.759068754 

174.809507672 

173.336491334 

171.508229328 

171.542135217 

170.068074861 

168.236572460 

77.122365927 

75.658124207 

73.856951831 

76.152794599 

74.687574922 

72.883388826 

53Xe  
1518.933412423 

1516.775119916 

1514.080426017 

383.240260748 

381.087028272 

378.408112324 

367.568115840 

365.414010691 

362.732388599 

168.259449337 

166.114864985 

163.462742722 

163.601728272 

161.456401627 

158.802000424 

85Rn  
4157.564262195 

4154.125730543 

4149.830101187 

1068.783975158 

1065.350029799 

1061.069106610 

947.591635173 

944.157385878 

939.875330865 

460.420534537 

456.994757840 

452.739133515 

424.276788002 

420.851080619 

416.595591511 
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Çizelge 16. H-benzer atomların Yukawa  
 

 
 

re

r
 potansiyeli kullanılarak sırası ile 

0.01,0.05,0.1  değerleri için elde edilen göreli temel ve uyarılmıĢ durum enerjilerinin en-

iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri 

Orbital  

Parameters 
1s  1/2 1/22 / 2s p  

3/22 p  
1/2 1/23 / 3s p  

3/2 3/23 / 3p d  

H  
2.015094196 

2.068565155 

2.002471415 

0.869938332 

0.816467373 

0.643431716 

0.556913887 

0.783420503 

0.656054497 

0.503442928 

0.416925099 

0.236088134 

0.462594750 

0.276936312 

0.203041264 

1He  
4.214066621 

4.321008539 

4.214066621 

1.702069751 

1.722493839 

1.442516264 

1.462940353 

1.562080963 

1.422092175 

1.055596771 

1.022549901 

0.829090154 

1.149915908 

0.762996415 

0.783420503 

2Li  
6.672592533 

6.693016621 

6.626922881 

2.628520305 

2.608096217 

2.435060559 

2.475908737 

2.608096217 

2.608096217 

1.689446969 

1.615551922 

1.529034093 

1.562080963 

1.376422524 

1.462940353 

3Be  
9.138919752 

9.278908540 

9.052401923 

3.394557984 

3.468453032 

3.448028943 

2.475908737 

3.208899545 

2.974591621 

2.335919949 

2.295071771 

2.155082984 

2.195931161 

1.742917928 

2.002471415 

4B  
11.823952280 

11.803528191 

11.836575061 

4.440573237 

4.394903586 

4.354055409 

4.394903586 

4.761398991 

4.580562025 

2.974591621 

2.941544751 

2.842404141 

2.608096217 

2.628520305 

2.475908737 

5C  
14.575078548 

14.575078548 

14.488560719 

5.486588491 

5.354401011 

5.400070662 

4.287961669 

5.766566067 

4.168396970 

3.621064600 

3.567593641 

3.521923990 

3.341087025 

3.114580408 

3.208899545 

6N   
17.267912384 

17.247488295 

17.313582035 

6.446085916 

6.446085916 

6.400416265 

5.214412224 

5.720896415 

6.079590512 

4.287961669 

4.234490710 

4.168396970 

3.341087025 

3.801901566 

3.068910757 

7O  
20.125980570 

20.179451529 

20.125980570 

7.499902478 

7.405583341 

7.459054300 

7.405583341 

5.720896415 

5.733519197 

4.967481518 

4.947057429 

4.860539601 

4.168396970 

3.801901566 

4.547515155 

8F   
23.037519714 

23.111414762 

23.037519714 

8.459399902 

8.459399902 

8.472022684 

8.459399902 

8.232893286 

8.245516067 

5.667425457 

5.647001368 

5.593530409 

4.947057429 

4.181019751 

5.120093087 

9Ne  
26.022953907 

25.989907037 

25.949058859 

9.518037937 

9.551084807 

9.484991067 

8.665482430 

8.772424348 

9.764968643 

6.379992176 

6.346945306 

6.260427477 

4.774021772 

5.053999347 

4.893586471 

10Na  
29.021010880 

29.008388099 

29.021010880 

10.510582232 

10.564053191 

10.551430410 

10.464912581 

10.704041979 

10.144086828 

7.059512026 

7.039087937 

7.006041067 

5.260081875 

5.486588491 

5.873507984 

11Mg  32.059916031 

32.113386990 

32.039491942 

11.650916622 

11.610068445 

11.610068445 

11.103584253 

11.696586273 

10.497959451 

7.812926923 

7.759455964 

7.705985005 

6.313898436 

6.906900457 

6.446085916 

12Al  
35.131868052 

35.131868052 

35.037548916 

12.729978746 

12.729978746 

12.696931876 

12.656083698 

12.330436472 

13.289933897 

8.525493642 

8.525493642 

8.459399902 

7.359913690 

7.039087937 

7.273395861 

13Si  
38.323384772 

38.269913814 

38.282536595 

13.895558699 

13.882935917 

13.796418089 

13.849889047 

12.956485363 

13.236462938 

9.238060362 

9.278908540 

9.205013492 

7.405583341 

8.232893286 

7.039087937 

14P  
41.474053315 

41.568372451 

41.514901492 

14.961998041 

14.995044911 

14.928951171 

14.575078548 

15.402388493 

14.755915514 

10.011899348 

9.971051170 

9.938004300 

8.092904498 

8.365080766 

8.232893286 

15S   

44.706418212 

44.792936041 

44.673371342 

16.114955213 

16.081908343 

16.127577994 

16.707957233 

16.201473041 

16.494073398 

10.757512937 

10.757512937 

10.691419198 

8.838518088 

9.184589403 

8.232893286 
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16Cl  
48.050546501 

48.070970590 

48.050546501 

17.181394555 

17.280535165 

17.247488295 

17.087075419 

17.000557590 

17.247488295 

11.523550616 

11.510927835 

11.470079657 

9.785392731 

9.418897327 

9.785392731 

17Ar  
51.282911399 

51.315958269 

51.209016351 

18.466539206 

18.400445467 

18.466539206 

18.046572843 

18.466539206 

17.787019357 

12.297389602 

12.297389602 

12.243918643 

10.131464047 

9.958428389 

10.144086828 

18K   
54.560945948 

54.680510646 

54.754405694 

19.553402638 

19.553402638 

19.599072289 

18.593905213 

19.779909254 

19.825578906 

13.076050061 

13.043003191 

13.009956321 

11.103584253 

11.017066424 

10.357970663 

23Cr  
71.897993335 

71.984511164 

71.984511164 

25.582563455 

25.582563455 

25.602987544 

24.849572646 

25.809070071 

25.216068051 

17.041405767 

17.041405767 

17.041405767 

13.602958342 

13.982076527 

14.162913493 

28Cu  
90.342328243 

90.248009107 

90.482317031 

31.833409415 

31.746891586 

31.746891586 

31.199559216 

31.426065833 

31.199559216 

21.151571735 

21.192419912 

21.192419912 

17.354430213 

17.181394555 

16.687533144 

33Se  
109.684888310 

109.618794570 

109.824877097 

38.323384772 

38.323384772 

38.409902601 

37.150003512 

37.363887348 

37.289992300 

25.569940674 

25.623411633 

25.536893804 

20.439005015 

19.919898042 

20.072509611 

35Kr  
117.760409983 

117.694316243 

117.747787202 

41.041464171 

41.107557910 

41.074511040 

40.155861793 

39.422870985 

39.369400026 

27.328522647 

27.361569517 

27.315899866 

21.151571735 

21.612386275 

21.518067139 

36Rb  
122.178778922 

121.812283518 

121.931848217 

42.301363260 

42.453974828 

42.301363260 

41.107557910 

40.708015636 

40.761486595 

28.275397291 

28.234549113 

28.221926332 

22.111069159 

22.291906125 

22.291906125 

53Xe  
198.576898981 

198.444711501 

198.576898981 

67.507849793 

67.660461362 

67.780026061 

62.896021107 

62.743409538 

62.636467621 

44.932924829 

44.932924829 

44.945547610 

33.485049470 

33.938062703 

34.032381840 

85Rn  
403.275497707 

403.275497707 

403.568098063 

131.213798020 

131.213798020 

131.259467671 

109.071462200 

109.025792549 

108.984944371 

86.916503599 

86.916503599 

86.550008195 

58.365888777 

58.052864332 

57.385967263 
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Çizelge 17. H-benzer atomların atomik birimlerde Screened Coulomb-like Yukawa 
1









 
 
 

re

r
 

potansiyeli kullanılarak sırası ile 0.01,0.05,0.1  değerleri için göreli temel ve uyarılmıĢ 

durum enerjileri 

Energy 

(a.u.) 
1/21s  

1/2 1/22 / 2s p  
3/22 p  

1/2 1/23 / 3s p  
3/2 3/23 / 3p d  

H  
0.490080889 

0.451822775 

0.407064285 

0.115295574 

0.081773315 

0.049930050 

0.115245938 

0.080741020 

0.046534895 

0.046199749 

0.019353214 

0.003208325 

0.046153537 

0.018558046 

0.001589097 

1He  
1.980177415 

1.901947355 

1.807367974 

0.480330047 

0.407136517 

0.327116226 

0.480254756 

0.405976878 

0.322968180 

0.202892907 

0.137329353 

0.077419540 

0.202837335 

0.136319674 

0.074234200 

2Li  
4.470601821 

4.352381442 

4.207866612 

1.095465767 

0.982394260 

0.853110627 

1.095282390 

0.981090393 

0.848587200 

0.470724194 

0.365677331 

0.258547703 

0.470636019 

0.364560032 

0.254791297 

3Be  
7.961753144 

7.803537590 

7.609055750 

1.960829058 

1.807820871 

1.628936851 

1.960354732 

1.806207851 

1.623983437 

0.849745160 

0.704978483 

0.549448902 

0.849570518 

0.703735873 

0.545321432 

4B  
12.454190922 

12.255978180 

12.011516084 

3.076595148 

2.883625318 

2.654991285 

3.075506832 

2.881387683 

2.649339781 

1.340019510 

1.155428285 

0.950941882 

1.339662821 

1.153980267 

0.946456486 

5C  
17.948635609 

17.710424632 

17.415975410 

4.442989344 

4.210044855 

3.931580923 

4.440783618 

4.206683166 

3.924756856 

1.941627810 

1.717156235 

1.463403549 

1.940939979 

1.715361884 

1.458468753 

6N   
24.445969110 

24.167759270 

23.823318857 

6.060287365 

5.787360504 

5.459018776 

6.056240004 

5.782152939 

5.450315268 

2.654668257 

2.390282948 

2.087073369 

2.653434729 

2.387932618 

2.081509269 

7O  
31.947235468 

31.629026347 

31.234592105 

7.928815600 

7.615901374 

7.237650712 

7.921940923 

7.607863848 

7.226093455 

3.479256936 

3.174936245 

2.822143626 

3.477185656 

3.171741118 

2.815680884 

8F   
40.453641688 

40.095432991 

39.651003077 

10.048951397 

9.696046350 

9.267865250 

10.037961343 

9.683891946 

9.252174165 

4.415527970 

4.071256993 

3.668793256 

4.412237253 

4.066837667 

3.661066074 

9Ne  
49.966558710 

49.568350207 

49.073923272 

12.421123384 

12.028224993 

11.550097885 

12.404386285 

12.010322913 

11.528647222 

5.463633645 

5.079401630 

4.627202662 

5.458639951 

5.073276272 

4.617739184 

10Na  
60.487522500 

60.049314005 

59.504889002 

15.045811831 

14.612918175 

14.084833345 

15.021310841 

14.587252268 

14.055610839 

6.623744539 

6.199543432 

5.697560963 

6.616450139 

6.191115646 

5.685772421 

11Mg  
72.018235294 

71.540026659 

70.945602760 

17.923549057 

17.450658612 

16.872606964 

17.888840191 

17.414785474 

16.833172313 

7.896049654 

7.431873231 

6.880069906 

7.885730187 

7.420419734 

6.865239034 

12Al  
84.560566995 

84.042358085 

83.397934590 

21.054919882 

20.542031418 

19.914005683 

21.007089625 

20.493038023 

19.861448426 

9.280756576 

8.776599890 

8.174946102 

9.266548452 

8.761258000 

8.156215116 

13Si  
98.116556683 

97.558347384 

96.863923723 

24.440562135 

23.887674616 

23.209668850 

24.376184565 

23.822135479 

23.140565669 

10.778091618 

10.233950656 

9.582422465 

10.758979293 

10.213705615 

9.558780688 

14P  
112.688414299 

112.090204501 

111.345780159 

28.081167195 

27.488279724 

26.760288975 

27.996260588 

27.402213526 

26.670660426 

12.388300018 

11.804171448 

11.102749146 

12.363103113 

11.777843554 

11.073020362 

15S   
128.278522464 

127.640312075 

126.845886587 

31.977480574 

31.344592381 

30.566612432 

31.867463460 

31.233418006 

30.451879059 

14.111646109 

13.487527122 

12.736194228 

14.079006328 

13.453758704 

12.699023795 
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16Cl  
144.889438438 

144.211227348 

143.366800333 

36.130302583 

35.457412977 

34.629440186 

35.989949154 

35.315904957 

34.484378014 

15.948413555 

15.284301752 

14.483044295 

15.906781444 

15.241543903 

14.436885979 

17Ar  
162.523896343 

161.805684453 

160.911255502 

40.540489031 

39.827597393 

38.949628557 

40.363883890 

39.649840649 

38.768323868 

17.898905548 

17.194798804 

16.343604795 

17.846527024 

17.141297997 

16.286707463 

18K   
181.184809212 

180.426596480 

179.482165277 

45.208951947 

44.456057711 

43.528089988 

44.989444171 

44.235401611 

43.303893414 

19.963445049 

19.219341553 

18.318200545 

19.898347755 

19.153125869 

18.248594494 

23Cr  
290.001018283 

289.042800029 

287.848352890 

72.461377625 

71.508463020 

70.330466542 

71.898530237 

70.944487982 

69.763004869 

32.009577718 

31.065468432 

29.914473580 

31.842672442 

30.897470994 

29.743144095 

28Cu  
425.023344339 

423.865118463 

422.420648691 

106.341427373 

105.188482075 

103.760412443 

105.130707763 

103.976661960 

102.545183435 

46.967218851 

45.823076132 

44.422087726 

46.608130114 

45.462931417 

44.058707581 

33Se  
586.835499340 

585.477265672 

583.782767099 

147.032294418 

145.679309216 

144.001131186 

144.719855527 

143.365803321 

141.684315545 

64.900882973 

63.556685809 

61.905606819 

64.214833163 

62.869625300 

61.215440574 

35Kr  
659.218340823 

657.780101703 

655.985589472 

165.264954860 

163.831951078 

162.053720916 

162.344343045 

160.910287585 

159.128793080 

72.924936978 

71.500712863 

69.749574964 

72.058335860 

70.633121694 

68.878939206 

36Rb  
697.076243689 

695.598002190 

693.753483442 

174.808514185 

173.335500826 

171.507242710 

171.541318966 

170.067261743 

168.235763293 

77.122039664 

75.657801954 

73.856630157 

76.152530862 

74.687313020 

72.883129207 

53Xe  
1518.919451778 

1516.761171408 

1514.066474542 

383.237606573 

381.084376051 

378.405466926 

367.566067942 

365.411968179 

362.730352900 

168.258500229 

166.113916868 

163.461797715 

163.601026071 

161.455702894 

158.801306132 

85Rn  
4157.511924239 

4154.072930021 

4149.777715948 

1068.772223481 

1065.338267878 

1061.057263256 

947.585285817 

944.151046978 

939.869005516 

460.414406619 

456.988534457 

452.732949081 

424.274459792 

420.848758167 

416.593278370 
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Çizelge 18. H-benzer atomların Screened Coulomb-like Yukawa  
1









 
 
 

re

r
 potansiyeli 

kullanılarak sırası ile 610   ve 0.01,0.05,0.1  değerleri için elde edilen göreli temel ve 

uyarılmıĢ durum enerjilerinin en-iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri 

Orbital  

Parameters 
1/21s  

1/2 1/22 / 2s p  
3/22 p  

1/2 1/23 / 3s p  
3/2 3/23 / 3p d  

H  
2.002471415 

2.055942374 

2.015094196 

0.869938332 

0.783420503 

0.696902675 

0.696902675 

0.742572326 

0.556913887 

0.516065709 

0.396501010 

0.236088134 

0.569536668 

0.376076921 

0.223465353 

1He  
4.300584450 

4.147972881 

4.127548792 

1.615551922 

1.702069751 

1.582505052 

1.516411312 

1.562080963 

1.562080963 

1.055596771 

1.042973990 

0.829090154 

1.055596771 

0.923409291 

0.623007627 

2Li  
6.586074704 

6.713440710 

6.626922881 

2.575049347 

2.475908737 

2.435060559 

2.702415353 

2.249402120 

2.475908737 

1.702069751 

1.562080963 

1.475563134 

1.422092175 

1.216009648 

1.335574346 

3Be  
9.278908540 

9.278908540 

9.098071574 

3.435406162 

3.481075813 

3.481075813 

2.842404141 

3.208899545 

3.608441819 

2.315495860 

2.249402120 

2.195931161 

2.249402120 

2.015094196 

2.015094196 

4B  
11.856999150 

11.803528191 

11.836575061 

4.527091066 

4.394903586 

4.300584450 

3.847571217 

3.801901566 

4.394903586 

2.974591621 

2.875451011 

2.821980052 

2.262024901 

2.249402120 

2.842404141 

5C  
14.669397685 

14.542031678 

14.575078548 

5.420494751 

5.486588491 

5.387447881 

4.168396970 

4.761398991 

4.527091066 

3.608441819 

3.588017730 

3.521923990 

3.068910757 

2.681991264 

2.381589600 

6N   
17.313582035 

17.334006124 

17.280535165 

6.446085916 

6.446085916 

6.359568087 

5.120093087 

5.720896415 

6.133061471 

4.254914799 

4.214066621 

4.181019751 

3.934089046 

3.567593641 

3.435406162 

7O  
20.159027439 

20.105556481 

20.159027414 

7.426007430 

7.459054300 

7.446431519 

6.433463135 

5.873507984 

6.812581320 

5.000528388 

4.947057429 

4.847916819 

4.300584450 

3.661912778 

4.147972881 

8F   
23.024896933 

23.004472844 

23.024896933 

8.492446772 

8.525493642 

8.438975814 

7.405583341 

7.586420306 

7.726409094 

5.667425457 

5.647001368 

5.560483539 

4.481421415 

4.300584450 

5.120093087 

9Ne  
25.989907037 

26.002529818 

26.022953907 

9.591932985 

9.591932985 

9.551084807 

9.691073595 

8.232893286 

8.838518088 

6.346945306 

6.313898436 

6.293474347 

5.720896415 

5.140517176 

5.720896415 

10Na  
28.987964010 

28.934493051 

28.967539921 

10.564053191 

10.617524150 

10.604901369 

10.144086828 

10.757512937 

10.184935006 

7.059512026 

7.026465156 

7.026465156 

5.486588491 

5.626577279 

6.079590512 

11Mg  32.072538812 

32.059916031 

32.072538812 

11.683963492 

11.750057232 

11.610068445 

12.297389602 

11.696586273 

11.057914602 

7.812926923 

7.772078745 

7.705985005 

5.807414244 

6.079590512 

6.079590512 

12Al  
35.131868052 

35.144490834 

35.057973005 

12.783449705 

12.750402835 

12.709554657 

13.249085719 

12.063081678 

12.976909451 

8.525493642 

8.492446772 

8.438975814 

6.672592533 

6.906900457 

7.359913690 

13Si  
38.369054424 

38.323384772 

38.302960684 

13.936406876 

13.915982787 

13.796418089 

12.890391623 

14.208583144 

12.297389602 

9.258484451 

9.238060362 

9.205013492 

8.192045108 

7.586420306 

7.866397882 

14P  
41.568372451 

41.474053315 

41.474053315 

14.941573952 

14.961998041 

14.941573952 

14.488560719 

14.195960363 

14.822009253 

9.991475259 

9.971051170 

9.938004300 

7.998585362 

8.319411114 

8.578964601 

15S   
44.772511952 

44.673371342 

44.719040993 

16.081908343 

16.081908343 

16.114955213 

16.267566781 

16.114955213 

15.761082589 

10.744890156 

10.744890156 

10.704041979 

8.825895307 

9.184589403 

9.052401923 
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16Cl  
48.050546501 

48.050546501 

47.824039885 

17.227064206 

17.227064206 

17.300959254 

17.300959254 

17.181394555 

17.313582035 

11.470079657 

11.470079657 

11.457456876 

9.551084807 

9.205013492 

9.744544554 

17Ar  
51.282911399 

51.209016351 

51.282911399 

18.466539206 

18.380021378 

18.367398597 

17.733548398 

18.227409809 

18.507387384 

12.256541424 

12.297389602 

12.203070465 

9.785392732 

10.057568999 

10.077993088 

18K   
54.721358824 

54.527899078 

54.680510646 

19.566025419 

19.619496378 

19.599072289 

19.273425063 

19.825578906 

18.639574864 

13.076050061 

13.043003191 

12.989532233 

11.090961472 

10.704041979 

10.424064403 

23Cr  
71.984511164 

71.984511164 

71.938841513 

25.582563455 

25.582563455 

25.623411633 

24.623066030 

25.376480927 

25.083880571 

17.020981679 

17.020981679 

17.000557590 

13.615581123 

13.755569911 

14.002500616 

28Cu  
90.248009107 

90.482317031 

90.248009107 

31.833409415 

31.846032196 

31.846032196 

31.026523559 

30.833063812 

31.067371736 

21.171995823 

21.205042693 

21.205042693 

16.954887939 

17.194017336 

17.160970466 

33Se  
109.964865885 

109.857923967 

109.705312399 

38.475996341 

38.302960684 

38.323384772 

36.890450026 

37.376510129 

37.463027957 

25.582563455 

25.483422845 

25.496045626 

20.512900063 

20.265969357 

20.426382234 

35Kr  
117.747787202 

117.747787202 

117.747787202 

41.107557910 

40.881051294 

40.881051294 

39.328551848 

39.575482554 

39.875884218 

27.315899866 

27.275051688 

27.315899866 

21.744573755 

21.625009056 

21.385879659 

36Rb  
122.178778922 

121.812283518 

122.084459785 

42.367457000 

42.433550740 

42.433550740 

40.155861793 

41.201877047 

40.748863814 

28.188879462 

28.254973202 

28.221926332 

22.671024310 

21.978881680 

22.271482036 

53Xe  
198.218204885 

198.490381153 

198.576898981 

67.874345197 

67.780026061 

67.780026061 

62.483856052 

62.389536915 

62.990340244 

44.986395788 

45.052489528 

44.932924829 

34.304558107 

33.871968963 

34.078051491 

85Rn  
403.588522152 

403.275497707 

404.593689228 

131.259467671 

131.213798020 

131.259467671 

109.025792549 

107.465491796 

109.005368460 

86.504338544 

86.916503599 

86.504338544 

58.559348524 

58.884995750 

58.559348524 
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Fizik, kimyanın önemli uygulama alanlarından olan Coulomb, Yukawa, perdelenmiĢ 

Yukawa potansiyelleri için cebirsel yaklaĢım yöntemi kullanılarak Dirac denkleminin 

çözümünden elde edilen sonuçlar literatürde bulunan (Dyall K ve ark., 1984; Nakashima ve 

Nakatsuji, 2011; Gazdy, 1983; Arets ve Nieuwpoort, 1985; Ikhdair ve Sever, 2007; Lai, 1982; 

Hegarty, 1986; Purt ve Watson, 1963: Bielinska ve ark., 2004: Setare ve Haidari, 2010) 

sonuçlarla uyumlu olmakla birlikte göreli olmayan limit  c  durumunda hesaplamalar 

Shrödinger denkleminin çözümünden bulunan sonuçlarla da uyumlu olduğu görülmüĢtür. 

Dolayısı ile bir-elektronlu sistemler için elde edilen denklemlerin ve yapılan hesaplamaların 

atomun göreli etkilerin dikkate alınması ile ortaya çıkan fiziksel özelliklerini temsil ettiği, 

göreli etkilerin çekirdek yüküne göre arttığı, hesaplamaların göreli olmayan limit durumuna 

indirgenebildiği anlaĢılır. 

4.5. Çok-elektronlu Atomik Sistemlerin İncelenmesi 

Çok elektronlu atomlarda göreli etkilerin incelenmesi açısından KD koĢulu, varyasyonel 

çöküĢ, enerjinin en-iyileĢtirilmesi, kullanılan radyal fonksiyonların, iki elektronlu 

integrallerin, Coulomb ve “exchange” etkileĢme katsayılarının, DHFR denklemlerinin ve 

oluĢturulan bilgisayar programının analiz edilmesi açısından oldukça önemlidir. Bu vesile ile 

YSSO kullanılması ile etkileĢme katsayıları elde edilerek, iki elektronlu Coulomb ve exhange 

integralleri STO ve  ETO  baz fonksiyonları için hesaplanmıĢ ve bilgisayar programı 

yapılmıĢ He-benzer atomlar analiz edilmiĢ, Be-benzer atomlar için hesaplamalar yapılmıĢ 

literatürle karĢılaĢırlaĢtırılmıĢtır (Kim, 1967; Quiney ve ark., 1987; Goldman 1988; 

Styszynski ve Karwowski, 1988; Blundell ve ark., 1989; Malli ve ark. 1992; Datta, 1993; 

Ishikawa ve Quiney, 1993; Jorge ve Da Silva 1996; ; Jorge ve ark. 1999 ; Raiher ve Kind, 

2001; Filatov ve Cremer, 2005).  
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Çizelge 19. He-benzer atomlar için atomik birimlerde tekli-zeta (s) ve ikili-zeta (d) baz takımı kullanılarak göreli toplam enerji, orbital enerji ve en-

iyileĢtirilmiĢ orbital parametrelerinin değerleri 

Atom sE   s
  s

 
dE   d

  d
 

1H  0.472656357110 0.021432359939 0.687671164625 0.487826316889 0.045805255007 
0.462227227243 

1.214510886907 

He  
2.847690206918 0.896456753627 1.687761102341 

2.861729998707 

2.861838a 

2.861813342b 

2.861813340c 

2.86181347d 

0.917972001392 
1.453187558872 

2.908710842917 

1Li  7.222922813261 2.771721971864 2.687851040058 
7.236770407306 

7.237205520b 
2.792640170419 

2.448761609197 

4.588343061015 

2Be  
13.598678898403 5.647451242827 3.688345455630 

13.612552504330 

13.614001410b 
5.668177574313 

3.447253153300 

6.283586716477 

3B  21.975443636344 9.524076450658 4.689494330120 
21.989493555896 

21.993149188b 9.544864898984 
4.446905839993 

8.001922359156 

4C  32.353862984689 14.402345894167 5.691047682464 
32.368239995340 

32.375989218b 14.423265155599 
5.449371724635 

9.791446946527 

5N  
44.734744398974 20.283012810941 6.693255493726 

44.749616452799 

44.764201119b 20.304226632335 
6.450950721197 

11.613656730732 

6O  59.119057635070 27.167069618927 7.696117763906 
59.134616365077 

59.1597940044b 27.188634872169 
7.456619329408 

13.594235253127 

7F  75.507935778905 35.055545822562 8.700038970858 
75.524398861917 

75.565105006b 35.077727056585 
8.460506758475 

15.628037169021 

8Ne  
93.902676351965 43.949759429664 9.705019114582 

93.920289397772 

93.982799546b 

93.982768d 

43.972755121443 
9.465422951898 

17.800804662921 

9Na  
114.304742591219 53.851050694738 10.711522330447 

114.323780109510 

114.41587336b 53.875157377694 
10.473112388522 

20.212427844835 
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10Mg  
136.715765198671 64.761347718798 11.718620823616 

136.736529889800 

136.86765451b 64.786657114009 
11.479051397839 

22.718499068075 

11Al  
161.137543429627 76.682158633787 12.727313070110 

161.160366526281 

161.34180596b 76.709063810280 
12.483566830639 

25.318336834851 

12Si  
187.572047630344 89.615434887340 13.737696951230 

187.597287858928 

187.84232857b 89.644277089674 
13.489894678856 

28.175717491387 

13P  216.021420719594 103.563220720547 14.750132565715 
216.049462744827 

216.37356430b 103.594506997218 
14.495032466334 

31.133595845796 

14S  
246.487980574561 118.528048784130 15.763883708731 

246.519233742216 

246.94019980b 118.562084261131 
15.499166128860 

34.188385109542 

15Cl  
278.974222253549 134.512316436493 16.779250345604 

279.009119157038 

279.54727023b 134.549429788549 
16.504264150155 

37.450777650925 

16Ar  313.482820934279 151.518234334399 17.797856476646 

313.521815140634 

314.20016358b 

314.199594d 

151.559278036109 
17.508384302682 

40.783625730819 

17K  350.016634456448 169.549192307832 18.817720088182 350.060198836787 169.594434129034 
18.512412131601 

44.225785467231 

22Cr  
563.177108342873 275.186020208825 23.955681653881 563.251172087142 275.261908770827 

23.535716472181 

63.033235619123 

27Cu  827.507323518121 406.967509369123 29.169553068567 827.621018080983 407.087187219486 
28.358492871711 

64.998710914254 

32Se  1143.591471163335 565.456548284245 34.479865813134 1143.767838037662 565.657958000972 
33.674241365840 

111.518341061203 

34Kr  1284.674459104324 636.481440245465 36.635429124319 1284.877859223458 636.721013375563 
35.731336768201 

123.660270400426 

35Rb  1358.380965461729 673.653254531515 37.721285640166 1358.598655855904 673.913791691146 
36.764339613661 

130.030565489124 

52Xe  
2942.725512474062 1482.758015104105 57.160264708310 2943.252459758940 1483.590790212552 

55.077982189881 

281.992364645964 

84Rn  
7809.851693190857 4082.136615098522 103.543312811876 7811.258707006876 4085.283621836622 

98.349119537112 

1008.611028058015 
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Çizelge 20. He-benzer atomların göreli ve göreli olmayan limit  c durumunda toplam, orbital enerjileri ve doğrusal birleĢim katsayıları 

IĢık hızı c =137.035999629   6c =10  

Baz YaklaĢımı Tekli-zeta Ġkili-zeta Tekli-zeta Ġkili-zeta 

Atom 
1/21sC  

1/21


sC  
1/21sC  

1/21


sC  / D DE  
1/21sC  

1/21


sC  / D DE  
1/21sC  

1/21


sC  

1H  0.999996852 0.002509066 
0.724073458 

0.345035649 

0.001221187 

0.001528925 

0.472656221 

0.021430871 
0.999999999 3.438355 E -7 

0.487900658 

0.045845685 

0.723929884 

0.345201052 

1.673101 E –7 

2.096252 E -7 

He  
0.999981041 0.006157744 

0.843197739 

0.181290784 

0.004471230 

0.001923268 

2.847656182 

0.896402746 
0.999999999 8.438805 E -7 

2.861729802 

0.917993899 

0.843320001 

0.181175184 

6.127511 E –7 

2.634931 E -7 

1Li  
0.999951923 0.009805684 

0.889920590 

0.124980600 

0.007952982 

0.002089242 

7.222656127 

2.771374613 
0.999999999 1.343926 E -6 

7.236478172 

2.792466531 

0.890241585 

0.124676278 

1.089994E –6 

2.860287 E -7 

2Be  0.999909492 0.013453924 
0.915720148 

0.094976888 

0.011522523 

0.002169454 

13.597655535 

5.646219813 
0.999999999 1.844172 E -6 

13.611230319 

5.667179169 

0.916328545 

0.094400068 

1.579408 E –6 

2.965855 E -7 

3B  0.999853734 0.017102938 
0.932041632 

0.076296105 

0.015132336 

0.002211012 

21.972652273 

9.520859158 
0.999999999 2.344747 E -6 

21.986235748 

9.542242141 

0.933055694 

0.075329231 

2.074605 E –6 

3.013893 E -7 

4C  
0.999784667 0.020751376 

0.944258821 

0.062544998 

0.018791750 

0.002205092 

32.347643664 

14.395369431 
0.999999999 2.845523 E -6 

32.361164120 

14.417304476 

0.945733482 

0.061137655 

2.576826 E –6 

2.993131 E -7 

5N  0.999702283 0.024399708 
0.952697757 

0.053051749 

0.022451374 

0.002200662 

44.722623125 

20.269669221 
0.999999999 3.346628 E -6 

44.736177846 

20.292568810 

0.954710219 

0.051129304 

3.079394 E –6 

2.968991 E -7 

6O  
0.999606592 0.028047496 

0.960307949 

0.044633688 

0.026166890 

0.002143156 

59.097581985 

27.143754191 
0.999999999 3.848058 E -6 

59.111053389 

27.167734079 

0.962889304 

0.042163088 

3.589950 E –6 

2.865875 E -7 

7F  0.999497563 0.031695770 
0.965664537 

0.038671048 

0.029865398 

0.002104711 

75.472499025 

35.017487334 
0.999999999 4.350019 E -6 

75.486124321 

35.043228860 

0.968858686 

0.035610256 

4.098518 E –6 

2.782592 E -7 

8Ne  
0.999375203 0.035344086 

0.970098784 

0.033748984 

0.033577332 

0.002055564 

93.847349332 

43.890856193 
0.999999999 4.852509 E -6 

93.860954169 

43.918567747 

0.973921280 

0.030079914 

4.609288 E –6 

2.677233 E -7 
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ġekil 8. He-benzer atomların tekli- ve ikili-zeta baz takımları kullanılarak elde edilen orbital 

enerjileri (a) ve toplam enerjileri (b) arasindaki farkin değiĢimi  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ġekil 9. He-benzer atomlar için ikili-zeta baztakimi ile orbital enerjileri (
1/2 1/21 2, s s

) için elde 

edilen orbital parametleri farkinin çekirdek yüküne göre değiĢimi 
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Çizelge 21. Etkin ve pasif bileĢenler için aynı tam baĢkuantum sayılı STO radyal 

orbitallerinin kullanılması ile atomik birimlerde bazı Be-benzer atomlar için elde edilmiĢ 

göreli olmayan (HFR), göreli (DHFR) orbital   , toplam enerji (E) değerleri ve en-

iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri    

Atom 

STO  

HFRE  HFR
  HFR

 
DHFRE  DHFR

  DHFR
 

Be  14.573020907 

14.57302 a 

4.732666429 

0.309268180 

2.201776092 

6.092066782 

1.370179919 

0.866389961 

2.066318469 

2.815609927 

14.575400682 

14.57590a 

14.57589306d 

14.5758922b 

4.731076538 

0.308742039 

2.839229613 

2.906555564 

4.296015812 

8.349221276 

8.085415510 

0.975381898 

6Ne  110.106561327 
40.535718757 

7.489250577 

6.269296849 

6.159743521 

14.389250217 

15.060866365 

5.786507562 

4.224168610 

110.181543288 

110.2559741d 

110.2560077b 

40.585159355 

7.500972288 

4.598068902 

4.724078442 

15.001830951 

15.099999945 

6.284437574 

4.250675185 

14Ar  377.535336162 
144.346810836 

31.099483582 

18.431938048 

7.172751564 

15.238343516 

14.923250528 

12.036628685 

13.679630742 

378.403503090 

379.1981846d 

144.890960212 

31.253732750 

8.009669454 

6.549313499 

5.059083283 

6.364973012 

12.000234512 

12.984367837 

46Sn  3047.258173465 
1199.610341723 

285.553365288 

30.396459901 

50.957328418 

24.666619037 

67.296708306 

51.601140365 

24.499224491 

3101.832269793 

3159.8330540d 

3159.987310c 

1235.468562751 

297.878475656 

19.008375921 

29.258791122 

26.156129178 

66.958370743 

81.585968801 

10.456464460 
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Çizelge 22. Etkin ve pasif bileĢenler için aynı kesirli baĢkuantum sayılı STO ( n STO ) radyal orbitallerinin kullanılması  

ile atomik birimlerde bazı Be-benzer atomlar için elde edilmiĢ göreli olmayan (HFR), göreli (DHFR) orbital   ,toplam  

enerji (E) değerleri ve en-iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri    

Atom 

n STO  

HFRE  HFR
 

HFRn   HFR
 DHFRE  DHFR

 

DHFRn   DHFR
 

Be  14.573022552 

14.57302 a 

4.732669089 

0.309269222 

0.997851860 

1.007133154 

2.220846354 

2.102973178 

2.064407579 

1.988739979 

1.592403155 

6.361037728 

1.315490488 

0.867077105 

1.890319668 

2.804266061 

14.575557114 

14.57590a 

14.57589306d 

14.5758922b 

4.731275017 

0.308758516 

1.011933380 

1.482276573 

2.219778737 

1.231308230 

2.081152949 

1.981094418 

2.831198743 

2.906388422 

4.295862145 

8.330293372 

8.081198743 

0.971231105 

6Ne  
110.110955548 

40.539695546 

7.490671098 

1.731021301 

1.003168729 

1.797632025 

1.829987045 

1.665463877 

2.627188358 

7.259986906 

6.451931384 

14.637474160 

14.722603506 

5.519810705 

4.229103722 

110.182250948 

110.2559741d 

110.2560077b 

40.584786474 

7.500051417 

0.964051179 

0.964865425 

2.172581136 

2.135990126 

2.110704446 

2.020402631 

4.616992782 

4.721318164 

15.001318164 

15.070390516 

6.281900954 

4.251213064 

14Ar  377.535504149 
144.347148816 

31.099530042 

0.999830647 

0.999680898 

2.795418969 

1.997071904 

2.787849382 

1.999940504 

18.280996346 

7.163135666 

14.516771069 

15.095314889 

12.040503101 

14.669933893 

378.403503090 

379.1981846d 

144.890960212 

31.253732750 

1.000000000 

1.000000000 

2.000000000 

2.000000000 

2.000000000 

2.000000000 

8.009669454 

6.549313499 

5.059083283 

6.364973012 

12.000234512 

12.984367837 

46Sn  3047.258173465 
1199.610341723 

285.553365288 

1.000000000 

1.000000000 

2.000000000 

2.000000000 

2.000000000 

2.000000000 

30.396459901 

50.957328418 

24.666619037 

67.296708306 

51.601140365 

24.499224491 

3102.864325903 

3159.8330540d 

3159.987310c 

1235.906490280 

297.962891850 

0.999847842 

0.950372636 

1.999999693 

2.483398687 

1.918589779 

1.937808125 

19.003797276 

29.285924909 

26.149347733 

66.951925020 

82.220916869 

10.476137130 
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Çizelge 23. Etkin ve pasif bileĢenler için aynı 2 ETO   radyal orbitallerinin kullanılması ile 

atomik birimlerde bazı Be-benzer atomlar için elde edilmiĢ göreli olmayan (HFR), göreli 

(DHFR) orbital   , toplam enerji (E) değerleri ve en-iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri    

Atom 

2   

HFRE  HFR
  HFR

 
DHFRE  DHFR

  DHFR
 

Be  14.573020163 

14.57302 a 

4.732662593 

0.309264836 

2.737296295 

5.624173278 

1.482045160 

3.083303769 

5.615851429 

0.884198471 

14.574221921 

14.57590a 

14.57589306d 

14.5758922b 

4.735161003 

0.309543334 

2.043596600 

9.615929025 

8.286020429 

5.138247983 

1.007419419 

7.583651376 

6Ne  
110.111008664 

40.539819112 

7.490713593 

9.602430915 

11.707565770 

4.290778603 

3.855294849 

11.322545892 

15.204945718 

110.199073288 

110.2559741d 

110.2560077b 

40.590670621 

7.506356911 

5.068509388 

16.083047884 

14.185367663 

15.617890996 

6.865326860 

19.197827519 

14Ar  377.535520644 
144.347131929 

31.099523648 

26.428233095 

13.222483048 

7.939581111 

13.091779300 

12.129895939 

14.577053861 

378.405774525 

379.1981846d 

144.891993061 

31.253747119 

8.277588914 

6.390617641 

5.059170668 

6.146534293 

12.000200382 

12.984609500 

46Sn  3047.258169224 
1199.610339829 

285.553363850 

51.089086783 

58.115249974 

23.641645433 

23.855235199 

63.862513322 

37.504890432 

3108.893670823 

3159.8330540d 

3159.987310c 

1241.760819171 

296.193223621 

47.404115102 

52.353867978 

90.661960961 

19.564814051 

95.374159000 

90.153527080 
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Çizelge 24. Etkin ve pasif bileĢenler için aynı 1 ETO   radyal orbitallerinin kullanılması ile 

atomik birimlerde bazı Be-benzer atomlar için elde edilmiĢ göreli olmayan (HFR), göreli 

(DHFR) orbital   , toplam enerji (E) değerleri ve en-iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri    

Atom 

1   

HFRE  HFR
  HFR

 
DHFRE  DHFR

  DHFR
 

Be  14.573014646 

14.57302 a 

4.732648270 

0.309256402 

3.050052712 

4.193545085 

1.638131177 

0.911575575 

5.227546397 

4.283635049 

14.574944116 

14.57590a 

14.57589306d 

14.5758922b 

4.733337129 

0.308751666 

2.049150913 

11.095405182 

9.886388838 

1.064934861 

2.654958195 

8.195208316 

6Ne  
110.111009187 

40.539812214 

7.490711624 

9.361861478 

13.163717926 

6.127907892 

13.375661794 

13.172793409 

3.978033093 

110.187879164 

110.2559741d 

110.2560077b 

40.593766017 

7.500937777 

10.811100133 

7.891002838 

14.383292269 

15.617893972 

3.750022840 

3.355369920 

14Ar  377.535519816 
144.347141269 

31.099526381 

17.042615461 

8.053769891 

13.245214503 

7.921156897 

25.113194686 

16.344430443 

378.405958881 

379.1981846d 

144.891988176 

31.253710392 

8.109590283 

5.803312340 

5.068117517 

7.425996956 

12.004151845 

12.982380000 

46Sn  3047.258172382 
1199.610339090 

285.553365462 

46.176454313 

66.849479351 

24.121636303 

22.968172044 

42.866480727 

38.143212929 

3108.787977454 

3159.8330540d 

3159.987310c 

1242.224630940 

295.916767932 

64.689455189 

14.720874736 

87.974404171 

126.054951676 

81.410894285 

123.735087860 
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Çizelge 25. Etkin ve pasif bileĢenler için aynı 0 ETO   radyal orbitallerinin kullanılması ile 

atomik birimlerde bazı Be-benzer atomlar için elde edilmiĢ göreli olmayan (HFR), göreli 

(DHFR) orbital   , toplam enerji (E) değerleri ve en-iyileĢtirilmiĢ orbital parametreleri    

Atom 

0   

HFRE  HFR
  HFR

 
DHFRE  DHFR

  DHFR
 

Be  14.573020920 

14.57302 a 

4.732665343 

0.309267811 

2.296547009 

6.105370358 

1.348254868 

0.881786343 

1.947290167 

2.884186710 

14.574688776 

14.57590a 

14.57589306d 

14.5758922b 

4.737256068 

0.311471378 

4.140196118 

3.828757820 

9.999685992 

0.924009058 

1.946327460 

8.078289162 

6Ne  
110.111008678 

40.539813914 

7.490712277 

8.987482027 

4.751929211 

11.223730450 

15.734699458 

5.978053685 

3.983669884 

110.185693617 

110.2559741d 

110.2560077b 

40.590922766 

7.500931384 

8.674532925 

4.735978086 

15.018895660 

15.097284611 

6.710417669 

3.358501889 

14Ar  377.535517264 
144.347020330 

31.099484909 

18.476602511 

16.074914561 

8.054029955 

27.099903221 

12.036620000 

13.679630000 

378.406891412 

379.1981846d 

144.892379099 

31.253720150 

8.077058426 

6.602656208 

5.056844870 

6.145951290 

11.999260062 

12.982387621 

46Sn  3047.258173584 
1199.610341430 

285.553366157 

23.812816673 

51.999751280 

24.548726372 

23.543658762 

52.898658644 

65.374094294 

3095.374233800 

3159.8330540d 

3159.987310c 

1236.037681860 

295.333712132 

17.328155296 

26.524832220 

62.264149625 

99.227692564 

99.437271798 

83.990222379 
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BÖLÜM 5 

SONUÇ VE ÖNERİLER 

 

 Atomların elektronik yapı ve özelliklerin incelenmesinde hesaplamalarda kullanılan 

baz fonksiyonlarının sistemin fiziksel özelliklerine uygun olması, KD koĢulunu sağlaması, 

fonksiyonların limit durumunda göreli olmayan duruma indirgenebilmesi, varyasyonel 

çöküĢün önlenmesi, sistemlerin fiziksel özelliklerinin daha hassas hesaplanması, orbital 

parametrelerinin bulunabilmesi amacı ile en-iyileĢtirilmesinin yapılabilmesi için gereklidir. 

Dolayısı ile göreli olmayan durumdan farklı olarak seçilen baz fonksiyonunun göreli etkileri 

içermesi ve denklemlere göreli etkilerin dahil edilmesi sonucunda ortaya çıkan koĢulları 

yerine getirmesi sistemlerin fiziksel özelliklerinin incelenebilmesi bakımından önem taĢır.  

 Bu çalıĢmada literatürde yarım spinli parçacıklar için önerilen tam ortonormal baz 

fonksiyonları (Guseinov, 2012) kullanılmıĢ ve H-, He-, Be-benzer atomlar için hesaplamalar 

yapılmıĢtır. ÇalıĢmanın ilk bölümünde bu baz fonksiyonlarının açısal kısmı (STKT) analiz 

edilmiĢ, baz fonksiyonlarının açısal kısmında literatürle uyumlu olacak Ģekilde düzenlemeler 

yapılmıĢ, açısal kısmın spin 
1

2
s  ve 

3

2
s  için sonuçları elde edilip literatürle 

karĢılaĢtırılmıĢ, denklemlerin ve hesaplamalar neticesinde elde edilen sonuçların uyumlu 

olduğu görülmüĢtür. Ardından dalga fonksiyonlarının açısal kısmına ait dağılım 

fonksiyonlarının ifadeleri, spin 
1

2
s  ve 

3

2
s  durumunda bulunmuĢ bu ifadelerin Ģematik 

sonuçları elde edilmiĢtir. Spin 
1

2
s  için göreli ve göreli olmayan dağılım fonksiyonları 

karĢılaĢtırılmıĢ, göreli ve göreli olmayan durumlar için benzer dağılım fonksiyonlarının hangi 

koĢullar altında sağlandığı tartıĢılmıĢtır. Benzer bir tartıĢma spin 
1

2
s  ve 

3

2
s  dağılım 

fonksiyonları içinde gerçekleĢtirilmiĢtir.  

Ayrıca, yapılan incelemeler denklemlerin açısal kısmının spin
1

2
s  için ortadan kalktığı ve 

denklemlerin iki-bileĢenli radyal denklemlere indirgenebildiği ancak daha yüksek spine sahip 

sistemler için bu durumun geçerli olmadığı görülmüĢtür. Dolayısı ile 
1

2
s  için KD 

koĢulunun kullanılan radyal fonksiyonlar için aranmasının yeterli olacağı ancak daha yüksek 
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spine sahip sistemler için KD koĢulunun kullanılan dalga fonksiyonunun tamamı için 

aranması gerektiği anlaĢılmıĢtır. 

ÇalıĢmanın ikinci bölümünde YSSO‟lerin radyal kısımları analiz edilmiĢ, spin 
1

2
s  için 

göreli denklemlerin gerektirdiği koĢulları sağlayıp sağlamadığı tartıĢılmıĢtır. Buna göre 

YSSO‟lerin içerdiği radyal fonksiyonları için çalıĢma, etkin ve zayıf bileĢenler için aynı 

radyal fonksiyonları, etkin bileĢen aynı kalmak koĢulu ile etkin bileĢeni de içerecek Ģekilde 

geniĢletilen pasif bileĢen göz önünde bulundurularak sonuçlar elde edilmiĢtir.  

ÇalıĢmanın üçüncü bölümünde ise elektrostatik etkileĢmelerin hesaplanabilmesi açısından 

YSSO‟ler dikkate alınarak spin 
1

2
s  için elde edilen Grant katsayıları s  spin için 

genelleĢtirilmiĢ sonuçlar literatürle karĢılaĢtırılmıĢ, bir-merkezli integrallerin ve Coulomb, 

“exchange” etkileĢme integrallerinin analitik ifadeleri türetilmiĢ, DHF denklemleri 

YSSO‟lerin spin 
1

2
s  durumu dikkate alınarak Roothaan‟ın atom orbitallerinin doğrusal 

bileĢimi yöntemi ile analitik olarak çözülmüĢtür. 

Hesaplamalar, ETO   ve STO orbitalleri için etkin ve pasif bileĢenin aynı radyal 

orbitallere sahip olması durumu seçilerek H-benzer atomlar için tekli-, He-benzer aomlar için 

tekli- ve ikili-zeta baz takımı kullanılarak, Be-benzer atomlar için ise Kim (1967) tarafından 

önerilen geniĢletilmiĢ  1 1 1 ,2 2 2 2 2s s s s s s s s   baz takımı kullanılarak yapılmıĢtır.  En-

iyileĢtirme yöntemi ile orbital parametreleri elde edilmiĢ, orbital parametrelerinin davranıĢı 

tartıĢılmıĢ, yapılan hesaplamalar neticesinde literatürle (a: Kim, 1967; b: Goldman, 1988; c: 

Quiney ve ark., 1987; d: Jorge, 1999) uyumlu sonuçlar bulunmuĢtur. Bununla birlikte 

incelenen atomların çekirdek yükünün ve elektron sayısının artması ile birlikte varyasyonel 

çöküĢ probleminin göreli etkileri içermeyen dalga fonksiyonları kullanılması neticesinde çok 

elektronlu atomlar için ortaya çıktığı, orbital parametrelerinin en-iyileĢtirilmesi sırasında 

hesaplanan atomlar açısından beklenenden daha düĢük enerji değerlerinin elde edildiği 

görülmüĢtür gözlenmiĢtir. Enerji değerlerinin hesaplaması esnasında ortaya çıkan varyasyonel 

çöküĢ problemi yüzünden orbital parametrelerinin en-iyileĢtirmesi virial teoremi dikkate 

alınarak yapılmıĢtır. Ancak, varyasyonel çöküĢ problemine dayalı olarak düĢünülen bu geçici 

yöntem,  genel ve sürekli çözüm olmamakla birlikte hesaplanan enerji ve elde edilen en-

iyileĢmiĢ orbital parametre değerlerinin hassasiyeti açısından güvenilirliği azaltmaktadır. 

Dolayısı ile göreli olmayan radyal fonksiyonlarının elektron sayısı ve çekirdek yükü düĢük 
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olan atomlar için kullanılabileceği sonucu elde edilmiĢtir. Buna bağlı olarak YSSO‟ler için 

seçilen radyal fonksiyonlarının muhakkak göreli etkileri içeren ve KD koĢulunu yerine getiren 

radyal fonksiyonlar ile oluĢturulması gerektiği görülmüĢtür. Dolayısı ile,   tam ortonormal 

toplumlarına ait radyal fonksiyonların, göreli olmayan Lambda ve Coulomb-Sturmian radyal 

fonksiyonlarının analojik olarak elde edilmiĢ genel formu olduğu dikkate alındığında göreli 

olmayan kuantum teorisi açısından tam ve ağırlıklı ortonormal oldukları, göreli kuantum 

teorisi açısından ise baz fonksiyonu olarak ele alınabilecekleri görülür. ETO  ‟lerin göreli 

etkileri içerecek Ģekilde yazılabilmesi için yapılan incelemeler neticesinde Dirac-tipi dalga 

fonksiyonlarına (2.4.2.2), göreli formunun elde edilebilmesi için çapılan çalıĢmalar 

neticesinde ise göreli Coulomb-Sturmian tipi (2.4.1.3)-(2.4.1.4) dalga fonksiyonlarına 

benzediği anlaĢılmıĢtır. Bu durum analojik yöntemlerle elde edilen  ETO lerin göreli 

etkileri içermeyen kuantum mekaniksel hesaplamalarda uygun olduğunu ancak göreli etkileri 

içeren kuantum mekaniksel hesaplamalar durumunda elde edilecek tam ortonormal 

orbitallerin Szmytkowski (1997) tarafından belirtilen Ģartlar neticesinde elde edilmesi 

gerektiğini ortaya koymuĢtur. Çok elektronlu atom ve molekül sistemlerinin analitik 

çözümünde STO radyal orbitallerinin kullanılması durumunda ise son yıllarda yapılan 

çalıĢmalar (Munger, 2007) en ideal baz fonksiyonunun Drake ve Goldman (1981) tarafından 

önerilen yaklaĢımla elde edilmesi gerektiğini göstermiĢtir.  

Diğer yandan, gerek STO gereksede  ETO lerin göreli olmayan formlarının DHFR 

denklemlerinde ortaya çıkan Coulomb ve “exchange” integrallerinin, Breit etkileĢimini ifade 

eden integrallerin çözümünde önemli kolaylıklar sağladığı, az sayıda parçacık içeren 

sistemlere uygulanabildiği dikkate alındığında yüksek spine sahip 
1

2

 
 

 
s  sistemlerin temel 

teorisinin incelenmesi ve anlaĢılması için yapılacak çalıĢmalarda ve bu süreç içerisinde ortaya 

çıkan matematiksel problemlerin aĢılmasında kullanılabileceği söylenebilir.  
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