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OZET

f(R) GRAVITASYON TEORISINDE MADDE-GEOMETRI IiLISKILERI

Dogukan TASER
Canakkale Onsekiz Mart Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisti
Fizik Anabilim Dal1 Yiiksek Lisans Tezi
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Melis ULU DOGRU
28/06/2013, 42

Bu tez calismasinda, yeni bir gravitasyon teorisi olan f(R) gravitasyon teorisinde,
monopollii statik kiiresel simetrik uzay-zamanlar ve ideal akigkanli statik silindirik
simetrik GoOdel evreni incelenmistir. Statik kiiresel simetrik uzay-zamanin monopol
varliginda izin verdigi f(R) fonksiyonu, f(R) gravitasyon teorisinin alan denklemlerinin tam
coziimlerinden elde edilmis ve monopoliin statik kiiresel simetrik uzay-zamanda sebep
oldugu egrilik ¢esitli grafiklerle gosterilmistir. Diger yandan, karanlik enerji, hayalet
enerji, toz madde, kozmik sicim, stiff madde, 1sinim ve domain wall maddelerinin statik
silindirik simetrik Gddel evrenine kazandirdigi egrilik, f{R) gravitasyon teorisinin alan
denklemlerinin ¢ozlimlerinden belirlenmistir. Bu Godel modeli i¢in, teorinin f(R)
fonksiyonu ve gegilebilirlik kosullar1 elde edilmistir. Sonug olarak, ¢éziimlerin fiziksel ve

geometrik 6zellikleri tartisilmistir.

Anahtar sozciikler: f{R) Gravitasyon Teorisi, Monopol, Ideal Akiskan, Statik Kiiresel

Simetrik Uzay-Zaman, Godel Evreni.
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ABSTRACT

RELATION OF MATTER AND GEOMETRY IN f(R) GRAVITATION THEORY

Dogukan TASER
Canakkale Onsekiz Mart University
Graduate School of Naturel and Applied Sciences
Physics Science, Thesis Master of Science
Advisor: Yrd. Dog. Dr. Melis ULU DOGRU
28/06/2013, 42

In this thesis, in f(R) gravitational theory that is a new gravitational theory, static
spherically symmetric space-times with monopole and static cylindirical symmetric Godel
universe with perfect fluid have been investigated. f(R) function that static spherically
symmetric space-time permits in presence of monopole, was obtained from exact solutions
of field equations of f{R) gravitational theory and curvature that monopole give rise to in
static spherically symmetric space-time has been shown with various graphics. On the
other hand, curvature that matters with dark energy, phantom, dust matter, cosmic string,
stiff matter, radiation and domain walls bring to Gddel universe, has been determined from
solutions of field equations of f(R) gravitational theory. For this Godel model, f{R) function
of theory and causality conditions have been gained. As a result, physical and geometrical

properties of solutions have been discussed.

Keywords: f{R) Gravitational Theory, Monopole, Perfect Fluid, Spherically Symmetric

Space-Time, Static Godel Universe.
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BOLUM 1 — GIRiS Dogukan TASER

BOLUM 1
GIRIS

Tarihte ilk gravitasyon algist1 Yunan filozof Aristoteles’e kadar uzanmaktadir.
Aristoteles’e gore “Gravitasyon dogal bir olgudur. Maddelerin diismesine ve yiikselmesine

i3]

(gazlar ig¢in) neden olur. Agir maddeler hizli diiger.” Fakat matematiksel agidan
gravitasyonu en iyi sekilde ifade eden ilk teori Newton’ un gravitasyon teorisidir (Ozemre,
1982). Newton teorisi yeryiiziindeki hareketlerin incelenmesinde, gezegenlerin ve diger
g0k cisimlerinin yoriingelerini belirlemede ¢ok bagarili olmasina ragmen birgok konuyu
aciklamakta yetersiz kalmigtir. Daha sonra Michelson-Morley deneyinde 1s1k hizinin sonlu
bir hiz oldugunun anlagilmasiyla, fizik kurallarinin tiim referans sistemlerinde ayni
kalabilmesi i¢in, koordinatlar arasinda Galileo doniisiimleri yerine Lorentz doniisiimleri
kullanilmigtir (Serway ve Beicher, 1999). Bununla birlikte Lorentz invaryansh gravitasyon
teorileri de iiretilmistir. Lorentz invaryansli gravitasyon teorilerini dort gruba ayirmak
mimkiindiir. Bunlar Poincaré tipi teoriler, skaler teoriler, vektorel teoriler ve tensorel
teorilerdir. Bu dért grup altinda birgok gravitasyon teorisi dnerilmistir (Ozemre, 1982). Bu
teoriler arasinda en tutarli olan1 Einstein genel relativite teorisidir. Einstein genel relativite
teorisi gezegenlerin perihelinin ilerlemesi, 1$181n gravitasyonel alanda sapmasi ve
kirmiziya kayma olayr gibi testleri de saglayan, bilinen en gecerli gravitasyon teorisidir

(Serway ve Beicher, 1999).

Bildigimiz lizere t| —t, zaman araliginda etki integrali;

tz
Sip = | Ldt (1.1)
t

1

seklinde olmaktadir (Landau ve Lifshitz, 1976). Burada S etki fonksiyonu ve L Lagrange
fonksiyonudur. Ayn1 zamanda bu etki Einstein gravitasyon teorisinde geometriden ve

maddeden kaynaklanan olmak iizere iki kisimda ifade edilmektedir.

S=8,+5, (1.2)

Burada Sy uzaym geometrik kisminin etki fonksiyonu ve S§,, ise madde kisminin etki

fonksiyonudur. Einstein geometriden kaynaklanan etki fonksiyonunun Lagrange
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fonksiyonunu skaler egriligin (R) lineer bir fonksiyonu olacak sekilde asagidaki gibi
onermistir (Stephani, 1985).

[ [R=gd*x+ [ Ly\J-gd*x (1.3)

" 167G

Burada L, geometrik kismin Lagrange fonksiyonu, ¢ 11k hizi, G ise evrensel ¢ekim

yasasinin ¢iftlenim sabitidir. Boylece (1.3) denklemi ile verilen etkinin varyasyonundan

faydalanilarak Einstein alan denklemleri asagidaki gibi elde edilmektedir.
_ Lo ReyT,(m
Gi = Rix =5 gk R = 1T (1.4)

Burada Gj;; Einstein tensoril, R;; Ricci egrilir tensorii, g;; metrik potansiyelleri, R Ricci

egrilik skaleri, Tik(m) enerji momentum tensoric ve y =8rx G/ et degerindeki sabiti
gostermektedir. Einstein, (1.4) denklemini elde etti§i zaman evrenin duragan yani statik
oldugunu disiiniiyordu. Ancak, (1.4) ile verilen alan denklemlerinin statik bir evrene
karsilik gelmedigini fark etti. (1.4) denklemi, kendi i¢ine ¢oken yani zamanla daralan bir
evren modelini gosteriyordu. Einstein statik bir model olusturabilmek i¢in, ¢okmeye karsi
koyacak bir ek terimin alan denklemlerinde olmasi gerektigini Ongorerek, admna
kozmolojik sabit dedigi A’ terimi eklemistir. Boylece kozmolojik sabitli Einstein alan

denklemlerini
1
Gir =Ry, — 5 g R+ Mgy = 1Ty ™ 1.5)

olarak tanimlamistir.

Hubble tarafindan galaksilerden gelen 151k 1sinlart ile ilgili yapilan gdzlemler sonucu
elektromanyetik 1simanmn kirmiziya kaydiginin anlasilmasi ile evrenin statik olmadigi
ortaya ¢ikmistir. Bu gelisme ile Einstein statik yani duragan evren modelleri i¢in 6nermis
oldugu alan denklemleri fikrini terk etmistir. Daha sonra, Hubble teleskopu ile yapilan
gozlemler sonucunda, elektromanyetik 1s1madaki kirmiziya kaymanin genisleyen bir evreni

gosterdigi ve hatta kozmolojik sabitli Einstein alan denklemlerinin bu genislemeyi
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aciklayabildigi, kozmolojik sabitli terimin evrenin genislemesinden sorumlu tutulan
karanlik enerjiyi temsil ettigi fikri ile (1.5) ile verilen alan denklemleri tekrar biiyiik dnem
kazanmigtir. Daha sonrasinda ise evrenin geniglemesini ifade edebilen bagka gravitasyon

teorileri de bir¢ok bilim insani tarafindan gelistirilmistir. Bunlardan bazilart;

e Teleparallel Teori

¢ Brans-Dicke Teori

e Lyra Geometri

e Sicim Teori

e Brane Teori

e M-Teori

e f(R) Gravitasyon Teori
gibi teorilerdir.

Diger taraftan, biiyiik patlama teorisine gore evrenin evrimi sirasindaki genisleme
isinim  baskin olan erken donemdeki “birden genisleme evresi” ve madde baskin
donemdeki “ikincil evre” olmak tizere ikiye ayrilmaktadir (Felice ve Tsujikawa, 2010). Bu
evrelerden ilki olan birden genisleme donemindeki madde-geometri iliskilerinin dogru ve
tam olarak agiklanabilmesi i¢in ayrica “sisme veya enflasyon (inflation) teorisi” denilen ek
bir teoriye ihtiya¢ duyulmustur (Felice ve Tsujikawa, 2010). Son yillarda elde edilen
gbzlemsel veriler suanki evrenin genisleme hizinin arttigina isaret etmektedir (Sebastiani
ve Zerbini, 2012). Bu gozlemsel verilerden evrenin genislemesinden sorumlu oldugu
diisliniilen kiimelenmemis negatif basingli bir akiskan olan, karanlik enerji fikri ortaya
cikmistir (Sharif ve Kausar, 2011a). Karanlik enerjiyi tanimlamanin en kolay yollarindan
biri A CDM modeli olarak adlandirilan, Einstein gravitasyon teorisi gercevesinde kiigiik
degerli pozitif bir kozmolojik sabitin tanimlanmasidir (Sebastiani ve Zerbini, 2012). Fakat
ACDM modeli kozmolojik sabit degerinin parcacik fizigine goére vakum enerjisine
nazaran ¢ok kiigciik olmasi gerektigini agiklamakta basarisiz olmustur (Sharif ve Kausar,
2011a). Bu sorunu ¢ézmek i¢in, bilim adamlar ¢esitli hayalet maddelere karsilik gelen
skaler alanlar ile kozmolojik sabitin yerini degistirmeyi denemislerdir. Suanki evrende
bulunan karanlik enerjiyi agiklamak i¢in ayrica durum denkleminin etkili parametresi @

da kullanilmistir (Sharif ve Kausar, 2011a). Bir¢ok gravitasyon teorisinde etkin olarak
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kullanilmasina ragmen, hala karanlik enerjinin kaynagi hakkinda tatmin edici bir agiklama
bulunmamaktadir (Sharif ve Kausar, 2011b).

Evrenin geniglemesini agiklayabilmek igin Onerilen alternatif teorilerden bir tanesi
de tensorel teori olan f{R) gravitasyon teorisidir. Bildigimiz gibi Einstein gravitasyon
teorisinde etki fonksiyonundaki Lagrange fonksiyonu Ricci skaler egriliginin bir
fonksiyonu olarak ifade edilmektedir (L(R) gibi). f(R) gravitasyon teorisinde ise Lagrange
fonksiyonu daha genel olarak Ricci skaler egriliginin bir fonksiyonu olan f{R)
fonksiyonuna bagli sekilde tanimlanmaktadir (L(f(R)) gibi). Alan denklemlerinde evrenin
genislemesinden sorumlu tutulan karanlik enerjiye karsilik gelen terimler, Einstein
gravitasyon teorisinde elle eklenmesine karsin, f{R) gravitasyon teorisinde etkinin
varyasyonundan kendiliginden gelmektedir (Sharif ve Shamir, 2010). Bu 6zelligi ile f{R)
teori diger gravitasyon teorilerinin aksine ne ekstra uzaysal bir boyuta ne de karanlik enerji
bilesenine ihtiya¢c duymaksizin kozmik ivmelenmeyi agiklamak icin alternatif bir yol
saglar (Santos ve ark., 2010). Ayrica farkli f{R) fonksiyonlarinin kullanilabilmesi sebebiyle
glines sisteminin deneysel testleri de bu gravitasyon teorisi ger¢evesinde basari ile
saglanmaktadir. f(R) gravitasyon teorisi hem erken zaman sismesinin hem de son zaman
ivmelenmesinin birlikte tek bir teoride agiklanmasina izin verir (Sharif ve Kausar, 2011b).
Ek olarak, bu teori evrenin evrimi sirasinda gecis evrelerinde meydana gelen yavaglamayi,
son donemdeki ivmelenmeye dogru tanimlayabilmektedir (Sharif ve Shamir, 2009). Ayrica
f(R) gravitasyon teorisinin tekillik, Newton limiti ve kozmik mikrodalga fon isinimini gibi
bazi 6zellikleri kapsamli bir bigimde arastirilmaktadir (Rebougas ve Santos, 2009). Bu
teori yiiksek enerji fizigindeki hiyerarsi problemini agiklamak i¢inde kullanilabilmektedir
(Sharif ve Shamir, 2009).

f(R) gravitasyon teorisinin etki fonksiyonu sirasiyla Weyl (1919) ve Eddington
(1922) tarafindan ¢alisilmistir. Fakat Buchdahl (1970) tekil olmayan salinimli kozmolojiler
baglaminda bu etkiyi 6ne siirmiistiir (Sharif ve Shamir, 2009). Starobinsky (1980) ve
Strominger (1984) Lagrange fonksiyonunun bagli oldugu Ricci skalerinin bazi keyfi
yiiksek mertebeden terimler iceren Ricci fonksiyonlari ile yer degistirebilecegini dnermistir
(Rador, 2007). f(R) fonksiyonu belirli kosullar1 saglamasi sartiyla keyfi bir fonksiyon
olarak segilebilir (Starobinsky, 2007). Boylece segilecek her bir keyfi f(R) fonksiyonu ile

bu gravitasyon teorisi altinda yeni bir model de Onerilmis olur. Kullanilan keyfi f{R)
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fonksiyonlarinin analitik olmasi ve herhangi bir nokta yakininda Taylor serisine
acilabiliyor olmasi gerekir (Pun ve ark., 2008). Ayrica, secilen keyfi f(R) fonksiyonlari

icin olusturulacak olan model niikleosentez, radyasyon ve madde baskin ddnemlerin

evrimini de agiklamak zorundadir (Pun ve ark., 2008). f(R)=R™" ve f(R)=R-aR™"

fonksiyonlar1 bu teorinin en basit modellerindendir (Brookfield ve ark., 2006). Bu iki basit
model belirli sartlar altinda diger bir skaler tensor teori olan Brans-Dicke teorisine kargilik

gelmektedir (Brookfield ve ark.,, 2006). Diger taraftan, f(R)=R—-2Amodeli ise

kozmolojik sabitli Einstein gravitasyon teorisine indirgenebilmektedir (Starobinsky, 2007).

Bu sebeple f(R)=R-2A modeli 6zel olarak ACDM modeli olarak adlandirilir
(Starobinsky, 2007). Starobinsky (1980; 1981; 1983) ve Vilenkin (1985), f(R) gravitasyon

teorisi gercevesinde ikinci dereceden terimler igeren modelleri ilk kez dikkate almiglardir.
Bu gelismenin ardindan giinimiize dek bir¢ok f(R) modeli ¢aligilmakta ve bu modellerin
ozellikleri genis kapsamda arastirilmaktadir (Nojiri ve Odintsov, 2003; Nojiri ve Odintsov,
2004; Hu ve Sawicki, 2007, Appleby ve Battye, 2008).

Bu tez ¢aligmasinda, oncelikle Einstein gravitasyon teorisi ve bu teoriye alternatif
diger gravitasyon teorileri ile ilgili kisaca bilgi verilmis, bunlardan f(R) gravitasyon teorisi,
alan denklemleri, teorinin f{R) fonksiyonuna gore Onerilen gesitli kozmolojik modeller
Ozetlenmistir. Boliim 2°de f(R) gravitasyon teorisindeki alan denklemi uygulamalar1 ve bu
tez calismasinda kullanilan madde formlar1 olan monopol ve ideal akiskan ile ilgili dnceki
caligmalar sunulmustur. Bolim 3°de bu c¢aligma kapsaminda kullanilan materyal ve
yontemler, Boliim 4°de ise f{R) gravitasyon teorisi kapsaminda kiiresel simetrik
monopoller ve ideal akiskanli silindirik simetrik Godel evrenine ait ¢dziimler verilerek, son

olarak elde edilen modeller i¢in sonug¢ ve Oneriler tartisiimistir.
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BOLUM 2
ONCEKIi CALISMALAR

Tensorel bir teori olan f(R) gravitasyon teorisi ger¢evesinde madde ve geometri
arasindaki iligkiyi veren alan denklemlerinin pek c¢ok uygulamasi yapilmis ve
¢Oziimlerinden farkli evren modelleri ile madde formlarinin birbirleri {izerine etkileri
incelenmigtir.

f(R) gravitasyon teorisi cercevesinde alan denklemi uygulamalarindan ilki 2006
yilinda Multamdki ve Vilja tarafindan Onerilmistir. Multaméki ve Vilja (2006) vakum
durumunda kiiresel simetrik uzay-zamani incelemiglerdir. Skaler egriligin ve metrik
potansiyellerin ¢arpimlariin sabit oldugu durumda alan denklemlerinin ¢dziimlerini elde
etmislerdir. Bu ¢oziimlerin bazi uygulanabilir f{R) modelleri i¢cin Schwarzschild-de Sitter
evreni alan denklemi tam ¢oziimlerine uyumlu oldugunu gostermislerdir. Ayrica giines
sistemi sabitlerini kullanarak, f{R) teorinin dnemini tartigmislardir.

Azadi ve ark. (2008) statik silindirik simetrik uzay-zamanin vakum ¢oziimlerini f{(R)
gravitasyon teorisi ¢er¢cevesinde arastirmiglardir. Ricci skalerinin sifir ve sabit oldugu iki
durum i¢in alan denklemlerini ¢6zmiislerdir. Ricci skalerinin sifir oldugu durumda kozmik
sicim i¢eren konik bir uzay-zamanin genellestirilmis formunu elde etmislerdir.

Sharif ve Shamir (2009) Bianchi tip-/ ve V" evren modellerinin vakum ¢dziimlerini
f(R) gravitasyon teorisi baglaminda incelemislerdir. Hubble parametresinden ve varyasyon
yasasindan faydalanarak her bir evren modeline kargilik gelen tekil ve tekil olmayan tam
coziimler elde etmislerdir. Coztimlerde iistel f(R) fonksiyonu kullanmiglardir. Ayrica, iki
uzay-zaman i¢in elde edilen ¢oziimlerin genel relativitedeki ideal akigkan ¢éziimii ile uyum
icinde oldugunu gostermislerdir.

Shamir (2010), Bianchi tip-/, 71l ve Kantowski-Sachs evren modellerinin vakum
¢Ozilimlerini aragtirmigtir. Her bir evren modeli i¢in Hubble parametresi, genisleme skaleri
ve shear skaleri elde edilmistir. Ayrica ¢oziimler evrenin sifir hacimden genisledigini,
zamanla hacmin arttifin1 ve sonraki zamanlarda genislemenin tamamen durup evrenin
izotropi kazanacagini isaret etmektedir.

J(R) gravitasyon teorisi ¢er¢cevesinde yapilan alan denklemi uygulamalarinda sikca

kargimiza ¢ikan madde dagilimlarindan bazilar1 da ideal akigskan ve anizotropik akigkandir.
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Lobo ve Oliveira (2009) f{R) gravitasyon teorisi ¢er¢evesinde anizotropik akigkan bulunan
kiiresel simetrik uzay-zamani incelemislerdir. Alan denklemlerinin bazi kabuller altinda
ozel ¢oziimlerini elde etmisler ve bu ¢dziimlerin kurt deligi geometrisine karsilik geldigini
gostermiglerdir. Elde edilen sonuglar ile daha once Brans-Dicke teorisi kapsaminda elde
edilen kurt deligi sonuglarini kargilagtirmiglardir.

Sharif ve Shamir (2010), ideal akiskanli Bianchi tip-/ ve V' uzay-zamanlarinin alan
denklemlerini f{R) teori gercevesinde incelemislerdir. Her bir evren modeli i¢in iki farkli
tam ¢Oziim elde etmisler ve bu ¢oziimlerle uyumlu f{R) fonksiyonlar1 6nermislerdir. Her
bir uzay-zaman i¢in Hubble parametresi, anizotropi parametresi, genisleme parametresi ve
shear skaleri verilmig ve sonuglar tartigilmigtir.

Sharif ve Kausar (2011c), Bianchi tip-V1, evreninin f(R) alan denklemlerini hem

ideal akigkan hem de anizotropik akigkan madde dagilimlari i¢in incelemislerdir. Bazi
fiziksel yaklasimlar kullanarak her iki madde dagilimi i¢in ¢6ziim elde etmislerdir.
Kinematik nicelikleri hesaplayarak evrenin ilk zamanki ve son zamanki hareketlerini
yorumlamiglardir.

Sharif ve Kausar (2011a), anizotropik akiskanli Bianchi tip-/// evren modelinin alan
denklemlerini f(R) gravitasyon teorisi ¢ergevesinde ele almislardir. Ustel genislemeyi ve
kuvvet fonksiyonu seklinde genislemeyi dikkate alarak evrenin evrimini yorumlamislardir.
Bianchi tip-/I evren modeli genel relativitede ilerleyen zamanlar i¢in izotropik olurken, bu
calismaya gore f(R) gravitasyon teorisinde anizotropik kaldig1 gosterilmistir.

f(R) gravitasyon teorisi kapsaminda incelenen bir diger madde formu ise
elektromanyetik alan dagilimidir. Aghamohammadi ve ark. (2010), yiikli bir karadelik i¢in
f(R) gravitasyon teorisinde kiiresel simetrik ¢oziimleri incelemislerdir. Bazi uygulanabilir
f(R) modellerinde zayif alan yaklasimini kullanarak bu modeller i¢in Reissner-Nordstrom
karadeliginden genellestirilmis uzay-zaman metriklerini 6nermislerdir.

Mazharimousavi ve ark. (2011), f{(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde
elektromanyetik alanla birlestirilmis kiiresel simetrik uzay-zamani incelemislerdir. Lineer
ve lineer olmayan elektromanyetik alan i¢in bu uzay-zamanin termodinamik &6zelliklerini
incelemiglerdir. Lineer olmayan elektromanyetik alanin 6zel bir durumu ve lineer
elektromanyetik alanin kendisinin karadelik geometrisine izin verdigini gostermislerdir.

Elde edilen ¢oziimlerin cesitli limit durumlarinda f(R) gravitasyon teorisindeki kiiresel
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monopol ¢oziimiine indirgendigini gostermislerdir.

f(R) gravitasyon teorisi kapsaminda toz madde, monopol, quark madde, mezonik
skaler alan ve karanlik enerji de incelenmistir. Ornegin, Sharif ve Kausar (2011b), toz
maddeli kiiresel simetrik uzay-zamani ele almistir. Sabit egrilik yaklagimi kulanarak
coziimler elde etmisler ve toz maddenin yogunlugunun sabit oldugunu gostermislerdir. Bu
¢cOziimiin basincin goz ardi edildigi ve yogunlugun sabit oldugu Tolman-Oppenheimer-
Volkoff uzay-zamanina karsilik geldigini de goOstermislerdir. Ayrica, genellestirilmis
Landau-Lifshitz enerji-momentum tanimini kullanarak enerji-momentum dagilimini
tartigmiglardir.

Caramés ve ark. (2012), f(R) gravitasyon teori kapsaminda kiiresel monopol bulunan
kiiresel simetrik uzay-zamanin alan denklemlerini ele almislardir. Zayif gravitasyonel alan
yaklasmmu kullanarak, Onerilen f(R) fonksiyonlar1 i¢in elde edilen sonuglar1 genel relativite
ve Brans-Dicke teorilerinde elde edilen benzer sonuglar ile kargilastirmiglardir.

Yilmaz ve ark. (2012), f{R) gravitasyon teorisinde kuark ve tuhaf kuark madde
dagilimli Bianchi tip-/ ve 7 evren modellerinin alan denklemlerini incelemiglerdir ve tam
coziimlerini elde etmislerdir. Kuark maddenin hayalet enerji gibi davrandigini ve evrenin
ilk zamanlarindaki ivmelenmeye katkisi olabilecegini gostermislerdir. Her bir evren
modeli ¢oziimiine karsilik gelen f{R) fonksiyonlarin1 6nermislerdir.

Aktas ve ark. (2012), Marder evreninde mezonik skaler alan ve karanlik enerjili
madde dagiliminin fiziksel davranigini f(R) gravitasyon teorisi araciliiyla incelemislerdir.
Elde edilen modelde karanlik enerjinin hayalet tipi dagilima sahip oldugu ve mezonik
skaler alanin zaman i¢inde bagska madde formlarma doniisebilecegini gostermislerdir.

Ayrica iki evren modelinin fiziksel ve kinematik niceliklerini de incelemiglerdir.
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BOLUM 3
MATERYAL VE YONTEM

Einstein gravitasyon teorisinde evrenin ivmelenmesinden sorumlu tutulan karanlik
enerjiyi aciklamak icin alan denklemlerine sonradan elle eklenen kozmolojik sabit
kullanilmaktadir. Diger taraftan, f(R) gravitasyon teorisinde etki fonksiyonu birgok bilim
adami tarafindan c¢alisilmis, fakat bilinen haliyle f(R) gravitasyon teorisi etki fonksiyonu ve
alan denklemleri 1970 yilinda Buchdahl tarafindan 6nerilmistir (Buchdahl, 1970). Einstein
gravitasyon teorisinden farkli olarak Hilbert-etkisinde Lagrange fonksiyonu skaler
egriligin bir fonksiyonu olan f(R)’ e bagh olarak tanimlanir (Buchdahl, 1970). Bu etki
fonksiyonu

s=] E[ﬁf(fe)um Jd“x @31

seklindedir ve burada daha dnce sdyledigimiz gibi L,, maddenin Lagrange fonksiyonudur.

(3.1) esitliginin varyasyonundan f(R) gravitasyon teorisinin madde-geometri iligkisini

gosteren alan denklemleri
FORRy =3 f(R)g =V Vi F(R) + g3 1F(R) = 213" (3.2)
seklinde elde edilir (Buchdahl, 1970). Burada F(R) =df(R)/ dR, V; kovaryant tirev ve
0= V,Vi seklindeki d’ Alambert operatoriidiir. (3.2) denkleminin izi alindiginda;
F(R)R-2f(R)+3LF(R)=yT 3.3)

olmaktadir. Burada 7 enerji-momentum tensoriiniin izidir. (3.3) denklemi ile verilen iz
alan denklemlerini kolaylastirmak i¢cin ve ayrica kisitlama denklemi olarak da
kullanilmaktadir. Boylece, (3.2) ve (3.3) denklemleri birlikte ele alinirsa alan denklemleri

1
Gy =Ruy = Repy =1 (34)
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formunu alir. Burada etkin enerji-momentum tensorii olarak adlandirilan
Tfféff ) :T;(ﬁ/) +TAS"’:’) ile verilir (Buchdahl, 1970; Lobo ve Oliveira, 2009). T;(z@) terimi

madde dagiliminin enerji-momentum tensoriine bagl olarak
) =1/ F 3.5)

seklinde ifade edilir (Buchdahl, 1970; Lobo ve Oliveira, 2009). Ayrica, egrilik enerji-

momentum tensorii olarak adlandirilan 7 A(tf/) terimi ise
=1y v r1
w =% VaVy —Zgﬂv(RFJrUFJrT) 3.6)

seklinde tanimlanir (Buchdahl, 1970; Lobo ve Oliveira, 2009).
\%a G,y =0 seklindeki Bianchi esitligi yardimiyla f{R) gravitasyon teorisi

kapsaminda enerji-momentum korunum denklemi
1
V“Tﬁ) - ?T%)V”F 3.7)

olarak tanimlanmaktadir (Lobo ve Oliveira, 2009).

Diger taraftan, biiyiik patlama teorisine gore baslangicta homojen olmayan evren ve
geometrisi, hizla enerji kaybetmesi ve sogumasi nedeniyle meydana gelen bir¢cok simetri
kirilmasi ile yapisini degistirmistir. Bu simetri kirilmalarindan yerel ve global simetrilerin
kirilmasi sonucunda topolojik hatalardan biri olan monopollerin olustugu diisiiniilmektedir.

Kiiresel monopolleri skaler alanlarina bagl olarak tanimlayan Lagrange fonksiyonu
=100 -2 @i 0P =Lo,0%0 Vi) 38)
- B ML 4 i —1 - B ML °
seklindedir (Vilenkin ve Shellard, 1994). Burada ¢i monopollerin skaler alani, V' (¢)

potansiyel enerjisi ve 7 monopolleri olusturan simetri kirilmasinin bir 6l¢iitidir (i = 1, 2,

3). Ayrica, monopoller bir topolojik yiik yardimiyla

10
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1 .. -3
N = —dSlg] " cane 4701970 19 (3.9)

seklinde tanimlanir. Burada N belirli bir hacimdeki toplam monopol sayisin1 ve €. tam
antisimetrik birim tensorii gostermektedir. 6 N manyetik yiik miktarindaki kararsizligi

ifade eder. (3.9) esitliginin en basit ¢oziimlerinden biri olan N=/ durumu kiiresel simetrik

duruma karsilik gelir. Kiiresel simetrik durumda monopoliin skaler alani

a

6 =miin™ (3.10)

seklindedir (@ = 1, 2, 3). (3.10) esitliginde A(r) fonksiyonu » = 0’ da sifir olur ve
r >> ¢ ’dabire yaklasir. Ayrica 6 ~ (\/zn)'l degerinde monopol ¢ekirdeginin biiyiikliiglini

gosteren bir sabittir (Vilenkin ve Shellard, 1994). (3.10) esitligi ile verilen skaler alan

bilegenleri ve karesi kiiresel simetrik modeller i¢in

rsin(@)cos(¢)
¢' = ¢(r)| rsin(0)sin(¢) (3.11)
rcos(0)
ve
$'¢; = 179> (r) 3.12)

olarak tamimlanir. Kiiresel monopoller i¢in enerji-momentum tensori (3.8) ve (3.10)
esitliklerinin de dikkate alinmasiyla
T, =0,4,0"¢' —L5,” (3.13)

seklinde tammlanir (Vilenkin ve Shellard, 1994).

Bir diger madde formu olan ideal akigkan i¢in enerji-momentum tensorii ise

T, =)+ p()uyu” - p(r)sd, " (3.14)

11
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seklindedir. Burada u i 4-1i hiz vektort, p ideal akiskanin basinci ve p ideal akigkanin

yogunlugudur (Brikhoff, 1944). Ayrica, ideal akiskanin basinci ve yogunlugu
p=wp 3.15)

durum denklemi ile birbirine bagimlidir. Burada @ basing ile yogunluk arasindaki oranti
katsayisini gosteren sabittir (Ha ve ark., 2012).

(3.15) denkleminde @ >—1/3 sart1 saglaniyor ve p >0 oluyor ise madde dagilimi
zayif, kuvvetli ve baskin enerji sartlarini saglar. Ayrica bu tir madde dagilimlar1 normal
madde olarak adlandirilir (Hawking ve Ellis, 1973).

(3.15) denkleminde @ < —1/3 oldugu zaman, akiskan kuvvetli enerji sartin1 saglamaz
ve evrenin ivmelenmesine pozitif bir katkida bulunur. Bu madde formu karanlik enerji
olarak adlandirilir (Ha ve ark., 2012).

(3.15) denkleminde @ =-1 oldugunda alan denklemlerindeki ideal akigkan
kozmolojik sabit rolii almaktadir (Ha ve ark., 2012).

(3.15) denkleminde @ < -1 oldugunda ii¢ enerji sarti da saglanmaz. Bu durumda
akigkan hayalet enerji olarak adlandirilir (Nemiroff ve Patla, 2008).

(3.15) denkleminde @ =0 iken akigkan, basinci sifir, yogunlugu sifirdan farkli olan
ve toz madde olarak adlandirilan madde formudur (Dodelson, 2003).

(3.15) denkleminde @ =-1/3 oldugunda akigkan, sicim gazi olarak isimlendirilir
(Kamenshchik ve Khalatnikov, 2011).

(3.15) denkleminde @ =1 oldugunda akigkan, homojen evrende bazi anizotropilerin
varligini agiklayan, basing ve yogunlugu birbirine esit olan stiff madde olarak adlandirilir
(Belinsky ve Khalatnikov, 1973;Khalatnikov ve Kamenshchik, 2003).

(3.15) denkleminde  =1/3 olursa, akigkan 1g1mim olarak adlandirilir (Nemiroff ve

Patla, 2008).
(3.15) denkleminde  =-2/3 oldugunda akigkan domain wall olarak adlandirilir

(Nemiroff ve Patla, 2008).

12
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BOLUM 4
ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA
4.1. f (R) Gravitasyon Teorisinde Kiiresel Simetrik Monopoller

Kiiresel simetrik uzay-zamanin yay elemant
ds? =e*Mgr? —o"Ngr? _32q0% — 12 5in2 0 d¢2 4.1)

seklindedir. Burada u(r) ve v(r) radyal koordinata bagli fonksiyonlardir. (4.1) esitligi

kullanilarak kiiresel simetrik uzay-zamanin Ricci skaleri

) . L v
Roo V| B 2V 24 pv 2 2 T i 4.2)

2 r or 2 G202

(132

olarak elde edilir. Burada “.” isareti radyal koordinata gore tiirevi ifade eder. (4.1) ile
verilen statik kiiresel simetrik uzay-zaman igin kiiresel monopol enerji momentum

tensoriiniin bilesenleri (3.8) ve (3.10)-(3.13) denklemleri kullanilarak
n?
T =1 =4v(p), 1) =15 =V($) 43)
r

olarak elde edilir. Ayrica (3.8)-(3.12) esitlikleri yardimiyla kiiresel monopoliin V' (¢)

potansiyel enerjisi
V(g)=0 4.4)

seklinde elde edilir. Boylece (4.3) ve (4.4) denklemlerinden kiiresel simetrik monopoller

i¢in enereji-momentum tensoril bilegenleri
=1/ =" 1) =1f =0 4.5)
olarak elde edilir. (3.2)-(3.6), (4.1) ve (4.5) denklemlerini kullanarak f{(R) gravitasyon

teorisinde kiiresel simetrik monopollerin alan denklemleri

13
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S S S B S R -
w2 22 2r 8 4 2r 8 8F 8F
(4.6)
_F3F )
2Fr 4F 22 ’
\% .. .«
oVl LV AT B pv VE pF | F
22 9,2 8 4 8 8F 8F 2Fr
4.7)
F gmzev o
4F 2Fr2 ’
e v o g i v gy vE 3uF
e’ —— ettt
w2 92 2r 8 4 2r 8 B8F 8F
4.8)

seklinde elde edilir. (4.6)-(4.8) esitliklerinin birlikte kullanilmasiyla wu(r) ve v(r)

fonksiyonlar1 dogrudan
u(r) = ln(c—l + czrzj 4.9)
r
ve
v(r)=In| —3— | =Ines — u(r) (4.10)
ﬂ + Cyr
r

olarak bulunur. Burada cj,cp, ve c3 ¢oziimlerden gelen keyfi sabitlerdir ve dolayisiyla

(4.9) ve (4.10) denklemleri yardimiyla kiiresel simetrik uzay-zamanin metrik potansiyelleri

M) 2Ly o2 @.11)
r

14
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Ve

-8B (4.12)

C
—1+c2r2
r

seklinde elde edilir. Boylece f(R) gravitasyon teorisi ¢ergevesinde statik kiiresel simetrik

monopoller i¢in uzay-zamanin geometrisi (4.1), (4.11) ve (4.12) denklemleri yardimiyla

52 2(0_1+02r2}h2 8 2 1246 +sin? 6dg?) (4.13)
1

C
—+c2r2
r

yay elemam ile ifade edilir. Ayn1 zamanda, (4.6)-(4.8) alan denklemlerinin tam
¢oziimlerinden, f(R) gravitasyon teorisi kapsamindaki statik kiiresel simetrik monopoller

icin F(r) fonksiyonu
F(r)= yn* (4.14)

olur.

4.2. f(R) Gravitasyon Teorisinde ideal Akiskanh Godel Evreni
Godel evreni genel relativitede alan denklemlerinin ilk donen evren ¢ozimiidiir
(Godel, 1949). Godel evreninin en 6nemli 6zelligi kapali zamansal egrilere izin vermesidir

(Godel, 1949). Statik Godel evreni igin yay elemani silindirik koordinatlarda
ds? =[dt + H(r)d¢]> — D?(r)d¢> — dr® — dz> 4.15)

olarak tanimlanir (Godel, 1949; Reboucas ve Tiomno, 1983). Burada H(r) ve D(r) radyal
koordinata bagli metrik potansiyelleridir ve 4-lii hizlar ul = (0,0,0,1), u'u ; =1 seklindedir.

(4.15) denklemi ile verilen statik silindirik simetrik Godel evreninin Ricci skaleri

15
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2
R=2D_H” 4.16)

D 2p?

seklindedir. (3.2)-(3.6), (3.14) ve (4.15) denklemlerinden f{R) gravitasyon teorisi

cercevesinde ideal akiskanli Godel evreni alan denklemleri

s
1382 4D 6F 26D 27p() 22p0)|_, @17
8\ p2 D F FD F F

‘r2
I 3H 4D _2F 4HI 6D _ 4HJLF+4HHD 22p0) 22P0)|_o (418
8 p? D F p? FD Fpp? F F
1(H?> 4D 2F 2FD L2xp() 22p()
ol e =0, 4.19)
s\p2 D F FDF F

\(5H? 4D 2F AHH 2FD AHHF AHHD 6xp(r) 6xp(r)
| = =0, (4.20)
pP D F p? FD FD? D’ F F

IR AT aan)

H-—"4
2

(. DH HFH 21112)+11121L1+21L171r2 HE 2yHp(r) 2xHp(r)
D p’F D D? D? F F F

J=o 4.22)

olarak elde edilir.

(4.17)-(4.22) denklem sistemi, ikinci mertebeden lineer olmayan bir sistem
oldugundan, ¢dziimlemek oldukca giictiir. ideal akiskan madde dagilimi ve uzay-zamana
kazandirdigi geometrinin belirlenebilmesi i¢in (4.17)-(4.22) denklemlerini saglayan ve

asagida verilen bazi 6zel ¢oziimleri 6nermek miimkiindiir.

16
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(i) F(r)=a; durumu:
Bu durum, f{R) gravitasyon teorisindeki en temel modellerden birisi olan A CDM

modeline karsilik gelmektedir. (4.17)-(4.22) esitliklerinden

F(ry=q (4.23)

sabit fonksiyonu dikkate alindiginda f(R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde ideal akiskanl

Godel evreni i¢in

r+a, _r+a,
H(r)zi%a%e 2 i%a%a@e “ tas 4.249)
ve
\/_ r+a4 r+a4
D(r)=i72a%(e “o—ge ) 4.25)

olarak elde edilir. Burada ay,a,,...,as’ler keyfi sabitlerdir. Ayrica, (4.17)-(4.22) alan

denklemlerinin (4.23) ile birlikte kullanilmasindan, f(R) gravitasyon teorisi kapsamindaki

ideal akiskanli Godel evreni i¢in madde yogunlugu ve basinci arasinda

a]

p(r)+p(r) = (4.26)
a x
bagintisi elde edilir.
(ii)) F(r)=agr+ay durumu:
(4.17)-(4.22) esitliklerinde
F(r)=agr+aq 4.27)

fonksiyonu dikkate alindiginda f{R) gravitasyon teorisi ¢ercevesinde ideal akiskanli Godel

evreni igin

17
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H(r) =ag (4.28)
ve
D(r)=ag 4.29)

elde edilir. Burada ag,...,aq ’lar keyfi sabitlerdir. Ayrica bu durumda, (4.17)-(4.22) alan

denklemlerinin (4.27) ile kullanilmasindan, f(R) gravitasyon teorisi kapsamindaki ideal

akigkanl Godel evreni i¢in madde yogunlugu ve basinci arasinda

p(r)+p(r)=0 (4.30)

olur.
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BOLUM 5
SONUC VE ONERILER
5.1 f(R) Gravitasyon Teorisinde Kiiresel Simetrik Modeller ile Tlgili Sonu¢ ve
Oneriler
(4.11) ve (4.12) denklemleri (4.2) denkleminde yerine yazildiginda f(R) gravitasyon

teorisinde kiiresel simetrik monopoller i¢in Ricci skaleri

126‘2 _i

R(r) =
C3 r2

(5.1)

olarak elde edilir. » yarigap biiyiikliigii (5.1) esitligi yardimiyla Ricci skalerine bagl olarak
1

_ 203 5
r(R) = i[—ucz e j (5.2)

seklinde tanimlanir. Ayn1 zamanda (4.6)-(4.8) esitlikleri ile verilen alan denklemlerinde

F(R)=df(R)/dR oldugundan f(R) fonksiyonunun
f(R)=[F(R)dR (5.3)

olarak hesaplanabilecegi agik¢a goriilmektedir. Diger yandan Boliim 4’de elde edildigi gibi

kiiresel simetrik monopoller i¢cin F(r) fonksiyonu F(r)= ;(772 seklindedir. Dolayisiyla,
(4.14) ve (5.3) esitliklerinin birlikte kullanilmasindan f(R) fonksiyonu

f(R) = xn*R +cy (5.4)

olarak elde edilir. Burada c4 keyfi sabittir. Ayrica (3.3) denklemi kullanilarak da f{R)
fonksiyonu elde edilebilir. (3.3), (3.5), (4.14) ve (5.2) denklemlerinin birlikte ele

alinmasindan

F(R) = sz[R - 62} (5.5)
3
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olur.
Genel olarak, Einstein-Hilbert etkisinde skaler egriligin yerine dikkate alinabilecek
f(R) fonksiyonu bir kuvvet serisi seklinde olabilir (Sotiriou ve Liberati, 2007). Bu kuvvet
serisi en genel formunda
a o R> R® R/

a.
SR =+t 4+ +—=+—-2A+R+—+—+...+—+... (5.6)
RTRE R pr By B

seklinde skaler egriligin pozitif ve negatif kuvvetlerini icerebilir (Sotiriou ve Liberati,
2007). Burada a; ve f3; etkiye gore deger alabilen katsayilardir.

f(R) gravitasyon teorisinde kiiresel simetrik monopollerin alan denklemi ¢oziimleri
dikkate alindiginda, (5.4)-(5.6) denklemlerinden f(R) fonksiyonunun kuvvet serisine uygun

sekilde elde edildigi agikga goriilmektedir. (5.4)-(5.6) denklemlerinin birlikte

kullanilmasindan kiiresel simetrik monopollerin izin verdigi f(R) fonksiyonu katsayilar1

;=0 (5.7)
ve
1
— =0 5.8
5 (5.8)

seklindedir. (5.4) ve (5.5) denklemleri aynit f{R) fonksiyonunu isaret etmektedir.

Dolayisiyla bu iki esitligi karsilagtirdigimizda, monopol simetri kirilma 6lgiitii sabiti i¢in

CrxC
an? =-34 (5.9)
602

esitligi elde edilir. (5.9) denkleminden €34 . olmasi gerektigi aciktir. Ayrica
)

f(r)= ;(772 yani sabit elde edilmis olmasi (5.4)-(5.6) esitliklerinden de agik¢a goriildiigii

iizere f(R) fonksiyonunun kuvvet serisi formunu
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f(R)=xn2[R—6cﬁj=m2R+c4=R—2A (5.10)
3

fonksiyonuna indirgemektedir. Bu durum f(R) gravitasyon teorisindeki en temel
modellerden birisi olan A CDM modeline karsilik gelmektedir. f(R) gravitasyon teorisinde
dikkate aliman A CDM modeli ayn1 zamanda bu teoriyi Einstein genel relativitesine
indirgeyen modeldir. Dolayisiyla f(R) gravitasyon teorisinde F(R) — sabit olmasi
durumunda, bu teorinin alan denklemlerinden elde edilen sonuglar ile Einstein genel
relativitesinden elde edilen sonuglar cakismalidir. Einstein tarafindan A -kozmolojik
sabitine yiiklenen evrenin genisleme rolii, f(R) gravitasyon teorisinin A CDM modelinde
evrenin yaklagik olarak %23 linii olusturdugu 6ngoriilen karanlik maddenin bir ¢esidi olan
“soguk karanlik madde (Cold Dark Matter)” ye yiiklenmektedir. Ayrica, (5.4)-(5.6)

denklemlerinden keyfi sabitler ve monopol simetri kirilma 6l¢iitii i¢in

m? =1 (5.11)
ve
3¢ _ 4 (5.12)
€3
elde edilir.

Ayni1 zamanda bu tez ¢alismasinda elde edilen kiiresel simetrik monopol modeli
¢ =0 kosulu altinda, Benson ve Cho (2001) tarafindan Einstein gravitasyon teorisinde
arastirilmig olan kozmolojik sabitli kiiresel simetrik monopol ¢6ziimii ile uyusmaktadir.
Bu sonug, bu tez ¢alismasinda elde edilen kiiresel simetrik monopol modelinin tutarliligini
ve f(R) gravitasyon teorisinin (5.10) denklemi ile verilen kosul altinda Einstein gravitasyon
teorisine indirgendigini desteklemektedir.

(5.11) ve (5.12) denklemlerinden goriildiigii gibi ¢, =0 durumunda f{(R)

gravitasyon teorisi c¢ercevesinde incelenen kiiresel simetrik monopoller, Barriola ve
Vilenkin (1989) tarafindan verilmis olan Einstein gravitasyon teorisindeki kozmolojik

sabitsiz kiiresel simetrik monopol ¢oziimii ile ve ayrica Barros ve Romero (1997)
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tarafindan verilmis olan Brans-Dicke gravitasyon teorisindeki kiiresel simetrik monopol
¢Ozlimii ile uyusmaktadir.

1202
a3

(5.1) esitliginden goriildiigii lizere r — oo smrinda skaler egrilik R —

sabitine yaklasmaktadir. Yani f(R) gravitasyon teorisine gore monopol kaynagindan uzak
komsuluklarda uzay-zamanin egriligi koordinatlardan ve maddeden bagimsiz bir sabit
olmaktadir.

f(R) gravitasyon teorisinde kiiresel simetrik monopol modelinin geometrik
ozelliklerini agik bir sekilde gorebilmenin bir yolu da elde edilen yay elemaninin “embed”
diyagramini incelemektir. Bilindigi gibi, kiiresel simetrik uzay-zamanin yay elamani (4.1)
esitligi ile verilmektedir. (4.1) esitligiyle verilen kiiresel simetrik uzay-zaman, herhangi bir

t =t( aninda ve 0 = /2 diizleminde

dr? = —e"Nar? — 12 dgp? (5.13)

olarak silindirik koordinatlara indirgenir. Silindirik koordinatlarda Minkowski uzay1 yay

elemant
do? =—dz* — dr* —r*d¢? (5.14)
seklindedir. (5.13) ve (5.14) esitlikleri kullanilarak koordinat diferansiyelleri arasinda

[dz=[+e"") —1dr (5.15)

seklinde bir bagint1 elde edilir. (4.12) ve (5.15) denklemleri kullanilarak

_[ c3r —C; —02r3

[dz = dr (5.16)

Cc|t+ceor

ifadesi elde edilir. (5.16) esitliginde ¢; =0 segilirse integralin sonucu
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2 2
2(cy +4Jcy +crea r
In (c3 3+C03 )c3
cr

z2(r)=1-

(5.17)
\/032 +Cpc3 rz

veya (5.16) esitliginde ¢, =0 segilirse integralin sonucu

dﬂz_ﬂq—%ﬂ¢%q—%ﬂ (5.18)
3esyer

olarak elde edilir. (5.17) ve (5.18) esitliklerinde verilen z dik eksenindeki radyal degisimi
kullandigimizda f(R) gravitasyon teorisinde kiiresel simetrik monopol modelinin “embed”
diyagramlarin1 Sekil.1 ve Sekil.2’de verildigi gibi elde ederiz.

Sekil.1 ve Sekil.2’den goriildiigii gibi uzay-zaman geometrisi monopol varliginda
f(R) gravitasyon teorisine gore statik kiiresel simetrik bir karadeligi animsatmaktadir.

(4.11) ve (4.12) denklemleri ile verilen metrik potansiyelleri arasinda c3 =1 kosulu altinda

M) — V() (5.19)

bagintisi elde edilir.

Sekil 1. f{R) gravitasyon teorisinde monopollii kiiresel simetrik uzay-zaman geometrisi

(c; =1,60=0, ¢3 =1 ve 6 =7/2 durumu).
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Sekil 2. f{R) gravitasyon teorisinde monopollii kiiresel simetrik uzay-zaman geometrisi

(c; =0,¢7=20, ¢c3 =1 ve 0 = 7/2 durumu).

Bilindigi tizere, karadelikler i¢in yay elemani genel olarak

———dr? —r*(d0? +sin’ 0d¢?) (5.20)

ds?® = E*(r)dt® - :
E~(r)

seklinde ifade edilmektedir (Landau ve Lifshitz, 1976; Kodama, 2009). (5.19) ve (5.20)

denklemlerinden agik¢a goriildiigii gibi f(R) gravitasyon teorisine gore, ¢3 =1 durumunda

kiiresel simetrik monopoller, bir cesit karadelik olusturmaktadir. (4.13) esitligi bu
baglamda incelenirse, f(R) gravitasyon teorisinde monopol kaynaginin neden oldugu

kiiresel simetrik karadelik ¢esidi i¢in

1

" = _(C_lj3 (5.21)

)

olur. Burada, 7;, sz konusu karadeligin olay ufkudur ve ¢;/cy <0°dir. (5.19)-(5.21) ve

Sekil 2’de tammlanan bu karadelik cesidi geometrik ozellikleri agisindan BTZ-tipi

karadeligi isaret etmektedir ve ¢ # 0 olmalidir (Banados ve ark., 1992; Kodama, 2009).
¢ =0 ve c3 =1 durumunda ise kiiresel simetrik monopol modeli, Sekil.2’de verilen

geometriye sahip olacaktir. Bu durumda metrik potansiyellerin
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M) = o7V = [1— n? +C—1j formuna uygun olacagma dikkat ¢ekmek gerekir. Bu
r

durum ¢y = —-2M almmas1 kosulu ile monopol varlig: terk edildiginde sinir sartlarindan

Schwarzschild karadeligine indirgenir.

Ayrica, bu calisma kapsaminda elde edilmis olan f(R) gravitasyon teorisi kiiresel
simetrik monopol modeli, Carames ve ark. (2012) tarafindan daha 6nce verilmis kiiresel
monopol ¢oziimleriyle uyusmaktadir. Carames ve ark. (2012), f{R) gravitasyon teorisinde
monopollii kiiresel simetrik uzay-zamani1 zayif alan yaklasikligi altinda ve ¢esitli f(R)
fonksiyonu segimleri altinda incelemislerdir. Bu tez calismasinda ise f(R) gravitasyon
teorisinde kiiresel simetrik monopollerin kabulsiiz tam ¢oziimleri elde edilmis olup, s6z
konusu teorinin f(R) fonksiyonu i¢in sadece f(R)= ;(nz[R —iﬁj formunda olabilecegi

3

gosterilmistir.

5.2 f(R) Gravitasyon Teorisinde ideal Akiskanli Gédel Evreni ile Tlgili Sonu¢
ve Oneriler

Bu bolimde f{R) gravitasyon teorisi ¢ergevesinde alan denklemlerini ve
coziimlerini elde etmis oldugumuz ideal akigkanl statik silindirik simetrik Godel evrenine
dair geometrik ve fiziksel dzellikler tartigilacaktir. Oncelikle F(7) = @; durumu igin elde
edilen sonuglar ve fiziksel anlamlarini yorumlayalim. (3.15) esitligi ile verildigi gibi ideal
akigkan, basinci ve yogunlugu arasinda @ oranti sabiti olmak iizere bir dogru oranti
bulunmaktadir. (3.15) esitligi ile verilen bu oranti, alan denklemi sonuglarindan biri olan
(4.26) esitligi ile birlikte kullanilirsa, ideal akiskanin yogunlugu

p=— (5.22)

a3(@+1)y
ve dolayisiyla basinci

@@ (5.23)

ar(w+1) x
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seklinde elde edilir. @ sabitinin aldig1 degerlere gore ideal akiskan formundaki madde
formu degisim gosterirken, bu maddenin basing ve yogunluklari da belirlenebilir.

Ideal akiskan formundaki cesitli kozmolojik maddeler uzay-zaman geometrisini ve
maddenin karakteristik 6zelliklerine gore ¢esitli enerji sartlarini saglayabilirler. Zayif, null,
kuvvetli ve baskin enerji sartlar1 olarak adlandirilan bu 6zel durumlar, ideal akigkan igin

Cizelge 1’de 6zetlendigi sekilde, ideal akiskanin basing ve yogunluguyla ilgili kosullardir.

Cizelge 1. Ideal akiskan igin enerji kosullar1 (Hawking ve Ellis, 1973)

Zayif Enerji Kosulu pz20, p+p=0
Giicli Enerji Kosulu p+p20, p+3p=0
Baskin Enerji Kosulu p=|p]

Null Enerji Kosulu p+p=0

(i) f(R) gravitasyon teorisinde ideal akiskanh statik silindirik simetrik Godel
evren modeli:

Bir kozmik madde ¢esidinin ideal akigskan olarak adlandirilabilmesi i¢in dncelikle

p >0 kosulunu saglamasi ve bunun yaninda enerji sartlarindan zayif, kuvvetli ve baskin

enerji kosullarin1 da sagliyor olmasi gerekir. S6z konusu kosullarin saglanabilmesi i¢in

(5.22) ve (5.23) esitlikleri Tablo 1’de verilen zayif, kuvvetli ve baskin enerji kosullari ile

birlikte diistiniiliirse a; 20 ve @ > —% olmasi gerekir. f(R) gravitasyon teorisine gore ideal

akigkanh statik silindirik simetrik Godel evreni i¢in, madde yogunlugu ve basinct Sekil

3’deki gibi degisir.
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a ap o

pla)=

1
wz-o plw)=

a%(ler)‘ ag(1+w], 10+

Sekil 3. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki ideal akigskanin basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; =1 ve a; =1).

(ii)  f(R) gravitasyon teorisinde karanlik enerjili statik silindirik simetrik Godel
evren modeli:

Ideal akiskan formundaki maddenin karanlik enerji olarak adlandirilabilmesi igin

kuvvetli enerji sartin1 ihlal etmesi gerekir. S6z konusu kosulun ihlal edilmesi i¢in, (5.22)

ve (5.23) esitlikleri Tablo 1°de verilen kuvvetli enerji kosulu ile birlikte diisiiniiliirse,
W < —% olmas1 gerekir. f(R) gravitasyon teorisine gore karanlik enerjili statik silindirik

simetrik Gddel evreni i¢in, karanlik enerjinin yogunlugu ve basmci Sekil 4’deki gibi
degisir. (5.22), (5.23) esitlikleri ve Sekil 4 ‘de dikkat etmek gerekir ki, f{R) gravitasyon
teorisi, @ =-1 degerinde karanlik enerjili silindirik simetrik Godel modeline izin
vermemektedir. @ =-1 degerinde madde, karanlik enerjinin 6zel bir durumudur ve
kozmolojik sabit rolii listlenmektedir. Dolayisiyla, f(R) gravitasyon teorisi, kozmolojik

sabitli silindirik simetrik Godel modeline izin vermemektedir.
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fr r=up w<f%

p(W):ag(ler)‘ A
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-1 -08 -0 -07 -08 -0.3 -0.4 o

Sekil 4. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki karanlik enerjinin basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; =1 ve a; =1).

(iii)  f(R) gravitasyon teorisinde hayalet enerjili statik silindirik simetrik Godel
evren modeli:

Ideal akiskan formundaki maddenin hayalet enerji olarak adlandirilabilmesi igin

tiim enerji sartlarini ihlal etmesi gerekir. S6z konusu kosullarin ihlal edilmesi i¢in, (5.22)

ve (5.23) esitlikleri Tablo 1°de verilen zayif, kuvvetli, baskin enerji kosullar1 ile birlikte

diisliniiliirse, @ <—1 olmas1 gerekir. f(R) gravitasyon teorisine gore hayalet enerjili statik

silindirik simetrik Godel evreninde hayalet enerjinin yogunlugu ve basinct Sekil 5°deki

gibi degisir.
a . p=wp, w< -1
plo)=——— o<1 plo)=—— w-l P
a(l+o) a3(1+ w) 1 2 3 4 5
ri o
5 4 =3 2
9 h g
5 z
6]
# 3
6 4 g
5P + ¥
4 6y -10
3 #
12
2 £
1 g -4
T . -1
5 -4 -3 3
L 11

Sekil 5. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki hayalet enerjinin basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; = -1 ve a, =1).
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(iv)  f(R) gravitasyon teorisinde stiff maddeli statik silindirik simetrik Godel
evren modeli:

Ideal akiskan o =1 durumunda, basinci ve yogunlugu birbirine esit olan stiff

madde formuna sahip olur. (5.22) ve (5.23) esitlikleri bu kosul altinda dikkate alinirsa, f{R)

gravitasyon teorisine gore stiff maddeli statik silindirik simetrik Godel evreninde stiff

maddenin yogunlugu ve basinci Sekil 6’deki gibi degisir.

P 3

Sekil 6. f(R) gravitasyon teorisine gore GoOdel evrenindeki stiff maddenin basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; =1 ve a; =1).

(v)  f(R) gravitasyon teorisinde toz maddeli statik silindirik simetrik Godel
evren modeli:

Ideal akiskan @ =0 durumunda, basingsiz bir madde ¢esidi olan toz madde

formuna sahip olur. (5.22) ve (5.23) esitlikleri bu kosul altinda dikkate alinirsa, f(R)

gravitasyon teorisine gore toz maddeli statik silindirik simetrik Godel evreninde toz

maddenin yogunlugu ve basinci Sekil 7°deki gibi degigir.
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(o)=L 0
plo)=——— w©= _
a%(lJruJ) L

144

124

Sekil 7. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki toz maddenin basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; =1 ve a; =1).

(vi)  f(R) gravitasyon teorisinde saf 1s1nim alanh statik silindirik simetrik Goédel

evren modeli:
Ideal akiskan o :% durumunda, evrenin ilk evrelerinde baskin olarak var oldugu

bilinen saf 1s1nim alan1 formuna sahip olur. (5.22) ve (5.23) esitlikleri bu kosul altinda
dikkate alinirsa, f(R) gravitasyon teorisine gore saf 1sinim alanli statik silindirik simetrik
Godel evreninde 1s1nimin yogunlugu ve basinct Sekil 8’deki gibi degisir.

) p(m):a%(lﬁ-w], o

035 | 144

0 7 0304

08+ »

064 020 | 0.4

0154

Sekil 8. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki saf 1s1mnim alanin basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; =1 ve a, =1).
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(vii) f(R) gravitasyon teorisinde sicim gazh statik silindirik simetrik Godel

evren modeli:

Ideal akiskan @ = —% durumunda, evrene uzaysal bir egrilik kazandiran sicim gaz

formunu alir (Kamenshchik ve Khalatnikov, 2011). (5.22) ve (5.23) esitlikleri bu kosul

altinda dikkate alinirsa, f(R) gravitasyon teorisine gore sicim gazli statik silindirik simetrik

Godel evreninde sicim gazin yogunlugu ve basinci Sekil 9°deki gibi degisir.
plo)=——. o=+ o= et =,

5 ;
:12(1+w) 3 ; ;
224 o 1 2

wd Wl

Sekil 9. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki sicim gazin basing ve yogunluk

degisim grafikleri (a; =1 ve a, =1).
(viii) f{(R) gravitasyon teorisinde domain walllu statik silindirik simetrik Godel
evren modeli:

Ideal akiskan o = —% durumunda, egzotik madde c¢esitlerinden biri olan domain

wall formuna sahip olur. (5.22) ve (5.23) esitlikleri bu kosul altinda dikkate alinirsa, f(R)
gravitasyon teorisine gére domain walllu statik silindirik simetrik Gédel evreninde domain

wallun yogunlugu ve basinci Sekil 10°deki gibi degisir.
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Sekil 10. f(R) gravitasyon teorisine gore Godel evrenindeki domain wallun basing ve

yogunluk degisim grafikleri (a; =1 ve a; =1).

f(R) gravitasyon teorisine gore statik silindirik simetrik Godel evreninde ideal
akigkan formundaki tiim maddelerin basing ve yogunluklari sabit olmaktadir. Diger
yandan, bu ¢oziimlerin geometrik dzellikleri de asagida verildigi sekilde irdelenebilir.

Homojen ve donen bir model olan Gddel evreninin, homojenlik kosulu metrik
potansiyeller yardimiyla belirlenmektedir (Reboucas ve Tiomno, 1983). Silindirik simetrik
Godel evrenine ait ve (4.15) esitligi ile verilen yay elemani dikkate alinirsa, bu modelin

homojen olabilmesi i¢gin

= sabit (5.24)

oo

sartinin saglanmasi gerekir. Bu tez ¢alismasi kapsaminda, f(R) gravitasyon teorisinde ideal
akigkanl silindirik simetrik Gédel evreni i¢in, (4.25) denklemi ile verilen metrik potansiyel

(5.24) esitligindeki kosulda kullanilirsa

(5.25)

o|S:

1
a3

elde edilir. Dolayisiyla, (5.25) esitliginden goriildigi gibi, f(R) gravitasyon teorisi
cercevesinde de, ideal akiskanh silindirik simetrik Godel uzay-zamani homojen bir uzay-
zamandir. Ayn1 zamanda, (5.25) esitligi D(r) metrik potansiyelinin hesaplanmasina olanak

saglayan bir diferansiyel denklemdir. (5.25) esitligine gore D(r) metrik potansiyeli
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r r

D(r)=bie % +bhye “ (5.26)

olur. Burada b; ve b, ¢oOziimden gelen keyfi sabitlerdir. (4.25) ve (5.26) esitlikleri

karsilagtirildiginda a4 keyfi sabitinin ancak
as =0 (5.27)

degerini alabilecegi goriilmektedir. Boylece homojenlik kosuluna gore (4.24), (4.25) ve
(5.27) esitliklerinden metrik potansiyeller

r r
1 a 1 B
H(r)zEcz%ea2 +Ea%a3e % +as (5.28)
ve
\/— _r
D(r)= +—02 (e —aze ™) (5.29)

formuna indirgenir. (4.15) denklemi ile verilen yay elemaninda d¢2 koordinat

diferansiyelinin katsayis1 G(r) = D? (rn -H 2 (r) seklindeki fonksiyondur. Bu fonksiyon,
(5.28) ve (5.29) denklemleri kullanilarak

» r r

1
G(r)=—§ag(ea2 +a3ze & )—a%aS(ea2 +aze “ )—%agcg —a52 (5.30)

olarak elde edilir. Elde edilen ¢oziimlerdeki keyfi sabitler a3 =1, a, 1 V2= —as
m

secildiginde (5.28)-(5.30) esitliklerinde verilen fonksiyonlar

H(r) = ﬁsinhz(%J : (5.31)
m
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D(r) = %sinh(%}cosh(%} (5.32)

Ve

_ A Ginn 2 ™)1 - sinh2( ™
G(r)= 3 sinh ( 5 J{l sinh ( 5 D (5.33)

olur. (5.31)-(5.33) denklemleri ayn1 zamanda orijinal Go6del evreninin  metrik
potansiyelleridir (Godel,1949; Rebuogas ve Tiomno, 1983). Orijinal Gdodel evreni sabit
bilesenli bir rotasyon vektoriine sahiptir (Yilmaz, 2005). Bu vektoriin sifirdan farkli

bileseni metrik potansiyelleri cinsinden
Q=—o (5.34)

olarak tanimlanir (Rebuogas ve Tiomno, 1983). (5.31), (5.32) ve (5.34) denklemlerinden

m? =207 (5.35)

elde edilir. (5.35) esitligi f(R) gravitasyon teorisinde ideal akigkanli statik kiiresel simetrik
Godel modelinin orijinal Godel ¢oziimii ile esdeger oOzelliklere sahip oldugunu

gostermektir. Bu fonksiyon aymi zamanda Godel evrenindeki “causal’” ve “acausal’
ozelligini belirleyen fonksiyondur (Godel, 1949). (5.30) esitliginde a3 =1 ve as =—a%

yazilirsa

LI

Gy = ad(e™ +e * ~8e —8e " +14) (5.36)

olarak elde edilir. (5.36) esitliginin sifira esit olmas1 durumunda
r. =a, In(3+2+/2) (5.37)

olarak elde edilir.
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(5.28) ve (5.29) denklemleri ile verilen metrik potansiyeller (4.16) esitliginde
yerine yazilirsa f(R) gravitasyon teorisi i¢in ideal akiskanl statik silindirik simetrik Godel

evreninin egrilik skaleri

R= (5.38)

1

a3
o e _df(R) | .

olarak elde edilir. Bu durumda (4.23) esitliginden F(R) = R bagmtis1 yardimiyla

f(R)=a; R+ay (5.39)

olarak elde edilir. Diger yandan (3.3) dikkate alindiginda
1
SR) = (1437 )y R=21p (5.40)

elde edilir.
Ayrica, (4.15), (5.28) ve (5.29) denklemlerinden ideal akiskanli statik Godel

evreninin yay elemant

2 2
r r r r

1
ds® =| dt+| £= a3e® +Ea§a3e “ tasldg| - ijzcg(eaz —aze ) | dg? (5.41)

1
2
—dr* —d*

seklindedir. (5.39) ve (5.40) denklemlerinden goriildiigl iizere, f(R) gravitasyon teorisi
cercevesinde ideal akigkanli Godel evreni igin birbirinden farkli olarak iki f{R) fonksiyonu
elde edilmistir. Ancak her iki fonksiyonunda f(R)=R-2A formuna uygun olduguna

dikkat etmek gerekir. (5.39) denkleminde a; =1 ve a;y =—-2A olarak kabul edilirse f(R)

fonksiyonu

S(R)=R-2A (5.42)
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olarak elde edilir. (5.42) denklemi bilindigi tizere A CDM modeli i¢in gecerli fonksiyona
karsilik gelmektedir ve klasik Einstein genel relativitesinden elde edilen ¢dziimlerle
uyusmaktadir (Yilmaz, 2005; Dunn, 1989).

Diger yandan (4.27) denklemi ile verilen diger bir F(r) fonksiyonu i¢in ideal
akigkanl statik Godel evreninin, (4.28) ve (4.29) denklemlerine gore, f(R) gravitasyon
teorisi ¢ergevesinde metrik potansiyelleri sabitlere indirgenmektedir. Dolayisiyla, bu
durum altinda sabit ve uniform bir geometri karsimiza ¢ikmaktadir. Bu geometrik yapi,

Godel evrenini tam olarak yansitmayacagindan dnemini yitirmektedir.
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